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Chæång 1: SÅ LÆÅÜC LYÏ THUYÃÚT BIÃØU DIÃÙN 

 
I. BIÃØU DIÃÙN CAÏC TRAÛNG THAÏI LÆÅÜNG TÆÍ: 

 
Haìm soïng ( )r

ρ
Ψ maì ta thæåìng viãút tæì træåïc âãún nay laì pháön phuû thuäüc toaû 

âäü cuía haìm soïng. Hay ta coï thãø noïi âo laìï haìm soïng trong “biãøu diãùn toüa âäü” hay “r 
- biãøu diãùn”. 

Vê duû:  ( )r
ρ

Ψ =
2xe−

laì haìm soïng trong r - biãøu diãùn, noï chè phuû thuäüc toaû 
âäü x. Båíi le îcæï cho x mäüt giaï trë xaïc âënh thç ta xaïc âënh âæåüc haìm soïng. 

Ta biãút ràòng mäùi toaïn tæí  L
 )
 biãøu diãùn biãún säú  âäüng læûc L thç hãû haìm riãng 

cuía L
 )
 láûp thaình mäüt hãû âáöy âuí âãø haìm soïng Ψ ( rρ) co thãø viãút daûng mäüt täø håüp 

tuyãún tênh cuía caïc haìm riãng naìy laì: 
Ψ( rρ) )r(UC

n
nn

ρ∑=  

Trong âoï Cn  laì hãû säú hàòng säú, caïc haìm )r(U n
ρ  laì haìm riãng cuía toaïn tæí L

 )
 .  

Caïc haìm riãng naìy laì âaî biãút. Váûy nãúu caïc hãû säú phán têch Cn  thç haìm soïng 
Ψ( rρ) hoaìn toaïn âæåüc xaïc âënh. Nhæ váûy táûp håüp caïc säú Cn hoaìn toìan coï thãø thay 
thãú choΨ( rρ) âã mä taí traûng thaïi cuía haût. Ta noïi ràòng táûp håüp caïc Cn laì haìm soúng 
mä taí traûng thaïi cuía haût trong L - biãøu diãùn. 

Nhæ váûy, âãø mä taí traûng thaïi cuía hãû læåüng tæí ta coï thãø mä taí bàòng haìm soïng  
cho trong toaû âäü biãøu diãùn hay trong biãøu diãùn naìo âoï cuîng  âæåüc. 

Sau âáy, ta seî xeït haìm soïng trong mäüt säú biãøu diãùn cuû thãø vaì sæû biãún âäøi 
haìm soïng tæì biãøu diãùn naìy sang biãøu diãùn khaïc.    

   
1.Haìm soïng trong biãøu diãùn toüa âäü (r - biãøu diãùn): 

 
Trong biãøu diãùn toaû âäü, traûng thaïi læåüng tæí cuía hãû âæåüc kê hiãûu bàòng chè säú 

a (traûng thaïi a) vaì haìm soïng trong biãøu diãùn toaû âäü ta âáù laìm quen vaì thæåìng âæåüc 
viãút laì Ψa( rρ) . Âoï laì pháön phuû thuäüc toaû âäü cuía haìm soïng. 

Trong âoï ( rρ) laì mäüt táûp håüp toaû âäü (x,y,z). Ta cuîng âaî biãút 2
a )r(ρψ  máût âäü 

xaïc suáút tçm tháúy haût coï toaû âäü ( rρ) khi haìm soïng âaî chuáøn hoaï. Thæûc tãú ta âaî laìm 
viãûc våïi haìm soïng trong biãøu diãùn toaû âäü (r - biãøu diãùn) tæì âáöu giaïo  trçnh âãún giåì. 
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2. Haìm soïng trong biãøu diãùn nàng læåüng (E - biãøu diãùn): 
 
 Âãø dãø hiãøu váún âãö, ta xeït traûng thaïi cuía mäüt haût chuyãøn âäüng trong âiãûn 

træåìng ngoaìi, nàng læåüng cuí haût laì ám vaì do âoï nàng læåüng  cuía haût laì giaïn âoaûn. 
Caïc trë riãng cuía nàng læåüng laì En (n=1,2,3,4...) vaì haìm riãng tæång æïng laì 

Un( rρ). Theo tênh cháút âuí cuía hãû haìm riãng ta coï: 
                   )r(UC)r(

n
nna

ρρ ∑=ψ  

 Nhæ ta âaî noïi åí pháön trãn, táûp håüp caïc Cn laì haìm soïng mä taí traûng thaïi a 
cuía haût trong E - biãøu diãùn vaì vç laì haìm soïng nãn cuîng viãút laì:  ϕa(En). 

Nhæ váûy tæì  tênh cháút âuí cuía hãû caïc haìm riãng, ta coï cäng thæïc chuyãøn âäøi 
tæì haìm soïng trong E - biãøu diãùn sang r -biãøu diãùn nhæ sau: 

                        Ψa( rρ)=∑
n

ϕa(En).Un( rρ)                  (1.1) 

Vaì tæì cäng thæïc tênh hãû säú phán têch, ta coï cäng thæïc chuyãøn âäøi tæì haìm 
soïng trong r - biãøu diãùn sang E -biãøu diãùn nhæ sau: 

             )r(d)r(U)E( a
*
nna

ρρ
ψ=ϕ ∫    (1.2) 

Trong âoï Un( rρ)   haìm riãng cuía toaïn tæí nàng læåüng,  ϕa(En), Ψa( rρ) laì haìm 
soïng mä taí traûng thaïi a cuía hãû læåüng tæí trong E -biãøu diãùn vaì r -biãøu diãùn. 

Biãút traûng thaïi Ψa( rρ) cuía hãû vaì caïc haìm riãng Un( rρ)  cuía nàng læåüng ta tçm 
âæåüc haìm soïng trong E - biãøu diãùn maì nhæ sau naìy ta seî biãút, noï âæåüc mä taí bàòng 
mäüt ma tráûn k haìng vaì mäüt cäüt. 

Nãúu haìm soïng trong r - biãøu diãùn âaî âæåüc chuáøn hoaï thç haìm soïng trong E - 
biãøu diãùn cuîng âæåüc chuáøn hoaï. 

Tháût váy, haìm soïng âaî âæåüc chuáøn hoaï nãn: 
 1)r(da

*
a =ΨΨ∫

ρ
 

 Hay 1)r(d)r(UC)r(UC
n

nn
n

*
m

*
m =∑∑ ρρρ

 

      Hay 
( )

1)r(d)r(U)r(U)E()E( n
*
mn

n
m

n

*

r
aa

=ϕϕ ∫∑∑∫
ρρρ

ρ
 

 1)E()E( n,mm
n

*
n

n

*
aa

=δϕϕ ∑∑  

  1)E()E( n
n

*
n

n

*
aa

=ϕϕ⇒ ∑∑  

                           1)E(
2

n
n

a
=ϕ⇒ ∑  
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Âàóng thæïc naìy chênh laì âiãöu kiãûn chuáøn hoaï cuía haìm soïng trong  
E - biãøu diãùn. 

 
3. Haìm soïng trong biãøu diãùn xung læåüng (P - biãøu diãùn): 

 
 Toïan tæí xung læåüng coï phäø liãn tuûc nãn haìm riãng æïng våïi trë riãng P

ρ
cuía 

toaïn tæí xung læåüng  trong r - biãøu diãùn âæåüc viãút laì: P
ρΨ  ( rρ) vaì haìm phaíi âæåüc 

chuáøn hoaï vãö haìm âenta. Tæïc laì: 

∫ P
ρΨ  *( rρ) P

ρΨ  ( rρ) d( rρ) = )pp( ρρ ′−δ =
ppkhi
ppkhi0

′=∞

′≠
ρρ
ρρ

 

Tæång tæû nhæ trong E - biãøu diãùn, haìm soïng mä taí traûng thaïi a cuía hãû læåüng 
tæí trong P - biãøu diãùn cuîng âæåüc viãút laì ϕa (pρ) 

Do âoï ta coï cäng thæïc chuyãøn âäøi haìm soïng tæì P - biãøu diãùn sang r - biãøu 
diãùn nhæ sau: 

   )p(d)r()p()r( Paa
ρρρρ

ρψϕ=Ψ ∫      (1.3) 

(Thay cäng thæïc )r(UC)r(
n

nna
ρρ ∑=Ψ  âäúi våïi toaïn tæí coï phäø coï phäø giaïn 

âoaûn).  
Tæì cäng thæïc tênh hãû säú phán têch ta cuîng coï: 
   ( ) ( ) ( ) ( )rdrrp apa

ρρρρ
ρ ΨΨ=ϕ ∫      (1.4) 

(1.4) laì cäng thæïc chuyãøn traûng thaïi tæì r - biãøu diãùn sang p - biãøu diãùn. Våïi 
2

a )P(
ρ

ϕ  cuîng laì máût âäü xaïc suáút tçm tháúy haût coï xung læåüng laì P
ρ
 . 

Ta læu yï ràòng trong r - biãøu diãùn thç phæång trçnh trë riãng cuía toaïn tæí xung 
læåüng, ta coï thãø tçm âæåüc pháön phuû toaû âäü cuía haìm riãng laì: 

   pρΨ ( rρ) = 







πη2
1 2

3

e )r,p(1 ρρ
η  

 
II.DAÛNG CUÍA TOAÏN TÆÍ TRONG CAÏC BIÃØU DIÃÙN: 
 

Ta haîy xeït toaïn tæí tuyãún tênh A
)

. Toaïn tæí naìy taïc duûng lãn haìm soïng Ψa( rρ) 
( traûng thaïi a) seî cho haìm Ψb( rρ) nhæ sau: 

                                A
)

Ψa( rρ) = Ψb( rρ)     (1.5) 
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   Ta haîy xeït phæång trçnh naìy trong L - biãøu diãùn naìo âoï .Muäún váûy caïc 
haìm soïng Ψa( rρ), Ψb( rρ) phaíi âæåüc chuyãøn sang L - biãøu diãùn (theo caïc hãû säú phán 
têch bãn caûnh caïc haìm riãng cuía  toaïn tæí L

)
. Giaí sæí L

)
 coï phäø giaïn âoaûn thç caïc 

haìm Ψa( rρ), Ψb( rρ) âæåüc viãút nhæ sau: 
  Ψa( rρ) =∑

n
( )na Lϕ Un( rρ)                                        (1.6) 

  Ψb( rρ) =∑
n

( )nb Lϕ Un( rρ)                                       (1.7) 

Trong âoï  Un( rρ) laì caïc haìm riãng æïng våïi trë riãng Ln  cuía toaïn tæí L
)

. Coìn 
)L(),L( nbna ϕϕ  laì caïc haìm soïng mä taí traûng thaïi a vaì traûng thaïi b trong L- biãøu 

diãùn. Ta haîy tçm mäúi liãn hãû giæîa )L( naϕ vaì nb L(ϕ ) 
Viãút laûi phæång trçnh(1.4) dæåïi daûng cáön quan tám ta coï: 
  )r(U)L()r(U)L(A n

m
nbn

n
na

ρρ)
∑∑ ϕ=ϕ      (1.8) 

 Nhán hai vãú cuía phæång trçnh (1.8) våïi Um
*( rρ) laì haìm riãng tæång æïng våïi 

trë riãng Lm  cuía toaïn tæí L
)

 ta âæåüc: 
 )r(U)L()r(U)r(U)L(A)r(U n

m
nb

*
n

n
na

*
m m

ρρρ)ρ ∑∑ ϕ=ϕ   

Láúy têch phán theo rρ ta âæåüc: 
                                   

                   [ ] [ ] )L()r(d)r(U)r(U)L()r(d)r(UA)r(U nb
n

n
*

na
n

n
*
m m

ϕ=ϕ ∑ ∫∑ ∫
ρρρρρ)ρ

 

Têch phán åí vãú traïi giäúng nhæ trë trung bçnh cuía A 
Âàût ∫= )r(d)r(UA)r(UA n

*
mmn

ρρ)ρ . Thç phæång trçnh trãn tråí thaình: 
  mnn

n
bn

n
amn )L()L(A δϕ=ϕ ∑∑  

Våïi   
nmkhi1
nmkhi0

mn =
≠

=δ    

Nãn: )L()L(A m
n

bn
n

amn ∑∑ ϕ=ϕ      (1.9) 

Ta chuï yï )r(Un
ρ  laì haìm riãng cuía toaïn tæí L

)
 chæï khäng phaíi cuía Â . Cäng 

thæïc (1.9) cho ta mäúi liãn hãû cuía caïc haìm soïng trong L - biãøu diãùn maì ta cáön tçm. 
Quay laûi kyï hiãûu: 

mmb

nna

b)L(
a)L(

=ϕ
=ϕ  

Thç cäng thæïc(1.9) seî laì: 
∑
n

Amnan  =  bm 
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Våïi m, n laì chè säú caïc haìm riãng cuía toaïn tæí L
)

 
Nãúu L

)
 coï k haìm riãng thç ta coï: 

     ∑
=

k

1n
mnA an  =  bm     (m=1,2,3...k) 

Ta coï hãû phæång trçnh: 
 
 

A11a1 + A12a2 + ...+A1kak  = b1           (m=1) 
A21a1 + A22a2  + ...+A2kak  = b2            (m=2) 
..............................................   (1.10) 
Ak1a1 + Ak2a2 + ...+Akkak = bk            (m=k) 

Vãú traïi cuía mäùi phæång trçnh tuyãún tênh cuía hãû phæång trçnh (1.10) coï k säú 
haûng vaì caïc hãû säú Amn thç âàûc træng cho toaïn tæí Â . Nhæ váûy trong L - biãøu diãùn, Â  
âæåüc biãøu diãùn bàòng mäüt ma tráûn vuäng  k haìng, k cäüt våïi caïc pháön tæí mnA nhæ 
sau:  

                            Â = (A) =

A...AA

A...AA
A...AA

kk2k1k

k22221

k11211

............
 

Ta mä taí caïc haìm soïng an, bn trong  L- biãøu diãùn cuîng bàòng ma tráûn  k haìng, 
k cäüt nhæng chè coï caïc pháön tæí cuía cäüt thæï nháút laì khaïc khäng, coìn caïc pháön tæí 
khaïc âãöu bàòng khäng   

         [ ]

k

2

1

1k

21

11

1k

21

11

anan

a
...
a
a

a
...
a
a

0...0a
............
0...0a
0...0a

)L()L()a( ===ϕ=ϕ=  

Tæång tæû: ( ) ( )

k

2

1

bmbm

b
...
b
b

)L()L()b( =ϕ=ϕ=  

 Ta tháúy roî raìng hãû phæång trçnh (1.10) chênh laì daûng khai triãøn cuía 
phæång trçnh ma tráûn sau: 

mn b)a)(A( =      (1.11) 
Hay     (A)(ϕa(L)) = (ϕb(L)] 
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Trong âoï (A), (ϕb(L)), (ϕa(L)) laì caïc ma tráûn biãøu diãùn toaïn tæí vaì caïc haìm 
soïng trong L- biãøu diãùn,  phæång trçnh naìy giäúng nhæ phæång trçnh biãún âäøi haìm 
soïng cuía toaïn tæí A

 )
 trong r- biãøu diãùn maì ta quen thuäüc laì: 

                                                )r()r(A ρρ)
ϕ=Ψ  

Nhæ váûy trong L- biãøu diãùn ta cuîng viãút tæång tæû phæång trçnh biãún âäøi haìm 
soïng cho toaïn tæí A

)
 laì: 

                                               A
)

ϕa(L) = ϕb(L)   (1.12) 
Nhæng trong phæång trçnh (1.12) thç A

)
, ϕa(L), ϕb(L) laì caïc ma tráûn. 

Nãúu ta xeït toaïn tæí A
)

 trong biãøu diãùn cuía chênh noï thç caïc haìm riãng laì cuía 
A
)

. Do âoï caïc pháön tæí ma tráûn (A) biãøu diãùn toaïn tæí A
)

 seî laì: 
 Amn = 

( )
∫
rρ

Um
*( rρ) A

)
 Un( rρ)d( rρ) = An 

( )
∫
rρ

Um
*( rρ) Un( rρ)d( rρ) = Anδmn 

 ⇒Amn = An khi m = n. Coìn khi m ≠ n thç Amn = 0. Váûy trong biãøu diãùn cuía 
chênh mçnh toaïn tæí A

)
 laì mäüt ma tráûn cheïo, caïc pháön tæí cuía ma tráûn laì caïc trë riãng 

cuía toaïn tæí A
)

. Daûng caïc toaïn tæí  trong biãøu diãùn toaû âäü ta âaî biãút, báy giåì ta  haîy 
nghiãn cæïu daûng cuía caïc toaïn tæí trong mäüt vaìi biãøu diãùn quen thuäüc. 
 
1.Toaïn tæí nàng læåüng trong biãøu diãùn nàng læåüng: 

 
 Nhæ trãn ta âaî noïi, toaïn tæí nàng læåüng trong biãøu diãùn nàng læåüng seî laì mäüt 

ma tráûn cheïo coï caïc pháön tæí laì caïc trë riãng cuía cuía nàng læåüng nhæ sau: 

( )

k

2

1

E...00
............
0...E0
0...0E

HH ==
)

 

Phæång trçnh biãún âäøi haìm soïng trong biãøu diãùn nàng læåüng  laì: 
                               )E()E(H aa ϕ=ϕ

)
    (1.13)  

     
Màût khaïc theo mäúi liãn hãû cuía caïc haìm soïng trong E- biãøu diãùn ta laûi coï: 
                              )E(H)E( na

n
mnmb ϕ=ϕ ∑  

Trong täøng åí vãú phaíi táút caí caïc säú haûng âãöu bàòng khäng træì säú haûng coï 
n=m. Do âoï ta coï: 
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Hay ta coï thãø viãút: 
                                     )E(E)E( ab ϕ=ϕ  
Nhæ váûy (1.13) tråí thaình: 
                                     )E(E)E(H aa ϕ=ϕ

)
 

Ta tháúy  trong biãøu diãùn nàng læåüng thç toaïn tæí  nàng læåüng chè laì pheïp nhán 
våïi nàng læåüng maì thäi. Giäúng nhæ toaïn tæí toaû âäü cuîng chè laì pheïp nhán våïi toaû 
âäü. 

2. Caïc toaïn tæí  trong biãøu diãùn xung læåüng: 
2.1 Toaïn tæí xunglæåüng: 
Phæång trçnh biãún âäøi haìm soïng cuía toaïn tæí xung læåüng trong biãøu diãùn 

xung læåüng laì:  
                  )p()p(P ba

ρρ)
ϕ=ϕ                  (1.14) 

Màût khaïc mäúi liãn hãû caïc haìm soïng trong biãøu diãùn xung læåüng cho ta:  
        pd)p(P)p( a

p
pp

'
b

ρρρ
ρ

ϕ=ϕ ∫ ′  

(Tæång tæû nhæ )L(A)L( na
n

mnmb ϕ=ϕ ∑ , p laì liãn tuûc) 

Trong âoï  

 ( ) ( ) )pp(P)r(dr)r(P)r(drp)r(P
p

)r(

*

pp
)r(

*

ppp ′−δ=== Ψ∫ΨΨ∫Ψ′
ρρρρρρρρρ)ρρ

ρ
ρ

ρρ
ρ

ρρρ  

     ( ) ( ) )p(P)p(dpppa)p( '
a

)p(

'
b P ρρρρρρρ

ρ

ρ
ϕ′=′−δ=ϕ⇒ ∫ ϕ   

Hay         )p(p)p( ab
ρρρ

ϕ=ϕ              (1.15) 
Tæì (1.14), (1.15) ta suy ra: 
                                  )p(P)p(P ab

ρρρ)ρ
ϕ=ϕ  

Tæïc laì trong biãøu diãùn xung læåüng, toaïn tæí xung læåüng cuîng chè laì pheïp 
nhán våïi xung læåüng maì thäi. Ta læu yï ràòng toïan tæí xung læåüng coï phäø liãn tuûc 
nãn noï laì mäüt ma tráûn cheïo liãn tuûc trong biãøu diãùn xung læåüng. 

2.2 Toaïn tæí toaû âäü: 
 
Xeït haût chuyãøn âäüng trãn truûc Ox. Trong (px- biãøu diãùn) thç phæång trçnh 

biãún âäøi haìm soïng cuía toaïn tæí  toaû âäü x)  laì: 
    ( ) ( )xbxa ppx ϕ=ϕ)         (1.17) 

)E(E)E(H)E( mammamnmb ϕ=ϕ=ϕ
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Mäúi liãn hãû  haìm soïng cho ta: 

                               ( ) ( ) xxa
p

ppx
'

b dppXp
x

xx
ϕ=ϕ ∫ ′   

Våïi                         
( )

dx)x()x(X
xpxpxx

x

*
pp ΨΨ= ∫ ′′

)
 

Chuï yï caïc pháön tæí dæåïi dáúu têch phán theo (x) laì trong biãøu diãùn toaû âäü nãn: 
xx =)  vaì e

xip

p

x

x 2
1)x( η

ηπ
=Ψ   

Do âoï: e
xip

p

x

x 2
x)x(x̂ η

ηπ
=Ψ 








π∂

∂
−= e

xip

x

x

2
1

p
i η

η
η  

   )x(
p

i
xp

x

Ψ
∂

∂
−= η  

( ) ( )
dx)x()x(

p
idx)x(

p
i)x(X

xxpxxpxx p
x

*

x
p

xx

*
pp ΨΨ

∂
∂

−=







Ψ

∂
∂

−Ψ=⇒ ∫∫ ′′′ ηη  

( )xx
x

pp pp
p

iX
xx

−′δ
∂
∂

−=⇒ ′ η  

Dæûa vaìo biãøu thæïc cuía )p( xb ′ϕ  ta âæåüc: 

( ) xxx
xp

xaxb dppp
p

i)p()p(
x

−′δ







∂
∂

−ϕ=′ϕ⇒ ∫ η  

       ( )[ ]xx
p

xa ppd)p(i
x

−′δϕ−= ∫η  

( ) ( ) ( ) xxx
p x

xa
p

'
xxxaxb dppp

p
)p(ipp)p(i)p(

x
x

−′δ
∂

ϕ∂
−−−δϕ−=′ϕ⇒ ∫ηη  

Chuï yï ràòng têch phán láúy theo xp  vaì trong miãön biãún thiãn cuía xp  coï chæïa 
giaï trë xp′ . Nhæ váûy thç säú haûn âáöu cuía vãú phaíi bàòng khäng (theo tênh cháút haìm 
âenta). 

                            )p(
p

i)p( xa'
x

xb ′ϕ
∂

∂
=′ϕ⇒ η  

(Tênh cháút haìm âenta) 
Hay      )p(

p
i)p( xa

x
xb ϕ

∂
∂

=ϕ η                                   (1.18) 

So saïnh (1.18), (1.17), ta âæåüc: 

xp
ix

∂
∂

= η)  

Tæång tæû våïi caïc toaïn tæí toaû âäü khaïc vaì ta coï: 
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xp
ix

∂
∂

= η)  

yp
iy

∂
∂

= η)  

zp
iz

∂
∂

= η)  

Tæì âoï ta suy ra: 
kzjyixr
ρ)ρ)ρ)) ++=  












∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

= k
p

j
p

i
p

i
zyx

ρρρ
η  

pir ρ
ρ

η
)ρ

∇=⇒  
Tæì daûng caïc toaïn tæí âaî biãút trong biãøu diãùn xung læåüng , ta coï thãø suy ra 

daûng caïc toaìn tæí khaïc trong biãøu diãùn xung læåüng bàòng nguyãn lyï tæång æïng. 
Vê duû nàng læåüng: 

)z,y,x(V
m2

PPP
H

2
z

2
y

2
x +

++
=  

Ta suy ra toaïn tæí nàng læåüng coï daûng: 












∂
∂

∂
∂

∂
∂

+=
zyx

2

p
i,

p
i,

p
iV

m2
pH ηηη

)
 

Tæì âoï ta viãút âæåüc phæång trçnh Schrodinger trong (p- biãøu diãùn) nhæ sau: 

)p(E)p(
p

i,
p

i,
p

iV
m2

p
EE

zyx

2 ρρ
ηηη ϕ=ϕ























∂
∂

∂
∂

∂
∂

+  

Ta tháúy ngay nãúu haût chuyãøn âäüng tæû do thç nàng læåüng laì: 
m2

pE
2

=  
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Chæång2: NÀNG LÆÅÜNG CUÍA NGUYÃN TÆÍ   
                         TRONG ÂIÃÛN  TRÆÅÌNG 
 
Âäü biãún thiãn nàng læåüng cuía caïc traûng thaïi dæìng cuía caïc nguyãn tæí dæåïi 

aính hæåíng cuía âiãûn  træåìng ngoaìi goüi laì hiãûu æïng Stark. 
 
Khi khäng coï âiãûn træåìng ngoaìi, caïc traûng thaïi dæìng tæång æïng våïi mäüt 

mæïc nàng læåüng En. Khi coï âiãûn træåìng ngoaìi våïi cæåìng âäü ε  taïc duûng, trong toaïn 
tæí Haminton coï xuáút hiãûn säú haûng phuû: 

W=- ε .d 
Trong âoï: d= e.r  laì toaïn tæí mämen læåîng cæûc âiãûn cuía electron. Nãúu hæåïng 

z doüc theo vectå âiãûn træåìng thç toaïn tæí Haminton cuía nguyãn tæí coï daûng: 
WHH O

)))
+=  

Trong âoï toaïn  tæí W
)

 laì mäüt toaïn tæí nhoí goüi laì toaïn tæí nhiãùu loaûn. 
Khi coï âiãûn træåìng ngoaìi taïc duûng, træåïc hãút sæû âäúi xæïng cuía hãû thay âäøi, sæû 

âäúi xæïng xuyãn tám thay thãú bàòng sæû âäúi xæïng truûc, khi âoï tênh cháút cuía thãú nàng 
thay âäøi khi ±∞→z . Thãú nàng giaím khi −∞→z  (electron<0) nãn seî xuáút hiãûn 
xaïc suáút cuía electron truyãön  truyãön qua haìng raìo thãú, nghéa laì sæû ion hoaï tæû phaït 
cuía nguyãn tæí dæåïi aính hæåíng cuía âiãûn træåìng ngoaìi, khaí nàng cuía electron træyãön 
qua haìng raìo thãú xuáút hiãûn trong sæû måí räüng cuía caïc mæïc nàng læåüng. 

 
Caïc tênh toaïn âënh læåüng vãö âäü biãún thiãn nàng læåüng cuía nguyãn tæí khi coï 

âiãûn træåìng ngoaìi taïc duûng coï thãø tiãún haình bàòng phæång phaïp lyï thuyãút nhiãùu 
loaûn, nãúu cæåìng âäü cuía træåìng âuí nhoí, nghéa laì trong træåìng håüp âäü biãún thiãn cuía 
caïc mæïc nhoí so våïi khoaíng caïch cuía caïc mæïc lán cáûn cuía nguyãn tæí khi khäng coï 
træåìng. 

 
Trong pheïp gáön âuïng cáúp mäüt cuía lyï thuyãút nhiãùu loaûn säú hiãûu chênh cho 

nàng læåüng cuía hãû khäng nhiãùu loaûn âæåüc xaïc âënh båíi giaï trë trung bçnh cuía toaïn 
tæí nhiãùu loaûn trong traûng thaïi âoï. Âäü biãún thiãn nàng læåüng trong thaïi dæåïi aính 
hæåíng cuía nhiãùu loaûn:  

                                                 d.E ε=∆  
Traûng thaïi kêch thêch âáöu tiãn cuía nguyãn tæí Hydro tæång æïng våïi traûng thaïi 

naìy coï haìm soïng dæåïi daûng täø håüp tuyãún tênh nhæ sau: 
21 βψ+αψ=Ψ  
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Mämen læåîng cæûc trung bçnh khaïc khäng coï thãø coï trong caí caïc hãû læåüng tæí 
coï nhoïm caïc traûng thaïi háöu nhæ suy biãún. Nãúu mäüt hãû nhæ thãú khäng coï nàng læåüng 
hoaìn toaìn xaïc âënh. Do âoï âäü báút âënh cuía nàng læåüng låïn hån khoaíng caïch giæîa 
caïc mæïc coï tênh chàón leî khaïc nhau. 

 
Ta seî nghiãn cæïu hiãûu æïng Stark âäúi våïi nguyãn tæí Hydrä trong âiãûn træåìng 

trong sæû gáön âuïng phi tæång âäúi tênh khäng taïc âäüng lãn spin cuía electron. 
 
Do âoï trong pheïp tênh gáön âuïng cáúp mäüt cuía lyï thuyãút nhiãùu loaûn traûng thaïi 

cå baín 1s cuía nguyãn tæí Hydro coï tênh chàôn leí dæång trong pheïp tênh gáön âuïng 
cáúp mäüt. 

Nàng læåüng cuía traûng thaïi naìy khäng âäøi khi âiãûn træåìng taïc duûng. Khi 
nghiãn cæïu traûng thaïi kêch thêch âáöu tiãn æïng våïi n=2, cáön chuï ràòng traûng thaïi naìy 
suy biãún bäüi g (báûc 4). Âãø xaïc âënh sæû dëch chuyãøn cuía caïc mæïc trong pheïp gáön 
âuïng cáúp mäüt cuía lyï thuyãút nhiãùu loaûn cáön phaíi khaío saït täø håüp tuyãún tênh cuía caïc 
traûng thaïi suy biãún. 
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Chæång 3: LYÏ THUYÃÚT NHIÃÙU LOAÛN 

 
I.BAÌI TOAÏN NHIÃÙU LOAÛN DÆÌNG KHÄNG SUY BIÃÚN: 

 
Pháön låïn caïc baìi toaïn trong cå hoüc læåüng tæí âãöu khäng giaíi mäüt caïch chênh 

xaïc. Vç váûy, trong nhiãöu træåìng håüp ta phaíi duìng phæång phaïp gáön âuïng âãø tçm caïc 
haìm riãng vaì trë riãng cuía caïc toaïn tæí biãøu diãùn biãún säú âäüng læûc. Phæång phaïp 
nhiãùu loaûn maì ta nghiãn cæïu dæåïi âáy laì mäüt phæång phaïp quan troüng âãø giaíi caïc 
baìi toaïn cå hoüc læåüng tæí. Phæång phaïp áúy cuû thãø nhæ sau: 

Xeït hãû læåüng tæí coï toaïn tæí nàng læåüng H
)

khäng phuû thuäüc thåìi gian thç 

phæång trçnh Schrodinger khäng phuû thuäüc thåìi gian laì: 

  ( ) ( )rErH kkk
ρρ)

ψ=ψ                                (3.1) 
Âáy laì phæång trçnh vi phán haûng hai, mæïc âäü phæïc taûp cuía phæång trçnh phuû 

thuäüc vaìo caïc yãúu täú:  
Säú toüa âäü nhiãöu hay êt. 
Daûng cuía thãú nàng laì phæïc taûp hay âån giaín. 
Caïc baìi toaïn âån giaín ta âaî giaíi nhæ baìi toaïn chuyãøn âäüng mäüt chiãöu, baìi 

toaïn dao âäüng tæí âiãöu hoaì, baìi toaïn chuyãøn âäüng cuía electron trong nguyãn tæí 
hidro. Coìn noïi chung viãûc giaíi phæång vi phán trãn laì phæïc taûp vaì khäng thæûc hiãûn 
âæåüc bàòng phæång phaïp giaíi têch. Khi âoï ta phaíi  giaíi baìi toaïn bàòng  phæång phaïp 
gáön âuïng. 

Näüi dung cuía phæång phaïp nhiãùu loaûn âãø giaíi phæång vi phán trãn laì ta tçm  
mäüt toaïn tæí 0H

 )
 gáön bàòng H

)
  sau cho phæång trçnh trë riãng  )r(E)r(H 0

n
0
n

0
n

0 ρρ)
ψ=ψ  

cuía  0H
 )

laì giaíi âæåüc.    
Nghéa laì ta tçm âæåüc trë riãng 0

nE  vaì  caïc haìm riãng )r(0
n

ρ
ψ  räöi dæûa vaìo 0

nE  
vaì )r(0

n
ρ

ψ   âãø suy ra kE  vaì )r(k
ρ

ψ  cuía phæång trçnh (3.1). 
Khi âoï ta âàût WHH 0 )))

+= . Trong âoï toaïn tæí W
)

 laì mäüt toaïn tæí nhoí goüi laì 
nhiãùu loaûn. Nhæ váûy phæång trçnh (3.1) tråí thaình:  

            ( ) ( ) )r(ErWH
 

kkk
0 ρρ))

Ψ=Ψ+     (3.2) 
Âãø giaíi phæång trçnh naìy ta haîy  chuyãøn noï sang Eo - biãøu diãùn  
 Ta coï: ( ) ( )∑ ψ=ψ

n

0
nk rCr

k

ρρ  vaì thay vaìo (3.2) ta âæåüc: 
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                 ( ) ( ) ( )rCErCWH n
0

n
nk

0
n

n
n

0 ρρ))
ψ=ψ+ ∑∑  

 Hay         ( ) ( )( ) ( )rCErWrHC n
0

n
nk

n

0
n

0
n

0
n

ρρ)ρ)
ψ=ψ+ψ ∑∑   (3.2)’ 

Nhán hai vãú (3.2) våïi )r(*0
m

ρ
ψ  räöi láúy têch phán theo ( )rρ  ta âæåüc 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )∑ ∫∑ ∫∑ ∫ ψψ=ψ/ψ+ψψ
n )r(

0
n

*0
mnk

n )r(

0
n

*0
mn

n )r(

0
n

*0
m

0
nn )r(drrCE)r(drWrC)r(drrEC ρρρρρ)ρρρρ

ρρρ

           Hay           mn
n

nkmnnmn
0
n

n
n CEWCEC δ=+δ ∑∑∑  

 Suy ra      mkmn
n

n
0
mm CEWCEC =+ ∑                  (3.3) 

Trong âoï Wmn  laì pháön tæí ma tráûn ( )W
)

  trong E0 - biãøu diãùn caïc chè säú m, n 
laì chaûy suäút caïc haìm riãng cuía 0H

)
. 

Báy giåì ta biãøu diãùn Ek vaì caïc Cn (cuîng laì Cm) dæåïi daûng chuäùii vaì chuï yï 
caïc 0

kE  laì âaî biãút:  

      
...CCCC  

...EEEE
2
n

1
n

0
nn

2
k

1
k

0
kk

+++=
+++=  

Trong âoï caïc i
k

i
k C,E  laì caïc säú hiãûu chênh báûc i, quy âënh báûc gáön âuïng cuía c 

yãúu täú nhiãùu loaûn, chuïng ta coï caïc vä cuìng beï báûc i (i= 1,2... vaì  W laì caïc vä beï 
báûc 1) 

 Âæa mnk C,C,E  vaìo (3.3) ta âæåüc  
( )( ) ( ) mn

n

2
n

1
n

0
nm

2
k

1
k

0
k

2
m

1
m

0
m W...CCCE...EEE...CCC ∑ +++=−++++++   

            Khai triãøn têch thæìa säú vaì cán bàòng caïc säú haûng cuìng báûc åí hai vãú âæåüc hãû 
caïc phæång trçnh: 

              ( ) 0EEC 0
m

o
k

0
m =−       (3.4) 

         ( ) ∑=−+
n

mn
0
n

0
m

0
k

1
m

1
k

0
m WCEECEC     (3.5) 

    ( ) ∑=−++
n

mn
1
n

0
m

0
k

2
m

1
k

1
m

2
k

0
m WCEECECEC   (3.6) 

     .................................... 
Giaíi hãû phæång trçnh trãn ta tçm âæåüc caïc giaï trë 0

n
0
k C,E  vaì caïc säú hiãûu chênh 

báûc 1, báûc 2 ... cuía chuïng. Nãúu ta dæìng laûi åí säú hiãûu chênh báûc naìo thç baìi toaïn 
dæìng laûi åí gáön âuïng báûc áúy. 

Chàóng haûn ta haîy giaíi baìi toaïn trong gáön âuïng báûc mäüt, khi áúy ta phaíi tçm 
âæåüc : 1

k
0
kk EEE += vaì 1

n
0
nn CCC += âãø suy ra haìm soïng tæång æïng våïi kE  laì: 

)r(C)r( 0
n

n
nk

ρρ
ψ=Ψ ∑
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Âãø tçm 0
kE  ta haîy giaíi (3.4) laì phæång trçnh gáön âuïng báûc khäng hay baìi 

toaïn khäng coï nhiãùu loaûn.  
Maì baìi toaïn khäng coï nhiãùu loaûn thç ta âaî giaíi âæåüc nãn caïc trë riãng 0

kE vaì 
caïc haìm riãng )r(0

k
ρ

ψ  tæång æïng laì âaî biãút   
Khi âoï trong (3.4) ta cho m=k thç 0CC 0

k
0
m ≠=  

Màût khaïc khi khäng coï nhiãùu loaûn thç )r(C)r( 0
n

n

0
n

0
n

ρρ
ψ=ψ ∑ .Trong âoï táút caí 

caïc säú haûng coï mkn =≠  thç 0
nC  âãuö bàòng khäng chè coï mäüt säú duy nháút coï 

mkn ==   laì  ≠  0, âoï laì 0
kC  

                            
1C

)r(C)r(
0
k

0
n

0
k

0
n

=⇒

ψ=ψ⇒
ρρ

 

Váûy åí gáön âuïng báûc 0, ta coï: 

                           
)r()r(

EEE
0
kk

0
m

0
kk ρρ
ψ=ψ
−=          

laì trë riãng vaì haìm riãng tæång æïng cuía nàng læåüng khi khäng coï nhiãùu loaûn 
maì ta âaî biãút vaì )kmn(,1C0

k === . 
Âãø tçm caïc hãû säú chênh 1

n
1
k C,E  ta phaíi giaíi phæång trçnh gáön âuïng (3.5) tiãúp 

theo. 
  

               Cho m =k phæång trçnh (3.5) tråí thaình 
                         ( ) kn

n

0
n

0
k

0
k

1
n

1
k

0
k WCEECEC ∑=−+  

Våïi mkn =≠  thç 0C0
n = ,coìn våïi mkn ==  thç 1CCC 0

m
0
k

0
n === . Tæì âoï 

suy ra: 
                          kk

1
k WE =                (3.7) 

Våïi  knm ≠= vaì chuï yï khi âoï  0C0
n = , 0C0

m =  ta coï phæång trçnh 
                         ( ) mk

n

0
k

0
m

0
k

1
m WCEEC ∑=−  

Maì 1C0
k =  

    km
EE

W
C 0

m
0
k

mk1
m ≠

−
=⇒   (3.8)  

ÅÍ  âáy ta hiãøu vai troì cuía m vaì n laì nhæ nhau nãn ta coï thãø thay n cho m åí 
cäng thæïc trãn. 

Nhæ váûy trong gáön âuïng báûc mäüt thç giaï trë cuía nàng læåüng vaì biãøu thæïc cuía 
haìm soïng tæång æïng laì: 

    kk
0
k

1
k

0
kk WEEEE +=+=       (3.9) 
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 ( kkW  laì pháön tæí ma tráûn W
)

 trong E0 biãøu diãùn)  
Vaì: ( ) ( )rC)r(C)r(CC)r(

n
k

01
n

n
k

00
n

n

0
n

1
n

0
nk

ρρρρ ∑ ∑∑ Ψ+Ψ=Ψ+=Ψ  

Chuï yï 0C0
0 =  khi kn ≠  vaì  0

n
0
k

nk1
n EE

W
C

−
= Ta âæåüc: 

         ∑ Ψ
−

+Ψ=Ψ
n

0
n0

m
0
k

nk0
kk )r(

EE
W

)r()r( ρρρ             (3.10) 

 Âãø pheïp tênh gáön âuïng coï yï nghéa thç 0
n

0
knk EEW −<< . Âoï cuîng laì mäüt 

âiãöu kiãûn âãø ta choün nhiãùu loaûn W. 
Muäún tênh caïc säú hiãûu chênh báûc cao hån, ta tiãúp tuûc giaíi caïc phæång trçnh 

gáön âuïng báûc cao hån. 
 

II.NHIÃÙU LOAÛN DÆÌNG COÏ SUY BIÃÚN: 
 

ÅÍ trãn ta âaî xeït baìi toaïn khäng suy biãún, nghéa laì æïng våïi mäüt mæïc nàng 
læåüng thç coï mäüt haìm soïng duy nháút, Báy giåì ta xeït trong træåìng håüp 0H

)
 coï  suy 

biãún, tæïc laì æïng våïi mäüt mæïc nàng læåüng thç coï nhiãöu haìm soïng tæång æïng khaïc 
nhau . 

Ta giaí sæí mæïc nàng læåüng cuía 0
nE  hãû læåíng tæí coï g haìm soïng tæång æïng 

)r(),...r(),r( 0
ng

0
2n

0
1n

ρρρ
ψψψ . Ta kyï hiãûu caïc haìm soïng âoï laì ( )r0

n
ρ

αψ . Nhæ váûy haìm soïng 
( )rk
ρ

ψ   trong Eo - biãøu diãùn coï daûng. 
                                   )r(C)r(

n

0
na

,
nk

ρρ ∑∑ ψ=ψ
α

α  

Âæa vaìo phæång trçnh (3.2) ta âæåüc: 
)r(CE)r(C)WH( 0

n
n

nk
0
n

n
n

0 ρρ))
α

α
αα

α
α ψ=ψ+ ∑∑∑∑  

       Hay                  [ ] )r(CE)r(W)r(HC 0
n

n
nk

0
n

0
n

0

n
n

ρρ)ρ)
α

α
ααα

α
α ψ=ψ+ψ ∑∑∑∑   

Nhán caí hai vãú phæång trçnh trãn våïi )r(*0
m

ρ
βψ  räöi láúy têch phán theo ( )rρ  ta 

âæåüc: 
 

)r(d)r()r(CE

)r(d)r(W)r(C)r(d)r()r(EC

0
n

n )r(

*0
m

,
nk

0
n

n )r(

*0
m

,
n

0
n

n )r(

*0
m

0
n

,
n

ρρρ

ρρ)ρρρρ

ρ

ρρ

αβ
α

α

αβ
α

ααβ
α

α

ψψ=

ψψ+ψψ

∑ ∫∑

∑ ∫∑∑ ∫∑
 

Hay    αβ
α

ααβ
α

ααβ
α

α δ=+δ ∑∑∑∑∑∑ n,m
n ,

nkn,m
n ,

nn,m
n

0
n

,
n CEWCEC  
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( ) ( )g1,WCEEC n,m
n ,

n
0
mkm ÷=βα=−⇒ αβ

α
αβ ∑∑   (3.11) 

Trong âoï: 
( )

)r(d)r(W)r(W n
r

*
mn,m

ρρ)ρ
ρ

αβαβ ψψ= ∫  

 Báy giåì ta biãøu diãùn Ek vaì caïc αnC  (cuîng nhæ βmC ) dæåïi daûng chuäùi vaì chuï 
yï caïc 0

kE  laì âaîìù biãút:  

......CCCC

......EEEE
2
n

1
n

0
nn

2
k

1
k

0
kk

αααα ++=

++=
 

Âæa βα mnk C,C,E  vaìo (3.11) ta âæåüc: 
( )( ) ( )∑∑

α
αααβββ +++=−++++

n

2
n

1
n

0
n

0
m

2
k

1
k

0
k

2
m

1
m

0
m ...CCCE...EEE...CCC  

Khai triãøn têch caïc thæìa säú vaì cán bàòng caïc säú haûng cuìng báûc åí hai vãú ta 
âæåüc hãû  caïc phæång trçnh gáön âuïng liãn tiãúp nhæ sau: 

                  ( ) 0EEC 0
m

0
k

0
m =−β      (3.12) 

                 ( ) ∑∑
α

αβαββ =−+
n

n,m
0
n

0
m

0
k

1
m

1
k

0
m WCEECEC         (3.13) 

Ta haîy tênh caïc trë riãng Ek vaì caïc haìm riãng tæång æïng )r(k
ρ

ψ . Baìi toaïn ráút 
phæïc taûp nãn ta chè dæìng laûi åí gáön âuïng báûc mäüt thäi. 

Khi khäng coï nhiãùu loaûn (hay nhiãùu loaûn báûc khäng) thç phæång trinh (3.12) 
cho ta kmEE 0

m
0
k =⇒= . Nhæng åí âáy 0CC 1

k
0
m ≠= ββ  chæï khäng bàòng mäüt nhæ 

træåïc âæåüc (vç coìn suy biãún theo β ).  Nhæ váûy ta coï g giaï trë 0C0
m ≠β .  

Thay m=k vaìo phæång trçnh (3.13) ta âæåüc. 

                              
0
k

n
n,k

0
n

1
k

n
n,k

0
n

1
k

0
k

C

WC
E

WCEC

β

α
αβα

α
αβαβ

∑∑

∑∑

=⇒

=

 

Chuï yï: kn ≠  thç 0
nC α = 0 nãn 0

k

k,k
0
k

1
k C

WC
E

β

α
αβα∑

=    (3.14) 

Vç 0
kC β  coï g coï giaï trë khaïc nhau vaì khaïc khäng noïi chung säú hiãûu chênh 

1
kE coï g giaï trë khaïc nhau, nhæîng giaï trë naìy thç gáön bàòng nhau vaì ta kê hiãûu chuïng 

laì: 
                               )g(E),...,2(E),1(E 1

k
1
k

1
k  

Nhæ váûy trong gáön âuïng báûc mäüt, mæïc nàng læåüng Ek coï g giaï trë tæång æïng 
laì: 

( ) ( ) ( )1
kg

0
kkg

1
2k

0
k2k

1
1k

0
k1k EEE;...;EEE;EEE +=+=+=  
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Coï haìm soïng cuía hãû læåüng tæí âæåüc tçm dæåïi daûng: 
( )∑∑

α
ααα ψ+=ψ

n

0
n

1
n

0
nk )r(CC)r( ρρ  

Chuï yï ràòng kn ≠  thç 0C0
n =α   

Suy ra ∑∑∑
α

αα
α

αα ψ+ψ=ψ
n

0
n

1
n

0
k

0
kk )r(C)r(C)r( ρρρ  

Viãûc tênh caïc säú hiãûu chênh 1
nC α laì phæïc taûp nãn våïi haìm soïng chè dæìng laûi åí 

gáön âuïng báûc khäng. Khi âoï haìm soïng coï daûng: 
                                      ∑

α
ααψ=ψ )r(C)r( 0

k
0
kk

ρρ     (3.15) 
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Chæång 4:ÆÏNG DUÛNG LYÏ THUYÃÚT NHIÃÙU LOAÛN 
TÇM HAÌM SOÏNG VAÌ NÀNG LÆÅÜNG CUÍA NGUYÃN 

TÆÍ HYÂRÄ TRONG ÂIÃÛN TRÆÅÌNG  
 

 
 Thæûc nghiãûm cho tháúy khi âàût nguyãn tæí hydro phaït xaû trong âiãûn træåìng 

thç coï hiãûn tæåüng mäüt säú vaûch quang  phäø bë taïch ra. Hiãûn tæåüng naìy goüi laì hiãûu 
æïng Stark. Sæû taïch vaûch trong quang  phäø chæïng toí coï sæû taïch mæïc nàng læåüng. 

Ta haîy xeït âiãûn træåìng ngoaìi coï cæåìng âäü F hæåïng theo truûc Oz. Pháön nàng 
coï thãm cuía nguyãn tæí laì W, noï âæåüc coi nhæ nhiãùu loaûn vaì ta seî giaíi baìi toaïn bàòng 
lê thuyãút nhiãùu loaûn âãø tçm caïc trë riãng vaì haìm riãng tæång æïng cuía nàng læåüng. 

Mæïc nàng læåüng cuía nguyãn tæí khi khäng coï nhiãùu loaûn, tæïc khäng coï âiãûn 
træåìng ngoaìi  0

nE  vaì haöm soïng tæång æïng laì m,l,nψ  våïi l = 0 y(n-1). Chuï yï ràòng chè 
säú l coï nhiãöu giaï trë æïng våïi mäùi n xaïc âënh, âiãöu âoï chæïng toí ràòng mæïc nàng læåüng 

0
nE  coï caïc traûng thaïi suy biãún theo l vaì do âoï theo caí m. Caïc traûng thaïi naìy âæåüc 

viãút laì:  
                ( ) ϕθ=ψ imm

lnl
0
nlm e)(cosPrR  

Trong âoï ( )ϕθ=θ ϕ ,YecosP m
l

imm
l laì caïc haìm cáöu ta âaî biãút. 

 Báy giåì ta xeït mæïc nàng læåüng 0
2E  cuía nguyãn tæí. 

Våïi n=2 thç nguyãn  tæí coï bäún traûng thaïi: 
0
020

o
200 YR=ψ    ta kê hiãûu laì: o

1ψ  
0

121
o
210 YR=ψ    ta kê hiãûu laì: o

2ψ  
1
121

o
211 YR=ψ     ta kê hiãûu laì: o

3ψ  
1

121
o

121 YR −
− =ψ  ta kê hiãûu laì: o

4ψ  
Nghéa laì mæïc nàng læåüng o

2E  coï suy biãún bäüi bäún.Caïc haìm m
lnl Y,R   ta âaî 

biãút nhæ sau: 

π
=

4
1Y0

0   

θ
π

= cos
4
3Y0

1  

ϕ±± θ
π

±= i1
1 esin

8
3Y  
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a2
r

320 e)
a2
r1(

a2
1R

−
−=  

a2
r

321 e
a2
r

a6

1R
−

=  

Trong âoï 2

2

me
a η

=  laì baïn kênh Bohr thæï nháút. 

1. Giaï trë caïc mæïc nàng læåüng : 
 
Khi âàût nguyãn tæí trong âiãûn træåìng ngoaìi thç mæïc nàng læåüngãúneî bë taïch 

thaình mäüt säú mæïc. Ta haîy tçm giaï trë caïc mæïc bë taïch ra naìy trong nhiãùu loaûn báûc 
mäüt. Tæïc laì phaíi tçm caïc säú hiãûu chênh 1

2E . Váûy ta phaíi giaíi trong gáön âuïng báûc mäü 
âäiú våïi baìi toaïn nhiãùu loaûn. 

Khi khäng coï nhiãùu loaûn,  giaíi (3.12) thç ta coï: 
                           0)EE(C 0

m
0
2

0
m =−β

0
m

0
2 EE =⇒ 2m =⇒  

Thay m = 2 vaìo phæång trçnh gáön âuïng báûc mäüt (3.13) vaì chuï yï 2n ≠  thç 
0C0

n =α  ta âæåüc: 

αβ
=α

αβ ∑= 2,2

4

1

0
2

1
2

0
2 WCEC  

 Ta coï thãø boí chè säú 2 åí hãû säú phán têch vaì yãúu täú nhiãùu loaûn cho âåî ræåìm raì, 
ta âæåüc:  

)41(0ECWC 1
2

0
4

1

0 ÷=β=− ββα
=α

α∑  

Cuû thãø ta coï hãû 4 phæång trçnh sau: 
0WCWCWC)EW(C1 14

0
413

0
312

0
2

1
211

0
1 =+++−⇒=β  

0WCWC)EW(CWC2 24
0
423

0
3

1
222

0
221

0
1 =++−+⇒=β  (4.16) 

0WC)EW(CWCWC3 34
0
4

1
233

0
332

0
231

0
1 =+−++⇒=β  

0)EW(CWCWCWC4 1
244

0
443

0
342

0
241

0
1 =−+++⇒=β  

Âáy laì hãû phæång trçnh tuyãún tênh âäúi våïi 0Cα . Âãø baìi toaïn khäng nháûn 
nghiãûm táöm thæåìng ( 0C0 =α ) thç âënh thæïc cuía noï  phaíi bàòng khäng. Tæïc laì: 

0

)EW(WWW
W)EW(WW
WW)EW(W
WWW)EW(

1
244434241

34
1
2333231

2423
1
22221

141312
1
211

=

−
−

−
−
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Muäún giaíi baìi toïan âënh thæïc  trãn âãø tçm 1
2E   ta phaíi tênh caïc pháön tæí ma 

tráûn βαW . 
dvWW o*o

αββα ψψ= ∫
)

 

Trong âoï caïc  0
αψ  laì âaî biãút, âoï laì: 0

4
0
3

0
2

0
1 ,,, ψψψψ , chuïng laì caïc haìm riãng 

tæång æïng våïi mæïc nàng læåüng 0
2E  khi khäng coï nhiãùu loaûn. Têch phán láúy theo thãø 

têch vç electron chuyãøn âäüng trong khäng gian. 
Chuï yï ràòng: ϕθθ= ddsindrrdv 2 . Trong âoï: ∞÷=π÷=ϕπ÷=θ 0r,20,0  
Coìn α== coseFreFzW  

          Ta  seî tênh 16 têch phán trãn: 
Têch phán thæï 1: 

                

dVWW o
1

*o
111 ψψ= ∫

)
= ∫ ∫ ∫ ∫

π π ∞

ϕθθψψ
2

0 0 0

2o
1

*o
1 d.d.sin.dr.rW

)
 

                Våïi: a2
r

3
a2
r

3

0
020

o
1 e

a2
r1

a8
1

4
1e

a2
r1

a2
1YR

−−






 −

π
=

π






 −==ψ  

ϕθθ

















 −

π
θ


















 −

π
=

−π π ∞ −

∫ ∫ ∫ d.d.sin.dr.re
a2
r1

a8

1cos.r.F.ee
a2
r1

a8

1W 2a2
r

3

2

0 0 0

a2
r

311                             

                ϕθθθ





 −

π
= ∫ ∫ ∫

π π ∞
−

d.d.sin.cos.dr.r..F.ee
a2
r1

a8
1 3

2

0 0 0

a
r2

3  

                        dr.r.F.ee
a2
r1

a8
1dsin.cosd 3

2

0 0 0

a
r2

3∫ ∫ ∫
π π ∞

−






 −

π
θθθϕ=  

                        dr.re
a2
r1dsin.cosd

a8
F.e 3

2

0 0 0

a
r2

3 ∫ ∫ ∫
π π ∞

−






 −θθθϕ

π
=   

       Do ( ) 0
2

coscosdcosdsin.cos
0

2

00

=
θ

−=θθ−=θθθ
πππ

∫∫  

                        0W11 =⇒   
Têch phán thæï 2: 

dVWW o
2

*o
112 ψψ= ∫

)
ϕθθψψ= ∫ ∫ ∫

π π ∞

ddsindrrW 2o
2

2

0 0 0

*o
1

)
          

            a2
r

3
a2
r

3

0
021

o
1 e

a2
r1

a8
1

4
1e

a2
r1

a2
1YR

−−






 −

π
=

π






 −==ψ             

θ
π

=θ
π

==ψ
−−

cose
a2
r

a8

1cos
4
3e

a2
r

a6

1YR              a2
r

3
a2
r

3

0
121

o
2  
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ϕθθ











θ

π
θ


















 −

π
=

−π π ∞ −

∫ ∫ ∫ d.d.sin.dr.rcose
a2
r

a8

1cos.r.F.ee
a2
r1

a8

1W 2a2
r

3

2

0 0 0

a2
r

312

      

dr.r.F.ee
a2
r

a2
r1

a8
1d.sin.cosd                       3

2

0 0 0

a
r

3
2∫ ∫ ∫

π π ∞ −






 −

π
θθθϕ=  

                        ( ) dr.e
a2
r

a2
r1cosdcosd

8
F.e 2

0 0 0

a
r

4

4
2∫ ∫ ∫

π π ∞
−







 −θθ−ϕ

π
=   

         dre
a2
r

a2
r1

3
cos

4
F.e

0

a
r

4

4

0

3

∫
∞

−
π







 −

θ
−=  

         dre
a
r

a2
r1

12
F.e

0

a
r

4

4

∫
∞

−






 −=  

                           Âàût:
a
r

=ξ  ta âæåüc 
a
drd =ξ  

  ∫
∞

ξ− ξξ





 ξ

−=
0

4
12 de

2
1

12
eFaW  

Tênh: ξξ−ξξ=ξξ





 ξ

−= ∫∫∫
∞

ξ−
∞

ξ−
∞

ξ− de
2
1dede

2
1I

0

5

0

4

0

4  

           Tênh ξξ= ξ−
∞

∫ deI
0

4
1   

Âàût 
ξ−ξ− −=⇒ξ=

ξξ=⇒ξ=

evdedv
d4du        u 34

 

[ ] ∫

∫
∞

ξ−∞ξ−

∞→

∞
ξ−∞ξ−

ξξ+ξ−=

ξξ+ξ−=⇒

0

3
0

4

b

0

3

0

4
1

de4elim

de4eI
 

Våïi [ ] 







−=ξ−

∞→

ξ−

∞→ b

4

b

b
0

4

b e
blimelim  daûng 

∞
∞   

0
e
24lim

e
b24lim

e
b12lim

e
b4lim

e
blim

bbbb

b

2

bb

3

bb

4

b

=





−=








−=









−=








−=








−⇒

∞→∞→

∞→∞→∞→

∫
∞

ξ− ξξ=⇒
0

3
1 de4I  

 Âàût 
ξ−ξ− −=⇒ξ=

ξξ=⇒ξ=

evdedv
d3du        u 23
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[ ] ∫

∫
∞

ξ−ξ−

∞→

∞
ξ−∞ξ−

ξξ+ξ−=

ξξ+ξ−=⇒

0

2b
0

3

b

0

2

0

3
1

de12e4lim

de12e4I
 

  Våïi [ ] 







−=ξ−

∞→

ξ−

∞→ b

3

b

b
0

4

b e
b4lime4lim  daûng 

∞
∞   

0
e
24lim

e
b24lim

e
b12lim

e
b4lim bbbbb

2

bb

3

b
=






−=






−=








−=








−⇒

∞→∞→∞→∞→
 

∫
∞

ξ− ξξ=⇒
0

2
1 de12I  

 Âàût 
ξ−ξ− −=⇒=

ξξ=⇒ξ=

evedv
d2du     u 2

 

[ ] ∫

∫
∞

ξ−ξ−

∞→

∞
ξ−∞ξ−

ξξ+ξ−=

ξξ+ξ−=⇒

0

b
0

2

b

0
0

2
1

de24e12lim

de24e12I
 

Våïi [ ] 







−=ξ−

∞→

ξ−

∞→ b

2

b

b
0

2

b e
b12lime12lim  daûng 

∞
∞   

0
e
24lim

e
b24lim

e
b12lim bbbbb

2

b
=






−=






−=








−⇒

∞→∞→∞→
 

                                ∫
∞

ξ− ξξ=⇒
0

1 de24I  

     Âàût 
ξ−ξ− −=⇒=

ξ=⇒ξ=

evedv
duu      

[ ] ∫

∫
∞

ξ−ξ−

∞→

∞
ξ−∞ξ−

ξ+ξ−=

ξ+ξ−=⇒

0

b
0b

0
01

de24e24lim

de24e24I
 

Våïi [ ] 





−=ξ−

∞→

ξ−

∞→ bb

b
0b e

b24lime24lim  daûng 
∞
∞   

0
e
24lim

e
b24lim bbbb

=





−=






−

∞→∞→
 

     24e24de24I
0

0
1 =−=ξ=⇒

∞ξ−
∞

ξ−∫  
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Tênh ξξ= ξ−
∞

∫ de
2
1I

0

5
2  

                          Âàût 
ξ−ξ− −=⇒ξ=

ξξ=⇒ξ=

evdedv
d5du      u 45

 

                          ∫
∞

ξ−
∞

ξ− ξξ+ξ−=⇒
0

4

0

5
2 de

2
5e

2
1I  

                          Våïi 







=



 ξ−

∞→

ξ−

∞→ b

5

b

b

0

5

b e2
blime

2
1lim  daûng 

∞
∞   

                          
0

e2
120lim

e2
b120lim

e2
b60lim

e2
b20lim

e2
b5lim

e2
blim

bbbbb

2

b

b

3

bb

4

bb

5

b

=





=






=








=









=








=








⇒

∞→∞→∞→

∞→∞→∞→

 

                         6024
2
5I

2
5de

2
5I 1

0

4
2 ===ξξ=⇒ ∫

∞
ξ−  

                         
( ) eFa336

12
eFaI

12
eFaW

366024III

12

21

=−==⇒

−=−=−=⇒
 

Têch phán thæï 3:       

ϕθθψψ=ψψ= ∫ ∫ ∫∫ ∫ ∫
π π ∞π π ∞

d.d.sin.dr.rWdVWW 2o
3

2

0 0 0

*o
1

o
3

2

0 0 0

*o
113

))
 

Våïi: a2
r

3
a2
r

3

0
020

o
1 e

a2
r1

a8

1
4
1e

a2
r1

a2

1YR
−−







 −

π
=

π






 −==ψ   

       ϕ−ϕ−
θ

π
=θ

π
==ψ ia2

r

3

ia2
r

3

1
121

o
3 esine

a2
r

a4

1esin
8
3e

a2
r

a6

1YR   

ϕθθ











θ

π
θ


















 −

π
= ϕ−π π ∞ −

∫ ∫ ∫ d.d.sin.dr.resine
a2
r

a4

1cos.r.F.ee
a2
r1

a8

1W 2ia2
r

3

2

0 0 0

a2
r

313

       dr.r.F.ee
a2
r

a2
r1

a28

1d.sin.cosde 3
2

0 0 0

a
r

3

2i∫ ∫ ∫
π π ∞

−ϕ 





 −

π
θθθϕ=  

             dr.r.e
a2
r

a2
r1d.sin.cosde

a28
F.e 3

2

0 0 0

a
r

2i

3 ∫ ∫ ∫
π π ∞ −ϕ 






 −θθθϕ

π
=   

                         Do 0
3

sind.sin.cos
0

2

0

2 =
θ

=θθθ
ππ

∫  

                         0W13 =⇒   
Têch phán thæï 4:   



Luáûn vàn täút nghiãûp                      &  GVHD: Nguyãùn Xuán Tæ 

SVTH: Nguyãùn Thë Nga                         ? Trang 24 

              ddsindrrWdVWW 2o
4

2

0 0 0

*o
1

V

o
4

*o
114 θθψψ=ψψ= ∫ ∫ ∫∫

π π ∞ ))
 

Våïi: 0
020

o
1 YR=ψ  a2

r

3
e

a2
r1

a8

1 −






 −

π
=  

ϕ−−ϕ−−− θ
π

−=







θ

π
−==ψ ia2

r

3

ia2
r

3

1
121

o
4 esine

a2
r

a4
1esin

8
3e

a2
r

a6
1YR   

ϕθθ







θ

π
θ














 −

π
−= ϕ−−

π π ∞
−

∫ ∫ ∫ d.d.sin.dr.resine
a2
r

a4
1cos.r.F.ee

a2
r1

a8
1W 2ia2

r

3

2

0 0 0

a2
r

314

dr.r.F.ee
a2
r

a2
r1

a28

1d.sin.cosde 3
2

0 0 0

a
r

3

2i∫ ∫ ∫
π π ∞

−ϕ− 





 −

π
θθθϕ−=  

Do 0
3

sind.sin.cos
0

2

0

2 =
θ

=θθθ
ππ

∫  

                    0W14 =⇒   
Têch phán thæï 5:    
                 ϕθθψψ=ψψ= ∫∫ d.d.sin.dr.rWdVWW 2o

1
V

*o
2

o
1

V

*o
221

))
   

Våïi a2
r

3
a2
r

3

0
020

o
1 e

a2
r1

a8
1

4
1e

a2
r1

a2
1YR

−−






 −

π
=

π






 −==ψ  

                  θ
π

=θ
π

==ψ
−−

cose
a2
r

a8

1cos
4
3e

a2
r

a6

1YR a2
r

3
a2
r

3

0
121

o
2   

     ϕθθ













 −

π
θ








θ

π
=

−
π π ∞

−

∫ ∫ ∫ d.d.sin.dr.re
a2
r1

a8
1cos.r.F.ecose

a2
r

a8
1W 2a2

r

3

2

0 0 0

a2
r

321  

      dr.r.F.ee
a2
r

a2
r1

a8
1d.sin.cosd   3

2

0 0 0

a
r

3
2∫ ∫ ∫

π π ∞ −






 −

π
θθθϕ=  

                   ( ) dr.e
a2
r

a2
r1cosdcosd

8
F.e 2

0 0 0

a
r

4

4
2∫ ∫ ∫

π π ∞ −






 −θθ−ϕ

π
=   

   dre
a2
r

a2
r1

3
cos

4
F.e

0

a
r

4

4

0

3

∫
∞

−
π







 −

θ
−=  

         dre
a
r

a2
r1

12
F.e

0

a
r

4

4

∫
∞

−






 −=  

Âàût:
a
r

=ξ  ta âæåüc 
a
drd =ξ  

∫
∞

ξ− ξξ





 ξ

−=
0

4
12 de

2
1

12
eFaW  



Luáûn vàn täút nghiãûp                      &  GVHD: Nguyãùn Xuán Tæ 

SVTH: Nguyãùn Thë Nga                         ? Trang 25 

Tênh: ξξ−ξξ=ξξ





 ξ

−= ∫∫∫
∞

ξ−
∞

ξ−
∞

ξ− de
2
1dede

2
1I

0

5

0

4

0

4  

Tênh ξξ= ξ−
∞

∫ deI
0

4
1  

                   Âàût 
ξ−ξ− −=⇒ξ=

ξξ=⇒ξ=

evdedv
d4du        u 34

 

 

[ ] ∫

∫
∞

ξ−∞ξ−

∞→

∞
ξ−∞ξ−

ξξ+ξ−=

ξξ+ξ−=⇒

0

3
0

4

b

0

3

0

4
1

de4elim

de4eI
 

Våïi [ ] 







−=ξ−=

∞→

ξ−

∞→ b

4

b

b
0

4

b e
blimelim  daûng 

∞
∞   

0
e
24lim

e
b24lim

e
b12lim

e
b4lim

e
blim bbbbb

2

bb

3

bb

4

b
=






−=








−=








−=








−=








−=

∞→∞→∞→∞→∞→

 

                    ∫
∞

ξ− ξξ=⇒
0

3
1 de4I  

             Âàût 
ξ−ξ− −=⇒ξ=

ξξ=⇒ξ=

evdedv
d3du    u 23

 

 

          
[ ] ∫

∫
∞

ξ−ξ−

∞→

∞
ξ−∞ξ−

ξξ+ξ−=

ξξ+ξ−=⇒

0

2b
0

3

b

0

2

0

3
1

de12e4lim

de12e4I
 

                Våïi [ ] 







−=ξ−=

∞→

ξ−

∞→ b

3

b

b
0

4

b e
b4limelim  daûng 

∞
∞   

0
e
24lim

e
b24lim

e
b12lim

e
b4lim bbbbb

2

bb

3

b
=






−=






−=








−=








−=

∞→∞→∞→∞→
 

∫
∞

ξ− ξξ=⇒
0

2
1 de12I  

           Âàût 
ξ−ξ− −=⇒ξ=

ξξ=⇒ξ=

evdedv
d2du       u 2

 



Luáûn vàn täút nghiãûp                      &  GVHD: Nguyãùn Xuán Tæ 

SVTH: Nguyãùn Thë Nga                         ? Trang 26 

[ ] ∫

∫
∞

ξ−ξ−

∞→

∞
ξ−∞ξ−

ξξ+ξ−=

ξξ+ξ−=⇒

0

b
0

2

b

0
0

3
1

de24e12lim

de24e12I
 

Våïi [ ] 







−=ξ−=

∞→

ξ−

∞→ b

2

b

b
0

4

b e
b12lime12lim  daûng 

∞
∞   

0
e
24lim

e
b24lim

e
b12lim bbbbb

2

b
=






−=






−=








−=

∞→∞→∞→
 

                                ∫
∞

ξ− ξξ=⇒
0

1 de24I  

     Âàût 
ξ−ξ− −=⇒=

ξ=⇒ξ=

evedv
duu      

[ ] ∫

∫
∞

ξ−ξ−

∞→

∞
ξ−∞ξ−

ξ+ξ−=

ξ+ξ−=⇒

0

b
0b

0
01

de24e24lim

de24e24I
 

Våïi [ ] 





−=ξ−=

∞→

ξ−

∞→ bb

b
0b e

b24lime24lim  daûng 
∞
∞   

0
e
24lim

e
b24lim bbbb

=





−=






−

∞→∞→
 

24e24de24I
0

0
1 =−=ξ=⇒

∞ξ−
∞

ξ−∫  

Tênh ξξ= ξ−
∞

∫ de
2
1I

0

5
2  

Âàût 
ξ−ξ− −=⇒ξ=

ξξ=⇒ξ=

evdedv
d5du      eu 45

 

∫
∞

ξ−
∞

ξ− ξξ+ξ−=⇒
0

4

0

5
2 de

2
5e

2
1I  

Våïi 







=



 ξ−=

∞→

ξ−

∞→ b

5

b

b

0

5

b e2
blime

2
1lim  daûng 

∞
∞   

0
e2

120lim
e2

b120lim
e2
b60lim

e2
b20lim

e2
b5lim

e2
blim

bbbbb

2

b

b

3

bb

4

bb

5

b

=





=






=








=









=








=








=

∞→∞→∞→

∞→∞→∞→

 



Luáûn vàn täút nghiãûp                      &  GVHD: Nguyãùn Xuán Tæ 

SVTH: Nguyãùn Thë Nga                         ? Trang 27 

6024
2
5I

2
5de

2
5I 1

0

4
2 ===ξξ=⇒ ∫

∞
ξ−  

( ) eFa336
12
eFaI

12
eFaW

366024III

21

21

=−==⇒

−=−=−=⇒
 

Têch phán thæï 6: 

                    dVWW o
2

*o
222 ψψ= ∫

)
ϕθθψψ= ∫ ∫ ∫

π π ∞

ddsindrrW 2o
2

2

0 0 0

*o
2

)
 

Våïi:  θ
π

=ψ=ψ
−

cose
a2
r

a8
1 a2

r

3

o
2

*o
2  

                 ϕθθθ
π

= ∫ ∫ ∫
π π ∞ −

ddsindrrcose
a4
r

a8

F.eW 33
2

0 0 0

a2
r

2

2

322                                                     

                  drre
a4
r

a8
F.ed.sin.cosd 3

2

0 0 0

a
r

2

2

3
3∫ ∫ ∫

π π ∞
−

π
θθθϕ=  

   Do 0
4

cosd.sincos
0

4

0

3 =
θ−

=θθθ
ππ

∫  

           0W22 =⇒  
Têch phán thæï 7: 

                dVWW o
3

*o
223 ψψ= ∫

)
ϕθθψψ= ∫ ∫ ∫

π π ∞

ddsindrrW 2o
3

2

0 0 0

*o
2

)
 

                        Våïi:  θ
π

=ψ=ψ
−

cose
a2
r

a8
1 a2

r

3

o
2

*o
2  

     ϕ−
θ

π
=ψ ia2

r

3

o
3 esine

a2
r

a4

1  

     

ϕθθ











θ

π
θ












θ

π
= ϕ−π π ∞ −

∫ ∫ ∫ ddsindrresine
a2
r

a4

1coseFrcose
a2
r

a8

1W 2ia2
r

3

2

0 0 0

a2
r

323  

                dre
a4
r

a28
F.edsincosde

2

0 0 0

a
r

2

5

3
22i∫ ∫ ∫

π π ∞ −ϕ

π
θθθϕ=  

          Do: ( ) ( ) 0cosisindsinicosde 2

0

2

0

2

0

i =θ−θ=θθ+θϕ π
ππ

ϕ ∫∫  

           0W23 =⇒  
Têch phán thæï 8: 



Luáûn vàn täút nghiãûp                      &  GVHD: Nguyãùn Xuán Tæ 

SVTH: Nguyãùn Thë Nga                         ? Trang 28 

                ϕθθψψ=ψψ= ∫ ∫ ∫∫
π π ∞

ddsindrrWdVWW 2o
4

2

0 0 0

*o
2

o
4

*o
224

))
 

Våïi:  θ
π

=ψ=ψ
−

cose
a2
r

a8
1 a2

r

3

o
2

*o
2  

ϕ−−
θ

π
−=ψ ia2

r

3

o
4 esine

a2
r

a4

1  

ϕθθ







θ

π
θ








θ

π
−= ϕ−−

π π ∞
−

∫ ∫ ∫ ddsindrresine
a2
r

a4
1coseFrcose

a2
r

a8
1W 2ia2

r

3

2

0 0 0

a2
r

324  

       dre
a4
r

a28
F.edsincosde

2

0 0 0

a
r

2

5

3
22i∫ ∫ ∫

π π ∞
−ϕ−

π
θθθϕ−=  

Do ( ) ( ) 0cosisindsinicosde 2

0

2

0

2

0

i =θ+θ=θθ−θϕ π
ππ

ϕ− ∫∫  

                               0W24 =⇒  
Têch phán thæï 9: 

                 ϕθθψψ=ψψ= ∫ ∫ ∫∫
π π ∞

ddsindrrWdVWW 2o
1

2

0 0 0

*o
3

o
1

*o
331

))
 

Våïi:  a2
r

3

0
020

o
1 e

a2
r1

a8

1YR
−







 −

π
==ψ  

ϕ−−
θ

π
=ψ ia2

r

3

*o
3 esine

a2
r

a4

1  

       ϕθθ













 −

π
θ








θ

π
=

−π π ∞
ϕ−

∫ ∫ ∫ ddsindrre
a2
r1

a8

1coseFresine
a2
r

a4

1W 2a2
r

3

2

0 0 0

ia2
r

331  

 drre
a2
r

a2
r1dsincosde

a28
F.e 2

0 0 0

3a
r

2i
3 ∫ ∫ ∫

π π ∞
−ϕ− 






 −θθθϕ

π
=  

           Do 0
3

sind.sincos
0

3

0

2 =
θ

=θθθ
ππ

∫  

    0W31 =⇒  
Têch phán thæï 10: 

                ϕθθψψ=ψψ= ∫ ∫ ∫∫
π π ∞

ddsindrrWdVWW 2o
2

2

0 0 0

*o
3

o
2

V

*o
332

))
 

Våïi:  θ
π

=ψ
−

cose
a2
r

a8
1 a2

r

3

o
2  



Luáûn vàn täút nghiãûp                      &  GVHD: Nguyãùn Xuán Tæ 

SVTH: Nguyãùn Thë Nga                         ? Trang 29 

    ϕ−−
θ

π
=ψ ia2

r

3

*o
3 esine

a2
r

a4

1                

   ϕθθ







θ

π
θ








θ

π
=

−
π π ∞

ϕ−−

∫ ∫ ∫ ddsindrrcose
a2
r

a8
1coseFresine

a2
r

a4
1W 2a2

r

3

2

0 0 0

ia2
r

332  

                                   dre
a4
r

a28
F.edsincosde

2

0 0 0

a
r

2

5

3
22i∫ ∫ ∫

π π ∞
−ϕ−

π
θθθϕ=  

        Do ( ) ( ) 0cosisindsinicosde 2

0

2

0

2

0

i =θ+θ=θθ−θϕ
π

ππ
ϕ− ∫∫  

                             0W32 =⇒  
Têch phán thæï 11: 

                ϕθθψψ=ψψ= ∫ ∫ ∫∫
π π ∞

ddsindrrWdVWW 2o
3

2

0 0 0

*o
3

o
3

*o
333

))
 

Våïi: ϕ−−
θ

π
=ψ ia2

r

3

*o
3 esine

a2
r

a4
1  

                                    ϕ−
θ

π
=ψ ia2

r

3

o
3 esine

a2
r

a4

1         

ϕθθ







θ

π
θ








θ

π
= ϕ−−

π π ∞
ϕ−−

∫ ∫ ∫ ddsindrresine
a2
r

a4
1coseFresine

a2
r

a4
1W 2ia2

r

3

2

0 0 0

ia2
r

333  

dre
a4
r

a16
F.edsincosd

2

0 0 0

a
r

2

5

3
3∫ ∫ ∫

π π ∞
−

π
θθθϕ=  

         Do 0
4

sind.sincos
0

4

0

3 =
θ

=θθθ
ππ

∫  

      0W33 =⇒  
Têch phán thæï 12: 

                ϕθθψψ=ψψ= ∫ ∫ ∫∫
π π ∞

ddsindrrWdVWW 2o
4

2

0 0 0

*o
3

o
4

V

*o
334

))
 

Våïi:  ϕ−−
θ

π
=ψ ia2

r

3

*o
3 esine

a2
r

a4
1  

ϕ−
−

θ
π

−=ψ ia2
r

3

0
4 esine

a2
r

a4

1            

  ϕθθ







θ

π
θ








θ

π
−= ϕ−−

π π ∞
ϕ−−

∫ ∫ ∫ ddsindrresine
a2
r

a4
1coseFresine

a2
r

a4
1W 2ia2

r

3

2

0 0 0

ia2
r

334  



Luáûn vàn täút nghiãûp                      &  GVHD: Nguyãùn Xuán Tæ 

SVTH: Nguyãùn Thë Nga                         ? Trang 30 

dre
a4
r

a16
F.edsincosde

2

0 0 0

a
r

2

5

3
3i2∫ ∫ ∫

π π ∞
−ϕ−

π
θθθϕ−=  

         Do 0
4

sindsincos
0

4

0

3 =
θ

=θθθ
ππ

∫  

  0W34 =⇒  
Têch phán thæï 13: 

                ϕθθψψ=ψψ= ∫ ∫ ∫∫
π π ∞

ddsindrrWdVWW 2o
1

2

0 0 0

*o
4

o
1

*o
441

))
 

Våïi:  a2
r

3

0
020

o
1 e

a2
r1

a8

1YR
−







 −

π
==ψ  

    ϕ−
θ

π
=ψ ia2

r

3

0
4 esine

a2
r

a4

1*  

 ϕθθ











θ

π
θ


















 −

π
−= ϕ−π π ∞ −

∫ ∫ ∫ ddsindrresine
a2
r

a4

1coseFre
a2
r1

a8

1W 2ia2
r

3

2

0 0 0

a2
r

341  

    drFr.ee
a2
r

a2
r1

a28
1dsincosde 3

2

0 0 0

a
r

3
2i∫ ∫ ∫

π π ∞
−ϕ 






 −

π
θθθϕ−=  

    Do 0
3

sind.sincos
0

3

0

2 =
θ

=θθθ
ππ

∫  

  0W41 =⇒  
Têch phán thæï 14: 

                 ϕθθψψ=ψψ= ∫ ∫ ∫∫
π π ∞

ddsindrrWdVWW 2o
2

2

0 0 0

*o
4

o
2

V

*o
442

))
 

Våïi:  θ
π

=ψ
−

cose
a2
r

a8
1 a2

r

3

o
2  

     ϕ−
θ

π
−=ψ ia2

r

3

*o
4 esine

a2
r

a4
1  

 ϕθθ







θ

π
θ








θ

π
−=

−
π π ∞

ϕ−−

∫ ∫ ∫ ddsindrrcose
a2
r

a8
1coseFresine

a2
r

a4
1W 2a2

r

3

2

0 0 0

ia2
r

342  

     dre
a4
r

a28
F.edsincosde

2

0 0 0

a
r

2

5

3
22i∫ ∫ ∫

π π ∞
−ϕ

π
θθθϕ−=  

            Do   ( ) ( ) 0cosisindsinicosde 2

0

2

0

2

0

i =θ−θ=θθ+θϕ π
ππ

ϕ ∫∫  

     0W42 =⇒  
Têch phán thæï 15: 



Luáûn vàn täút nghiãûp                      &  GVHD: Nguyãùn Xuán Tæ 

SVTH: Nguyãùn Thë Nga                         ? Trang 31 

                ϕθθψψ=ψψ= ∫ ∫ ∫∫
π π ∞

ddsindrrWdVWW 2o
3

2

0 0 0

*o
4

o
3

V

*o
443

))
 

Våïi:  ϕ−
θ

π
=ψ ia2

r

3

o
3 esine

a2
r

a4
1  

        ϕ−
θ

π
=ψ ia2

r

3

*o
4 esine

a2
r

a4
1  

ϕθθ







θ

π
θ








θ

π
−= ϕ−

π π ∞
ϕ−

∫ ∫ ∫ ddsindrresine
a2
r

a4
1coseFresine

a2
r

a4
1W 2ia2

r

3

2

0 0 0

ia2
r

343

                               dre
a4
r

a16
eFdsincosde

2

0 0 0

a
r

2

5

3
3i2∫ ∫ ∫

π π ∞ −ϕ

π
θθθϕ−=  

          Do 0
4

sind.sincos
0

4

0

3 =
θ

=θθθ
ππ

∫  

          0W43 =⇒  
Têch phán thæï 16: 

                ϕθθψψ=ψψ= ∫ ∫ ∫∫
π π ∞

ddsindrrWdVWW 2o
4

2

0 0 0

*o
4

o
4

V

*o
444

))
 

                 Våïi:  ϕ−−
θ

π
−=ψ ia2

r

3

o
4 esine

a2
r

a4
1  

                         ϕ−
θ

π
−=ψ ia2

r

3

*o
4 esine

a2
r

a4
1  

ϕθθ







θ

π
θ








θ

π
= ϕ−−

π π ∞
ϕ−

∫ ∫ ∫ ddsindrresine
a2
r

a4
1coseFresine

a2
r

a4
1W 2ia2

r

3

2

0 0 0

ia2
r

344

 

                            dre
a4
r

a16
eFdsincosd

2

0 0 0

a
r

2

5

3
3∫ ∫ ∫

π π ∞
−

π
θθθϕ=  

                           Do 0
4

sind.sincos
0

4

0

3 =
θ

=θθθ
ππ

∫  

                                 0W44 =⇒  
 Nhæ váûy, hãû phæång trçnh (4.2) tråí thaình: 
 

                       0

E000
0E00
00EeFa3
00eFa3E

1
2

1
2

1
2

1
2

=

−
−

−−
−−
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Duìng pháön phuû âaûi säú, ta âæåüc: 

( ) 0
E00
0E0
00eFa3

eFa3
E00
0E0
00E

E
1
2

1
2

1
2

1
2

1
2

1
2 =

−
−

−
−−

−
−

−
−                     

( )( ) ( )( ) 0
E0
0E

eFa3eFa3
E0
0E

EE 1

1

1

1
11 =

−
−

−+
−

−
−−⇔  

    ( ) ( ) ( ) 0EeFa3E 21
2

241
2 =−−−−⇔                                       (4.3) 

Âàût  X=(E1)2 ta âæåüc phæång trçnh truìng phæång  
        ( ) 0XeFa3X 22 =−  
Ta giaíi phæång trçnh  

  

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )2
22

2

22

1

442

eFa3
2

eFa3eFa3X        

0
2

eFa3eFa3X        

eFa30eFa3ac4b       

=
+

=⇒

=
−

=⇒

−=−=∆

 

Váûy phæång trçnh (4.3) coï nghiãûm keïp laì: 

              Vaì
eFa3E   

eFa3E
0EE    

             
1
24

1
23

1
22

1
21

−=
=

==
 

Ta tháúy 0
2E  bë taïch thaình 3 mæïc laì: 

eFa3EE
eFa3EE

E0EEE             

0
224

0
223

0
2

0
22221

−=
+=

=+==
   

Nhæ váûy mæïc nàng læåüng naìy váùn coìn suy biãún bäüi hai. Báy giåì ta haîy 
tçm caïc haìm soïng tæång æïng våïi caïc mæïc nàng læåüng trãn. 

 
2. Caïc haìm soïng tæång æïng våïi caïc mæïc nàng læåüng: 

 
Haìm soïng tæång æïng våïi nàng læåüng  )4,3,2,1i(E i2 = laì iψ  âæåüc 

tênh båíi gáön âuïng báûc khäng theo cäng thæïc: 
0

4

1

0
i C α

=α
αψ=ψ ∑  
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Caïc haìm 0
αψ laì âaî biãút. Ta tênh 0Cα  tæång æïng våïi caïc säú hiãûu chênh 

)4,3,2,1i(E i2 = . Nghéa laì thay caïc giaï trë 1
i2E  vaìo hãû phæång trçnh (4.1) ta 

âæåüc: 

   

( )
( )

0CE                     
0CE                     

0CECeFa3

0CeFa3CE

0
4

1
i2

0
3

1
i2

0
2

1
i2

0
1

0
2

0
1

1
i2

=−
=−

=−−

=−−

   (4.4) 

Cæï thay mäüt giaï trë 1
i2E  vaìo hãû phæång trçnh (4.4) ta seî tçm âæåüc bäü 

0Cα  tæång æïng. 
Ta haîy tçm caïc  haìm soïng tæång æïng våïi caïc mæïc nàng læåüng  

0
22221 EEE ==  

* i=1. Thay 0EE 1
22

1
21 ==  vaìo phæång trçnh (4.3) ta âæåüc: 

                                   

( )
( )

0C              
0C              
0CeFa3

0CeFa3

0
4

0
3

0
1

0
2

=
=
=−

=−

 

0
4

0
3

0
2

0
1 C,C;0CC ==⇒  chæa xaïc âënh. Vaì haìm soïng báy giåì  coï daûng: 

4
0
43

0
321 CC ψ+ψ=ψ=ψ  

                Våïi hai haìm 21 ,ψψ  laì hai traûng thaïi æïng våïi nàng læåüng 0
2E  nãn mäùi 

haìm chè coï thãø nháûn mäüt trong hai haìm 0
4

0
3 hayψψ . 

 Ta haîy tçm haìm 3ψ  tæång æïng våïi mæïc nàng læåüng eFa3EE 0
223 += .  

* i=2 thay eFa3E1
23 =  vaìo phæång trçnh (4.4) ta âæåüc: 

                

( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) 0CeFa3                     

0CeFa3                     
0CeFa3CeFa3

0CeFa3CeFa3

0
4

0
3

0
2

0
1

0
2

0
1

=−
=−

=−−

=−−

 

                0CC;CC 0
4

0
3

0
2

0
1 ==−=⇒    

                ( )0
2

0
1

0
13 C ψ−ψ=ψ⇒  

Aïp duûng âiãöu kiãûn chuáøn hoaï: 
                        1dV

V

2

3 =ψ∫  

         ( ) dVC
V

20
2

0
1

20
1∫ ψ−ψ =1 
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dV

1C

V

20
2

0
1

0
1

∫ ψ−ψ
=  

Maì dV2dV
V

0
2

0
1

20
2

20
1

V

20
2

0
1 ∫∫ 



 ψψ−ψ+ψ=ψ−ψ  

ϕθθ













 −

π








θ

π
=ψψ

−
π π ∞

−

∫ ∫ ∫∫ ddsindrre
a2
r1

a8
1cose

a2
r

a8
1dV 2a2

r

3

2

0 0 0

a2
r

3
V

0
2

0
1

       drre
a2
r

a2
r1

a8
1dsincosd 2

2

0 0 0

a2
r

3∫ ∫ ∫
π π ∞

−






 −

π
θθθϕ=  

                                  Do        0dsincos
0

=θθθ∫
π

 

                               0dV
V

0
2

0
1 =ψψ∫  

                Vç 0
2

0
1 ,ψψ  âaî chuáøn hoaï nãn: 

                              1dV
V

20
1 =ψ∫   vaì 1dV

V

20
2 =ψ∫  

    
2

1C0
1 =⇒  

Váûy ( )0
2

0
13 2

1
ψ−ψ=ψ  







 θ−−

π
=ψ

−
cos

a2
r

a2
r1e

a4
1 a2

r

33  

Ta haîy tçm 4ψ  tæång æïng våïi mæïc nàng læåüng eFa3EE 0
224 −= .  

* i=4. Thay ( )eFa3E1
24 −=  vaìo phæång trçnh (3.4) ta âæåüc: 

 

( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) 0CeFa3                         

0CeFa3                         
0CeFa3CeFa3  

0CeFa3CeFa3     

  
0
4

0
3

0
2

0
1

0
2

0
1

=
=

=+−

=−

 

        0
2

0
1

0
4

0
3 CC;0CC −===⇒    

        ( )21
0
14 C ψ+ψ=ψ⇒  

Aïp duûng âiãöu kiãûn chuáøn hoaï: 
              1dV

V

2

4 =ψ∫  

   ( ) 1dVC
V

2

21
20

1 =ψ+ψ∫  
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dV

1C

V

20
2

0
1

0
1

∫ ψ+ψ
=  

 
            Maì dV2dV

V

0
2

0
1

0
2

20
1

V

20
2

0
1 2∫∫ 



 ψψ+ψ+ψ=ψ+ψ  

ϕθθ













 −

π








θ

π
=ψψ

−
π π ∞

−

∫ ∫ ∫∫ ddsindrre
a2
r1

a8
1cose

a2
r

a8
1dV 2a2

r

3

2

0 0 0

a2
r

3
V

0
2

0
1

                          drre
a2
r

a2
r1

a8
1dsincosd 2

2

0 0 0

a2
r

3∫ ∫ ∫
π π ∞

−






 −

π
θθθϕ=  

                 Do 0
2

sindsincos
0

2

0

=
θ

=θθθ
ππ

∫  

  0dV
V

0
2

0
1 =ψψ⇒ ∫  

Vç 0
2

0
1 ,ψψ  âaî chuáøn hoaï nãn: 

                1dV
V

20
1 =ψ∫   vaì 1dV

V

20
2 =ψ∫  

    
2

1CC 0
2

0
1 ==⇒  

    ⇒  ( )0
2

0
14 2

1
ψ+ψ=ψ  = 






 θ+−

π

−
cos

a2
r

a2
r1e

a4
1 a2

r

3
 

Nhæ váûy ta âaî tçm âæåüc bäún haìm soïng 4321 ,,, ψψψψ  tæång æïng våïi bäún 
mæïc nàng læåüng  4321 E,E,E,E vaì sæû suy biãún chè bë khæí mäüt pháön vç mæïc nàng 
læåüng ban âáöu chè bë taïch thaình ba mæïc khaïc nhau. 
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KÃÚT LUÁÛN 
 

Khi nguyãn tæí hydro vaìo trong âiãûn træåìng thç coï hiãûn tæåüng mäüt säú vaûch 
quang phäø bë taïch ra, âiãöu naìy chæïng toí coï sæû taïch mæïc nàng læåüng. Hiãûn tæåüng 
naìy goüi laì hiãûu æïng Stark. 

Nàng læång bë taïch thaình ba mæïc laì: 

eFa3EE
eFa3EE

0EEE  

0
24

0
23

0
221

−=
+=

+==
 

Tæång æïng våïi caïc haìm soïng: 
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π
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θ

π
=ψ=ψ ϕ−−ϕ− ia2
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4

ia2
r

3

0
321 esine
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r
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