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LÔØI NOÙI ÑAÀU 
 

Caùc baïn sinh vieân Vaät Lyù thaân meán ! 
 
Cuoán giaùo trình cô hoïc löôïng töû naøy ñöôïc soaïn daønh cho caùc baïn. Ñaây laø söï 

chaét loïc töø haàu heát caùc giaùo trình cô hoïc löôïng töû ñaõ ñöôïc soaïn bôûi nhöõng nhaø vaät lyù 
noåi tieáng treân theá giôùi cuõng nhö ôû Vieät Nam. Bôûi leõ cô hoïc löôïng töû laø thaønh töïu vó 
ñaïi cuûa trí tueä nhaân loaïi theá kyû thöù 20,ñaõ vaø vaãn ñang laø cô sôû cuûa caùc muõi nhoïn 
cuûa vaät lyù hoïc thaäm chí ngay caû trong theá kyû 21 saép tôùi. 

Tuy nhieân do: Cô hoïc löôïng töû laø moân raát khoù, raát phöùc taïp thaäm chí “kyø 
quaëc”, neân vieäc soaïn moät giaùo trình cho deã hieåu saùng suûa trong khuoân khoå 100 
trang giaáy laø ñieàu voâ cuøng khoù khaên thaäm chí laø ñieàu khoâng theå thöïc hieän – ít nhaát 
laø ñoái vôùi toâi. Khoâng nhöõng theá khuoân khoå cuûa giaùo trình naøy laø töông ñöông vôùi 60 
tieát hoïc trong chöông trình hoïc cuûa khoa vaät lyù hieän nay. Vì vaäy maëc duø toâi ñaõ heát 
söùc coá gaéng vaø boû nhieàu coâng söùc cuoán saùch naøy khoâng theå ñöôïc xem laø moät giaùo 
trình hoaøn chænh vaø noù caøng khoâng theå thay theá cho vieäc nghe giaûng cuûa caùc baïn. 

Toâi xin löu yù caùc baïn ñoâi ñieàu veà ñaëc ñieåm cuûa giaùo trình naøy .Phaïm vi öùng 
duïng cuûa Cô hoïc löôïng töû laø voâ cuøng roäng raõi , ví duï nhö : Hoùa hoïc löôïng töû , Lyù 
thuyeát tröôøng Löôïng töû , Lyù thuyeát haït nhaân vaø Caáu truùc haït nhaân nguyeân töû, Lyù 
thuyeát chaát raén , Ñieän töû hoïc löôïng töû … vaø coøn nhieàu ngaønh khaùc nöõa .Chính vì theá 
ñeå hieåu thaät söï ñaày ñuû veà Cô hoïc löôïng töû phaûi trình baøy trong nhöõng taøi lieäu khaù 
ñoà soä . Tuy nhieân do nhieàu lyù do xuaát phaùt töø thöïc tieãn hoïc taäp vaø giaûng daïy cuûa 
chuùng ta hieän nay , giaùo trình naøy chæ chuû yeáu traû lôøi cho caâu hoûi :”Cô hoïc löôïng töû 
ra ñôøi töø ñaâu ?”hay “Cô sôû cuûa Cô hoïc löôïng töû laø gì ?”(chöông I) . Coâng cuï toaùn 
hoïc cuûa Cô hoïc löôïng töû chæ ñöôïc giôùi thieäu nhöõng neùt cô sôû (toaùn töû tuyeán tính töï 
lieân hôïp )vaø nhöõng tính toaùn cho nhöõng vaán ñeà cuï theå ñöôïc xem laø thöù yeáu vaø ñoâi 
khi chæ trình baøy döôùi daïng giôùi thieäu noäi dung phöông phaùp chöù khoâng aùp duïng vaøo 
nhöõng baøi toaùn cuï theå (Phöông phaùp nhieãu loaïn )   

Toâi thaät xuùc ñoäng khi nhöõng doøng cuoái cuøng cuûa giaùo trình naøy ñöôïc vieát vaøo 
ngaøy 20-11-1998- ngaøy maø töø nhieàu naêm nay caùc baïn thöôøng daønh cho toâi nhöõng 
lôøi chuùc möøng toát ñeïp, Vì theá toâi muoán caùc baïn xem giaùo trình naøy nhö laø lôøi caûm 
ôn cuûa toâi ñeán vôùi caùc baïn .Hôn theá nöõa toâi cuõng hy voïng raèng ñaây cuõng laø bieåu 
hieän cuûa loøng bieát ôn chaân thaønh vaø saâu saéc cuûa toâi ñoái vôùi bieát bao thaày coâ giaùo , 
nhöõng ngöôøi ñaõ thaép leân ngoïn löûa khaùt voïng tìm hieåu theá giôùi töï nhieân trong taâm 
hoán toâi maø trong soá ñoù coù khoâng ít ngöôøi maø vónh vieãn khoâng bao giôø toâi coù theå gaëp 
laïi ñöôïc nöõa . 

Chuùc caùc baïn gaët haùi nhieàu thaønh coâng trong hoïc taäp. 
 

Ngaøy 20-11-1998. 
 
     
                              Nguyeãn Duy Höng 
 

  ThS. Nguyeãn Duy Höng                                                        Khoa Vaät lyù 
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BAØI MÔÛ ÑAÀU 
 

§1 LÖÔÏC ÑOÀ TOÅNG QUAÙT CUÛA VAÄT LYÙ HOÏC 
 
 Vaät lyù hoïc cho tôùi ngaøy nay döïa treân hai hoïc thuyeát vaät lyù lôùn ñoù laø :Thuyeát 

töông ñoái cuûa Einstein vaø lyù thuyeát löôïng töû. 
1/  Lyù thuyeát töông ñoái cuûa Einstein ñöôïc ñaëc tröng bôûi haèng soá c laø vaän toác 

aùnh saùng trong chaân khoâng . Veà maët ñoä lôùn c = 300000 km/s. Trong lyù thuyeát töông 
ñoái c laø vaän toác truyeàn soùng ñieän töø vaø cho tôùi nay noù ñöôïc xem laø vaän toác giôùi haïn 
cuûa moïi chuyeån ñoäng . 

   2/ Lyù thuyeát löôïng töû (M.plank,N.Bohr) ñöôïc ñaëc töng bôûi 
haèng soá Plank . Haèng soá naøy duøng laøm ñoä ño söï phaân laäp caùc giaù trò khaû dó caùc ñaïi 
löôïng vaät lyù vaø laø caàu noái hai maët soùng haït cuûa chuyeån ñoäng cuûa vaät chaát . 

  [h] = [naêng löôïng] × [thôøi gian] = [taùc duïng] 
 Plank ñaõ goïi h laø löôïng töû taùc duïng . 
H = 6,62517.10-37 Js 
Döïa vaøo hai haèng soá naøy ta coù theå thieát laäp löôïc ñoà toång quaùt cuûa vaät lyù hoïc 

nhö sau . 
v<<c  
               Cô hoïc coå ñieån 
 h=0 

v≈c 
              Cô hoïc töông ñoái tính 
h=0 

v<<c        h_höõu haïn . 
   Cô hoïc löôïng töû khoâng töông ñoái 

tính 

v≈ c   , h_höõu haïn. 
Cô hoïc löôïng töû töông ñoái tính 
Lyù thuyeát tröôøng löôïng töû. 

Taøi lieäu naøy chæ ñeà caäp ñeán mieàn v<<c, h_höõu haïn,töùc laø phaàn cô hoïc löôïng töû 
khoâng töông ñoái tính . 

 

§2   BÖÙC TRANH THEÁ GIÔÙI CUÛA VAÄT LYÙ HOÏC COÅ ÑIEÅN  
 

I/ Hai yù töôûng cô baûn cuûa vaät lyù hoïc coå ñieån : 
Vaät lyù hoïc cho tôùi cuoái theá kyû 19 ñaàu theá kyû 20 - maø ngaøy nay thöôøng goïi laø 

vaät lyù hoïc coå ñieån - ñaõ xaây döïng moät böùc tranh haøi hoøa veà theá giôùi vaät chaát. Noù bao 
goàm hai lónh vöïc chuû yeáu ñoù laø : Cô hoïc cuûa Newton vaø ly thuyeát ñieän töø cuûa 
Maxwell. Taát caû nhöng kieán thöùc ñoù ñaõ cho pheùp nhaân loaïi giaûi thích ñöôïc moät soá 
löôïng khoång loà caùc hieän töôïng ,caùc söï kieän quan saùt ñöôïc töø theá giôùi vaät chaát . 

Cô sôû cuûa vaät lyù hoïc coå ñieån laø hai yù töôûng sau : 
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- YÙ töôûng thöù nhaát laø yù töôûng nguyeân töû .Theo yù töôûng naøy thì vaät chaát ñöôïc 
caáu taïo töø nhöõng haït raát nhoû khoâng theå phaân chia ñöôïc vaø ñöôïc goïi laø nguyeân töû 
(Atomos). 

- YÙ töôûng thöù hai laø yù töôûng veà söï toàn taïi cuûa moät moâi tröôøng ñaøn hoài ñaëc bieät 
chöùa ñaày khaép nôi trong khoâng gian vaø nhôø ñoù maø caùc nguyeân töû töông taùc ñöôïc vôùi 
nhau . 

- YÙ töôûng nguyeân töû ñöôïc ñeà xuaát töø raát sôùm (theá kyû thöù IV tröôùc coâng nguyeân 
- Democrite)vaø cho tôùi theá kyû 20 ñaõ coù nhöõng baèng chöùng tuyeät ñoái khoâng phuû 
nhaän ñöôïc veà söï toàn taïi thöïc söï cuûa nguyeân töû vaø phaân töû . Con ngöôøi ñaõ coù nhöõng 
duïng cuï duøng ñeå ghi laïi ñöôïc nhöõng ion rieâng reõ - caùc oáng ñeám - vaø nhöõng duïng cuï 
quan saùt ñöôïc quyõ ñaïo cuûa caùc haït (buoàng Wilson) Thaäm chí quan saùt ñöôïc baèng 
maét vaø chuïp aûnh ñöôïc nhöõng phaân töû lôùn rieâng reõ cuûa moät vaøi hôïp chaát höõu cô . 

II/ Hai boä phaän chuû yeáu cuûa vaät lyù hoïc coå ñieån : 
1/ Cô hoïc Newton : 
Cô hoïc Newton - döïa treân ba ñònh luaät cuûa Newton - laø moät boä phaän raát quan 

troïng cuûa vaät lyù hoïc coå ñieån . Trong ba ñònh luaät ñoù ñònh luaät thöù hai coù vai troø ñaëc 
bieät . Ñoù laø phöông trình : 

amF rr
=   

hay laø : Löïc = khoái löôïng × gia toác. 
 Phöông trình naøy coù vai troø ñaëc bieät vì veá traùi laø löïc laø nguyeân nhaân gaây ra söï 

bieán ñoåi vaän ñoäng , veá phaûi coù khoái löôïng töùc laø thuoäc tính cuûa vaät chaát vaø gia toác 
töùc laø heä thöùc giöõa khoâng gian vaø thôøi gian .Ñieàu naøy coù nghóa laø phöông trình naøy 
thieát laäp moái quan heä giöõa vaät chaát,vaän ñoäng, Khoâng gian,thôøi gian vaø nguyeân nhaân 
gaây ra vaän ñoäng. 

Cuøng vôùi ñònh luaät haáp daãn, ba ñònh luaät treân ñaõ cho pheùp con ngöôøi giaûi thích 
ñöôïc moät caùch thoûa ñaùng chuyeån ñoäng cuûa nhöõng heä vó moâ trung hoøa ñieän  

 2/Lyù thuyeát ñieän töø  
Moät boä phaän chuû yeáu khaùc cuûa vaät lyù hoïc coå ñieån nghieân cöùu caùc hieän töôïng 

ñieän vaø töø . Caùc hieän töôïng naøy ñöôïc cho baèng caùc ñaïi löôïng ñieän töø  
.Caùc ñaïi löôïng naøy ñöôïc heä thoáng nhôø heä phöông trình Maxwell : 
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Töø heä phöông trình naøy coù theå giaûi quyeát thoûa ñaùng taát caû caùc baøi toaùn ñieän töø 

ñaõ bieát . 
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Hai boä phaän cuûa vaät lyù hoïc ñöôïc lieân heä vôùi nhau nhôø ñònh luaät Lorentz noùi 
raèng : Moät ñieän tích e chuyeån ñoäng vôùi vaän toác v trong ñieän töø tröôøng chòu taùc duïng 
cuûa moät löïc : 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ += )*( BvEeF

rrrr

   

III/ Hai daïng vaät chaát cô baûn cuûa vaät lyù hoïc coå ñieän : 
 
a/ Daïng haït : Haït ñöôïc ñaëc tröng baèng tính ñònh xöù trong khoâng gian vaø söï toàn 

taïi quyõ ñaïo khi chuyeån ñoäng . Haït coøn coù nhöõng ñaëc tröng khaùc nhö khoái löôïng , 
xung löôïng , moment .v.v. 

b/ Daïng soùng : Soùng laø quaù trình lan truyeàn nhieãu loaïn trong khoâng gian vaø 
chuyeån ñoäng soùng laø chuyeån ñoäng cuûa traïng thaùi vaät chaát chöù khoâng phaûi laø chuyeån 
ñoäng cuûa chính vaät chaát . Chuyeån ñoäng soùng tuaàn hoaøn trong khoâng gian vaø thôøi 
gian . Ñaëc tröng quan troïng cuûa chuyeån ñoäng soùng laø soùng coù khaû naêng giao thoa vaø 
nhieãu xaï . 

Vaät lyù hoïc coå ñieån ñaõ nghieân cöùu hai loaïi soùng : 
- Soùng cô : laø söï lan truyeàn dao ñoäng cuûa caùc haït vaät chaát trong moâi tröôøng 

truyeàn soùng ,loaïi soùng naøy chæ coù theå lan truyeàn trong moâi tröôøng vaät chaát . 
- Soùng ñieän töø laø söï lan truyeàn nhöõng dao ñoäng ñieän töø ,Soùng ñieän töø coù theå 

lan truyeàn caû trong chaân khoâng . 
 

IV/ Nhöõng quan nieäm cô sôû cuûa vaät lyù hoïc coå ñieån : 
 
Vaät lyù hoïc coå ñieån döïa treân ba quan nieäm cô sôû sau : 
1/ Söï bieán ñoåi lieân tuïc cuûa caùc ñaïi löôïng vaät lyù , hay roäng hôn laø tính lieân tuïc 

cuûa theá giôùi vaät chaát . 
Veà maët toaùn hoïc ñieàu naøy coù nghóa laø caùc haøm moâ taû caùc ñaïi löôïng vaät lyù laø 

caùc haøm soá lieân tuïc .Chính quan nieäm naøy laø cô sôû cuûa khaùi nieäm quyõ ñaïo cuûa 
chuyeån ñoäng . Moät thuoäc tính coá höõu cuûa chuyeån ñoäng trong vaät lyù hoïc coå ñieån . 

2/ Quyeát ñònh luaän coå ñieån (Quyeát ñònh luaän Laplace).Quan nieäm naøy cho 
raèng neáu bieát ñöôïc traïng thaùi cuûa vaät ôû moät thôøi ñieåm naøo ñoù , bieát ñöôïc taát caû caùc 
löïc taùc duïng vaøo vaät thì coù theå tieân ñoaùn moät caùch chính xaùc tuyeät ñoái traïng thaùi 
cuûa vaät ôû thôøi ñieåm tieáp theo . quan nieäm naøy laø hình thöùc cô baûn cuûa nguyeân lyù 
nhaân quaû trong vaät lyù hoïc coå ñieån . 

3/ Phöông phaùp phaân tích : 
Phöông phaùp cuûa vaät lyù hoïc coå ñieån ñeå xem xeùt, nghieân cöùu caùc hieän töôïng vaø 

söï vaät laø phöông phaùp phaân tích .Ñieàu naøy coù nghóa laø : 
Thöù nhaát : vaät coù theå ñöôïc taùch ra khoûi moâi tröôøng xung quanh vaø ñöôïc xem 

xeùt nhö laø moät vaät hoaøn toaøn ñoäc laäp. 
Thöù hai : trong nhöõng tröôøng caàn thieát vaät coù theå chia nhoû ra töøng phaàn ñeå 

nghieân cöùu vaø vieät chia nhoû ñoù khoâng caûn trôû vieäc ta hieåu bieát baûn chaát cuûa söï vaät . 
Noùi rieâng trong moïi tröôøng hôïp duïng cuï ño vaø ñoái töôïng ñöôïc quan saùt laø hoaøn 

toaøn ñoäc laäp vôùi nhau . 
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§3  NHÖÕNG BEÁ TAÉC CUÛA VAÄT LYÙ HOÏC COÅ ÑIEÅN  VAØ NHÖÕNG 
YÙ TÖÔÛNG NÖÛA LÖÔÏNG TÖÛ 

 
 
Maët duø giaûi quyeát ñöôïc moät soá löôïng raát lôùn caùc hieän töôïng cuûa theá giôùi vaät 

chaát , song cho tôùi cuoái theá kyû 19 vaät lyù hoïc coå ñieån ñaõ vaáp phaûi moät soá hieän töôïng 
maø trong khuoân khoå caùc ñònh luaät ñaõ coù vaät lyù hoïc coå ñieån khoâng theå giaûi quyeát 
ñöôïc . Ñoù laø caùc hieän töôïng sau : 

1/ Böùc xaï cuûa vaät ñen tuyeät ñoái . 
 2/ Hieän töôïng quang ñieän . 
 3/ Hieäu öùng Compton. 
4/ Caáu taïo nguyeân töû vaø lyù thuyeát nöõa löôïng töû cuûa Bohr. 
Ñeå giaûi quyeát nhöõng vaán ñeà treân vaät lyù hoïc phaûi ñöa ra nhöõng quan nieäm môùi 

vöôït xa khuoân khoå cuûa nhöõng quan nieäm tröôùc ñaây . Töông öùng vôùi nhöõng hieän 
töôïng treân,ñoù laø nhöõng quan nieäm sau ñaây : 

1’/ Caùc nguyeân töû cuûa vaät chaát khoâng haáp thuï vaø böùc xaï naêng löôïng moät caùch 
lieân tuïc maø ngöôïc laïi haáp thuï vaø böùc xaï moät caùch giaùn ñoaïn caùc löôïng töû naêng 
löôïng . 

                      ωγε h== h   
h laø haèng soá phoå bieán -löôïng töû taùc duïng-haèngsoá Plank   
2’/ Aùnh saùng laø moät chuøm haït- löôïng töû aùnh saùng- hay photon. Caùc photon coù 

naêng löôïng xaùc ñònh vaø xung löôïng xaùc ñònh. 

   ωε h=   ,    kP
r

h
r
=  

Heä thöùc naøy ñöôïc goïi laø heä thöùc Planck – Einstein. Nhö vaäy heä thöùc naøy ñaõ 

lieân heä caùc thoâng soá cuûa haït vôùi caùc thoâng soá cuûa soùng ( ε  vaø P
r

 vôùi ω vaø k
r

 ). 
3’/ Töø keát quaû thu ñöôïc cuûa hieäu öùng Compton: 

   22 2 θλλ sinc=∆
  

Trong ñoù: cλ  laø böôùc soùng Compton cuûa electron.  
Coâng thöùc treân coù nghóa laø: Söï thay ñoåi cuûa böôùc soùng chæ phuï thuoäc vaøo goùc 

taùn xaï maø khoâng phuï thuoäc vaøo taàn soá ban ñaàu (cuûa tia tôùi). Keát quaû naøy ñöôïc giaûi 
thích deã daøng töø söï va chaïm cuûa moät photon vôùi maët electron maø khoâng theå giaûi 
thích theo quan ñieåm soùng. 

4’/ Caùc ñieän töû trong nguyeân töû khoâng chuyeån ñoäng treân nhöõng quó ñaïo baát 
kyømaø chæ coù theå ôû nhöõng quó ñaïo xaùc ñònh goïi laø quó ñaïo löôïng töû. Caùc quó ñaïo naøy 
ñöôïc nhaän sao cho moment xung löôïng M  cuûa ñieän töû thoûa maõn heä thöùc: 

   hnM =    (n=1,2 . . .) 
Treân caùc quó ñaïo löôïng töû caùc electron coù naêng löôïng xaùc ñònh. Khi electron 

chuyeån töø quó ñaïo naøy sang quó ñaïo khaùc gaàn haït nhaân hôn nguyeân töû seõ phaùt ra 
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moät photon vaø electron thöïc hieän moät böôùc nhaûy löôïng töû. Taàn soá cuûa photon phaùt 
ra ñöôïc tính theo coâng thöùc: 

   nmmn EE ωh=−  
5’/ Naêm 1927, C.Davison vaø L.Germer phaùt hieän hieän töôïng nhieãu xaï cuûa 

electron. Hieän töôïng naøy ñaõ ñöôïc DeBroglie tieân ñoaùn töø 1924. Hieän töôïng naøy chæ 
coù theå giaûi thích ñöôïc baèng nhöõng giaû thieát hoaøn toaøn môùi so vôùi nhöõng quan nieäm 
cuõ cuûa vaät lyù coå ñieån ñoù laø vieäc thöøa nhaän giaû thieát cuûa De Broglie: haït electron vaø 
vi haït noùi chung laø coù tính chaát löôõng nguyeân:hay löôõng tính soùng – haït. Cuï theå laø: 

Moãi haït töï do coù naêng löôïng E vaø xung löôïng P
r

 xaùc ñònh ñöôïc bieåu dieãn bôûi 

moät soùng phaúng ñôn saéc coù taàn soá voøngω vaø vector soùngk
r

lieân heä vôùi E vaø P
r

 bôûi 
heä thöùc gioáng nhö heä thöùc Planck- Eistein ñoái vôùi photon : 

   ωh=E     , kP
r

h
r
=  

Soùng phaúng naøy coù daïng : 

   ( ) [ ] ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−
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vaø ñöôïc goïi laø soùng De Broglie . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  ThS. Nguyeãn Duy Höng                                                        Khoa Vaät lyù 



Cô hoïc löôïng töû - 10 -

CHÖÔNG I.  CÔ SÔÛ CUÛA CÔ HOÏC LÖÔÏNG TÖÛ 
 

§1 CÔ SÔÛ VAÄT LYÙ CUÛA CÔ HOÏC LÖÔÏNG TÖÛ 
 

I/ Theá giôùi vi moâ: 
1/ Haït vi moâ:  

Caùc phaân töû, nguyeân töû, haït nhaân nguyeân töû vaø caùc haït cô baûn ñöôïc goïi laø caùc 
haït vi moâ. Danh saùch cuûa caùc haït cô baûn cho ñeán nay ñaõ trôû neân moät danh saùch khaù 
ñoà soä nhöng coù theå phaân thaønh ba loaïi laø: caùc löôïng töû cuûa tröôøng ñieän töø - caùc 
photon, caùc hardron vaø caùc lepton. Caùc hardron laø caùc haït tham gia töông taùc maïnh 
(töông taùc haït nhaân) vaø ngöôïc laïi caùc lepton bao goàm: caùc electron, caùc muon vaø 
caùc neutrion. Nhoùm caùc hardron ñoâng ñaûo hôn caû: chuùng bao goàm caùc nucleon 
(proton vaø neutron), caùc meson (caùc haït naøy nheï hôn proton) vaø caùc hyperon (caùc 
haït naëng hôn proton). Ngoaïi tröø tröôøng hôïp ñaëc bieät laø photon vaø moät vaøi meton 
trung hoøa caùc haït coøn laïi ñeàu coù phaûn haït. 

Thuoäc tính raát quen thuoäc cuûa haàu heát vi haït laø coù khoái löôïng nghæ. Ví duï khoái 

löôïng nghæ m cuûa electron laø baèng: g281019 −., , khoái löôïng cuûa photon laø 1836m, 
cuûa neutron laø: 1839m, cuûa muon laø 207m . Khoái löôïng nghæ cuûa photon vaø cuûa taát 
caû caùc neutrino ñeàu baèng khoâng. 

Khoái löôïng cuûa phaân töû, nguyeân töû vaø haït nhaân nguyeân töû baèng toång khoái 
löôïng cuûa caùc haït taïo thaønh tröø ñi ñoä huït khoái. Ñoä huït khoái baèng naêng löôïng duøng 
ñeå phaù vôõ vi haït thaønh nhöõng haït caáu thaønh (thöôøng ñöôïc goïi laø naêng löôïng lieân 
keát) chia cho bình phöông vaän toác aùnh saùng. Caùc nucleon trong haït nhaân coù naêng 
löôïng lieân keát lôùn nhaát- ñoä huït khoái cuûa moãi nucleon lôùn hôn 10m . 

Ñieän tích cuûa haït vi moâ baèng boäi nguyeân laàn ñieän tích cuûa electron, töùc laø 

baèng boäi laàn .Ngoaøi nhöõng haït vi moâ tích ñieän coù nhieàu haït vi moâ 
trung hoøa veà ñieän. Ñieän tích cuûa haït vi moâ phöùc taïp baèng toång ñaïi soá caùc ñieän tích 
cuûa caùc haït thaønh phaàn. 

C191061 −.,

2/ Spin cuûa vi haït. 
Spin laø moät trong nhöõng thuoäc tính quan troïng cuûa haït vi moâ. Spin coù theå ñöôïc 

xem nhö laø moment cô rieâng cuûa haït. Bình phöông cuûa Spin baèng:  trong 
ñoù s coù theå laø soá nguyeân hay baùn nguyeân (s thöôøng ñöôïc goïi laø Spin),  laø haèng soá 
phoå bieán, ñoùng vai troø ñaëc bieät quan troïng trong cô hoïc löôïng töû, giaù trò cuûa  

baèng: . Spin cuûa photon baèng 1, Spin cuûa electron baèng 1 / 2 . 

( 12 +ssh )
h

h
sJ.., 3410051 −

Spin laø moät thuoäc tính ñaëc bieät cuûa vi haït. Vaø do ñoù noù khoâng theå coù moâ hình 
töông töï coå ñieån. Vieäc giaûi thích Spin nhö laø moment cô rieâng cuûa vi haït tuy thuaän 
tieän cho vieäc hình dung nhöng laø khoâng ñuùng vôùi thöïc teá vì khaùi nieäm”vi haït quay 
quanh noù” laø khoâng chaáp nhaän ñöôïc. 
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Momemt goùc cuûa vi haït coù thuoäc tính khaùc thöôøng. Cuï theå hình chieáu treân 

phöông baát kyø cuûa noù chæ nhaän caùc giaù trò giaùn ñoaïn: sh , ( )1−sh ,…, sh− ,töùc laø 
(2s + 1) giaù trò. Ñieàu naøy coù theå noùi laø vi haït coù (2s + 1) traïng thaùi Spin. Nhö vaäy söï 
toàn taïi Spin ñoái vôùi vi haït ñöa tôùi söï xuaát hieän baäc töï do trong ñeå moâ taû noù. 
3/ Boson vaø Fermion: 

Treân cô sôû Spin ngöôøi ta chia vi haït thaønh hai nhoùm. Nhoùm moät laø caùc vi haït 
coù Spin nguyeân hoaëc baèng khoâng. Nhoùm hai laø caùc vi haït coù Spin baùn nguyeân. 

Nhoùm thöù nhaát coù ñaëc ñieåm laø chuùng coù theå coù voâ soá haït cuøng toàn taïi trong 
moät traïng thaùi löôïng töû, tuaân theo thoánh keâ Bose - Einstein vaø do ñoù nhoùm naøy 
thöôøng ñöôïc goïi taét laø caùc Boson. Nhö vaäy caùc meson vaø photon laø caùc Boson. 

Nhoùm thöù hai coù ñaëc ñieåm laø chuùng chæ toàn taïi nhieàu nhaát moät haït trong moãi 
traïng thaùi löôïng töû, tuaân theo thoáng keâ Fermi - Dirac vaø do ñoù caùc vi haït thuoäc 
nhoùm naøy ñöôïc goïi taét laø caùc Fermion. Caùc lepton - noùi rieâng laø caùc electron - caùc 
nucleon vaø caùc hyperon laø caùc Fermion.  
4/ Tính khoâng beàn cuûa vi haït: 

Taát caû caùc haït cô baûn - töùc photon, electron, proton vaø neutrino ñeàu khoâng 
beàn. Ñieàu naøy coù nghóa laø caùc haït ñoù töï phaùt phaân raõ thaønh nhöõng haït vi moâ khaùc 
khoâng caàn moät taùc ñoäng naøo töø beân ngoaøi. Ví duï moät neutron töï phaân raõ thaønh moät 
proton, moät electron vaø moät neutrino: 

eepn γ+−+→
  

Chuùng ta khoâng theå tieân ñoaùn ñöôïc vaøo thôøi ñieåm naøo söï phaân raõ seõ xaûy ra 
nhöng töø thöïc nghieäm ngöôøi ta ñaõ tìm ñöôïc quy luaät phaân raõ. 

( ) ( )τtNtN −= exp0   
trong ñoù τ  laø haèng soá ñaëc tröng cuûa neutron- ñöôïc goïi laø thôøi gian soáng cuûa 

neutron vaø baèng s310 . Löôïng ( )τt−exp  xaùc ñònh xaùc xuaát cuûa neutron khoâng 
phaân raõ taïi thôøi ñieåm t . 

Caùc haït vi moâ khoâng beàn ñöôïc ñaëc tröng baèng thôøi gian soáng cuûa noù. Thôøi 
gian soáng cuûa moät haït caøng nhoû thì xaùc xuaát phaân huûy cuûa haït caøng lôùn. Ví duï: Thôøi 

gian soáng cuûa muon laø , thôøi gian soáng cuûas61022 −., π - meson döông laø 

, thôøi gian soáng cuûas81062 −., π - meson trung hoøa laø s1610−
 vaø cuûa hyperon laø 

s1010−
. Moät nhoùm haït khaùc coù thôøi gain soáng cöïc kyø ngaén vaøo khoaûng s2210−

 

ñeán s2310−
. Caùc haït naøy ñöôïc goïi laø caùc haït coäng höôûng. 

Moät ñieàu löu yù laø: caùc meson vaø caùc hyperon coù theå phaân raõ theo nhieàu caùch 
khaùc nhau. Ví duï caùc π - meson döông coù theå phaân raõ theo kieåu nhö sau: 

 e

e

e
e

γππ
γπ
γµπ µ

++→

+→
+→

++

++

++

0
  

Vôùi moät meson π  baát kyø khoâng theå tieân ñoaùn ñöôïc vaøo luùc naøo cuõng nhö kieåu 
phaân raõ naøo seõ xaûy ra. Tính khoâng beàn khoâng phaûi chæ coù ñoái vôùi caùc haït cô baûn maø 
coøn ñuùng ñoái vôùi caùc vi haït khaùc. Hieän töôïng phoùng xaï cho thaáy raèng haït nhaân 

  ThS. Nguyeãn Duy Höng                                                        Khoa Vaät lyù 



Cô hoïc löôïng töû - 12 -

nguyeân töû laø khoâng beàn vöõng. Caùc nguyeân töûcuõng nhö caùc phaân töû khi ôû traïng thaùi 
kích thích cuõng khoâng heà, chuùng seõ töï phaùt trôû veà traïng thaùi ban ñaàu cuûa chuùng hay 
chuyeån sang traïng thaùi kích thích thaáp hôn. 

Nhöng caàn löu yù raèng tính khoâng beàn vöõng khoâng phaûi laø baûn chaát chung cuûa 
caùc vi haït bôûi vì ngoaøi caùc haït khoâng beàn coù moät soá haït vi moâ khaùc laø beàn. Ví duï 
nhö: photon, electron, proton, neutrion, caùc haït nhaân nguyeân töû beàn cuõng nhö caùc 
nguyeân töû vaø phaân töû ôû traïng thaùi cô baûn. 

Ngoaøi tính chaát ñaõ neâu treân haït cô baûn coøn coù moät ñaëc tính “kyø quaëc” theå hieän 
trong söï bieán ñoåi qua laïi cuûa chuùng. Tuy nhieân baïn ñoïc coù theå tìm hieåu theâm vaán ñeà 
ñoù qua caùc giaùo trình khaùc chi tieát hôn veà vaät lyù haït cô baûn. 

 

§2  HAI YÙ TÖÔÛNG CÔ BAÛN CUÛA CÔ HOÏC LÖÔÏNG TÖÛ 
 

1/ YÙ töôûng löôïng töû hoùa. 
Baûn chaát cuûa yù töôûng löôïng töû hoùa laø: moät soá ñaïi löôïng vaät lyù moâ taû caùc ñoái 

töôïng vi moâ trong nhöõng ñieàu kieän thích hôïp chæ coù theå nhaän nhöõng giaù trò rôøi raïc 
xaùc ñònh. Khi ñoù ta noùi raèng caùc ñaïi löôïng aáy bò löôïng töû hoùa . 

YÙ töôûng naøy do M.Planck ñöa ra naêm 1900 khi nghieân cöùu böùc xaï cuûa vaät ñen 
tuyeät ñoái. Planck ñaõ giaû thuyeát raèng naêng löôïng cuûa böùc xaï ñieän töø do vaät phaùt ra 
khoâng phaûi laø lieân tuïc maø laø giaùn ñoaïn - theo töøng löôïng töû naêng löôïng, naêng löôïng 
cuûa moãi löôïng töû naøy baèng : ωε h= . Giaû thuyeát naøy ñaõ baûo ñaûm cho söï phuø hôïp 
cuûa lyù thuyeát vaø thöïc nghieäm, ñaëc bieät laø loaïi boû ñöôïc khoù khaên khi chuyeån lyù 
thuyeát ñeán vuøng taàn soá lôùn – maø  ngöôøi ta goïi laø tai bieán töû ngoaïi . 

Tieáp theo Planck, Bohr ñaõ aùp duïng yù töôûng löôïng töû hoùa vaøo maãu haønh tinh 
nguyeân töû cuûa Rutherford ñeå xaây döïng maãu nguyeân töû môùi cuûa oâng, maãu nguyeân töû 
Bohr - hay maãu nguyeân töû nöõa löôïng töû. Maëc duø lyù thuyeát Bohr veà nguyeân töû vaãn 
coù nhöõng maâu thuaån noäi taïi song noù ñöôïc coi laø böôùc ñaàu tieân ñeå xaây döïng lyù thuyeát 
hoaøn chænh veà caáu truùc nguyeân töû. 

Ñeå hieåu noäi dung cuûa yù töôûng naøy ta xeùt ví duï caùc electron trong nguyeân töû. ÔÛ 
trong nguyeân töû naêng löôïng cuûa electron nhaän nhöõng giaù trò rôøi raïc – nhöõng giaù trò 
naøy taäp hôïp thaønh phoã naêng löôïng, nhö hình: 

 Giaû söû ta chæ quan taâm ñeán    

hai möùc 1E vaø 2E . Khi ñoù electron    E  E1 
  

chæ coù theå coù naêng löôïng laø 1E  

hoaëc 2E  chöù khoâng theå coù naêng       E1 

löôïng E thoûa maõn: 1E <E < 2E .  
Ñaây laø ñieåm cô baûn cuûa cô hoïc  
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löôïng töû sau naøy.  Electron coù theå chuyeån töø möùc naêng löôïng 1E sang möùc 

2E  hoaëc ngöôïc laïi, trong hai quaù trình ñoù electron nhaän vaø phaùt ra moät photon 
töông öùng. Quaù trình ñoù ñöôïc goïi laø pheùp chuyeån dôøi löôïng töû. 

Nhöng löu yù raèng: Naêng löôïng electron khoâng phaûi khi naøo cuõng bò löôïng töû 
hoùa. Chæ caùc electron ôû trong traïng thaùi lieân keát (ví duï electron trong nguyeân töû) thì 
naêng löôïng cuûa noù môùi bò löôïng töû hoùa. Caùc electron ôû traïng thaùi töï do thì naêng 
löôïng cuûa noù khoâng bò löôïng töû hoùa. 

Söï löôïng töû hoùa khoâng phaûi chæ xaûy ra vôùi naêng löôïng maø laø vôùi nhieàu ñaïi 
löôïng khaùc. Cuï theå moment xung löôïng cuûa vi haït cuõng bò löôïng töû hoùa. Khaùc vôùi 
naêng löôïng laø ñaïi löôïng chæ bò löôïng töû hoùa trong traïng thaùi lieân keát, moment xung 
löôïng luoân bò löôïng töû hoùa. Caùc giaù trò quan saùt ñöôïc cuûa bình phöông moment 
xung löôïngcuûa haït vi moâ ñöôïc cho bôûi coâng thöùc: 

   ( )122 += llhM
trong ñoù l  laø soá nguyeân, ...2,1,0=l .Neáu ta xeùt moment goùc cuûa moät 

electron trong nguyeân töû ôû traïng thaùi döøng thöùn thì soá l nhaän giaù trò töø 0 ñeán (n-1). 
Ngöôøi ta thöôøng goïi Moment xung löôïng (hay moment goùc) moät caùch ñôn 

giaûn laø moment. Thöïc nghieäm chöùng toû raèng: hình chieáu cuûa momentcuûa vi haït leân 
moät phöông nhaát ñònh naøo ñoù (ta thöôøng goïi ñoù laø hình chieáu treân truïc oz cho tieän) 
nhaän caùc giaù trò: 

mM z h=  
trong ñoù llll ,1,...,1, −+−−=m . Nhö vaäy vôùi moãi giaù trò cuûa l , soá m 

nhaän ( )12 +l  giaù trò giaùn ñoaïn 
ÔÛ phaàn treân ta ñaõ noùi veà Spin cuûa vi haït vaø coù theå coi Spin nhö laø “moment 

noäi taïi” cuûa vi haït. Ngöôøi ta goïi noù laø moment Spin ñeå phaân bieät moment thöôøng laø 
moment quõy ñaïo. Neáu s laø Spin cuûa vi haït thì hình chieáu cuûa moment Spin seõ nhaän 
caùc giaù trò σh  trong ñoù ssss ,,...,, 11 −+−−=σ . 

Nhö vaäy hình chieáu cuûa Spin cuûa moät electron seõ nhaän hai giaù trò: 2
h−

 vaø 

2
h+

. 

Caùc soá σ,,, mn l  xaùc ñònh caùc giaù trò giaùn ñoaïn khaùc nhau cuûa caùc bieán 
ñoäng löïc löôïng töû hoùa vaø ñöôïc goïi laø caùc soá löôïng töû. 

n  laø soá löôïng töû chính. 
   laø soá löôïng töû quõy ñaïo. l
m  laø soá löôïng töû töø. 
σ  laø soá löôïng töû Spin. 

2/ YÙ töôûng löôõng soùng haït. 
Trong vaät lyù hoïc coå ñieån ngöôøi ta coi caùc khaùi nieäm soùng vaø haït laø loaïi tröø 

nhau. Haït ñöôïc ñaëc tröng baèng khoái löôïng, coù tính ñònh xöù trong khoâng gian vaø coù 
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theå va chaïm vôùi nhau. Ngöôïc laïi soùng khoâng coù tính ñònh xöù nhöng coù khaû naêng 
gioa thoa, nhieãu xaï… 

Song nhöõng quan nieäm quen thuoäc naøy khoâng theå chuyeån qua cô hoïc löôïng töû 
moät caùch tröïc tieáp ñöôïc. ÔÛ möùc ñoä caùc hieän töôïng vi moâ söï phaân ñònh roõ raøng hai 
daïng chuyeån ñoäng naøy bò phai môø ñi moät caùch caên baûn. Cuï theå laø: 

Chuyeån ñoäng cuûa vi haït ñoàng thôøi ñöôïc ñaëc tröng baèng caû tính soùng laãn tính 
haït. Coù theå noùi raèng caùc vi haït ôû möùc ñoä naøo ñoù gioáng nhö haït vaø ôû möùc ñoä naøo ñoù 
gioáng vôùi soùng. Caùc möùc ñoä ñoù phuï thuoäc vaøo ñieàu kieän maø ôû ñoù ta xeùt haït vi moâ. 

Neáu trong vaät lyù coå ñieån haït vaø soùng laø hai maët ñoái laäp loaïi tröø nhau- hoaëc laø 
haït hoaëc laø soùng – thì ñoái vôùi caùc ñoái töôïng vi moâ caùc maët ñoái laäp naøy keát hôïp vôùi 
nhau moät caùch bieän chöùng trong khuoân khoå moät ñoái töôïng vi moâ thoáng nhaát laø tính 
löôõng soùng haït. 

YÙ töôûng löôõng soùng haït ñöôïc Einstein aùp duïng cho böùc xaï ñieän töø ñeå giaûi thích 
hieän töôïng quang ñieän. Ñeán 1924 De Broglie ñaõ môû roäng yù töôûng löôõng soùng haït 
khoâng chæ cho böùc xaï ñieän töø maø cho moïi haït vi moâ noùi chung. Cuï theå moãi haït vi 
moâ ñoàng thôøi coù nhöõng ñaëc tröng haït (naêng löôïng vaø xung löôïng) vaø caû nhöõng ñaëc 
tröng soùng(taàn soá vaø böôùc soùng). Moái lieân heä giöõa nhöõng ñaëc tröng ñoù ñöôïc cho 
baèng heä thöùc Planck - Einstein: 

  ωh=E     , kP
r

h
r
=      (2.1) 

Nhö vaäy laø moät haït chuyeån ñoäng ñöôïc lieân heä vôùi moät soùng maø böôùc soùng 
ñöôïc xaùc ñònh theo coâng thöùc: 

 p
h=λ

 
YÙ töôûng naøy ñaõ cho caùc giaû thieát cuûa Bohr moät cô sôû vöõng chaéc. Chuyeån ñoäng 

cuûa electron trong nguyeân töû Hydro luùc ñoù seõ beàn vöõng khi doïc theo caùc quõy ñaïo 
ñöôïc quy ñònh laø baèng moät soá nguyeân laàn böôùc soùng. Caùc soùng doïc theo quõy ñaïo 
ñöôïc quy ñònh laø caùc soùng döøng. 

Ñieàu naøy töông ñöông vôùi quy taéc löôïng töû cuûa Bohr: 

   2
ωhnE =

 
trong ñoùω laø taàn soá quay cuûa electron quanh haït nhaân,töùc laø soá voøng quay 

cuûa electron quanh haït nhaân. Thaät vaäy, theo De Broglie ñoä daøi cuûa quõy ñaïo baèng soá 
nguyeân laàn böôùc soùng: 

 rn πλ 2=  ,  mv
h

p
h ==λ

 
Töø ñoù suy ra :    
 nhrmv =π2  
hay  nhaân caû hai veá vôùi ω  vaø chia cho 2 ta coù: 

    2
2

2
1 ωπω rmvhn .=

 
Nhöng ñeå yù raèng : 
 vr =ωπ2   
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neân ta coù :     

ωhnEmv
2
1

2
2

==
 

ñaây chính laø quy taéc löôïng töû cuûa Bohr. 
Vaán ñeà ñaët ra laø vôùi caùc haït vi moâ – nhö haït buïi chaúng haïn – taïi sao ta khoâng 

nhaän thaáy tính löôõng soùng haït cuûa noù? Lyù do ñôn giaûn laø töø coâng thöùc De Broglie ta 
tính ñöôïc böôùc soùng cuûa noù nhoû hôn kích thöôùc  raát nhieàu laàn. Do ñoù trong ñieàu 
kieän ñoù ta khoâng theå phaùt hieän thaáy tính soùng cuûa haït buïi. Coøn khi “haït” coù khoái 
löôïng caøng nhoû thì böôùc soùng De Broglie cuûa haït caøng lôùn khi ñoù haït caøng khaùc vôùi 
haït coå ñieån vaø cuõng vì theá haït vi moâ caøng gioáng vôùi moät soùng hôn. Chuù yù laø soùng 
De Broglie khaùc vôùi nhöõng soùng coù thöïc maø ta noùi ôû treân. Nhö vaäy ta hình dung 
quan heä soùng – haït nhö theá naøo ? . Coù hai caùch hình dung sai veà moái quan heä naøy. 

Caùch thöù nhaát : laø haït töïa treân soùng. Caùch naøy laø do chính De Broglie ñeà xuaát 
trong thôøi kyø ñaàu. Theo oâng thì haït töïa nhö ngoài treân soùng vaø soùng cuoán noù tôùi ñaâu 
thì haït tôùi ñoù- hay noùi ñôn giaûn laø soùng chuyeân chôû haït. Nhöng thöïc teá laø soùng coù 
theå toàn taïi cuøng haït ngay caû trong chaân khoânghoaøn toaøn nhö vaäy soùng coù theå laø saûn 
phaåm cuûa chính haït. Nhö vaäy haït taïo ra soùng nhö theá naøo? Soùng chia seû “soá phaän” 
cuøng vôùi haït nhö theá naøo khi haït töông taùc vôùi caùc haït khaùc vaø vôùi moâi tröôøng? Ñoù 
laø nhöõng caâu hoûi maø quan nieäm “soùng chuyeân chôû haït” khoâng traû lôøi ñöôïc. 

Caùch thöù hai : ñoù laø quan nieäm cho raèng haït laø saûn phaåm ñöôïc taïo neân töø caùc 
soùng, laø moät cô caáu raén ñaëc do caùc soùng keát laïi hay noùi caùch khaùc haït nhö laø boù 
soùng laø nôi choàng chaát caùc soùng coù böôùc soùng raát ngaén. Tuy nhieân thöïc teá cho thaáy 
caùc soùng tham gia hieän töôïng taùn saéc nhö vaäy neáu haït laø boù soùng thì haït phaûi bò tan 
raõ khi nhöõng ñieàu kieän cuûa söï taùn saéc xuaát hieän. Nhöng trong thöïc teá haït khoâng heà 
bò tan trong nhöõng ñieàu kieän ñoù. 

Nhö vaäy caû hai caùch hình dung treân laø hai caùch hình dung maùy moùc theo kieåu 
coå ñieån ñeàu khoâng chaáp nhaän ñöôïc. 

Caàn löu yù raèng tính löôõng soùng haït khoâng phaûi chæ coù khi xeùt moät taäp hôïp caùc 
haït maø ngay caû khi coù moät haït duy nhaát tính löôõng soùng haït cuûa haït vi moâ vaãn bieåu 
loä roõ reät. 

Coù nhieàu caùch giaûi thích yù nghóa cuûa soùng De Broglie nhöng chöa coù caùch naøo 
hoaøn chænh. Caùch giaûi thích cuûa Born coi ñoù laø “soùng xaùc xuaát” coù veû nhö ñöôïc 
nhieàu ngöôøi chaáp nhaän hôn caû. Nhöng soùng xaùc xuaát vaãn khoâng mang moät yù nghóa 
vaät lyù cuï theå nhö soùng cô hoïc (soùng aâm, soùng treân maët nöôùc …)Coù caùch giaûi thích 
raèng haït vi moâ luùc thì mang tính soùng, luùc thì mang tính haït. Cuõng coù caùch giaûi thích 
raèng haït vi moâ ñoàng thôøi vöøa laø soùng vöøa laø haït. 

Ñaùng chuù yù hôn caû laø quan nieäm raèng : haït vi moâ khoâng phaûi laø soùng cuõng 
khoâng phaûi laø haït. Tính löôõng soùng haït cuûa vi haït ñöôïc hieåu nhö khaû naêng tieàm taøng 
cuûa theá giôùi vi moâ theå hieän nhöõng tính chaát khaùc bieät cuûa noù phuï thuoäc vaøo ñieàu 
kieän “beân ngoaøi” cuï theå laø ñieàu kieän quan saùt noù. 

 
 

  ThS. Nguyeãn Duy Höng                                                        Khoa Vaät lyù 



Cô hoïc löôïng töû - 16 -

§3  CÔ SÔÛ TOAÙN HOÏC CUÛA CÔ HOÏC LÖÔÏNG TÖÛ 
 
Baát cöù lyù thuyeát vaät lyù naøo cuõng laø söï keát hôïp giöõa caùc yù töôûng vaät lyù ñöa ra 

treân cô sôû thöïc nghieäm vaø moät coâng cuï toaùn hoïc nhaát ñònh . 
Trong giai ñoaïn xaây döïng lyù thuyeát vaät lyù coâng cuï toaùn hoïc coù theå laø chöa coù - 

nhö khi Newton xaây döïng  lyù thuyeát cuûa oâng , nhöng khi xaây döïng cô hoïc löôïng töû 
thì coâng cuï toaùn hoïc töông öùng ñaõ ñöôïc xaây döïng töø tröôùc . Coâng cuï ñoù laø lyù thuyeát 
caùc toaùn töû tuyeán tính . 

I/.Toaùn töû tuyeán tính : 
a/ Toaùn töû vaø ví duï : 
Toaùn töû laø söï töông öùng giöõa caùc phaàn töû cuûa taäp X vôùi caùc phaàn töû cuûa taäp Y 

naøo .Caùc thuaät ngöõ ñoàng nghóa vôùi toaùn töû laù :aùnh xaï ,hay haøm .Neáu hai taäp X vaø Y 
laø hai taäp hôïp soá thì ngöôøi ta duøng khaùi nieäm haøm soá . Vaøi tröôøng hôïp ñaët bieät cuûa 
toaùn töû laø : 

- Moät toaùn töû töø moät khoâng gian X vaøo chính noù goïi laø moät pheùp bieán ñoåi . 
- Moät toaùn töû töø moät khoâng gian haøm soá voâ haïn chieàu vaøo moät taäp hôïp soá ñöôïc 

goïi laø moät phieám haøm . 

Vôùi moät toaùn töû  baát kyø taùc duïng trong khoâng gian X vaø Y ta thöôøng vieát : 
(toaùn töû laø chöõ in coù daáu muõ): 

L̂

YxXxxxL ∈∈= )(,)(),()(ˆ ϕψϕψ   

vaø noùi raèng : toaùn töû  taùc duïng leân haøm (hay vectô ) ϕ(x). L̂
Caùc ví duï veà toaùn töû nhö :Pheùp tích phaân ,vi phaân , pheùp laáy caên pheùp naâng 

leân luyõ thöøa … 
b/ Toaùn töû tuyeán tính : 
Tröôøng hôïp ñaët bieät quan troïng cuûa caùc toaùn töû ñoù laø caùc toaùn töû tuyeán tính . 

Ñoù laø caùc toaùn töû thoõa maõn hai ñieàu kieän : 

   +/  2121 ψψψψ LLL ˆˆ)(ˆ +=+

  +/  ψλλψ LL ˆ)(ˆ =
(Ñoøi hoûi tính tuyeán tính cuûa toaùn töû coù theå xem nhö bieåu hieän cuûa nguyeân lyù 

choàng chaäp trong cô hoïc löôïng töû ). 
Coù theå deå daøng thaáy raèng : Caùc toaùn töû ñaïo haøm , vi phaân , tích phaân laø caùc 

toaùn töû tuyeán tính , coøn caùc toaùn töû naâng leân thöøa ,toaùn töû khai caên vaø toaùn töû 
Logarit khoâng phaûi laø toaùn töû tuyeán tính . 

Vôùi caùc toaùn töû tuyeán tính ta coù moät soá pheùp toaùn sau ñaây: 

+ Toaùn töû ñôn vò :  ñöôïc goïi laø toaùn töû ñôn vò neáu noù thoûa maõn ñieàu kieän: L̂
Lψ = ψ = 1.ψ. 
+ Pheùp coäng caùc toaùn töû : Toång cuûa hai (hay nhieàu) toaùn töû  vaø  laø moät toaùn töû 

maø keát quaû taùc duïng cuûa noù baèng toång caùc keát quaû taùc duïng cuûa caùc toaùn töû thaønh 
phaàn , nghóa laø : 
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BAC ˆˆˆ +=   neáu . ψψψ BBC ˆˆˆ +=

+ Pheùp nhaân caùc toaùn töû :  ñöôïc goïi laø tích cuûa hai toaùn Ĉ Â  vaø  töû  vaø vieát 

laø : 

B̂

BAC ˆ.ˆˆ =  neáu coù :  . )ˆ(ˆˆ ψψ BAC =
löu yù vôùi pheùp nhaân caùc toaùn töû thöù töï cuûa chuùng trong pheùp nhaân laø quan 

troïng . 

+ Toaùn töû nghòch ñaûo :  goïi laø nghòch ñaûo cuûa toaùn töû1ˆ−L L̂   neáu :  

)()(ˆ xxL ϕψ =  thì )()(1 xxL ψϕ =−
. 

+ Toaùn töû lieân hôïp phöùc : Toaùn töû  ñöôïc goïi laø toaùn töû lieân hôïp phöùc cuûa  
neáu nhö : 

*L̂ L̂

)()(ˆ xxL ϕψ =  thì :  )()(ˆ *** xxL ϕψ =
+ Pheùp naâng leân luyõ thöøa : 

               LLLLn ˆ....ˆ.ˆˆ =      (n: laø thöøa soá ). 

II/ Giao hoaùn töû vaø phaûn giao hoaùn töû : 

Giao hoaùn töû cuûa hai toaùn töû Â  vaø  laø : Vôùi caùc toaùn töû coù hai baøi toaùn 
quan troïng caàn xeùt laø giao hoaùn töû vaø baøi toaùn trò rieâng 

B̂

ABBABA ˆˆˆˆˆˆ −=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

. 

Phaûn giao hoaùn töû cuûa hai toaùn töû Â  vaø B̂  laø : 

ABBABABA ˆˆˆˆˆˆˆˆ +==
⎭⎬
⎫

⎩⎨
⎧

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

+ . 
Löu yù laø giao hoaùn töû cuõng nhö phaûn giao hoaùn töû cuûa hai toaùn töû khoâng phaûi 

luoân baèng khoâng . 
Ví duï : cho   

Â  =x, dx
dB =ˆ

. 
Khi ñoù :    

x
dx
d

dx
dxABBABA −=−=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ˆˆˆˆˆˆ

. 
Hay :     

[ ] )(, ϕϕψψ xdx
d

dx
dxxdx

d
dx
dxBA −=−= ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

 
   

  
.ψψψψ −=−−= dx

dx
dx
dxdx

dx
 

Vaäy:     
ψψ −=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
dx
dx,

     hay 
1, −=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
dx
dx

. 
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III/. Baøi toaùn trò rieâng cuûa toaùn töû tuyeán tính : 

Giaû söû ta xeùt toaùn töû  , Neáu coù : L̂
)()(ˆ xxL λψψ =  (λ=const, ψ(x) ≠0). 

Thì ψ(x) ñöôïc goïi laø haøm rieâng vaø λ ñöôïc goïi laø caùc trò rieâng töông öùng cuûa 

toaùn töû . Moãi toaùn töû coù theå coù nhieàu haøm rieâng vaø trò rieâng töông öùng ; khi ñoù ta 
vieát : 

L̂

)()(ˆ xxL
nnn

ψλψ =
  (n=0,1,2…). 

Taäp hôïp caùc giaù trò { }nλ  ñöôïc goïi laø caùc phoå caùc trò rieâng cuûa toaùn töû tuyeán 

tính . L̂
 Nhö vaäy caùc haøm rieâng cuûa toaùn töû tuyeán tính  laø caùc haøm coù tính chaát ñaët 

bieät laø noù giöû khoâng ñoåi daïng döôùi taùc duïng cuûa toaùn töû ngoaøi pheùp nhaân vôùi moät trò 
soá (trò rieâng ). 

L̂

Ví duï : giaû söû xiL
∂
∂−=

. Ñieàu kieän laø haøm ψ(x) tuaàn hoaøn trong khoaûng 
[0,L]. Phöông trình trò rieâng coù daïng : 

)()( xx
xi λψψ =

∂
∂−

. 
Hay chính xaùc hôn :    

)()( xx
xi

nn
n ψλψ =
∂

∂−
. 

Töø phöông trình ta coù ngay :  
xi

n
nAex λψ =)(  

Töø ñieàu kieän tuaàn hoaøn ta coù :  
)()( LXx nn +=ψψ . 

Maët khaùc löu yù raèng :    
πλ niLi ee n 21== Vaäy :      

 

...)2,1,0(,2
±±±== n

L
n

n
πλ

. 
Nhö vaäy λn laäp thaønh moät taäp hôïp giaùn ñoaïn . khi L→∞ caùc λn caøng saùt laïi 

gaàn nhau hôn hay chính xaùc hôn khoaûng caùch giöûa caùc λn→0. khi ñoù caùc haøm rieâng 
trôû thaønh : 

xiAex λ
λψ =)( . 

Vôùi λ laø moät bieán lieân tuïc coù theå laáy baát cöù giaù trò naøo . töø ñaây ta cuõng neân löu 
yù moät ñieàu laø :caùc trò rieâng phuï thuoäc vaøo ñieàu kieän bieân cuûa nghieäm cuûa phöông 
trình trò rieâng , nghóa laø chuùng chæ xaùc ñònh khi cho caùc ñieàu kieän bieân . 
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Ñeå xaùc ñònh thöøa soá A ta xeùt ñieàu kieän chuaån hoùa : 
 

12

0

* ==∫ LAdx
L

ψψ
 

Töø ñoù ta suy ra :     

LA 1=
 

Vaäy cuoái cuøng ta coù :  

L
ne

L
x n

xi
n

n πλψ λ 2,1)( ==
. 

 
Löu yù raèng phoå caùc trò rieâng cuûa moät toaùn töû tuyeán tính coù theå lieân tuïc , coù theå 

giaùn ñoaïn hay vöøa lieân tuïc vöøa giaùn ñoaïn . 
Moät ñieàu caàn löu yù laø :Vôùi moät trò rieâng coù theå coù S haøm rieâng töông öùng .Khi 

ñoù ta noùi raèng caùc haøm rieâng ñoù suy bieán baäc S 
 

IV/. Moät soá toaùn töû ñaët bieät : 
Caùc haøm ñaët bieät coù vai troø quan troïng trong vaät lyù coå ñieån .Trong cô hoïc 

löôïng töû caùc haøm ñaët bieät xuaát hieän trong khaù nhieàu baøi toaùn quan troïng . 
 
1/ Toaùn töû LH  : Trong lyù thuyeát caùc haøm ñaët bieät ta thöôøng xeùt caùc ña thöùc - 

ñöôïc goïi laø ña thöùc Hermite (phöông trình cho nghieäm laø ña thöùc Hermite ñöôïc goïi 
laø phöông trình Hermite hay phöông trình Hermite-Tsebusep)-coù daïng : 

 

..
!2

)2)(3)(2)(1(
!1

)2)(1()2()(

...812)(

42)(,2)(,1)(

)1()(

42

3
3

2
210

22

+
−−

−

−−−+−−=

++−=

+−===

−=

nn
n

n

x
n

n
xn

n

xnnnnxnnxxH

xxxH

xxHxxHxH

e
dx
dexH

 
Caùc ña thöùc Hermite coù caùc tính chaát : 
 

( ) )(2
1)( 11 xHxnHxxH nnn +− +=

 

.!2)()(
2

mn
n

nm
x ndxxHxHe δπ=∫

∞+

∞−

−

 
 
Nhö vaäy neáu xeùt toaùn töû : 
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dx
dx

dx
dLH 22

2
−=

 
 
Thì baèng caùch laáy ñaïo haøm tröïc tieáp ta coù keát quaû : 
 

)(2)( xnHxHL nnH −=  (n=0,1,2…) 
 
2/Toaùn töû LP: 
Ta ñaõ bieát caùc ña thöùc Legendre. 

2
1

2
31

111
2
1

2
210

2

−===

≤≤−−=

xxPxxPxP

xx
dx
dP

)(,)(,)(

),(
l

l

ll l

  

1111
8

15
8

35
8
63

8
3

4
15

8
35

2
3

2
5

35
5

24
4

3
3

=−=−

+−=

+−=−=

)(,)()(

.)(

)(,)(

l
l

l
PP

xxxxP

xxxPxxxP

 
Caùc ña thöùc Legendre coù tính chaát : 
 

( ) .0)()()12()(1/

.)(
21

1/

12
2)()(/

11

2

1

1

=++−+

∑=
+−

∫ +
=

−+

∞

=

−

xPxxPxPc

rxP
rrx

b

dxxPxPa

o

mm

lll

l

l

l

ll

lll

l
δ

 
 
Neáu ñöa vaøo toaùn töû : 

.2)1( 2

2
2

dx
dx

dx
dxLP −−≡

 
Thì ta thaáy caùc ña thöùc Legendre lieân heä vôùi Lp nhö sau: 
 

)()1()( xPxPLP ll ll +−=  
3/ Toaùn töû Laplace : 
Trong lyù thuyeát caùc haøm ñaëc bieät caùc haøm caàu coù vai troø ñaëc bieät quan troïng . 

Ñoù laø caùc haøm : 
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)(cos
)cos(

sin)!(2
)!)(12()1(

2
1),( θ

θ
θ

π
ϕθ ϕ

ll l
ll Pmm

meY
m

m
mimm

∂

∂
+

−+−=

Vôùi  m ≥ 0. 

Vôùi m ≤ 0,  haøm ( )*)1(),( mmm YY −−= ll ϕθ  
 (daáu * chæ lieân hôïp phöùc ). 
Vôùi moãi giaù trò cuûa l=0,1,2,3… ta coù 2l+1 giaù trò cuûa m . 
   m = -l,- l+1,- l+2,…, l-2, l-1, l. 

Moät soá bieåu thöùc cuûa ),( ϕθmYl  vôùi l vaø m cuï theå : 

       

ϕθπ

θ
ππ

ieY

YY

±±=

==

± sin

cos,

8
3

4
3

4
1

1

00
0

l

l

 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −= 2
12

2
3

4
50

2 θπ cosY
 
ϕθθπ

ieY ±± ±= cossin8
151

2
 

ϕθπ
ieY ±± = 22

2 2
15

4
1 sin

 
Caùc haøm caàu coù tính chaát : 
 

1
1

1
1

11

0
''

2

0

'
'

sin/

/

sin),().(/

+
−

+
+

−+

+=

+=

∫ =∫

mmmi

mmm

mm
mm

dYCYYec

bYaYYCosb

ddYYa

lll

lll

llll

θ

θ

δδϕθθϕθϕθ

ϕ

π π

 
 
Trong ñoù a , b , c, d laø nhöõng haèng soá chæ phuï thuoäc l , m. Neáu ñöa vaøo toaùn töû 

: 
 

2

2

2sin
1)(sinsin

1
ϕθθθθθ ∂
∂+

∂
∂

∂
∂=Λ

 
 
Thì caùc haøm caàu lieân heä vôùi toaùn töû naøy nhö sau : 
 

),()1(),( mYY mm θϕθ ll ll +−=Λ  
 
4/. Toaùn töû LL: 
Caùc ña thöùc Lagendre coù daïng: 
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)(,)()( kjxL
dx
dxL kj

j
j
k ≤=

 
Vôùi : 

   
( )xk

k

k
x

k ex
dx
deL −=

 
Ta coù moät soá ña thöùc cuï theå : 
 

....,9186)(

42)(
1)(,1)(

32
3

2
2

10

vvxxxxL

xxxL
xxLxL

−+−=

+−=
−==

 
 
Caùc ña thöùc Laguerre coù tính chaát : 
 

'

3

0
' )!(

)!()()(
kk

xjj
k

j
k jk

kdxexxLxL δ
−

=∫
∞

−

 
Neáu ñöa vaøo toaùn töû : 

dx
dxj

dx
dxLL )1(2

2
−++≡

 
 
Thì ta coù lieân heä cuûa LL vôùi caùc ña thöùc Laguerre nhö sau  
 

)(;)()()( kjxLjkxLL j
k

j
kL ≤−−=

 
5/.Toaùn töû LF : 
Caùc haøm sieâu boäi suy bieán laø caùc haøm coù daïng : 
 

...
!3)2)(1(

)2)(1(
)1(
)1(

!1.1),,( 32 +
++
+++

+
+++= z

bbb
aaaz

bb
aazb

azbaF
 

 
Ta thaáy neáu a laø moät soá nguyeân aâm töùc laø a = -n (n laø soá nguyeân döông )thì 

haøm sieâu boäi F(-n,b,z)seõ laø moät ña thöùc cuûa z . Coù theå chöùng minh ñöôïc raèng : 
 

zba eczzbaF −→),,(   khi Rez→ ∞, c = const. 
azdzbaF −−→ )(),,(      khi Rez→ ∞, d = const. 

Hôn nöõa döïa vaøo bieåu thöùc ñònh nghóa cuûa haøm sieâu boäi , ña thöùc Hermite vaø 
ña thöùc Legendre ta coù caùc heä thöùc sau : 
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),1,()!1(
)!1()(

),2
3,(!

)!12(2.)1()(

),2
1,(!

)!2()1()(

2
12

2
2

xjkFj
kJxL

xnFn
nxH

xnFn
nxH

j
k

n
n

n
n

+−
+
++=

−+−=

−−=

+

 
       (k nguyeân ,khoâng aâm) 
Ngoaøi ra neáu caùc haøm Bessel vieát daïng : 
 

∑ ++
−=

∞

=

+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

1

2

2)!1(!
)1()(

k

kpk

P
x

pkkxJ
 

 
thì ta coù heä thöùc :(n laø soá nguyeân): 
 

)2,21,
2
1(

2)!1(
1)( ixnnFex

n
xJ ix

n

n ++
+

= −
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

 
 
Nhö vaäy neáu ñöa vaøo toaùn töû : 
 

dz
dzb

dz
dzLF )(2

2
−+≡

 
 
thì ta thaáy caùc haøm sieâu boäi suy bieán lieân heä vôùi toaùn töû LF nhö sau : 
 

),,(),,( zbaaFzbaFLF =        (5) 
 
Neáu b khoâng phaûi laø moät soá nguyeân thì nghieäm thöù hai cuûa phöông trình (5) 

coù daïng:  
),2,1(),,( 1 zbbaFzzbaG b −−−= −

 
 
6/.Toaùn töû Laplace toaùn phaàn : 
Trong giaùo trình phöông trình toaùn lyù ta ñaõ gaëp nhieàu laàn toaùn töû : (Trong heä 

toïa ñoäDescartes ) 

2

2

2

2

2

2
2

zyx ∂
∂+

∂
∂+

∂
∂≡∇≡∆

    (6) 
Trong caùc heä toïa ñoä suy roäng q1, q2, q3: 
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( )
( )
( )3213

3212

3211

,,
,,
,,

qqqz
qqqy
qqqx

ϕ
ϕ
ϕ

=
=
=

 
 
Trong ñoù ϕ1, ϕ2, ϕ3 laø nhöõng haøm lieân tuïc vaø ñôn trò . Neáu ñaët : 
 

)3,2,1(;
2

3
2

2
2

12 =
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

= ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
iqqqH

iii
i

ϕϕϕ

 
 
vaø goïi laø caùc heä soá Lame ,thì ta coù : 
 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

∂
∂+

∂
∂

∂
∂+

∂
∂

∂
∂=∆

33

21

322

13

211

32

1321

1
qH

HH
qqH

HH
qqH

HH
qHHH

 
Cuï theå vôùi heä toïa ñoä caàu q1 = r, q2 = θ, q3 = ϕ ta coù: H1 = 1, H2 = r, H3 = 

rsinθ. Do ñoù : 
 

2

2

222
2

sin
1sin

sin
1

2
1

ϕθθθθθ ∂
∂+

∂
∂

∂
∂+

∂
∂

∂
∂=∆ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

rrrrrr  
 
Vôùi heä toïa ñoä truïc :  q1 = r ,q2 = ϕ ,q3 = z. 
Ta coù :   
H1 = 1, H2 = r, H3 = 1. 
Nhö vaäy trong heä truï ta coù : 

zrrrrr ∂
∂+

∂
∂+

∂
∂

∂
∂=∆ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ 2

2

2

2
2

2
11

ϕ  
Nhôù laïi bieåu thöùc (3) ta coù : 

22

2 2
rrrr
Λ+

∂
∂+

∂
∂=∆

 

V/.Toaùn töû lieân hôïp vaø toaùn töû töï lieân hôïp (hecmitic) : 
1/ Tích voâ höôùng cuûa hai haøm : 
Giaû söû coù hai haøm ϕ(x) vaø ψ(x) naøo ñoù ,khi ñoù tích voâ höôùng cuûa hai haøm naøy 

ñöôïc ñònh nghóa bôûi: 

∫=
+∞

∞−
dxxx )()(),( * ψϕψϕ

  
trong ñoù daáu * chæ lieân hôïp phöùc .(Noùi theâm : hai haøm ϕ(x) vaø ψ(x) phaûi baèng 

khoâng taïi voâ cuøng ). 
Bieåu thöùc : 
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( ) ∫=
+∞

∞−
dx2, ψψψ

 
ñöôïc goïi laø chuaån cuûa haøm ψ(x) 
Neáu vieát ψ(x) daïng coät : 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

)(
.....

)(
)(

)( 2

1

x

x
x

x

nψ

ψ
ψ

ψ

 
vaø ϕ(x) daïng ma traän haøng : 

( ))()....(),()( **
2

*
1

* xxxx nϕϕϕϕ =   
thì :     

( ) ∑ ∫=
+∞

∞−n
nn dxxx )()(, * ψϕψϕ

. 
Neáu ψ1(x), ψ2(x)… ψn(x) laø caùc haèng soá C1, C2… Cn.coøn 

)()....(),( **
2

*
1 xxx nϕϕϕ  laø caùc haèng soá  thì tích voâ höôùng (ϕ,ψ) ñöôïc 

cho baèng tích :  

**
2

*
1 ..., nbbb

( ) ∑=
I

ii Cb*,ψϕ
 

Tröôøng hôïp : ϕ = ϕ(x,y,z); ψ = ψ(x,y,z) thì : 
 
( ) ∫= dzdydxzyxzyx ),,(),,(, * ψϕψϕ  
 
Coù theå chöùng minh tích voâ höôùng ñònh nghóa nhö treân coù caùc tính chaát nhö sau 

: 
( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )ψϕλλψϕ

λψϕλψλϕ
ψϕψϕψϕϕ

ψϕψϕψψϕ
ψϕψϕ

,,/
;,,/

,,,/
,,,/

,,/

*
2121

2121

*

=+
==+

+=++
+=++

=+

const

 
 
(Caùc chöùng minh naøy khoâng khoù khaên laém ,baïn ñoïc coù theå xem nhö moät baøi 

taäp ) 
 
2/ Toaùn töû tuyeán tính lieân hôïp (Hecmitic)vaø toaùn töû Unita : 

Giaû söû Â  vaø  laø hai toaùn töû ñöôïc goïi laø lieân hôïp cuûa nhau (hay lieân hôïp vôùi 

nhau ),vaø kí hieäu laø:

B̂
+= BA ˆˆ ø vaø += AB ˆˆ  , daáu + laø daáu lieân hôïp . 

Ví duï 1 : Ta xeùt vôùi toaùn töû C laø moät soá haõy tìm C+, theo ñònh nghóa ta coù : 
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( ) ∫= ,)()(, * dxxCxC ψϕψϕ  
( ) ∫= ++ dxxxCC )()(, ** ψϕψϕ  
Hôn theá nöõa : 

∫∫ =+ dxxCxdxxxC )()()()( *** ψϕψϕ  
Nhö vaäy : C+*=C hay C+= C*. 
Nghóa laø toaùn töû lieân hôïp cuûa moät haèng soá laø lieân hôïp phöùc cuûa noù . 
 
Ví duï 2 :Ta xeùt toaùn töû nhaân vôùi U(x) . Haõy tìm toaùn töû U+(x). 
Laäp luaän töông töï nhö treân ñeå thaáy raèng : 

     U+(x)= U*(x) 
Hay toång quaùt hôn : Neáu L laø moät toaùn töû nhaân thì : 
L+= L*. 

Ví duï 3 : Haõy tìm 

+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
dx
d

. 

Ta coù :  
dxxdx

dxdxxxdx
d )()()()( *

*

ψϕψϕ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∫=∫
∞+

∞−

∞+

∞−

+

 
Tích phaân töøng phaàn veá phaûi ta ñöôïc : 
 

∫−=∫
∞+

∞−

∞+

∞−

∞+

∞−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ dxxdx
xdxxdxxdx

dx )()()()()()(
*

** ψϕψϕψϕ
 

 
Vì ϕ*(x) vaøψ(x) trieät tieâu taïi∞ neân ta coù : 

dx
d

dx
d −=

+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

 
Nhö vaäy ta coù : 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −= ψϕψϕ ,, dx
d

dx
d

 
(Luoân phaûi löu yù raèng caùc haøm ϕ(x) vaøψ(x) trieät tieâu taïi ±∞).Hay toång quaùt 

hôn ta coù : 

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−= ψϕψϕ ,)1(,

n

n
n

n

n

dx
d

dx
d

 
3/. Toaùn töû töï lieân hôïp (Hecmitic)vaø toaùn töû unita . 

a/ Toaùn töû töï lieân hôïp : Neáu  thoûa maõn ñieàu kieän : L̂
L = L+. 
nghóa laø : 

∫=∫ dxLdxL ψϕψϕ ** )(   
thì L laø toaùn töû töï lieân hôïp (Hay Hecmitic ) 
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Toaùn töû Unita : Neáu L thoûa maûn : 
L L+ = L+L=1. 
Thì L goïi laø toaùn töû unita . Toaùn töû unita thöôøng ñöôïc kí hieäu laø U . 

Coù theå chöùng minh raèng : dx
diL −=

 laø töï lieân hôïp . 
b/. Caùc tính chaát cuûa toaùn töû töï lieân hôïp (Hecmitic) : 
Tính chaát 1 : Moät toaùn töû coù caùc trò rieâng thöïc khi vaø chæ khi noù laø toaùn töû 

Hecmitic . 
Chöùng minh : 
Töø baøi toaùn trò rieâng : 
Lψ(x)=λ ψ(x) 
Ta coù : 

∫=∫

∫=∫
dxxxdxxL

dxxxdxxL

)()()(

)()()(
****

**

ψψλψϕ

ψψλψϕ

 
Tröø cho nhau : 

∫−=∫−∫ dxdxLdxL ψψλλψψψψ ***** )(  
do ñoù :     

∫−=∫ − dxdxLL ψψλλψψ **** )()(  
 
Nhö vaäy roû raøng λ=λ* khi vaø chæ khi L laø töï lieân hôïp L= L+. 
 
Tính chaát 2 : Caùc haøm rieâng cuûa moät toaùn töû Hecmitic öùng vôùi caùc trò rieâng 

khaùc nhau laø tröïc giao . 
Chöùng minh : 
Cuõng xuaát phaùt töø baøi toaùn :  
Lψ(x)=λ ψ(x)  
ta coù  
Lψn=λ nψn 
 
L*ψm*=λm ψm*. 
Hay vieát caùch khaùc :  

∫∫ = dxdxL nmnnm ψψλψψ **
 

Vaø :      

∫∫ = dxdxL
mnmmn
**** ψψλψψ

 
Töø ñoù ta coù : 

∫−∫ =− + dxdxLL nmmnnm ψψλλψψ *** )()(
 

Neáu L laø Hecmitic thì L= L+.(vaø do ñoù 
*
mn λλ = ) khi ñoù : 

0)( ** =∫− dxnmmn ψψλλ  
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Vì 
*
mn λλ ≠ (chuùng ta giaû thieát caùc trò rieâng khaùc nhau )neân : 

0* =∫ dxnmψψ . 
Nghóa laø caùc ψn vaø ψm laø tröïc giao vôùi nhau . 
 

§4  THÍ NGHIEÄM QUAN TROÏNG TÍNH THOÁNG KEÂ CUÛA CÔ 
HOÏC LÖÔÏNG TÖÛ  

 
 

I/ Thí nghieäm hai loã : 
”thí nghieäm maø ngöôøi ta nghó ra ñeå bao goàm ñöôïc moïi bí aån cuûa CHLTvaø daãn 

daét ta ñeán taát caû nhöõng nghòch lyù ,nhöõng bí maät , nhöõng ñieàu kyø la cuûa töï nhieân moät 
caùch ñaày ñuû ….Chính trong thí nghieäm naøy chöùa ñöïng nhöõng ñieàu bí aãn caên baûn 
”.Nhaän xeùt veà thí nghieäm naøy Feynman ñaõ töøng noùi nhö theá . 

1/ nguoàn laø nhöõng vieân ñaïn : 
 
        1           N1.  
 
 
       2           N2  
                N12 
            
 
Sô ñoà thí nghieäm ñöôïc boá thí nhö hình veõ .Nguoàn A laø nguoàn phoùng ñaïn (ví 

duïsuùng tieåu lieân ) .Trong ñoù N1 laø soá ñaïn tôùi bia khi bòt kín loå 2 , N2  laø soá ñaïn tôùi 
bia khi bòt kín loå 1 vaø N12   laø soá ñaïn trung bình cuûa caû 1 vaø 2 ñeàu môû (trong moät 
ñôn vò thôøi gian). 

Keát quaû : N12= N1 + N2 
2/ Nguoàn laø hai soùng (ví duï soùng nöôùc ): 
 
       1         
                    I1. 
A 
 
 
      2      I2 
       I12 
 

A 
Nguoàn 

I12 Cöôøng ñoä soùng treân “bia” khi caû hai loå ñeàu môû   
I1   Cöôøng ñoä soùng treân “bia” khi loå 2  ñoùng . 
I2   Cöôøng ñoä soùng treân “bia” khi loå 1 ñoùng. 
Keát quaû : I12 ≠ I1 + I2   ( Coù giao thoa soùng ) 
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3/ Nguoàn laø chuøm electron : 
 
 
       1        N1. 
 
 
 
      2       N1 
 
           N12 
Keát quaû : N12 ≠ N1 + N2 (coù giao thoa) 
Vôùi : I12 , I1 , I2  laø caùc xaùc xuaát tìm thaáy electron ôû “bia” khi ñoùng loã 2 , 

ñoùng loã 1, môû caû hai loã töông öùng . 
Toùm taét ba tröôøng hôïp 
             Ñaïn         Soùng            Electron  
   Giaùn ñoaïn . 
Xaùc xuaát tôùi ñöôïc ño: 
N12 = N1 + N2 
Khoâng coù giao thoa 

Khoâng giaùn ñoaïn  
Cöôøng ñoä soùng ñöôïc 

ño: I12 ≠ I1 + I2 
Coù giao thoa  

   Giaùn ñoaïn 
Xaùc xuaát tôùi ñöôïc ño : 
N12 ≠ N1 + N2 
Coù giao thoa  

Vôùi tröôøng hôïp chuøm electron :caùc electron ñi tôùi “bia” (hay maùy thu) theo 
töøng löôïng nhoû giaùn ñoaïn gioáng nhö ñoù laø nhöõng haït nhöng xaùc xuaát ñeå nhöõng haït 
ñoù tôùi “bia” laïi ñöôïc xaùc ñònh theo cuøng nhöõng quy luaät nhö quy luaät xaùc ñònh 
cöôøng ñoä cuûa soùng nöôùc .Vì vaäy coù theå noùi raèng caùc electron vöøa gioáng nhö chuøm 
haït vöøa gioáng nhö soùng . Noù ñoàng thôøi laø hai “ vaät” hoaøn toaøn khaùc nhau . 

II/ Tính thoáng keâ cuûa CHLT: 
Trong caùc ñieàu kieän beân ngoaøi cho tröôùc keát quaû cuûa söï töông taùc giöõa ñoái 

töôïng vi moâ vaø duïng cuï ño noùi chung khoâng theå tieân ñoaùn moät caùch chính xaùc , maø 
chæ coù theå döï kieán vôùi moät xaùc xuaát naøo ñoù .Taäp hôïp caùc keát quaû nhö vaäy ñöa ñeán 
thoáng keâ töông öùng vôùi phaân boá nhaát ñònh cuûa xaùc xuaát. Nhö vaäy ta phaûi ñöa yeáu toá 
xaùc xuaát vaøo caùch moâ taû ñoái töôïng vi moâ vaø traïng thaùi cuûa noù . 

Khaùi nieäm xaùc xuaát cuõng ñöôïc duøng trong VLCÑ nhöng vôùi moät yù nghóa khaùc 
.Trong VLCÑ xaùc xuaát ñöôïc ñöa vaøo chæ khi ñieàu kieän cuûa baøi toaùn khoâng ñöôïc 
bieát moät caùch ñaày ñuû vaø phaûi laáy trung bình theo caùc tham soá chöa bieát . Song ôû ñoù 
ñaõ giaû thieát raèng veà nguyeân taéc thì söï trung bình hoùa laø khoâng baét buoäc vaø luoân 
luoân coù theå chính xaùc hoùa caùc ñieàu kieän ñeå khaúng ñònh laø moät trong soá caùc keát quaû 
khaû dó ñöôïc xaõy ra hoaøn toaøn coøn caùc keát quaû khaùc seõ khoâng xaõy ra . Nhö vaäy , 
trong VLCÑ xaùc xuaát ñaõ phaûn aùnh söï phaùt bieåu khoâng ñaày ñuû baøi toaùn . Söï khoâng 
ñaày ñuû ôû ñaây laø khoâng theå traùnh ñöôïc nhöng veà nguyeân taét laø coù theå loaïi tröø ñöôïc . 
Trong vaät lyù coå ñieån nguyeân lyù quyeát ñònh luaän Laplace ñaõ loaïi boû yeáu toá ngaãu 
nhieân khi moâ taû daùng ñieäu cuûa töøng ñoái töôïng rieâng bieät do ñoù caùc ñònh luaät cuûa cô 
hoïc coå ñieån laø caùc ñònh luaät ñoäng löïc chöù khoâng phaûi laø caùc ñònh luaät thoáng keâ . 
Tính thoáng keâ chæ xuaát hieän khi nghieân cöùu moät taäp hôïp lôùn caùc haït vaø laø moät 
phöông phaùp coù tính thuû thuaät . 
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Ngöôïc laïi trong Cô hoïc löôïng töû yeáu toá ngaãu nhieân coù maët trong daùng ñieäu 
cuûa töøng vi haït rieâng bieät . Yeáu toá ngaãu nhieân laø heä quaû cuûa söï höõu haïn cuûa haèng soá 
Planck vaø nguyeân lyù baát ñònh Heisenberg . Do ñoù cô hoïc löôïng töû laø moät lyù thuyeát 
thoáng keâ veà maët nguyeân taét . Vaø tính xaùc xuaát laø moät trong nhöõng ñaëc ñieåm cuûa noù .   

 

§5   CAÙC BIEÁN ÑOÄNG LÖÏC TRONG CÔ HOÏC LÖÔÏNG TÖÛ  
 
Trong vaät lyù hoïc coå ñieån traïng thaùi vaø bieán ñoäng löïc laø hai khaùi nieäm cô baûn. 

Caùc bieán ñoäng löïc nhö toïa ñoä, xung löôïng ,moment xung löôïng vaø naêng löôïng trong 
vaät lyù hoïc coå ñieån laø nhöõng haøm soá (thoâng thöôøng ). 

Nhöng trong cô hoïc löôïng töû vaán ñeà khaùc moät caùch cô baûn . Cuï theå laø : 
- Trong cô hoïc löôïng töû moãi bieán ñoäng löïc cuûa cô hoïc coå ñieån ñöôïc ñoái öùng 

vôùi moät toaùn töû Hecmitic . 
- Coù theå chuyeån caùc heä thöùc ñoäng löïc töø cô hoïc coå ñieån sang cô hoïc löôïng töû 

vôùi daïng nhö cuû nhöng trong ñoù phaûi thay caùc ñaïi löôïng vaät lyù baèng caùc toaùn töû 
Hecmitic töông öùng . 

Noùi caùch khaùc : Coâng cuï cuûa cô hoïc löôïng töû ñöôïc xaây döïng hoaøn toaøn töông 
töï nhö coâng cuï cô hoïc coå ñieån neáu ta thay caùc bieán ñoäng löïc cuûa cô hoïc coå ñieån (laø 
caùc haøm ) baèng caùc toaùn töû Hecmitic . 

1/.Caùc toaùn töû toïa ñoä :  
),,(),,( 321 xxxzyxr ≡=

r
 

Ñoù laø caùc toaùn töû nhaân haøm f  treân ñoù caùc toaùn töû taùc duïng vôùi caùc löôïng 
xi(i=1,2,3). Pheùp nhaân hieåu theo nghóa thoâng thöôøng , caùc haøm f=f(x,y,z).  

Ta coù theå deå daøng tìm ñöôïc caùc giao hoaùn töû cuûa caùc toaùn töû toïa ñoä laø : 
[xi,xj]=0.      (5.1) 
Ñeå yù raèng vì caùc löôïng xi laø thöïc neân caùc toaùn töû naøy ñeàu laø Hecmitic. 

2/.Caùc toaùn töû xung löôïng :  

),,(),,( 321 zyx PPPPPPP ==
r

   
Caùc toaùn töû xung löôïng coù daïng : 

)3,2,1(;, =
∂
∂

−=∇−= i
x

iPiP
i

i hh
r

  (5.2) 
Caùc giao hoaùn töû coù daïng : 
[ ] )3,2,1,(;0, == jiPP ji     (5.3) 
Ta cuõng coù theå tìm ñöôïc caùc giao hoaùn töû cuûa caùc toaùn töû naøy vôùi caùc toaùn töû 

toïa ñoä laø : 
[ ] )3,2,1,(;, == jiiPx ijji δh

           (5.4) 
Caùc toaùn töû xung löôïng cuõng laø caùc toaùn töû Hecmitic . 
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3/. Caùc toaùn töû Moment xung löôïng L vaø toaùn töû moment xung löôïng 
bình phöông L2 . 
Ñònh nghóa :Toaùn töû L ñöôïc ñònh nghóa nhö sau : 
L=[r*p]. 
Nhö vaäy ta coù : 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂−

∂
∂−=−=

∂
∂−

∂
∂−=−=

∂
∂−

∂
∂−=−=

1
2

2
112213

3
1

1
331132

2
3

3
223321

xxxxipxpxL

xxxxipxpxL

xxxxipxpxL

h

h

h

 
Caùc giao hoaùn töû : 
Tröôùc heát ta coù theå tìm giao hoaùn töû cuûa L vôùi caùc toaùn töû x ; cuï theå ta coù : 
 
[ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ]
3

223223322232

2232322233221

xi
pxxxpxpxxxpx

xpxxpxxpxpxxL

h=

−−+=
−=−=

,,,,
,,,,

 
Hôn nöõa coù theå chöùng minh tröôøng hôïp toång quaùt : 
[ ] ∑=

k kijkji xixL εh
    (5.5) 

Vôùi : 
1,1 132213321312231123 −====== εεεεεε  

Caùc thaønh phaàn khaùc ñeàu baèng khoâng . 

Giao hoaùn töû cuûa L
r

vôùi  baèng caùch tính tröïc tieáp ta coù : pr

 
[ ] ∑=

k kijkji pixL εh,
    (5.6) 

 
Giöõa caùc thaønh phaàn cuûa L ta coù : 
 
[ ] [ ]

[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]

32112

311311113131

131311

3113121

Lipxipxi
pLxpxLpLxpxL

pxLpxL
pxpxLLL

hhh =+−

−−+=
+−=

−=
,,

,,

 

Vaäy: [ ] 321, iLLL = . 
Toång quaùt hôn ta coù : 
[ ] ∑=

k kijkji LixL εh,
    (5.7) 
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Töø caùc toaùn töû L1,L2,L3 ta ñöa vaøo toaùn töû : 
 

2
3

2
2

2
1

2 LLLL ++=  
Goïi laø toaùn töû moment bình phöông . Ta coù theå tìm giao hoaùn töû : 
 
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]

[ ] [ ] [ ] [ ] 0,,,,0
,,,,,

313133212122

1
2
31

2
21

2
11

2
1

2
2

2
11

2

=++++=
++=++=

LLLLLLLLLLLL
LLLLLLLLLLLL

 
Toång quaùt ta coù : 

)3,2,1(;0,2 ==⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ iLL i

    (5.8) 
Do caùc toaùn töû xi vaø pi laø Hecmitic ta deå daøng thaáy raèng caùc toaùn töû Li vaø L2 

ñeàu Hecmitic . 
 

4/.Toaùn töû Hamilton H: 
Töông öùng vôùi bieåu thöùc haøm Hamilton trong cô hoïc coå ñieån : 

),,,(2
2

tzyxUM
pH +=
r

 
Ta ñöa vaøo toaùn töû Hamilton : 

),,,(2
ˆ 2

tzyxUmH +∆−= h

   (5.9) 
Trong  heä toïa ñoä caàu (r,θ,ϕ) toaùn töû hamilton coù daïng : 

U
rrrrmH +Λ+

∂
∂+

∂

∂−=
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

22

22 2
2

ˆ h

  (5.10) 
Caùc giao hoaùn töû : Ta coù theå tính tröïc tieáp ñeå tìm caùc giao hoaùn töû cuûa H vaø xi 

vaø pi nhö sau : 
[ ]
[ ] 0,

0,
≠
≠

i

i

pH
xH

         (i=1,2,3) 
Chæ khi U = 0 thì ta môùi coù :   
[ ] 0, =ipH . 
Caùc giao hoaùn töû cuûa H vôùi caùc toaùn töû moment xung löôïng Vaø moment xung 

löôïng bình phöông seõ ñöôïc xeùt trong tröông hôïp ñaút bieät khi U=U(r,t).Töùc laø töông 
öùng vôùi baøi toaùn chuyeån ñoäng trong tröôøng xuyeân taâm . 

Tröôùc heát ta tìm bieåu thöùc cuûa Li vaø L2 trong heä toïa ñoä caàu .Töø moái lieân heä 
giöõa hai toïa ñoä :  

θ
ϕθ
ϕθ

cos
sinsin
cossin

rz
ry
rx

=
=
=
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Ta coù :   xyyxy
y

x
x

∂
∂−

∂
∂=

∂
∂

∂
∂+

∂
∂

∂
∂=

∂
∂

ϕϕϕ  
Nghóa laø ta coù : 

ϕ∂
∂−= hiL3

     (5.12) 
Ñeå tìm caùc bieåu thöùc cuûa L1 vaø L2 ta ñeå yù raèng : 

x
ytgrzyxr =Ζ=++= ϕθ ;cos;222

. 
Töø ñoù ta ñöôïc : 

θ
ϕϕϕ

ϕθθθθ

ϕθθ

sin
cos;0

sincos;sin

sinsin,cos

ryz

ryrz

y
r

r
z

z
r

=
∂
∂=

∂
∂

=
∂
∂−=

∂
∂

=
∂
∂==

∂
∂

 
Töø bieåu thöùc ñònh nghóa : 

( )

( ) ( ) ⎥
⎦

⎤

⎢
⎣

⎡

⎥
⎥
⎦

⎤
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

∂
∂−+

∂
∂−−+

+
∂
∂−−=

=
∂
∂

∂
∂+

∂
∂

∂
∂+

∂
∂

∂
∂−

∂
∂

∂
∂+

∂
∂

∂
∂+

∂
∂

∂
∂−=

∂
∂−

∂
∂−=

ϕϕθθϕθϕθ

ϕθθθϕθ

ϕ
ϕ

θ
θθ

ϕ
ϕ

θ
θϕθ

coscotsincossinsin

sinsincoscossinsin

cos

sinsin

g

rrri

zzrz
rr

zzrz
rri

yzzyiL

22

1

h

h

h

 
Nhö vaäy ta coù : 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

∂
∂−

∂
∂−−= ϕϕθθϕ coscotsin1 giL h

  (5.13) 
Töông töï ta tính ñöôïc : 

 
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

∂
∂−

∂
∂−= ϕϕθθϕ coscotcos2 giL h

  (5.14) 
Töø caùc keát quaû treân ta coù : 

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂+

∂
∂

∂
∂−=Λ−=

2

2

2
222

sin
1sin

sin
1

ϕθθ
ϕθϕ

hhL
 (5.15) 

Ta xeùt tröôøng hôïp ñaëc bieät khi U=U(r,t) .Khi ñoù ta kí hieäu : 
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),(2

2

0
trUmH +∆−= h

. 
Töø bieåu thöùc naøy vaø caùc keát quaû treân ta coù : 

  Vaø       

[ ]
[ ] 0,

0,
2

0

30

=
=

LH
LH

    
 (5.16) 

Caùc toaùn töû ñoäng löïc coù vai troø ñaëc bieät quan troïng trong cô hoïc löôïng töû bôûi 
leû noù lieân quan ñeán caùc giaù trò ño ñöôïc trong thöïc nghieäm . Pheùp chuyeån töø caùc toaùn 
töû tôùi caùc ñaïi löôïng ño ñöôïc (hay quan saùt ñöôïc ) trong thöïc nghieäm ñöôïc thöïc hieän 
nhôø baøi toaùn trò rieâng : 

)()( xxL nnn ψλψ = . 
Moái lieân heä ñoù laø :Neáu heä ôû traïng thaùi ñöôïc moâ taû bôûi heä haøm rieâng ψn(x) cuûa 

toaùn töû ñoái xöùng vôùi bieán ñoäng löïc naøo ñoù thì khi ño ñaïi löôïng naøy ôû traïng thaùi 
ψn(x) ta seõ nhaän ñöôïc giaù trò λn naøo ñoù naèm trong phoå  {λn }. 

 
 
 
 

§6  CAÙC HEÄ THÖÙC BAÁT ÑÒNH 
 

I/  YÙ Töôûng Löôõng Soùng Haït Vaø caùc Heä Thöùc Baát Ñònh: 
Ta xeùt taäp hôïp caùc soùng phaúng (coå ñieån) lan truyeàn treân truïc x. Ta giaû söû raèng  
caùc taàn soá soùng “raûi raùc” ôû  
moät khoaûng naøo ñoù ω∆ ,  
coøn caùc giaù trò cuûa vector  

soùng ôû trong khoaûng .  xk∆
Neáu chaäp taát caû caùc soùng  
phaúng naøy vôùi nhau thì chuùng         ∆x 
ta seõ nhaän ñöôïc boù soùng nhö hình veõ. Vôùi boù soùng ñoù ngöôøi ta ñaõ tìm ñöôïc caùc 

heä thöùc: 

      
1

1
≥∆∆
≥∆∆

xk
t

x
.
.ω

 
Nhöõng heä thöùc naøy raát quen thuoäc trong vaät lyù coå ñieån. Nhöõng ngöôøi ñaõ bieát 

veà kyõ thuaät radio ñeàu bieát raèng: ñeå taïo ra tín hieäu ñònh xöù hôn thì caàn phaûi laáy 
nhieàu soùng phaúng vôùi caùc taàn soá khaùc nhau hôn. Hay noùi caùch khaùc: Ñeå giaûm x∆  

vaø t∆  thì phaûi taêng xk∆  vaø ω∆ . 
Moät caùch hình thöùc ta giaû thieát raèng caùc heä thöùc treân khoâng chæ ñuùng vôùi caùc 

soùng coå ñieån maø coøn ñuùng cho caû nhöõng ñaëc tröng soùng cuûa caùc vi haït (Nhöng löu yù 
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raèng ñieàu naøy khoâng coù nghóa laø chuùng ta moâ hình hoùa vi haït döôùi daïng boù soùng 
naøo ñoù). 

Söû duïng caùc heä thöùc Planck – Einstein: 

  ωh=E     , kP
r

h
r
=    

vaø chuyeån sang bieåu thöùc töông töï cho caùc ñaëc tính cuûa vi haït (cho naêng löôïng 
vaø xung löôïng cuûa haït) ta coù: 

  h≥∆∆ tE.        (6.2) 
h≥∆∆ xP

x
.

      (6.3) 
Caùc heä thöùc naøy ñöôïc Heisenberg ñöa ra laàn ñaàu tieân vaøo naêm 1927 vaø ñöôïc 

oâng goïi laø heä thöùc baát ñònh (ngaøy nay ta thöôøng goïi chuùng laø heä thöùc baát ñònh 
Heisenberg). 

Ngoaøi ra ta coù theå boå sung theâm heä thöùc döôùi ñaây: 

   
h≥∆∆

xx
M ϕ.

     (6.4) 

trong ñoù xϕ∆  laø ñoä baát ñònh cuûa toïa ñoä goùc cuûa ñoái töôïng vi haït (xeùt pheùp 

quay quanh truïc x), coøn xM∆  laø ñoä baát ñònh cuûa hình chieáu moment treân truïc x. 
Caùc heä thöùc treân cuõng coù theå môû roäng cho caùc tröôøng hôïp töông töï khaùc. Cuï 

theå laø ta coù theå vieát: 

 
h

h

≥∆∆

≥∆∆

z

y

Pz

Py

.

.

 

   
h

h

≥∆∆

≥∆∆

zz

yy

M

M

ϕ

ϕ

.

.

   

II/ YÙ nghóa cuûa caùc heä thöùc baát ñònh: 

Ta xeùt heä thöùc: 
h≥∆∆ xp

x
.

 

trong ñoù x∆  laø ñoä baát ñònh cuûa toïa ñoä x, x
p∆

 laø ñoä baát ñònh cuûa hình chieáu 
treân truïc x cuûa xung löôïng cuûa vi haït. Nhö vaäy neáu vi haït ñöôïc ñònh xöù taïi moät ñieåm 
xaùc ñònh x naøo ñoù thì hình chieáu cuûa xung löôïng cuûa vi haït treân truïc x coù ñoä baát 
ñònh tuøy yù. Nghóa laø vi haït phaûi tan ra treân toaøn truïc x. 

Ñieàu naøy coù nghóa laø trong cô hoïc löôïng töû vi haït khoâng theå coù ñoàng thôøi toïa 
ñoä xaùc ñònh vaø giaù trò hình chieáu xung löôïng xaùc ñònh treân truïc ñoù. Ñieàu naøy cho 
thaáy trong cô hoïc löôïng töû hoaøn toaøn khoâng coù khaùi nieäm quyõ ñaïo. Ñaây laø moät heä 
quaû quan troïng cuûa nguyeân lyù baát ñònh. 

Baây giôø ta xeùt heä thöùc: 
 h≥∆∆ tE.  
 
Vôùi heä thöùc naøy coù nhieàu caùch giaûi thích khaùc nhau vì t∆ khoâng phaûi laø ñoä 

baát ñònh theo thôøi gian (vì thôøi gian laø moät tham soá chöù khoâng phaûi moät bieán ñoäng 
löïc). Cuï theå laø : 
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- Neáu heä ôû traïng thaùi kích thích trong khoaûng thôøi gian t∆  thì khi ñoù heä 
khoâng theå coù naêng löôïng xaùc ñònh vaø ñoä baát ñònh cuûa naêng löôïng laø: 

 tE
∆

≥∆ h

 
Tuy nhieân naêng löôïng coù ñoä baát ñònh khoâng coù nghóa laø naêng löôïng khoâng 

ñöôïc baûo toaøn. Bôûi vì neáu heä ôû traïng thaùi döøng thì naêng löôïng cuûa heä khoâng ñoåi 
theo thôøi gian vaø khi ñoù ta coù theå ño naêng löôïng trong khoaûng thôøi gian t∆  laâu tuøy 
yù. Nghóa laø neáu ∞=∆t  thì 0=∆E  laø khoâng coù söï sai leäch naøo veà trò soá cuûa naêng 
löôïng. 

Nhôø heä thöùc 
 h≥∆∆ tE.  
ta coù theå suy ra thôøi gian soáng cuûa haït vi moâ, coùtheå töôûng töôïng ra nhöõng quaù 

trình aûo ñeå laøm coâng cuï giaûi thích nhöõng hieän töôïng maø khoâng vi phaïm ñònh luaät 
baûo toaøn naêng löôïng . 

Nhöõng ñieàu caàn löu yù: 
- Thöù nhaát: heä thöùc baát ñònh nhaán maïnh moät ñieàu laø: söï baát ñònh trong theá giôùi 

vi moâ khoâng phaûi laø nhöõng sai soá ngaãu nhieân cuûa pheùp ño hay söï khoâng hoaøn thieän 
cuûa caùc thieát bò kyõ thuaät maø xuaát phaùt töø baûn chaát löôõng soùng haït cuûa haït vi moâ hay 
noùi caùch khaùc vieäc khoâng theå xaùc ñònh ñoàng thôøi toïa ñoä vaø xung löôïng laø coù tính 
nguyeân taéc.  

- Thöù hai : Caùc ñaïi löôïng ñaëc tröng cho soùng (λ  vaø γ ) khoâng phaûi laø caùc ñaïi 
löôïng ñònh xöù ñöôïc. Do ñoù xuaát phaùt töø heä thöùc De Broglie ta coù theå ruùt ra heä thöùc 
baát ñònh. Maët khaùc chuyeån ñoäng cuûa haït coù khoái löôïng m vaø vaän toác v  lieân ñoái vôùi 
moät soùng coù böôùc soùng tính theo coâng thöùc: 

 mv
h=λ

  
trong ñoù λ  laø böôùc soùng. Ñaëc tröng cuûa soùng laø söï lan truyeàn voâ haïn trong 

khoâng gian cho neân böôùc soùng laø moät haøm soá cuûa daïng soùng chöù khoâng phaûi laø haøm 
soá cuûa moät ñieåm cuûa khoâng gian. Cuõng do heä thöùc De Broglie thì vaän toác cuûa haït 
cuõng khoâng phaûi laø haøm soá cuûa toïa ñoä cuûa haït. Noùi toùm laïi vaän toác vaø toïa ñoä cuûa 
haït khoâng theå ñoàng thôøi coù giaù trò xaùc ñònh. Heä thöùc baát ñònh laø moät heä thöùc cô baûn 
nhaát cuûa cô hoïc löôïng töû, moät trong nhöõng heä quaû quan troïng nhaát cuûa giaû thieát De 
-  Broglie veà tính löôõng soùng haït cuûa vi haït. 

- Thöù ba: Nhìn caùc heä thöùc baát ñònh ta thaáy caáu truùc cuûa chuùng phaûi nhö theá 
naøo ñeå trong moïi heä thöùc goàm hai ñaïi löôïng lieân hôïp chính taéc vôùi nhau theo yù 
nghóa coå ñieån. Do ñoù ta coù theå suy ra raèng ñoái vôùi caùc caëp ñaïi löôïng chính taéc thì 
caùc heä thöùc töông töï vaãn ñuùng. Veà phöông dieän lyù thuyeát töông ñoái caùc heä thöùc baát 
ñònh Heisenberg coù tính chaát ñoái xöùng: cuï theå laø ba thaønh phaàn cuûa xung löôïng vaø 

naêng löôïng 
( )Ezpypxp ,,,

 taïo thaønh moät vector 4 chieàu, coøn ba toïa ñoä vaø thôøi 
gian (x,y,z,t) taïo thaønh moät vector khaùc 
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III/ Moät soá keát quaû thu ñöôïc töø heä thöùc baát ñònh : 
a/ Öôùc löôïng xaùc ñònh naêng löôïng cuûa traïng thaùi cô baûn cuûa nguyeân töû hiñro. 
Trong vaät lyù hoïc coå ñieån bieå thöùc naêng löôïng cuûa haït tích ñieän trong moät 

tröôøng coulomb laø : 

r
e

m
PE

22

2 −=
     (6.5) 

trong ñoù m vaø e laø khoái löôïng vaø ñieän tích cuûa electron .Ñeå söû duïng coâng thöùc 
treân trong cô hoïc löôïng töû ta phaûi xem Pva r trong bieåu thöùc ñoù nhö laø xöï baát ñònh 
cuûa xung löôïng vaø toïa ñoä cuûa electron . Theo heä thöùc baát ñònh giöõa xung löôïng vaø 
toïa ñoä : 

h≥∆∆ xP *  
ta ñi tôùi heä thöùc töông ñöông : h≈rp.  

hay ñôn giaûn hôn laø : h=rp.                                  (6.6) 
Thay r tính ñöôïc töø (6.6) vaøo (6.5) ta coù : 

    h
pe

m
ppE

22

2 −=)(
                        

 (6.7) 
 Töø keát quaû naøy ta deå daøng thaáy raèng E(p) coù moät cöïc tieåu taïi p=p1.Ta kyù 

hieäu naêng löôïng cöïc tieåu ñoù laø E1 .Löôïng E1chính laø naêng löôïng cuûa traïng thaùi cô 

baûn cuûa nguyeân töû Hyñro coøn 1
1 pr h=

 laø kích thöôùc öôùc löôïng cuûa nguyeân töû 
(trong lyù thuyeát cuûa Bohr  kích thöôùc öôùc löôïng cuûa nguyeân töû laø baùn kính cuûa quõy 

ñaïo thöù nhaát trong nguyeân töû) . Coù theåù deã daøng xaùc ñònh ñöôïc h

2

1
mep =

. Cuoái 
cuøng ta coù: 

    
2

4

12

2
1

2h
h meE

me
r −== ,

                     
 (6.8) 

Nhöõng keát quaû naøy hoaøn toaøn phuø hôïp vôùi nhöõng lyù thuyeát chính xaùc ,chaëc 
cheõ coå ñieån . 

b/ Öôùc löôïng naêng löôïng cuûa dao ñoäng taïi ñieåm khoâng cuûa moät dao ñoäng töû . 
Naêng löôïng cuûa moät dao ñoäng töû ñieàu hoøa moät chieàu coå ñieån ñöôïc cho baèng 

bieåu thöùc : 

             22
222 ωmx

m
PE x +=

     (6.9) 
Xem Px vaø x nhö laø söï baát ñònh cuûa xung löôïng vaø toïa ñoä cuûa vi haït dao ñoäng 

vaø söû duïng phöông trình : 
h=xPx .   

nhö laø moät tröôøng hôïp cuûa heä thöùc baát ñònh , ta coù : 
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2

222

22 x

x
x P

m
m

PPE hω+=)(
 

Baèng caùch giaûi phöông trình : 

0=)( x
x

PEdP
d

 

Ta tìm ñöôïc : ωhmPo ±=  laø giaù trò taïi ñoù E(Px)cöïc tieåu .Deå daøng töø ñoù 
suy ra : 

ωh== )( oo PEE      (6.9) 
Ñaây laø moät keát quaû raát ñaùng ñeå yù . Bôûi leõ noù chöùng toû raèng : Trong cô hoïc 

löôïng töû naêng löôïng cuûa moät dao ñoäng töû khoâng theå trieät tieâu vaø coù giaù trò laø 
ωh .Naêng löôïng naøy ñöôïc goïi laø naêng löôïng cuûa dao ñoäng khoâng cuûa dao ñoäng töû . 

Löu yù raèng öôùc löôïng (6.9) khaùc vôùi bieåu thöùc chính xaùc cuûa naêng löôïng cuûa dao 

ñoäng khoâng cuûa dao ñoäng töû moät thöøa soá 2
1

(giaù trò chính xaùc laø :
ωh2

1
). 

Söû duïng keát quaû naøy vaøo caùc tính toaùn naêng löôïng cuûa chuyeån ñoäng ñieàu hoøa 
cuûa nguyeân töû trong moät tinh theå ngöôøi ta ñi ñeán moät keát quaû thuù vò baát ngôø laø : 
Naêng löôïng ñoù khoâng trieät tieâu ngay caû ôû ñoä khoâng tuyeät ñoái. 

Dao ñoäng khoâng cuûa moät dao ñoäng coù naêng löôïng khaùc khoâng chöùng toû moät söï 
kieän cô baûn laø : Khoâng theå tìm thaáy moät vi haït ôû ñaùy cuûa moät hoá theá hay noùi caùch 
khaùc haït vi moâ khoâng theå rôi xuoáng ñaùy cuûa moät hoá theá, duø cho hoá theá coù daïng nhö 
theá naøo. Sôû dó nhö vaäy laø do söï “rôi xuoáng ñaùy hoá theá cuûa vi haït ” laø khoâng cho 
pheùp do tính trieät tieâu cuûa xung löôïng , cuõng nhö tính baát ñònh cuûa toïa ñoä cuûa vi haït 
. 

c/ Giaûi thích taïi sao electron khoâng rôi vaøo haït nhaân . 
Khi ñöa ra giaû thuyeát veà traïng thaùi döøng trong lyù thuyeát nguyeân töû , Bohr 

khoâng giaûi thích vì sao caùc electron chuyeån ñoäng coù gia toác xung quanh haït nhaân 
laïi khoäng böùc xaï vaø rôi vaøo haït nhaân . Nhöng heä thöùc (6.3) laïi cho pheùp ta giaûi thích 
ñieàu naøy khaù deå daøng . Electron rôi vaøo haït nhaân ñoàng nghóa vôùi vieät thay ñoåi ñaùng 
keå toïa ñoä cuûa noù . Giaû söû tröôùc khi rôi vaøo haït nhaân electron caùch haït nhaân vaøo côõ 

cm
me

r 8
2

2

1 10−≈= h

 .Khi “rôi vaøo nhaân” electron seõ naèm trong vuøng coù kích 
thöôùc côõ 10-12cm . Theo heä thöùc baát ñònh (6.3) tính ñònh xöù caøng cao thì xöï “nhoøe” 
cuûa xung löôïng caøng lôùn. Do ñoù tröôùc khi rôi vaøo haït nhaân xung löôïng cuûa electron 
phaûi taêng leân ñieàu naøy coù nghóa laø electron phaûi tieâu toán moät naêng löôïng .Thaønh thöû 
söï coá gaéng “giöõ”cho electron khoâng rôi vaøo haït nhaân laø söï ñònh xöù cho electron ôû 
vuøng raát gaàn haït nhaân. 

Trong khi xeùt dao ñoäng khoâng ôû treân ta thaáy raèng vi haït trong moät hoá theá luoân 
coù moät naêng löôïng cöïc tieåu khaùc khoâng Eo . Ñoä lôùn cuûa Eo noùi chung phuï thuoäc 
vaøo ñoä roäng cuûa gieáng .Söû duïng caùc keát quaû ñoù ta deå daøng coù theå suy ra laø : 

2

2

ma
E

o
h=

  . Nhö vaäy neáu a giaûm thì Eo seõ taêng leân .Nhö vaäy vôùi a ñuû nhoû , naêng 
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löôïng Eo coù theå trôû neân lôùn hôn ñoä saâu cuûa hoá theá. Roû raøng moät gieáng nhö theá seõ 
khoâng theå giöû noåi moät haït naøo trong noù . 

Söï rôi vaøo haït nhaân cuûa electron seõ töông ñöông vôùi söï giaûm beà roäng cuûa hoá 

theá töø 10-8cm xuoáng 10-12cm .Thaäm chí thaáp hôn . Theo coâng thöùc :
2

2

ma
Eo

h≈
 

,khi ñoù cöïc tieåu naêng löôïng Eo seõ taêng töø 10 ev ñeán109ev vaø thaäm chí hôn nöõa . keát 
quaû laø naêng löôïng toái thieåu cuûa electron ôû vaøo côû lôùn hôn naêng löôïng lieân keát cuûa 
caùc nucleon trong haït nhaân nguyeân töû (naêng löôïng lieân keát naøy vaøo côõ109 ev). Laäp 
luaän ôû ñaây khoâng nhöõng traû lôøi cho caâu hoûi “vì sao electron khoâng rôi vaøo haït nhaân 
“maø coøn traû lôøi cho moät caâu hoûi raát quan troïng laø : Vì sao trong haït nhaân nguyeân töû 
khoâng coù electron . 

 

IV . Xaây döïng heä thöùc baát ñònh Heisenberg: 
1. Giaù trò trung bình: 
a/ Kyø voïng toaùn hoïc trong lyù thuyeát xaùc xuaát : Giaû söû ta coù moät ñaïi löôïng 

ngaãu nhieân l coù nhaän caùc giaù trò  λ1 , λ2 , λk … cuøng vôùi xaùc xuaát töông öùng ; ω1 , 
ω2 ,  ωk … vaø  

ω1 + ω2 + ….. + …..   = 1  
Kyø voïng toaùn hoïc – hay trung bình thoáng keâ – cuûa ñaïi luôïng ngaãu nhieân l laø 

toång caùc tích cuûa töøng giaù trò naøy nhaân vôí xaùc xuaát xuaát hieän cuûa noù : 
 

∑= KKλωl  
 
Ñoái vôùi caùc ñaïi löôïng lieân tuïc nghóa laø löôïng l  bieán ñoåi lieân tuïc ôû moät khoaûng 

naøo ñoù , Xaùc xuaát ñeå cho l naúm trong khoaûng λ vaø (λ + dλ) seõ phuï thuoäc vaøo λ  vaø 
tyû leä vôùi dλ  . Khi ñoù kyø voïng toaùn hoïc cuûa ñaïi löôïng l seõ coù daïng : 

     
( )∫= λλλω dl  

Trong ñoù : ( )λω  laø maät ñoä xaùc xuaát  
 b/ kyø voïng toaùn hoïc trong Cô hoïc löôïng töû : 
 Trong Cô hoïc löôïng töû traïng thaùi cuûa vi haït ñöôïc moâ taû bôûi haøm soùng Ψ . 

Neáu Ψ laø haøm rieâng cuûa toaùn töû L thì khi ñoù ñaïi löôïng baát kyø neáu nhaän ñöôïc giaù trò 
rieâng λ , ta coù theå bieåu dieãn λ baèng coâng thöùc: 

     

Ψ=
∫ ΨΨ
∫ ΨΨ

= L
dV
dVL

*

*
λ

. 

 Kyù hieäu ΨL  chæ raèng cuûa ñaïi löôïng L trong traïng thaùi Ψ . 
Nhö vaäy vôùi bieán ñoäng löïc  toïa ñoä ta coù : 
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∫ ΨΨ
∫ ΨΨ

=
dV
dVx

*

* ˆ
x

 
 Neáu ta giaû söû coù heä thöùc : 
 

∫ =ΨΨ 1* dV
 

 thì khi ñoù : 
 

∫ ΨΨ= dVxx *
     (6.12) 

           
 Töông töï ta coù : 
 

dXdx
d

i

dXXPxP
x

Xx

∫
ΨΨ=

∫ ΨΨ=
)(*

* )(ˆ)(
h

             (6.13) 

 Toång quaùt hoùa cho toaùn töû   baát kyø : F̂
 

∫ ΨΨ= dVFF ˆ*
     (6.14) 

 
Vôùi ñieàu kieän haøm soùng chuaån hoùa veà ñôn vò . 
 Giaù trò trung bình coù moät soá tính chaát nhö sau : 
 +/ giaù trò trung bình cuûa caùc ñaïi luôïng chính xaùc baèng chính giaù trò cuûa ñaïi 

löôïng chính xaùc ñoù . 
 Neáu trong traïng thaùi Ψ giaù trò cuûa toaùn töû L baèng λ thì ta coù : 

Ψ=Ψ λL̂  

∫ ≡ΨΨ= λdVL̂*l  
 + Neáu trong cuøng moät traïng thaùi Ψ giaù trò trung bình cuûa  laøF̂ F  , cuûa G  laø ˆ

G  thì giaù trò trung bình cuûa toång thoûa maõn : 

∫ Ψ+Ψ=+ dVGFGF )ˆˆ(*
 

                =  ∫ ∫ ΨΨ+ΨΨ dVGdVF ˆˆ **

                                             = GF +  
2/ Ñieàu kieän ñeå hai toaùn töû  F vaø G giao hoaùn vôùi nhau :  
 moät vaán ñeà quan troïng cuûa Cô hoïc löôïng töû laø khaû naêng ño ñoàng thôøi caùc giaù 

trò cuûa caùc ñaïi löôïng vaät lyù gaén lieàn vôùi cô heä löôïng töû . vôùi vaán ñeà naøy ta coù ñònh lyù 
sau: 

 Ñònh lyù : Muoán cho hai ñaïi löôïng F vaø G coù cuøng giaù trò xaùc ñònh trong moät 

traïng thaùi naøo ñoù moâ taû bôûi haøm soùng )(XnΨ  thì haøm soùng naøy phaûi ñoàng thôøi laø 
haøm rieâng cuûa toaùn töû F vaø G . 
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     Chöùng minh : 
)()( XXF nn Ψ=Ψ λ   

taùc duïng tieáp leân ñoù toaùn töû G thì ta coù : 
)()( XXGF nn Ψ=Ψ λµ               (a) 

Vôùi toaùn töû G : 
)()( XXG nn Ψ=Ψ µ  

 
Taùc duïng tieáp toaùn töû F leân ñoù ta ñöôïc : 
 

)()(ˆ XXGF nn Ψ=Ψ λµ      (b) 
Laáy (a) tröø ñi (b) ta coù : 
 

[ ] 0)(,)()( =Ψ=Ψ− XFGXFGGF nn  
 
Ñieàu naøy coù nhgóa laø : Neáu hai ñaïi löôïng coù theå ñoàng thôøi coù caùc giaù trò xaùc 

ñònh thì hai toaùn töû töông öùng vôùi chuùng phaûi giao hoaùn vôùi nhau .  
Ñònh lyù ñaûo : Neáu hai toaùn töû F vaø G gia ohoaùn vôùi nhau thì chuùng coù chung 

moät heä haøm rieâng . Nghóa laø neáu : 
[ F , G] = 0 
thì heä haøm Ψ1 (X) thoûa maõn :  
FΨ1 (X) =λ Ψ1 (X) 
Vaø heä haøm Ψ2 (X) thoûa maõn : 
GΨ2 (X) =µ Ψ2 (X) 
Seõ hoaøn toaøn truøng nhau . Nghóa laø : Ψ1 (X) ≡ Ψ2 (X) ≡ Ψ (X). 
Chöùnh minh ñònh lyù naøy khoâng khoù laém caùc baïn coù theå  xem nhö baøi taäp ; 

hoaëc xem trong caùc taøi lieäu tham khaûo. 
3/ khaùi nieäm taäp hôïp ñuû caùc ñaïi luôïng vaät lyù : 
 Ta caàn laøm roõ hôn thuaät ngöõ “ cho tröôùc traïng thaùi cuûa heä” Trong Cô hoïc 

luôïng töû . 
 Traïng thaùi cuûa heä ñaõ cho neáu cho bieát haøm soùng moâ taû heä . Song ta khoâng 

theå ño tröïc tieáp ñuôïc haøm soùng trong baát kyø ñieàu kieän naøo, chæ coù bình phöông 
modun haøm soùng coù yù nghóa vaät lyù nhö laø maät ñoä xaùc xuaát tìm thaáy haït ôû moät vò trí 
xaùc ñòng trong khoâng gian . Vì vaäy trong Cô hoïc löôïng töû ngöôøi ta quan nieäm raèng : 

 Khi ta noùi raèng cho tröôùc traïng thaùi cuûa heä löôïng töû thì ñieàu ñoù coù nghóa laø 
cho tröôùc giaù trò cuûa taäp hôïp xaùc ñònh cuûa caùc ñaïi luôïng Cô hoïc löôïng töû . Taäp hôïc 
caùc ñaïi luôïng naøy ñöôïc goïi laø heä ñuû caùc ñaïi luôïng vaät lyù . 

 
Ví duï:  
Taäp hôïp ñuû caùc ñaïi luôïng vaät lyù xaùc ñònh traïng thaùi cuûa electron coù Spin ½  

chaúng haïn coù theå laø moät trong ba taäp hôïp sau : 
x ,y ,z , σ  
Px , Py , Pz   ,σ 
E ,  , m , σ l
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Trong ñoù :  , m , σ laø soá löôïng töû quó  ñaïo , soá luôïng töû töø vaø soá luôïng töû Spin 
. Caùc toïa ñoä vaø caùc thaønh cuûa xung luôïng rôi vaøo hai taäp hôïp khaùc nhau vì caùc ñaïi 
luôïng naøy khoâng theå ño ñöôïc ñoàng thôøi . Do ñoù caùc heä thöùc trong vaät lyù coå ñieån :  

l

)(2
2

rum
PE r

+=
 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡= PrL X

rrr

 
Khoâng coù yù nghóa khi chuyeån sang Cô hoïc luôïng töû vì chöùa caû xung luôïng vaø 

toïa ñoä . 
4/ Xaây döïng heä thöùc baát ñònh : 
Trong phaàn treân ta ñaõ tìm ñöôïc ñieàu kieän maø trong ñoù coù theå ño ñoàng thôøi hai 

ñaïi luôïng vaät lyù . Baây giôø giaû thieát ta coù hai ñaïi luôïng  vaät lyù G vaø F khoâng coù ñoàng 
thôøi caùc giaù trò xaùc ñònh khi ñoù caùc toaùn töû naøy khoâng gia hoaùn vôùi nhau . 

Giaû thieát chuùng thoûa maõn heä thöùc : 
FG – GF  = iB 
Trong ñoù B laø moät toaùn töû Hecmitic naøo ñoù . Neáu choïn G = PX  , F = x , thì B 

=  vì : h

x PX  - PX x = i . h
Nhö vaäy vaán ñeà ñaët ra laø : Khi ñoàng thôøi ño hai ñaïi luôïng naøy thì söï khoâng 

chính xaùc ( hay sai soá ) seõ laø bao nhieâu ?. 
Ñeå giaûi quyeát vaán ñeà naøy ta phaûi xeùt theâm hai khaùi nieäm laø thaêng giaùn trung 

bình vaø thaêng giaùn toaøn phöông . 
Thaêng giaùn laø möùc ñoä sai leäch giöõa giaù trò trung bình vaø giaù trò thöïc .  
Möùc sai leäch giöõa giaù trò chính xaùc a vaø giaù trò trung bình a  laø :  a∆

a∆  = a - a  
trong ñoù : 

∑=
i iiaa ω

 
 Thaêng giaùng trung bình laø : a∆ . Löu yù raèng thaêng giaùng trung bình luoân 

baàng khoâng . Thaät vaäy :  
( ) ( ) =∫ −=−=∆ daaaaaaa )(ω  

 

      0)()( =−=∫−∫= aadaaadaaa ωω  
Maët duø vaäy caà löu yù laø coù theå a  khaùc raát xa vôùi giaù trò chính xaùc a . 
Vì leõ ñoù phaûi ñöa vaøo moät ñaïi löôïng khaùc ñeå ñaùnh giaù möùc ñoä thaêng giaùng ñoù 

laø khaùi nieäm thaêng giaùng toaøn phöông . 
Thaêng giaùng toaøn phöông ñöôïc ñònh nghóa nhö sau : 

( ) 222 )(aaaTGTPa −=∆=≡∆
 

Baây giôø ta tìm caùc suy ra heä thöùc baát ñònh moät caùch chaët cheõ .  
Xuaát phaùt töø baát ñaúng thöùc hieån nhieân :  
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0
2)( ≥∫ + dx

dx
xdx ψψα

 
trong ñoù α laø soá thöïc . Bieåu dieãn döôùi daáu tích phaân coù theå bieán ñoåi nhö sau : 
 

=++=+ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

dx
dxdx

dxdx
dx ψψαψψαψψα

*2

 

  
=++= ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

dx
dxdx

dx ψψαψψα
*

*

 

  dx
d

dx
d

dx
dxx ψψψαψα ++= 2222

. 
 
Neáu ñaët :  

∫=

∫−=

∫=

dxdx
d

dx
dC

dxdx
dxB

dxxA

ψψ

ψ

ψ

.

,

*

2

22

 
thì bieåu thöùc treân coù daïng : 
 

22

2

404
0

BACacB
CBA

≥→≤−=∆
≥+− αα

 
 
Maët khaùc ñeå yù raèng : 
 

∫=∫== dxxdxxxA ψψψ 2*222
 

 

( )
( ) 1**

*2

=∫+−=

∫−=∫−=
∞

∞−
dxx

dxdx
dxdxdx

dxB

ψψψψ

ψψψ

 

2

2

2
**

*

2
1

X
P

dx
dx
d

dx
ddxdx

d
dx

dC

h
=

∫−=∫=
∞+

∞−

ψψψψψψ

 
Vaäy ta coù : 

1.4 22
2 ≥XPx
h  
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hay :  

4.
2

22 h≥XPx
 

Neáu ta choïn goác toïa ñoä taïi ñieåm vôùi toïa ñoä x  thì 0=x . Vaø giaû söû raèng heä 

chuyeån ñoäng vôùi vaän toác mPX  thì 0=XP . Nhö vaäy :  
 

2222

2222

)(

)(

XX PPPP

xxxx

=−=∆

=−=∆

 
do ñoù ta coù : 

4
222 h≥∆∆ XPx

 
hay :  

2
h≥∆∆ XPx

. 
Thoâng thöôøng heä thöùc naøy vieát goïn laø :  

2. h≥∆∆ XPx
 

Ñaây laø bieåu thöùc chính xaùc cuûa heä thöùc baát ñònh maø yù nghóa cuûa noù ta ñaõ thaûo 
luaän ôû phaàn treân . 

 
 

§7  HAØM SOÙNG . NGUYEÂN LYÙ CHOÀNG CHAÄP TRAÏNG THAÙI. 
 

I/. Haøm Soùng: 
Thöïc chaát cuûa vieäc moâ taû moät cô heä naøo ñoù goàm hai noäi dung sau: 
- Moät laø: Moâ taû traïng thaùi cuûa heä cô ôû moät thôøi ñieåm coá ñònh ñaõ cho 
- Hai laø: Moâ taû söï bieán ñoåi cuûa traïng thaùi theo thôøi gian, hay noùi caùch khaùc laø 

moâ taû chuyeån ñoäng cuûa cô heä. 
Nhö vaäy cô hoïc coå ñieån thöïc chaát chuû yeáu chæ nghieân cöùu maët thöù hai cuûa cô 

heä, töùc laø nghieân cöùu chuyeån ñoäng cuûa noù, coøn khía caïnh thöù nhaát ñöôïc thöïc hieän 
baèng vieäc xaùc ñònh toïa ñoä (suy roäng) vaø vaän toác (suy roäng) cuûa noù. Tuøy baøi  toaùn cuï 
theå maø vaän toác hay toïa ñoä ñöôïc xem xeùt moät caùch ñoäc laäp. 

Khaùc bieät vôùi cô hoïc coå ñieån, cô hoïc löôïng töû cho pheùp xem xeùt vaán ñeà thöù 
nhaát moät caùch kyõ löôõng hôn.(cuõng caàn löu yù raèng toïa ñoä vaø vaän toác trong cô hoïc coå 
ñieån laø caùc haøm do ñoù chuùng giao hoaùn vôùi nhau). Trong cô hoïc löôïng töû xaùc ñònh 
ñoàng thôøi toïa ñoä vaø xung löôïng laø khoâng theå ñöôïc do ñoù ñeå moâ taû traïng thaùi cuûa cô 

hoïc löôïng töû ngöôøi ta duøng moät khaùi nieäm môùi ñoù laø haøm soùng ( )tr ,rψ  . Khi ñoù |ψ|2 
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tyû leä vôùi maät ñoä xaùc xuaát tìm thaáy haït ôû choå xaùc ñònh naøo ñoù trong khoâng gian. Xaùc 
xuaát tìm thaáy haït taïi theå tích dV naøo ñoù chöùa ñieåm (x,y.z) 

   dω (x,y,z)= ⎢ψ(x,y,z) ⎢2dxdydz 
Haøm soùng phaûi thoûa maõn boán ñieàu kieän sau: 
- Lieân tuïc  
- Höõu haïn 
- Ñôn trò 

- chuaån hoùa baèng ñôn vò; nghóa laø: 
∫ =
+∞

0

2 1dVψ
  

Ñieàu naøy coù nghóa laø vieäc tìm thaáy haït trong toaøn khoâng gian laø chaéc chaén. 

II/. Nguyeân lyù choàng chaäp traïng thaùi: 
Nguyeân lyù choàng chaäp traïng thaùi laø moät trong soá caùc nguyeân lyù cô sôû cuûa vaät 

lyù hoïc. Trong vaät lyù coå ñieån- cuï theå trong lyù thuyeát soùng nhaát laø trong soùng ñieän töø-
nguyeân lyù naøy coù vai troø ñaëc bieät quan troïng. 

Trong cô hoïc löôïng töû nguyeân lyù naøy coøn chieám moät vai troø quan troïng hôn 
lieân quan ñeán khaû naêng moâ taû cô heä löôïng töû, khaû naêng giaûi thích yù nghóa vaät lyù cuûa 
coâng cuï cuûa cô hoïc löôïng töû – lyù thuyeát caùc toaùn töû Hecmitic vaø tính ñoäc laäp cuûa cô 
heä löôïng töû vôùi duïng cuï ñoù. Noäi dung cuûa nguyeân lyù choàng chaäp laø: 

  Neáu toàn taïi caùc traïng thaùi moâ taû baèng caùc haøm soùng ( )trn ,rψ  thì cuõng toàn 
taïi traïng thaùi: 

( ) ( )tratr
n

n
n

,, rr ψψ ∑=
∞

=1  

Söï löïa choïn taäp hôïp caùc haøm 
( )tr

n
,rψ

 gaén lieàn vôùi söï löïa choïn caùc ñaïi löôïng 

ñaëc tröng xaùc ñònh cuûa heä löôïng töû. Caùc heä soá  xaùc ñònh phaân boá xaùc xuaát cuûa 
caùc ñaïi löôïng töông öùng. 

na

Veà phöông dieän toaùn hoïc so vôùi vaät lyù coå ñieån nguyeân lyù choàng chaäp traïng 
thaùi löôïng töû hoaøn toaøn töông töï, nghóa laø phöông trình chuyeån ñoäng xaùc ñònh caùc 
traïng thaùi löôïng töû cuõng laø phöông trình tuyeán tính. 

Maëc duø vaäy, veà noäi dung nguyeân lyù choàng chaäp löôïng töû coù nhöõng khaùc bieät 
quan troïng,khaùc haún vôùi nguyeân lyù choàng chaäp trong vaät lyù coå ñieån. Ñeå thaáy roõ 
ñieàu naøy ta xeùt moät ví duï. Giaû söû haøm ψ1(x), ψ2(x) moâ taû traïng thaùi maø ôû ñoù chuùng 
ta ño ñaïi löôïng A vaø nhaän ñöôïc giaù trò xaùc ñònh A1 vaø A2 töông öùng. Choàng chaäp 
hai traïng thaùi naøy ta ñöôïc traïng thaùi môùi:  

( ) ( ) ( )xaxax 221112 ψψψ +=  
Trong vaät lyù coå ñieån khi ño ñaïi löôïng A ôû traïng thaùi ψ12 (x) thì ta nhaän ñöôïc 

giaù trò (A1+A2 )/2 naøo ñoù nghóa laø giaù trò nhaän ñöôïc laø trung bình coäng cuûa caùc 
traïng thaùi thaønh phaàn. 

Trong cô hoïc löôïng töû tình traïng hoaøn toaøn khaùc: khi ta ño ñaïi löôïng A ôû traïng 
thaùi ψ12 (x) thì ta nhaän ñöôïc giaù trò hoaëc A1 hoaëc A2. Khoâng nhöõng theá ta coøn 
khoâng theå tieân ñoaùn chính xaùc giaù trò A1 hay A2 seõ xuaát hieän trong pheùp ñoù cuï theå 
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maø ta chæ coù theå nhaän ñöôïc xaùc xuaát nhaän ñöôïc A1 hay A2 töông öùng laø 
2

1a
 vaø 

2
2a

 
Nhö vaäy coù nghóa laø: Söï phaân laäp caùc giaù trò cuûa caùc ñaïi löôïng vaät lyù vaø söï baát 

ñònh trong keát quaû ño laø ñaëc tröng cô baûn cuûa nguyeân lyù choàng chaäp löôïng töû. 
Giaûi thích ñaëc ñieåm traïng thaùi cuûa vi haït Bohr ñaõ phaùt bieåu nhö sau: “Traïng 

thaùi cuûa vi haït khoâng theå xeùt moät caùch taùch bieät vôùi phöông tieän quan saùt, maø phaûi 
keå ñeán ñieàu aáy, caùc traïng thaùi cuûa ñoái töôïng vi moâ ñöôïc nghieân cöùu nhaát thieát nhôù 
caùc thieát bò vó moâ maø chính caùc thieát bò aáy tuaân theo caùc ñònh luaät cuûa vaät lyù coå 
ñieån.” 

Cuõng noùi veà nguyeân lyù choàng chaäp traïng thaùi P. Dirac ñaõ vieát: “Khi töø boû 
quyeát ñònh luaän cuûa vaät lyù coå ñieån chuùng ta ñaõ phöùc taïp hoùa söï moâ taû thieân nhieân, 
song söï phöùc taïp hoùa nhö vaäy ñöôïc ñeàn buø moät caùch xöùng ñaùng bôûi söï ñôn giaûn hoùa 
do nguyeân lyù choàng chaäp traïng thaùi mang laïi .” 

  

§8  PHÖÔNG TRÌNH SCHRODINGER 
 
Phöông trình Schrodinger laø phöông trình cô baûn cuûa cô hoïc löôïng töû vai troø 

cuûa noù trong cô hoïc löôïng gioáng nhö vai troø cuûa phöông trình Newton trong cô hoïc 
coå ñieån. Phöông trình Schrodinger laø phöông trình coù daïng: 

ψψ Hti ˆ=
∂
∂

h
. 

trong ñoù: Ĥ  laø toaùn töû Hamilton hay Hamiltonien. Phöông trình Schrodinger 
thieát laäp moái quan heä giöõa traïng thaùi vaø bieán ñoäng löïc-hai khaùi nieäm cô baûn cuûa cô 
hoïc löôïng töû. 

I/. Caùch “Thieát laäp” phöông trình: 
1/. Phöông trình Schrodinger cho haït töï do: 
Töø daïng soùng moâ taû chuyeån ñoäng cuûa haït töï do: 

( )
[ ]Etrp

i

Aetr
−−

=

rr

h
r,ψ .     (1) 

Ta coù:    tiEEi
t ∂

∂=→−=
∂
∂ ψψψψ

h
h  

( )ψψψψ 222
22

2

2

2

2

2 1
zyx PPP

zyx
++−=

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂

h  
 

töø heä thöùc naêng löôïng: m
PE 2

2
=

   ta “suy ra” 
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∆−=
∂
∂

mti 2
2h

h
ψ

      (2) 
 
Phöông trình Schrodinger coù nhöõng tính chaát sau: 
+/ Phöông trình ñaïo haøm rieâng tuyeán tính (lieân quan ñeán nguyeân lyù choàng 

chaäp traïng thaùi). 
+/ Phöông trình chæ chöùa ñaïo haøm baäc nhaát theo thôøi gian vì noù gaén lieàn vôùi söï 

bieåu hieän cuûa nguyeân lyù nhaân quaû. (Töø ( )0,rrψ  suy ra ( )tr ,rψ  moät caùch ñôn trò). 
Nhöng löu yù raèng do yù nghóa cuûa haøm soùng chuùng ta chæ coù theå hieåu nguyeân lyù nhaân 
quaû theo nghóa thoáng keâ. 

Nghieäm cuûa phöông trình (2) coù daïng: 

( ) ( )
Et

i

ertr h
r −

= ., ϕψ      (3) 
thay (3) vaøo (2) ta coù phöông trình cho haøm chæ phuï thuoäc vaøo toïa ñoä laø: 

( ) ( ) 02 =+∆ rmEr ϕϕ
h      (4) 

Phöông trình (4) xaùc ñònh haøm ϕ(r) cho haït töï do. 
2/. Phöông trình Schrodinger cho haït chuyeån ñoäng trong tröôøng löïc: 
Thay E  baèng (E-U) trong ñoù U laø theá naêng cuûa haït khi ñoù phöông trình (4) trôû 

thaønh: 

( ) [ ] ( ) 0)(2 =−+∆ rrUEmr ϕϕ
h     (5) 

Phöông trình (5)laø phöông trình Schrodinger cho haït chuyeån ñoäng trong 
tröôøng theá tuøy yù khoâng phuï thuoäc thôøi gian. 

Toång quaùt hôn ta thay: 

tiE
∂
∂= h

 
vaøo phöông trình (5) vaø nhö vaäy ta coù phöông trình: 

( )trrUmti ,)(2
2 rh

h ψψ
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+∆−=

∂
∂

    (6) 

Neáu ñaët :
UmH +∆−= 2

ˆ 2h

 thì phöông trình coù daïng goïn hôn laø: 

ψψ Hti ˆ=
∂
∂

h
      (7) 

Phöông trình lieân hôïp phöùc cuûa (7) laø: 

*
*

ˆψψ Hti =
∂
∂− h

 
3/ Giaû thieát veà yù nghóa xaùc xuaát cuûa haøm soùng cuûa M.Born: 
Ñeå ñôn giaûn ta xeùt baøi toaùn moät chieàu: 
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( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )txxU
xmt

txi

txxU
xmt

txi

,
2

,

,
2

,

*
2

22*

2

22

ψψ

ψψ

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+
∂

∂−=
∂

∂−

+
∂

∂−=
∂

∂

h
h

h
h

 
Nhaân phöông trình ñaàu vôùi ψ*(x,t) vaø phöông trình sau vôùi ψ(x,t) roài tröø ñi 

nhau ta coù: 

( )

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

∂
∂−

∂
∂

∂
∂−=

∂
∂

∂

∂−
∂

∂−=
∂
∂+

∂
∂

ttxmti

tx
xxmtt

i

*
*2

2

2

*2

2

2
*2*

*

2

,2

ψψψψψ

ψψψψψψψψψ

h
h

h
h

 
hay:    

0
2

*
*2 =

∂
∂−

∂
∂

∂
∂−

∂
∂

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

xxxmit
ψψψψψ h

 
Toång quaùt hoùa, trong tröôøng hôïp ba chieàu: 
 

( ) 02
**2 =∇−∇∇+

∂
∂

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ψψψψψ mit
h

   (8) 
Nhö vaäy neáu ñaët:⎢ψ⎢2= ψ*ψ=ρ laø maät ñoä xaùc xuaát  

Vaø:  
( )**

2 ψψψψ ∇−∇= mij hr

  laø maät ñoä doøng xaùc xuaát thì (8) coù 
daïng heät nhö phöông trình lieân tuïc: 

0=∇+
∂
∂ jt

rρ
 

trong ñieän ñoäng löïc hoïc.(giaû thieát Born). 
Neáu ta chuaån hoùa: ∫ ⎢ψ⎢2dr=1 thì xaùc xuaát cuûa haït naèm trong dv laø: 
dω = ψ*(x,y,z,t)ψ (x,y,z.t)dv 
Moät ñieàu caàn löu yù laø trong traïng thaùi döøng maät ñoä xaùc xuaát khoâng phuï thuoäc 

vaøo thôøi gian. Cuõng töø caùc keát quaû naøy ta suy ra raèng: Cô hoïc löôïng töû chæ nghieân 
cöùu caùc quaù trình trong ñoù soá haït laø baûo toaøn. 

4/ Phöông trình Schrodinger döøng: 
Ta xeùt tröôøng hôïp theá naêng U  khoâng phuï thuoäc thôøi gian khi ñoù phöông trình: 

ψψ
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+∆−=

∂
∂ )(2

2
rUmti h

h
    (9) 

coù theå ñöôïc giaûi baèng phöông phaùp phaân ly bieán soá. Thaät vaäy ñaët: 
( ) )()(, rtAtr ϕψ =
r
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roài thay vaøo phöông trình ta coù theå taùch (9) thaønh hai phöông trình: 

( ) ( )

)()(
ˆ

tEAdt
tdAi

rErH

=

=

h

ϕϕ

 
trong ñoù E  laø haèng soá taùch (-trò rieâng). Phöông trình theo thôøi gian coù nghieäm 

laø: 

    
Eti

CetA h
−

=)(  
 Phöông trình thöù nhaát cho caùc nghieäm (haøm rieâng) laø:ϕ1,ϕ2 ,ϕ3  …ϕn  … vaø 

caùc trò rieâng töông öùng: E1,E2 .. En …  
Nhö vaäy nghieäm cuûa (9) laø: 

( )
tE

i

nn
nertr h

rr −

= )(, ϕψ
. 

hay toång quaùt hôn laø haøm: 

( ) ∑=
−

n
n

tE
i

nn
zyxeCtr

n
),,(, ϕψ hr

 
Xaùc xuaát tìm thaáy haït taïi ñieåm naøo ñoù cuûa khoâng gian seõ khoâng phuï thuoäc thôøi 

gian vì ta coù: 

( ) ( ) ( )0,,, 2 rtrtr nnn ωψω ==
r

  vì 
1=

− tEi
ne h

 
 

§9  CAÙC PHÖÔNG TRÌNH CHUYEÅN ÑOÄNG LÖÔÏNG TÖÛ 

I/ Nhaän xeùt chung : 
Ta bieát raèng vôùi Cô hoïc coù hai khaùi nieäm cô baûn ñoù laø traïng thaùi vaø caùc bieán 

ñoäng löïc . Hai khaùi nieän naøy gaén lieàn vôùi nhau moät caùch chaët cheõ cuï theå laø neáu ta 
bieát ñöôïc caùc ñaïi löôïng ñoäng löïc thì coù theå bieát ñöôïc traïng thaùi cuûa heä vaø ngöôïc laïi 
. Khi moâ taû söï tieán trieån cuûa heä theo thôøi gian ta coù theå duøng caùc phöông trình 
chuyeãn ñoäng vì vaäy caùc phöông trình chuyeãn ñoäng coù vai troø quan troïng . 

Trong Cô hoïc coå ñieån caùc phöông trình chuyeãn ñoäng ñöôïc vieát qua caùc bieán 
ñoäng laø caùc phöông trình Newton , phöông trình Hamilton – Jacobi , phöông trình 
chính taéc Hamilton  vaø  qua haøm traïng thaùi laø phöông trình Lagrange. Giaûi caùc 
phöông trình naøy chuùng ta seõ tìm  ñöôïc caùc ñaïi löôïng ñoäng löïc – laø nghieäm cuûa caùc 
phöông trình ñoù – laø caùc haøm soá cuûa thôøi gian : 

)(trr rr
=    , )(tpp rr

=      ,     E = E(t)      , )(tMM
rr

= . 
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Tuy nhieân ñeå yù raèng trong caùc bieán ñoäng löïc ñoù thì r
r

vaø pr coù vai troø cô baûn 

hôn so vôùi E vaø M
r

vì hai ñaïi löôïng sau coù theå bieåu dieãn qua hai ñaïi löôïng r
r

vaø p
r

 , 

vì vaäy taäp hôïp ( )pr rr,  ñöôïc goïi laø traïng thaùi cuûa cô heä :  
Trong hình thöùc luaän Hamilton , maø cô sôû cuûa noù laø phöông trình chính taét 

Hamilton : 

i

i

i

i
q
H

dt
dp

p
H

dt
dq

∂
∂−=

∂
∂= ;

   (9.1) 
 (Neáu ñöa vaøo moùc Poisson thì ta coù theå vieát caùc phöông trình naøy döôùi daïng 

ñoái xöùng cho caû caùc toïa ñoä vaø caùc xung löôïng lieân hôïp ) 
Baây giôø ta xeùt ñeán Cô hoïc löôïng töû . 

Trong Cô hoïc löôïng töû traïng thaùi ñöôïc moâ taû baèng haøm soùng ( )tr ,rψ  . Bieát 
ñöôïc haøm soùng chuùng ta seõ thu ñöôïc giaù trò trung bình cuûa baát cöù ñaïi löôïng naøo töùc 
laø bieát ñöôïc ñaày ñuû veà heä . Phöông trình chuyeån ñoäng ñöôïc vieát qua haøm soùng 
chính laø phöông trình Schrodinger . Nhö ta ñaõ bieát : 

ψψ Hti =
∂
∂

h
 

Nhö vaäy xuaát hieän moät vaán ñeà laø : trong Cô hoïc löôïng töû coù theå vieát ñöôïc caùc 
phöông trình hoaøn toaøn töông töï nhö caùc phöông trình chuyeån ñoäng cuûa cô hoïc coå 
ñieån cho caùc bieán ñoäng löïc hay khoâng ? Caâu traû lôøi laø coù theå ñöôïc . Tuy nhieân ñeå 
laøm ñöôïc nhö vaäy tröôùc heát ta phaûi xaây döïng vaøi ñònh nghóa môùi ñoù laø caùc moùc 
Poisson löôïng töû vaø khaùi nieäm ñaïo haøm theo thôøi gian cuûa caùc toaùn töû . 

 

II/ Caùc moùc Poisson löôïng töû : 
  1/ Caùc moùc Poisson trong cô hoïc coå ñieån : 
  Ñaïo haøm toaøn phaàn theo thôøi gian cuûa moät haøm F(q,p,t) naøo ñoù (phuï 

thuoäc toïa ñoä q , xung löôïng p vaø thôøi gian t ) trong vaät lyù hoïc coå ñieån coù daïng : 

∑ ∂
∂

∂
∂+

∂
∂

∂
∂+

∂
∂= ⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

K
K

K

K

K t
p

p
F

t
q

q
F

t
F

dt
dF ..

  (9.2) 
Neáu duøng caùc phöông trình chính taét Hamilton trong ñoù H = H(q.p) laø haøm 

Hamilton – naêng löôïng toaøn phaàn trong vaät lyù hoïc coå ñieån – bieåu dieãn qua xung 
löôïng vaø toïa ñoä , thì khi ñoù ta coù theå vieát : 

=∑ ∂
∂

∂
∂−

∂
∂

∂
∂+

∂
∂= ⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

K KKKK p
F

q
H

q
H

p
H

t
F

dt
dF ..

 

hay     
),( FHdt

dF
dt
dF +=

. 
Trong ñoù (H,F) laø kyù hieäu cuûa toång beân veá phaûi ñöôïc goïi laø moùc Poisson coå 

ñieån .  

  ThS. Nguyeãn Duy Höng                                                        Khoa Vaät lyù 



Cô hoïc löôïng töû - 51 -

Toång quaùt hôn moùc Poisson khoâng phaûi chæ coù theå ñònh nghóa cho H vaø F maø 
coù theå ñònh nghóa cho hai haøm baát kyø F(p , q) vaø G(p . q) – töùc laø cho caùc haøm phuï 
thuoäc vaøo xung löôïng vaø toïa ñoä nhö sau : 

∑ ∂
∂

∂
∂+

∂
∂

∂
∂−= ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

K KKKK p
F

q
G

p
G

q
FGF ),(

  (9.3) 
Neáu bieán ñoäng löïc F khoâng phuï thuoäc töôøng minh vaøo thôøi gian thì :  
 

)0:(),( == dt
dFFHdt

dF do
   (9.4) 

 
Baàng kyù hieäu moùc Poisson ta coù theå vieát laïi phöông trình Hamilton coù daïng : 
 

),(),( KK pHdt
Kdp

qHdt
Kdq

==
   (9.5) 

 
Ñeå yù raèng so vôùi (7.1) caùc phöông trình (6.5) hoaøn toaøn ñoái xöùng ñoái vôùi toïa 

ñoä vaø xung löôïng . 
Ta coøn coù vaøi moùc Poisson ñaëc bieät khaùc nöõa laø :  
(qi , qj) = 0  ; (pi , qj) = δij ; (pi , pj) = 0   (9.6) 
Töø ñònh nghóa moùc Poisson ta suy ra caùc heä quaû sau ñaây : 
a/ Tính phaûi xöùng : 
   (F,G) = -(F,G) 
Töø ñoù suy ra : (F,F) = 0 
b/ Neáu G = const thì : 
   (F,G) = (F,C) = 0  
c/ Tuyeán tính theo caùc phaàn töû : 
    (F1+F2 , G) = (F1,G)F2 + F1(F2,G) 
d/ Tính phaân boá ñoái vôùi pheùp nhaân :(töông töï quy taéc laáy vi phaân moät tích ) . 
    (F1F2 , G) = (F1,G)F2 + F1(F2,G) 
e/ Thoûa maõn ñoàng nhaát thöùc Jacobi :  
    (F,(G,H)) + (G,(H,F)) +(H,(F,G)) = 0 
2/ Moùc Poisson löôïng töû : 
Ta vhuyeån sang baøi toaùn Cô hoïc löôïng töû . Ta ñònh nghóa moùc Poisson löôïng 

töû cuûa hai toaùn töû F vaø G nhö sau :  

[ ] )(, GFFGiGF q −=
h     (9.7) 

Ñieàu naøy coù nghóa laø chuùng ta choïn giao hoaùn töû vôùi ñoä chính xaùc tôùi thöøa soá 

h
i

 laøm moùc Poisson löôïng töû , ñôn vò aûo i laø ñeå ñaûm baûo tính Hecmetic cuûa caùc 
toaùn töû . Ñònh nghóa naøy ñöôïc suy ra töø nhöõng laäp luaän cô sôû laø : 

- Caùc moùc Poisson löôïng töû thoûa maõn taát caû caùc ñoàng nhaát thöùc cuûa caùc moùc 
Poisson coå ñieån .  
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- Ta choïn caùc moùc Poisson löôïng töû sao cho giaù trò baèng soá cuûa chuùng truøng 
vôùi tröôøng hôïp coå ñieån ; ít nhaát laø khi chuùng chöùa caùc bieán chính taéc töông öùng nhau 
. (Caùc bieán ñoäng löïc töông öùng ) . 

Ví duï : Khi xeùt : q = x , p = px . 
Vôùi caùc moùc Poisson coå ñieån ta coù : 
  (x,x) = 0 ; (Px, Px) = 0 ; (Px,x) = 1 .  
Vôùi caùc moùc Poisson löôïng töû ta coù :  

    [ ] 0, =qxx      
 (9.8a) 

[ ] 0, =qxx PP
     (9.8b) 

[ ] [ ] 1, =−= xxx xPxPixP
h     (9.8c) 

Nhö vaäy caùc giaù trò cuûa moùc Poisson löôïng töû truøng vôùi giaù trò cuûa caùc moùc 
Poisson coå ñieån . 

Caùc moùc Poisson ñeå cho toå hôïp caùc toaùn töû – töùc laø tröôøng hôïp phöùc taïp hôn 
tröôøng hôïp xeùt ôû treân – coù theå nhaän ñöôïc moät caùch töông töï . Nhö vaäy töø ñaây ta 
thaáy raát nhieàu luaän ñieåm cô baûn cuûa Cô hoïc löôïng töû coù theå nhaän ñöôïc töø caùc luaän 
ñieåm cuûa cô hoïc coå ñieån baèng caùch söû duïng caùc moùc Poisson . 

Coù theå noùi theâm veà caùc heä thöùc (7.8) . Caùc heä thöùc naøy raát quan troïng cho Cô 
hoïc löôïng töû vaø coù theå coi chuùng nhö caùc ñieàu kieän löôïng töû hoùa thay cho caùc ñieàu 
kieän löôïng töû hoùa cuûa lyù thuyeát Bohr –Zommerfeld . Vôùi heä thöùc : 

ixPxP xx
h=−

 
ta ñeå yù raèng noù thoûa maõn nguyeân lyù töông öùng , cuï theå laø khi  thì beân 

phaûi baèng khoâng vaø khi ñoù chuùng ta nhaän ñöôïc ñieàu kieän giao hoaùn ñaëc tröng cho 
caùc ñaïi löôïng cuûa cô hoïc coå ñieån . 

0→h

III/ Ñaïo haøm theo thôøi gian cuûa caùc toaùn töû : 
Ñeå thieát laäp caùc phöông trình chuyeãn ñoäng löôïng töû thì böôùc ñaàu tieân ta phaûi 

tìm ñöôïc ñaïo haøm theo thôøi gian cuûa caùc ñaïi löôïng ñoäng löïc . Deã daøng thaáy raèng 
ñònh nghóa ñaïo haøm theo thôøi gian nhö laø giôùi haïn theo tyû soá cuûa söï bieán ñoåi cuûa 
chính bieán ñoäng löïc vôùi khoaûng thôøi gian töông öùng trong cô hoïc löôïng töû laø khoâng 
theå ñöôïc vì trong Cô hoïc löôïng töû caùc ñaïi löôïng ñoäng löïc noùi chung khoâng coù giaù trò 
xaùc ñònh maø chæ coù caùc giaù trò trung bình cuûa caùc ñaïi löôïng ñoäng löïc laø coù giaù trò xaùc 
ñònh .  

Ñònh nghóa ñaïo haøm theo thôøi gian cuûa bieán ñoäng löïc : Ñaïo haøm theo thôøi 
gian cuûa moät bieán ñoäng löïc F laø moät ñaïi löôïng maø giaù trò trung bình cuûa noù baèng 
ñaïo haøm theo thôøi gian cuûa giaù trò trung bình cuûa noù . 

Ñieàu naøy coù nghóa laø :  

FF && =      (9.9) 
(daáu . chæ ñaïo haøm theo thôøi gian , daáu – phía treân chæ giaù trò trung bình ) . 
Vôùi ñaïi löôïng F bieåu thöùc cho giaù trò trung bình cuûa noù ñöôïc cho bôûi : 
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∫= dVFF ψψ *
 

ñeå yù raèng : 
 

ψξ Hti =
∂
∂

h
 

*
*

ψψ Hti =
∂
∂− h

 

ta coù theå vieát ñöôïc bieåu thöùc cho ñaïo haøm cuûa F  laø F&  döôùi daïng : 

=∫ ∂
∂+

∂
∂+

∂
∂==

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
dVt

F
tFFtdt

FdF ψψψψψψ **
*&

 

    
∫ =

∂
∂+− ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
= dVt

FFHiHFi ψψ
hh

*

 

    
=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧= −= )(),(: FHHFiFH

h
raèngNhôù

 

    
FdVt

F
qFH &≡∫ ∂

∂+=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ ψψ ),(*

 
Maët khaùc :    

∫== dVdt
dF

dt
dFF ψψ *&

. 
Nhö vaäy töø söï so saùnh : 

FF && =  
ta coù : 

[ ] [ ]FHi
t
FFHt

F
dt
dF

q ,,
h

+
∂
∂=+

∂
∂=

   (9.10) 
 Daây chính laø bieåu thöùc ñaïo haøm theo thôøi gian cuûa toaùn töû F baát kyø . Töø 

(9.10) deå thaáy raèng neáu toaùn töû khoâng phuï thuoäc töôøng minh vaøo thôøi gian thì:  

[ ]qFHdt
dF ,=

     (9.11) 
Nhôù laïi raèng trong cô hoïc coå ñieån ñaïo haøm theo thôøi gian cuûa moät ñaïi löôïng 

cô hoïc coù theå bieåu dieãn qua caùc moùc Poisson coå ñieån hoaøn toaøn töông töï nhö caùc 
coâng thöùc (9.10) vaø (9.11) :  

),(,),( FHdt
dFFHt

F
dt
dF =+

∂
∂=

 
Nhö vaäy ôû ñaây ta ñaõ thieát laäp ñöôïc söï lieân heä giöõa caùc moùc Poisson löôïng töû 

vaø caùc moùc Poisson coå ñieån . Ñieàu naøy coù nghóa laø caáu truùc moùc Poisson chöùng toû 
moái quan heä maät thieát cuûa cô hoïc coå ñieån vaø cô hoïc löôïng töû.  

Moïi tröôøng hôïp ñaëc bieät caàn löu yù laø : Coù moät soá toaùn töû khoâng phuï thuoäc 
töôøng minh vaøo thôøi gian vaø giao hoaùn vôùi Hamiltonien do ñoù : (neáu kyù hieäu noù laø F 
) : 
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0=dt
dF

 
Nhöõng ñaïi löôïng ñoäng löïc töông öùng vôùi caùc toaùn töû naøy khi ñoù ñöôïc goïi laø 

caùc ñaïi löôïng baûo toaøn – hay caùc tích phaân chuyeãn ñoäng . Khi ñoù töø :  

0== FF &&
 

ta suy ra : F = const  
vaø coù nghóa laø giaù trò trung bình cuûa ñaïi löôïng naøy khoâng ñoåi theo thôøi gian . 
 

IV/ Caùc phöông trình chuyeån ñoäng löôïng töû . Ñònh lyù Ehrenfest . 
 
Baây giôø ta coù theå vieát caùc phöông trình chuyeån ñoäng löôïng töû ôû daïng maø trong 

ñoù caùc ñaïo haøm theo thôøi gian cuûa chính caùc bieán ñoäng löïc . Vì trong Cô hoïc löôïng 
töû caùc bieán ñoäng löïc ñöôïc ñoái öùng vôùi caùc toaùn töû xaùc ñònh do ñoù phöông trình caàn 
tìm trong daïng toång quaùt seõ ñöôïc vieát cho caùc toaùn töû naøy cuï theå laø p vaø q . Maët 
khaùc do caùc toaùn töû naøy khoâng phuï thuoäc töôøng minh vaøo thôøi gian neân ta coù : 

[ ]qqH
dt
dq ,=

     (9.12) 

[ ]qpH
dt
dp ,=

     (9.13) 
Chuùng coù daïng gioáng heät vôùi daïng cuûa cô hoïc coå ñieån . Ñeå tìm hieáu yù nghóa 

caùc phöông trình treân ta aùp duïng vaøo moät tröôøng hôïp cuï theå , ñoù laø daïng Hamilton 
coù daïng :  

( ) ( )zyxUPPPmH zyX ,,2
1 222 +++=

 
Nhôù raèng caùc toaùn töû toïa ñoä vaø xung löôïng coù daïng : 

xxq == ˆ   ,   xixipp X ∂
∂=

∂
∂−== h

h
 

Ta xeùt phöông trình (9.12) : 

[ ]qxHdt
dx ,=

 
Vì x vaø U giao hoaùn neân : 

[ ] ( )22
2, XXa xPxPm

ixH −=
h  

Nhöng ñeå yù raèng :  

X

XX

Pix

x
xxx

x

x
xx

x
xPxP

hh

h

h

22

2

2

2

2

2

2
2

2

2

2

2
222

−=
∂
∂−=

=
∂
∂−

∂
∂+

∂
∂−=

=
∂
∂−

∂
∂−=−

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

 

  ThS. Nguyeãn Duy Höng                                                        Khoa Vaät lyù 



Cô hoïc löôïng töû - 55 -

Vaäy neân ta coù : 

[ ] ( ) m
PPim

ixH X
Xq =−= h

h
22,

 
Nghóa laø ta coù : 

[ ] Xq PmxHdt
dx 1, ==

    (9.14) 
Nhö vaäy ta thaáy raèng : toaùn töû vaän toác lieân heä vôùi toaùn töû xung löôïng baèng heä 

thöùc gioáng heät nhö caùc heä thöùc trong cô hoïc coå ñieån .  
Ta xeùt ñeán phöông trình (9.13) :  

[ ]qX
X PHdt

dP ,=
. 

Nhöng do coù :  

[ ] x
UUPUiPH XXPqX ∂
∂−=−= ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛

h
,

 
Neân ta coù keát quaû laø :  

x
U

dt
dPX

∂
∂−=

     (9.15) 
Nhö vaäy ta nhaän ñöôïc phöông trình chueån ñoäng cuûa toaùn töû döôùi daïng gioáng 

nhö phöông trình Newton . Maët khaùc löu yù laø yù nghóa cuûa vieät ñoái öùng caùc toaùn töû 
vôùi caùc bieán ñoäng löïc laø ôû choå bieát caùc toaùn töû vaø haøm soùng chuùng ta coù theå tính caùc 
giaù trò trung bình cuûa caùc ñaïi löôïng cô hoïc töông öùng : 

 

XPmdt
xd 1=

          ,       
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂−= x
U

dt
Pd X

   (9.16) 
 
Caùc heä thöùc (9.16) ñöôïc goïi laø caùc phöông trình chuyeån ñoäng Ehrenfest.  
Bieåu dieãn PX qua x ta suy ra : 
 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂−= x
U

dt
xdm 2

2

     (9.17) 
 
Phöông trình naøy gioáng heät phöông trình Newton (ñònh luaät Newton thöù hai ) . 
Toùm laïi laø : Trong Cô hoïc löôïng töû caùc heä thöùc vaø caùc ñònh luaät phaùt bieåu cho 

caùc giaù trò trung bình gioáng heät vôùi daïng cuûa caùc phöông trình vaø ñònh luaät töông 
öùng trong cô hoïc coå ñieån . 

Do ñoù nhôø caùc phöông trình (9.16) vaø (9.17) ngöôøi ta giaûi thích ñöôïc söï lieân 
heä giöõa cô hoïc coå ñieån vaø Cô hoïc löôïng töû . 
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§10  SÖÏ LIEÂN HEÄ GIÖÕA CÔ HOÏC LÖÔÏNG TÖÛ VÔÙI CÔ HOÏC COÅ 
ÑIEÅN VAØ QUANG HOÏC  

 
 

I/ Söï chuyeån töø phöông trình Schrodinger hieän ñaïi veà phöông trình 
Hamilton – Jacobi coå ñieån : 
Trong phaàn cuoái cuûa baøi tröôùc ta ñaõ thieát laäp ñöôïc moái quan heä giöõa nhöõng 

phöông trình chuyeån ñoäng löôïng töû vaø phöông trình Newton . Vaø chính nhôø ñoù , ta 
ñaõ thieát laäp moái quan heä giöõa Cô hoïc löôïng töû vaø Cô hoïc coå ñieån . Ta coù theå tìm 
thaáy moái quan heä naøy baèng moät phöông phaùp khaùc cuï theå laø ta coù theå chöùng minh 
raèng phöông trình Hamilton – Jacobi coå ñieån laø tröôøng hôïp giôùi haïn cuûa phöông 
trình Schrodiger hieän ñaïi . 

Muoán chöùng minh ñieàu ñoù tröôùc heát ta haõy nhaéc laïi moät soá vaán ñeà cuûa phöông 
trình Hamilton – jacobi . Hôn nöõa ñeå cho baøi toaùn ñöôïc ñôn giaûn ta giôùi haïn chæ xeùt 
baøi toaùn chuyeån ñoäng cuûa haït coù khoái löôïng m trong tröông löïc theá U(x,y,z,t) . Ta 
vieát phöông trình Hamilton – Jacobi nhôø haøm taùc duïng S0(x,y,z,t) , haøm soá naøy coù 
caùc tính chaát laø : 

x
S

PX ∂
∂

−= 0

 ,   y
S

PY ∂
∂

−= 0

,    z
S

PZ ∂
∂

−= 0

 .   (10.1) 
 
Trong ñoù PX, Py, Pz laø caùc hình chieáu cuûa xung löôïng leân caùc truïc toïa ñoä . 

Phöông trình hamilton – Jacobi trong tröôøng hôïp naøy coù daïng : 
 

),,,()()()(2
1 2020200 tzyxUz

S
y
S

x
S

mt
S

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=
∂
∂

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

 (10.2) 
 
Vì haøm soá Hamilton H(PX, Py, Pz , x , y , z , t ) coù daïng : 
 

( ) ( ) ),,,(2
1,,,,,, 22 tzyxUPPPmtzyxPPPH ZYZYX +++= 2

X

 (10.3) 
 
Neân töø (10.1) vaø (10.2) ta suy ra raèng phöông trình Hamilton – Jacobi coù theå 

vieát daïng khaùc laø : 
 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

∂
∂

−
∂
∂

−
∂
∂

−=
∂
∂

tzyxz
S

y
S

x
S

Ht
S

,,,,,, 0000

  (10.4) 
 
Neáu haøm Hamilton khoâng phuï thuoäc töôøng minh vaøo thôøi gian thì noù baèng 

naêng löôïng E  cuûa haït . Khi ñoù töø (10.4) ta suy ra : 
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),,(: 00
0 zyxSEtSEt

S
−==

∂
∂

rasuy
  (10.5) 

 
Caùc ñaúng thöùc (10.1) chöùng toû raèng caùc quyõ ñaïo laø nhöõng ñöôøng tröïc giao vôùi 

caùc maët S0 = const . Neáu H khoâng phuï thuoäc töôøng minh vaøo thôøi gian thì daïng cuûa 
nhöõng haït naøy khoâng thay ñoåi theo thôøi gian . Caùc maët ñoù vaø caùc quyõ ñaïo khaû dó 
cuûa haït ñöôïc minh hoïa nhö hình veõ sau : 

 
 
 
 
                          b  
       a  
 
 
 
 
Giaû söû ta xeùt moät haït baát kyø taïi thôøi ñieåm t = 0 naèm taïi ñieåm a , sau ñoù haït seõ 

chuyeån ñoäng theo quyõ ñaïo giaû söû laø ab . Ta haõy töôûng töôïng moät ñaùm haït coù nhöõng 
toïa ñoä ban ñaàu x0, y0, z0  khaùc nhau giaû söû trong moät theå tích nguyeân toá ∆V ta coù 
soá haït laø : ∆N = ρ∆V , trong ñoù ρ laø maät ñoä haït . Ñeán thôøi ñieåm t taát caû nhöõng haït 
naøy rôi vaøo moät mieàn khaùc naøo ñoù cuûa khoâng gian nhöng taát nhieân soá haït seõ khoâng 
thay ñoåi . Do ñoù neáu theo doõi chuyeån ñoäng cuûa theå tích nguyeân toá ∆V chöùa nhöõng 
haït naøy thì soá haït trong theå tích ñoù cuõng seõ khoâng ñoåi . Kyù hieäu ñaïo haøm ñònh xöù laø 

Dt
D

 , ta coù : 

0=∆+∆=∆
Dt

VD
Dt
DVDt

ND ρρ
 

Nhöng ñeå raèng :  

( )VvdivDt
VDvtDt

D ∆=∆∇+∂
∂= ., rrρρρ

 
 
trong ñoù v  laø vaän toác chuyeån ñoäng cuûa haït . Nhö vaäy thay caùc keát quaû naøy 

vaøo bieåu thöùc treân ta coù keát quaû : 

r

( ) 0. =+
∂
∂ vdivt

rρρ
     (10.6) 

Maët khaùc töø (10.1) ta coù : 

Smm
pv ∇−== 1

     (10.7) 
Do ñoù ta coù theå vieát (10.6) döôùi daïng : 
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( ) 01
0 =∇−

∂
∂ Sdivmt ρρ

 
hay  

( )0
2

0
1 SSmt ∇+∇∇=

∂
∂ ρρ

ρ
   (10.8) 

Ñieàu naøy coù nghóa laø ñaùm haït chuyeån ñoäng nhö moät khoái chaát loûng , theå tích 
maø ta xeùt khoâng bò tan raõ maø chæ bò bieán daïng thoâi . 

Ta coù theå giaûi thích phöông trình (10.8) moät caùch khaùc . Neáu ta chia soá haït ∆N 

trong theå tích ∆V cho toång soá haït N thì ta coù theå coi 
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∆

N
N

nhö laø xaùc xuaát ñeå tìm 
thaáy haït trong theå tích ∆V coøn maät ñoä ρ coù theå coi nhö maät ñoä xaùc xuaát . 

Baây giôø ta haõy xeùt phöông trình Schrodinger trong Cô hoïc löôïng töû , cuï theå 
hôn ta chöùng minh raèng phöông trình naøy coù theå quay veà phöông trình Hamilton – 
Jacobi khi tính gaàn ñuùng . 

Muoán theá ta vieát haøm soùng vôùi daïng : 
S

e
i
h

−
=ψ         (10.9) 

trong ñoù S laø moät haøm soá naøo ñoù chöa xaùc ñònh . Töø (7.9) ta coù : 
 

ψψ
x
Si

x ∂
∂−=

∂
∂

h , 
 

ψψψ
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2 1
x
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x
S

x ∂
∂−

∂
∂−=

∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
hh  

Thay hai keát quaû naøy vaøo phöông trình schrodinger : 
 

),,,(2
2

tzyxUmHHti +∆−==
∂
∂ h

h Vôùiψψ
 

 
ta coù phöông trình cho haøm soá S :  
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S
y
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x
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1 222
h

 (10.10) 
 
Ta phaân tích S theo nhöõng luõy thöøa cuûa  : hi

( ) ( ) ...2
2

10 +++= SiSiSS hh    (10.11) 
Thay (10.11) vaøo (10.10) vaø so saùnh caùc luõy thöøa cuøng baäc cuûa  ta coù caùc 

phöông trình :  
h
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( )01022

1 SSSm ∆+∇∇=
   

 (10.12b) 
Phöông trình ñaàu cuûa (10.12a) truøng vôùi phöông trình Hamilton – Jacobi , coøn 

phöông trình thöù hai (10.12b) baèng moät vaøi pheùp bieán ñoåi khoâng phöùc taïp coù theå 
ñöa veà phöông trình lieân tuïc .  

Löu yù laø trong caùc bieán ñoåi treân ta ñaõ boû qua löôïng 
Sm

i 2
2 ∇h

 . Ta coù theå laøm 
nhö theá neáu : 

 

( ) Sm
iSm

22
0 22

1 ∇>>∇ h

    (10.13) 
hay söû duïng (10.1) thì (10.13) trôû thaønh :  
 

pdivmm
p rh

22
2
>>

     (10.14) 
 
Heä thöùc naøy coù nghóa laø ñoäng naêng phaûi lôùn coøn bieán ñoåi cuûa xung löôïng phaûi 

nhoû . Trong tröôøng hôïp moät chiieàu ta coù :  
 

dx
dpp h>>2

      (10.14’) 
Nhöng neáu ñöa vaøo böôùc soùng De Broglie : 
 

p
hπλ 2=

 
ta thu ñöôïc :    

πλ 2<<dx
d

      (10.15) 
 
Keát quaû quan troïng naøy coù nghóa laø : böôùc soùng phaûi laø moät haøm soá thay ñoåi 

chaäm theo toïa ñoä . 
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II/ Cô hoïc löôïng töû vaø quang hoïc :  
Veà maët lòch söû , söï song song giöõa quang hình hoïc vaø cô hoïc do Hamilton xaây 

döïng neân laø moät trong nhöõng nguoàn goác cuûa Cô hoïc löôïng töû De Broglie laø ngöôøi 
ñaàu tieân ñaõ ñöa nhöõng ñieàu töông töï bò boû queân naøy vaøo vaät lyù hoïc hieän ñaïi vaø nhôø 
nhöõng ñieàu töông töï naøy maø Cô hoïc löôïng töû hay chính xaùc hôn laø cô hoïc soùng ñaõ 
tieán ñöôïc nhöõng böôùc tieán ñaàu tieân . Ngöôøi ta thöôøng noùi raèng Schrodinger ñaõ xaây 
döïng moät moân cô hoïc löôïng töû töông töï vôùi quang hoïc soùng  . 

Nhöng ta caàn löu yù raèng ñaây chæ laø söï töông töï , phöông trình cuûa Schrodinger 
khoâng heà truøng vôùi phöông trình naøo trong soá nhöõng phöông trình truyeàn soùng maø 
töø tröôùc tôùi nay ta ñaõ bieát . Nhöõng phöông trình truyeàn soùng luoân laø nhöõng phöông 
trình ñaïo haøm rieâng caáp hai theo thôøi gian trong khi ñoù thì phöông trình 
Schrodinger laïi laø phöông trình caáp moät theo thôøi gian vaø ngoaøi ra coøn nhieàu söï 
khaùc nhau nöõa giöõa hai phöông trình ñoù . 

Tuy nhieân , so saùnh phöông trình Schrodinger vôùi caùc phöông trình soùng vaãn 
laø vieäc ñaùng löu yù . Giaû söû raèng ta xeùt moät moâi tröôøng ñoàng nhaát naøo ñoù , trong ñoù 
vaän toác truyeàn cuûa moät soùng – coù ñoä dòch chuyeån f naøo ñoù – laø v . Phöông trình 
truyeàn cuûa ñoä dòch chuyeãn f seõ laø : 

01
2

2

2 =
∂
∂−∆

t
f

v
f

      (10.16) 
Ñoái vôùi nhöõng soùng coù taàn soá goùc laø ω , ta ñaët : 

tieUf ω−=       (10.17) 
Khi ñoù töø (10.16) ta coù :  

2

2
22 ,0

v
kUkU ω==+∆

   (10.18) 

( λ
π2=k

 laø soá soùng , coøn λ laø böôùc soùng  ).Ta ñöa vaøo löôïng ñöôïc goïi laø chieát 
suaát : 

( )
00

,, λ
λ== k

kzyxn
    (10.19) 

trong ñoù λ0 laø böôùc soùng trong chaân khoâng  . Khi ñoù phöông trình (10.18) döôùi 
daïng môùi : 

022
0 =+∆ UnkU      (10.20) 

Phöông trình (10.20) laø phöông trình soùng , nghòa laø caùc phöông trình daïng 
naøy ñeàu moâ taû quaù trình truyeàn soùng vaø ngöôïc laïi moïi soùng ñöôïc moâ taû baèng 
phöông trình coù daïng nhö theá . 

Baây giôø ta xeùt phöông trình schrodinger : 

ψψψ ),,(2
2

zyxUmti +∆−=
∂
∂ h

h
  (10.21) 

Neáu ta ñaët : 
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tEi
eu h
−

=ψ       (10.22) 
thì phöông trình (10.21) seõ coù daïng :  
 

( ) 02
2 =−+∆ uUEmu
h     (10.23) 

 
Baây giôø ta giaû söû U = C = Const trong mieàn naøo ñoù , vaø kyù hieäu soá soùng khi ñoù 

laø k0 . Ta seõ coù  :  

( )CEmk −= 2
2
0

2
h  

kyù hieäu chieát suaát cuûa caùc soùng ñoái vôùi mieàn naøy laø :  

2
0

2
2

k
k

CE
UEn =

−
−=

     (10.24) 
khi ñoù phöông trình (10.23) coù daïng : 

022
0 =+∆ unkU      (10.25) 

Phöông trình naøy hoaøn toaøn truøng vôùi phöông trình (10.20) . 
 
  

§11  CAÙC CAÙCH PHAÙT BIEÅU CÔ HOÏC LÖÔÏNG TÖÛ 
 

I/ Cô hoïc löôïng töû cuûa Schrodinger: 
Cô hoïc löôïng töû ñöôïc manh nha töø thôøi kyø 1923 - 1924. Naêm 1926 

Schrodinger ñaõ phaùt trieån vaø toång quaùt hoùa khaùi nieäm soùng vaät chaát cuûa De Broglie 
vaø ñaõ tìm ñöôïc phöông trình truyeàn soùng cho haït töï do: 

ψψ ∆−=
∂
∂

mti 2
2h

h
     (11.1) 

vaø cho haït trong tröôøng theá: 

( ) ( )trrU
mti ,

2

2 rh
h ψψ

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
+∆−=

∂
∂

   (11.2) 
Cô hoïc löôïng töû cuûa Schrodinger ñöôïc goïi laø cô hoïc soùng-Nghieäm cuûa phöông 

trình soùng moâ taû moät soùng neân ñöôïc goïi laø haøm soùng. 
Cô hoïc löôïng töû cuûa Schrodinger tuy cô sôû xaây döïng khoâng chaët cheõ nhöng öu 

ñieåm noåi baät cuûa noù laø tröïc quan vaø coâng cuï toaùn hoïc ñôn giaûn. Vì vaäy cho tôùi nay 
trong caùc giaùo trình cô hoïc löôïng töû cô hoïc soùng vaãn chieám vò trí chuû yeáu. 
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II/ Cô hoïc ma traän Heisenberg: 
Ngöôïc vôùi cô hoïc soùng, khi xaây döïng cô hoïc cuûa mình Heisenberg chæ söû duïng 

caùc ñaïi löôïng ño ñöôïc töø thöïc nghieäm. Caàn löu yù laø vaøo thôøi kyø ñoù caùc ñaïi löôïng 
quan saùt ñöôïc ñaëc tröng cho chuyeån ñoäng beân trong cuûa nguyeân töû chæ laø taàn soá vaø 
cöôøng ñoä böùc xaï maø nguyeân töû phaùt ra. Khi phaân tích caùc ñaïi löôïng ñoù Heisenberg 
nhaän thaáy chuùng coù tính giaùn ñoaïn. Ví duï taàn soá böùc xaï cuûa nguyeân töû ñöôïc xaùc 
ñònh phuï thuoäc hai chæ soá:ν12 , ν21 , ν22 … νmn . Nhö vaäy taàn soá khoâng phaûi xeáp 
thaønh haøng maø thaønh caùc baûng maø sau naøy ta goïi laø caùc ma traän. 

Theo Heisenberg taát caû caùc ñaïi löôïng ñaëc tröng cho chuyeån ñoäng beân trong 
nguyeân töû ñeàu coù theå bieåu dieãn döôùi daïng nhöõng ma traän nhö ma traän toïa ñoä, ma 
traän xung löôïng.v.v.  

Döïa treân lyù thuyeát cuûa mình Heisenberg ñaõ tìm laïi ñöôïc caùc keát quaû nhö 
phöông trình Schrodinger tìm ra vaø ñaõ tìm ñöôïc heä thöùc baát ñònh. 

Cô hoïc ma traän coù söï chính xaùc cao veà maët toaùn hoïc nhöng tính tröøu töôïng 
quaù möùc cuûa noù laø khoù khaên khoâng nhoû cho ngöôøi hoïc. Chính vì vaäy noù ít ñöôïc trình 
baày trong caùc giaùo trình. 

 

III/ Cô hoïc löôïng töû cuûa P.Dirac : 
Cô hoïc löôïng töû cuûa P.Dirac laø söï thoáng nhaát caû hai hình thöùc treân thaønh moät 

heä thoáng duy nhaát, maø noäi dung toaùn hoïc laø baøi toaùn trò rieâng cuûa caùc toaùn töû 
Hecmitic trong khoâng gian Hilbert.  

Khoâng gian Hilbert laø khoâng gian tuyeán tính phöùc voâ haïn chieàu. 
Dirac ñöa vaøo moät soá kyù hieäu môùi: 

Ket-vector : ψ  = vector coät,   
+= ψψ  

Bra vector : ψ  = vector haøng,  
+= ψψ  

Tích voâ höôùng hai vector : 
( ) ψϕψϕψϕ == +,  
Chuaån vector :       

ψψψ =
 

Heä cô sôû tröïc chuaån cuûa L vaø L+ (khoâng gian lieân hôïp cuûa L ) laø : 
 

+∈

∈

Ln
Ln

,...2,1
,...2,1

 
 
Khai trieån vector theo cô sôû: 

ψψψψ jj j
n

j
j =∑=

=
;

1  
hay: 
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ψψ jj
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Ma traän ñôn vò : (öùng vôùi toaùn töû ñôn vò): 

∑=
=

n

j
jjI

1       (11.4) 
Heä thöùc naøy laø ñieàu kieän ñuû cuûa cô sôû tröïc chuaån. 
Söû duïng ñieàu kieän ñuû ta coù theå vieát: 
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Caùc phaàn töû ma traän cuûa toaùn töû F̂  trong kyù hieäu Dirac: 

   
'ˆ ψψ =F

      (11.5) 

Nhaân hai veá vôùi j vaø söû duïng ñieàu kieän ñuû ta coù: 

=== ψψψ IFjFjj ˆˆ'
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Vaäy:    
k

n

k
j kFjj ψψψ ∑==

= 1

ˆ''

 
 
Nghóa laø:    
          

 (11.6) 
kFjaik

ˆ= . 

 
Vôùi caùc kyù hieäu môùi, cô hoïc löôïng töû cuûa Dirac ñöôïc phaùt bieåu döôùi daïng tieân 

ñeà. Heä tieân ñeà nhö sau: 

Tieân ñeà 1: Caùc traïng thaùi cuûa cô hoïc löôïng töû ñöôïc moâ taû baèng caùc vector ψ   
cuûa khoâng gian Hilbert tröøu töôïng. 

Tieân ñeà 2: Trong cô hoïc löôïng töû caùc bieán ñoäng löïc ñöôïc ñoái öùng vôùi caùc toaùn 

töû Hecmitic F̂  taùc duïng trong khoâng gian Hilbert caùc vector traïng thaùi. 
Nhö vaäy trong heä cô sôû xaùc ñònh toaùn töû ñoái öùng vôùi ma traän:  
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jk
jk

fkFjF ==⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ˆˆ

 . 
Tieân ñeà 3: Caùc keát quaû khaû dó duy nhaát cuûa vieäc ño ñaïi löôïng ñoäng löïc naøo ñoù 

ôû traïng thaùi cho tröôùc laø caùc giaù trò rieâng cuûa toaùn töû ñoái öùng F̂ . 
Nhö vaäy muoán bieát caùc giaù trò naøo laø khaû dó nhaän ñöôïc khi ño ñaïi löôïng vaät lyù 

naøo ñoù thì ta phaûi giaûi baøi toaùn trò rieâng 
fffF =ˆ

. 

Tieân ñeà 4: Xaùc xuaát nhaän giaù trò f khi ño bieán ñoäng löïc F̂  ôû traïng thaùi ψ  
ñöôïc cho baèng coâng thöùc: 

   
( ) 22

fffW ψψψ ==
   (11.7) 

Tieân ñeà 5: Caùc toïa ñoä Xj vaø xung löôïng Pj (j laø kyù hieäu baäc töï do) cuûa cô heä 
löôïng töû töông öùng vôùi caùc toaùn töû Xj vaø Pj thoûa maõn heä thöùc giao hoaùn:  

   jKjKKj iXPPX δh=−
    (11.8) 

Tieân ñeà 6 (Tieân ñeà ñoäng löïc hoïc) : Ñoái vôùi baát kyø heä vaät lyù naøo söï bieán ñoåi giaù 

trò trung bình cuûa bieán ñoäng löïc F̂  ôû traïng thaùi ψ  ñöôïc xaùc ñònh baèng phöông 
trình : 

[ ]PHFt
F

dt

Fd
+

∂
∂=

ψ

ψ ˆ
ˆ

    (11.9) 
trong ñoù:     

[ ] ( )FHHFiFH P −=
h

,
 . 

 

IV/ Cô hoïc löôïng töû cuûa R. Feynman : 
Moät caùch trình baøy khaùc raát hieän ñaïi Cô hoïc löôïng töû laø caùch trình baøy cô hoïc 

löôïng töû baèng hình thöùc tích phaân quyõ ñaïo cuûa R.Meynman hay coøn goïi laø tích phaân 
loä trình .(Thuaät ngöõ tích phaân loä trình ñöôïc duøng ñeå traùnh ñöôïc töø quyõ ñaïo coù theå 
gaây hieåu laàm veà quyõ ñaïo cuûa vi haït maø nguyeân lyù baát ñònh Heisenberg ñaõ loaïi boû ) 
Noäi dung cuûa caùch trình baøy naøy naøy cuûa Feynman coù theå xaây döïng töø laäp luaän khaù 
ñôn giaûn nhö sau :  

Ta xeùt heä chuyeån ñoäng moät chieàu vôùi chuyeån ñoäng moät chieàu vôùi phöông 
trình chuyeån ñoäng x(t) . Giaû söû heä chuyeån ñoäng töø a ñeán b , vaø giaû söû :  

x(ta) ≡ xa.  
x(tb) ≡ xb. 
Vaán ñeà ñaët ra laø tìm xaùc xuaát chuyeån töø a ñeán b cuûa haït P(a → b ) : 

( ) ( ) 2,baKbaP =→  
trong ñoù K(a,b) laø bieân ñoä xaùc xuaát . 
Trong Cô hoïc coå ñieån chæ coù moät quyõ ñaïo cuûa heä laø quyõ ñaïo thoõa maõn nguyeân 

lyù taùc duïng toái thieåu . (caàn löu yù laø a,b toång quaùt laø traïng thaùi vaø “quyõ ñaïo “ cuõng 
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phaûi hieåu theo nghóa toång quaùt ) . Trong Cô hoïc löôïng töû haït coù theå ñi theo voâ soá 
ñöôøng khaùc nhau ñeå thöïc hieän pheùp dôøi chuyeån töø a ñeán b . 

           t  
           b  
 
          x       x(t) 
 
    a 
         x 
Ta coù theå hình dung laïi thí nghieäm baén ñieän töû qua maøn chaén vôùi vieäc cho caùc 

vò trí khaùc nhau cuûa loã treân maøn . Thöïc teá chöùng toû raèng duø cho loã ôû baát kyø vò trí naøo 
ta vaãn thu ñöôïc ñieän töû ôû phía beân kia cuûa maøn chaén . Ñoù laø moät ñaëc tröng löôïng töû 
cuûa haït vi moâ . 

Nhö vaäy bieân ñoä xaùc xuaát toaøn phaàn coù theå vieát :  
 
( ) [ ]∑=

→ batöøñaïoquyõmoïi
)(, txbaK ϕ

 
 
trong ñoù : ϕ[x(t)] laø phieám haøm . Feynman thöøa nhaän daïng ϕ[x(t)] nhö laø moät 

tieân ñeà : 

( )[ ]
[ ]abi S

etx
,

h=ϕ  
 
vôùi : 

    
[ ] ( )∫=

bt

at
dttxxLabS ,,, &

 
laø haøm taùc duïng coå ñieån .(Neáu xx=  thì dS = 0) 
Töø vieäc thöøa nhaän tieân ñeà naøy ta coù theå tìm laïi nhieàu keát quaû cuûa Cô hoïc 

löôïng coù ñöôïc baèng caùc caùch trình baøy tröôùc ñaây . 
Maëc duø coù nhöôïc ñieåm khoâng nhoû laø vieäc tính toaùn khaù phöùc taïp (ñaëc bieät laø 

gaëp phaûi caùc tích phaân Gauss ) nhöng trong giai ñoaïn nhöõng naêm cuoái theá kyû 20 
phöông phaùp tích phaân quyõ ñaïo cuûa Feynman phaùt trieån raát maïnh vaø thaäm chí trôû 
thaønh coâng cuï chuû yeáu cuûa Vaät lyù lyù thuyeát hieän ñaïi . Vaø ñaït nhieàu keát quaû röïc rôõ 
trong vieäc nguyeân cöùu lyù thuyeát caùc tröôøng löôïng töû . 

 
 

§12  CAÙC CAÙCH MOÂ TAÛ SÖÏ PHUÏ THUOÄC THÔØI GIAN CUÛA HEÄ 
VI MOÂ 
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1/ Böùc tranh Schrodinger :  
Caùch moâ taû naøy xem traïng thaùi cuûa vi heä phuï thuoäc thôøi gian vôùi quy luaät bieán 

ñoåi ñöôïc xaùc ñònh baèng phöông trình Schrodinger. 

   
ψψ Hti =

∂
∂

h
. 

Caùch moâ taû naøy thöôøng ñöôïc goïi laø böùc tranh Schrodinger. 
Neáu toaùn töû H khoâng phuï thuoäc töôøng minh vaøo thôøi gian ta coù theå thay 

phöông trình Schrodinger baèng phöông trình: 

   ( ) ( ) ( )00, tttUt ψψ =  .    (12.1) 

trong ñoù:    
( ) ( )⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡ −−= 00 exp, ttHittU
h   

 (12.2) 
Thaät vaäy töø (7.1) laáy ñaïo haøm hai veá theo thôøi gian ta coù: 
 

( ) ( ) ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −−−==

∂
∂

000
0 exp
),(

tttHiHit
dt

ttdU

t
t ψψψ

hh  
 

  
( ) ( 00, tttHUi ψ

h
−= )

 
 

Maø töø (12.1) ta coù : 
( ) ( )

( )0
0, t

tttU ψ
ψ=

  Neân thay vaøo ta coù: 

   

( ) ψψ Hi
t
t

h
−=

∂
∂

  hay : 
ψψ Hti =

∂
∂

h
. 

Nghóa laø ta laïi quay veà phöông trình Schrodinger. 
Vôùi toaùn töû U(t,t0) ta coù theå chöùng toû noù laø toaùn töû Unita. 
Thaät vaäy do H laø Hermitic neân ta coù: 

   
( ) ( ) ( 000 ,exp, ttUttHittU −+ =−= ⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
h

)
 

nhö vaäy ta coù: 

   ( ) ( ) ( ) ( ) IttUttUttUttU == ++
0000 ,,,, . 

nghóa laø toaùn töû U(t,t0) laø toaùn töû Unita. Ñieàu naøy laø caàn thieát do yeâu caàu baûo 
toaøn chuaån trong pheùp bieán ñoåi(12.1). 

Vôùi toaùn töû U(t,t0), noù thoûa maõn phöông trình: 

   
HUt

Ui =
∂
∂

h
. 

Trong böùc tranh Schrodinger, caùc toaùn töû ñoäng löïc khoâng phuï thuoäc töôøng 
minh vaøo thôøi gian laø caùc ñaïi löôïng coá ñònh, heä haøm rieâng cuûa caùc toaùn töû naøy cuõng 
laø caùc heä haøm coá ñònh trong khoâng gian Hilbert. 
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2/ Böùc tranh Heisenberg: 
Moät caùch khaùc moâ taû söï phuï thuoäc thôøi gian cuûa vi heä-ñöôïc goïi laø böùc tranh 

Heisenberg- laø xem traïng thaùi coù daïng: 
  

  ( ) ( )tttU SH ψψ 0,+≡ .    (12.3) 
 
(chöõ H vaø S ôû caùc haøm soùng vaø toaùn töû chæ raèng haøm soùng vaø toaùn töû ñöôïc cho 

trong böùc tranh Heisenberg hay Schrodinger ). 
Töø (12.3) do tính Unita cuûa U vaø do (12.1) ta coù : 
vôùi haøm soùng  

    
( ) ( ) ( ) ( )

0000 ,, ttttUttU SSH ψψψ == +
 

vaø vôùi caùc toaùn töû : 

    
( ) ( )00 ,, ttULttULL SHS

+≡→
  

 (12.4) 
(Ma traän cuûa Ls ñoàng daïng vôùi ma traän LH ). 
Nhö vaäy trong böùc tranh Heisenberg, caùc traïng thaùi laø caùc vector coá ñònh 

trong khoâng gian Hilbert coøn caùc toaùn töû ñoäng löïc seõ laø caùc löôïng bieán ñoåi theo thôøi 
gian. 

3/ Böùc tranh töông taùc : 
 Caùch thöù ba-ñöôïc goïi laø böùc tranh töông taùc-laø caùch trung gian giöõa hai böùc 

tranh treân maø trong ñoù caû vector traïng thaùi laãn caùc toaùn töû ñoäng löïc ñeàu phuï thuoäc 
thôøi gian. Böùc tranh töông taùc thöôøng gaén lieàn vôùi phöông phaùp nhieãu loaïn trong ñoù 
coù söï phaân chia Hamiltonien : 

   H = H0 + H1 
trong ñoù: H laø Hamiltonien toaøn phaàn, H0 laø Hamiltonien khoâng töông taùc, H1 

laø Hamiltonien nhieãu loaïn. 

4/ So saùnh hai böùc tranh cô baûn: (böùc tranh Schrodinger vaø böùc 
tranh Heisenberg ) . 
a/ Hai böùc tranh treân laø töông ñöông nhau do vieåc chuyeån töø böùc tranh naøy 

sang böùc tranh kia ñöôïc thöïc hieän nhôø pheùp bieán ñoåi Unita, do ñoù pheùp bieán ñoåi 
naøy hoaøn toaøn khoâng thay ñoåi caùc trò rieâng cuûa caùc toaùn töû ñoäng löïc. Do ñoù, caùc giaù 
trò trung bình cuûa caùc ñaïi löôïng ñoäng löïc laø baát bieán. 

b/ Veà phöông dieän tính toaùn böùc tranh Schrodinger thuaän tieän hôn do trong 
tröôøng hôïp naøy ta chæ caàn xaùc ñònh moät vector laø vector traïng thaùi-moät ma traän coät-
neáu duøng moät cô sôû xaùc ñònh cuûa khoâng gian Hilbert caùc traïng thaùi. Coøn trong böùc 
tranh Heisenberg ta phaûi tính toaùn treân nhöõng ma traän bieåu dieãn cuûa caùc toaùn töû 
ñoäng löïc ñeå tìm caùc quy luaät bieán ñoåi cuûa chuùng theo thôøi gian. Caùc tính toaùn naøy laø 
khaù phöùc taïp. 

Tuy nhieân böùc tranh Heisenberg cho ta thaáy veà maët hình thöùc coù moät söï töông 
ñoàng giöõa cô hoïc löôïng töû vaø cô hoïc kinh ñieån. (cuï theå laø cô hoïc kinh ñieån trong heä 
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hình thöùc Hamilton). Noùi roõ hôn laø caáu truùc toaùn hoïc cuûa chuùng ñeàu laø caáu truùc ñaïi 
soá Lie, do caùc giao hoaùn töû vaø caùc moùc Poisson ñeàu laø caùc phaàn töû cuûa ñaïi soá Lie.  

 

§13  CAÙC BIEÅU DIEÃN TRONG CÔ HOÏC LÖÔÏNG TÖÛ 
 
Trong cô hoïc löôïng töû traïng thaùi cuûa vi haït ñöôïc moâ taû baèng vector traïng thaùi 

– laø vector trong khoâng gian Hilbert. Nhöng ta bieát raèng trong khoâng gian Hilbert 
caùc traïng thaùi naøy chuùng ta coù theå duøng caùc cô sôû khaùc nhau ñeå xeùt baøi toaùn. Thoâng 
thöôøng ngöôøi ta choïn caùc cô sôû naøy laø caùc haøm rieâng tröïc chuaån cuûa caùc toaùn töû 
ñoäng löïc. (caùc toaùn töû Hecmitie). 

Neáu ta xem haøm soùng laø haøm ( )tr ,rψψ =  thì caùc toaùn töû ñoäng löïc coù daïng: 
[ ]∇−≡∇−≡≡ ×riLiPrr r
hh ;ˆ;ˆˆ  . 

caùch moâ taû naøy ñöôïc goïi laø bieåu dieãn toïa ñoä(cuûa haøm soùng vaø caùc toaùn töû 
ñoäng löïc). 

Neáu heä cô sôû tröïc chuaån laø heä ( )ϕθ ,mYl  - caùc haøm rieâng cuûa  toaùn töû momen 
xung löôïng- thì caùch moâ taû naøy cuûa haøm soùng vaø caùc toaùn töû ñoäng löïc ñöôïc goïi laø 
bieåu dieãn momen xung löôïng. 

Töông töï nhö theá neáu duøng cô sôû laø heä tröïc chuaån cuûa toaùn töû xung löôïng hay 
cuûa toaùn töû naêng löôïng ta seõ coù bieåu dieãn xung löôïng hay bieåu dieãn naêng löôïng 
töông öùng. 

Taát nhieân, do caùc cô sôû laø bình ñaúng, neân taát caû caùc bieåu dieãn ñeàu töông 
ñöông nhau. Vì vaäy vieäc choïn bieåu dieãn naøy hay bieåu dieãn khaùc chæ xuaát phaùt töø baøi 
toaùn cuï theå cho thuaän tieän vieäc tính toaùn. 

Hôn nöõa veà maët toaùn hoïc khi chuyeån cô sôû tröïc chuaån sang moät cô sôû tröïc 
chuaån khaùc baèng moät pheùp bieán ñoåi Unita naøo ñoù thì ma traän caùc toaùn töû seõ bieán 
thaønh ma traän ñoàng daïng, caùc pheùp bieán ñoåi khi ñoù ñöôïc goïi laø caùc pheùp bieán ñoåi 
chính taéc. Maët khaùc ta cuõng bieát raèng neáu cô sôû laø moät heä haøm rieâng tieâu chuaån cuûa 

toaùn töû F̂  naøo ñoù thì ma traän bieåu dieãn cuûa F̂  trong cô sôû ñoù seõ coù daïng cheùo. 

I/ Cô hoïc löôïng töû trong F̂ -bieåu dieãn : 

Ta choïn moät bieán ñoäng löïc xaùc ñònh naøo ñoù vaø xeùt toaùn töû F̂  Hermitic töông 

öng vôùi noù. Baøi toaùn trò rieâng töông öùng cho F̂ laø: 
fffF =ˆ

     (13.1) 

Ta choïn heä cô sôû tröïc chuaån laø caùc vector rieâng cuûa toaùn töû thoûa maõn ñieàu 
kieän (tröïc chuaån vaø ñuû): 

F̂
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Iff

ff

f

ff

=∑

=
'''

''' δ

 

(13.2)

(13.3)

1/ Traïng Thaùi ψ  trong F̂ - Bieåu dieãn : 

Vector baát kyø ψ  khi trieån theo heä cô sôû 
f

 nhö sau: 

             

∑=
f

f
fψψ

    
 (13.4) 

trong ñoù:     
ψψ ff =      (13.5)  

laø moät taäp hôïp caùc soá (do
ψf

laø moät tích voâ höôùng). Xaùc ñònh ñôn vò 

vector ψ  vaø ñöôïc goïi laø haøm soùng cuûa traïng thaùi ψ  trong  bieåu dieãn. F̂

2/ Toaùn Töû  trongQ̂ F̂ -Bieåu dieãn: 

Ta xeùt toaùn töû Q  naøo ñoù chuyeån vector
ˆ ψ  thaønh vector ϕ . Nghóa laø : 

ϕψ =Q̂       (13.6) 

Khi ñoù ta nhaân traùi hai veá vôùi 
'f

 seõ ñöôïc: 

∑==
f

fQfQff ψψψϕ '''

 
hay :     

∑=
f ffff

Q ψϕ ''
 

Nghóa laø toaùn töû  trongQ̂ F̂ - bieåu dieãn ñöôïc ñoái öùng vôùi ma traän  : ff
Q '

    
><= fQfQ

ff
ˆ'

' .   
 (13.7) 

3/ Baøi toaùn trò rieâng cuûa toaùn töûQ  trong
ˆ F̂ -bieåu dieãn: 

Xeùt baøi toaùn: 
qqqQ =       (13.8) 

Nhaân traùi vôùi 
f

 ta coù: 
qfqqQf =

 
Nhöng ñeå yù raèng, vôùi veá traùi ta coù: 
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∑=∑=
' ''

'

''

f ffff

qQqffQfqQf

 
vôùi veá phaûi: 

∑=∑=∑=
' ''' ''

'''

f ffff fff

qqqfqqfffqqfq δδ

 
Vaäy ta coù:    

0
'

''
'

'' =∑−∑
f

fff
f

fff
qqqQ δ

 
hay:      

0=∑ −
' ''' )(

f fffff
qqQ δ

    (13.9) 

Vaäy ta nhaän ñöôïc heä voâ taän caùc phöông trình ñeå xaùc ñònh phoå cuûa toaùn töû Q .  
ˆ

4/  Chuyeån töø F̂ -bieåu dieãn sang G-bieåu dieãn: 

Giaû söû ta coù hai bieåu dieãn: F̂ -bieåu dieãn vaø G-bieåu dieãn 
Nghóa laø ta coù: 

a/ Trong F̂ -bieåu dieãn :
fffF =ˆ

 
∑=
f f fψψ

    vôùi   
ψψ ff =  

Vôùi toaùn töû Q  naøo ñoù :   
ˆ

'''
' fQfQ

ff
=

 

Trong  -bieåu dieãn: Ĝ

 gggG =ˆ
 

∑=
g

g gψψ
   vôùi   

ψψ gg =   

Vôùi toaùn töûQ :  
ˆ

>=< '''
'''

ˆ gQgQ
gg  

b/ vaán ñeà laø bieåu dieãn gψ
vaø  qua heä haøm rieâng cuûa toaùn töû '''gg

Q
F̂ . 

Ta coù:    

∑=∑==
f

ff
f

g gffgg ψψψψ *

  (13.10) 
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∑=∑=

=∑==

'','
'''

''
''

'*
''','

''
'''''

'*
'

'','
''''''''''''

'''
ˆˆ

ff ffffff ffff

ffgg

QgggQg

gffQffggQgQ

 (13.11) 

Nhö vaäy ñeå thöïc hieän ñöôïc pheùp chuyeån töø F̂ sang G -bieåu dieãn phaûi bieát 
ñöôïc haøm soùng 

ˆ

*fggfg f ==
 

trong F̂ -bieåu dieãn töùc laø haøm soùng moâ taû traïng thaùi töông öùng vôùi vector 

rieâng cuûa toaùn töû  . Ĝ

II/ Vaøi bieåu dieãn cuï theå: 
1/ Bieåu dieãn toïa ñoä: 
-Vò trí (hay toïa ñoä) cuûa haït ñöôïc cho laø caùc trò rieâng x cuûa baøi 

toaùn: xxxX =  
- Ñieàu kieän: 

( )
Idxxx

xxxx
=∫

−= ;'''''' δ

 
- Haøm traïng thaùi:     

∑=
x

xxψψ
 

Vôùi :  
ψψ xx =  laø haøm soùng.    (13.12) 

-Toaùn töû Q  baát kyø töông öùng vôùi ma traän: 
ˆ

'''
''' xQxQ xx =

     (13.13) 

-Toaùn töû X̂  coù ma traän daïng cheùo: 
 

( ) ( )'''''''''''' ˆ
''' xxxxxxxXxX xx −=−== δδ

  (13.14) 
 
-Toaùn töû xung löôïng töông öùng vôùi ma traän: 
 

( )''''''' ˆ
''' xxixPxP xx −−== δh

  (13.15) 
vaø noù ñöa ñeán quy luaät taùc döng leân haøm soùng laø pheùp laáy ñaïo haøm: 

    xiP
∂
∂−= hˆ

     
 (13.16) 

- Haøm rieâng cuûa Toaùn töû toïa ñoä: 
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 Xuaát phaùt töø baøi toaùn trò rieâng: 

( ) ( )xxxX oo xox ψψ =ˆ
 

hay:       
( ) ( ) ( ) ( )oooo xxxxxxx x −−==− δψ 0

 
Do ñoù :    

( ) ( )oo xxxx −=δψ
     (13.17) 

-Töông töï töø baøi toaùn trò rieâng: 
( )

( )xpdx
x

i p
p ψ

ψ
=

∂
− h

 
ta coù theå tìm ñöôïc haøm rieâng cuûa toaùn töû xung löôïng töông öùng vôùi trò rieâng p 

trong x-bieåu dieãn: 

( )
px

p ex h

h

1

2
1
π

ψ =
    (13.18) 

2/ Bieåu dieãn xung löôïng: 
Moät bieåu dieãn hay duøng laø bieåu dieãn xung löôïng.Trong ñoù heä cô sôû laø heä haøm 

rieâng p  cuûa toaùn töû xung löôïng . P̂
Baøi toaùn trò rieâng:  

pppP =ˆ
     (13.19) 

Ñieàu kieän cho haøm rieâng: 

 
( ) IdpPPPPPP =∫−= ;'''''' δ

  (13.20) 
Traïng thaùi ñöôïc moâ taû baèng haøm soùng: 

+== PP P ψψψ
 

Bình phöông moâñun cuûa haøm naøy xaùc ñònh maät ñoä xaùc xuaát haït coù xung löôïng 
nhaän giaù trò p. 

-Toaùn töû xung löôïng P̂ coù trò rieâng töông öùng laø p. 
-Toaùn töû toïa ñoä: 

piX P ∂
∂−= hˆ

 
Hoaøn toaøn töông töï nhö hai bieåu dieãn treân, coù theå xeùt baøi toaùn trong bieåu dieãn 

Moment xung löôïng, bieåu dieãn naêng löôïng, tuøy baøi toaùn cuï theå. 
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CHÖÔNG II. MOÄT SOÁ BAØI TOAÙN CÔ BAÛN CUÛA PHÖÔNG 
TRÌNH SCHRODINGER 

 
 
 
 

§ 1 CHUYEÅN ÑOÄNG TÖÏ DO 
 
Chuyeån ñoäng töï do laø baøi toùan maø haøm Hamilton cuûa haït chæ coù phaàn “ ñoäng 

naêng” ñeå ñôn giaûn tröôùc heát ta giaû söû haït chuyeån ñoäng töï do theo truïc OX . Maëc 
duø ñôn giaûn nhöng baøi toùan naøy coù yù nghóa heát söùc quan troïng veà maët lyù thuyeát vì 
noù laø “ thöû thaùch “ ñaàu tieân cuûa nhöõng yù töôûng môùi trong cô hoïc löôïng töû . 

 Khi Hamilton coù daïng: 

   m
PH 2

2ˆˆ =
      maø  dx

diP h−=ˆ
        

neân coù phöông trình : 

           
)()( xE

dx
xd

m ϕϕ =− 2

22

2
h

 
Caùc nghieäm laø : 

xmE

Aex 2
2

21
h

±
=)(,ϕ

=
pxi

Ae h
±

 
Caùc nghieäm naøy thoûa maõn ñieàu kieän höõu haïn vaø lieân tuïc trong toaøn  khoâng 

gian vôùi baát kyø caùc giaù trò naøo cuûa E > 0 hay E < 0 . Nhö vaäy phoå caùc gía trò rieâng 
cuûa naêng löôïng laø lieân tuïc (töø 0 → ∞ ). 

)()( xExH 11 ϕϕ =  
)()( xExH 22 ϕϕ =  

Vôùi moãi gía trò baát cuûa naêng löôïng ta coù hai haøm soùng , vaäy E suy bieán hai laàn 
. 

Maët khaùc )(x1ϕ  vaø )(x2ϕ  cuõng laø haøm rieâng cuûa toaùn töû xung luôïng maø:  
pmvmE ==2  

Neân ta cuõng coù hai phöông trình töông öùng: 

)()()( xpxmE
x

edx
dix

xi
mEi

11

2
1 2 ϕϕϕ

==−=
∂

∂
− hhh

 

)()()( xpxmE
x

edx
dix

xi
mEi

22

2
2 2 ϕϕϕ

−=−=−=
∂

∂
−

−
hhh
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Nhö vaäy vôùi moãi E töông öùng vôùi caëp (p , -p) nghóa laø xung löôïng cuûa haït laø 
raát ñònh höôùng ,hay noùi caùch khaùc : chuyeån ñoäng töï do laø chuyeån ñoäng baát ñònh 
höôùng trong khoâng gian . 

Ta tìm ñieàu kieän chuaån hoùa caùc haøm soùng. 
Neáu cöù theo caùch thoâng thöôøng thì : 

∞=∫=∫=∫
+∞

∞−

+∞

∞−

+∞

∞−

− dxAdxeAdx xppi 22 )(* hϕϕ
 

Ñaây laø ñieàu voâ nghóa. Vì vaäy ta phaûi tìm caùch khaùc . Giaû thieát chuyeån ñoäng 
cuûa haït xaûy ra ôû mieàn V höõu haïn nhöng raát lôùn nhö vaäy haït phaûi thoûa maõn ñieàu 
kieän tuaàn hoaøn do noù bò giam trong “hoá theá” : 

)()( Lxx +=ϕϕ  
Khi ñoù : 

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ =+= pLipxiALxpiApxiA
hhhh

expexp)(expexp
  

suy ra:    

exp
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ pLi
h = 1 = cos

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
h
pL

+ isin
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
h
pL

 
nghóa laø:    

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧ =

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

1cos

0sin
h

h

Lp

Lp
   

 Suy ra :    

 L
nPnpL

n
h

h
ππ 22 =→=

 
Nhö vaäy vôùi giaû thieát thu heïp baøi toaùn, trò rieâng p ñaõ trôû thaønh pn nghóa laø ñaõ 

bò löôïng töû hoùa do ñoù naêng löôïng cuõng bò löôïng töû hoùa : 
2

2

222
2 n

mLm
pE n

n
hπ==

 

2

22

01
2
mL

EEE hπ=−=∆
 

Chuyeån qua giôùi haïn L→∞  khi ñoù : p∆  vaø 0→∆E  , nghóa laø phoå naêng 
löôïng trôû thaønh lieân tuïc . Khi ñoù ta chuaån hoùa nhö sau : 

1)(2 '"2)'''(2* =−=∫∫ =
+∞

∞−

−−+∞

∞−
ppAdxeA

xppi
dx hh πϕϕ

 
do ñoù :   

 hπ2
1=A

 
Vaäy :     
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pxi
ex h

hπ
ϕ

2
1)( =

 
Trong tröôøng hôïp ba chieàu , chuyeån ñoäng töï do öùng vôùi haøm soùng : 

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛= prir
hh

r exp
)2(

1)(
3π

ϕ
. 

Vaäy nghieäm toång quaùt : 

( )
)(exp

2

1),(
2
3 Etpritr −=

h
h

r

π
ψ

. 
Hay söû duïng heä thöùc :   

ωh
r

h
r

== Ekp ,   
ta coù : 

( )
⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ⎟

⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −= trkitr ω

π
ψ rr

h

r exp
2

1),(
2
3

. 
Ñaây laø bieåu thöùc cuûa soùng maø De Broglie ñaõ giaû thieát tröôùc ñaây . Nhö vaät töø 

phöông trình Schrodinger ta ñaõ tìm laïi ñöôïc soùng phaúng De Broglie . Ñieàu naøy 
chöùng toû tính ñuùng ñaén trong caùc laäp luaän cuûa cô hoïc löôïng töû . 

 
 

§2 BAØI TOAÙN MOÄT CHIEÀU  
 
Nhaän xeùt môû ñaàu: 
Caùc baøi toaùn moät chieàu laø nhöõng moâ hình ñôn giaûn cho pheùp tìm ñöôïc moät vaøi 

ñaëc ñieåm quan troïng seõ gaëp sau naøy trong caùc baøi toaùn phöùc taïp , nghieân cöùu ñöôïc 
caùc nghieäm moät caùch kyõ löôõng . 

Nhieàu baøi toaùn phöùc taïp sau nhöõng pheùp bieán ñoåi töông öùng seõ daãn ñeán vieäc 
giaûi caùc phöông trình töông töï nhö phöông trình Schrodinger trong baøi toaùn moät 
chieàu . 

I/ Haït trong hoá theá ( gieáng theá ) saâu voâ haïn : 
 Theá naêng coù daïng: 

   ∝ vôùi x<0 

       u(x)=    0 vôùi 0 ≤ x ≤ a  I     II   III 
   ∝ vôùi x>0 
        o    a 
Phöông trình Schrodinger coù daïng : 
 

0)()(2
22

2
=−+ xuEm

dx
d ϕϕ

h  
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Caùc ñieàu kieän :     

+/ Trong mieàn I vaø III thì 0)( =xϕ  

    +/ Ñieàu kieän bieân : 0)()( == ao ϕϕ  
Trong mieàn : 0 < x< a phöông trình coù daïng : 
 

0)(2
2

2
=+ xk

dx
d ϕϕ

      vôùi 
2

2 2
h

mEk =
 

Phöông trình naøy coù nghieäm : 
kxBkxAx cossin)( +=ϕ  

Ñieàu kieän :     
0)( =oϕ   neân : 0=B    

vaäy : 
kxAx sin)( =ϕ  

Ñieàu kieän :     
0)( =aϕ    

neân ta coù : 
πϕ nkakaAa sinsin0sin)( =→==  

Vaäy :  πnka =   ...)2,1( =n  
Nhö vaäy : 

nEn
mam

kE === 2
2

2222

22
πhh

 
Nghóa laø naêng löôïng ñaõ bò löôïng töû hoùa. Caùc haøm soùng coù daïng : 

a
xnAxn

πϕ sin)( =
 

Haèng soá A  xaùc ñònh töø ñieàu kieän chuaån hoùa . 

11)(
0

2sin22 =→=∫ ∫ dxa
xnAdxx

a a
n

0

πϕ
 

Suy ra :    
.2

aA =
 

Cuoái cuøng ta coù : 

a
xn

axn
πϕ sin2)( =

 ; 
2

2

22

2
n

ma
En

πh=
 

II/ Theá baäc thang: 
Ta xeùt theá naêng coù daïng :               E 
               0                neáu x < 0 
               u = const   neáu x> 0    I          u       II 
       

U(x)= 

  
x 
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Ta tìm nghieäm taïi hai mieàn : 
Mieàn I :   

01
2
12

1
2

=+ )()( xk
dx

xd ϕϕ
 ,    

2
2
1

2
h

mEk =
 

Nghieäm :   

 
xkBexkAex ii 11

1
−+=)(ϕ  

(Haøm soùng = soùng tôùi + soùng phaûn xaï). 
Mieàn II : 

    
0)()(

2
2
22

2
2

=+ xk
dx

xd
ϕ

ϕ
  ,

 
2

2
2

)(2
h

uEmk −=
 

Nghieäm :    

 
xkDexkCe iix 22

2
−+=)(ϕ  

Haøm soùng = soùng truyeàn qua ( khoâng coù soùng töø phaûi qua traùi) 
Nhö vaäy 0=D  vaø : 

xkCex i 2
2 =)(ϕ  

Töø ñieàu kieän lieân tuïc cuûa )(xϕ  vaø  taïi )(' xϕ 0=x  cho ta caùc quan heä : 
CBA =+      (do )(xϕ  lieân tuïc ) 

CkBAk 21 )( =−   (do  lieân tuïc ) )(' xϕ
Töø ñaây ta coù : 

Akk
kkB

21

21
+
−

=
 ;  

Akk
kC

21

12
+

=
 

Do ñoù : 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −

+
−

+= xikxik ekk
kkeAx 11

21

21
1 )(ϕ

 
 

xik
ekk

kAx 2

21

1
2

2)(
+

=ϕ
 

Ta tính vec tô maät ñoä doøng ( trong mieàn I): 

)(2
**11*

1

*
1

1 BBAAm
k

dx
d

dx
d

m
ij −=−= ⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ hh ϕ
ϕ

ϕ
ϕ

 

ro jjBBm
kAAm

kj +=−= *1*1 hh
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Hay : Maät ñoä doøng = maät ñoä doøng tôùi + maät ñoä doøng phaûn xaï. Veùctô maät ñoä 
doøng truyeàn qua(trong mieàn II) 

*22*
2

*
2

22 CCm
k

dx
d

dx
d

m
ijd

hh =−= ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ ϕ
ϕ

ϕ
ϕ

 
Ta xeùt tröôøng hôïp E > U: 
Töø keát quûa treân ta tính ñöôïc: 

≡
−+
−−

=
+
−

== ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
22

21

21

/)(1
/)(1
EuE
EuE

kk
kk

j
jR
o

r

 Heä soá phaûn xaï 

2
21

21

)(
4

kk
kk

j
j

D
o

d

+
= =

 
Ta tính toång:    

( )
14

2
21

21
2

21

21 =
+

+
+
−

=+
kk
kk

kk
kkDR

 
Ñieàu naøy coù nghóa laø :Cöôøng ñoä doøng phaûn xaï vaø truyeàn qua baèng cöôøng ñoä 

doøng tôùi . 

Ta xeùt khi E < U  . Khi ñoù   
1

2

21

21 =
+
−

= kk
kkR

 

Hôn nöõa ta nhaän thaáy : D laø aûo nhöng ikk =2  cuõng laø aûo .  
Nhö vaäy :    

2

1

1
2

*
22

2)( kxAeikk
kx −
+

= =ϕϕω
= 

 =

)(
)()(exp

EUmx
eoEUmx

kk
k −−

=−−
+ ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ 22

2
21

2
1 224

h

h
ω

 
 
Ñieàu naøy cho thaáy xaùc xuaát khaùc khoâng nhöng giaûm theo qui luaät haøm muõ, 

giaûm caøng nhanh neáu (U – E) vaø khoái löôïng haït caøng lôùn . 
 

III/ Söï truyeàn qua haøng raøo theá coù beà roäng höõu haïn: 
 Giaû söû U(x) coù daïng nhö hình veõ :         E 
Khi ñoù neáu vieát phöông trình cho  
 caùc mieàn I , II vaø III ta coù theå tìm  
ñöôïc nghieäm döôùi daïng soùng phaúng.   I   II   III 
Töø ñieàu kieän veà tính lieân tuïc ta tìm  
ñöôïc caùc heä thuùc giöõa caùc heä soá.        0            a               

x 
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a/ Neáu E > U ta seõ thaáy coù söï phaûn xaï (do haøm soùng coù hai phaàn ). Löu yù raèng 
trong vaät lyù coå ñieån haït ñi qua moät caùch töï do . 

b/ Neáu E < U , xaùc xuaát ñi qua haøng raøo laø khaùc khoâng. 
Xaùc xuaát tyû ñoái: 

( ) )(
)(exp, o

aEUmaW oa
2

222
ω
ω

=−−=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

h  
 
Ñaây laø bieåu thöùc gaàn ñuùng cho ta xaùc xuaát ñeå haït coù naêng löôïng toaøn phaàn E 

xuyeân qua haøng raøo coù ñoä cao U vaø ñoä roäng a. 
Heä soá trong suoát cuûa haøng raøo (coøn goïi laø ñoä xuyeân qua cuûa haøng raøo theá ) 

ñöôïc cho baèng löôïng : 
 

)(exp)(exp EUmaDEUma
kk

k
j
j

D o
o

d −−=−−
+

=
⎩
⎨
⎧

⎩
⎨
⎧= 22224

222
1

2
1

hh

       ( 1≈oD ) 
Neáu haøng raøo coù daïng tuøy yù (ôû treân laø haøng raøo daïng chöõ nhaät) thì ñoä trong 

suoát cuûa haøng raøo laø : 
 

[ ]
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

∫ −−≈ 2
1

22 x
xo dxExUmDD )(exp

h  
 
 Söï chuyeån töø mieàn I qua mieàn III xaûy ra qua mieàn II laø mieàn maø taïi ñoù naêng 

löôïng toøan phaàn nhoû hôn theá naêng ñieàu naøy coù theå xem nhö haït “chui qua ñöôøng 
ngaàm” , hieäu öùng naøy thöôøng ñöôïc goïi laø hieäu öùng ñöôøng ngaàm . 

Cô hoïc löôïng töû giaûi thích nhö sau: 
- Khi giaûi phöông trình Schrodinger , ta thaáy xaùc xuaát toàn taïi haït beân ngoøai 

böùc töôøng tuy nhoû nhö vaãn khaùc khoâng,nhö vaäy haït toàn taïi phía sau töôøng laø hôïp lyù . 
- Heä thöùc baát ñònh : neáu ax >∆  thì coù khaû naêng haït ôû trong vaø ngoøai böùc 

töôøng.  Vôùi x∆  ñuû lôùn ñeán möùc v∆  ñuû lôùn sao cho  coù theå laøm cho 
haït vöôït töôøng. 

2v)(∆=∆ mE

-  Khi soùng aùnh saùng ñeán maët phaân caùch giöõa hai moâi tröôøng thì coù hieän töôïng 
phaûn xaï vaø khuùc xaï . Nhö vaäy vôùi soùng De Broglie cuõng töông töï . Söï töông ñöông 
naøy caøng chöùng toû baûn chaát soùng cuûa haït vi moâ . 

  

IV/ Hoá theá naêng coù caùc thaønh cao höõu haïn      
 
Xeùt daïng hoá theá nhö hình veõ              E 
                                                   
                           U1       khi x < 0                       U1  
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               U(x)  =      0        khi 0 ax≤≤                    I     II          
III     U2   

                            U2 .    khi x>a 
Ta xeùt baøi toaùn trong ba mieàn :                      
Mieàn I :            0                a    a/ 
        ϕ1   

           
 ϕ3    b/ 

 
Phöông trình :     

2
12

11
2
12

1
2 )(2,0

h

Eumkk
dx
d −

==− ϕ
ϕ

 
Nghieäm :     

)exp()exp( 11111 xkBxkA −+=ϕ  
Mieàn II :  
Phöông trình :    

2
2
22

2
22

22 2,0
h

mEkk
dx

d
==− ϕϕ

   
 
Nghieäm :     

)exp()exp( 22222 xikBxikA −+=ϕ
 

Mieàn III :  
Phöông trình :    

2
22

33
2
32

3
2 )(2,0

h

Eumkk
dx

d −
==− ϕ

ϕ

 
Nghieäm :     

)exp()exp( 33233 xkBxkA −+=ϕ
 

Caùc ñieàu kieän bieân daãn tôùi keát quaû  : 031 == AB . 
Vaäy cuoái cuøng ta coù : 

)exp()( 111 xkAx =ϕ  
)exp()exp()( 22222 xikBxikAx −+=ϕ

 
)exp()( 333 xkBx −=ϕ  

Daïng ñònh löôïng cuûa ϕ1(x) , { })(Re x2ψ  vaø cho treân ñoà thò b/ cuûa hình veõ. 
Nhö vaäy ta thaáy beân ngoaøi ñoä roäng cuûa gieáng  theá naêng xaùc xuaát tìm thaáy haït vaãn 
khaùc khoâng vaø xaùc xuaát naøy giaûm nhanh khi ñi saâu vaøo thaønh gieáng . 

Ñeå xaùc ñònh caùc heä soá 3221
BBAA ,,,

 ta söû duïng ñieàu kieän lieân tuïc cuûa ba 
haøm vaø ñaïo haøm cuûa chuùng taïi caùc ñieåm bieân. Khi ñoù ta coù : 
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( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )aa

aa

''

''

32

21

32

21

00

00

ϕϕ
ϕϕ
ϕϕ
ϕϕ

=
=
=
=

 
hay 

        )exp()exp()exp(
)(

)exp()exp()exp(

akBkaikBikaikAik
BAikAk

akBaikBaikA
BAA

333222222

22211

332222

221

−−=−−
−=

−=−+
+=

 
Ñeå heä phöông trình coù nghieäm ñònh thöùc cuûa heä phaûi baèng khoâng . Tuy nhieân 

phöông trình ñoù khaù phöùc taïp . Ñeå ñôn giaûn ta vieát laïi ϕ2 (x) döôùi daïng goïn hôn 
töông ñöông : 

( ) ( )bxkCx += 22 sinϕ  
Khi ñoù heä phöông trình treân trôû thaønh : 

)exp()cos(
cos

)exp()sin(
sin

akBkbakCk
bCkAk

akBbakC
bCA

33322

211

332

1

−−=+
=

−=+
=

 
Chia phöông trình thöù ba cho phöông trình ñaàu vaø phöông trình thöù tö cho 

phöông trình thöù hai ta ñöôïc : 

   ).(cot
.cot

bakgkk
gbkk

+−=
=

223

21

 
Töø phöông trình ñaàu cuûa heä naøy ta coù : 

   2

1
k
kgb =cot

      hay     

( )
1

22
12

2
1

mU
kbgb h

=+= −cotsin
 

Töông töï ta coù :     

( )
2

2
2 2mU

kbak h
−=+sin

 
Töø hai keát quaû ñoù ta tìm ñöôïc phöông trình xaùc ñònh caùc giaù trò cuûa k (vaø 

töông öùng laø caùc möùc naêng löôïng) döôùi daïng aån : 
 

2

2

1

2
2 22 mU

k
mU

knak hh arcsinarcsin −−= π
 

 
Trong ñoù n laø caùc soá nguyeân n = 1,2,3… Giaûi phöông trình naøy baèng phöông 

phaùp ñoà thò ta coù caùc nghieäm laø caùc giaù trò naêng löôïng . Cuï theå ta ñaët :  
ak π≈1

2
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  Vaäy :                 
2

22

1 2ma
hπ≈Ε

 
 
Keát quaû naøy truøng vôùi keát quaû khi aùp duïng heä thöùc baát ñònh  
 
 

§3 DAO ÑOÄNG TÖÛ ÑIEÀU HOØA 
 
Nhaän xeùt môû ñaàu : 

+/ Trong vaät lyù coå ñieån :     .xkF rr
−=  

     22
22 kx

m +Ρ=Η
   

Vaät seõ dao ñoäng theo quy luaät ñieàu hoøa :  
+/ trong lyù thuyeát Bohr (baùn löôïng töû) 
Caùc möùc naêng löôïng ñöôïc suy ra töø quy taéc löôïng töû : 
 
∫ = hπndxPx 2     
 

Keát quaû: Naêng löôïng laø giaùn ñoaïn : ωh⋅=Ε nn  vaø böùc xaï chæ coù theå xaûy ra 
khi dao ñoäng töû chuyeån möùc naêng löôïng . 

Trong cô hoïc löôïng töû baøi toaùn dao ñoäng töû ñieàu hoøa laø baøi toaùn vôùi “theá 
naêng” : 

   
( )

2

22 xmxU ω
=

 

Thay vaøo bieåu thöùc cuûa   
( )xUm

x +Ρ=Η 2
2ˆˆ

   
ta coù :  

22
22

2

22 xm
dx
d

mH ω+−= hˆ
 

 
Phöông trình Sch coù daïng : 
    

( ) ( ) 02
2 22

22

2
=−Ε+ ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
xxmm

dx
xd ϕωϕ

h  
Ñöa vaøo bieán môùi : 

   h
ωξ mx=

    ,  ωλ
h
Ε= 2

  
Phöông trình trôû thaønh : 
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 ( ) ( ) ( ) 02 =−+′′ ξϕξλξϕ  
 
Phöông trình naøy coù cuøng daïng vôùi phöông trình cho ña thöùc Hecmit-gauss : 
      

( ) 012 2 =−++ yxny ''
   

 

Trong ñoù 2,...,1,0n = vaø caùc nghieäm cuûa noù laø caùc ña thöùc            
Hecmit-Gauss :  

( ) ( )xhxy nn ≡    
 vôùi :  

( ) 2
2

2
1

2
x

n
n

n exHnxh
−−= )(!)( π  

 

Vaø ñieàu kieän tröïc chuaån töông öùng cho ( )xhn  laø : 

      2121 nnnn dxxhxh δ=∫
+∞

∞−
)()(

Nhö vaäy coù nghóa laø ta coù :  ,12 += nλ  do ñoù  : 

    
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +=Ε 2
1nωh

    .2,.,1,0n =   
  

vaø nghieäm  ( )ξϕ   coù daïng : 
( ) )(ξξϕ nhA=  

Thöøa soá A ñöôïc xaùc ñònh töø ñieàu kieän chuaån hoùa : 

( ) 12 =∫
+∞

∞−
dxxnϕ

 
hay laø: 

                 
( ) ( )∫∫ ==

+∞

∞−

+∞

∞−
ξ

ξ
ϕϕ dd

dxxdxx nn
221

 

   
( ) ( )∫=∫=

∞+

∞−

∞+

∞−
ξξωξξϕω

222
nn hAmdm

hh

 
söû duïng ñieàu kieän tröïc chuaån cuûa caùc ña thöùc ( )ξnh     
ta coù keát quaû :  

            
12 =Α ωm

h

  do ñoù :  
4

h
ωm=Α

 
Nhö vaäy cuoái cuøng ta coù nghieäm  : 
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( )

( )ξ
π

ω

ξωϕ

ξ
nn

nn

He
n

m

hm

22

2
14

4

−=

=

!

.

h

h

 
 
Trôû veà bieán  ta coù moät vaøi nghieäm ñaàu tieân : x

( )2
0

2

0
0 21 xx

x
x −= exp)(

π
ϕ

 

( )
0

2
0

2

0
1

22exp
2

1)( x
xxx

x
x −=

π
ϕ

 

( ) ⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−−= 24.2exp

8
1)( 2

0

2
2
0

2

0
2 x

xxx
x

X
π

ϕ
 

trong caùc coâng thöùc naøy :  

.0 ωmx h=
 

 
 
 

§4 CHUYEÅN  ÑOÄNG TRONG TRÖÔØNG XUYEÂN TAÂM. NGUYEÂN 
TÖÛ HYDRO 

 

I/ Momen goùc : (Momen ñoäng löôïng ). 
1/ Momen goùc.Caùc heä thöùc giao hoaùn . 

Töø heä thöùc :    ta coù caùc thaønh phaàn : [ ]prM ˆˆˆ ×=
 

   
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
∂−

∂
∂−=

∂
∂−

∂
∂−=

∂
∂−

∂
∂−=

xyyxiM

zxxziM

yzzyiM

z

y

x

h

h

h

ˆ

ˆ

ˆ

                 
 (4.1) 

Toaùn töû bình phöông ñöôïc ñònh nghóa baèng heä thöùc : 
      

2222
zyx

MMMM ˆˆˆˆ ++=
                           (4.2) 
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 Caùc heä thöùc treân (trong heä toïa ñoä Descartes) coù theå coù daïng thuaän tieän hôn 

trong heä toïa ñoä caàu cho caùc tính toaùn cho caùc baøi toaùn xuyeân taâm .hai heä toïa ñoä naøy 
coù lieân heä: 

                         θ
ϕθ
ϕθ

cos
sinsin
cossin

rz
ry
rx

=
=
=

                              (4.3) 
Nhö vaäy : 

   
ψ

ϕθϕϕθψ
ϕ

ψ
ϕ

ψ
ϕ

ψ
ϕ
ψ

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
∂−

∂
∂=

∂
∂+

∂
∂−=

∂
∂

∂
∂+

∂
∂

∂
∂+

∂
∂

∂
∂=

∂
∂

xyyx

ryrx

z
z

y
y

x
x

cossinsinsin

                     
  

 Theo (4.1) ta coù :  ϕ∂
∂−= hiM

z
ˆ

 
 Tính töông töï ta coù : 

   
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂
∂−

∂
∂−=

∂
∂+

∂
∂−=

ϕϕθθϕ

ϕϕθθϕ

sincotcosˆ

coscotsinˆ

giM

giM

y

x

h

h

 
  
 Thay caùc keát quaû naøy vaøo (4.2) ta coù : 
  

  ⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂+

∂
∂−= θθθθϕθ

sin
sin

1
sin

1ˆ
2

2

2
22 hM

  (4.4) 
  
 Vôùi caùc thaønh phaàn Momen ta coù theå chöùng minh: 
 

       (4.5) 
k

k
ijkji

k
k

ijkji

k
k

ijkji

MeiMM

PeiPM

reirM

ˆˆ,ˆ

ˆˆ,ˆ

ˆˆ,ˆ

∑=

∑=

∑=

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

h

h

h
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trong ñoù laø tenxô ñôn vò hoaøn toaøn phaûn xöùng haïng 3. ijke

e123 = e231= e312 =1, e132 = e321 = e213 = -1 coøn laïi 21 thaønh phaàn baèng 
khoâng . 

 2/ Haøm rieâng vaø trò rieâng cuûa zM̂ vaø 2M̂  
Töø phöông trình : 

   
ψ

ϕ
ψ

zMi ˆ=
∂
∂− h

                            (4.6) 
 

Nghieäm coù daïng : 
( ) ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛= h
ϕϕψ 2iMAexp

    
 (4.7)  

 Haøm ( )ϕΨ   laø tuaàn hoaøn : ( ) ( )πϕψϕψ 2+=   neân: 
              

     ,  mh=Μ2 ,...,, 210 ±±=m       (4.8)     
 
Nhö vaäy hình chieáu momen bò löôïng töû hoùa. 
Haèng soá A ñöôïc xaùc ñònh töø ñieàu kieän :                                   

  
1

2

0
=∫

π
ϕψψ dmm

*

 do ñoù :   π2
1=A

                            
Nhö  vaäy :   

   
( ) ϕ

π
ϕ im

m e
2
1=Ψ

    (4.9)  

 Ta tìm haøm rieâng vaø trò rieâng cuûa 2Μ̂ . Töø keát quaû : 
          

   ⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂+

∂
∂−= θθθθϕθ

sinsinsin
ˆ 11

2

2

2
22 hM

 
ta coù phöông trình trò rieâng :  

     ψψ 22 Μ=Μ̂
trôû thaønh :   

  
ψθ

ϕθθθϕ
ϕ

θ
2

2

2

2
2 11 Μ=

∂
∂

∂
∂+

∂
∂−

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛sinsinsin
h

      
(4.10) 

  
Phöông trình naøy ñöôïc goïi laø phöông trình cho caùc haøm caàu . Noù chæ coù 

nghieäm khi : 

   ( )122 +=Μ llh    l =0,1,2,…   (4.11) 
vaø khi ñoù nghieäm coù daïng : 
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( ) ( ) ϕθ

π
ϕθψ imm

m em
m cos)!(

)()!(, ll l

ll
Ρ

+
+−

= 4
12

  (4.12) 
trong ñoù  

      l±±±= ,...,, 210m  . 
 Coù theå chöùng minh raèng : 

    
02 =⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡

iMM ˆ,ˆ

ñieàu naøy coù nghóa laø hai toaùn töû 2Μ̂  vaø   coù chung moät heä haøm rieâng laø 
caùc haøm caàu  (4.10). 

iΜ̂

 Trong toaùn hoïc –phaàn caùc haøm ñaët bieät –ngöôøi ta chöùng minh raèng caùc ña 
thöùc Legendre lieân keát coù daïng :  

   
( ) ( ) ( )x

dx
dxx m

m
m

ll Ρ−=Ρ 2
1

21
 

trong ñoù ( )xlΡ   laø caùc ña thöùc Legendre coù daïng :  

   
( )

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

l

l

l

ll l
12

2
1 x

dx
dxP

!  
 Vôùi caùc haøm caàu ,coù theå chöùng minh laø chuùng thoûa maõn heä thöùc tröïc giao :  

( ) ( ) ''''
* sin,,

mmmm dd δδϕθθϕθψϕθψ
π π

lll
l =∫ ∫

2

0 0       (4.13) 
          
 

II/ Haït trong tröôøng ñoái xöùng caàu (chuyeån ñoäng xuyeân taâm)  
 Ta xeùt baøi toaùn trong heä toïa ñoä caàu .Trong heä ñoù toaùn töû  ∆   coù daïng : 

   
ϕθ ,∆+

∂
∂

∂
∂=∆ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
2

2
2

11
rrrrr     (4.14) 

trong ñoù: 

 ⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂+

∂
∂=∆ θθθθϕθϕθ

sinsinsin,
11

2

2

2
           (4.15) 

 Nhö vaäy phöông trình Sch coù daïng : 
   

  

( )[ ] 0211
22

2
2 =−Ε+∆+

∂
∂

∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ψψψ
ϕθ

h

rUm
rrrrr ,

 
 (4.16) 

 
 Duøng phöông phaùp taùch bieán .Ñaët :             
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    ( ) ( ) ( )ϕθφϕθψ ,,, rRr =    
 (4.17) 

Thay vaøo (4.15) ta coù : 
          

  

( )[ ] ( )

( ) ( ) λϕθφ
φϕθ =

∆
−=

−Ε+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

,
,

rR

rRrUmrdr
dRrdr

d
2

22 2
h

   
 (4.18) 

Vaäy ta coù : 

   
( ) ( )ϕθφλϕθφϕθ ,,, =∆−

 
 
So saùnh vôùi phöông trình (4.10) vaø (4.11) ta coù : 

   ( )1+= llλ     ,...,, 210=l  

   

( ) ( ) ϕθ
π

ϕθφ imm e
m
m cos

)!(
)!()(, l

l

ll Ρ
+

−
⋅+=

4
12

   (4.19) 

    ( )ϕθ ,mYl≡  .  l±±= ,..., 10m  

 Caùc haøm  ( )ϕθ ,mYl  ñöôïc goïi laø caùc haøm ñieàu hoøa caàu .Ta coù moät soá haøm 
caáp thaáp laø: 

    
θπ

π

cos4
3

4
1

=

=

oo

oo

Y

Y

   

    
ϕθπ
ieY ±

± = sin, 8
3

11
 

    
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −= 2
1

3
2

4
5 2

2 θπ cos,oY
 

    
ϕθπ

ieY 22
12 8

15 ±
± = sin,

 

    
ϕθπ
ieY 22

22 32
15 ±

± = sin,
 

 Caàn nhaán maïnh laø phaàn goùc cuûa haøm soùng khoâng phuï thuoäc vaøo daïng cuï theå 

cuûa theá naêng ( )rU   .Ñaây laø heä quûa tröïc tieáp vaø quan troïng cuûa theá ñoái xöùng caàu. 

 Baây giôø ta xeùt tieáp phaàn xuyeân taâm cuûa haøm soùng ,töùc laø haøm ( )rR .Töø 

(4.18) vaø chuù yù : ( )1+= llλ  
ta coù: 
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( ) ( ) 021

2
2

2 =−Ε+ ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ rRrUm
dr
dRrdr

d
r l

h   (4.20) 
          

trong ñoù :   
( ) ( ) ( )

2

2

2
1

mr
rUrU ++= llh

l
   

 (4.21) 
 Phöôngtrình (4.20) coù theå ñöa veà phöông trình Sch moät chieàu vôùi ñieàu kieän 

bieân ñaët bieät taïi r =0 . 
cuï theå laø ta ñaët : 

   ( ) ( )rrRr =ϕ  
vôùi ñieàu kieän :   ( ) 0=oϕ   (do tính höõu haïn cuûa ( )rR ) 
 Thay haøm  ϕ (r) trong (4.22) vaøo (4.20) ta coù phöông trình Sch moät chieàu : 
     

    

( )[ ] ( ) 0
2

22

2
=

−
+ r

ruEm
dr
d ϕϕ

h

l

 
 (4.23) 

 Ñieàu kieän bieân  ( ) 0=oϕ   töông öùng vôùi gieáng theá coù böùc töôøng traùi 
cao voâ taän (taïi r = 0). 

 Söï nghieân cöùu saâu hôn phöông trình (4.23) ñoøi hoûi daïng cuï theå cuûa haøm  
( )rU  .      

III/ Nguyeân töû Hydrogen :  
 Baøi toaùn nguyeân töû Hydrogen laø baøi toaùn ñieån hình cuûa lôùp baøi toaùn quan 

troïng chuyeån ñoäng cuûa electron trong tröôøng Coulomb ñoái xöùng caàu. Trong nguyeân 
töû Hydrogen, Hamiltonian coù daïng : 

    r
e

m
22

2 −∆−=Η hˆ
              

 (4.24) 
 Duøng phöông phaùp taùch bieán nhö tröôøng hôïp tröôøng xuyeân taâm ta coù theå tìm 

ñöôïc caùc trò rieâng cuûa toaùn töû Hamilton coù daïng : 

  
22

4

2 n
me

n
h

−=Ε
        ,....,21=n        (4.25) 

 Caùc haøm rieâng coù daïng : 
  

  ( )ϕθψ ,mnmn YR lll =    .      (4.26) 
  

  

( )
l

l

±±±=
−=
...,2,1,0

,1...,2,1,0
m

n
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 Trong ñoù : ( )ϕθ ,mYl  laø caùc haøm caàu ,daïng cuûa haøm caàu naøy khoâng 

thuoäc vaøo daïng cuï theå cuûa theá ñoái xöùng caàu.Coøn caùc haøm xuyeân taâm 
( )rR

nl   ñöôïc 
xaùc ñònh bôûi phöông trình :  

    

( )[ ] ( ) 02
22

2
=

−
+ rruEm

dr
d ϕϕ

h
l

   

vôùi theá 
( )

r
erU

2
−=

  laø theá Coulomb cuûa haït nhaân nguyeân töû Hydrogen. 

 Daïng cuûa 
( )rR

nl  ñöôïc cho bôûi : 

  

( )
[ ] ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
+⋅

−
⋅

+
−−−= n

rLn
re

n
n

n
rR n

n
r

n
22

1
12 12

132
l

l

l

l

)!(
)!(

 
 (4.27)  

 

trong ñoù :   laø ña thöùc Laguere toång quaùt. ( )xLn
12

1
+
+
l

 Nhöõng haøm  laguere naøy thoûa maõn ñieàu kieän chuaån hoùa :  
     

         
( )∫ =

∞

0

22 1drrrRnl

 Ta coù theå vieát moät soá haøm xuyeân taâm ñaàu tieân : 
 

   
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−=

−

1

2
3

110 exp2 r
rrR

                
 

   
( ) ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−−= −

11

2
1

3
120 212exp2 r

r
r
rrR

  (4.28) 
    

   11

1
3

121 2exp62 r
r

r
rrR ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

−

   
  
 Nhö vaäy ta deã daøng vieát ñöôïc moät soá haøm rieâng cuûa toaùn töû Hamilton (4.24) 

laø : 
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( )

( )

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−=

−=

−−=

−=

−

−

−

−

11

1
3

1210

11

1
3

1211

11

2
13

1200

1

2
13

1100

cos2exp24

sin2exp8

212exp8

exp

r
r

r
rr

r
rier

rr

r
r

r
rr

r
rr

θπψ

ϕθπψ

πψ

πψ

 (4.29)  
 Söï phaân laäp (hay suy bieán )cuûa caùc möùc naêng löôïng: 
 Ñeå yù raèng caùc möùc naêng löôïng cuûa moät electron trong nguyeân töû Hydrogen 

chæ phuï thuoäc vaøo  n   : 

    
22

4

2 n
me

n
h

−=Ε
  ,....,21=n    

 
trong khi ñoù caùc haøm soùng –töùc laø caùc traïng thaùi laïi ñöôïc xaùc ñònh bôûi ba soá 

löôïng töû : n, l  vaø m .Ngoaøi ra khi xaùc ñònh caùc traïng thaùi cuûa electron laø coøn phaûi 
keå ñeán moät soá löôïng töû khaùc nöõa laø σ  khoâng coù maët trong caùc bieåu thöùc ôû ñaây.Vì 
öùng vôùi moãi n soá löôïng töû l nhaän caùc giaù trò töø 0  ñeán (n-1) , vaø vôùi moãi l soá löôïng töû 

m  nhaân (2l+1) giaù trò neân soá traïng thaùi öùng vôùi moãi möùc Naêng löôïng   laø : nΕ

    
( ) 21

0
2122 ng

n

l
n =∑ +=

−

=
l

   
 (4.30) 

 
(thöøa soá 2 laø hai traïng thaùi cuûa Spin ).  

    Ñieàu naøy coù nghóa laø caùc trò rieâng nΕ  suy bieán baäc 
2n2.Söï phaân laäp (hay suy bieán) cuûa caùc möùc naêng löôïng laø moät quy luaät lieân quan 
ñeán tính ñoái xöùng trong heä nguyeân töû.Ví duï :Ñoái xöùng caàu cuûa caùc tröôøng trong 
nguyeân töû gaây ra söï suy bieán cuûa hai soá löôïng töû  m  vaøσ - naêng löôïng khoâng phuï 
thuoäc vaøo söï ñònh höôùng cuûa momen quyõ ñaïo vaø momen spin cuûa electron. 

Söï suy bieán cuûa soá löôïng töû l lieân quan ñeán baûn chaát ñaëc tröng cuûa tröôøng 
Coulomb .Trong caùc tröôøng khaùc (khoâng Coulomb) naêng löôïng cuûa electron phuï 
thuoäc caû vaøo  n  vaø  l  .      
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CHÖÔNG III. LYÙ THUYEÁT SPIN CUÛA PAULI 
 
 
 
 Spin laø momen cô (moâmen xung löôïng ) rieâng cuûa haït vaø laø moät tính chaát cô 

baûn cuûa haït gioáng nhö khoái löôïng cuûa noù . Quan nieäm raàng Spin laø momen cô do söï 
quay cuûa haït quanh truïc rieâng cuûa noù tuy raát thuaän lôïi nhöng laø moät moâ hình sai . 
Song maãu nhö vaäy cho pheùp lieân töôûng ñeán haàu heát caùc tính chaátcuûa con quay cô 
hoïc löôïng töû vaø ñaëc bieät laø ñeå hieåu taïi sao (maëc duø ôû möùc ñoä ñaïi khaùi ) ôû caùc haït 
tích ñieän vôùi Spin cuõng coù moâmen töø noäi taïi . Söï nghieân cöùu cô hoïc löôïng töû tính 
chaát Spin cuûa haït cô baûn cho caùc keát luaän sau ñaây (Spin laø moät ñaïi löôïng vector 
(giaû vector )) . 

- Ñoä lôùn cuûa moâmen cô Spin cuûa haït laø soá löôïng töø Spin S , maø noù coù theå nhaän 
caùc giaù trò döông nguyeân hay baùn nguyeân vaø ñaëc tröng traïng thaùi haït ñaõ cho moät 

caùch ñôn trò . Bình phöông vecter  Spin  
2S . 

22 )1( h++= SSS ñoái vôùi 
−e : 

222
4
3)12

1(2
1

hh =+=S
 

- Söï ñònh höôùng cuûa moâmen cô Spin bò löôïng töû hoùa (bò giôùi haïn bôûi nhöõng 
goùc xaùc ñònh) gioáng heät nhö taát caû caùc moâmen cô khaùc . Söï ñònh höôùng naøy ñöôïc 
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xaùc ñònh bôûi giaù trò cuûa soá löôïng töû Spin töø mS ; ñoä lôùn mS cho ta giaù trò cuûa hình 
chieáu Spin treân moät truïc tuøy yù trong khoâng gian (thöôøng truïc naøy ñöôïc choïn theo 
truïc Z ) .  

ñoái vôùi  : 
−e h2

1±=ZS
 

- Spin laø baäc töï do noäi taïi cuûa haït vaø luoân luoân baèng const ñoái vôùi moãi haït . 
Döïa vaøo Spin ngöôøi ta chia caùc haïtcô baûn thaønh hai loaïi : caùc haït coù Spin nguyeân 
goïi laø caùc boâzoân , caùc haït coù Spin baùn nguyeân goïi laø caùc fermioân  

 

§1 SPIN CUÛA ELECTRON 
 

Moâmen Spin cuûa electron = 2
h

 

1/ Caùc toaùn töû spin : 
a/ Haøm soùng cuûa haït cuøng vôùi Spin khoâng chæ phuï thuoäc vaøo ba thaønh phaàn 

khoâng gian cuûa noù , maø coøn phuï thoäv vaøo toïa ñoä thöù töï ñaëc tröng cho traïng thaùi noäi 
taïi cuûa haït . Toïa ñoä thöù töï ngöôøi ta thöôøng choïn ñoä lôùn cuûa hình chieáu Spin treân truïc 
Z . Luùc ñoù haøm soùng coù theå vieát : 

( )tSr Z ,,rψψ =  
Khaùc vôùi caùc toïa ñoä khoâng gian r

r
” toïa ñoä spin “ SZ chæ nhaän caùc giaù trò rôøi 

raïc . ñoái vôùi electron 2
h±=ZS

. Do ñoù ta coù theå vieát haøm soùng cuûa electron . 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

Ψ
Ψ

=
−Ψ

Ψ
=Ψ

2

1

),2,(

),2,(

tr

tr

hr

hr

   (1) 

ÔÛ ñaây  
dVi

2Ψ
 giaûi thích nhö xaùc xuaát  ñeå taïi thôøi ñieåm t  electron ôû trong 

yeáu toá theå tích dV vaø coù hình chieáu Spin treân truïc Z baèng  2
h

 neáu i = 1 vaø baèng 

2
h−

 neáu i = 2 . Haøm soùng  ),,( tsr Z
r

Ψ  ñöôïc chuaån hoùa . 
 

=∑
−=

∫ Ψ
2/ 2

2/
,,(

h

h

r

Zs
dVtZsr

 
 

                              
1),2,(),2,(

22
=∫ −Ψ+∫ Ψ= dVtrdVtr hrhr

     (2) 
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Neáu baây giôø ta boû qua söï töông taùc momen Spin töø cuûa electron vôùi töø tröôøng 
cuûa caùc doøng do chuyeån ñoäng khoái taâm cuûa electron taïo neân thì ( boû qua söï töông 
taùc giuõa Spin vaø chuyeûn ñoäng quyõ ñaïo ) haøm soùng . 

 

                              
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

Ψ=Ψ

2

1)(

;)(),(),,(

c
c

S

StrtSr

Z

ZZ

ϕ

ϕrr

      
 (3) 

Trong ñoù  haøm soùng toïa ñoä thoâng thöôøng , Ψ ϕ  laø haøm soùng  Spin . 

2// ic  Cho ta xaùc suaát ñeå hình chieáu Spin ZS  baèng  2
h

 neáu i = 1 vaø 

baèng - 2
h

 neáu i = 2 . Ñieàu kieän chuaån hoùa haøm soùng suy ra  
 

1//// 2
2

2
1 =+ cc  

b. Sau khi xaùc ñònh khaùi nieäm haøm soùng Spin chuùng ta caàn ñònh nhgóa caùc 
toaùn töû Spin taùc duïng leân noù . Noùi chung söï taùc duïng cuûa toaùn töû leân haøm Spin 

 daãn ñeán vieäc thay caùc thaønh phaàn  thaønh caùc toå hôïp tuyeán tính cuûa 
noù.  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

2

1

c
c

ϕ
21 , cc

 

                (4) 
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

2

1
c
c

ϕ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+
+

=
222121

212111'
caca
caca

ϕ     taùc duïng cuûa toaùn töû Spin 
  

 
 Phuø hôïp vôùi ñieàu naøy toaùn töû Spin coù theå bieåu dieãn döôùi daïng ma traän toång 

quaùt : 

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=

2221

1211ˆ aa
aa

a
     (5) 

 Ta haõy tìm daïng cuûa ba toaùn töû ZYX σσσ ˆˆˆ ,,  töông öùng vôùi caùc ñaïi löôïng 
vaät lyù môùi , Caùc hình chieáu cuûa Spin leân caùc truïc toïa ñoä . Ta haõy chuaån hoùa caùc 
haøm rieâng cuûa caùc toaùn töû naøy theá naøo ñeå caùc trò rieâng cuûa chuùng baèng ± 1. Töø ñaây 
suy ra ñieàu kieän : 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
====

10
011ˆˆˆ 222

ZYX σσσ
      (6) 

    1)ˆˆˆ( 2 =++ ZYX σγσβσα   
 (7) 
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Trong ñoù α , β , γ laø caùc coâsin chæ phöông cuûa vector  Spin . Töø (7) suy ra caùc 
qui taéc phaûn giao hoaùn cho caùc thaành phaàn toaùn töû Spin : 

 
{ } 0ˆ,ˆ =YX σσ     ; { } 0ˆ,ˆ =ZX σσ    ; { } 0ˆ,ˆ =ZY σσ   (8) 
 

Ta haõy choïn heä cô sôû maø trong ñoù ma traän cuûa toaùn töû  Zσ̂  coù daïng cheùo  . 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
=

10
01ˆ Zσ

     (9) 

Daïng toång quaùt cuûa ma traän toaùn töû Zσ̂  suy ra töø ñieàu kieän ecmitic cuûa noù  : 
 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

2221

1211ˆ
aa
aa

Xσ
     ;      

 (10) 

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=+=

2212*
1211ˆˆ
aa
aa

XX σσ

 

Töø ñieàu kieän    
{ } 0ˆˆˆˆˆ,ˆ =+= XZZXZX σσσσσσ

  suy ra  . 
 

0
20
02
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01

10
01

22
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22
*
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1211

22
*
12

1211
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

a
a

aa

aa

aa

aa

 
 
 

Töø ñaây ta coù   :   02211 == aa       
vaäy  . 

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=

0

0
ˆ *

12

12

a

a
Xσ

    (11) 

Maët khaùc :   1ˆ 2 =Xσ  
 

1
10
01

0

0
ˆ 2

122
12

2
122 =→⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
= a

a

a
Xσ

 
 

Vaäy ma traän cuûa toaùn töû  Xσ̂  caàn coù daïng  : 

     

  ThS. Nguyeãn Duy Höng                                                        Khoa Vaät lyù 



Cô hoïc löôïng töû - 96 -

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

=
0

0ˆ
α

α
σ i

i

X e
e

 
 

Ta haõy choïn pha cuûa vecto cô sôû theá naøo ñeå coù   0=α   . Luùc ñoù :  

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

01
10ˆ Xσ

 

Lyù luaän töông töï ta coù theå tìm  ñöôïc  Yσ̂  . Vaäy ta coù ba ma traän  : 
 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

−
=−==

10
01ˆ;

0
0ˆ;

01
10ˆ ZYX i

i σσσ
  (12) 

 
Caùc ma traän naøy thöôøng ñöôïc goïi laø caùc ma traän Pauli . 

2. Caùc tính chaát cuûa caùc toaùn töû Pauli  
Töø (12) ta suy ra :  

1ˆˆˆ 222 === ZYX σσσ  
 

3ˆˆˆˆ 2222 =++= ZYX σσσσ  
 
{ } { } { } 0ˆ,ˆ,ˆˆˆ === ZYZXYX σσσσσσ

 
 

YXZXZYZYX iii σσσσσσσσσ ˆˆˆ;ˆˆˆ;ˆˆˆ ===  
 
[ ]
[ ]
[ ] YXZ

XXY

ZYX

i
i
i

σσσ
σσσ
σσσ

ˆ2ˆ,ˆ
;ˆ2ˆ,ˆ

;ˆ2ˆ,ˆ

=
=
=

 
hoaëc döôùi daïng toång quaùt : 

σσσ ˆ2ˆˆ rrr i=× ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

     (13) 
Ñeå thuaän tieän taát caû caùc tính chaát naøy coù theå dieãn taû döôùi daïng  moät coâng thöùc 

deå nhôù . 

ijkijkji i δσεσσ += ˆˆˆ
 

Trong ñoù ijkε
 laø kyù hieäu Levy – Civita 

3. Vecto Spin 
 

  ThS. Nguyeãn Duy Höng                                                        Khoa Vaät lyù 



Cô hoïc löôïng töû - 97 -

Ta haõy xeùt vecto          
σ̂2

ˆ rhr
=S

     
 (15) 

Töø (13) suy ra  

SiSS X
ˆˆˆ r

h
rr

=
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

     (16) 
Heä thöùc naøy gioáng heät caùc heä thöùc cho momen xung löôïng , do ñoù ñaïi löôïng  

vecto   

σ̂2
ˆ rhr
=S

  
coù theå xem laø momen xung löôïng rieâng cuûa electron . roõ raøng laø caùc trò rieâng   

 
    

    
h

2
1ˆˆˆ ±=== ZYX SSS

 
Ngoaøi ra  

 
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +==

=++=

1
2
1

2
1

4
3

4
22

2
2

2222

hh

rhr
σZYX SSSS

  (17) 
 

Roõ raøng bieåu thöùc (17) gioáng bieåu thöùc cuûa  .  
2L̂

Keát luaän : Momen Spin cuûa electron = 2
h

  

1( ==ch  thì   Spin = 2
1

) 
 Töø hieäu öùng thöïc nghieäm Zecmann suy ra raèng Spin phaûi töông öùng vôùi 

momen töø  

mc
e

2
, 00

hrr
== µσµµ

     laø manhe toân Bohr 
Chuù yù tôùi caùc heä thöùc  

                          Momen töø       oµ   ñoái vôùi momen quyõ ñaïo 

          Momen xung löôïng                        ñoá vôùi Spin       oµ
2h=

Boå xung : Caùc trò rieâng cuûa toaùn töû ZYX SSS ˆ,ˆ,ˆ
 ñeàu baèng ± 2

h

 . Xeùt baøi toaùn 

trò rieâng  cuûa toaùn töû XŜ :  
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SSS XXX ϕϕϕ h

 
 
töø ñaây ta coù ñaúng thöùc  

     
21

12

2

2

cSc

cSc

X

X

=

=

h

h

              

2

44

2
2

21
2
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2

h

hh

±=

==>=

X

XX

S

SccScc

 

=> 

Trò rieâng cuûa toaùn töû hình chieáu Spin nhö chuùng ta chôø ñôïi laø baèng  2
h±

. Khi 

2
h

+=XS
  thì ta coù : 

ccccScSc XX ===>=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ±=== 12112 222

hhh

 
Töø ñieàu kieän chuaån hoùa  

2
1121 2

1
2

2
2

1 ===>=+ cccc
 

Vaäy : 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

+= 1
1

2
1

1

2

αϕ i

S
e

X

h

 
 

Haèng soá pha 1α  tuøy yù   

2
h

+
= ϕ

   (coù theå choïn    1α  =  a) . 
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Keát luaän : 
 
Toaùn töû hình chieáu 

Spin 2
h

+
 2

h
−

 

⎟⎟
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⎜⎜
⎝

⎛
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⎞
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2
1

2
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=

0
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i
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 ⎠
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⎛
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2
1

2
hϕϕ ⎜⎜

⎝

⎛
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−YS 2
1

2
hϕϕ

  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=
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2
ˆ h

ZS
 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==

0
1

2
hϕϕ

ZS

 
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==

− 1
0

2
hϕϕ

ZS

 

Haøm soùng hai thaønh phaàn    ,  maø caùc ma traän Pauli taùc duïng  leân 
chuùng , ñöôïc  goïi laø caùc Spinor  vaø  trong pheùp quay heä toïa ñoä chuùng bieán ñoåi theo 
bieåu dieãn tuyeán tính löôõng trò cuûa nhoùm quay . Khi  quay moät goùc nhoû θ quanh truïc 

 ( trong ñoù  laø vecto ñôn vò ) caùc thaønh phaàn cuûa spinor 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

2

1

c
c

ϕ

nr nr 2
1, ±=αϕα vôùi

  

(ñôn vò ) seõ bieán ñoåi theo caùch döôùi ñaây : 1=h

( ) ZZYYXX nnnn

ni

σσσαβσ

ϕαβσθσϕ βαβα

++=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

rr

rr

.

;
2

).('

 
'
αϕ  laø caùc thaønh phaàn cuûa Spinor  trong heä toïa ñoä môùi . 

 
* Trong tröôøng  hôïp haït  vôùi Spin baèng moät vecto Spin coù daïng : 

( )ZYX SSSS ˆ,ˆ,ˆˆ =
r
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Trong lyù thuyeát Pauli söï moâ taû Spin mang ñaëc tính hieän töôïng luaän . Thöïc ra 

söï toàn taïi Spin cuûa haït laø hieäu öùng töông ñoái tính vaø giaûi thích ñöôïc chæ trong Cô 
hoïc löôïng töû töông ñoái tính .Töø phöông trình Dirac töông ñoái tính suy ra söï toàn taïi 
Spin vaø keøm theo momen töø . Theâm vaøo ñoù trong giôùi haïn vaän toác nhoû phöông trình 
Dirac chuyeån thaønh phöông trình Pauli cho haït khoâng töông ñoái tính vôùi Spin . 

 

§2 PHÖÔNG TRÌNH PAULI 
 
Phöông trình Pauli laø phöông trình Cô hoïc löôïng töû moâ taû daùng ñieäu cuûa haït 

vôùi Spin ½  ( thí duï electron ) trong tröôøng ñieän töø vôùi ñieàu kieän vaän toác cuûa haït laø 
nhoû so vôùi vaän toác aùnh saùng . Phöông trình Pauli coù daïng phöông trình Schrodinger 
(moâ taû haït vôùi Spin baèng khoâng ) song haøm soùng  Ψ  trong phöông trình Pauli 
khoâng phaûi laø moät voâ höôùng maø laø Spinor hai thaành phaàn vaø ñöôïc vieát döôùi daïng : 
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Vì haït coù Spin neân noù coù momen töø , khi ñaët vaøo töø tröôøng ngoaøi haït seõ coù 

theâm naêng löôïng phuï baèng naêng löôïng cuûa löôõng cöïc töø trong moät töø tröôøng    . Η
r
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Ta bieát  Hamiltonien cuûa phöông trình Schrodinger   
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trong tröôøng ñieän töø ta duøng pheùp theá sau ñaây : 
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A
c
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rrr

 
Keå  theâm  Spin thì coù theâm naêng löôïng phuï  U∆  : 

Η=∆
rrh σ

mc
eU

2  
Keát quûa ta coù phöông trình  : 
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c
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A
r

,ϕ    laø caùc theá voâ höôùng vaø theá vecto cuûa tröôøng ñieän töø . Ñaây laø phöông 
trình Pauli . Nhôø phöông trình naøy  ta coù theå giaûi thích ñöôïc hieäu öùng Zeemann thöïc 

chaát  phöông trình Pauli laø hai phöông trình cho hai haøm 1ψ
vaø 2ψ  ñöôïc vieát goäp 

laïi döôùi daïng ma traän coät . 
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CHÖÔNG IV. PHÖÔNG PHAÙP NHIEÃU LOAÏN 
 
 
 
 
Nghieäm chính xaùc cuûa phöông trình Schrodinger chæ coù tìm ñöôïc trong moät soá 

baøi toaùn ñôn giaûn , nhö baøi toaùn moät chieàu trong hoá theá , dao ñoäng töû ñieàu hoøa , 
nguyeân töû hydroger . Nhöng ngay caû trong nhöõng tröôøng hôïp ñoù lôøi giaûi cuõng phöùc 
taïp . 

Trong haàu heát nhöõng baøi toaùn khaùc thöïc teá khoâng tìm ñöôïc nghieäm chính xaùc , 
do ñoù phaûi duøng ñeán phöông phaùp gaàn ñuùng – coøn goïi laø lyù thuyeát nhieãu loaïn maø 
noäi dung cô baûn laø : ñöa caùc baøi toaùn naøy veà nhöõng baøi toaùn ñôn giaûn coù theå tìm 
nghieäm chính xaùc sau ñoù tìm nhöõng hieäu chính töông öùng . 

 

§1  LYÙ THUYEÁT NHIEÃU LOAÏN DÖØNG KHOÂNG SUY BIEÁN . 
 
Trong baøi toaùn : 

)()()(ˆ nnn EH ψψ =              (1.1) 

Ta bieåu dieãn Ĥ  döôùi daïng : 

uHH o ˆˆˆ +=  
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Trong ñoù u  laø soá haïng beù khoâng phuï thuoäc töôøng minh vaøo thôøi gian vaø ñöôïc 

goïi laø toaùn töû nhieãu loaïn  boå sung vaøo toaùn töû khoâng nhieãu loaïn  . Vôùi  ta 
coù : 

ˆ

oĤ oĤ

)()()(ˆ n
o

n
o

n
oo

EH ψψ =
      (1.2)  

(coi nhö ñaõ coù ) , trong ñoù heä { })(n
oψ  laø tröïc chuaån .Ñeå thuaän tieän hôn ta vieát 

: 

uHH o ˆˆˆ ε+=  
 
Trong ñoùε laø haèng soá raát beù . Ta khai trieån haøm soùng vaø naêng löôïng theo caùc 

baäc cuûa ε  : 
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=
=

0
2

2
1 k

n
k

knnn
o

n )()()()()( ... ψεψεεψψψ
     

(1.3)
∑=+++=
∞
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2
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n
k

knnnn EEEEE )()()()()( ... εεε
 

Thay (1.3) vaøo (1.1) ta coù : 

=++++ ...))(ˆˆ( )(
2
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...)...)(( )(
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So saùnh caùc heä soá cuûa ε  coù cuøng baäc luõy thöøa ta coù heä phöông trình: 
 

)()()(ˆ n
o

n
o

n
oo

EH ψψ =
    (1.4) 

 
)()()()()()( ˆˆ n

o
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o
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oo uEEH ψψψψ −=−− 11      (1.5) 
 

)()()()()()()()( ˆˆ nnnn
o
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n
o EuEEH 111222 ψψψψψ +−=−−  (1.6) 

 
Ta thaáy phöông trình (1.4)truøng vôùi phöông trình (1.2). Tieáp tuïc khai trieån 

)(n
kψ

theo chuoåi cuûa haøm rieâng 
)(n

oψ : 
 

∑=
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m
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k
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n
k C ψψ

 , (k=1,2,3…)         (1.7) 
 
Thay (1.7) vaøo (1.5) vaø (1.6) ta coù : 
 

∑
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m
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    (1.8) 
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 (1.9) 
 

Kyù hieäu phaàn töû ma traän cuûa soá haïng nhieåu loïan boå sung  baèng : mnu
  

   
>==<= numuu n

o
m

omn )( )()( ˆ ψψ
 (1.10)

        ∫ == + )()()(*)( ˆˆ n
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m
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n
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m
o udVu ψψψψ  

 

Ta haõy tìm boå sung caáp moät cuûa naêng löôïng .Muoán vaäy ta nhaân traùi 

phöông trình (1.8) vôùi 

)(nE1
)(n

o
+ψ vaø duøng tính tröïc giao cuûa heä caùc haøm rieâng gaàn ñuùng 

baäc khoâng thì coù : 
( ) nm

n
o

n
o

n uuE == + ψψ ˆ)()(
1                 (1.11) 

 
Ñieàu naøy coù nghóa laø :Soá haïng nhieãu loïan caáp 1 cuûa caùc giaù trò rieâng cuûa naêng 

löôïng baèng giaù trò trung bình cuûa toùan töû theo caùc traïng thaùi khoâng nhieåu loïan . û

Neáu ta nhaân traùi phöông trình (1.8) vôùi 
)(m

o
+ψ thì ta ñöôïc bieåu thöùc cuûa caùc heä 

soá khai trieån : 
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nm EE

uC
−

=1

       (1.12) 
 
Nhö vaäy caùc haøm rieâng trong pheùp gaàn ñuùng caáp moät laø : 
               

)(

)( )()(
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o
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Laøm töông töï nhö treân , vôùi phöông trình (1.9)ta coù : 
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 (1.15) 
 
Nhö vaäy trong gaàn ñuùng baäc hai lôøi giaûi cuûa phöông trình coù daïng  : 
+/ Naêng löôïng :(cho 1=ε  )      
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 (1.16) 
+/ Haøm soùng töông öùng : ( 1=ε ) 
 

∑
−

+=++=
≠ )(

)(
)()(

)()()()()(

)(nm

n
om

o
n

o

mnn
o

nnn
o

n

EE
u ψψψεψεψψ 2

2
1

+  

                              
∑+
≠ )(

)()(

nm

m
onmC ψ2

          (1.17) 
 
Töø keát quûa (1.17) ta thaáy : thaønh phaàn hieäu chính thöïc söï nhoû khi : 
 

( ))()( m
o

n
onm EEu −<<

 
 
Ñieàu naøy coù nghóa laø phöông phaùp naøy aùp duïng toát khi caùc yeáu toá ma traän cuûa 

toaùn töû nhieãu loaïn laø nhoû so vôùi khoaûng caùch giöõa caùc mieàn naêng löôïng cuûa heä 
khoâng nhieãu loaïn . 

 

§2 HIEÄU ÖÙNG ZEEMANN 
 
Hieäu öùng Zeemann laø söï taùch caùc möùc naêng löôïng cuûa nguyeân töû , phaân töû vaø 

tinh theå trong töø tröôøng maø bieåu hieän cuûa noù laø söï taùch caùc vaïch phoå . Caàn phaân bieät 
hai hieän töôïng: 

+ Hieäu öùng Zeemann bình thöôøng: laø hieän töôïng taùch caùc vaïch phoå ôû töø tröôøng 
maïnh. Hieän töôïng naøy thöôøng quan saùt ñöôïc ñoái vôùi nguyeân töû khi khoâng ñeå yù ñeán 
Spin. 

+ Hieäu öùng Zeemann dò thöôøng laø hieän töôïng taùch caùc vaïch phoå ôû töø tröôøng 
yeáu. Hieän töôïng naøy thöôøng quan saùt ñöôïc ñoái vôùi caùc nguyeân töû co momen Spin 
khaùc khoâng. 

Teân goïi nhö vaäy laø do lòch söû veà hieäu öùng Zeemann bình thöôøng ñöôïc phaùt 
hieän ra tröôùc. 

Ñeå xeùt baøi toaùn ta xuaát phaùt töø phöông trình Pauli moâ taû traïng thaùi cuûa haït 
cuøng vôùi Spin trong ñieän töø tröôøng: 
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(2.1)  

 
Ta xeùt hieäu öùng Zecmann bình thöôøng do ñoù ta boû qua Spin cuûa haït vaø soá haïn 

moâ taû ñieän tröôøng. 
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Nhö vaäy phöông trình (2.1) coù daïng goïn hôn: 
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   (2.2)  
Ñeå yù raèng: 
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Maø ta coù : 
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Keát quûa ta coù : 
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Töø ñieàu kieän Lerentz ta coù : 0=∇A
r

 vaø nhö vaäy neáu boû qua soá haïng baäc hai 

: 2A
r

 thì Ĥ  coù daïng : 
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Nghóa 

laø Naêng löôïng nhieãu loaïn laø soá haïng :  
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 . 
Nhö vaäy khi khoâng coù töø tröôøng phöông trình khoâng nhieãu loaïn laø: 
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Phöông trình naøy coù nghieäm laø : 
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Coi soá haïng nhieãu loaïn laø :
∇
rrh Amc

ei
 ta coù theå tìm ñöôïc : 
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 Giaû söû töø tröôøng laø ñeàu vaø khoâng thay ñoåi , höôùng doïc theo truïc z khi ñoù ta 

coù :    ,  
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Maët khaùc do :    
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neân ta coù : 
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vaäy ta coù keát quûa :  
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Baây giôø ta xeùt caùc haøm rieâng :muoán vaäy ta phaûi tính caùc phaàn töû ma traän:  
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Nhö vaäy nghóa laø töø tröôøng khoâng laøm thay ñoåi caùc haøm rieâng cuûa baøi toaùn 

khoâng nhieãu loaïn (
( ))(o

nlmϕψ =
) vaø soá hieäu chính trong pheùp gaàn ñuùng caáp moät 

baèng khoâng, coøn caùc möùc naêng löôïng taùch ra phuï thuoäc vaøo m qua bieåu thöùc : 
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Treân sô ñoà möùc naêng löôïng hieän töôïng naøy ñöôïc minh hoïa nhö sau: 
  l = 0  (m = 0) 
 
 
  l = 1 (m = -1,0.1)    m = 1 
        m = 0 
        m = -1 

m = 0

 
 

§3  LYÙ THUYEÁT NHIEÃU LOAÏN DÖØNG COÙ SUY BIEÁN HIEÄU ÖÙNG 
STARK 

 

I/ Lyù thuyeát nhieãu loaïn döøng coù suy bieán : 
Ñeå yù raèng lyù thuyeát ôû phaàn treân seõ voâ nghóa neáu : 

0=− )()( m
o

n
o EE  

hay xaáp xæ moät löôïng raát beù. Vì vaäy ta phaûi ñieàu chænh lyù thuyeát sao cho coù 
theå giaûi quyeát ñöôïc tröôøng hôïp ñoù . 

Tröôùc heát ta vieát laïi heä haøm rieâng. Giaû söû :  

+/ 
)(...)(,)( g

ooo ψψψ 21
 laø caùc haøm cuøng öùng vôùi moät trò rieâng . 

+/ ...)2()1( , ++ g
o

g
o ψψ  laømoãi haøm öùng vôùi moät trò rieâng. 

Trong pheùp gaàn ñuùng caáp 1 nghieäm cuûabaøi toaùn ñöôïc tìm döôùi daïng: 
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s
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α
αψψψ )()(

   (3.1) 

trong ñoù : αC  laø caùc löôïng beù vaø laø caùc löôïng khaù lôùn. sc

Hamiltonian vieát döôùi daïng:  coøn naêng löôïng (trò rieâng) töông 

öùng vieát laø : 

Hˆˆˆ += oHH
ε+= oEE  trong ñoù ε laø heä soá chính baäc nhaát cuûa giaù trò rieâng – töùc 

laø naêng löôïng cuûa heä. 
Phöông trình Schrodinger trôû thaønh: 

∑ ∑ =−+−
∞

+
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛

g

g
ooo

s
os EHCEHc

1 1
0)()( )ˆ(ˆ α

α ψψ
        (3.2) 

Nhöng ñeå yù raèng: 
ααα ψψ oooo EH =ˆ

 
neân trong pheùp gaàn ñuùng caáp 1 phöông trình (3.2) coù theå vieát laø : 
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∑ ∑ =−+−
∞

+

g

g
ooo

s
os EECEHC

1 1
0)()()( )()ˆ( αα

α ψψ
       (3.3) 

 

Nhaân traùi phöông trình naøy vôùi 
)(l+

oψ  ( )g...,21=l  
vaø söû duïng tính tröïc chuaån cuûa caùc haøm trong gaàn ñuùng caáp khoâng ta coù: 

∑ =−
=

g

s lss EHC
1

0)(
  

 hay :  

∑ =−
=

g

g lslss EHC
1

0)( δ
         (3.4) 

trong ñoù :   Phöông trình (3.4) ñöôïc goïi laø phöông 
trình theá kyû . Döôùi daïng khai trieån phöông trình naùy vieát laø : 

∫= + dvHH s
o

l
ols

)()( ˆψψ

01122111 =+++− gg HCHCEHC ...)(
 

…… 
02211 =−+++ )(... EHCHCHC ggggg  

Ñieàu kieän cuûa heä naøy laø ñònh thöùc cuûa heä phaûi baèng khoâng: 

          

0

).....(
.....

)...(

...)(

)(

21

22221

11211

=

−

−

−

=

EHHH

HEHH

HHEH

EDet

gggg

g

g

     
 

(Det(E) = 
0=− eses EH δ

) 
ñaây laø phöông trình ñaïi soá baäc g ñeå xaùc ñònh naêng löôïng E laø 

:  töông öùng vôùi g traïng thaùi ban ñaàu suy bieán hoaëc chuaån suy 
bieán cuûa heä khoâng nhieåu loïan . Thay caùc giaù trò naøy cuûa E vaøo phöông trình (3.4) ta 
tìm ñöôïc caùc hieäu chænh cuûa haøm soùng trong pheùp gaàn ñuùng caáp 1 cuûa lyù thuyeát 
nhieãu loaïn . Do coù nhieãu loïan neân möùc naêng löôïng suy bieán ban ñaàu noùi chung seõ 
khoâng suy bieán nöõa vaø ta noùi raèng : nhieãu loaïn ñaõ laøm maát suy bieán . Söï maát suy 
bieán coù theå laø hoaøn toaøn coù theå laø boä phaän. 

)()()( ..., gEEE 21

II/ Hieäu öùng Stark trong nguyeân töû Hydrogen : 
Hieäu öùng Stark laø söï bieán ñoåi caùc möùc naêng löôïng cuûa nguyeân töû,phaân töû vaø 

tinh theå döôùi taùc duïng cuûa ñieän tröôøng ,maø bieåu hieän cuûa noù laø söï dòch chuyeån vaø söï 
taùch caùc vaïch phoå . 

Hieäu öùng Stark coù hai tröôøng hôïp : 
Hieäu öùng Stark tuyeán tính : 
Laø söï taùch caùc möùc naêng löôïng tyû leä tuyeán tính vôùi E . 
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Hieäu öùng Stark bình phöông laø söï taùch caùc möùc naêng löôïng tyû leä vôùi E2 
.Trong giaùo trình naøy chæ haïn cheá xeùt hieäu öùng stark tuyeán tính . 

1/ Hieäu öùng Stark tuyeán tính trong nguyeân töû hydrogen :  
Vôùi nguyeân hydrogen ta coù coâng thöùc : 

22

4 1
2 n
meE o

n
h

−=)(

 
ñieàu naøy coù nghóa laø naêng löôïng cuûa heä chæ phuï thuoäc vaøi soá luôïng töû chính 

n.Nhö vaäy ñoä baäc suy bieán cuûa möùc naêng löôïng En laø n2 vì möùc naêng löôïng suy 
bieán theo l vaø n : 

∑ =+
−

=

1

0
212

n
n

l
l )(

 
Neáu ta ñaët nguyeân töû Hydrogen vaøo moät ñieän tröôøng coù cöôøng ñoä E = const thì 

caùc möùc naêng luôïng cuûa nguyeân töû seõ taùch ra tyû leä vôùi E. 
Ñeå ñôn giaûn ta giaû söû ñieän tröôøng höôùng theo truïc z. Do ñoù Hamiltonien nhieãu 

loaïn ( naêng löôïng töông taùc cuûa electron vôùi tröôøng ngoøai ) seõ baèng : 
zeU ξ=   

Trong ñoù ξ  laø cöôøng ñoä cuûa tröôøng ngoøai. 
2/ Vôùi : khi ñoù naêng löôïng coù daïng: 1=n

2

4

1 2h
meE o −=)(

 
maø töø qui taéc vôùi caùc soá löôïng töû : 

..,.2,1=n  
)1(,....2,1,0 −=l  
l±±±= ...,2,1,0m  

Nghóa laø vôùi  chæ coù moät traïng thaùi 1=n 100ψ .Nhö vaäy khi n =1 khoâng coù suy 
bieán (moät möùc naêng löôïng öùng vôùi moät haøm soùng ). 

3/ Vôùi  Möùc naêng luôïng   2=n 4
1

2 2

4

1 h

meE o −=)(

  
Nhöng khi ñoù seõ coù 4 haøm soùng laø: 

+/ os2  : 2=n  ,  , 0=l 0=m  

+/ : 12 −p 2=n ,  , 1=l 1−=m  

+/ o
p2

: 2=n ,  , 1=l 0=m  

+/ 1
2p

: ,  , 2=n 1=l 1=m  
Nhö vaäy naêng löôïng suy bieán baäc 4 . Nhöng löu yù laø toïa ñoä z giao hoaùn vôùi 

zL̂  cho neân vôùi zeU ξ=   (U tyû leä vôùi z ) ta cuõng coù : 

[ ] 0ˆ,ˆ =zLU  
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Nghóa laø nhieãu loaïn chæ aûnh höôûng ñeán caùc traïng thaùi vôùi cuøng soá löôïng töû töø 
m , töùc laø caùc traïng thaùi 2So vaø 2Po (xaùo troän chuùng), coøn hai möùc kia 2P1 vaø 2P-
1vaãn khoâng bò aûnh höôûng gì . Boán traïng thaùi naøy ñöôïc cho baèng haøm soùng nhö sau: 

+/ 
)()()()( rfrRYrRS

ooooooo ====→
2122

1

4
12
π

ψψ
 

+/ r
zrFrRYRP oooo )(cos)()( ====→ θπψψ 2112121

2
4
32

 

+/ 
ϕθπψψ i

o erRYRP sin)()(
211121211

3
1 8

32 ===→
 

          2
iyxrF += )(

 

+/ 

ϕθ
π

ψψ i
o erRYRP −

−−−
===→ sin)(

4
32 211121121

)4(
1  

     2
)( iyxrF −

=
 

Trong ñoù:    

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

−

a
re

a
R a

r

o 21
2
1 2

32
 

 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

= a
re

a
R a

r

26
1 2

321
   

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
== Bohrkínhbaùn2

2

me
a h

 
Nhö vaäy traïng thaùi toång quaùt öùng vôùi n = 2 laø : 

)(oC α
α

αψϕ ∑=
=

4

1  
Döôùi taùc duïng cuûa nhieãu loaïn möùc naêng luôïng seõ taùch ra thaønh boán möùc con , 

moãi möùc öùng vôùi moät haøm soùng(khöû suy bieán hoøan toaøn )hay vaãn coù moät vaøi haøm 
soùng öùng vôùi moät möùc naêng löôïng (khöû suy bieán moät phaàn ). 

4/ ñeå xaùc ñònh caùc möùc naêng luôïng vaø caùc haøm soùng khi toàn taïi ñieän tröôøng 

ngoøai ξ  theo lyù thuyeát nhieãu loïan ta phaûi giaûi phöông trình theá kyû : 

( ) 0
1

=∑ −
=

g

s lslss EHC σ
 

Bieåu thöùc EH −ˆ  döôùi daïng toång : 

( ) ( ))1(ˆˆˆ EUEHEH o
o −+−=−  

Ta coù keát quûa laø : 

( ) 0)1(4

1
=−∑

=
lsls

s
s EUC σ

 

Trong ñoù  laø: lsu
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dvzedvU o
s

o
l

o
s

o
lls ψψξψψ ∫=∫= )(*)()(*ˆ

 
Thay caùc haøm soùng vaøo yeáu toá ma traän ta thaáy chæ coù hai tích phaân khaùc 

khoâng laø : 
lsu

        
===∫== )sin()()( 2

2

2112 ϕθξ drdrdvdv
r
zrFrfeUU

 

  
∫ ∫ ∫
∞

=
0 0

2

0

2
2120 sincos)()(

4
3 π π

ϕθθθ
π

ξ dzrrRrRddre

 
             

ϕθθπ
ξ π π

dddrrza
rea

re
a

e a
r

a
r

sin222
0 0

2

0
2

221312
1

4
3 −∞ −

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −∫ ∫ ∫=

 

 
ϕθθπ

ξ π π
ddrdz

a
r

a
re

a
e a

r
sin2

2

0 0

2

0

2
3 221

12
1

4
3

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −∫ ∫ ∫=

∞ −

 

Cuoái cuøng ta coù keát quûa :  aeUU ξ32112 −==  
Thay vaøo phöông trình theá kyû ta coù : 

03 4321
1 =++−− ococcaecE .)( ξ  

03 432
1

1 =++−− ococcEace )(ξ  

   043
1

21 =+−+ occEococ )(
 

   034
1

21 =+−+ occEococ )(
 

 Ñeå cho caùc  khaùc khoâng thì ñònh thöùc : ic 0)det( )1( =E

    
)(1E    aeξ3     0     0 

.  det (E(1)) = aeξ3     
)(1E    0     0    = 

        0         0      
)(1E    0 

        0         0        0     
)(1E    

      

     0)3()(2)( 22)1()1( =−= aeEE ξ
Töø ñaây suy ra : 

aeE ξ31
1 =)(

   , aeE ξ31
2 −=)(

  ,  
)()( 1

4
1

3 0 EE ==
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Nhö vaäy söï suy bieán chæ maát moät phaàn vaø neáu naêng luôïng 
oE2 chæ taùch ra 

thaønh ba möùc khaùc nhau .Tren soá ñoù möùc naêng löôïng ñieàu naøy ñöôïc moâ taû nhöbaûng 
sau : (söï taùch möùc naêng löôïng  n = 2 ). 

 
 
Khoâng coù 

ñieän tröôøng ngoaøi 
Coù ñieän tröôøng ngoaøi. 
 

 

2 2

4

2 h

meE o −=)(

 
 

2

4

1 h

meE o −=)(

                         

                           aeoEE ξ322 += )( ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ −= )()( oo

212
1

2 ψψϕ
 

                                                   
)()( oEoEE 243 ==

o
33 ψϕ =

  
                                                                                   

o
44 ψϕ =  

                   aeoEE ξ321 −= )(

                                                           
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ += )()( oo

212
1

1 ψψϕ
 

  
5/ tính caùc haøm soùng töông öùng vôùi caùc möùc naêng löôïng : 
Ta tính caùc haøm soùng trong gaàn ñuùng caáp khoâng gaén lieàn vôùi caùc möùc naêng 

löôïng E1, E2 , E3  , E4  . thay 0)1(
4

)1(
3 == EE  vaøo phöông trình theá kyû ta coù : 

 03 4321 =+++ ococaceoc ξ  

 03 4312 =+++ ococaceoc ξ  

 04321 =+++ ococococ  

 04321 =+++ ococococ  

Phöông trình coù ngieäm :  021 == cc    ,  03 ≠c    ,  04 ≠c
Nhö vaäy vôùi möùc naêng löôïng khoâng bò xeâ dòch traïng thaùi toång quaùt nhaát ñöôïc 

moâ taû baèng haøm soùng : 
)()()( oo ccr 443 ψψϕ +=

r
 

Töông öùng vôùi möùc 
)(oEEE 243 ==   vaø  laø tuøy yù (söï suy bieán vaãn 

coøn ) . Ta coù theå choïn haøm soùng : 
3c 4c

)()( )( rr o
21133 ψψϕ ==      m = 1 

)()( ,
)( rr o

12144 −== ψψϕ
    m = -1 

Hay toå hôïp tuyeán tính cuû chuùnh vì heä vôùi m = ± 1 vaãn coøn suy bieán thaäm chí 
khi coù ñieän tröôøng ngoaøi . 

Thay  vaøo phöông trình theá kyû ta coù : 
)(1

1E
043 == cc   , ccc =−= 21    

do ñoù : 

43 ϕϕ ≠  
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)()(()( oocr 212 ψψϕ −=
r

    
hay    

)()( )()( oor 212 2
1 ψψϕ −=

r

 

Thay aeE ξ31
2 −=)(

  vaøo ta coù : 
043 == cc   , ccc =−= 21    

do ñoù : 

)()( )()( oocr 211 ψψϕ +=
r

   hay  
)()( )()( oor 211 2

1 ψψϕ −=
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CHÖÔNG V. HEÄ CAÙC HAÏT ÑOÀNG NHAÁT 
 
 
 
Caùc haït ñoàng nhaát trong cô hoïc löôïng töû cuõng ñöôïc hieåu veà cô baûn nhö trong 

vaät lyù coå ñieån nghóa laø: caùc haït hoaøn toaøn gioáng nhau, töùc laø caùc haït coù caùc ñaëc 
tröng e,m,s … hoaøn toaøn nhö nhau. Ví duï nhö electron, caùc haït photon ..v.v.laø caùc 
haït ñoàng nhaát.  

Tuy nhieân caàn löu yù laø: khaùi nieäm haït ñoàng nhaát trong quaù trình phaùt trieån cuûa 
vaät lyù vi moâ cuõng nhö cô hoïc löôïng töû ngaøy caøng ñöôïc môû roäng hôn-hay veà maët 
toaùn hoïc coù theå noùi laø ñoái xöùng giöõa caùc haït vi moâ ngaøy caøng cao hôn. Cuï theå laø: 
caùc haït nhö proton vaø nôtron hoaøn toaøn hkaùc nhau nhöng trong töông taùc maïnh noù 
coù theå ñöôïc xem nhö laø caùc haït ñoàng nhaát. 

Trong vaät lyù hoïc coå ñieån vaán ñeà phaân bieät caùc haït ñoàng nhaát laø khoâng coù gì 
khoù khaên vì ta coù theå döïa vaøo quyõ ñaïo cuûa caùc haït ñeå phaân bieät chuùng vôùi nhau.  

Nhöng trong cô hoïc löôïng töû khaùi nieäm quyõ ñaïo bò baùc boû do nguyeân lyù baát 
ñònh Heisenberg neân vaán ñeà khoâng theå giaûi quyeát theo caùch nhö trong cô hoïc coå 
ñieån ñöôïc .Trong cô hoïc löôïng töû caùc haït ñoàng nhaát hoaøn toaøn maát tính “caù theå”, 
chuùng hoaøn toaøn nhö nhau, khoâng theå baèng baát kyø caùch naøo ñaùnh daáu ñöôïc chuùng. 
Ñoù laø noäi dung cuûa nguyeân lyù khoâng phaân bieät caùc haït ñoàng nhaát. 

 

§1 TOAÙN TÖÛ HOAÙN VÒ. NGUYEÂN LYÙ PAULI 
 

1/ Toaùn töû hoaùn vò 
Baây giôø ta tìm caùch theå hieän nguyeân lyù khoâng phaân bieät caùc haït ñoàng nhaát 

baèng caùc tính chaát cuûa haøm soùng cuûa heä haït ñoàng nhaát. 

Toaùn töû  ñöôïc goïi laø toaùn töû hoaùn vò khi noù taùc duïng leân haøm soùng kjP̂
( ),..., 21 rrψ  noù cho ta moät haøm khaùc trong ñoù toïa ñoä cuûa haït thöù k vaø thöù j ñoåi choå 

cho nhau: 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ =

NjkNjkkj rrrrrrrrrP ...............,...,ˆ
121

ψψ
   (1) 

Ñoái vôùi haøm rieâng ta coù theå vieát: 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ =

NjkNjkkj rrrrrrrrP ..................ˆ
11

λψψ
 

Khi ñoù:  

   ψψλψ == 22P̂
do ñoù:   

  112 ±=→= λλ       (2) 
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Caùc haøm khoâng ñoåi daáu khi hoaùn vò ñöôïc goïi laø caùc haøm ñoái xöùng – hay caùc 
haøm chaún. 

Caùc haøm ñoåi daáu khi hoaùn vò ñöôïc goïi laø caùc haøm phaûn ñoái xöùng – hay caùc 
haøm leû. 

Tính chaún leû laø moät tích phaân chuyeån ñoäng vì toaùn töû hoaùn vò giao hoaùn vôùi 

Hamiltonian. Sôû dó nhö vaäy laø vì taùc duïng cuûa leân kjP̂
Ĥ chæ ñöa tôùi vieäc hoaùn vò 

caùc phaàn töû maø thoâi. 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ =

NkjNjk
rrrrHrrrrH .........ˆ.........ˆ

11  

2/ Caùc haït Bose vaø caùc haït Fermi (caùc boson vaø caùc Fermion) 
Thöïc nghieäm chöùng toû raèng tính chaát ñoái xöùng cuûa haøm soùng coù lieân heä vôùi 

baûn chaát cuaû caùc haït. Caùc haït coù caùc haøm soùng Ψ  ñoái xöùng – kyù hieäu laø Ψs  - ñöôïc 
goïi laø caùc Boson, Caùc haït coù caùc haøm soùng phaûn ñoái xöùng – kyù hieäu laø Ψa - ñöôïc 
goïi laø caùc haït Fermi hay caùc Fermion. 

Caùc haït ñöôïc xeáp vaøo loaïi naøo laø tuøy thuoäc vaøo Spin cuûa chuùng. Caùc Fermion 
coù Spin baùn nguyeân, caùc Boson coù Spin 

nguyeân. 

3/ Haøm soùng cuûa heä ñoàng nhaát khoâng töông taùc. Nguyeân lyù Pauli. 
Phöông trìng Schrodinger ñoái vôùi caùc traïng thaùi döøng cuûa caùc haït khoâng töông 

taùc coù daïng: 
 

( ) ( N
N

i Ni rrrErrrrUm ...,...,)( 211 21

2

2
rrh ψψ =∑ +∆−

= ⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ )
            (3) 

 
Nghieäm cuûa phöông trình naøy laø: 
 
( ) ( ) ( ) ( )NNKKKN rrrrrr ψψψψ .......,

221121 =
    (4) 

 
Trong ñoù Ki  (i=1,2, … N) laø taäp hôïp caùc soá löôïng töû cuûa caùc traïng thaùi maø ôû ñoù 

haït toàn taïi. Nhö vaäy moãi moät khi Ki laø moät taäp hôïp ñaày ñuû ñaëc tröng cho traïng thaùi 

cuûa töøng haït rieâng leû. caùc haøm 
( )r

iKψ
 laø nghieäm cuûa phöông trình Schrodinger ñeå 

cho töøng haït rieâng leû. 
 

( ) ( ) ( ) ( )iiK
i

KiKii
i

Ki
rErrUr

m
ψψψ =+∆−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

2

2h

  (5) 
 
Nhöng ñeå yù raèng haøm (4) khoâng thoûa ñoøi hoûi ñoái xöùng, hay noùi chính xaùc hôn 

noù chöa phaûi laø haøm ñoái xöùng cuõng nhö phaûn ñoái xöùng. Nhöng löu yù raèng phöông 
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trình (3) laø phöông trình tuyeán tính do ñoù söï choàng chaát caùc nghieäm daïng (4) seõ laø 
moät nghieäm cuûa noù. Döïa vaøo nhaän xeùt naøy ta coù theå xaây döïng tính ñoái xöùng cho 
nghieäm cuûa (3). 

Ñeå ñôn giaûn ta xeùt heä hai haït khoâng töông taùc vôùi nhau. Khi ñoù deã thaáy raèng: 
caùc haøm khoâng ñoái xöùng coù daïng sau: 

 
( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2112212

2211211
rrrr
rrrr

ψψψ
ψψψ

=
=

,
,

    (6) 
 
Trong ñoù caùc chæ soá 1 vaø 2 trong caùc haøm soùng ñaùnh daáu hai traïng thaùi khaùc 

nhau cuûa haït . Caùc haøm soùng ψ1(r1,r2), ψ2(r1,r2) töông öùng vôùi cuøng moät giaù trò 
naêng löôïng cuûa heä. Töø caùc haøm naøy ta coù theå xaây döïng hai toå hôïp ñoái xöùng töông 
öùng vôùi giaù trò naêng löôïng ñoù. 

( ) ( ) ( ) ( )⎥⎦⎤⎢⎣
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211222112
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  (7) 

( ) ( ) ( ) ( )⎥⎦⎤⎢⎣
⎡ −=

211222112
1 rrrr

a
ψψψψψ

!   (8) 

(Heä soá 2
1

2
1 =

!   ñöôïc suy ra töø ñieàu kieän chuaån hoùa haøm soùng). Ta coù theå 
toång quaùt hoùa hai coâng thöùc (7) vaø (8) cho tröôøng hôïp toång quaùt bao goàm löôïng tuøy 
yù caùc haït khoâng töông taùc. 

Ñoái vôùi heä caùc Boson, traïng thaùi ñöôïc moâ taû baèng caùc haøm ñoái xöùng: 
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trong ñoù toång laáy theo moïi caùch hoaùn vò khaû dó cuûa caùc chæ soá khaùc nhau k1 , 

k2 …kN ; ni kyù hieäu soá chæ soá nhaân cuøng moät giaù trò. Nghóa laø caùc soá ni cho thaáy coù 

bao nhieâu haït ôû traïng thaùi ψi  ñaõ cho, hôn nöûa: Nni =∑  
Töông töï cho caùc Fermion ta coù haøm soùng: 
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Ñònh thöùc trong veá phaûi ñöôïc goïi laø ñònh thöùc Slater. Tuøy theo loaïi haït maø ta 
choïn haøm soùng daïng (9) hay (10). 

Ta xeùt heä caùc haït Fermion. Giaû söû coù hai haït cuûa heä cuøng ôû moät traïng thaùi 
löôïng töû coù nghóa laø K1 =K2 . Ñieàu naøy coù nghóa laø hai haït coù cuøng moät taäp hôïp ñuû 
caùc soá löôïng töû. Ví duï trong chuyeån ñoäng cuûa haït ôû trong tröôøng xuyeân taâm ñoái 
xöùng laø : n,l,m, S2 ; trong chuyeån ñoäng töï do laø: Sx ,Sy ,Sz ,luùc ñoù ñònh thöùc Slater 
(10) baèng khoâng. 

Nhö vaäy vôùi caùc Fermion khoâng theå toàn taïi traïng thaùi cuûa heä maø trong ñoù hai 
haït ñoàng nhaát (hoaëc nhieàu hôn) ôû trong cuøng moät traïng thaùi. 

Ñoù laø noäi dung cuûa nguyeân lyù Pauli ñöôïc thieát laäp treân cô sôû phaân tích caùc soá 
lieäu thöïc nghieäm tröôùc khi xuaát hieän cô hoïc löôïng töû. 

 

§2 NAÊNG LUÔÏNG TRAO ÑOÅI VAØ NGUYEÂN TÖÛ HELI 
 
Baøi toaùn cô hoïc löôïng töû cho moät heä haït ñoàng nhaát laø baøi toaùn khoù khaên nhaát 

maø tieác thay noù laïi laø baøi toaùn thöôøng gaëp nhaát do yù nghóa thöïc tieãn cuõng nhö lyù 
thuyeát vaø cho tôùi nay coøn raát nhieàu vaán ñeà vaãn chöa ñöôïc giaûi quyeát troïn veïn .Maëc 
duø vaäy ñeå laøm saùng toû cho vaán ñeà naøy ta cuõng coù theå xeùt moät baøi toùan cuï theå ñoù laø 
baøi toùan nguyeân töû Heli.  

Cô sôû ñeå xeùt baøi toaùn naøy laø moät khaùi nieäm hoaøn toaøn Cô hoïc löôïng töû xuaát 
phaùt töø nguyeân lyù khoâng phaân bieät caùc haït ñoàng nhaát :Khaùi nieäm naêng löôïng trao 
ñoåi . 

I/. Ñònh nghóa naêng löôïng trao ñoåi : 
Naêng löôïng trao ñoåi – hay töông taùc trao ñoåi laø söï töông taùc ñaëc bieät cuûa caùc 

haït ñoàng nhaát gaén lieàn vôùi tính chaát ñoái xöùng nhaát ñònh cuûa haøm soùng cuûa heä haït 
ñoái vôùi söï hoùan vò “toïa ñoä” cuûa chuùng vaø theå hieän nhö keát quaû cuûa moät töông taùc 
ñaëc bieät naøo ñoù . 

Töông taùc trao ñoåi laø moät hieäu öùng thuaàn tuùy cô hoïc löôïng töû nghóa laø noù 
khoâng heà coù moät söï töông töï naøo trong cô hoïc coå ñieån . 

Hieäu öùng trao ñoåi laø cô sôû ñeå giaûi thích moät hieän töôïng chaúng haïn nhö söï taïo 
thaønh moät lieân keát ñoàng trò , söï taïo thaønh vuøng naêng löôïng trong caùc tinh theå … 

II/.Nguyeân töû Heli : 
 Ñeå laøm ví duï cuï theå ta xeùt nguyeân töû Heli . Trong tröôøng hôïp naøy 

Hamiltonien coù daïng : 
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Nhö theá coù nghóa laø ñaõ giaû thieát haït nhaân laø ñöùng yeân coøn töông taùc töø tröôøng 
khoâng xeùt ñeán Spin cuûa electron (vì trong mieàn khoâng töông ñoái tính hieäu öùng Spin 
coi nhö khoâng ñaùng keå ). 

Ñeå tính toaùn ta aùp duïng phöông phaùp nhieãu loaïn .Vôùi toùan töû nhieãu loaïn chính 
laø naêng löôïng töông taùc giöõa hai electron : 
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      (2.2) 
Töø ñoù ta coù phöông trình Schrodinger : 
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            (2.3) 
Tröôùc heát ta giaûi baøi toaùn ñôn giaûn  : 
 

( ) ( ) ( ) ( )21121121211 rrErrHHrrH ooooo

rrrrrr ,,, ψψψ =+=
           (2.4) 

 

Hieån nhieân ta coù theå vieát ( )211 rrHo
rr ,  döôùi daïng : 

 
( ) ( ) ( )22112111 rrrro

rrrr ψψψ =,     
 
vaø haøm soùng naùy öùng vôùi möùc naêng löôïng : 

21 EEEo +=    
Dó nhieân ta cuõng coù theå vieát haøm soùng döôùi daïng : 

( ) ( ) ( )12212112 rrrro
rrrr ψψψ =, . 

Nghóa laø caùc haït trao ñoåi traïng thaùi cho nhau : haït thöù nhaát ôû traïng thaùi thöù hai 
coøn haït thöù hai naèm trong traïng thaùi thöù nhaát . 

Vì Eo suy bieán boäi hai neân haøm rieâng cuûa baøi toaùn nhieãu loïan seõ ñöôïc tìm 
döôùi daïng :  

2211 oo CC ψψψ +=         (2.5) 
Thay haøm soùng naøy vaøo phöông trình : 
 ( ) 0=−+ ψEUH

o  
Vaø ñaët : 

ε+= oEE  
Ta ñöôïc phöông trình theá kyû sau (trong gaàn ñuùng caáp 1 ): 

( ) 0
2

1
=∑ −

=s
sss UC ll δε

       (2.6) 
trong ñoù :                         

∫= 21
* ˆ rdrdUU osos

rr
ll ψψ  
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Töø ñaây ta coù theå tính ñöôïc : 
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(2.7)

Ñaïi löôïng K ñöôïc ñònh nghóa nhö naêng löôïng töông taùc Coulomb giöõa hai ñieän 
tích phaân boá vôùi caùc maät ñoä töông öùng laø : 
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  (2.8) 
Töông töï ta coù caùc phaàn töû ma traän coøn laïi (khoâng cheùo) laø : 
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(2.9)

Keát quaû vieát nhö treân chöùng toû caùc giaù trò cuûa yeáu toá ma traän laø thöïc . 
Nhö vaäy phöông trình (6) trôû thaønh : 
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    (2.10) 
Ñeå heä phöông trình coù nghieäm khoâng taàm thöôøng thì ñònh thöùc cuûa heä phaûi 

baèng khoâng  nghóa laø : 
AK ±=−ε  

Tröôøng hôïp :      
AK +=ε . 

Thay giaù trò  vaøo phöông trình (10) ta coù : 
C1= C2=C. 

Nhö vaäy möùc naêng löôïng AKoEoEE ++=+= ε  öùng vôùi haøm soùng : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]2121221121 2
1 rrrrC oo

rrrr ψψψψψψψ +=+='

  (2.10) 

( 2
1

 laø heä soá chuaån hoùa ). 
Tröôøng hôïp AK −=ε  vaø tính toaùn nhö treân ta coù : C1= -C2 .Vaäy möùc naêng 

löôïng : AKEEE oo −+=+= ε  töông öùng vôùi haøm soùng :  

( ) ( ) ( ) ( )[ ]122122112
1 rrrr rrrr ψψψψψ −=''

  (2.12) 
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Möùc naêng löôïng Eo dòch chuyeån ñi moät khoaûng K vaø taùch thaønh hai möùc con , 
khoaûng caùch giöõa hai möùc naøy laø 2A 

                                  Eo +K+A  
                         Eo +K 
                                 Eo +K-A     
           Eo 
 
Ñaïi löôïng A ñöôïc goïi laø naêng löôïng trao ñoåi . 
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BAØI KEÁT 
 
Khi trình baøy caùc nguyeân lyù cô baûn cuûa cô hoïc löôïng töû – nhö trong giaùo trình 

naøy vaø trong ña soá caùc giaùo trình cô hoïc löôïng töû khaùc – khoâng theå trình baøy theo 
moät heä thoáng chaët cheõ, hôïp lyù vaø saùng suûa veà logic ñöôïc. Bôûi leõ neáu trình baøy nhö 
theá seõ vaáp phaûi moät nhöôïc ñieåm khoâng phaûi laø nhoû laø tính tröøu töôïng quaù möùc cuûa 
khaùi nieäm, noù che laáp caùc cô sôû vaät lyù cuûa moân hoïc (nhö giaùo trình cuûa Dirac). Vì 
vaäy ñeå khaéc phuïc phaàn naøo nhöôïc ñieåm cuûa caùch trình baøy cuûa chuùng ta, ôû phaàn 
cuoái naøy ta toång keát moät caùch ngaén goïn caùc nguyeân lyù vaø caùc baøi toaùn cô baûn cuõng 
nhö giôùi haïn aùp duïng cuûa cô hoïc löôïng töû – hay chính xaùc hôn laø cô hoïc löôïng töû 
khoâng töông ñoái tính. 

I/. Caùc nguyeân lyù vaø baøi toaùn cô baûn cuûa cô hoïc löôïng töû :  
Cô hoïc löôïng töû nghieân cöùu caù taäp hôïp thoáng keâ caùc haït vi moâ vaø giaûi ba toaùn 

chuû yeáu: 
1. Xaùc ñònh caùc giaù trò khaû dó cuûa caùc ñaïi löôïng cô hoïc (Xaùc ñònh phoå cuûa caùc 

ñaïi löôïng ).  
2. Tính xaùc xuaát cuûa moät ñaïi löôïng naøo ñoù trong soá caùc ñaïi löôïng cuûa taäp hôïp 

caùc haït vi moâ. 
3. Söï bieán ñoåi cuûa taäp hôïp theo thôøi gian (chuyeån ñoäng cuûa haït vi moâ).  
Caùc nguyeân lyù cô baûn cuûa cô hoïc löôïng töû  

1/.  Ha øm Soùng Vaø Nguyeân Lyù Choàng Chaát Traïng Thaùi. 
Caùc haït vi moâ cuûa moät taäp hôïp xaùc ñònh trong cô hoïc löôïng töû ñöôïc ñaëc tröng 

bôûi haøm soá soùng ψ. 
Haøm ψ laø haøm soá cuûa taäp hôïp xaùc ñònh caùc ñaïi löôïng maø ta kyù hieäu laø x (x ôû 

ñaây khoâng chæ laø toïa ñoä hay caùc toïa ñoâï, roäng hôn ta coù theå hieåu laø moät taäp hôïp baát 
kyø caùc bieán soá giaùn ñoaïn hay lieân töïc taïo thaønh moät taäp hôïp ñuû naøo ñoù ). Soá caùc ñaïi 
löôïng cuûa taäp hôïp ñuû ñöôïc xaùc ñònh bôûi baûn chaát cuûa heä vaø baèng soá baäc töû do cuûa 
heä. Tuøy theo caùch choïn taäp hôïp caùc ñaïi löôïng laø ñoái soá cuûa haøm soá soùng maø ta noùi 
raèng haøm soùng ôû trong bieåu dieãn naøy hay bieåu dieãn khaùc cuûa traïng thaùi. Cuï theå hôn 
neáu x laø caùc toïa ñoä ta noùi traïng thaùi trong bieåu dieãn toïa ñoä, neáu x laø xung löôïng ta 
noùi traïng thaùi trong bieåu dieãn xung löôïng …  Haøm soá soùng coøn coù chæ soá n (thöôøng 
ñöôïc boû ñi khoâng ghi) khi ñoù vieát laø ψn(x) – ñeå chæ haøm soá soùng ñaõ ñöôïc xaùc ñònh 
treân taäp hôïp naøo.  

Moät taäp hôïp thoáng keâ ñöôïc moâ taû bôûi moät haøm soá soùng ñöôïc xaùc ñònh goïi laø 
moät taäp hôïp thuaàn nhaát (hay tinh khieát). Taäp hôïp khoâng coù moät haøm soá soùng ñöôïc 
xaùc ñònh goïi laø taäp hôïp hoãn hôïp. Noù ñöôïc ñaëc tröng bôûi ma traän maät ñoä. thay cho 
haøm soá soùng . 

Tính chaát cô baûn cuûa caùc taäp hôïp löôïng töû tinh khieát ñöôïc bieåu thò trong 
nguyeân lyù: Neáu hai traïng thaùi khaû dó ñöôïc bieåu dieãn baèng caùc haøm soá soùngψ1 vaøψ2 
thì toàn taïi moät traïng thaùi thöù ba ñöôïc bieåu dieãn bôûi haøm soá soùng: 

   ψ=   C1ψ1 +   C2ψ2 .      
trong ñoù C1  vaø C2  ñöôïc goïi laø caùc bieân ñoä traïng thaùi.  
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Taát caû nhöõng heä thöùc giöõa caùc ñaïi löôïng vaät lyù trong cô hoïc löôïng töû ñöôïc 
bieåu dieãn baèng caùc toaùn töû tuyeán tính töï lieân hôïp sao cho moãi moät ñaïi löôïng vaät lyù 
thöïc L ñöôïc ñoái öùng vôùi moät toaùn töû tuyeán tính töï lieân hôïp bieåu dieãn noù. 

2/ Giaù Trò Trung Bình: 
Söï bieåu dieãn caùc ñaïi löôïng nhôø caùc toaùn töû lieân heä vôùi caùc  ñaïi löôïng ño ñöôïc 

nhôø caùc coâng thöùc xaùc ñònh giaù trò trung bình   cuûa ñaïi löôïng ôû traïng thaùi ψ: 
( )ψψ LL ,=  

Vôùi ñieàu kieän chuaån hoùa: 
    (ψ,ψ)=1 
Caùch ñònh nghóa giaù trò trung bình naøy cho pheùp ta tìm ñöôïc phoå cuûa löôïng L, 

nghóa laø tìm ñöôïc caùc giaù trò khaû dó cuûa noù. Muoán theá ta tìm caùc traïng thaùi maø ôû ñoù 
löôïng L chæ coù moät giaù trò xaùc ñònh, nghóa laø tìm nhöõng traïng thaùi maø: 

   02 =∆L  

3/ Baøi toaùn trò rieâng vaø caùc giaù trò ño ñöôïc cuûa caùc ñaïi löôïng vaät lyù 
trong thöïc nghieäm 

Phöông trình xaùc ñònh caùc haøm soá rieâng cuûa toaùn töû L̂  : 

    ( ) ( )xLxL LL ψψ =ˆ

Töø ñoù ta tìm ñöôïc phoå cuûa toaùn töû L̂  (lieân tuïc hay giaùn ñoaïn) vaø caùc traïng thaùi 

rieâng töông öùng 
( )xLψ

 . Ta thöøa nhaän raèng: caùc giaù trò rieâng cuûa toaùn töû L̂  laø caùc 
giaù trò cuûa ñaïi löôïng L quan saùt ñöôïc trong thöïc nghieäm. 

Vì caùc haøm soá rieâng laäp thaønh moät heä haøm soá tröïc giao neân moät haøm soá soùng 
baát kyøψ (x) coù theå khai trieån theo caùc haøm soá rieâng ψL(x)  cuûa phoå: 

    
( ) ( ) ( )∑=

L L xLCx ψψ
 

trong ñoù: 
  C(L)=( ψL,ψ) 
Neáu phoå laø lieân tuïc thì daáu toång phaûi ñöôïc thay theá baèng daáu tích phaân: ∫ dL. 
Xaùc xuaát tìm thaáy giaù trò cuûa ñaïi löôïng baèng L trong taäp hôïp ñöôïc ñaëc tröng 

bôûi haøm soá soùng ψ(x) laø baèng ⎢C(L) ⎢2 (trong tröôøng hôïp phoå bieán lieân tuïc  ⎢C(L) ⎢2 
laø maät ñoä xaùc xuaát).  

Löu yù raèng C(L) laø haøm soá soùng cuõng nhö taäp hôïp naøy nhöng laáy trong L-bieåu 
dieãn. Nhö vaäy C(L) vaø ψ(x) cuõng bieåu dieãn moät taäp hôïp. 

4/ Phöông trình cô baûn: 
Söï bieán ñoåi theo thôøi gian cuûa haøm soá soùng mieâu taû haït ñöôïc cho baèng phöông 

trình Schrodinger 

    
ψψ Hti ˆ=

∂
∂

h
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trong ñoù toaùn töû Ĥ laø Hamiltonien cuûa heä chæ phuï thuoäc vaøo baûn chaát cuûa heä 

vaø phuï thuoäc vaøo ngoaïi tröôøng taùc duïng leân heä. Toaùn töû Ĥ seõ laø toaùn töû naêng löôïng 
toaøn phaàn cuûa heä neáu ngoaïi tröôøng khoâng phuï thuoäc thôøi gian:  

Thoâng thöôøng coù theå vieát:  

    Ĥ = T+U 
Töø phöông trình Schrodinger vaø ñònh nghóa giaù trò trung bình ta suy ra raèng: 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+

∂
∂=∂ ψψψψ LHt
L

dt
L ˆ,ˆ,

ˆ
,

 

Do ñoù toaùn töû dt
dL

 bieåu dieãn ñaïo haøm toaùn töû L̂  theo thôøi gian coù daïng: 

[ ]LHt
L

dt
Ld ,
ˆ

+
∂
∂=

 

trong ñoù: ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −= HLLHiLH ˆˆˆˆˆ,ˆ

h   laø moùc Poisson löôïng töû. 
Tích phaân chuyeån ñoäng ñöôïc cho bôûi heä thöùc: 

 
0

ˆ
=dt

Ld
 

Khi khoâng coù ngoaïi löïc caùc tích lhaân chuyeån ñoäng quan troïng laø naêng löôïng, 
xung löôïng toaøn phaàn: 

    
∑∇−=∑=
K KK K iPP h

 
vaø momen xung löôïng: 

    
[ ] ∑+∑ ×=

K KK KK SPrM
 

trong ñoù SK laø momen Spin cuûa haït thöù K. 

5/ Nguyeân lyù khoâng phaân bieät caùc haït ñoàng nhaát: 
Theo nguyeân lyù naøy thì söï trao ñoåi cuûa moät caëp haït gioáng nhau khoâng daãn ñeán 

moät traïng thaùi môùi naøo veà maët vaät lyù. Veà phöông dieän toaùn hoïc ñieàu naøy ñöôïc cho 
baèng moät ñieàu kieän cho haøm soá soùng:  

PKj ψ=λψ   
trong ñoù λ = ±1 laø caùc trò rieâng cuûa toaùn töû hoaùn vò PKj . 
Töø ñoù haøm soùng ñöôïc chia thaønh hai loaïi: 
 -loaïi moâ taû caùc traïng thaùi ñoái xöùng ψs . 

 - loaïi moâ taû caùc traïng thaùi phaûn ñoái xöùng aψ
    

Töø phöông trình Schrodinger suy ra raèng tính ñoái xöùng khoâng thay ñoåi theo 
thôøi gian. Do ñoù haït thuoäc veà loaïi ñoái xöùng hay phaûn ñoái xöùng ñöôïc quy ñònh töø baûn 
chaát cuûa caùc haït. Caùc haït ñöôïc moâ taû baèng caùc haøm soùng ñoái xöùng ñöôïc goïi laø caùc 
Boton. 
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Caùc haït ñöôïc moâ taû baèng caùc haøm soùng phaûn ñoái xöùng ñöôïc goïi laø caùc 
Fermion-Chuùng tuaân theo nguyeân lyù Pauli-nhö laø heä quûa tröïc tieáp cuûa nguyeân lyù 
baát ñònh Heisenberg. 

II/ Nhöõng chaân trôøi môùi – hay laø söï phaùt trieån tieáp tuïc cuûa Cô hoïc 
löôïng töû: 

Maëc duø quaù phöùc taïp vaø raát chaët cheõ song phaàn cô hoïc löôïng töû ôû trong giaùo 
trình naøy noùi chính xaùc môùi chæ laø cô hoïc löôïng töû khoâng töông ñoái tính-moät phaàn 
môû ñaàu-phaàn ñôn giaûn nhaát trong maïch phaùt trieån cuûa vaät lyù lyù thuyeát hieän ñaïi. 
Quay trôû laïi trang ñaàu cuûa giaùo trình ta thaáy ñaây chæ laø phaàn töông öùng vôùi  

   v << e . 
       h ≈ höõu haïn. 
Do ñoù hieån nhieân laø khoâng ñaâyø ñuû neáu nhö khoâng xeùt söï môû roäng cuûa noù sang 

caùc phaàn khaùc. Chính vì vaäy ngay trong nöûa ñaàu cuûa theá kyû thöù 20, caùc nhaø vaät lyù 
ñaõ lieân tieáp môû roäng cô hoïc löôïng töû vaø ñaït ñöôïc nhöõng keát quaû to lôùn. 

Söï môû roäng ñaàu tieân döïa treân nhaän xeùt laø: phöông trình Schrodinger 
     

( ) ( ) ( )trtrUmt
tri ,,, rh

r
h ψψ

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+∆−=

∂
∂

2
2

 
 
roõ raøng laø khoâng baát bieán ñoái vôùi pheùp bieán ñoåi lorentz vì noù laø phöông trình 

baäc nhaát theo thôøi gian vaø baäc hai theo caùc toïa ñoä khoâng gian, nghóa laø caùc toïa ñoä 
khoâng gian vaø khoâng gian laø khoâng ñoái xöùng trong phöông trình naøy. 

Môû roäng phöông trình Schrodinger theo yeâu caàu ñoù ñöa tôùi phöông trình môùi 
toång quaùt hôn- phöông trình Klein-Gordon cho haït coù Spin baèng khoâng: 

    ( � - H 2) ϕ(x)=0 

trong ñoù: � laø toaùn töû Dalembert, 

2
2 ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=
h

mcH
 phöông trình naøy laø phöông 

trình baäc hai theo caùc toïa ñoä thôøi gian vaø khoâng gian. Noù baát bieán vôùi pheùp bieán ñoåi 
Lorentz. 

Phöông trình Klein-Gordon ñöa tôùi nhöõng thaønh coâng môùi song laïi ñöa tôùi moät 
khoù khaên lôùn ñoù laø söï xuaát hieän maät ñoä xaùc xuaát aâm moät ñieàu quaù “kyø quaëc” khoâng 
theå chaáp nhaän. Ñeå vöôït qua tình traïng naøy Pauli vaø Weisskopf ñaõ xem ϕ(x) vaø moät 
soá ñaïi löôïng khaùc nöõa nhö laø caùc toaùn töû vaø do ñoù phöông trình Klein-Gordon laø coù 
theå chaáp nhaän ñöôïc. 

Söï phaùt trieån tieáp theo laø söï môû roäng phöông trình töông ñoái tính cho caùc haït 
coù Spin baùn nguyeân. Vinh quang naøy thuoäc veà nhaø vaät lyù hoïc ngöôøi Anh laø 
PaulDirac vôùi phöông trình: 
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Ñaây laø phöông trình baäc nhaát theo ñaïo haøm caùc toïa ñoä khoâng gian vaø thôøi gian 

vaø baát bieán vôùi pheùp bieán ñoåi Lorentz. 
Phöông trình Dirac vôùi thaønh coâng xuaát saéc laø khaúng ñònh söï toàn taïi cuûa haït 

Positron maø nhieàu naêm sau thöïc nghieäm môùi phaùt hieän ñöôïc. 
Tuy nhieân cô hoïc löôïng töû töông ñoái tính vôùi hai phöông trình cô baûn laø 

phöông trình Klein-Gordon vaø phöông trình Dirac chöa phaûi laø taän cuøng. Bôûi leõ 
cuøng vôùi phöông trình Schrodinger caùc phöông trình naøy môùi chæ moâ taû heä haït vôùi 
soá haït baûo toaøn, hay noùi caùch khaùc caùc phöông trình naøy môùi chæ moâ taû heä haït vôùi soá 
höõu haïn baäc töï do (3N hay 4N neáu keå caû Spin). Nhö vaäy chuùng khoâng theå moâ taûñaày 
ñuû theá giôùi caùc haït cô baûn vôùi moät ñaëc tính quan troïng laø söï sinh vaø huûy haït-nghóa 
laø soá haït khoâng baûo toaøn – khi naêng löôïng cuûa caùc haït ñuû lôùn. 

Vì theá cô hoïc löôïng töû töông ñoái tính laïi ñöôïc phaùt trieån ôû möùc cao hôn vaø trôû 
thaønh “lyù thuyeát tröôøng löôïng töû”. Veà maët toaùn hoïc ngöôøi ta thöôøng goïi söï tieán boä 
naøy baèng thuaät ngöõ löôïng töû hoùa laàn hai. Nghóa laø khi ñoù khoâng chæ caùc ñaïi löôïng 
ñoäng löïc maø caû caùc haøm soùng cuõng laø caùc toaùn töû tuaân theo nhöõng heä thöùc giao 
hoaùn nhaát ñònh. Lyù thuyeát tröôøng löôïng töû laø lyù thuyeát vaät lyù xem caùc haït vi moâ nhö 
laø caùc löôïng töû cuûa moät tröôøng naøo ñoù töông öùng. Ví duï photon laø löôïng töû cuûa 
tröôøng ñieän töø, electron laø löôïng töû cuûa tröôøng electron - Positron. 

Maëc duø ñaït ñöôïc nhöõng keát quaû tuyeät vôøi lyù thuyeát tröôøng löôïng töû cuõng laøm 
naûy sinh nhöõng khoù khaên môùi raát khoâng nhoû. Ñaëc bieät ñoù laø söï”phaân kyø” trong caùc 
lyù thuyeát naøy. Noùi cho roõ hôn : khi tính toaùn lyù thuyeát tröôøng löôïng töû cho thaáy khoái 
löôïng, naêng löôïng cuûa vi haït laïi khoâng phaûi laø nhöõng löôïng höõu haïn maø laïi baèng voâ 
cuøng-moät keát luaän khoâng theå hình dung noåi … 

Tieác raèng trong khuoân khoå cuûa giaùo trình naøy ta khoâng theå nghieân cöùu nhieàu 
hôn veà lyù thuyeát tröôøng löôïng töû. Vaøi doøng thay lôøi keát luaän naøy chæ hy voïng giuùp 
baïn ñoïc hieåu raèng cô hoïc löôïng töû hay chính xaùc hôn cô hoïc löôïng töû khoâng töông 
ñoái tính môùi chæ laø moät böôùc ñaàu tieân ñôn giaûn nhaát ñi vaøo theá giôùi vi moâ. 

Vaät lyù laø nhö theá , khoa hoïc laø nhö theá vaø cuoäc soáng nhö moät nhaø thô ñaõ vieát : 
Trong ñoâi maét tuoåi thô cuûa toâi 
Chaân trôøi laø nôi coù daõy nuùi môø tím . 
Daõy nuùi aáy baây giôø toâi ñeán 
Tröôùc maét toâi laïi moät chaân trôøi. 
(Phaïm Quoác Ca ) 
cuõng laø nhö theá .Chaân trôøi noái tieáp chaân trôøi ,öôùc mô noái tieáp öôùc mô . Toøa 

nhaø vaät lyù hoïc duø ñaõ voâ cuøng ñoà soä vaø phöùc taïp nhöng khoâng phaûi ñaõ hoaøn chænh 
maø vaãn coøn raát nhieàu choå daønh cho caùc baïn . Haõy bieát öôùc mô , öôùc mô vaø daønh heát 
taâm trí , söùc löïc cuûa mình cho öôùc mô aáy ngay töø khi coøn ñaàu xanh tuoåi treû . 

Moät laàn nöõa toâi chuùc caùc baïn gaët haùi nhieàu thaønh coâng trong hoïc taäp vaø luoân 
öôùc mô , vöôn tôùi nhöng chaân trôøi xa xoâi trong khoa hoïc .  
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