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LOI NOI PAU
C4c ban sinh vién Vat Ly thin mén !

Cudn gido trinh cd hoc ludng tif ndy dudc soan danh cho cdc ban. Pay 1a sy
chit loc tir hau hét cdc gido trinh co hoc lugng tir d3 dudc soan bdi nhitng nha vat 1y
ndi ti€ng trén thé gidi ciing nhu & Viét Nam. B4i 1& co hoc lugng tit 13 thanh tyu vi
dai clia tri tué nhan loai th&€ ky thit 20,da va van dang 1a cd s§ clia cdc miii nhon
ctia vat Iy hoc thim chi ngay cé trong th& ky 21 sip t6i.

Tuy nhién do: Cd hoc lugng tif 1a mon rat khé, rat phic tap thim chi “ky
quic”, nén viéc soan mot gido trinh cho dé hiéu siang sta trong khudn khd 100
trang gid'y 12 diéu vd ciing khé khiin thim chi 1a diéu khong thé thuc hién — it nhat
12 ddi v6i toi. Khong nhitng thé khuon khé clia gido trinh nay 1a tuong dudng véi 60
ti€t hoc trong chuong trinh hoc cla khoa vat Iy hién nay. Vi vy mic du to6i da hét
stic ¢& giang va bd nhiéu cong sifc cudn sich nay khong thé duge xem 13 mot gido
trinh hoan chinh va né ciang khong thé thay thé€ cho viéc nghe gidng ciia cic ban.

Tai xin luu y cdc ban d6i diéu vé dic di€ém clia gido trinh nay .Pham vi tng
dung cia Co hoc lugng ti 1a vo cung rong rai , vi du nhu : Héa hoc lugng tir, Ly
thuyét trudng Lugng tif , Ly thuyét hat nhian va Cau tric hat nhan nguyén t, Ly
thuyé&t chat rin , Pién t hoc lugng tif ... va con nhiéu nganh khéc nita .Chinh vi th&
dé hi€u that sy ddy dd vé Co hoc lugng ti phai trinh by trong nhitng tai liéu kha
dd s6 . Tuy nhién do nhiéu ly do xuat ph4t tir thuc tién hoc tip va gidng day clia
chiing ta hién nay , gido trinh ndy chi chi yéu tré 15i cho ciu héi : ’Co hoc lugng tir
ra doi tir ddu ?”hay “Co sd ctia Cd hoc lugng tir 1a gi ?”(chuong I) . Cong cu todn
hoc clia Cd hoc lugng tif chi dugc gidi thiéu nhitng nét c¢d s§ (todn tl tuyén tinh ty
lién hop )va nhitng tinh todn cho nhitng van dé cu thé dugc xem la thi y&u va doi
khi chi trinh bay dudi dang gidi thi€u n6i dung phuong phap chit khdong dp dung vao
nhitng bai toan cu thé (Phuong phap nhiéu loan )

T6i that xtic dong khi nhitng dong cudi ciing clia gido trinh nay dugc viét vao
ngay 20-11-1998- ngay ma tif nhiéu nim nay céc ban thudng danh cho tdi nhitng
11 chiic mirng t6t dep, Vi thé tdi mudn cdc ban xem gido trinh nay nhu 12 13i cdm
on clia tdi d&€n vdi cdc ban .Hon thé nita toi ciing hy vong ring diy ciing 1a bi€u
hién clia 1ong bi€t on chan thanh va sdu sic clia téi doi véi biét bao thay co gido,
nhitng ngudi da thdp 1én ngon I¥a khat vong tim hiéu th€ gidi tu nhién trong tim
hén t6i ma trong s6 d6 c6 khong it ngudi ma vinh vién khong bao gid toi c6 thé gip
lai dugc nira .

Chic cdc ban git hdi nhiéu thanh cong trong hoc tap.

Ngay 20-11-1998.

Nguyén Duy Hung
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BAI MG PAU

$1 LUGC PO TONG QUAT CUA VAT LY HOC

Vat 1y hoc cho t6i ngdy nay dua trén hai hoc thuyé&t vat 1y 16n d6 1a :Thuyét
twdng doi cia Einstein va 1y thuyét lugng ti.

1/ Ly thuyét tuong ddi cia Einstein dugc dic trung bdi hiing s6 ¢ 1a van tdc
4nh sdng trong chin khong . V& mit d6 16n ¢ = 300000 km/s. Trong 1y thuyét tuong
ddi ¢ 12 van toc truyén séng dién tir va cho t6i nay né dugc xem 13 van toc gidi han
ctia moi chuyén dong .

2/ Ly thuyét lugng tit (M.plank,N.Bohr) dugc dic tung béi
hiing s6 Plank . Hing s6 nay dung lam do do su phan 1ap céc gid tri kha di cdc dai
luong vat 1y va 12 ciu ndi hai mit séng hat ctia chuyén dong clia vat chat .

[h] = [ndng lugng] x [thdi gian] = [tdc dung]
Plank da goi h 1a lugng t tac dung .

H=6,62517.10-37 Js

Dua vao hai hiing s6 nay ta c6 thé thi€t 1ap luge db tdng quat clia vat 1y hoc
nhu sau .

v<<c VAC
Co hoc ¢d dién Co hoc tuong d6i tinh
h=0 h=0
v<<c h_hitu han . v~ c¢ , h_hitu han.
Cd hoc lugng tit khong tuong doi Cd hoc lugng tit twong doi tinh
tinh Ly thuyét trudng lugng ti.

Tai liéu ndy chi d@é cap d&€n mién v<<c, h_hitu han,tifc 1a phan cd hoc lugng ti
khong tuong ddi tinh .

$2 BUC TRANH THE GIGI CUA VAT LY HOC CO PIEN

I/ Hai ¥ tuéng cd ban cta vat 1y hoc ¢é dién :

Vat 1y hoc cho t6i cudi thé ky 19 dau thé ky 20 - ma ngay nay thudng goi 1a
vat 1y hoc cd dién - da xay dyng mdt bifc tranh hai hoa vé th€ gidi vat chit. N6 bao
gdm hai linh vyc chd y&u dé 13 : Co hoc ctia Newton va ly thuyét dién tir clia
Maxwell. T4t cd nhung kié€n thitc d6 da cho phép nhén loai gidi thich dugc mot s&
lugng khong 16 cdc hién tugng ,cdc su kién quan sit dudc tir the gidi vat chat .

Co s6 ctia vat Iy hoc cd dién 1a hai y tuéng sau :

ThS. Nguyén Duy Hung Khoa Vit Iy
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- Y tudng thit nhat 13 ¥ tudng nguyén ti .Theo ¥ tudng nay thi vit chit dudc
ciu tao tir nhitng hat rat nhd khong thé phan chia dugc va dugc goi 1a nguyén ti
(Atomos).

- Y tudng thtt hai 13 ¥ tudng vé su tdn tai ciia mot moi trudng dan hoi dic biét
chita ddy khip noi trong khong gian va nhd d6 ma cdc nguyén tif tudng tic dudc vdi
nhau .

- Y tudng nguyén ti dugc dé xut tir rit sém (th€ ky tht IV trude cong nguyén
- Democrite)va cho t6i th€ ky 20 da c6 nhitng biing chitng tuyét ddi khong phi
nhan dugc vé sy ton tai thyc sy cla nguyén tif va phan tir . Con ngudi da c6 nhitng
dung cu diing d€ ghi lai dudc nhitng ion riéng ré - cic dng d€m - va nhitng dung cu
quan sit dudc qu§ dao clia cdc hat (budng Wilson) Tham chi quan st dugc bing
mit va chup 4nh dugc nhitng phan tif 16n riéng ré cia mot vai hdp chit hitu cd .

11/ Hai b phan chi yé&u cia vat 1y hoc ¢ dién :

1/ Co hoc Newton :

Cd hoc Newton - dua trén ba dinh luét ctia Newton - 12 mot b phan rit quan
trong ctia vt 1y hoc c6 dién . Trong ba dinh luit dé dinh luit thit hai c6 vai trd dic
biét . b6 1a phuong trinh :

F=ma

hay 12 : Luc = khéi lugng x gia tdc.

Phuong trinh nay c6 vai trd dic biét vi v€ trdi 1a Iuc 1a nguyén nhin gy ra sy
bién d6i van dong , v& phai cé khdi lugng tifc 13 thudc tinh cla vat chat va gia tdc
tiic 12 hé thic gitta khong gian va thdi gian .Diéu niy c6 nghia 13 phuong trinh nay
thi€t 1ap mé6i quan hé giita vat chat,van dong, Khong gian,thdi gian va nguyén nhan
gdy ra van dong.

Cung v6i dinh luat hiap din, ba dinh luat trén da cho phép con ngudi gidi thich
dugc mot cach thda dang chuyén dong clia nhitng hé vi mo trung hoa dién

2/Ly thuyét dién tir

Mot bod phan chid y&u khdc clia vat 1y hoc c6 dién nghién cifu cdc hién tugng

—_ —

E,D,B.H

dién va tir . C4c hién tudng nay dugc cho bing cac dai lugng dién tir
.Cdc dai lugng ndy dugc hé thong nhd hé phuong trinh Maxwell :

oB
*E=_9P
v ot
v =3+ P
ot
Vﬁzp
VB=0

da biét.
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Hai bd phan cta vat 1y hoc dudc lién hé v6i nhau nhd dinh luit Lorentz néi
ring : Mot dién tich e chuyén dong vdi van tdc v trong dién tlf trudng chiu tdc dung
ctia mot luc :

F=eE+(1,B)]

I1I/ Hai dang vét chit cd ban cta vt 1y hoc ¢ dién :

a/ Dang hat : Hat dugc dic trung biing tinh dinh xif trong khong gian va sy ton
tai quy dao khi chuyén dong . Hat con c6 nhitng dic trung khac nhu khéi lugng ,
xung lugng , moment .v.v.

b/ Dang séng : Séng 1a qud trinh lan truyén nhiéu loan trong khong gian va
chuyén dong séng 12 chuyén dong ciia trang thdi vat chit chit khong phai 1a chuyén
dong ctia chinh vt chat . Chuyén dong séng tuan hoan trong khong gian va thdi
gian . Pic trung quan trong clia chuyén dong séng 14 séng c6 kha ning giao thoa va
nhiéu xa .

Vit 1y hoc ¢d dién di nghién citu hai loai séng :

- S6ng co : 12 sur lan truyén dao dong clia cdc hat vat chat trong mdi trudng
truyén séng ,loai séng nay chi c6 thé lan truyén trong moi trudng vat chat .

- Séng dién tir 1a su lan truyén nhitng dao dong dién tir ,S6ng dién tir c6 thé
lan truyén c4 trong chan khong .

IV/ Nhitng quan niém cd s§ cta vét I hoc cé dién :

Vit 1y hoc ¢d dién dua trén ba quan niém co s§ sau :

1/ Sy bién ddi lién tuc cia cic dai lugng vat 1y , hay rong hon 1a tinh lién tuc
clia thé giGi vat chat .

Vé mit todn hoc di€u nay c6 nghia 12 cdc hAm mo t4 cdc dai lugng vat 1y 1a
cdc ham s6 lién tuc .Chinh quan niém nay 1a cd s& cia khai niém qu§ dao clia
chuyén dong . Mot thudc tinh ¢& hitu cia chuyén dong trong vat 1y hoc c6 dién .

2/ Quyét dinh luan c6 dién (Quyét dinh luin Laplace).Quan niém nay cho
ring néu biét dugc trang thdi cia vat § mot thdi diém nao d6 , bi€t duge tit ca cic
luc tic dung vao vat thi c¢6 thé tién dodn mot cdch chinh x4c tuyét d6i trang thdi
clia vt § thdi di€m ti€p theo . quan niém nay 13 hinh thic co ban cla nguyén ly
nhan qua trong vat Iy hoc cd dién .

3/ Phuong phép phén tich :

Phuong phdp cta vat Iy hoc ¢6 dién d€ xem xét, nghién ctu cdc hién tugng va
su vat 1a phuong phap phan tich .Piéu ndy c6 nghia 1a :

Thit nhat : vat c6 thé dugc tach ra khéi mdi trudng xung quanh va duge xem
xét nhu 1a mdt vat hoan toan ddc 1ap.

Th hai : trong nhitng trudng can thi€t vat c6 thé chia nhd ra tirng phan dé
nghién cttu va viét chia nhd dé khong cdn trd viéc ta hi€u biét ban chat cia sy vt .

N6i riéng trong moi trudng hgp dung cu do va doi tugng dugc quan st 1a hoan
toan doc lap véi nhau .
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$3 NHUNG BE TAC CUA VAT LY HOC CO PIEN VA NHUNG
Y TUGNG NUA LUGNG TU

Mit du gidi quyét duge mot sd lugng rat 16n cdc hién tudng cia thé gidi vat
chit , song cho t6i cudi thé ky 19 vat 1y hoc ¢d dién da vap phii mot s6 hién tugng
ma trong khudn khé cic dinh luit di c6 vat 1y hoc c6 dién khong thé gidi quyét
dudc . b6 1a cac hi€n tugng sau :

1/ Bitc xa clia vat den tuyét doi .

2/ Hién tugng quang di€n .
3/ Hiéu ttng Compton.

4/ Cau tao nguyén tif va 1y thuyét nita luong tif ciia Bohr.

D& gii quyét nhitng van dé trén vat Iy hoc phai dua ra nhitng quan niém mdi
vugt xa khudn khd ctia nhitng quan niém trude day . Tuong Gng vdi nhitng hién
tuong trén,do 1a nhitng quan niém sau day :

1’/ C4c nguyén tit cia vat chat khdng hap thu va bifc xa ning lugng mot cich
lién tuc ma ngudc lai hap thu va biic xa mot cdch gidn doan cédc lugng t ning
lugng .

e=hy=hw

h 14 hiing s& phd bién -lugng tit tic dung-hingsd Plank

2’/ Anh sdng la m6t chum hat- lugng tir 4nh sang- hay photon. Cac photon c6
nang lugng xdc dinh va xung lugng xac dinh.

e=how P=nk
H¢ thitc nay dudc goi 1a hé thic Planck — Einstein. Nhu vay hé thic nay da

lién hé cdc thong s6 clia hat vdi cdc thong s clia séng ( € va P véi @ va K ).

3’/ T két qua thu dudc clia hiéu ttng Compton:

A =24, sin2 2
2

Trong do6: /10 1a budc séng Compton cia electron.

Cong thifc trén c6 nghia 1a: Sy thay d6i clia budc séng chi phu thudc vao géc
tdn xa ma khong phu thudc vao tin s6 ban diu (cia tia t6i). K&t qua nay dudc gidi
thich d& dang tlr sy’ va cham ctia mot photon véi mit electron ma khong thé gidi
thich theo quan di€ém séng.

4’/ Céc dién tit trong nguyén tir khong chuyén dong trén nhitng qui dao bat
kyma chi c6 thé & nhitng qui dao xac dinh goi 13 qui dao lugng ti. Cac qui dao nay
dudc nhin sao cho moment xung lugng M cida dién ti thdoa man hé thic:

M=n2 u=12..)

Trén cdc qui dao lugng ti cac electron ¢6 ning lugng xac dinh. Khi electron

chuyén tlr qui dao nay sang qui dao khac gin hat nhan hon nguyén ti¥ sé phat ra
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mdt photon va electron thuc hién mdt budc nhdy lugng ti¥. TAn s6 clia photon phat
ra dugc tinh theo cong thuc:
E,.—En=hon,

5’/ Nim 1927, C.Davison va L.Germer phat hién hién tugng nhiu xa clia
electron. Hién tugng nay da dugc DeBroglie tién dodn tir 1924. Hién tugng nay chi
c6 thé gidi thich dugc bing nhitng gi4 thi€t hoin toan mdi so vdi nhitng quan niém
cii cia vat 1y c6 dién d6 1a viéc thira nhan gia thi€t ctia De Broglie: hat electron va
vi hat néi chung 1a c6 tinh chat ludng nguyén:hay ludng tinh séng — hat. Cu thé 1a:

Mbi hat ty do c6 ning lugng E va xung ludng P xic dinh dugc bi€u dién bdi

mot séng phing don sic c¢6 tin s6 vong @ va vector séng k li€n hé v61 E va P bai
hé thidc gidng nhu hé thitc Planck- Eistein ddi véi photon :

E=hw P=hk
Séng phing nay c6 dang : _
V/(F,t): Ae%[ﬁF—Et] _ Aei[kf—a)t}

va dugc goi la song De Broglie .
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CHUONG 1. CO SO CUA CO HOC LUQONG TU

§1 CO SG VAT LY CUA CCG HOC LUGNG TU

I/ Thé& gidi vi mo:
1/ Hat vi mo:

Céc phén t, nguyén tr, hat nhan nguyén t va cac hat ¢ ban dudc goi la cac
hat vi md. Danh sdch clia cdc hat co bidn cho dén nay da tré nén mot danh sach kha
dd s6 nhung c6 thé phan thanh ba loai 1a: cdc lugng ti clia trudng dién tir - cc
photon, cic hardron va céc lepton. Cac hardron la c4c hat tham gia tuong tdc manh
(twong tdc hat nhan) va ngudc lai cdc lepton bao gdm: cic electron, cdc muon va
cdc neutrion. Nhém cdc hardron dong ddo hon cd: ching bao gdm cic nucleon
(proton va neutron), cic meson (cac hat nay nhe hon proton) va cic hyperon (cic
hat ndng hon proton). Ngoai trtf trudng hgp dédc bi€t 1a photon va mot vai meton
trung hoa cdc hat con lai déu c6 phan hat.

Thudc tinh rat quen thudc ctia hau hét vi hat 12 c6 khéi lugng nghi. Vi du khdi

o N s 91.107%8g . X

ong nghi m cua electron la bang: , kho1 lugng cua photon 1a 1836m,
cia neutron 1a: 1839m, ctia muon 1a 207m . Khéi lugng nghi ctia photon va cia tat
ca céc neutrino déu bing khong.

Khéi lugng clia phan tir, nguyén t& va hat nhan nguyén ti bing tdng khdi
lugng cla cdc hat tao thanh trir di do hut khoi. Do hut khdi biing ning ludng dung
dé phd v& vi hat thanh nhitng hat cAu thanh (thudng dudc goi 12 ning lugng lién
két) chia cho binh phuong van toc 4nh sdng. Céc nucleon trong hat nhin c6 ning
lugng lién k&t 16n nhat- do hut khdi cia mdi nucleon 16n hon 10m .

Dién tich cda hat vi md biing bdi nguyén 1an dién tich cla electron, tifc 12

bing boi 1an 1,6.10 PC .Ngoai nhitng hat vi m6 tich dién c6 nhiéu hat vi mo
trung hoa vé dién. Pién tich clia hat vi mo phic tap bing tong dai sd cdc dién tich
clia cdc hat thanh phan.
2/ Spin cta vi hat.

Spin 12 mdt trong nhitng thudc tinh quan trong ctia hat vi md. Spin c6 thé dugc

h2s(s+1)

d6 s c6 thé 1a s6 nguyén hay ban nguyén (s thudng dudc goi 1a Spin), ha hing s&

xem nhu 12 moment cd riéng ctia hat. Binh phuong ctia Spin bing: trong

phd bién, déng vai trd dic biét quan trong trong cd hoc lugng t, gid tri clia h

1,05.107%J S, Spin ctia photon bing 1, Spin cta electron bang 1/2 .
Spin 12 mot thudc tinh dic biét clia vi hat. Va do d6 né khong thé c6 mo hinh
tuong tu ¢d dién. Viéc gidi thich Spin nhu 13 moment co riéng clia vi hat tuy thuan
tién cho viéc hinh dung nhung 13 khong ding véi thyc t€ vi kh4i niémvi hat quay
quanh n6” 1a khong chap nhan dugc.

bing:
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Momemt géc clia vi hat c6 thudc tinh khac thudng. Cu thé hinh chiéu trén

phuong bat ky ctia n6 chi nhan céc gi4 tri gidn doan: hs ,h(S - 1),..., —hs Jtdc 1a
(2s + 1) gid tri. Piéu nay c6 thé néi 12 vi hat c6 (2s + 1) trang thai Spin. Nhu vay su
tdn tai Spin ddi vé6i vi hat dua t6i sy xuat hién bac ty do trong d€ mo ta no.

3/ Boson va Fermion:

Trén cd sG Spin ngudi ta chia vi hat thanh hai nhém. Nhém mét 1a cac vi hat
c6 Spin nguyén hoidc bing khong. Nhém hai 1a cdc vi hat c6 Spin bdn nguyén.

Nhém thit nhat c6 dic di€ém 13 ching c6 thé ¢é vo s& hat ciing ton tai trong
mot trang thai lugng t, tuan theo thonh ké Bose - Einstein va do d6 nhém nay
thudng dudc goi tit 1a cdc Boson. Nhu vy cdc meson va photon 1a cdc Boson.

Nhém thit hai c6 dic di€m 1a chiing chi ton tai nhiéu nhat mot hat trong mdi
trang thdi lugng tlt, tudn theo thong ké Fermi - Dirac va do d6 céc vi hat thudc
nhém nay dugc goi tit 1a cdc Fermion. Céc lepton - néi riéng 1a cédc electron - cdc
nucleon va cdc hyperon la cac Fermion.

4/ Tinh khong bén ctlia vi hat:

T4t cd cdc hat co ban - tidc photon, electron, proton va neutrino déu khong
bén. Piéu nay c6 nghia 12 c4c hat d6 tu phat phan ra thanh nhitng hat vi mo khac
khong cAn mot tic dong nao tir bén ngodi. Vi du mot neutron tu phan rad thinh mot
proton, mot electron va mot neutrino:

n—->p+e + Ve

Chiing ta khong th€ tién dodn dugc vao thdi di€m nao sy phan rd s& x4y ra
nhung tf thuc nghiém ngudi ta da tim dudc quy luat phan ra.

N(t)=N, exp(-t/7)

trong d6 7 1a hiing s6 dic trung clia neutron- dugc goi 1 thdi gian séng clia

neutron va biang 10°s . Lugng exp(— Y T) xdc dinh x4c xuit clia neutron khong
phén ra tai thdi diém t .

C4c hat vi mo khong bén dugc dic trung bing thdi gian song ctia né. Thdi
gian song clia mot hat cang nhd thi x4c xudt phan hiiy clia hat cang 16n. Vi du: Thoi

2,2.107%s

gian séng clia muon 12 , thdi gian song ctia 7 - meson duong 1a

2,6.1078s

[ ~ 2 IT N N 10_16 S N 3 N
, tha1 gian sdng cua /¢ - meson trung hoa la va cua hyperon la
-10 y , , -22
1077s, Mot nhém hat khéc c6 thoi gain song cuc ky ngan vao khoang 107°"s
. -23 Cae n ”
aeén 1077°S  c4c hat nay dugc goi la c4dc hat cong hudng.
Mot diéu luu ¥ 1a: cdc meson va cac hyperon c6 thé phin ra theo nhiéu cich
khdc nhau. Vi du cic 7 - meson duong c6 thé phan rd theo ki€u nhu sau:
+ +
T Uty
zt—>et+y,
xt—>rl+et +y,
Vi mot meson 77 bat ky khong thé tién dodn dude vao lic nao ciing nhu kiéu
phin rd ndo sé xdy ra. Tinh khong bén khong phai chi c6 ddi véi cdc hat co bdn ma
con diing d6i véi cdc vi hat khdc. Hién tugng phéng xa cho thiy ring hat nhan
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nguyén ti 13 khong bén vitng. Céc nguyén ticiing nhu cdc phan t khi & trang théi
kich thich ciing khong hé, chiing s& ty phat trd vé trang th4i ban diu clia ching hay
chuyén sang trang thai kich thich thap hon.

Nhung cin luu ¥ riing tinh khong bén vitng khong phai 12 ban chat chung cia
cdc vi hat b3i vi ngoai cdc hat khong bén c6 mot sd hat vi mo khac 12 bén. Vi du
nhu: photon, electron, proton, neutrion, cdc hat nhin nguyén tit bén ciing nhu céc
nguyén ti va phéan ti § trang thdi co ban.

Ngoai tinh chit di néu trén hat cd ban con c¢6 mdt dic tinh “ky quic” thé hién
trong sy bién d6i qua lai clia chiing. Tuy nhién ban doc c6 thé tim hi€u thém van dé
d6 qua cdc gido trinh khéc chi ti€t hon vé vat 1y hat cd ban.

§2 HAI Y TUONG CO BAN CUA CO HOC LUGNG TU

1/ Y tuéng lwgng ti¥ héa.

B4n chit cla y tudng lugng tf hda 1a: mdt s6 dai lugng vat Iy mo ta cdc doi
tugng vi mo trong nhitng diéu kién thich hop chi ¢6 thé nhin nhitng gid tri rdi rac
xdc dinh. Khi d6 ta néi ring cdc dai lugng Ay bi lugng tir héa .

Y tudng nay do M.Planck dia ra nim 1900 khi nghién cttu bitc xa ciia vat den
tuyét doi. Planck da gia thuyét ring ning lugng cda bitc xa dién tir do vat phét ra
khong phai la lién tuc ma 1a gidn doan - theo ting lugng t& ning lugng, ning lugng

ctia mdi lugng ti nay bing : € = ho gi thuyét nay da bdo ddm cho sy phit hop
ctia 1y thuyét va thyc nghiém, dic biét 12 loai bd dugc khé khin khi chuyén 1y
thuyét d&€n viing tn s6 16n — ma ngudi ta goi 12 tai bién tif ngoai .

Tiép theo Planck, Bohr di 4p dung y tudng lugng tif héa vao miu hanh tinh
nguyén ti ctia Rutherford d€ xay dung miu nguyén ti méi clia 6ng, mau nguyén ti
Bohr - hay miu nguyén ti¥ nita lugng t. Mic du ly thuyé&t Bohr vé nguyén tir van
c6 nhitng mau thuan ndi tai song né dudc coi 1a budc diu tién d€ xay dung 1y thuyét
hoan chinh vé ciu triic nguyén ti.

D& hiéu noi dung cla ¥ twdng nay ta xét vi du céc electron trong nguyén t. O
trong nguyén ti ning lugng cla electron nhan nhitng gid tri rdi rac — nhitng gia tri
ndy tap hop thanh phd ning lugng, nhu hinh:

Gid st ta chi quan tAm dén

hai mtc Elvé Ez. Khi d6 electron E El

, . E
chi ¢6 thé c6 ning lugng la |

hoic E, chtt khong thé c6 ning @
E

\ E
lugng E théa man: 1<E< 2.
Pay 1a diém co ban clia cd hoc
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9, N 2 e ~ N 2 - El .
lugng ti sau nay. Electron c6 thé chuyén tif mdc ning lugng — !sang mic

2 hoidc ngugc lai, trong hai qua trinh d6 electron nhin va phéit ra mot photon
tuong tng. Qu4 trinh dé dudc goi 1a phép chuyén ddi lugng ti.

Nhung luu ¥ ring: Nang lugng electron khong phdi khi nao ciing bi lugng t
héa. Chi cdc electron & trong trang th4i lién két (vi du electron trong nguyén ti¥) thi
nang lugng ctia n6 mdi bi lugng tir hda. Cac electron & trang théi ty do thi ning
lugng cia n6 khong bi lugng t& héa.

Sy lugng ti héa khong phai chi x4y ra v6i ning lugng ma 13 véi nhiéu dai
lugng khac. Cu thé moment xung lugng cua vi hat ciing bi lugng ti héa. Khac véi
niang luong 13 dai lugng chi bi lugng t héa trong trang th4i lién két, moment xung
lugng ludn bi lugng ti& héa. Cac gid tri quan sat dugc cia binh phuong moment
xung lugngcia hat vi mo duge cho bdi cong thiic:

M2 =n20(0+1)
trong d6 Cass nguyén, £=0,1,2..
electron trong nguyén tif & trang thdi dirng thitn thi s6 ¢ nhan gid tri tr 0 dén (n-1).

Ngudi ta thuong goi Moment xung lugng (hay moment géc) mot cach don
gidn 12 moment. Thuc nghiém chitng t6 riing: hinh chi€u clia momentcia vi hat 1én
mdt phuong nhat dinh ndo d6 (ta thudng goi d6 13 hinh chi€u trén truc oz cho tién)
nhan céc gid tri:

M, =am
Mm=—0—(+1,..,0-1/

*.N€&u ta xét moment géc clia mot

trong d6 . Nhu vay véi mdi gi4 tri cia l s§m
(25 + 1) gia tri gian doan
O phén trén ta da n6i v& Spin clia vi hat va ¢6 thé coi Spin nhu 12 “moment
ndi tai” clia vi hat. Ngudi ta goi né 1a moment Spin dé phan biét moment thudng 1a
moment qily dao. Né&u s 12 Spin ctia vi hat thi hinh chi€u clia moment Spin s& nhan
=—$,~S+1,...,S—1,S

nhan

céc gia tri ho trong d6 @

M|

Nhu vay hinh chi€u ciia Spin clia mot electron s& nhan hai gi4 tri: va

h
2

Cé4c so n{,mo xdc dinh cdc gid tri gidn doan kh4c nhau cla cdc bién
dong luc lugng t héa va dudgc goi 1a cdc s6 lugng ti.
n 12 s6 lugng ti chinh.
C1ass lugng tit qiiy dao.

m 12 s6 lugng tif tir.
O 1a s6 lugng tir Spin.

2/ Y tuéng lu@ng séng hat.
Trong vat 1y hoc ¢d dién ngudi ta coi cdc khai niém séng va hat 1a loai trir
nhau. Hat dudc dic trung bing khdi lugng, c6 tinh dinh xit trong khong gian va c6
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thé€ va cham vdi nhau. Nguoc lai séng khong c6 tinh dinh x& nhung c6 kha ning
gioa thoa, nhiéu xa...

Song nhitng quan niém quen thudc nay khong thé chuyén qua co hoc lugng ti
mdt cach truc tiép dugc. & miic dd cac hién tugng vi md sy phan dinh rd rang hai
dang chuyén dong nay bi phai m& di mot cdch cin ban. Cu thé 1a:

Chuyén dong ciia vi hat ddng thdi dudc dic trung bing ca tinh séng 14n tinh
hat. C6 thé néi riing cdc vi hat & mic d6 nio d6 gidng nhu hat va & mic dd nao dé
giéng véi séng. Cac mitc dd d6 phu thudc vao diéu kién ma & d6 ta xét hat vi mo.

Né&u trong vat 1y c6 dién hat va séng 1a hai mit d6i 14p loai trit nhau- hoic 1a
hat hoic 1a séng — thi d6i véi cdc doi tugng vi md cdc mit d6i 1ap nay két hgp véi
nhau mot cdch bién chiing trong khuon khé mot ddi tugng vi mo thdng nhat 1a tinh
ludng séng hat.

Y tudng ludng séng hat dudc Einstein 4p dung cho bic xa dién tir &€ gidi thich
hién tugng quang dién. P&n 1924 De Broglie da m§ rong y tudng ludng séng hat
khong chi cho bidc xa dién tir ma cho moi hat vi md néi chung. Cu thé mdi hat vi
md ddng thdi c6 nhitng dic trung hat (ning lugng va xung lugng) va ca nhitng dic
trung séng(tin sd va budc séng). Mai lién hé giita nhitng dic trung d6 dugc cho
bing hé thitc Planck - Einstein:

E=low , P=rk (2.1)
Nhu vay 1a mdot hat chuyén dong dudc lién hé v6i mot song ma budc séng

dudc xac dinh theo cong thuc:

a=n

P

Y tudng niy da cho cdc gi thi€t cia Bohr mot co s§ vitng chic. Chuyén dong
clia electron trong nguyén tif Hydro ltic d6 s& bén vitng khi doc theo céc qily dao
dudc quy dinh 13 bing mdt s6 nguyén 1an budc séng. Cic séng doc theo qily dao
dudc quy dinh 12 cdc song dung.

Diéu nay tuong duong vdi quy tic lugng tif cia Bohr:

ho
E=n >

trong d6 @ 13 tin s6 quay cia electron quanh hat nhan,tic 13 s6 vong quay
cia electron quanh hat nhan. That vay, theo De Broglie do dai ctia qily dao bing s&
nguyén lan budc séng:

h
ﬂ/ — E —_-
nA=2ar P mv
Tu do suy ra :
2armv =nh
hay nhan c4 hai v& véi @ va chia cho 2 ta c6:
nLhe = MV.27r @
2 2
Nhung dé y ring :
2arw =V
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nénta co :

mv? 1

MV~ _E—nih
2 2"

day chinh 12 quy tic lugng tif ciia Bohr.

Van dé dit ra 12 véi cdc hat vi md — nhu hat bui ching han — tai sao ta khong
nhan thay tinh ludng séng hat ctia n6? Ly do don gidn 1a tir cong thitic De Broglie ta
tinh dugc budc séng ctia né nhéd hon kich thuée rat nhiéu 1an. Do d6 trong diéu
kién d6 ta khong thé phat hién thay tinh séng ctia hat bui. Con khi “hat” c6 khdi
lugng cang nho thi budc séng De Broglie ctia hat cang 16n khi d6 hat cang khac véi
hat c§ dién va ciing vi th& hat vi mo6 cang gidng v6i mot séng hon. Chi y 13 séng
De Broglie khac vGi nhitng séng c6 thuc ma ta néi & trén. Nhu vay ta hinh dung
quan hé séng — hat nhu th€ ndo ? . C6 hai cdch hinh dung sai vé mdi quan hé nay.

Céch thif nhat : 12 hat tya trén séng. Cdch nay 1a do chinh De Broglie dé xuit
trong thdi ky dau. Theo 6ng thi hat twa nhu ngdi trén séng va séng cudn né t6i dau
thi hat téi d6- hay néi don gidn 1a séng chuyén chd hat. Nhung thuc t€ 1a séng cé
thé tdn tai cling hat ngay c4 trong chian khonghoan toan nhu vay séng c6 thé 13 san
phdm cia chinh hat. Nhu vay hat tao ra séng nhu thé nao? Séng chia sé “sé phan”
cung vdi hat nhu thé€ nao khi hat tuong tdc vdi cac hat khdc va vdi moi trudng? D6
la nhitng cdu hdi ma quan niém “séng chuyén chg hat” khong tra 16i dugc.

Céch thit hai : d6 13 quan niém cho riing hat 13 sin pham dugc tao nén tir cic
séng, 12 mot co ciu rin dic do cdc séng két lai hay néi cdch khéc hat nhu 13 bo
séng 12 noi chdng chit cdc séng c6 budc séng rat ngin. Tuy nhién thuc t&€ cho thay
céc séng tham gia hién tugng tan sic nhu vay néu hat 1a bé séng thi hat phai bi tan
rd khi nhitng diéu kién cdia su tdn sic xuat hién. Nhung trong thuc t& hat khong hé
bi tan trong nhitng diéu kién do6.

Nhu vay c4 hai cdch hinh dung trén 12 hai cach hinh dung m4y méc theo kiéu
c6 dién déu khong chap nhan dugc.

Can luu y ring tinh ludng séng hat khong phai chi c¢6 khi xét mot tip hop céc
hat ma ngay cd khi c6 mot hat duy nhat tinh ludng séng hat ctia hat vi m6 van biéu
16 ro rét.

C6 nhiéu cich gidi thich y nghia ctia séng De Broglie nhung chua c6 cdch nao
hoan chinh. Céch giai thich ctia Born coi d6 1a “séng xédc xut” c6 vé nhu dudc
nhiéu ngudi chap nhan hon ca. Nhung séng xdc xuit vin khong mang mot ¥ nghia
vat 1y cu thé nhu séng cd hoc (séng 4m, séng trén mit nuée ...)C6 cach gidi thich
ring hat vi md ldc thi mang tinh séng, ldc thi mang tinh hat. Ciing ¢6 cdch gidi thich
riang hat vi md déng thdi vira 12 séng vira 12 hat.

Péng chd ¥ hon cé 12 quan niém ring : hat vi mo khong phai 1a s6ng ciing
khong phai 12 hat. Tinh ludng séng hat ctia vi hat dugc hi€u nhu kha ning tiém tang
ctia thé gidi vi md thé hién nhitng tinh chit khic biét ctia né phu thudc vao diéu
kién “bén ngoai” cu thé 1a diéu kién quan sit né.
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§3 €0 SG TOAN HOC CUA CO HOC LUGNG TU

BAt ctt 1y thuyé&t vat Iy nao ciing 1a sy k&t hop giita cdc y tuwdng vat ly dua ra
trén co sd thuc nghiém va mot cong cu todn hoc nhat dinh .

Trong giai doan xay dung 1y thuyét vat Iy cong cu todn hoc c6 thé 1a chua c6 -
nhu khi Newton x4y dung 1y thuyét clia d6ng , nhung khi xay dung co hoc lugng ti
thi cong cu todn hoc tuong ng da dudce xay dung tit trudc . Cong cu d6 1a 1y thuyét
céc todn tlf tuy€n tinh .

1/.To4n tif tuyé&n tinh :

a/ Todn ti va vidu :

Todn tif 12 sy tuong Gng giita cdc phan ti¥ clia tip X vdi cdc phan tl cla tip Y
nao .Céc thuit ngit ddng nghia vdi todn tit 14 :4nh xa ,hay haim Né&u haitip X va Y
12 hai tap hgp so thi ngudi ta ding kh4i niém ham s6 . Vai trudng hgp dit biét clia
todn tla :

- Mot todn tir tir mot khong gian X vao chinh né goi 14 mot phép bién ddi .

- Mot todn tif tir mot khong gian ham s& vd han chiéu vao mot tip hop sd dudc
goi 12 mot phi€m ham .

V6i mot todn tr L bat ky tdc dung trong khong gian X va Y ta thuong viét :
(todn t 12 chit in c6 ddu mi):

ﬁw(x)w(x»w(x}e X,p(x)eY

va noéi ring : todn L tic dung 1én ham (hay vectd ) ¢(x).

Céc vi du vé todn ti nhu :Phép tich phan ,vi phan , phép 13y ciin phép ning
1€n luy thura ...

b/ Todn ti¥ tuyén tinh :

Trudng hop dit biét quan trong clia cdc todn tif d6 12 cdc todn ti¥ tuyén tinh .
D6 1a cic toan ti thda man hai diéu kién :

+/|:('//1 +y,) = I:'//1 +|:W2
LA =Ly

(Poi héi tinh tuyén tinh clia todn ti ¢6 thé xem nhu bi€u hién clia nguyén 1y
chdng chap trong cd hoc lugng tif ).

C6 thé d€ dang thay riing : Céc todn tif dao him , vi phan , tich phan 13 cdc
todn tl tuyén tinh , cOn cdc todn tl ning 1én thira ,todn t khai ciin va todn ti
Logarit khong phai 1 todn ti tuyén tinh .

V6i cdc todn tif tuyén tinh ta c6 mot sd phép todn sau day:

+ Todn tf don vi : L dudc goi 1a todn tf don vi néu né thda min diéu kién:

Ly=vy=1y.

+ Phép cong céc todn ti : Tong clia hai (hay nhiéu) todn t& va 12 mot toan ti
ma két qua tdc dung cla né bing tdng cdc két qua tdc dung clia cdc todn tif thanh
phan , nghia 1a :
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C=A+B & C¥=By+By
+ Phép nhin céc todn tu : C dudc goi la tich cda hai todn A va B tir va viet

1a: C=AB ngucs :Cl/l: ABy) :
luu y v6i phép nhan cdc todn ti thit ty clda ching trong phép nhin 1a quan
trong .
+ Todn t& nghich ddo : L-! goi 1a nghich ddo cia todn ti L néu:
~ . _1 _
Ly(X)=0(X) 4, L o) =w(X)

/\* ~
+ Todn t& lién hgp phic : Todn ti L duge goi 1a todn tr lién hgp phic cla L
néu nhu :

~ I ] *
Ly(X)=p(X) 4;.L¥ X)=0 (X)
+ Phép nang 1én luy thua :
L"=LL..L (0 12 thira s6).
11/ Giao hodn ti va phan giao hodn ti :

Giao hodn t& ciia hai toan t& A va B 13 : Vi cdc todn ti c6 hai bai todn
quan trong cAn xét 13 giao hodn t& va bai todn tri riéng

AB |= AB-BA

)

Phan giao hodan tlt ctia hai todn tir A v

AB + _{AB}_AB+BA

=

Luu y 1a giao hodn t& cling nhu phédn giao hodn tf ctia hai todn t& khong phai
ludn bing khong .

Vidu : cho

s d
Ao
Khi d6 :
[Aé}:Aé_éA:xi_ix

dx dx
Hay :
dep d

A Bl =[x~ g xJp =X~ g x0)

_dw_ dydx

ax Yax Yo~V
q )
X, W =—Ww X,—— |=—1
Vay: { dx hay dx )
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I11/. Bai todn tri riéng cuia todn ti tuyén tinh :

Gi4 sit ta xét todn ti L, N&u ¢6 :

L '//(X) =4 V/(X) (A=const, y(x) #0).

Thi y(x) dudc goi 1a ham riéng va A dugc goi la cdc tri riéng tuong ng clia
todn t&r L. M3i todn tif c6 th€ c6 nhidu ham riéng va tri riéng tuong tng ; khi d6 ta
Viét :

Ly (=4 w (X

W”( ) nl//n( ) (n=0,1,2...).
A 2 .z . {ﬂ/n} S 1N 2 Rz s A 2 2 9 ~

Téap hgp cac gid tri dudc goi la cdc pho cdc tri ri€ng cua todn tu tuyén
tinh L.

Nhu vdy cdc ham riéng cla todn ti tuyén tinh L 1a cdc ham 6 tinh chat dat

biét 14 né gitt khong ddi dang dudi tic dung clia todn ti ngodi phép nhan véi mot tri
s6 (tri riéng ).

L=l
Vidu : gid st OX . pidu kién 12 ham y(x) tudn hoan trong khodng
[0,L]. Phuong trinh tri riéng c6 dang :
. Oy(X)
—I = Ay (X
X )

Hay chinh x4c hon :

i 2y, 00

Tu phuong trinh ta cé ngay :
Vo) = Agi

Tir diéu kién tuan hoan ta c6 :
Yo (X) =y, (X +L)
Mit khdc lvu ¥ ring :

ei/InL =1= eiznﬂVéy :

ln::%%£301=:HLiLi2”)

Nhu vdy An 1ap thanh mot tap hgp gidn doan . khi L—o0 cdc An cang sat lai
gan nhau hon hay chinh x4dc hon khodng cich gitra cic An—0. khi d6 cdc ham riéng
trG thanh :

v, (X) = Ae™

Véi A 12 mot bién lién tuc c6 thé 14y bt cif gia tri ndo . tir ddy ta ciing nén luu
¥ mot diéu 12 :cdc tri riéng phu thudc vao diéu kién bién clia nghiém cla phudng
trinh tri riéng , nghia 12 chiing chi x4c dinh khi cho c4c diéu kién bién .
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P& x4c dinh thira s6 A ta xét diéu kién chuén héa :

IW*WXz‘A‘ZLzl

Tu doé ta suy ra :

Viy cudi cung ta ¢6 :

_L iAnX _2nr
Wn(X)_\/Ee >ﬂn_ L

Luu ¥ ring phd cdc tri riéng clia mot todn tif tuyén tinh c6 thé lién tuc , c6 thé
gidn doan hay vitra li€n tuc vira gidn doan .

Mot diéu can luu ¥ 13 :VGi mot tri riéng c6 thé ¢6 S ham riéng tuong tng .Khi
d6 ta néi ring cdc ham riéng d6 suy bién bac S

IV/. Mot s0 todn tif dit biét :
Céc ham dit biét ¢6 vai trd quan trong trong vat Iy ¢d dién .Trong cd hoc
lugng tif cdc ham dit biét xuat hién trong kha nhiéu bai todn quan trong .

1/ Toan t¢ LH : Trong ly thuy&t cdc ham dit biét ta thudng xét cac da thic -
dudc goi la da thitc Hermite (phuong trinh cho nghi€m la da thitc Hermite dugc goi
la phuong trinh Hermite hay phuong trinh Hermite-Tsebusep)-c6 dang :

dn
dx"
Ho()=1, H,(x)=2x, H2(x):_2+4xz
H,(X)=—12X+8x> +...

n(n-H2x)" " n(n-Hn-2)(n-3)20""* |
1! 2! )

Céc da thic Hermite ¢6 céc tinh chat :

H (0=(Drer S

H, (X)=(2x)" -

XH., (X)= an_l(x)+% ()

+ o0 2
- X
Je X H (0H (0dx=vz2mis .

— o0

Nhu vay néu xét todn tif :
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_d2 ., d

Thi bing c4ch 14y dao ham truc tiép ta c6 két qua :

L, H,(X)=—2nH ()

(n=0,1,2...)

2/Todn ti LP:
Ta da biét cdc da thic Legendre.

1 df
P=— "2 (x2-1), —1<x<1
P =1,P (X)= P Iyl
O(X)_ ’ 1(X)_X7 Z(X)_EX _E
P(x)=§x3—§x : P(x)_3—5x4 15,23
22 8 4 8
P()—Qx5 315y

8 8 8
P(-D=(-1)", P,()=1

C4c da thic Legendre c6 tinh chat :

2

a/ jP(x)P (X)dx = 5741

——— O

b/ ! — P (r'.

Y4
Vi=2rx+r? -

¢/ (1+0)P,,,(X)—(20+1)XP,(X)+£P,_ (X)=0.

Néu dua vao toan tu’
d
=(1-x2 :
Le =( ) dx2 dX
Thi ta thiy cdc da thifc Legendre lién hé v6i Lp nhu sau:
Lo P, (X)=—((¢+1)P,(x)
3/ Toan tr Laplace :

Trong 1y thuyét cdc him dic biét cdc ham ciu c6 vai trd dic biét quan trong .
b6 1a cac ham :
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m _ 1 img, pym [CL+DE—m)! . o
Y, (Q@—Ee 7(-1) \/ 200+ )] s1nm0(8007)mP€(cos9)

Vé6i m > 0.
_ %k
Véim<0, ham V¢ (&:9)= ~Hm(y, ™)
(d&u * chi lién hop phiic ).

V6i mbdi gid tri cia £=0,1,2,3... ta ¢6 2/+1 gid tri cla m .
m=-{,- (+1,- (+2,..., (-2, (-1, 1.

1 e R P Ym 9 . 2
Mot s6 bidu thic cia ¢ (0,9) v6i £ vam cu thé :

YOO:L Y) = 3 cosd

Jar ' \ar
Vi =22 singe?
0= [ (3c0s20-L
Y, = 47{(2cos 0 2)
o :J_q/% sin @ cos@et?
Y, :%1/% sin? @e*'?

Céc ham cau c¢6 tinh chat :

T2 '
m m ] —
a/£ (j)Yg (H.go)Yf, (H,go)sdeHd(o—&Mﬁmm.
b/ CosfY"=aY" +bY"

i _ 1 1
c/e¥singdY"=CY"" " +dY "

Trong dé a, b, ¢, d 1a nhitng hiing s6 chi phu thudc ¢, m. Néu dua vao todn t

1 02
sin @ 0¢?

_ 1 0
~ sind 00

0
00

A (sinf <)+

Thi cdc ham ciu lién hé véi todn tf nay nhu sau :
AY (0, 0)=—((L+1)Y ™ (0, m)

4/. Todn t&r LL:
Céc da thic Lagendre c6 dang:
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. q] _
J(Xy=—_- <
Ho0=9" L0 (1K
Véi :
k
L, :exd—k(x"e‘x)
dx
Ta c6 mot s da thic cu thé :

L,(xX)=1, L,(X)=1-X
L, (X)=2—4x+Xx?

L, (X) =6—-18X+9x* —x*,v.V..

C4c da thifc Laguerre c6 tinh chat :

gLI{(X)Li.(x)xJe‘de:(i((k_;)j)!ékk,

Néu dua vao todn i :

_,dz . od
'—L=Xd7+(l+1 x)&

Thi ta ¢6 lién hé ctia LL véi cac da thitc Laguerre nhu sau
L L 0)==(k=DLg(X) ; (j<k)

5/.Toén t& LF :
Cé4c ham siéu bdi suy bién 1a cdc ham c6 dang :

F(a,b,2)=1+2 Z+a(a+1)22+ a@+h@+2) 23 +...
b1 pb+1) bbb+ (b+2)3!

Ta thdy néu a 12 mdt s6 nguyén Am tdc 1a a = -n (n 12 s6 nguyén duong )thi
ham siéu bdi F(-n,b,z)sé& 1a mot da thic cla z . C6 thé ching minh dudc rang :

F(a,b,z) —cz3Pe?

_\—a
F (a’ b’ Z) — d( Z) khi Rez— o, d = const.
Hon nita dwa vao biéu thiic dinh nghia ctia him siéu bdi , da thitc Hermite va
da thic Legendre ta c6 cac hé thic sau :

khi Rez— o, ¢ = const.
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H,, (X)=(=1)" % F(-n,2.%%)
H,  (X)= (—1)“.2(2”T!”)! F(-n.2.x)

i J+k+1)! :
L (x) = L HKED! . “F(-k, j+1,x

(k nguyén ,khong am)
Ngoai ra néu cdc ham Bessel viét dang :

o (—l)k X p+2k
JF’(X)_ék!(kJr p+1)!(§j

thi ta c6 hé thic :(n 12 s6 nguyén):

1 (x\" -1 :
J,(X)= — | e""F(=+n,1+2n,2IX)
(n+1)1\ 2 2

Nhu vay néu dua vao todn tif :

d? d
2+(b—z)a

Lo=z——
F o dz

thi ta thdy cdc ham siéu boi suy bién lién hé véi todn tf LF nhu sau :

L-F(a,b,z)=aF(a,b,2) )

Néu b khong phdi 12 mot s& nguyén thi nghiém thit hai ctia phuong trinh (5)
c6 dang:

G(a,b,z)=z""F(a—-b-1,2-b,2)

6/.Todn ti Laplace todn phan :
Trong gido trinh phuong trinh todn 1y ta dd gdp nhiéu lan todn tf : (Trong hé
toa ddDescartes )

Aoy2o 02 0% 8

=+
ox? oy? oz?

Trong cdc hé toa dd suy rong ql, g2, q3:

(6)
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X=(01(q1,q2 9q3)
y=0,(,.9,.9;)
Z=<03(q17q2 9q3)

Trong d6 @1, @2, 3 1a nhitng ham lién tuc va don tri . Néu dit :

2 2 2
Hi2=[‘2§}J +[‘2‘g2} +[%%J  (=123)

va goi 12 c4c hé sd Lame ,thi ta ¢6 :

Ao ] a[H2H3a}+a(H3H1aJ+a(H1HzaJ
HH,H; |oq,\ H, aq,) oaq,\ H, aq,) da;( H; 0aq;

Cu thé v6i hé toa dd cduql =1r,q2=0,q3 =¢tacé: Hl =1, H2 =1, H3 =
rsinf. Do d6 :

2
Azig(r2 6]+—1 i(sinﬁ 0 j+ 1 0
r

p20r\" or) r’sing 06 00) r?sin’@ 0¢p?
Vi hé toa do truc : ql=r,g2=¢,qg3=z.
Tacé:

Hl=1,H2=r,H3=1.
Nhu vay trong hé tru ta c6 :
2 2
A :Lg r?2 g +L6_+6_
r2or or) r?op> 0z
Nhd lai bi€u thic (3) ta c6 :
2
A= a_ + 2 g + A
or2 ror r?
V/.Toén ti lién hgp va todn ti tu lién hgp (hecmitic) :
1/ Tich v6 huéng cia hai ham :
Gia st ¢6 hai ham @(x) va y(x) nao d6 ,khi d6 tich vé huéng cla hai ham nay
dudc dinh nghia bdi:

(@.) =j: " ()y (X)dx

trong d6 dau * chi lién hgp phitc .(N6i thém : hai ham @(x) va y(x) phdi bing
khong tai v cung ).
Biéu thc :
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yoy)= | Iyl dx

dudc goi 1a chuén ctia ham y(x)
Néu viét y(x) dang cot :

¥V, (X)
p(=|"20

Wn(X)

va ¢(x) dang ma trdn hang :
0" () =lp; (0,05(0)...00 (x)
thi :

+00 %
((0: l//) = Zn: _I On (X (x)dx
Néu y1(x), y2(x)... yn(x) 1a cdc .hé“lng s6 C1, C2...Cn.con

* % * * % *
@1 (X), 05 (X)...0n (X) 12 cdc hiing s6 b, ,b,...0, thi tich vo6 huéng (o,y) dudgc
cho bing tich :

(o, W):Ellbi*ci

Trudng hop : ¢ = ¢(x,y,z); v = y(X,y,z) thi :
(@.w)=[0" (XY, 2w (X,y,z)dxdy dz

C6 thé chitng minh tich vo huéng dinh nghia nhu trén c6 céc tinh chit nhu sau

+/ (p.w)=(0.y)
+/ ((p,l//1 +W2)=(¢,W1)+(¢,W2)

+/ (Ae.w)=2"(p.w) ; A=const
+/ @, Ap)=Ap.p)

(C4c chitng minh nay khong khé khin 1dm ,ban doc c6 thé xem nhu mot bai
tap )

2/ Todn tt tuyén tinh lién hgp (Hecmitic)va todn tif Unita :

Gia st A va B 1a hai todn tif dugc goi 1a lién hop clia nhau (hay lién hop véi
nhau ),va ki hiéu 1a: A= B* vaB =A™ dau +1a d&u lién hop .

Vidu 1: Ta xét véi todn tif C 1a mot sd hdy tim C+, theo dinh nghia ta c6 :
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(@.Cy)=[p" (X)Cw(x)dx,

Crp.w)=[C* 0" (w(x)dx

Hon thé nita :

[C o  (w(X)dx=[¢" (X)Cy(X)dx

Nhu viy : C+*=C hay C+= C*.

Nghia 12 todn tif lién hdp clia mot hiing s6 12 lién hgp phifc clia né .

Vidu 2 :Ta xét todan tf nhan v6i U(x) . Hay tim todn t& U+(x).
Lap luan tuong tu nhu trén d€ th4y ring :
U+(x)= U*(x)
Hay tong qudt hon : N&u L 13 mdt todn ti¥ nhan thi :
L+=L*.

*

Ioo [(SXJ (ﬂ(X)} (X)dx = j @ (x)( ];u(x)dx

Taco:
Tich phan tirng phan v& phii ta dudc :

7o o[ g roos=g" 0wo) 7 = T 92 X0

Vi p*(x) vay(x) tri€t ti€u taico nén ta co :

dy__d
dx dx

Nhu vay ta c6 :

dy)_ (de
{(D’Wj_ {WJ//]

(Ludn phai luu ¥ ring cdc ham @(x) vay(x) triét tiéu tai +o0).Hay t6ng quat
hon ta ¢6 :
n

d
W ( l)n

dxn
3/. Todn t tu lién hgp (Hecmitic)va todn t unita .
a/ Todn tit ty lién hop : N&u L théa min didu kién :
L=L+.
nghia la :

% k
o Lydx=[(Lp) ydx
thi L 14 todn t& tu lién hgp (Hay Hecmitic )
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Toén t& Unita : Néu L thda man :

L L+=L+L=I.

Thi L goi 12 todn t& unita . Todn t& unita thudng dugc ki hiéula U .
9 L=—id

C6 th€ ching minh ring : dX 13 tu lién hgp .

b/. Céc tinh chat cda todn ti¥ ty lién hop (Hecmitic) :

Tinh chat 1 : Mot todn tif c6 cdc tri riéng thuc khi va chi khi né 1a todn ti
Hecmitic .

Ching minh :

Tu bai todn tri riéng :

Ly(x)=A w(x)

Ta cé :

o Ly (x)dx =]y (x)p(x)dx
[oLy™ ()dx=A" [y ()" (x)dx

Trir cho nhau :
T Ly~ [y "y dx = (2 - )]y "yelx

do do :

[" (L=L)ydx =(A-2")[y " pdx
Nhu vay 8 rang A=A* khi va chi khi L Ia tif lién hgp L= L+.

Tinh chat 2 : Cdc ham riéng clia mdt todn tr Hecmitic ing vdi c4c tri riéng
khac nhau 1a tryc giao .

Ching minh :

Ciing xuit phat tir bai todn :

Ly(x)= y(x)

ta co

Lyn=A nyn

L*ym*=Am ym?*.
Hay viét cdch khdc :

IW; Ly, dX :ﬂnIW;WndX

Va:

jl//n L l//de :ﬂmjwny/mdx

Tu do ta co :

JWm(L=L"yadx=(A, =4 )| ympndx

*
Néu L 12 Hecmitic thi L= L+.(va do d6 ﬂ'n o ﬂ'm) khi d6 :
(An =)W ndx =0
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*

M (ching ta gia thiét cdc tri riéng khadc nhau )nén :
%
JWnpndx=0 .

Nghia la cdc yn va ym la tryc giao véi nhau .

vi A =4

s4 THIi NGHIEM QUAN TRONG TiNH THONG KE CUA CO
HOC LUGNG TU

I/ Thi nghié¢m hai 16 :
”thi nghiém ma ngudi ta nghi ra d€ bao gdm dugc moi bi 4n ctia CHLTva din
dit ta dén tat c4 nhitng nghich 1y ,nhitng bi mat , nhitng diéu ky la clia tu nhién mot
cach day di ....Chinh trong thi nghiém nay chita dung nhitng diéu bi An cin bin
” Nhan xét vé thi nghiém nay Feynman di tifng néi nhu thé .
1/ ngudn 12 nhitng vién dan :

A |
Ngudn _

1 L]

So dd thi nghiém dudc bd thi nhu hinh vé& .Ngudn A 12 ngudn phéng dan (vi
dusung ti€u lién ) .Trong d6 N1 1a s6 dan t6i bia khi bit kin 16 2, N2 1a sd dan t6i
bia khi bit kin 16 1 vd N12 14 s6 dan trung binh ctia ¢4 1 va 2 déu md (trong mot
don vi thdi gian).

K&t qud : N12= N1 + N2

2/ Ngudn 13 hai séng (vi du séng nudc ):

I &

112 Cudng d6 séng trén “bia” khi ca hai 16 déu md
I1 Cudng dd séng trén “bia” khi 16 2 déng .

12 Cudng dd séng trén “bia” khi 16 1 déng.
Kétqud : 112 #11 + 12 ( Cé giao thoa séng )
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3/ Ngudn 13 chum electron :

- N12
K&t qud : N12 # N1 + N2 (c6 giao thoa)
V6i: 112,11, 12 1a cic x4c xuat tim thdy electron & “bia” khi d6ng 16 2 ,
déng 16 1, mé c4 hai 16 tuong tng .
Tém tit ba trudng hop

Pan Séng Electron
Gidn doan . Khong gidn doan Gidn doan
X4c xuat téi dudc do: Cudng do séng dudc X4c xuat téi dudc do :
N12=N1+ N2 do: 112 #11 + 12 N12 #NI1 + N2
Khong c6 giao thoa Cé giao thoa C6 giao thoa

Vi trudng hgp chum electron :cdc electron di téi “bia” (hay mdy thu) theo
titng lugng nhé gidn doan gidng nhu d6 12 nhitng hat nhung xdc xuit d€ nhitng hat
do téi “bia” lai duge x4c dinh theo cung nhitng quy ludt nhu quy luat x4c dinh
cudng dd cla séng nudc . Vi vay cé thé néi ring cic electron vira gidng nhu chiim
hat vira giong nhu séng . N6 dong thdi 13 hai “ vat” hoan toan khic nhau .

II/ Tinh théng ké ciia CHLT:

Trong céc diéu kién bén ngoai cho trudc két qua clia sy tuong tdc gita ddi
tugng vi mo va dung cu do néi chung khong thé tién dodn mdt cch chinh xdc , ma
chi c6 thé du ki€n v6i mot xac xudt nao d6 .Tap hop cic két qua nhu vay dua dén
thong ké tuong tng v6i phan bd nhat dinh clia x4c xudt. Nhu vay ta phdi dua yéu to
xdc xult vado cdch md td d6i tugng vi mo va trang thai cia né .

Khdi niém xdc xuat ciing dudc dung trong VLCD nhung vdi mot y nghia khac
.Trong VLCPD x4c xuit dugc dua vao chi khi diéu kién clia bai todn khong dudc
bi&t mot cach day di va phdi 14y trung binh theo cdc tham sd chua biét . Song & d6
da gid thiét ring vé nguyén tic thi sy trung binh héa 1 khdng bit budc va ludn
ludn c6 thé chinh x4dc héa cic diéu kién d€ khing dinh 1a mdt trong s6 cdc két qua
kha di dudc xay ra hoan toan con cdc két qua khdc sé khong xay ra . Nhu vay ,
trong VLCP xdc xuit dd phan dnh sy phat biéu khong ddy dd bai todn . Sy khong
diy di & day 1a khong thé tranh dugc nhung vé nguyén tit 1a c¢6 thé loai trir dugc .
Trong vat 1y ¢ dién nguyén ly quyét dinh luan Laplace di loai bd yé&u t& ngiu
nhién khi m6 t4 ddng diéu clia tirng doi tuong riéng biét do d6 cdc dinh luat clia co
hoc ¢ dién 1a cdc dinh luat dong lyc chi khong phdi 1a cdc dinh luat thong ké .
Tinh thong ké chi xuat hién khi nghién cttu mot tdp hop 16n cdc hat va 1a mot
phuong phéap c6 tinh thu thuit .
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Ngugc lai trong Cd hoc lugng tif y&u t6 ngiu nhién c¢6 mit trong ddng diéu
clia tirng vi hat riéng biét . Y&u t6 ngiu nhién 13 hé qud cda sy hitu han clia hiing s6
Planck va nguyén ly bat dinh Heisenberg . Do d6 co hoc lugng tir 1a mot 1y thuyét
thong ké v& mit nguyén tit . Va tinh x4c xuat 12 mot trong nhitng dic di€m cda né .

§5 CAC BIEN PONG LUC TRONG CG HOC LUONG TU

Trong vat 1y hoc ¢8 dién trang thdi va bién dong lyc 12 hai kh4i niém co ban.
C4c bién dong Iyc nhu toa do, xung lugng ,moment xung lugng va ning ludng trong
vat 1y hoc c¢& dién 1a nhitng ham s& (thdng thudng ).

Nhung trong co hoc lugng ti¥ van dé khdc mot cach co ban . Cu thé 1a :

- Trong cd hoc lugng tit mdi bi€n ddng luc cla co hoc c6 dién dude d6i tng
v3i mot todn td Hecmitic .

- C6 thé chuyén cédc hé thic dong Iuc tir cd hoc ¢d dién sang co hoc lugng ti
véi dang nhu ct nhung trong d6 phdi thay cdc dai lugng vat Iy bing cdc todn ti
Hecmitic tuong Ung .

N6i cach khéc : Cong cu ctia ¢o hoc lugng tir dude xay dung hoan toan tuong
tu nhu cong cu c¢d hoc ¢d dién néu ta thay cic bién dong luc clia cd hoc ¢d dién (12
cdc ham ) bing céc todn tit Hecmitic .

1/.Céc toan tu toa do :

F=(X%Y,2)=(X;,X,,X;)

D6 1a cdc todn ti nhan ham f trén d6 cac todn ti tic dung véi cdc lugng
xi(i=1,2,3). Phép nhan hi€u theo nghia thong thudng , cdc ham f=f(x,y,z).

Ta c6 thé d€ dang tim dugc cdc giao hodn tif clia cdc todn tif toa d6 12 :

[x1,x)]=0. (5.1)

DPE€ y riing vi cdc lugng xi 12 thuc nén cdc todn ti nay déu 1a Hecmitic.

2/.Céc toan t¥ xung lugng :
P=(P,P,,P)=(P,, Py> P,)

Céc todn ti xung lugng c6 dang :

B=—ihv, P =—inl ; (i=123)
OX:

! (5.2)

Céc giao hodn t ¢6 dang :

Ta ciing c6 thé tim dugc cdc giao hodn tif clia cdc todn t¥ nay véi cdc todn tir
toa do la :
X, P;|=insy 5 (0, j=1,2,3)

> (5.4)

Céc todn ti xung lugng ciing 1a cdc toan td Hecmitic .
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3/. Céc toan tit Moment xung lwgng L va todn tf moment xung lugng
binh phuong L2 .

DPinh nghia :Todn t& L dugc dinh nghia nhu sau :

L=[r*p].

Nhu vay ta c6 :

. 0 0
L, =X,p;—X;p, = —|7/“z(x2 8x3 — X, asz

. 0 0
L, =X;p, =X, P; = —W{x3 a_xl_xl EJ

. 0 0
Ly =Xp, =X, P :—lh(x1 8x2 X, 8le

Céc giao hodn ti :
Trudc hét ta c6 thé tim giao hodn tif clia L v6i cdc todn ti x ; cu thé ta c6 :

Ly, %, |= %, ps =% py0 %, |= lxz p3,X2J—[X3 Py, %, |
= X, [Py, %, J+[X,. %, ], —X3[p2,X2]—[X3,X2]p2
=inx,

Hon nita c6 thé chiing minh trudng hdp téng quat :

ILix;|= ih%gijkxk

Véi :

(5.5)

Eip3 =831 = &3 =L &3y =853 =83, =1
C4c thanh phan khic déu bing khong .

Giao hoén ti ctia L véi p bing céch tinh truc tiép ta c6 :

[LianJ:ihzgijk Py
K (5.6)

Giita cdc thanh phan ctia L ta ¢6 :

Ly, Ly 1= [l %5 Py =%, ps ]
=Ly, x, ps [+ [Ly, X py ]
=[x, ]py + 5L pl]_[lel]p3 -x[L, ps]
—ihx, p, +ihx, p, =il
Vay: [Ll’ L2]= |L3
Téng quit hon ta c6 :
L, x: |=ir> & L,
S (5.7)
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Tu céc todn to L1,1.2.1.3 ta dua vao todn ti :

L2 =17 +L5+L3

Goi 12 toan tf moment binh phuong . Ta c6 thé tim giao hoan tif :
L =g+ B L =[S L S L
=0+L,[L,, L +[L, L L + L (L, L L, L1 =0

Téng quét ta c6 :
[B, Li}z 0;(i=1223)
(5.8)
Do céc todn ti xi va pi 12 Hecmitic ta d€ dang thdy riing cdc todn t Li va L2

déu Hecmitic .

4/.Toan tw Hamilton H:
Tuong tng véi bi€u thifc hAm Hamilton trong co hoc ¢d dién :

pZ
H :W‘i‘u (X, y, Z,t)
Ta dua vao todn tf Hamilton :
~ h2
H=-——-A+U(X,Y,zt
m (X,Y,2,1) 59)

Trong hé toa do cau (r,0,¢) todn ti hamilton c6 dang :
- 219> 20 A
g nt|ot 20 AL

(5.10)

Cic giao hodn tif : Ta c6 thé tinh truc ti€p d€ tim cic giao hodn ti ciia H va xi
va pi nhu sau :

[H.x] = 0

[H > pl] =0

Chi khi U = 0 thi ta méi ¢6 :

[HﬂJ:Q

Céc giao hodn t& cia H v6i cdc todan tf moment xung lugng Va moment xung
lugng binh phuong sé& dugc xét trong truong hop dat biét khi U=U(r,t). Tic 13 tuong
ing v6i bai todn chuyén dong trong trudng xuyén tAm .

Trudc hét ta tim biéu thitc cda Li va L2 trong hé toa dd cau .Tif méi lién hé
gitra hai toa do :

X=rsinfcos@

y=rsinfsing

Z=rcosd

(i=1,2,3)
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o ko, yo_,0 0
op OpoOX Opoy oy °~ OX

Taco :
Nghia la ta c6:
¢ (5.12)
DPéE tim cdc bi€u thiic ctia L1 va L2 ta d€ ¥ riing :
Z
r:\/X2+y2+z2 ; cosé?:? ;tggoz%

Tur @6 ta dugc :
or_z_ or . :
E—F—COSQ,W—SIHQSIH(D
00 _ sin@ 90 _cosfsing
0z r oy r
G(p:(). Op _ cosg
oz " rsing
T bi€u thic dinh nghia :

—iny 9 _,0
Lr_lﬂyaz Z&J

= —ih{r sindsin (p(

dzor 62100 oz o

ord 00 & Op aﬂ

or o 00 0 8(p8]

ozor 6200 oz o

—rcos@(

= —ih{(r sin @sin @ cos@ —r cos@sin fsin go)% +

+(— sin? @sin ¢ —cos? @sin go)%+(— cotgécos (p)%}
Nhu viy ta c6 :
L, = —ih{—sin (pi—cot gé’cosgpi}
50 20

(5.13)
Tuong tu ta tinh dugc :

: 0 0
L, = —Ih{cos @—=~—cotgdcos (p—}
00 op (5.14)
T cdc két qua trén ta c6 :

L2 =—72A=—h>

—— | sing + L &

0 00 ) 2
s @ 00) sin” @ Op (5.15)
Ta xét truong hgp ddc biét khi U=U(r,t) .Khi do6 ta ki hiéu :
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h2
H0 Z—mA+U(I’,t)
Tur bi€u thic nay va cdc két qua trén ta c6 :
lHo= L3J:0
v H,,L2]=0
(5.16)

Céc todn ti dong luc c6 vai tro dic biét quan trong trong ¢d hoc lugng tlr bdi
18 n6 lién quan dén céc gid tri do dudc trong thuc nghiém . Phép chuyén tir cdc todn
td téi cac dai lugng do dudc (hay quan sat dugc ) trong thuc nghiém dugc thuc hién
nhd bai todn tri riéng :

Lyn(X)= 4wy (X)

M@i lién hé d6 1a :N&u hé § trang thdi dugc mo ta bdi hé ham riéng yn(x) clia
todn tif d6i xdng vdi bi€n dong luc nao d6 thi khi do dai lugng nay & trang thai
yn(x) ta s& nhan dugc gid tri An ndo d6 nim trong phd {An }.

§6 CAC HE THUC BAT PINH

I/ Y Tuéng Lwong Séng Hat Vi cdc Hé Thidc Bat Pinh:
Ta xét tip hdp cdc séng phing (c6 dién) lan truyén trén truc x. Ta gid st riing
céc tan so séng “rdi ric” §
mot khodng nao d6 A@

con céc gid tri clia vector /\ /\ f

g . Aky N \/ |
song J trong khoang . ! !
Né&u chip tat cd cdc song ; ;
phing nay vdi nhau thi chiing > Ax||<——
ta s€ nhan dudc bo s6ng nhu hinh vé. V&i b6 séng dé ngudi ta da tim dugc cac

hé thic:
Aw.At>1

Ak Ax=1
Nhitng hé thifc nay rit quen thudc trong vat Iy cd dién. Nhitng ngudi da biét
vé k¥ thuat radio déu biét ring: d€ tao ra tin hiéu dinh x& hon thi can phai 14y
nhiéu séng phing vdi cdc tin sd khac nhau hon. Hay néi cach khac: D€ gidm AX
va At i phai ting 2Kx va A
Mot cach hinh thifc ta gid thiét ring cdc hé thic trén khong chi ding véi cdc
séng c6 dién ma con ding cho ¢4 nhitng dic trung séng clia cdc vi hat (Nhung luu y
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ring diéu nay khong c6 nghia 14 chiing ta mo hinh héa vi hat dusi dang b6 séng
nao do).
St dung cédc hé thdc Planck — Einstein:
E=hew  P=hk
va chuyén sang biéu thifc tuong tu cho cic dic tinh clia vi hat (cho niing lugng
va xung lugng cuda hat) ta c6:
AEAt>h (6.2)

AP AX>Hh
X (6.3)

Céc hé thic nay dudc Heisenberg dua ra 1an diu tién vao nim 1927 va dudc
ong goi 1a hé thitc bat dinh (ngay nay ta thudng goi ching 1a hé thic bat dinh
Heisenberg).

Ngoai ra ta c6 thé bd sung thém hé thic dudi day:

AM _ Ap >h
X~ x (6.4)
trong d6 Agy 1a do bat dinh cla toa do gbc ctia doi tudng vi hat (xét phép
AM

quay quanh truc x), con
Céc hé thic trén ciing ¢6 thé md rong cho céc trudng hdp tuong tu khic. Cu
thé 12 ta c6 thé viét:

Ay.APy >h
AZAP =1
>
AM y.AqDy >h
AM Ap 2 h

X 1a dd bat dinh cta hinh chi€u moment trén truc x.

II/ Y nghia ciia cic hé thitc bat dinh:
Ap AX=h

Ta xét hé thic:

trong d6 AX 13 do bat dinh cla toa dd x, Apx 12 do bat dinh ctia hinh chiéu
trén truc x clia xung lugng cda vi hat. Nhu vay néu vi hat duge dinh xit tai mot diém
xdc dinh x ndo d6 thi hinh chi€u ctia xung lugng cda vi hat trén truc x c6 dd bat
dinh tuy y. Nghia 1a vi hat phdi tan ra trén toan truc x.

Diéu nay c6 nghia 13 trong co hoc lugng ti¥ vi hat khong thé c6 ddng thdi toa
dd x4c dinh va gid tri hinh chi€u xung lugng x4c dinh trén truc d6. Piéu nay cho
thay trong cd hoc lugng tif hoan toan khong c¢6 khai niém quy dao. Py 1a mot hé
qud quan trong ctia nguyén ly bat dinh.

Bay gid ta xét hé thuc:

AEAt>%

V6i hé thitc nay c6 nhiéu cdch gidi thich khdc nhau vi At khong phai la do
bat dinh theo thdi gian (vi thoi gian 12 mot tham s6 chit khong phai mot bién dong
luc). Cu thé 1a :
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- Né&u hé & trang théi kich thich trong khodng thdi gian AL thi khi d6 hé
khong thé c6 ning lugng xac dinh va dd bat dinh cda ning luong la:

h
>
AE_ t

Tuy nhién ning lugng c6 do bat dinh khong c6 nghia 1a ning lugng khong
dugc bao toan. BSi vi néu hé & trang thdi dirng thi ning lugng ctia hé khong ddi
theo thdi gian va khi d6 ta c¢6 thé do ning lugng trong khodng thdi gian At 130 tuy
y. Nghia 12 néu At=c0 ¢y AE=0 13 khong c6 su sai 1éch ndo vé tri s6 clia ning
lugng.

Nhd hé thic

AEAt>h

ta c6 thé suy ra thdi gian song cda hat vi md, c6thé tudng tuong ra nhitng qua
trinh 4o d€ 1am cong cu gidi thich nhitng hién twgng ma khong vi pham dinh luat
bdo toan niang lugng .

Nhitng diéu can luu y:

- Thit nhat: hé thic bAt dinh nhAn manh mot diéu 1a: sy bat dinh trong thé gidi
vi mo khong phdi 13 nhitng sai s6 ngiu nhién ctia phép do hay su khong hoan thién
cla cdc thiét bi k§ thuat ma xut ph4t tir bin chit ludng séng hat ctia hat vi md hay
né6i cach khéic viéc khong thé xdc dinh ddng thdi toa dd va xung ludng 1a c6 tinh
nguyén tic.

- Tha hai : Céc dai lugng dédc trung cho séng (}v va 7) khong phéi la cdc dai
lugng dinh xit dudc. Do d6 xuét phat tir hé thitc De Broglie ta c6 thé it ra hé thic
bat dinh. Mit khdc chuyén ddng clia hat ¢6 khdi lugng m va van téc v lién d6i véi
mot séng c6 budc song tinh theo cong thiic:

_h
- mv

trong d6 A 12 budc séng. Pic trung clia séng 13 sy lan truyén vo han trong
khong gian cho nén buéc séng 1a mot ham s6 clia dang séng chit khong phai 1a ham
s6 ctia mot diém ciia khong gian. Ciing do hé thitc De Broglie thi van tdc clia hat
ciing khong phai 12 him s6 clia toa dd clia hat. N6i tém lai van tdc va toa dd clia
hat khong thé ddng thdi c6 gid tri xac dinh. Hé thic bat dinh 12 mdt hé thic cd ban
nhat clia cd hoc ludng tlt, mot trong nhitng hé qua quan trong nhat clia gia thi€t De
- Broglie vé tinh ludng séng hat cdia vi hat.

- Thit ba: Nhin c4c hé thic bat dinh ta thdy ciu tric cia ching phdi nhu thé
nio dé trong moi hé thiic gdm hai dai lugng lién hdp chinh tic vdi nhau theo y
nghia c6 dién. Do d6 ta c6 thé suy ra riing d6i vdi cic cip dai lugng chinh tic thi
céc hé thiic tuong tu vin ding. V& phuong dién 1y thuyét tuong d6i cdc hé thitc bat
dinh Heisenberg c6 tinh chat d6i xting: cu thé 13 ba thanh phan clia xung lugng va

E
nang lugng (px ’ py Pz ) tao thanh mot vector 4 chi€u, con ba toa dd va thoi
gian (X,y,z,t) tao thanh mot vector khéic
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I/ Mot so két qua thu duge tir hé thite bat dinh :

a/ Uéc lugng xédc dinh niing lugng cla trang thdi cd bdn clia nguyén ti hidro.

Trong vat Iy hoc c8 dién bié thiic ning lugng clia hat tich dién trong mot
trudng coulomb 1a :

P e

2m r (6.5)

trong d6 m va e 12 khdi lugng va dién tich clia electron P& sit dung cong thifc
trén trong co hoc lugng ti¥ ta phdi xem Pva r trong bi€u thiic d6 nhu 13 xu bat dinh
cda xung lugng va toa do clia electron . Theo hé thitc bat dinh giita xung lugng va
toa do :

AP=AX>"
ta di t6i hé thic twong duong : P-T ™~ h

hay don gidn hon 1a : pr=n
Thay r tinh dugc tir (6.6) vao (6.5) ta c6 :

(6.6)

2 2
c-E-5
(6.7)
Tir két qua nay ta dé€ dang thay ring E(p) c6 mot cuc ti€u tai p=p1.Ta ky
hiéu ning lugng cuc ti€u d6 1a E1 .Lugng Elchinh 14 ning lugng cla trang thai cd

rl = i
ban clia nguyén t Hydro con Py 1a kich thuGc uSe lugng clia nguyén tli
(trong 1y thuyét clia Bohr kich thuéc udc lugng clia nguyén tif 1 ban kinh cia qily

_ me?
¢ x 1 ¢
dao thit nht trong nguyén ti) . C6 thé d& dang xac dinh dugc h . Cusi
cung ta co6:
h? me*

me?’
(6.8)
Nhitng k&t qua nay hoan toan phi hgp véi nhitng ly thuyét chinh xac ,chic
ché cd dién .
b/ Uéc lugng ning lugng clia dao ddng tai diém khong ctia mot dao dong ti .
Ning lugng ctia mot dao dong tif diéu hdoa mot chiéu c6 dién duge cho bing
biéu thic :

e Pl mie’
2m 2 (6.9)

Xem Px va x nhu 12 sy b4t dinh clia xung ludng va toa do clia vi hat dao dong
va st dung phuong trinh :
P,.X=h

nhu 12 mdt trudng hgp clia hé thitc bat dinh , ta c6 :
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P2 242
E(R) =%+ T
Biéng cdch gidi phuong trinh :

d E(P.)=
—CIPX (P)=0
P, =+vMhw

Ta tim dudc : 12 gid tri tai d6 E(Px)cuc tiéu .D& dang tir d6

suy ra :

E,=E(P,)=%w 6.9)

Pay 12 mot két qua rat dang dé€ y . BSi 1€ né chitng t6 ring : Trong cd hoc
luong tif ning lugng ctia mot dao dong t khong thé triét tiéu va c6 gid tri 1a
ho Ning lugng nay dudc goi 1a ning lugng cia dao dong khong cia dao dong tit .
Luu ¥ ring udc lugng (6.9) khac véi biéu thic chinh xdc cla ning lugng cda dao
dong khong cia dao dong tif mot thira s& 2 (gid tri chinh xdc1a : 2 ).

St dung két qua nay vio céc tinh todn ning lugng cla chuyén dong diéu hoa
clia nguyén ti¥ trong mot tinh thé ngudi ta di d&€n mot két qua thi vi bat ngd 1a :
Ning lugng d6 khong triét tiéu ngay ca & do khong tuyét doi.

Dao dong khong cua mdt dao dong c6 niang lugng khac khong chiing td mot suw
kién co ban 1a : Khong thé tim thdy mot vi hat § ddy ctia mot hd thé hay néi cach
khdc hat vi md khong thé rdi xudng ddy ctia mot hd thé, dit cho hé thé ¢6 dang nhu
th& nao. S& di nhu vay 1a do sy “roi xuéng ddy hd thé clia vi hat ” 1a khong cho
phép do tinh triét tiéu clia xung ludng , cling nhu tinh bt dinh clia toa do clia vi hat

¢/ Giai thich tai sao electron khong rdi vao hat nhan .

Khi dua ra gia thuyét vé trang thdi ditng trong 1y thuyét nguyén i , Bohr
khong gidi thich vi sao cdc electron chuyén dong c6 gia tdc xung quanh hat nhan
lai khong bic xa va rdi vao hat nhan . Nhung hé thic (6.3) lai cho phép ta giai thich
diéu nay khd dé€ dang . Electron rdi vio hat nhin dong nghia véi viét thay ddi dang
ké toa @6 ctia né . Gia st trudc khi rdi vao hat nhan electron cdch hat nhan vao cd

2
= h—2 ~10~*cm

me .Khi “rci vao nhan” electron s& nim trong viing c6 kich
thudc ¢d 10-12cm . Theo hé thitc bat dinh (6.3) tinh dinh xit cang cao thi xu “nhoe”
cta xung lugng cang 16n. Do d6 trudc khi roi vao hat nhan xung lugng ctia electron
phdi ting I&én diéu nay c6 nghia 13 electron phai tiéu tdn mot ning lugng .Thanh thir
su ¢d ging “giit”cho electron khong roi vao hat nhan 1a sy dinh xit cho electron
viing rit gin hat nhan.

Trong khi xét dao dong khong & trén ta thdy ring vi hat trong mot hd th€ ludn
c6 mot niang lugng cuc ti€u khac khong Eo . P 16n ctia Eo néi chung phu thudc
vao do rong cda gi€éng .St dung cdc k&t qua d6 ta d€ dang c6 thé suy ra 1a :

2
E_h

- 2 ’ . . . A ae a1
° ma“  Nhu vay néu a giam thi Eo s€ ting lén .Nhu vdy v6i a du nho , ning
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lugng Eo c6 thé trd nén 16n hon d6 sau cta hd thé. RS raing mot giéng nhu the sé
khong thé gitr n6i mot hat nao trong né .
Sy rdi vao hat nhan clia electron sé tudng dudng vdi sy gidm bé rong clia hd
2
E, = h 5
thé tir 10-8cm xudng 10-12cm .Tham chi thdp hon . Theo cdng thic : ma
,khi @6 cuc tiéu ning lugng Eo sé ting tir 10 ev d€n109ev va thim chi hon nita . két
qua 13 ning luong tdi thi€u cla electron & vio cd 16n hon ning lugng lién két cla
céc nucleon trong hat nhin nguyén ti (ning lugng lién két nay vao c5109 ev). Lap
ludn § day khong nhitng trd 15i cho ciu hdi “vi sao electron khong rdi vao hat nhan
“ma con trd 15i cho mot cau hdi rit quan trong 1a : Vi sao trong hat nhan nguyén tir

khong c6 electron .

IV . Xay dung hé thic bat dinh Heisenberg:
1. Gia tri trung binh:
a/ Ky vong todn hoc trong ly thuy&t xdc xuat : Gid sif ta c6 mot dai lugng
ngiu nhién I ¢6 nhan cdc gid tri A1, A2, Ak ... cing véi xdc xudt tuong dng ; ol ,

02, ok..va

ol +o2+... +... =

Ky vong to4n hoc — hay trung binh thong ké — clia dai lugng ngiu nhién 1 1a
tdng céc tich cda tifng gia tri ndy nhan vdi xdc xuat xuat hién cta né :

1=Y oy Ag

D6i v6i cdc dai lugng lién tuc nghia 1a lugng ? bign ddi lien tuc 8 mot khodng
nio dé , Xac xudt dé cho 1 nim trong khoang A va (A + d) s& phu thudc vao A va
ty 1€ v6i dA . Khi d6 ky vong todn hoc cua dai lugng 1 s€ c6 dang :

(=[w(2)1dA

Trong d6 : od) 1 mat do xdc xuat
b/ ky vong toan hoc trong Cd hoc lugng i :
Trong Cd hoc lugng ti trang thdi cla vi hat dugc mo ta bSi ham séng W .
Néu VW 1a ham riéng cda todn ti L thi khi d6 dai lugng bat ky né€u nhan dugc gid tri
riéng A , ta c6 thé biéu dién A biing cong thiic:

[PLYdV
ER T\ =(L)

Ky hiéu <L>LP chi ring ctia dai lugng L trong trang thai ¥ .
Nhu vay véi bién dong luc toa dd ta c6 :
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__[¥'Rvay
K
Néu ta gia st ¢6 hé thifc :

'[‘P*‘PdV =1
thi khi d6 :

X:jq’x?ﬁV' 6.12)

Tuong tu ta co :

P =[P (X)P, P(X)dX

=EILP* d¥ x) X
| dx (6.13)

Téng qudt héa cho todn td F batky :

—_— * N
F=[Y¥ FyYdv 6.14)
Vi diéu kién ham séng chuin héa vé don vi .
Gi4 tri trung binh c6 mot sd tinh chat nhu sau :
+/ gia tri trung binh cda cdc dai lugng chinh x4c biang chinh gi4 tri cla dai
lugng chinh xéc dé .
Néu trong trang thai W gi4 tri clia todn tif L bing A thi ta c6 :
LY =AY
(=[P LYdV =2

g
(@}
o
o

o>
—
o

+ Né&u trong cling mot trang thdi W gid tri trung binh ctia F 1a

G thi gi4 tri trung binh cda tdng théa man :
F+G =] (F+G)¥dV
C[PRRAV + [P EwdV
_F+G
2/ Piéu kién dé hai toan t& F va G giao hodn vdi nhau :
mdt vin dé quan trong ctia Co hoc lugng ti¥ 12 kha ning do ddng thdi cdc gid
tri cia cdc dai lugng vat 1y gin lién vé6i co hé lugng il . v6i van dé nay ta cé dinh 1y
sau:
Dinh 1y : Mudn cho hai dai lugng F va G c6 cling gi4 tri x4c dinh trong mot
trang thai nao d6 mo ta bGi ham séng ¥, (X) thi hAm séng nay phai dong thdi 1a
ham riéng clia todn td Fva G .
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Ching minh :
FY, (X)=4AY, (X)
tdc dung ti€p l1én d6 todn tir G thi ta c6 :
GFY, (X) =AY, (X)

(a)
Véi todan ti G :
GY, (X)=u¥y(X)
Téc dung ti€p todn tif F 1én d6 ta duoc :
FGY¥, (X)=Au¥, (X
o (X)=A4u¥, (X) (b)

LAy (a) trir di (b) ta ¢6 :

(GF —FG)¥,(X)=[G,F]¥,(X)=0

Piéu nay c6 nhgia 12 : Néu hai dai lugng c6 thé ddng thdi c6 cac gid tri xdc
dinh thi hai todn t tuong Gng v6i ching phai giao hodn vdi nhau .

DPinh Iy ddo : N&u hai todn tit F va G gia ohodn véi nhau thi chiing ¢6 chung
mdt hé ham riéng . Nghia 13 néu :

[F,G]=0

thi hé ham W1 (X) thda min :

F¥Y1 (X) =A Y1 (X)

Va hé ham W2 (X) théa man :

G¥2 (X) =p ¥2 (X)

S€ hoan toan trung nhau . Nghia 1a : W1 (X) =¥2 (X) =¥ (X).

Chitnh minh dinh 1y nay khong khé 1im cdc ban c6 thé xem nhu bai tap ;
hodc xem trong cdc tai liéu tham khéo.

3/ khéi niém tip hgp da cac dai lugng vatly :

Ta cin lam rd hon thuat ngit “ cho trude trang thdi cia hé” Trong Co hoc
lugng tir .

Trang thai clia hé da cho néu cho bi€t ham séng mo t4 hé . Song ta khong
thé do truc ti€p dudc ham séng trong bat ky diéu kién nao, chi c6 binh phuong
modun ham séng cé ¥ nghia vat Iy nhu 1a mat do xdc xuit tim thdy hat & mot vi tri
xdc ding trong khong gian . Vi vy trong Co hoc lugng tf ngudi ta quan niém rang :

Khi ta néi riing cho trudc trang thdi clia hé lugng tir thi diéu d6 cé nghia 1a
cho truGe gia tri ca tdp hdp xac dinh cla cdc dai lugng Co hoc lugng tir . Tap hgc
cac dai lugng nay dugc goi 1a hé dd cac dai lugng vatly .

Vi du:
Tap hgp di cdc dai lugng vat 1y xdc dinh trang thdi cia electron cé Spin %2
ching han c6 thé 12 mot trong ba tip hdp sau :

X,y,Z,G
Px,Py,Pz ,©c
E,g,m,c
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Trong do6 : . m,class lugng tir qui dao , s6 lugng tif tir va s& ludng tir Spin
. Céc toa d0 va cdc thanh cla xung lugng roi vao hai tdp hgp khdc nhau vi cdc dai
lugng nay khong thé do dugc dong thdi . Do d6 céc hé thic trong vat 1y cb dién :

Ez%+u(F)
L =[rxﬂ

Khong c6 y nghia khi chuyén sang Cd hoc lugng tif vi chita cd xung lugng va
toa do .

4/ Xay dyng hé thiic bat dinh :

Trong phan trén ta di tim dugc diéu kién ma trong d6 c6 thé do dong thdi hai
dai lugng vatly . BAy gid gia thiét ta c6 hai dai lugng vatly G va F khong c6 dong
thdi cdc gid tri xdc dinh khi d6 cdc todn ti nay khong gia hoan véi nhau .

Gid thi€t chiing théa man hé thic :

FG - GF =iB

Trong d6 B 12 mot todn tit Hecmitic nao d6 . Néu chon G=PX ,F=x,thiB
~h Vi

xPX -PXx=ill.

Nhu vay van dé dit ra 1a : Khi ddng thdi do hai dai lugng nay thi sy khong
chinh xédc ( hay sai s6 ) s& la bao nhiéu ?.

Pé€ gidi quyét van dé nay ta phai xét thém hai khdi niém 1a thing gidn trung
binh va thing gian toan phuong .

Thing gidn la mdc dd sai 1€ch gitta gia tri trung binh va gid tri thuc .

Miic sai l€ch gitra gid tri chinh xdc a va gia tri trung binh a 13 Aa.

Aa_,.a

trong do :

Thang gidng trung binh 1a : Ad Ly y ring thing gidng trung binh ludn
bang khong . That vay :

Aa=(a-a)=[(a-a)w(a)da=

~[am(a)da - a[w(a)da=a-a=0

Mt dit vAy i luu ¥ 12 ¢6 thé @ khdc rit xa véi gid tri chinh xdc a .

Vi 1& @6 phai dua vao mot dai ludng khac dé danh gid mic do thing gidng d6
l1a khdi niém thing gidng toan phuong .

Thing gidng toan phudng dugc dinh nghia nhu sau :

(AQ)=TGTP=4/(Aa)’ =ya’—(@)>

Bay gid ta tim c4c suy ra hé thiic bat dinh mot cach chit ché .
Xuat phat tir bat ding thifc hi€n nhién :
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J

2
ax;//+dl//(x)‘ dx>0

dx

trong d6 o 12 sd thuc . Bi€u dién dudi dau tich phan c6 thé bién d6i nhu sau :

axyr+ 3] faxp+32) (axp+32) -
dx dx dx
_ . dy” dy ) _

2 w212 d, o dydy
=a” X |y +aX&|t//| +WW.

Néu dit :

A={ly|* x? dx,
I
B= jxdx | dx
_dy” dy
C=1 g ax &

thi bi€u thifc trén c6 dang :

Aa?-Ba+C>0
A=B? -4ac<0—>4AC>B?

Mt khac dé y ring :

A=X2 =[x |y* dx=[y " x>y dx

d d [ «
B:—jx&m2 dx=—jx&(y/ w)dx
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N&u ta chon géc toa do tai diém vdi toa dd X thi X :0. Va gia st ring hé

Py

chuyén dong véi van tdc Py /m thi - O. Nhu vay :

<ﬂ>2 =X2 —(X)? =X
(AP} =P2 ~(P)* =P}
dodétacod:

h2
(AX)* (AP )" 2
hay :
h
(AX)(APy ) > 7
Thong thudng hé thic nay viét gon 1a :

h
AXAP, > >

Pay 14 biéu thiic chinh x4c clia hé thic bat dinh ma y nghia ciia né ta da thio
luin & phan trén .

$7 HAM SONG . NGUYEN LY CHONG CHAP TRANG THAL

I/. Ham Séng:

Thyc chit ctia viéc mo td mot co hé nao d6 gdm hai ndi dung sau:

- Mot 1a: Mo ta trang thdi clia hé co & mot thdi diém cd dinh da cho

- Hai 1a: M6 t4 sy bién d6i clia trang thdi theo thdi gian, hay néi cach khdc 1a
mo ta chuyén dong ciia cd hé.

Nhu vay co hoc ¢ dién thuc chat chli yéu chi nghién cttu mit thit hai clia cd
hé, tiic 12 nghién cttu chuyén dong ctia né, con khia canh thit nhat dugc thuc hién
bing viéc xdc dinh toa do (suy rong) va van tdc (suy rong) cla né. Tly bai todn cu
thé ma vén toc hay toa do dudgc xem xét mdt cdch ddce lap.

Khdc biét vdi co hoc ¢b dién, co hoc lugng ti cho phép xem xét van dé tha
nh&t mot cdch k¥ ludng hon.(cling can luu ¥ ring toa d6 va van toc trong co hoc ¢d
dién 12 cdc ham do d6 chiing giao hodn véi nhau). Trong cd hoc lugng ti x4c dinh
ddng thdi toa dd va xung ludng 13 khong thé dudc do d6 d€ mo ta trang théi cia cd

Ft) knids 2

hoc lugng t& ngudi ta dung mot khdi niém mdi d6 1a ham séng l//(
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ty 1& v6i mat dd xdc xuat tim thy hat & chd xdc dinh nao d6 trong khong gian. Xac
xuét tim th4y hat tai thé tich dV nao d6 chita diém (x,y.z)
do (x,y,z)= | y(X,y,z) | 2dxdydz
Ham séng phai théa man bon diéu kién sau:
- Lién tuc
- Hitu han
- Pon tri

+00 )
(pfov=i
- chu&n héa biing don vi; nghia 1a: 0
Piéu nay c6 nghia I3 viéc tim thiy hat trong toian khong gian 13 chic chin.

II/. Neuyén Iy chdong chip trang thai:

Nguyén 1y chong chip trang thdi 12 mot trong s6 cdc nguyén 1y co s§ clia vat
1y hoc. Trong vat 1y ¢8 dién- cu thé trong 1y thuyét séng nhat 1a trong séng dién tir-
nguyén ly nay cé vai tro ddc biét quan trong.

Trong cd hoc lugng tf nguyén Iy nay con chi€ém mdt vai trd quan trong hon
lién quan dén kha ning md t4 cd hé lugng t, khd ning gidi thich ¥ nghia vatly clia
cong cu cla cd hoc lugng tif — 1y thuyét cdc todn tir Hecmitic va tinh doc 1ap clia co
hé lugng t v6i dung cu d6. Noi dung clia nguyén 1y chdng chép la:

Né&u tdn tai cdc trang thdi mo td bing cdc him séng Wall ’t) thi ciing tdn
tai trang thai:

w(F.t)= xa v (F.t)
n=1

v, ([F.t)

Su lya chon tdp hgp cdc ham * n gin lién v6i sy lua chon cdc dai lugng

dic trung x4c dinh cta hé lugng tit. Cc hé s6 An y4c dinh phan b xdc xuit clia
céc dai lugng tuong ung.

V& phuong dién todn hoc so véi vat 1y ¢d dién nguyén 1y chdng chép trang
thai lugng t hoan toan tuong tv, nghia 1a phuong trinh chuyén dong xac dinh céc
trang thai lugng t ciing 1a phuong trinh tuyén tinh.

Mic du vay, vé ndi dung nguyén 1y chdng chip lugng tif c6 nhitng khic biét
quan trong,khdc hin véi nguyén 1y chdng chap trong vit 1y ¢ dién. D& thay ro
diéu nay ta xét mot vi du. Gid st ham y1(x), y2(x) md ta trang thdi ma & d6 ching
ta do dai lugng A va nhan dugc gi4 tri xdc dinh Al va A2 tuong tng. Chdng chip
hai trang thdi nay ta dudc trang thiai mdi:

W1, (X)=a,y, (X)+a,p, (X)

Trong vat ly c6 dién khi do dai lugng A & trang thdi w12 (x) thi ta nhan dugc
gia tri (A1+A2 )/2 nao d6 nghia la gia tri nhan dugc 1a trung binh cOng cla cac
trang thai thinh phan.

Trong c¢o hoc lugng ti tinh trang hoan toan khéc: khi ta do dai lugng A & trang
thdi w12 (x) thi ta nhan dugc gid tri hodc Al hoic A2. Khong nhitng thé ta con
khong th€ tién dodn chinh x4c gid tri A1 hay A2 s& xuat hién trong phép d6 cu thé
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‘2

a

N

ma ta chi ¢6 thé nhian dugc xdc xuat nhan dugc Al hay A2 tudng tng 12 va

a 2
2,

Nhu vay ¢ nghia 1a: Sy phan 14p céc gi4 tri clia cdc dai lugng vat 1y va su bat
dinh trong két qua do 13 dic trung co ban clia nguyén 1y chong chip ludng ti.

Giai thich dic di€m trang thi clia vi hat Bohr da phat biéu nhu sau: “Trang
thdi ctia vi hat khong thé xét mot cdch tach biét v6i phuong tién quan sat, ma phai
ké dén diéu dy, cdc trang thdi cla ddi tugng vi md dudce nghién ciu nhat thi€t nhé
cdc thi€t bi vi md ma chinh cic thiét bi 4y tun theo cic dinh luat cia vat 1y cd
dién.”

Ciing n6i vé nguyén ly chong chap trang thdi P. Dirac di viét: “Khi tir bd
quyét dinh luin cta vat 1y c8 dién chiing ta da phtc tap héa sy mo t3 thién nhién,
song sy phifc tap héa nhu vy duge dén but mdt cdch xitng dang bdi sy don gidn héa
do nguyén ly chdng chip trang thdi mang lai .”

§8 PHUONG TRINH SCHRODINGER

Phuong trinh Schrodinger 1a phuodng trinh ¢d ban cla cd hoc lugng ti vai tro
cda né trong co hoc lugng gidng nhu vai trd ctia phudng trinh Newton trong cd hoc
c¢d dién. Phuong trinh Schrodinger 13 phuong trinh c6 dang:

O A

Ih—=H

a7

A

trong do: H 12 todn t Hamilton hay Hamiltonien. Phuong trinh Schrodinger
thi€t 1ap moi quan hé giita trang thdi va bi€n dong luc-hai khdi niém cd ban clia co
hoc lugng tu.

I/. Cach “Thiét lap ” phuong trinh:

1/. Phuong trinh Schrodinger cho hat tu do:
Tur dang séng mo ta chuyén dong ctia hat tu do:
i

——[ pr-Et]

w(F,t)=Ae (1)

oy __1 _in¥
Ta co: ot hEl//_)Ew_lh ot
0’y 0*w 0w 1
oy tar PRI PE

P2

tor hé thac ndng lugng: S 2m ta “suy ra”

ThS. Nguyén Duy Hung Khoa Vit Iy



- 47 -

oy h?
h—=—=—=—A
ot 2m 2)

Phuong trinh Schrodinger c6 nhitng tinh chat sau:

+/ Phuong trinh dao ham riéng tuyén tinh (lién quan d&n nguyén ly chong
chap trang thai).

+/ Phuong trinh chi chita dao him bac nhat theo thdi gian vi né gin lién véi sur

biéu hién cia nguyén Iy nhan qua. (T l//(l’ ’0) suy ra l//(r ’t) mot cach don tri).

Nhung luu ¥ ring do y nghia clia ham séng chiing ta chi c6 thé hi€u nguyén 1y nhan
qua theo nghia thong ké.
Nghiém cua phudng trinh (2) ¢6 dang:

—-—Et
l//(F,'[)= ¢(I‘)e f (3)
thay (3) vao (2) ta ¢6 phuong trinh cho ham chi phu thudc vao toa do la:
Ag(r)+21E 4(r)=0
h 4)

Phuong trinh (4) xdc dinh ham ¢(r) cho hat ty do.
2/. Phuong trinh Schrodinger cho hat chuyé&n dong trong trudng lyc:
Thay E bing (E-U) trong d6 U la th€ niing clia hat khi d6 phuong trinh (4) trd

thanh:
2m
A “—|E-U =0
p(r)+ 2P E-U D .

Phuong trinh (5)1 phuong trinh Schrodinger cho hat chuyén dong trong
trudng th€ tiy y khong phu thudc thdi gian.

Téng quét hon ta thay:

.. 0
E_|ha

vao phuong trinh (5) va nhu vay ta c6 phuong trinh:

. Oy | h? .
m?ﬁ“{ ZﬁA+UUﬂwUJ)

(6)
~ 2

A =-""atU
Neéu dat : 2m thi phuong trinh ¢6 dang gon hon la:

a ~
if oV _ Hy

ot (7)

Phuong trinh lién hgp phiic cua (7) 1a:

. a V/* o *
—1h—=—=H

a 7

3/ Gia thiét vé y nghia xdc xuat ctia hAm séng ctia M.Born:
Pé don gidn ta xét bai toan mot chiéu:
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Nhan phuong trinh diu véi y*(x,t) va phudng trinh sau véi y(x,t) rdi trir di
nhau ta c6:

ity OV 4 0 2| .97 0

i V/* V. l// __h Oy v

=—o— |V —y w(x.1)
ot ot M5

*

2 O 2__ﬁ£ *81,1/_ al//*
T Yo v e

hay:
h 0| «0 oy’
T A <

- =0
ot omiox| o OX
Téng quét héa, trong trudng hdp ba chiéu:
h
le +V| S V-V )| =0
ot 2mi
()
Nhu vay néu dit] yl 2= y*y=p 1a mat do xdc xuat
~ N
X J_Z(WWWV/)\AA\,A,\ .
Va: mi la mat do dong xac xuat thi (8) co
dang hét nhu phuong trinh li€n tuc:
oap
at +Vj =

trong dién dong luc hoc.(gia thi€t Born).

N&u ta chudn héa: [| yl 2dr=1 thi xdc xuit cia hat nim trong dv 1a:

do = y*(x,y,z,0)y (X,y,z.t)dv

Mot diéu cin luu y 1a trong trang thai ditng mat do x4c xuat khong phu thudc
vao thdi gian. Ciing ti cdc két qud nay ta suy ra ring: Cd hoc lugng tif chi nghién
citu cdc qud trinh trong d6 sd hat 1a bdo toan.

4/ Phuong trinh Schrodinger dung:

Ta xét trudng hgp thé ning U khong phu thudc thdi gian khi d6 phuong trinh:

2

inV - { L A+U(r)}

ot 2m
)

c6 thé dugc gidi bing phuong phap phan ly bi€n so. That vay dit:
w(F,t)= Ae(r)
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16i thay vio phuong trinh ta c6 thé tich (9) thanh hai phuong trinh:
Ho(r)=Eg(r)

dA(t)
ih=g=EA(t)

trong d6 E 12 hiing s6 tach (-tri riéng). Phuong trinh theo thdi gian c6 nghiém

N

la:
g
A(t)=Ce 7
Phuong trinh thit nhit cho cdc nghiém (ham riéng) la:e1,¢2 ,03 ..on .. va
céc tri riéng tuong tng: E1,E2 .. En ...
Nhu vdy nghiém cua (9) 1a:

hay t6ng quét hon 13 ham:

i
-—Et

n
v, [F)=xCe " ¢ (xY,2)
n
Xdc xudt tim thay hat tai di€ém nao d6 ctia khong gian s& khong phu thudc thdi
gian vi ta co:

i
e n " =]

wn(r,t)= ‘Wn (Fotlz = Wn (I’,O)

vi

§9 CAC PHUONG TRINH CHUYEN PONG LUGNG TU

I/ Nhan xét chung :

Ta biét ring v6i Co hoc ¢6 hai khdi niém co ban d6 12 trang thdi va cdc bién
dong lyc . Hai khdi nién nay gin lién véi nhau mot cach chit ché cu thé 12 néu ta
biét dudc cdc dai lugng dong lyc thi c6 thé biét dudc trang thai ciia hé va ngudc lai
. Khi mo ta sy ti€n trién ctia hé theo thdi gian ta c6 thé ding cdc phuong trinh
chuyén dong vi vay cdc phuong trinh chuyén dong c6 vai trd quan trong .

Trong C6 hoc ¢6 dién cdc phuong trinh chuyén dong dudc viét qua cic bién
dong la cac phuong trinh Newton , phudng trinh Hamilton — Jacobi , phuong trinh
chinh tic Hamilton va qua ham trang th4i 1a phuong trinh Lagrange. Giai cdc
phuong trinh nay ching ta s€ tim dudc cac dai lugng dong luc — 14 nghiém cua cac
phuong trinh d6 — 1a cdc ham s6 cla thdi gian :

F=F() = P=PO  g_gq . M=M@®.
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—

Tuy nhién d€ y ring trong cdc bi€n dong luc d6 thi I va P 6 vai trd co ban
v

—

hon so véi E va M vi hai dai lugng sau c6 thé bi€u dién qua hai dai lugng I' va P ,

vi vay tap hop (I’ > p) dudc goi la trang thdi ctia co hé :
Trong hinh thifc luAn Hamilton , ma co s3 clia n6 1a phuong trinh chinh tit
Hamilton :

dg; _oH | dp; __oH

= ; =
dt  op; dt 0g; ©.1)
(N&u dwa vao méc Poisson thi ta ¢6 thé viét cdc phuong trinh nay dudi dang
ddi xitng cho ca céc toa do va cdc xung luong lién hop )
Bay gid ta xét dén Cd hoc lugng tif .

Trong Cd hoc lugng ti¥ trang th4i dugc mo ta bing ham séng l//(l’ ’t) . Biét
dudc ham séng chiing ta sé& thu dugc gid tri trung binh clia bat cit dai lugng nao tic
1a bi€t dugc day dd vé hé . Phuong trinh chuyén dong dudc viét qua ham séng
chinh 13 phuong trinh Schrodinger . Nhu ta da biét :

.. 0

17 P Hy

Nhu vay xudt hién mot van dé 1a : trong Co hoc lugng ti ¢6 thé viét dudc cic
phuong trinh hoan toin tuong tu nhu cdc phudng trinh chuyén dong cia cd hoc c6
dién cho cédc bi€n dong luc hay khong ? Cau tra 15i 1a c6 thé dugc . Tuy nhién dé
lam dugc nhu vay trude hét ta phdi xy dung vai dinh nghia méi d6 1a cac méc
Poisson lugng t& va khdi niém dao ham theo thdi gian clia cdc todn tir .

I/ Ciac méc Poisson lugng tu :
1/ C4c méc Poisson trong c¢d hoc ¢d dién :
Pao ham toan phin theo thdi gian clia mot ham F(q,p,t) nao d6 (phu
thudc toa dd q , xung lugng p va thdi gian t ) trong vat 1y hoc ¢8 dién cé dang :

dF _oF o OF day , oF GPK]
(9.2)

dt ot Tx|aq, ot Top ot

Néu dung céc phuong trinh chinh tit Hamilton trong d6 H = H(q.p) 1a ham
Hamilton — ning lugng toan phan trong vat 1y hoc ¢d dién — biéu dién qua xung
lugng va toa dd , thi khi d6 ta c6 thé viét :

dF _oF  [oH oH oH oF |

dt ot %|dpg dax Ak Ip,
dF _dF

ay dat —at TP

Trong dé (H,F) 12 ky hiéu cda tdng bén v& phai dugc goi 12 méc Poisson cd
dién .
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Téng quat hon méc Poisson khong phai chi c6 thé dinh nghia cho H va F ma
c6 thé dinh nghia cho hai ham bat ky F(p , q) va G(p . q) — tiic 1 cho cdc ham phu
thudc vao xung lugng va toa do nhu sau :

(F.G)—y[_0F 06 G oF

Kl O0x 0Pk OOy OPk ©0.3)

Néu bién dong luc F khong phu thudc tudng minh vao thdi gian thi :

dF

dF _ dF
dt

H,F do: =—=0
(H,F)  (do: S-=0) o

Bang ky hiéu méc Poisson ta c6 thé viét lai phuong trinh Hamilton c6 dang :

dq dp
K _ K _

D€ y riing so v6i (7.1) cdc phuong trinh (6.5) hoan toan ddi xting ddi véi toa
dd va xung lugng .
Ta con ¢6 vai moc Poisson dic biét khac nita 1a :

(qi.q)=0 : (pi,qj)=8ij; (pi,pj) =0 (9.6)
Tur dinh nghia méc Poisson ta suy ra cdc hé qua sau day :
a/ Tinh phdi xing :

(F,G) =-(F,G)

Tu dé suyra: (F,F)=0
b/ Néu G = const thi :
(F,G)=(F,C)=0
¢/ Tuyén tinh theo céc phan ti
(F1+F2, G) = (F1,G)F2 + F1(F2,G)
d/ Tinh phan bd doi véi phép nhan :(tuong tv quy tic 14y vi phan mot tich ) .
(F1F2 , G) = (F1,G)F2 + F1(F2,G)
e/ Théa man dong nhat thic Jacobi :
(F.(G,H)) + (G,(H,F)) +(H,(F,G)) =0
2/ M6c¢ Poisson lugng tir :

Ta vhuyén sang bai todn Co hoc lugng tit . Ta dinh nghia méc Poisson lugng
ti cla hai todn ti F va G nhu sau :
|

[F.Gl, =+ (FG-GF) o
) Piéu nay c6 nghia 13 chiing ta chon giao hodn tf vdi d6 chinh xac tdi thira s&
|
7 1am méc Poisson lugng ti , don vi 40 i 12 d€ ddm bdo tinh Hecmetic clia cdc
todn ti . Pinh nghia nay dugc suy ra tir nhitng 14p ludn co sé 1a :
- Cdc méc Poisson lugng tif théa min tit cd cdc ddng nhat thifc clia cdc méc
Poisson cd dién .
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- Ta chon cdc méc Poisson lugng tif sao cho gi4 tri bing s6 cla chiing tring
v6i trudng hdp cd dién ; it nhat 14 khi ching chita cdc bién chinh tic tuong ng nhau
. (C4c bién dong luc tuong ng ) .

Vidu:Khixét:q=x,p=px.

Véi cdc méc Poisson ¢d dién ta c6 :

x,x)=0;(Px,Px)=0;(Px,x)=1.

V6i cac méc Poisson lugng i ta ¢6 :

[X,x]q =0
(9.8a)

[Pe-Pxly =0 (9.8b)

[Px>x]:%[PxX_XPx]:l
(9.8¢)

Nhu vay cdc gid tri cia méc Poisson lugng tir tring véi gid tri ciia cdc moc
Poisson c6 dién .

Céc méc Poisson d€ cho t8 hop cdc todn tif — tic 13 trudng hdp phic tap hon
trudng hop xét § trén — ¢ thé nhan duge mot cach tuong tu . Nhu vay tir day ta
thay rat nhiéu luan diém cd ban clia Cd hoc lugng ti ¢6 thé nhan dudc tir cdc luin
di€m ciia co hoc c¢d dién bing cich st dung ciac méc Poisson .

C6 thé néi thém vé cdc hé thic (7.8) . Céc hé thic ndy rat quan trong cho Co
hoc lugng ti va c6 thé coi ching nhu cac diéu kién lugng ti héa thay cho cic diéu
kién lugng tif héa cla 1y thuyét Bohr —Zommerfeld . Vi hé thic :

Py X —XPy :?

ta d€ y ring né thda man nguyén ly tuong dng , cu thé 1a khi =0 i pen
phdi biing khong va khi d6 chiing ta nhan dudc diéu kién giao hodn dic trung cho
céc dai ludng clia cd hoc ¢d dién .

111/ Pao ham theo thdi gian ciia cdc todn ti :

Pé thiét 1ap cac phuong trinh chuyén dong lugng tit thi budc dau tién ta phai
tim dugc dao ham theo thdi gian clia cdc dai lugng dong luc . D€ dang thiy ring
dinh nghia dao ham theo thdi gian nhu 12 gidi han theo ty s& clia sy bién d6i cla
chinh bi€n dong luc v6i khodng thdi gian tuong ing trong co hoc ludng tir 1a khong
thé dugc vi trong Cd hoc lugng tif cdc dai lugng dong lyc néi chung khong c6 gid tri
xdc dinh ma chi ¢6 cdc gid tri trung binh ctia cdc dai lugng ddng luc 1a c6 gid tri xac
dinh .

DPinh nghia dao him theo thdi gian cla bién ddng luc : Pao ham theo thdi
gian clia mot bi€n dong luc F 1a mot dai lugng ma gid tri trung binh clia nd bing
dao ham theo thdi gian cda gid tri trung binh cia né .

Diéu nay c6 nghia 1a :

F=F (9.9)

(dau . chi dao ham theo thdi gian , ddu — phia trén chi gid tri trung binh ) .

Véi dai luong F biéu thifc cho gid tri trung binh clia né dudc cho bdi :
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F=[y'Fydv
dé y ring :
. 0&
Ihﬁ—Hl//

. 61//* . *

IhT—Hyf
ta c6 thé viét dugc bidu thite cho dao ham ctia F 1a F dusi dang :
;_dlf_ 61// 6 « OF .
"= ‘f[ o PV RS Y|V s

—jw{ HF——FH+%H1//dV:

={Nh6r§mg:(H,F):l(HF—FH)}:

~ [y {(H F)g+ 6F}y/dv F
Métkhéc

*dF
=l

NhlI' Vay tur su' so sdnh :

F=F
ta c6 :

dF aF |

+|H,F H,F

DAy chinh 1a bi€u thifc dao ham theo thdi gian clia todn tif F bt ky . Tir
(9.10) dé thay riing néu todn tif khong phu thudc tudng minh vao thdi gian thi:
dt ©.11)

Nhé lai riing trong co hoc c6 dién dao ham theo thdi gian clia mot dai luong
cd hoc c6 thé biéu dién qua cdc méc Poisson ¢d di€n hoan toan tuong tu nhu céc
cong thuc (9.10) va (9.11) :

dF 5F
dt

Nhu vay G day ta da thi€t 1ap dugc sy lién hé gitta cdc méc Poisson ludng ti
va cdc méc Poisson ¢d dién . Piéu nay c6 nghia 13 ciu tric méc Poisson ching td
mdi quan hé mat thi€t clia cd hoc ¢8 dién va co hoc lugng ti.

Moi truong hgp déic biét can luu y 1a : C6 mot sd todn tit khong phu thudc
twdng minh vao thdi gian va giao hodn v6i Hamiltonien do d6 : (n€u ky hiéu n6 1a F

):

TrH.F) L S =(H.F)
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dF
W_O

Nhitng dai lugng dong luc tuong ng vdi cdc todn t nay khi d6 dudgc goi la
céc dai lugng bdo toan — hay céc tich phan chuyén dong . Khi d6 tir :

F=F=0

ta suy ra : F = const

va c6 nghia 12 gid tri trung binh clia dai lugng nay khong ddi theo thdi gian .

IV/ Céc phuong trinh chuyén dong Iugng tii . Pinh 1Y Ehrenfest .

Biy gid ta c¢6 thé viét cdc phuong trinh chuyén dong lugng tir & dang ma trong
d6 cdc dao ham theo thdi gian cia chinh cdc bi€n dong luc . Vi trong Co hoc lugng
tl cdc bién dong luc dugc ddi tng vdi cdc todn tif xdc dinh do d6 phuong trinh can
tim trong dang tong quat s& dudc viét cho cédc todn tif nay cu thé 1a p va q . Mt
khdc do céc todn ti nay khong phu thudc tudng minh vao thdi gian nén ta co :

dg
—[H,
t | q]q (9.12)

dp
pr H .
t | p]q (9.13)

Chiing c6 dang gidng hét v6i dang clia cd hoc c6 dién . P& tim hi€u y nghia
cdc phuong trinh trén ta 4p dung vao mdt trudng hdp cu thé , d6 1a dang Hamilton
c6 dang :

1
H:Zﬁ@§H¥+Pﬂ+U@JJ)

Nhé ring céc todn tf toa dd va xung lugng c6 dang :
) oop, —ind N0
q=X=X X~ ax iox

Ta xét phuong trinh (9.12) :
dx

—=|H,X

VixvaU giao hodn nén :
[H,x], = (sz xPz)
Nhung d€ ¥ ring :

2 2
PZXx—xPg = hz(a —xéJz

ox? ox?
2 .0 o
2 —_— —_— —_— =
—h (Xaxz +28x X@le
:—2hzg;=—2mpx
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Viynéntacéd:
i i P
H, x|y ==——(-2iaP, )=-%X
[ ]q 2mh ( X ) m
Nghia la ta c6 :
B [H. Xy =Py
m (9.14)

Nhu vay ta thdy ring : todn tif van tdc lién hé v6i todn tf xung lugng biing hé
thiic giong hét nhu cac hé thifc trong co hoc ¢6 dién .

Ta xét dén phuong trinh (9.13) :

dPy
il
Nhung do c6 :

| oU
H.Py] =+ (Up —PU|=-F
Nén ta c6 két qua 1a :
aPy __ U
dt OX (9.15)

Nhu vy ta nhan duge phuong trinh chuén dong cia todn tir dugi dang giong
nhu phuong trinh Newton . Mit khdc luu y 13 ¥ nghia cia viét doi tng cdc todn ti
vdi cac bi€n dong luc 13 & chd biét cdc todn ti¥ va ham séng chiing ta c6 thé tinh cic
gia tri trung binh cla cdc dai lugng cd hoc tuong Gng :
P. d& =— (G_UJ

X
dt OX ©.16)
Céc hé thic (9.16) dugc goi 1 cdc phuong trinh chuyén dong Ehrenfest.
Biéu dién PX qua x ta suy ra :

S—
md 2x :_[%U j
dt X 9.17)

Phuong trinh nay gidng hét phuong trinh Newton (dinh ludt Newton thit hai ) .
Tém lai 1a : Trong Co hoc lugng ti cac hé thdc va cdc dinh luét phat biéu cho
céc gid tri trung binh gidng hét v6i dang clia cdc phuong trinh va dinh luat tuong

ting trong cd hoc ¢d dién .
Do d6 nhdg cac phuong trinh (9.16) va (9.17) ngudi ta gidi thich dudc sy lién

hé giita co hoc ¢ di€n va Co hoc lugng ti .
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O

$10_SU LIEN HE GIUA CO HOC LUGNG TU VOI CO HOC C
PIEN VA QUANG HOC

I/ Su chuyén tif phuong trinh Schrodinger hién dai vé phueng trinh
Hamilton — Jacobi ¢d dién :

Trong phan cudi clia bai trudc ta da thiét 14p duge mdi quan hé giita nhitng
phuong trinh chuyén dong luong ti va phuong trinh Newton . Va chinh nhd d6 , ta
da thi€t 1ap mdi quan hé giita Cd hoc lugng tir va C hoc c8 dién . Ta c6 thé tim
thdy mdi quan hé nay biing mot phuong phdp khic cu thé 1a ta ¢6 thé chitng minh
ring phuong trinh Hamilton — Jacobi ¢ dién 1a trudng hdp gi6i han clia phuong
trinh Schrodiger hién dai .

Mudn chitng minh di€u d6 trudc hét ta hay nhic lai mot s6 van dé clia phuong
trinh Hamilton — jacobi . Hon nita &€ cho bai todn dudc don gidn ta gidi han chi xét
bai toan chuyén dong clia hat c6 khéi lugng m trong truong luc thé U(x,y,z,t) . Ta
viét phuong trinh Hamilton — Jacobi nhd ham tac dung SO(x,y,z,t) , hAm s& nay c6
céc tinh chatla :

0S
P, :_% P =—F=2 P, :_@

ox y oz (10.1)

Trong d6 PX, Py, Pz 1a cdc hinh chi€u ctia xung Iugng 1én céc truc toa do .
Phuong trinh hamilton — Jacobi trong trudng hgp nay c6 dang :

GSO_ 1 [,85,., ,05,., ,0S,.,
ot _Zm{( ox HW) +(ﬁ) +U(X,Y,z,1)

(10.2)

Vi ham s6 Hamilton H(PX, Py, Pz, x ,y,z,t)cé dang :

1

m(P)f +P?+P; )+U (X,Y,2,t)

H(P,,P, ,P,,X Y,2t)=
(10.3)

Nén tir (10.1) va (10.2) ta suy ra ring phudng trinh Hamilton — Jacobi c6 thé
viét dang khac 12 :
0By [ 30 3y By
ot OX oy 0z

(10.4)

Né&u ham Hamilton khong phu thudc tudng minh vao thdi gian thi n6 bing
niang lugng E cia hat . Khi d6 tir (10.4) ta suy ra :
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——=E suyra:S,=Et-S, (X,VY,2
at y 0 0( y ) (10.5)

Ciac ding thic (10.1) chifng td ring cic quy dao la nhitng dudng truc giao véi
cdc mit SO = const . Néu H khdng phu thudc tudng minh vao thdi gian thi dang cla
nhitng hat nay khong thay ddi theo thdi gian . Cac mit d6 va cic quy dao kha di
cua hat dugc minh hoa nhu hinh vé sau :

Gia sif ta xét mot hat bat ky tai thdi di€m t = 0 niim tai di€m a , sau d6 hat sé&
chuyén dong theo quy dao gid st 13 ab . Ta hiy tuéng tudng mot ddm hat c6 nhitng
toa dd ban diu x0, y0, z0 khdc nhau gi si trong mot thé tich nguyén t& AV ta c6
s6 hat1a : AN = pAV , trong d6 p 1a mat do hat . Dé&n thdi diém t tit ca nhitng hat
ndy roi vao mot mién khdc nao d6 clia khong gian nhung tit nhién s6 hat sé khong
thay ddi . Do d6 néu theo ddi chuyén dong clia thé tich nguyén t& AV chita nhitng
hat ndy thi s& hat trong thé tich d6 ciing sé khong ddi . Ky hiéu dao ham dinh xt 1a

D

ﬁt ,tacoh:
DAN Dp DAV _
ot Vot
Nhung dé€ riing :
Dp _op - DAV _ . .
D= tVeY . T—dlv(v.AV)

—

trong d6 V 1a van t6c chuyén dong ciia hat . Nhu vdy thay cdc két qué nay
vio biéu thifc trén ta c6 két qua :

P 4 div(ps)= 0

ot (10.6)
Mait khac tir (10.1) ta co :
m m (10.7)

Do d6 ta c6 thé viét (10.6) dué6i dang :
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% Ldiv(pvs,)=0

ot

hay

8,0 | 2

L=V, VS, + oV, .

Piéu nay c6 nghia l1a dam hat chuyén ddong nhu mot khdi chat 16ng , thé tich
ma ta xét khong bi tan r3 ma chi bi bié€n dang thoi .

Ta c6 thé gidi thich phuong trinh (10.8) mot cach khdc . Né&u ta chia s& hat AN
AN

trong thé tich AV cho tdng s& hat N thi ta c¢6 thé coi ( N jnhlr 12 xdc xuit dé tim

thay hat trong thé tich AV con mat d6 p c6 thé coi nhu mat do xdc xuit .

Bay gid ta hiy xét phuong trinh Schrodinger trong Cd hoc lugng i , cu thé
hon ta chitng minh ring phuong trinh nay c6 thé€ quay vé phuong trinh Hamilton —
Jacobi khi tinh gan didng .

Muo6n th€ ta vi€t ham séng vdi dang :

—a &
y=¢ (10.9)
trong d6 S 12 mot ham s6 nao d6é chua xdc dinh . T (7.9) ta ¢6 :
dy__10s,
Ox I oOX

2 .
oy __1 (), _id’s,
ox>  h?\oX h ox?
Thay hai két qud nay vao phuong trinh schrodinger :

hz
" 2m

ih——

ot

ta ¢6 phuong trinh cho hAm s8 S :

oS 1 |(asy? (asY (6s) in
s L [&j +[W) J{EJ HU(X, .20+ AS

(10.10)

Ta phén tich S theo nhiing ldy thira cla i7 :

S=S +(Ih)S +(h) S, +.. (10.11)

Thay (10.11) vao (10.10) va so sdnh cdc ldy thira cling bac cda 7 ta c6 cdc
phuong trinh :
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8, 1 |(8S,) (8S,Y (8S,)
& ~2m (axj oy ) ) [TY%YED

(10.12a)
&S, 1 [,85,8S, 8,85, .S, as )
8t_2m{28x xPy oy ttaats
1
=_m(2vs0vs1 +AS,)

(10.12b)

Phuong trinh dau clia (10.12a) trung véi phuong trinh Hamilton — Jacobi , con
phuong trinh thd hai (10.12b) bing mot vai phép bién ddi khong phic tap c6 thé
dua vé phuong trinh lién tuc .

i

_—V?S§
Luu ¥ 1a trong cdc bién d8i trén ta di bd qua lugng 2M . Ta c6 thé lam
nhu thé néu :
S (78, > 2'h VS
m (10.13)
hay st dung (10.1) thi (10.13) trd thanh :
2
P~ >>—\d|v p
2m (10.14)

Hé thiic nay c6 nghia 1a dong ning phai 16n con bién d6i clia xung lugng phai
nhé . Trong trudng hgp mot chiiéu ta c6 :

d
P2 >>h ap
dx (10.14%)
Nhung néu dwa vao budc séng De Broglie :

ﬂ_2ﬂh

P
ta thu dudc :

d—ﬂ’<< 27

dx (10.15)

K&t qua quan trong ndy c6 nghia 13 : budc séng phai 1a mot ham s6 thay d6i
cham theo toa do .

ThS. Nguyén Duy Hung Khoa Vit Iy



Co hoe licgng i - 60 -

I1/ Co hoc lugng tif va quang hoc :

Vé mit lich st , s song song giffa quang hinh hoc va co hoc do Hamilton xay
dung nén 12 mdt trong nhitng ngudn goc clia Co hoc lugng tif De Broglie 1 ngudi
diu tién da dua nhitng diéu tuong tu bi bd quén nay vao vt 1y hoc hién dai va nhd
nhitng diéu tuong ty ndy ma Cd hoc lugng tif hay chinh x4dc hon 13 co hoc séng da
ti€n dudc nhitng budc ti€n ddu tién . Ngudi ta thudng néi ring Schrodinger di xay
dung mot mon ¢o hoc lugng i tuong tu v4i quang hoc séng .

Nhung ta cin lvu ¥ ring day chi 13 sy tuong tu , phuong trinh clia Schrodinger
khong hé triing véi phuong trinh ndo trong s6 nhitng phuong trinh truyén séng ma
tir truSe tGi nay ta da biét . Nhitng phuong trinh truyén séng ludn 1a nhitng phuong
trinh dao ham riéng c4p hai theo thdi gian trong khi d6 thi phuong trinh
Schrodinger lai 12 phuong trinh cAp mot theo thdi gian va ngoai ra con nhiéu sy
khac nhau nira giita hai phuong trinh dé .

Tuy nhién , so sanh phuong trinh Schrodinger véi cdc phuong trinh séng van
12 viéc ddng luu y . Gid s ring ta xét mdt mdi trudng déng nhit nao d6 , trong dé
van tdc truyén clia mot séng — c¢6 d6 dich chuyén f nao d6 — 1a v . Phuong trinh
truyén ctia do dich chuyén f s& 1a :

0% f
af-1 % 1=0
v< ot (10.16)
Dai v6i nhitng séng c6 tan s6 goéc 1a o , ta dit :
_ —-iwt
f=Ue (10.17)
Khi @6 tir (10.16) ta c6 :
2 ) _@*
AU +k“U=0 , k =—
v (10.18)
_2z
( A 1ass séng , con A 1a budc séng ).Ta dua vao lugng duge goi 1a chiét
suat
0y, == 7
o ‘o (10.19)

trong dé A0 1a budc song trong chan khong . Khi d6 phuong trinh (10.18) dudi
dang mdi :

AU +ksn*U =0 (10.20)

Phuong trinh (10.20) 1a phuong trinh séng , nghia la cac phuong trinh dang
nay déu mo td qud trinh truyén séng va ngudc lai moi séng dudc md t3 bing
phuong trinh c6 dang nhu thé .

Bay gid ta xét phuong trinh schrodinger :

. Oy h?
'hﬁ— mAerU(x,y,z)zy

Néu ta dit :

(10.21)
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h
y=ue (10.22)
thi phuong trinh (10.21) s€ c6 dang :
Au+ 2T (E-U =0
(10.23)

Bay gid ta gid st U = C = Const trong mién nao dé , va ky hiéu sd séng khi d6
la k0. Ta sé co :

2 _

ki h (E C)
ky hiéu chiét suat clia cdc séng d6i v6i mién nay 1a :
n2-E-U_k*

E-C k2

0 (10.24)

khi d6 phuong trinh (10.23) ¢6 dang :
AU +kZn?u=0 (10.25)

Phuong trinh nay hoan toan truing véi phuong trinh (10.20) .

$11 CAC CACH PHAT BIEU CO HOC LUONG TU

I/ Co hoc lugng tif cua Schrodinger:

Cd hoc lugng tif dugc manh nha tir thoi ky 1923 - 1924. Nam 1926
Schrodinger d phit trién va tdng quit héa khdi niém séng vat chit clia De Broglie
va da tim dugc phuong trinh truyén séng cho hat tu do:

0 2
inY = L —Ay
ot~ 2m (11.1)

va cho hat trong trudng thé:

in oV _ ﬁA+U(r) w(r,t)
8t m ’
(11.2)

Cd hoc lugng tir cua Schrodinger dudc goi la ¢ hoc séng-Nghiém cia phuong
trinh séng mo td mot song nén duge goi 1a ham séng.

Co hoc lugng ti ciia Schrodinger tuy ¢o s& xay dung khong chit ché nhung uu
di€m ndi bat clia né 13 truc quan va cong cu todn hoc don gidn. Vi vay cho tdi nay
trong cdc gido trinh co hoc lugng tir co hoc séng van chi€m vi tri chii yéu.
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II/ Co hoc ma tran Heisenberg:

Ngugc v6i ¢ hoc song, khi xdy dung ¢d hoc ciia minh Heisenberg chi s dung
cdc dai lugng do dudc tir thyc nghiém. Can luu ¥ 12 vao thdi ky d6 cac dai lugng
quan sit dudc dic trung cho chuyén dong bén trong clia nguyén t chi 12 tin s& va
cudng d6 bldc xa ma nguyén tlf phat ra. Khi phéan tich cac dai lugng d6 Heisenberg
nhan thay chiing ¢6 tinh gidn doan. Vi du tin s& bifc xa clia nguyén tif dudc xdc
dinh phu thudc hai chi s6:v12, v21,v22 .. vmn . Nhu vAy tin s6 khong phai x&p
thanh hang ma thanh cdc bing ma sau nay ta goi la cdc ma tran.

Theo Heisenberg tit cd cic dai lugng dic trung cho chuyén dong bén trong
nguyén ti déu c6 thé bi€u dién dudi dang nhitng ma trin nhu ma trin toa do, ma
trdn xung lugng.v.v.

Dua trén 1y thuy€t clia minh Heisenberg da tim lai dugc cdc két qua nhu
phuong trinh Schrodinger tim ra va da tim dugc hé thic bat dinh.

Co hoc ma trin c6 su chinh x4dc cao vé mit todn hoc nhung tinh tritu tugng
qud muc cia nd la khé khian khdng nhd cho ngudi hoc. Chinh vi vay né it dudc trinh
bAy trong cdc gido trinh.

111/ Co hoc lugng tif cua P.Dirac :

Co hoc lugng tif cla P.Dirac 1a su th6ng nhAt ¢ hai hinh thic trén thanh mot
hé thong duy nhAt, ma ndi dung todn hoc 12 bai todn tri riéng clia cdc todn tlif
Hecmitic trong khong gian Hilbert.

Khong gian Hilbert 12 khong gian tuyén tinh phifc vd han chiéu.

Dirac dwa vao mot s6 ky hiéu méi:

Ket-vector : | W> = vector c0t, ‘W> - <l//‘

Bra vector :< W| = vector hang, < W‘ - ‘ 4 >
Tich vd huéng hai vector :

(. w)=0 y =(p|y)

Chuan vector :

[Wl=iw|y)

Hé cd s truc chudn cia L va L+ (khong gian lién hop cia L ) 1a :
1),[2),../nye L

1,(2],..{nje L*

Khai trién vector theo co s3:
n . )
vi=2vill)s vi=(lv)

hay:
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J=1 (11.3)
(=2 {i:w;=(w|i)=(ilv)" =v"

(w|= < 1)
Ma tran don vi : (dng v4i todn ti don v1).
n ., .
L= X[ 31|
J=1
Hé thiic nay 13 diéu kién di clia co s& truc chuin.
St dung diéu kién di ta c6 thé viét:
2 n .\
W" =l lv)=twillv)= 2w 1lv)=

(11.4)

n n 2
Syivi=2lw)
J=1 J=1
C4c phan t¥ ma trin cla todn ti F trong ky hiéu Dirac:
Flv)=lv)
|l//> v (11.5)

Nhan hai v€ véi <J | va str dung diéu kién di ta c6:

<J'\l//'>=<j|'flw>=<il'f'|l//>=

iFlelily)= 2 (Fkle

k=1 =
' ' n I
(b)-vi- 3 (K,
Vay: k=1
Nghia la:
=(1IF[k)-
(11.6)

Véi cdc ky hiéu méi, co hoc lugng ti¥ clia Dirac dugc phat bi€u duéi dang tién
dé. Heé tién dé nhu sau:

)

Tién dé 1: C4c trang thi cla co hoc lugng tir dudc md t3 bing cdc vector
ctia khong gian Hilbert tritu tugng.
Tién dé 2: Trong cd hoc ludng tif cdc bi€n dong luc dudc ddi tng véi cic todn

tir Heemitic F tdc dung trong khong gian Hilbert cac vector trang thai.
Nhu vay trong hé co s& xdc dinh todn tir ddi ¢ng v6i ma tran:
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(F) =IFfk)= 1

Tién dé 3: C4c két qua kha di duy nhit ciia viéc do dai ludng dong Iuc nao d6

& trang thai cho trudc 1a céc gia tri riéng clia todn ti d6i ng F.
Nhu vdy mudn biét cdc gid tri nao 1a kh3 di nhan duge khi do dai lugng vat 1y
FIf)=f|f
nao d6 thi ta phai gidi bai todn tri riéng ‘ > ‘ > .
Tién dé 4: Xdc xudt nhan gid tri f khi do bi&n dong luc F & trang the’1i|l'[/>
dudgc cho bing cong thifc:

W, (f)=[(f ‘V’>‘2 :‘V/f (11.7)

Tién dé 5: C4c toa d6 Xj va xung ludng Pj (j 12 ky hiéu bac tu do) clia cd hé
lugng tl tuong Gng v4i cdc todn ti Xj va Pj thda man hé thic giao hodn:

‘ 2

(11.8)
Tién dé 6 (Tién dé dong luc hoc) : P6i v6i bat ky hé vat 1y nao su bién ddi gia

tri trung binh ctia bi€n dong luc F s trang thai ‘l//> dugc xdc dinh bing phuong
trinh :

d(F -
Cle () spoms
v (11.9)

trong do:

[H.Flo =1 (HF —FH)

IV/ Co hoc lugng tit cua R. Feynman :

Mot cédch trinh bay khac rat hién dai Co hoc lugng ti 1a cdch trinh by co hoc
lugng tif bang hinh thic tich phan quy dao cia R.Meynman hay con goi la tich phan
16 trinh .(Thuat ngif tich phan 16 trinh dudc dung dé tranh dudc tir quy dao c6 thé
gdy hiéu 1am vé quy dao cda vi hat ma nguyén ly bat dinh Heisenberg di loai bé )
Noi dung ctia cch trinh bay nay nay ctia Feynman c6 thé xay dung tir 1ap luan khd
don gian nhu sau :

Ta xét hé chuyén dong mot chiéu vdi chuyén dong mot chiéu vdi phuong
trinh chuyén dong x(t) . Gia st hé chuyén dong tira dén b , va gid st :

x(ta) = xa.

x(tb) = xb.

Van dé ditra 12 tim xdc xudt chuyén tira d€n b ctia hat P(a > b ) :

P(a - b):\K(a,b){2
trong d6 K(a,b) 1a bién dd xdc xuat .

Trong Co hoc ¢6 dién chi c6 mdt quy dao cla hé 12 qu§ dao thda min nguyén
ly tdc dung ti thi€u . (can luu y 13 a,b tdng quat 1a trang thdi va “qu§ dao “ ciing
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phai hiéu theo nghia tdng quat ) . Trong Cd hoc lugng i hat c¢6 thé di theo v s&
dudng khic nhau d€ thyc hién phép dsi chuyén tira dén b .
t

b

x(t)

X
Ta c6 thé hinh dung lai thi nghiém bdn dién ti qua man chin vdi viéc cho cdc
vi tri khdc nhau cilia 16 trén man . Thyc t€ ching td ring du cho 16 & bat ky vi tri nao
ta van thu dugc dién tr & phia bén kia cia man chin . D6 1a mot dic trung lugng tif
cua hat vi mo .
Nhu vay bién d6 x4c xuit toan phan c6 thé viét :

K(a,b)= > o[x(t)]

moi quydaotr a—b

trong d6 : @[x(t)] 1a phi€m ham . Feynman thira nhin dang ¢[x(t)] nhu 12 mot
tién dé :
1S,
olx(t)]=e"

véi :
t
S[b,a]= fL(x, X,t)dt
ta

12 ham téc dung ¢8 dién .(N&u X=X thi dS = 0)

T viéc thira nhan tién dé nay ta c6 thé tim lai nhiéu két qua ctia Cd hoc
ludng c6 dudc bing cdc cdch trinh bay trudc day .

Mic di ¢6 nhuge diém khong nhd 1a viéc tinh todn kha phdc tap (ddc biét 1a
gip phai céc tich phan Gauss ) nhung trong giai doan nhitng nim cudi thé ky 20
phuong phép tich phan quy dao ctia Feynman phat trién rit manh va tham chi trd
thanh cong cu chd yé&u clia Vat 1y 1y thuyé&t hién dai . Va dat nhiéu két qué ruc rd
trong viéc nguyén citu 1y thuyét cdc trudng lugng ti .

§12 CAC CACH MO TA SU PHU THUOC THOI GIAN CUA HE
vIMO
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1/ Buc tranh Schrodinger :
Cé4ch mod td nay xem trang thdi clia vi hé phu thudc thdi gian véi quy luit bién
ddi dugc x4c dinh bing phudng trinh Schrodinger.
i %// =Hy |
Cédch mo té nay thudng dugc goi la bic tranh Schrodinger.
N&u todn tir H khong phu thudc tudng minh vao thdi gian ta c6 thé thay
phuong trinh Schrodinger bang Ehu’dng trinh:

p(t)=U tato)':”(to) (12.1)

[
Ultt,)= exp[—ﬁ Ht-t, )}
trong do:
(12.2)
That vay tir (7.1) 1dy dao ham hai v€ theo thdi gian ta co:

5lg/t(t) _ dU;tt’to) W(to) - —% H exp[—% Ht —to)}w[toj

:_i HU (t,to)‘//(to)

h
t)
Ultt,)= )
Matr(12.1)taco: v to Nén thay vao ta c6:
opl)__i indV _ Hy

ot R ey ot
Nghia 12 ta lai quay vé phuong trinh Schrodinger.
Véi toan t U(t,t0) ta c6 thé chitng té né 12 todn tir Unita.
That vy do H 1a Hermitic nén ta c6:

U +(t,t0)=exp[% H(t—to)} =U"(tt,)
nhu vay ta c6:

U +(t>'[o)J (t>to):U (ta'[o)J +(t=t0): | _

nghia 13 todn t& U(t,t0) 12 todn t& Unita. Piéu nay la cin thiét do yéu ciu bdo
toan chuin trong phép bién d6i(12.1).

Véi todn ti U(t,t0), né thda man phuong trinh:

in? —Hu
ot .

Trong buc tranh Schrodinger, cdc todn t& dong lyc khéng phu thudc tudng
minh vao thdi gian 1a cdc dai lugng cd dinh, hé ham riéng clia c4c todn ti nay ciing
la cdc hé ham c6 dinh trong khong gian Hilbert.
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2/ Buc tranh Heisenberg:
Mot cach khdac md ta sy phu thudc thdi gian cia vi hé-dude goi 1a bic tranh
Heisenberg- 1a xem trang théi c6 dang:

v =U" (Lt s () (12.3)

(chit H va S & cdc ham séng va toén tif chi ring ham séng va todn tf dugc cho
trong buc tranh Heisenberg hay Schrodinger ).
T (12.3) do tinh Unita cta U va do (12.1) ta ¢6 :

vd6i ham song
—1]+ —
vy =U Lt Mt s (to)_ Vs (to)
va véi cdc todn t :
—11+
L, > L, =U (Lt )LU ()
(12.4)
(Ma tran ctia Ls dong dang v6i ma tran LH ).
Nhu vay trong bifc tranh Heisenberg, cdc trang thdi 13 cdc vector ¢6 dinh
trong khong gian Hilbert con cic toan tif dong luc sé& 1a cic lugng bién ddi theo thai
gian.

3/ Buc tranh tuong tac :

Cach thit ba-dudc goi 1a buc tranh tuong tac-1a cich trung gian gitra hai biic
tranh trén ma trong dé cd vector trang th4i 1an céc todn tif dong lyc déu phu thudc
thdi gian. Bifc tranh tuong tic thudng gin lién véi phuong phap nhiéu loan trong d6
c6 su phan chia Hamiltonien :

H=HO0 + H1
trong d6: H 12 Hamiltonien toan phan, HO 12 Hamiltonien khong tuong tic, H1
12 Hamiltonien nhiéu loan.

4/ So sanh hai bdc tranh co ban: (bdc tranh Schrodinger va bic
tranh Heisenberg ).

a/ Hai biic tranh trén 1a tuong duong nhau do viéc chuyén tir bidc tranh nay
sang bic tranh kia dugc thuc hién nhd phép bién d6i Unita, do d6 phép bién d6i
nay hoan toan khong thay ddi céc tri riéng clia cdc toan tif dong luc. Do d6, cic gid
tri trung binh cla cdc dai lugng dong lyc 1a bat bién.

b/ V& phuong dién tinh todn biic tranh Schrodinger thuin tién hon do trong
truong hop nay ta chi can xdc dinh mét vector 1a vector trang thdi-mot ma tran cot-
néu ding mot cd s§ x4c dinh cia khong gian Hilbert c4c trang thdi. Con trong biic
tranh Heisenberg ta phai tinh todn trén nhitng ma tran bi€u dién cda cic todn ti
dong lyc @€ tim cdc quy luat bi€n ddi clia chiing theo thdi gian. C4c tinh todn nay 12
kha phtc tap.

Tuy nhién biic tranh Heisenberg cho ta thdy vé mit hinh thiic c6 mt sy tuong
ddng giita cd hoc lugng i va cd hoc kinh dién. (cu thé 13 co hoc kinh dién trong hé
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hinh thitc Hamilton). N6i rd hon 13 ciu tridc todn hoc clia chiing déu 13 cdu tric dai
s6 Lie, do cdc giao hodn tlf va cdc méc Poisson déu 1a cdc phan ti cla dai s6 Lie.

$13 CAC BIEU DIEN TRONG CO HOC LUONG TU

Trong co hoc lugng tit trang thai clia vi hat dugc mo td bing vector trang thai
— 1a vector trong khong gian Hilbert. Nhung ta biét riing trong khong gian Hilbert
céc trang thai nay chiing ta c6 thé ding cédc co s& khic nhau dé xét bai todn. Thong
thudng ngudi ta chon cdc cd s§ nay 1a cdc ham riéng truc chuin cia cic todn i
dong luc. (cdc todn t& Hecmitie).

Néu ta xem ham séng 1a ham Y= V/(r ’t) thi cdc todn tir ddng luc c6 dang:
F=f ; P=—iaV ; L=—ik[fxV]

cach md ta nay dudc goi l1a bi€u dién toa do(ctia ham séng va céc todn ti

dong luc).
m
Né&u hé co sé truc chudn 1a hé ¢ ( i (D) - cdc ham riéng cla todn tf momen

xung lugng- thi cich md td nay ciia ham séng va cdc todn t& dong luc dugc goi la
biéu dién momen xung lugng.

Tuong tu nhu thé néu diing co sd 1a hé truc chudn ciia todn ti xung lugng hay
clia todn t ning lugng ta s& c6 bi€u dién xung lugng hay bi€u dién ning lugng
tuong Ung.

TAt nhién, do cdc cd s4 1a binh ding, nén tat c3 cdc bi€u dién déu tuong
duong nhau. Vi vay viéc chon bi€u dién nay hay bi€u dién khdc chi xuat phat tir bai
todn cu thé cho thuin tién viéc tinh todn.

Hon nita vé mit todan hoc khi chuyén co s§ tryc chuidn sang mot cd sd truc
chuin khic bing mot phép bién ddi Unita ndo d6 thi ma trin céc todn ti sé& bién
thanh ma tran ddng dang, cdc phép bi€n ddi khi d6 dudc goi la cic phép bién d6i
chinh tic. Mit khéc ta cing biét riing né€u co s¢ 12 mot hé ham riéng tiéu chuin cla

todn t¢ F nao d6 thi ma tran biéu dién ctia F trong cd sG d6 sé c¢6 dang chéo.

A

I/ Co hoc lugng ti§ trong F -biéu dién :

Ta chon mot bi€n dong luc xdc dinh nao d6é va xét todn tir F Hermitic tuong
ung v4i nd. Bai todn tri ri€ng tudng tng cho F1a:

Flf)=f|f) (13.1)

Ta chon hé co sd truc chuén 1a cdc vector riéng clia todn tf F théa man diéu
kién (truc chudn va da):
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' "

ff

5| f)(f]=1 133
W)

>:5 (13.2)

1/ Trang Thai |

trong - Biéu dién :
. . f
Vector bat ky | V/> khi trién theo hé co sé ‘ > nhu sau:
v)=Zv,|f)
(13.4)

trong do:

=(f

(flw) 135
’ f
1a mot tap hgp cdc so (do< ‘W> 1a mot tich v6 hudng). Xéc dinh don vi
vector |l//> va dugc goi 1a ham séng cida trang thai > trong F biu dién.

A

2/ Toén Td Q trong F -Biéu dién:

Ta xét todn tu Q nio d6 chuyén Vect0r| l/l> thanh Vector| ¢> .Nghia la :
Qlw) =) (13.6)

s€ dudc:

Qly)=x(f' Q) {f|w)

1
f
Khi d6 ta nhan trai hai v€ véi <
'
()=

hay :

¢f' :Zf:Qf'f'//f

Nghia 1a todn ¥ Q trong F - biéu dién dugc ddi tng véi ma tran | :

Q. =<f'Q‘f>

ff

(13.7)
3/ Bai todn tri riéng cla todn tﬁ’Q trong F -biéu dién:
Xét bai todn:
Qg)=q|a) (13.8)
Nhan trai v6i <f ‘ ta co:
(fIQla)=a(f[a)

Nhung d€ y riing, véi v€ trii ta c6:
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(tRa=2(rif){f|a)-20 a,

v6i vE phai:

q<f\q>=qz<f‘f ><f ‘q>=q25 .<f q>=q25 q
f' f' ff "ff f

Vay ta co:

2Q.0,-0x0..q.=0

f' f'

hay:

2Q -a5..)q.. =0

f (13.9)

Vay ta nhan dudc hé vo tin cdc phuong trinh d€ xdc dinh phd cilia toan tif Q )
4/ Chuyén tit F -biéu dién sang G-biéu dién:

Gid st ta c6 hai biéu dién: F -biéu di&n va G-biéu dién

Nghia la ta c6:

a/Trong'f—biéqudién:F‘1:>:f‘f>
= f
V) ;V/f‘ ) o Vi =)
Vi todn ti Q nao do :
ST
Trong G -biéu dién:
Glg)=9|9)
VISZVal9) oy =(glw)
V(’jitoéntﬁ’Q:
Q,, =<9|Qjg">
b/ van dé 1a bi€u dién ” 9va 99 qua hé ham riéng clia todn ti¥ F.
Ta co6:
vy =(9lw)=2(g|)(flv)=29,v,

f f (13.10)
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Qup =(8149)= 200 1)1 1)(F Jo)-

- 30700 5 0780,

(13.11)

Nhu vy d€ thuc hién duge phép chuyén tir F sang G _piéu dién phai biét
dudc ham séng

9, =(f|9)=(0|f)’

A

trong F _biéu dién tic 12 ham séng mo ta trang thdi tuong dng v4i vector
riéng cua todn ti G
II/ Vii biéu dién cu thé:

1/ Biéu dién toa do:
-Vi tri (hay toa d0) ctia hat dudc cho la cdc tri riéng x cta bai

X[%)=Xx)

- biéu kién:
<x"x">:5(x' ~x'}
[1X)(X|dx =1

- Ham trang thai:

¥) :;V/x| X)

Vi :

toan:

Ve =XI¥) 13 ham song. (13.12)
-Toén ti Q bat ky tuong tng véi ma trin:

Qx'x" - <X' ‘Q‘ X">

“Todn tifr X ¢6 ma tran dang chéo:

(13.13)

X oo =<x' X x">=x"5(x'—x"):x'5 (x'—x")

(13.14)

-Todn ti xung lugng tuong ing v4i ma trin:

P

XVXH =

(x ‘P‘ X') =—ins'(x —x")
(13.15)
va n6 dua dén quy luat tdc dung 1én ham séng 1a phép 14y dao ham:
N - 6
P=—1h—
OX
(13.16)

- Ham riéng ctia Todn ti toa do:
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XuAt phét tir bai todn tri riéng:
X ¥y, (X): XoWx, (X)
hay:
(X=Xo )W x, (X)= 0 = (X=X, )5 (X—X,)
Do d6 :
W, (X)=(X=X,)

(13.17)
-Tuong ty tir bai todn tri ri€éng:
Oy, (X)
dX pl//p( )

ta c6 thé tim dudc ham riéng cda todn ti xung lugng tuong Gng véi tri riéng p
trong x-bi€u dién:

Wp(x):

27h (13.18)
2/ Bi€u dién xung lugng:
Mot biéu dién hay ding 12 biéu dién xung lugng.Trong d6 hé co s 1a hé ham
riéng| p> cta todn ti xung lugng P.

Bai todn tri riéng:

Pp)=plp)

Piéu kién cho ham riéng:
<P"P">=5(P'—P") . [|P)(P|dp=1

Trang thdi dugc mod t4 bing ham séng:

V/P:<P‘W>:V/;

Binh phuong modun clia ham nay x4c dinh mat d6 xdc xuat hat c6 xung lugng
nhén gia tri p.

(13.19)

(13.20)

-Todn ti xung lugng Pcs tri ri€ng tuong Ung 1a p.
-Todn t toa do:
p

Hoan toan tuong t nhu hai bi€u dién trén, c6 thé xét bai todn trong biéu dién
Moment xung lugng, bi€u dién ning lugng, tiy bai todn cu thé.
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CHUONG II. MOT SO BAI TOAN CO BAN CUA PHUONG
TRINH SCHRODINGER

$ 1 CHUYEN PONG TU DO

Chuyén dong tu do 14 bai téan ma ham Hamilton ciia hat chi ¢c6 phan “ dong

ning” d€ don gidn trudc hét ta gid si hat chuyén dong tu do theo truc OX  Mic
dii don gidn nhung bai téan nay cd ¥ nghia hét siic quan trong vé mit 1y thuyét vi
né 1a “ thit thach “ dau tién cla nhitng ¥ tudng méi trong cd hoc lugng tif .

Khi Hamilton c6 dang:

2m dx
nén cé phuong trinh :
_h? de(X) _
modE Eo(X)
Cac nghiém la :
. PE,
P () =Ae V17 A P

C4c nghiém nay théa man diéu kién hitu han va lién tuc trong toan khong
gian vdi bat ky céc gid tri ndo ca E >0 hay E < 0 . Nhu vdy phd céc gia tri riéng
cta niang lugng 1a lién tuc (tr 0 — oo ).

H @ (X) = E¢1 (X)
Hp,(X)=E@,(X)

Véi mdi gia tri bat clia ning lugng ta c6 hai ham séng , vay E suy bién hai 1an

Mit khéc P (%) va 92 (%) cling 12 ham riéng cda todn t& xung lugng ma:
N2ME =mv=p

Nén ta ciling c6 hai phuong trinh tuong ng:

C8p (0 d iVIEX )

ih =2 = =ih g e =~/2ME ¢, (X) = pe,(X)
_iw/ZmE

—ih—(a%x(x):—ih%e " X~ _J2mE P, (X)==Pp@,(X)
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Nhu vay v6i mdi E tudng ting vé6i cip (p , -p) nghia 1a xung lugng clia hat 1a
rat dinh huéng ,hay néi cach khdc : chuyén dong tu do 12 chuyén dong bat dinh
huéng trong khong gian .

Ta tim diéu kién chudn héa cdc ham séng.

N&u cif theo cdch thdng thudng thi :

+o 2t L P—P)X 9+
@ pdx= en dx = dx =0
1o'pdx=lA"] AL
DAy la diéu vo nghia. Vi vay ta phdi tim cdch khac . Gia thi€t chuyén dong
ctia hat x4y ra § mién V hitu han nhung rat I6n nhu vy hat phdi théa min diéu

kién tuan hoan do né bi giam trong “hd th&” :

p(X)=@(x+L)

Khi do6 :

[ _ i B i i
Aexp(ﬁ pxj = Aexp{% p(X+ L)} = Aexp(% pxj exp(ﬁ pLj
suy ra:

i pL pL

i)l
exp (h =1=cos h + isin h
nghia la:

L=

cos{ ph] 1
. L) _
s1n[ phJ 0

Suy ra :

L 2n7h
%=2n7r—> P, :—Lﬁ

Nhu vay véi gia thi€t thu hep bai todn, tri riéng p da trd thanh pn nghia 1a da
bi lugng tir héa do d6 ning lugng ciing bi lugng t& hoa :
“2m mL2

242
AE=E -E, = @

mL

Chuyén qua gi6i han L = 90 khi d6 :Ap va AE >0 | hohia 12 phé ning

lugng trg thanh lién tuc . Khi d6 ta chudn héa nhu sau :

T o odx=|A% Te1® P dx =227 (p" ~ p)=1
do dé :

1
N 27h

Viy :

ThS. Nguyén Duy Hung Khoa Vit Iy



Co hge lugng ti - 75 -

1 1 px
X) = en
@(X) —

Trong trudng hgp ba chiéu , chuyén dong tu do ting v6i ham séng :

_ 1 I
S
N (2rih)?
Vay nghiém téng quat :
. 1 [
w(r,1) :—3€XP%(pr —Et)
(27h)2
Hay st dung hé thic :
p=7hk,E=lhw
taco:
_ 1 (T
w(r,t)= 3 exp[l(kr—a)tﬂ
(27h)2 .
Pay 1a biéu thiic clia séng ma De Broglie da gia thiét trudc diy . Nhu vat tir

phuong trinh Schrodinger ta di tim lai dudc séng phing De Broglie . Piéu nay
ching t6 tinh ding din trong cdc 1ap ludn clia co hoc lugng ti .

$2 BAI TOAN MOT CHIEU

Nhan xét md dau:

Céc bai todn mot chiéu 12 nhitng md hinh don gidn cho phép tim dugec mot vai
dic di€m quan trong s& gip sau nay trong cdc bai toan phtc tap , nghién ctu dugc
cdc nghiém mot cach ky ludng .

Nhiéu bai todn phtic tap sau nhitng phép bi€n ddi tuong ting s& din dé&n viéc
gidi cdc phuong trinh tuong ty nhu phuong trinh Schrodinger trong bai todin mot
chiéu .

I/ Hat trong hé thé ( giéng th&) sidu vo han :

Thé ning c6 dang:

o v6i x<0 o
/
u(x)= Ov6i0<x<a I 1I - I
oc vi1 x>0

Phuong trinh Schrodinger c6 dang :

d2p 2m(E-u)
_|_
dx? h?

p(X)=0
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Céc diéu kién :
+/ Trong mién I va III thi P(x)=0

+/ Pidu kién bien : P(0) = (@) =0
Trong mién : 0 < x< a phuong trinh ¢ dang :

2
9% epxy=0  Kk2=2ME
dx? véi h?
Phuong trinh nay c¢6 nghiém :
@(X) = Asin kx + B cos kx
biéu kién :
¢(0)=0 nén: B=0
vay :
@(X) = Asin kx
biéu kién :
p(@)=0
nénta co :
@(a)=Asinka=0—sinka=sinnz
Vﬁy ka=nrx (n=1,2)
Nhu viy :
212 2.2
E:h k :h T nZZEn
2m  2ma?
Nghia la ning lugng da bi lugng t& héa. Cdc ham séng c6 dang :

on(X)= AsinnTﬂX

Hing s6 A xic dinh tir didu kién chufn héa .

g 2 a 7 .o NaX
0 0

A=_|2.
Suyra: a
Cudi cling ta c6 :
2 . nax h’r?
X)=.Zsin—= E,= n
¢n( ) n 2ma2
II/ Thé& bac thang:
Ta xét thé niing c6 dang : E
0 néux<0
Ux)= {u =const néu x>0 I 1
X
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Ta tim nghiém tai hai mién :

Mién 1 :
d? 2mE
5012( )+k2¢1(x) 0 kf==3
, h
Nghiém :
0, (x) = AeX 1 Bg KX
(Ham séng = s6ng t6i + séng phan xa).
Mién II :
d?p,(X)
o =22 k20, (0)=0
K2 = 2m(E—u)
2 hz
Nghiém :
0, (x)=CekX 4 peikoX

Ham séng = séng truyén qua ( khong c6 séng tif phdi qua tréi)
Nhu vay D=0 .

,(%) :Ceikzx
Tur diéu kién lién tuc clia Q)(X) va P (X) tai X= 0 cho ta cic quan hé :
A+B=C (do @(X) lién tuc )

k(A-B)=K,C @

Tu day tacod:

() Jien tue )

k, —kK, 2k,
B_k +k, A .C_k1+k2A
Do d6 :
(DI(X) A{ —|k]xJ

B 2 { ikzx
2, (0=A ke

Ta tinh vec td mat do dong ( trong mién I):

. in dgz)1 » do, hk1
1= 2m[(01 dx le (A"A-B"B)

j:h_r';lA*A—hle B=j +j,
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Hay : Mat d6 dong = mat d6 dong t6i + mat d6 dong phdn xa. Vécto mat do
dong truyén qua(trong mién II)

: _ih[ do, *d(pzj ik
Jg o

_ 2 *
“om| P2 ax P2 o _WCC

Ta xét truong hgp E > U:
Tur két qua trén ta tinh dudc:

2

R:L:[kl_szzz‘l_m‘ =

Jo LK +Kk, ‘l'l'm‘ Hé s6 phan xa
o i ks

Jo  (k +k,)?
Tatinhtf;ng:
_|k1—k2|2+ akik,
‘k1+k2‘ (k1+k2)2

Diéu nay c6 nghia 12 :Cudng d6 dong phin xa va truyén qua biing cudng do
dong téi .

R+D

kl _kz
k, +K,

2

R= =1

Ta xét khi E < U . Khi do

Hon nifa ta nhan thay : D 1a 40 nhung k, =1k ciing 12 4o .
Nhu vay :

2k, ?

k, +ik

w,(X)=¢,0, = Ap K

2x

Wexp{—%1/2m(u - E)} —w,(0) V"
1 2

Diéu nay cho thiy xdc xuit khdc khdng nhung gidm theo qui luat hAm mii,
gidm cang nhanh néu (U — E) va khdi lugng hat cang 16n .

II1/ Su truyén qua hang rao thé& cé bé rong hitu han:
Gia stt U(x) ¢6 dang nhu hinh vé : E
Khi d6 néu viét phuong trinh cho
cdc mién I, 11 va I ta c6 thé tim

dudc nghiém dudi dang séng phing. I /I’I I
Tur diéu kién vé tinh lién tuc ta tim gd
dudc cdc hé thic gitta cdc hé s6. 0 a
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a/ N&éu E > U ta s& thiy c6 su phdn xa (do ham séng c6 hai phan ). Luu y riing
trong vat 1y c¢8 dién hat di qua mot cach tu do .

b/ N&u E < U, x4c xuét di qua hang rdo 1a khac khong.

Xéc xudt ty doi:

Wa,o = exp{—%\/ZmiU -E )} = © (2)

@,(0)

DAy 1a biéu thifc gan ding cho ta x4c xuit d€ hat ¢6 ning lugng toan phan E
xuyén qua hang rao c6 do cao U va do rong a.

Hé s6 trong sudt clia hang rao (con goi 12 dd xuyén qua clia hang rao thé)
dugc cho bing lugng :

1 2
D =J._d=iexp{—;_§‘1/2m(u “E)-D, exp{—il—a 2mU —E)
(Do =1,

Néu hang rao c6 dang tuy ¥ (& trén 12 hang rdo dang chif nhat) thi do trong
sudt clia hang rao 1a :

D~D, exp{—% [22mU (- E]dx}

Su chuyén tir mién I qua mién III x4y ra qua mién II 12 mién ma tai d6 ning
lugng toan phan nhé hon thé ning diéu nay cé thé xem nhu hat “chui qua dudng
ngadm” , hiéu &ng nay thudng dudc goi 12 hiéu tng dudng ngim .

Co hoc lugng ti gidi thich nhu sau:

- Khi gidi phuong trinh Schrodinger , ta thdy xdc xudt ton tai hat bén ngoai
biic tudng tuy nhd nhu vin khac khong,nhu vay hat tdn tai phia sau tudng 12 hop 1y .

_ Hé thic bat dinh : néu AX> @ thi ¢6 kha ning hat & trong va ngdai b

AE =m(Av)?

tudng. Véi AX gt 16n dén mie AV dii 16n sao cho c6 thé 1am cho
hat vugt tudng.

- Khi s6ng 4nh sdng d&€n mit phan cdch giita hai mdi trudng thi c6 hién tugng
phén xa va khidc xa . Nhu viy véi song De Broglie ciing tuong tu . Su tuong dudng

nay cang ching t6 bdn chat séng cla hat vi mo .

IV/ Hé thé€ ning cé cic thanh cao hitu han

Xét dang hd thé nhu hinh v& E 1
A
Ul  khix<O0 Ul e
- v v
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Ux) = 0 khioSX=a / I H/
m U2

U2. khix>a /
Ta xét bai todn trong ba mién :
Mién1: 0 a

¢3 b/ W\A/\'

Phuong trinh :

d2(01 5 ,  2m(u, —E)
X2 —kip =0, Kk T

Nghiém :

@, = A exp(K,x)+ B, exp(—kK;X)

Mién 11 :

Phuong trinh :

2 2

a9 _k22§0z:0 ) kzzzzsz
dx? h

Nghiém :

@, = A, exp(ik,Xx) + B, exp(—ik,X)

Mién III :

Phuong trinh :

d2¢3—k32§0320 k2:2m(u2_E)
dx? ’ n’

Nghiém :

@y =A, exp(K,X) + B; exp(—k;X)

Cic didu kién bién din tdi k&t qua : B =A=0
Vay cudi cling ta ¢6 :

@, (X)= A exp(k;X)

@, (X)= A, exp(ik, X)+ B, exp(—ik,X)

@5 (X) = B, exp(—k;X)

Dang dinh lugng cda ¢1(x), Re{l//z (X)}
Nhu viy ta thdy bén ngoai do rong clia giéng thé ning xdc xuat tim thiy hat vin
khéc khong va xdc xudt nay gidm nhanh khi di sdu vao thanh gi€ng .

g AlezastB

R z . 2 A KN
bé xac dinh cac hé so

IN N N , ., 0 N . L .
ham va dao ham cua chiing tai cdc di€m bién. Khi d6 ta c6 :

va cho trén dd thi b/ cta hinh vé.

3 ta st dung diéu kién lién tuc clia ba
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¢’1(0):§02(0)
p,@)=9;(@)
9,0)=9¢,0)

p,@)=9;@)
hay

r A=A +B,
A, exp(ik,a)+B, exp(-ik,a) = B, exp(-k,a)
ik, A, exp(ik,a)—ik, B, exp(-ik,a) =k, B, exp(—k,a)
Pé hé phﬁdng trinh c6 nghiém dinh thic cia hé phdi bing khong . Tuy nhién
phuong trinh d6 kha phitc tap . D€ don gidn ta viét lai ¢2 (x) dudi dang gon hon
tuong duong :
@,(X)=Csin(k,x+b)
Khi d6 hé phuong trinh trén trd thanh :
(A =Csinb
C sin(kza +b) =B, exp(—k;a)
k,A, =k,Ccosb
L k,C cos(kza +b) =—k;B; exp(—k,a)
Chia phuong trinh thit ba cho phuong trinh diu va phuong trinh thif tu cho
phuong trinh thit hai ta dugc :

k, =k, cot gb.
ky, =—k, cot g(k,a+Db).

Tu phuong trinh du cda hé nay ta c6 :

A

A

cotgbzﬁ sinb=(1+cotg2b)_% =k2—h
K, hay 2mU,
Tuong ty ta c6 :
sin(k2a+b): _ ko
2mU,

Tir hai két qua d6 ta tim dugc phuong trinh x4c dinh cdc gid tri cda k (va
tuong ng 13 cdc mifc ning luong) dusi dang 4n :

Ky _ kyh
k,a=nxz—arcsin —arcsin

2mU, 2mU,
Trong d6 n 1a cdc sd nguyén n = 1,2,3... Gidi phudng trinh ndy bing phuong

kl ~7a
phdp @6 thi ta c6 cdc nghiém la cdc gid tri ning lugng . Cu thé ta dit : 2
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2h?
E, ~ 5
Viy 2ma

K&t qua nay trung vdi két qua khi 4p dung hé thitc bat dinh

$3 DAO PONG TU PIEU HOA

Nhan xét md dau :

+/ Trong vat 1y ¢8 dién : F=-—kX.
2 2
2m 2

Vit s& dao dong theo quy luit diéu hoa :
+/ trong 1y thuyé&t Bohr (b4n lugng ti)
Cé4c mifc ning lugng dudc suy ra tf quy tic lugng ti :

§P.dx=2nzh

E,=nhw

K&t qua: Ning luong 13 gidn doan : va bifc xa chi c6 thé x4y ra
khi dao dong t&r chuyén mic ning luong .
Trong co hoc lugng ti bai todn dao dong ti diéu hoa 12 bai todn vdi “thé

ndng” :

2,2
Mo~ X
U (x)=
2
) H=_2+U(x)

Thay vao biéu thic cia 2m
ta co:
~ 2 2 2y2
Ho_f” d°  maoX

2m dx? 2

Phuong trinh Sch ¢6 dang :

d2¢p(x)  2m Mma?x?
32 +h2 E——2 o(X)=0

Pua vao bién méi :

_x /M@ _2E
ST Sy

Phuong trinh trg thanh :
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+(21-&2ple)=

Phuong trinh nay c6 cung dang vdi phuong trinh cho da thic Hecmit-gauss :

y' +n+1-x2)y=0

Trong dé n=0,1,2,...
Hecmit-Gauss :
Ya(x)=h,(x)

voi :

va cdc nghiém ctia n6 1a cdc da thic

x2

h, (X)=(2" n!ﬁ)‘i H.(x)e 2

Va diéu kién tryc chuin tuong tng cho h” (X) la:

_I I‘]nl (X)hn2 (X)dx :5n1n2

Nhu vay c6 nghia la ta c6 : A=2n+1, do do :

_ 1
E_ha’(mij n=0,1,2,..
va nghiém (D(é) c6 dang :
(0(98): A hn (&)
Thira s& A dugc x4c dinh tir diéu kién chuin héa :
+00
[oa(x)dx=1
hay la:
+00 ) +00 ’ dX
1= ,[(Dn (X)dX = ,[ Pn (X)Edf
I s \/ A’ I 3 (¢
st dung diéu kién truc chuén cla cic da thic ' N (95)
ta c6 két qua :
N L A=4me
Mo do dé h

Nhu vay cudi cling ta ¢é nghiém :
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Mo
Pn :4T-hn(‘§)

_4mo 1 &2
w/h e Ha(é)

Trd vé bién X ta c6 mot vai nghiém diu tién :

goo(x)—\/iexp( 2/2X§)

@,(X) :WGXP(_Xz/zxg)i_:

@2(X)=—exp(—x2/2x3){ﬁ—2}
wlgxoﬁ X0

trong cic cong thic nay :

o [
Mo

$4 CHUYEN PONG TRONG TRUONG XUYEN TAM. NGUYEN
TU HYDRO

I/ Momen géc : (Momen dong lugng ).
1/ Momen géc.Céac hé thic giao hodn .

Tuhe thie: M= [P p] ta ¢6 cdc thanh phin :

1 —_inly 9 _;9
M, = |h[yaz Zayj
0 0 0
My "h[zﬁ‘%}
O o 0
M, = |h£xW y—axj
(4.1)

Toén tif binh phuong dudc dinh nghia biing hé thifc :

M2=M2+M2+M?2
X y z (4.2)
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Céc hé thuc trén (trong hé toa do Descartes) c6 thé c6 dang thuin ti€n hon
trong hé toa do ciu cho cdc tinh todn cho cdc bai todn xuyén tim .hai hé toa do nay
c6 lién hé:

X=rsinfcos@
y=rsinfsin @

Z=rcoséf 4.3)
Nhu vay :
Gwzay/ 8x+8w8y+6l// 0z
op OXOp 0y Op 0L O@
_ oy . . op .
= Wrsm@sm(p+wrsmﬁcos¢
_(y© O
_[Xa_y yax}’”
Mzz—ihi
Theo (4.1) ta c6 : 0p

Tinh tuong tu ta c6 :

A

M, = —ih(sin Q%-i—COt gdcos ga%)

A

My

—ih(cos (p% —cot g#sin go%j

Thay cdc két qua nay vao (4.2) ta c6 :

" 1 02 1 0 (. 0
M 2 =—h2{ + (smé’—ﬂ
a2 2 1
sin® @ 6¢ sin@ 06 00 4.4)

Véi cac thanh phan Momen ta c6 thé chitng minh:

ijk

_M_,fj}:ihze ¢
k

k (4.5)
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e..
trong d6 UK 1a tenxd don vi hoan toan phin xtng hang 3.
el23 =e231=e312 =1, €132 = €321 = €213 =-1 con lai 21 thanh phin biing
khong .
2/ Ham riéng va tri riéng cua M zva M 2
Tu phuong trinh :

0 (4.6)
iM
wip)= AeXp( 2%)
Nghiém c6 dang :
4.7)

Ham IP((D) 12 tuan hoan : l//((p) - l//((0+ 272-) nén:

M,=mm m=0+1+2.... (4.8)

Nhu vay hinh chi€u momen bi lugng tit hoa.
Hing s6 A dugc x4dc dinh tir diéu kién :

2r
Wndp=1 A=—
(I) YW mde s o

Nhu vay :

1 .
Wi(p)=—=e"?
N2r (4.9)

N N A N . A 2 9 2 N A, 2
Ta tim ham riéng va tri riéng cua M~ Turkét qua :

o gol 1 0P 1 0(.. 0
M7= Linzeé(pz+sin6’86’(8m069ﬂ

ta c6 phuong trinh tri riéng :
My =M?y
tr§ thanh :

ol 1 P 1 0 (i n00)| 2
£ Linzea(pz_i_sin@ 849(sm086? =My

(4.10)

Phuong trinh ndy dudc goi la phuong trinh cho cdc ham ciu . N6 chi ¢6
nghiém khi :
2 _ 2
M? =n?(((+1) 0=0,1,2,. (4.11)

va khi d6 nghiém c6 dang :
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—m)I20+1) "
v nl0.0)= [ Do oo

(4.12)
trong do

C6 thé chitng minh ring :

[l\?l%l\?li}zo

diéu ndy c6 nghia 12 hai todn tlir M? va | ¢6 chung mot hé ham riéng la
cac ham cau (4.10).
Trong todn hoc —phin cdc ham dit biét —ngudi ta chiing minh riing cic da
thiic Legendre lién két ¢6 dang :
gm
PM(x)=(1-x2)? T P

trong do Pf (X) la cac da thic Legendre c6 dang :

it ]

Vi cdc ham cau ,c6 thé chitng minh 13 chiing thda min hé thic truc giao :
2w

[ jl//zm(ﬁ (p)l// , .(H,go)sinededgozéw. o .
mm
00 (4.13)

II/ Hat trong trudong doi xitng ciu (chuyén dong xuyén tim)

Ta xét bai todn trong hé toa do cu .Trong hé d6 todn ti A 6 dang :

A:iﬁ[rzﬁJ+i2A
r

r2or\ or 0.0 @.14)
trong do:
1 82, 1 @ [ 0 J]
A =|— +— sinf —
0, {su’lz 2 8¢2 sin@ 06 06 4.15)

Nhu vay phuong trinh Sch ¢6 dang :

1 o(.,0p) 1 2mE-U(r)|]
L 2(p v L, g MU0,

_2 99¢ 2
h

(4.16)

Dung phuong phép tich bién .Dit :
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w(r,0,0)=R(r)¢(6,)
4.17)
Thay vao (4.15)tacé :

d (rz dRJ_'_rz 2m[E—U(r)] R(r)

dr dr h? _ A9,¢¢ "y
R(r) 40,90)
(4.18)
Viytaco:
_Ag,(p ¢(09 (D): ﬂ“¢(09 (0)
So sdnh véi phuong trinh (4.10) va (4.11) ta c6 :
A=0(0+1) 0=0,12,...
— ! )
¢(9,¢): (2€+1) . (f |m|)P€m (COS eklm(p
4z (0+ml)!
(4.19)
=Y, (6.,0) M=0,t1,...+/

Y, @ : A . y
Cac ham Em( ’ ¢) dudc goi la cac ham di€u hoa cau .Ta c6 mdt s6 ham
cap thap la:

A R L

Can nhan manh 14 phan géc cia ham séng khong phu thudc vao dang cu thé

u(r)

clia thé ning .Pay 13 hé qua truc ti€p va quan trong clia th& ddi xiing cau.
Bay gid ta xét ti€p phan xuyén tim clia hAm séng ,tic 13 ham R(r).Tl‘I
@isyvachiy:  A=HC+])

ta co:
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li(rzd—R]qLi—T[E—Ué(r)JR(r):O .

2
U, (1)=Ur)+ 2A+)
. 4 2 2

trong do : mr

4.21)

Phuongtrinh (4.20) c6 thé duwa vé phuong trinh Sch mot chiéu véi diéu kién

bién dat biéttair =0 .

cu thé€ 1a ta dit :

o(r)=rR(r)

voi didukien: PO=0 (4o tinh hiru han ciia R())
Thay ham o (r) trong (4.22) vao (4.20) ta c6 phuong trinh Sch mot chiéu :

d’p .\ 2m[E—ug(r)](p(r)=O

dr? h’
(4.23)
Diéu kién bién ¢(0)= tuong ing vdi giéng thé cd bifc tudng trai

cao vO tin (tair = 0).
Su nghién cttu siu hon phuong trinh (4.23) ddi héi dang cu thé ctia ham
u(r)

III/ Nguyén tit Hydrogen :
Bai todn nguyén tif Hydrogen 12 bai todn dién hinh cda 16p bai toian quan

trong chuyén dong ctia electron trong trudng Coulomb d6i xting cau. Trong nguyén
t Hydrogen, Hamiltonian c6 dang :

(4.24)
Dung phudng phép tach bi€n nhu trudng hdp trudng xuyén tim ta c6 thé tim
dudc cdc tri riéng cla todn t& Hamilton ¢6 dang :
4
me

n— 2h2n2 n=1,2, (4.25)

Cac ham riéng c6 dang :

Yom = RnﬁYfm (9’ ¢) ) (4.26)

(=0,1,2,..(n-1),
m=0,£1,£2,..&£/
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Yﬁm (‘9’ ¢)

12 cdc ham ciu ,dang ca ham cau nay khong

(r)

Trong d6 :

thudc vao dang cu thé clia the ddi xitng cAu.Con cac ham xuyén tim N/ dudc
x4c dinh bdi phuong trinh :
2
d-e Zm[E_uz(r)] _
—+ 5 o(r)=0
dr h
2
€
Ur)=—-—
véi thé I' 12 th€ Coulomb ctia hat nhan nguyén tit Hydrogen.

Dang cua N/ (I’) dudc cho béi :
- 2 (n_f_l)! _%. 2r ! 2041 2r
Ry (r)= 7 /me n Lo n

2/@+1( ) )
trong d6 : N+l la da thic Laguere tong quat.

Nhitng him laguere nay théa min diéu kién chuén héa :

(4.27)

TRﬁl (r)r2dr=1
0

Ta c6 thé viét mot s ham xuyén tim dau tién :

3 r
R10 = 2r1 2 exp[— r_}
1

exp — 4 | 1- -
P 2r, 2r,
(4.28)

R, =(2/6F ) exp[_LJL
2r n

Nhu vay ta dé dang viét dudec mot s6 ham riéng clia todn t¥ Hamilton (4.24)

N [—

Ry = (2 r13 )_
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Y100 = (7z'r > )_% exp[—rLj

1

_1 r r
W = 8717 % exp[——}(l ——J

1
-1 -

_ 3 _ I leinge'?l I

Yo (8 ﬂflj exp[ 2r1Js1n6§3 [n}

-1
Voo = (4 27} ) exp[— 2L] cos H[L]
" " (4.29)
Su phan 1ap (hay suy bi€n )ctia cdc mifc ning ludng:
Pé€ ¥ ring cdc mic ning lugng ctia mot electron trong nguyén ti Hydrogen
chi phu thudc vao n
__ me*
" 9p2n2 n=12,....

trong khi d6 cdc ham séng —tic 1a cdc trang th4i lai dugc x4c dinh bdi ba s6
lugng tr : n, 1 va m .Ngoai ra khi xdc dinh cdc trang thdi ctia electron 1a con phai
ké dén mot s6 lugng tir khic nita 1a O khong c6 mit trong cdc bi€u thic & diy. Vi
tng v6i mdi n s6 lugng tir 1 nhan céc gid tri tr O dén (n-1) , va véi mdi 1 s8 lugng tf

m nhan (21+1) gid tri nén s8 trang thdi ¢ng v6i mdi mac Ning luong 1 1a:
n-1
g, =23 (20+1)=2n?
1=0
(4.30)

(thira s6 2 12 hai trang thdi ctia Spin ).

Diéu nay c6 nghia 1a céc tri riéng n suy bién bic
2n2.Sy phan 1ap (hay suy bién) clia cdc mitc ning lugng 12 mot quy luat lién quan
dén tinh d6i xtng trong hé nguyén t. Vi du :Pdi xting ciu clia cic trudng trong
nguyén tif gdy ra su suy bién clia hai s& lugng tf m va O - ning lugng khong phu
thudc vao su dinh huéng cia momen quy dao va momen spin cda electron.

Su suy bién ctia s6 lugng ti 1 lién quan dén ban chit dic trung cla trudng
Coulomb .Trong cédc trudng khac (khong Coulomb) ning lugng cla electron phu
thudéc cd vao n va 1 .
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CHUONG IIL. LY THUYET SPIN CUA PAULI

Spin 12 momen ¢ (mémen xung lugng ) riéng cda hat va 1a mot tinh chat co
ban cda hat gidng nhu khdi lugng clia né . Quan niém rang Spin 12 momen co do sy
quay cda hat quanh truc riéng clia né tuy rat thuan 1gi nhung 12 mot mo hinh sai .
Song miu nhu viy cho phép lién tudng d€n hau hét cc tinh chitcia con quay co
hoc lugng ti va dic biét 1a d€ hiéu tai sao (mic du & mifc d6 dai khdi ) & cdc hat
tich dién véi Spin ciing c6 moémen tir ndi tai . Sy nghién cdu c¢o hoc lugng ti tinh
chat Spin clia hat co bdn cho cdc két luan sau day (Spin 12 mot dai lugng vector
(gia vector)) .

- P 16n clia momen cd Spin ctia hat 1a s6 lugng tir Spin S , ma né c6 thé nhan
céc gid tr1 duong nguyén hay ban nguyén va déc trung trang thai hat da cho mot

Q2
cach don tri . Binh phuong vecter Spin S<.

2 11 2342
2 _ 2 _ St=_(z+Dh*==h
ST=S+E+D1" 45610 ) 4

- Su dinh huéng ciia mémen cd Spin bi lugng t& héa (bi giGi han bdi nhitng
géc x4c dinh) gidng hét nhu tit cd cdc mdmen cd khdc . Sy dinh huéng nay dugc
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xdc dinh bdi gid tri clia s& lugng tir Spin tir mS ; dd 16n mS cho ta gid tri cia hinh
chi€u Spin trén mot truc tly y trong khong gian (thudng truc ndy dudc chon theo
trucZ).

=+_
wivaie o2 2

- Spin 12 bac tu do ndi tai cla hat va ludn ludn biing const ddi véi mdi hat .

Dua vao Spin ngudi ta chia cdc hatcd ban thanh hai loai : cdc hat ¢c6 Spin nguyén
goi la cdc bdzdn , cic hat c6 Spin badn nguyén goi la cidc fermion

§1 SPIN CUA ELECTRON

| S

Momen Spin cta electron =

1/ C4c to4n tu spin :

a/ Ham séng clia hat ciing v6i Spin khong chi phu thudc vao ba thanh phan
khong gian ctia né , ma con phu thov vao toa do thi tu dic trung cho trang thdi ndi
tai cia hat . Toa do th& ty ngudi ta thudng chon do 16n cla hinh chi€u Spin trén truc
Z . Lic d6 ham séng c6 thé viét :

W:W(F)SZ )t)

Khdc vdi cac toa @6 khong gian I' ” toa d6 spin “ SZ chi nhan cac gid tri rdi

h
SZ
rac . doi vdi electron 2 . Do d6 ta c6 thé viét ham séng cia electron .
= h
VY (r,=,t
W _ (r,=>.1) (¥,
= h Y,
Y(r, - =.1)
2° (1)
[
Gday |1 gidi thich nhu xdc xuat d€ tai thdi diém t electron § trong
n
y&u 3 thé tich dV va c6 hinh chi€u Spin trén truc Z bing 2 néui=1 va bling
h
2 n&ui=2.Ham séng F(r,s;,0 dugc chuin héa .
n Z/:2 j|\P(*
r,s
s, =—1/2 z
2 2
= h h
=[|¥(r,=.t -t dvV =1
e 30 2

(2)
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Néu bay gid ta bd qua sy tuong tdc momen Spin tif clia electron vdi tlr trudng
ctia cdc dong do chuyén dong khdi tim ctia electron tao nén thi ( bd qua sy tuong
tdc gitia Spin va chuyén dong quy dao ) ham séng .

IP(raSZ 9t):lP(r9t)¢(SZ );

s, )=|
p(Sz)= c,
(3)

Trong 6 ¥ ham séng toa d6 thong thudng , ? 12 ham séng Spin .
n
/c;/? S,

bing 2 néui=1va
h

bing - 2 néui=2.Piéu kién chudn héa ham séng suy ra

Cho ta x4c suat d€ hinh chi€u Spin

/e, /*+/c, /* =1
b. Sau khi xdc dinh kh4i niém ham séng Spin chiing ta can dinh nhgia cdc
todn t Spin tic dung 1&€n n6 . N6i chung sy tic dung cida todn ti 1én ham Spin

(Cl j

=
C X oax i P 5 A 5 LR N 5
2/ dan dén viéc thay cac thanh phan €>C5 thanh cdc t8 hgp tuyén tinh cua

_[G tdc dung clia todn t& Spin . ., _ a,,C; +a;,C,
1 ? Tla,c +a,c
2171 T 92272 ) (g

Phii hop vdi diéu nay todn ti Spin c6 thé bi€u dién dudi dang ma tran tng
quat :

5= [al D) ]
la,, a
21
22 (5)

, ., Ox,0y, 0z : .
Ta hdy tim dang cua ba toédn tu ’ ’ tuong Ung v4i cdc dai lugng
vat Iy mdi , Cac hinh chi€u cda Spin 1én céc truc toa @6 . Ta hiay chuin héa cdc
ham riéng cia cic todn ti nay th€ nao d€ céc tri riéng clia chiing bing + 1. T day
suy ra diéu kién :

A 2 _ A 2 _ A 2 _1_ 1 O

Oy =0y =05 —1—( J

(6)
A A A 2

(@ox +f6y +yo;) =1
(7)
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Trong d6 o, B, y 1a cdc cdsin chi phuong cia vector Spin . T (7) suy ra cac
qui tdc phan giao hodn cho cdc thinh phan todn t Spin :

{&X’&Y}: 0 ;{&Xa&z}: 0 ;{&Y’&Z}: 0

()

Ta hay chon hé co s ma trong d6 ma trdn cuia todn t& 97 ¢ dang chéo .

20 -1

9)
Dang tong qudt cia ma tran todn tif 0z suy ra tir diéu kién ecmitic ctia né :
A a a A ~+ all a12
&, =l i Gy =65 =| .
dy Ay . a1 ay
(10)
A 5y ,O, (=0y 0, +0, 0y =0

Tit didu kién {Ux » 77 } X 7z z X suyra .

ar A2 (1 o0 1 0 a;;p  ap 2a;, 0

" + . = =0

a” a, |0 -1) 0o -1)la a, 0 -2a,

12 12
Tirdaytacs : o1 = &2 = 0
vay

0 a,,
O-X = * 0
12 (11)
Gy =1

Mt khéc : X =

&2:‘312‘2 0 (1 0

X , 0 J Slap|’ =1
0 ay, |

A

A A 2 2z i G A ,
Vay ma trin cua todn t¢ ~ X can c6 dang :
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0 eia
Ox = |gria g
Ta hay chon pha ciia vecto cd s& thé nao d€ c6 a =0 .Lic dé:

&—01
X110

PRI LR s O A p A
Ly lun tuong tu ta ¢6 thé tim dugc ~ Y . VAy ta c6 ba ma trin :

- —01-&—0 —i.&_l 0
X1 o) 7Y lioo0 )0 =1 1)

Cac ma tran nay thudng dudc goi la cdc ma tran Pauli .

2. Cac tinh chit cia cic toan ti Pauli

Tu (12) ta suy ra :

N N N N
(o —GY—O'Z—I

Oy Oy =|O'Z ;O'YO'Z=|O'X » 070y =|O'Y

65,6y |=2i6; ;
6, .64 =216
[Uz »O'x ]:2'0\(
hoic dudi dang téng quat :
[6>< &} =2i6
(13)

Dé thuin tién tit cd cac tinh chit nay c6 thé dién td dudi dang mot cong thifc

dé nhé .

6,6;=i¢.

J i Ok +0j

E..
Trong d6 UK 1a ky hiéu Levy — Civita

3. Vecto Spin
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=15
Ta hay xét vecto 2
(15)
SxS |=IihS
Tu (13) suy ra

A
—

S =

(16)
Hé thiic ndy gidng hét cdc hé thitc cho momen xung lugng , do dé dai lugng
vecto

o

| S

c6 thé xem la momen xung lugng riéng cla electron . ro rang 1a céc tri riéng

. 1
- S, =+—n
X Y z 2

(17)
2 N . 2 B AZ
RO rang bi€u thitc (17) gidng bi€u thic cua L=

h

K&t luan : Momen Spin ctia electron = 2

1
(h=c=1" 4 spin=2)

Tur hiéu ¢ng thyc nghiém Zecmann suy ra rdng Spin phdi tudng Gng véi
momen (i

~ - en
H=H  Ho=7—""
2MC 13 manhe ton Bohr
Chi y t6i cac hé thiic
Momen tir { Ho 45 v6i momen quy dao
Momen xung lugng

2
" Ho 46 véi Spin

A A

B6 xung : Céc tri riéng clia todn ti Sx»Sy S

A

tri riéng cla todn ti Sx
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Seo=5x p=15,= 1V 1] o
XP=9ox @ = X511 o ’(D_Cz

tir ddy ta c6 ding thitc

LN

h
—C, =54C
2
h
—C;=3xC,
2
h? n’
4 - 4
2
Tri riéng cla todn ti hinh chi€u Spin nhu ching ta chd dgi 1a biang ~ 2 Kni
h
Sy =+—-
2 thitacé
h n\ h
—C,=54C,=| Sy =x—|=—C;, => C,=C,=C
2 2) 2
Tur diéu kién chuin héa
2 2 2 1
o " +lc, =1 = 2| =1 ‘C‘:ﬁ

Viy :

Hiing s6 pha a thy y
= (p B
+5 LR o _
(c6 thé chon = a).
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Két luan :

Toén t& hinh chi€u h h

Spin +§ )
5, (0] _ LM _p . L1
X=5110 Ps, (92 NG 1) Ps, (D_z N
g _n(0 — i B 1 (1 B 1
Y5l o ¢SY_¢z_ﬁ i CDSY—(P_;Z—\/E
g _h 1 O B B | B _ 0
Z=510 1 §Dsz—¢§— 0 Ps —(0_2— |

C

. N C .
Ham song hai thanh phan 2/ | ma céc ma tran Pauli tic dung 1én
chiing , dudc goi 1a cdc Spinor va trong phép quay hé toa dd chiing bién ddi theo
bi€u di&n tuy&n tinh ludng tri clia nhém quay . Khi quay mot géc nhé 0 quanh truc

n trong d6 N 1a vecto don vi ) cdc thanh phin cta spinor

(don Vl =1

) s& bién d6i theo cach dudi day :

( |0(0°n)a’8j¢ .
p o

aﬂ =oy Ny +oy Ny +0,0N,

(Pa 12 cdc thanh phan ctia Spinor trong hé toa do mdi .

* Trong trudng hgp hat vdi Spin bing mot vecto Spin ¢6 dang :

S=(3¢.5.5, )

. 1
vl a =% —
2

ThS. Nguyén Duy Hung
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hl—IO
SY:§|O—|

0O 1 0

hl 0 0
S, =—10 0 0

2

0 0 -1

Trong ly thuy&t Pauli sy md td Spin mang dic tinh hién tugng luan . Thuc ra
sif ton tai Spin cla hat 13 hiéu ¢ng tuong d6i tinh va gidi thich dudc chi trong Co
hoc lugng tit tuong ddi tinh . T phudng trinh Dirac tuong ddi tinh suy ra sy ton tai
Spin va kém theo momen tlr . Thém vao d6 trong gidi han van tdc nhé phuong trinh
Dirac chuyén thanh phuong trinh Pauli cho hat khong tuong d6i tinh véi Spin .

§2 PHUONG TRINH PAULI

Phuong trinh Pauli 1a phuong trinh Co hoc lugng t& md ta dang diéu cia hat
vdi Spin Y2 ( thi du electron ) trong trudng dién tif v6i di€u kién van tdc cla hat 1a
nhd so véi van tdc d4nh sdng . Phuong trinh Pauli ¢6 dang phuong trinh Schrodinger
(md t& hat v6i Spin bing khong ) song ham séng b d trong phuong trinh Pauli
khong phdi 12 mot vo huéng ma 1a Spinor hai thinh phan va dudc viét duéi dang :

v,y
Y=W(F,S, ,t)= 2h
\PZ(fa_Eat)

Vi hat c6 Spin nén n6 c6 momen tur, khi ddt vao tu trudng ngoai hat sé c6

thém niing lugng phu biing ning ludng cla ludng cyc tif trong mot 6 trudng
— 17 N 9 - b - e P

AU = — (,u H)= (domomentu’ cua € bang g =——S

mc

a

he
2mc

H

Qi

Ta bi€t Hamiltonien clia phuong trinh Schrodinger
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=" +U(r)
2m
trong trudng dién tlr ta ding phép thé sau diy :
. -~ e -
P>P-=A
C

U->U + ep
K& thém Spin thi c6 thém ning lugng phy AU

en _ -
AU = —0cH

2mc

K&t qlia ta c6 phuong trinh :

ow(r,S, ,t - —
7 vz ):[1 (P — SA)2 + eq(r) +U(r)+ﬂ&H}w(F,Sz,t)
ot 2m C 2mc

@, A 1a cdc th€ vo huéng va th€ vecto clia trudng dién tir . DAy 1a phudng
trinh Pauli . Nhd phuong trinh nay ta c6 thé gidi thich dugc hiéu ing Zeemann thuc

chit phuong trinh Pauli 12 hai phuong trinh cho hai ham 4 va ¥2 dugc viét gop

lai dudi dang ma trn cot .
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CHUGNG IV. PHUGNG PHAP NHIEU LOAN

Nghiém chinh x4c cta phuong trinh Schrodinger chi ¢6 tim dudc trong mot sd
bai todn don gidn , nhu bai todn mot chiéu trong hd thé , dao dong tit diéu hoa ,
nguyén t hydroger . Nhung ngay cé trong nhitng trudng hgp d6 16i gidi ciing phiic
tap .

Trong hau hét nhitng bai todn khic thuc t& khong tim dudc nghiém chinh xdc
do d6 phai ding d&én phuong phdp gin ding — con goi 1a 1y thuyét nhiéu loan ma
ndi dung co ban 13 : dua cdc bai todn nay vé nhitng bai todn don gidn c6 thé tim
nghi€ém chinh x4c sau d6 tim nhitng hi¢u chinh tuong tng .

b

$1 LY THUYET NHIEU LOAN DUNG KHONG SUY BIEN .

Trong bai todn :

Ty/M™ = M, (0)
Hy™ =ETy ™ (1.1)

Ta biéu didn H dusi dang :

H=H,+0
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Trong d6 U a6 hang bé khong phu thudc tudng minh vao thdi gian va dudc

goi 12 todn t¥ nhiéu loan bd sung vao todn tif khong nhiéu loan Ho . Véi Ho ta
co:

0 (n) _ (), (n)
I_lol'”o _Eo l//o

(1.2)
| o) NV »
(coinhu da c6 ) , trong d6 hé 0 ) 1a truc chuan .D€ thuin ti€n hon ta viét

H=H,+el

Trong d6 € 1a hiing so rat bé . Ta khai trién ham séng va ning lugng theo cic
bac cta € :

p =y +eyV +ety +.= Z A

_ n 2 (n _ S ke (1.3)
EW=EM+eEM+&2EM +..= Y eE"

Thay (1.3) vao (1.1) taco :
(Ho + )y + ey + ety +..) =
=(EV+EM + 2BV +. )i +ep™M +...)

So sdnh cdc hé s6 clia € ¢6 cling bic lily thira ta ¢c6 hé phuong trinh:

J ., 0, (n)
I_|ol'”o _Eo Y (1.4)
I_Al OWC()n) E (n)W(n) El(n)l//(gn) =-U l//(()n) (1.5)
Hop ™ — EMy D _EMy o

—ay "+ EMp |

Ta thdy phuong trinh (1.4)triing v6i phuong trinh (1.2). Ti€p tuc khai trién

(n) (n)
Vi theo chudi clia ham riéng :
p = SCRp
m(n) , (k=1,2,3..) (1.7)

Thay (1.7) vao (1.5) va (1.6) ta c6 :

> COMEL —ES Y ~EMy D =y

m(=n)

(1.8)
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S CRUEL —EP )™ —EMy D+ EOy®

m(=n)

(1.9)
ETEPN A ) A 9 ~ R 2 u m n L
Ky hiéu phan tu ma trin cua s6 hang nhi€u loan bo sung bang :

Umn :(Wém)‘a"ﬂén))=< mju|n>= (1.10)
= [y Ay VdV = ™ay

()
Ta hdy tim bS sung cAp mot clia ning luong E1 .Mu6n vay ta nhan trai
+(N) .
phuong trinh (1.8) véi Yo "ya dung tinh tryc giao cia hé cdc ham riéng gan ding
bac khong thi ¢6 :

+(n)

El(n):( 0 ‘j'»”g)zunm (1.11)

Piéu nay c6 nghia 14 :S& hang nhiéu loan cip 1 clia cdc gid tri riéng cla ning

lugng béng gia tri trung binh cda téan t U theo cac trang th4i khong nhi€u loan .
+(m)
Né€u ta nhén trdi phuong trinh (1.8) véi 7 0  thi ta dugc bi€u thiic ctia cac hé

sd khai trién :
1 _— umn

nm =" =) _p(m)
Eo” —Eo (1.12)

Nhu vay cdc ham riéng trong phép gin ding cAp mot 12 :

3 Umn c()m)
D ED

Lam tuong ty nhu trén , v6i phuong trinh (1.9)ta ¢6 :

2
EM_ 5 _YmlUmn _ [Unm|
2
m(zn) Ec(,n) — Eém) m(zn) ‘Eén) — Eém) ’ (1.14)
Cr(12m) — UnnsUsn umnunn

s(;tzn‘:m) (E((,n) - ESS))(EQ N E(r)n) i (Eén) B Eém))z (1.15)

Nhu vy trong gan ding bac hai 15i gidi clia phuong trinh c6 dang :
+/ Ning lugng :(cho € =1 )
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2
U
EN=EM+cEM™ +£2EW =E"™ +u,, + Unn
0 1 2 0 nn mén)(Ec()n)_Ec()m))

(1.16)
+/ Ham séng tuong tng : (€ = 1)

M —,,M () 4 22,0 _, () Urmn (n)
v =y ey +ETWS =g+ D)
° ! 2T G (EM-EM)TT

2
by CRy
m(=n) (1.17)

Tir két qtia (1.17) ta thay : thanh phan hiéu chinh thuc sy nhd khi :

U] << ‘ (Eé“) —E™ )‘

Diéu nay c6 nghia 12 phuong phdp nay dp dung tot khi cdc y&u t6 ma tran clia
to4n tif nhiéu loan 12 nhd so véi khodng cach giita cic mién ning lugng cla hé
khong nhiéu loan .

§2 HIEU UNG ZEEMANN

Hiéu tng Zeemann la sy tdch cdc mic ning lugng clia nguyén tr , phan ti va
tinh thé trong tir trudng ma bidu hién ctia né 1 sy tich cdc vach phd . Can phan biét
hai hi€n tugng:

+ Hiéu ttng Zeemann binh thudng: 12 hién tudng tich cdc vach phd & tir trudng
manh. Hién tugng nay thudng quan sit dugc d6i véi nguyén ti khi khong d€ y dén
Spin.

+ Hiéu tng Zeemann di thudng 13 hién tugng tach cdc vach phd & tir trudng
yé&u. Hién tugng nay thudng quan st dudc d6i v6i cdc nguyén tlf co momen Spin
khac khong.

Tén goi nhu vy 1a do lich st vé€ hiéu tng Zeemann binh thudng dugc phat
hién ra truGc.

DéE xét bai todn ta xuat phat tir phuong trinh Pauli mo t4 trang thdi clia hat
cung vGi Spin trong di€n tir trudng:

. 8(//('7,1:)_ 1 -»_e" ) eh - _
17 P _{Zme(p EA) +e(p+u(r)+2meCaH w(r,t)

(2.1)

Ta xét hiéu ting Zecmann binh thudng do d6 ta bd qua Spin clia hat va s& han
mo ta dién trudng.
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Nhu vay phuong trinh (2.1) c6 dang gon hon:

in VY {2me (B2 A2 +u(r>}w<r,t)

(2.2)
D€ ¥ riing
2 2 2 2
S e R e e €
(P—EAJ :(PX——AXJ +(Py—Eij +[PZ —_Azj
Ma ta cé :

2 2
e € €
(px__ij :pf_g(prx_Axpx)""C_zA)%

C
ay
PAY = px(AxV/)__lh_(A ) =-i —inA, ox
Viy :
_ OA A OV
(PxAx_Axpx): 5XX (V\l _IhAxg_Axpxj
Két qlia ta c6 :
PP e . ieh oz, €% %
H= om, meCAp+2meCVA+2mec2A +u(r)

Tir diéu kién Lerentz ta c6 : .VA=0 va nhu vy néu bd qua s& hang bac hai
: A? thi H ¢ dang :

A B2 — e ~
H = 2p +u(r)— € Ap=H,+Ning lugng nhicu loan
Me meC Nghia
__& Ap
m.C

1a Ning ludgng nhiéu loan 1a s6 hang :
Nhu vay khi khong ¢6 tir trudng phuong trinh khong nhiéu loan la:

e

. h?
0 0 0) (0
Hoo) = {——v + u(r)}pé& E o)
2m
Phuong trinh nay c6 nghiém la :

¢(Or) = (or?fm (r9 ‘99 ¢) = Rne (r)ng (95 (D) = Rng (r) pg] (COS e)eimgo
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ihe %

AV
Coi s6 hang nhiéu loan 1a : MC ta c6 thé tim dudc :
(mly _ ihe () ihe
E, <n€ . AV|n/ —jgonfm AV O av
Gid st tir trudng 12 déu va khong thay ddi , huéng doc theo truc z khi d6 ta
C(’):HX:Hy:O ,HZ:H |
1
3 s Ax ==Y
TfrH:rOtAsuyra: 27 H
!
Ay = jx H
A, =0
Do d6 :
ine ~
—AV_——(A Py +A Py +ADP,)=
mc m.C
= _—(__ypx T Xp )
m.C u

eX eX
(Xpy ypx) == M z
2m m,C

Mait khac do :
M, =in-O
op
nénta co :
O iom (r,6,9)
op
vay ta c6 két qlia :

El(m):_ exX hmj‘(o(o) eh%m
e

=ime) (r,0,p)

2
dv=—

2MaC nim 2m,C

Bay gid ta xét cdc ham riéng :mudn vay ta phai tinh cdc phin tif ma tran:

ine |he #(0) O
<n£m m.c AV|n/m > 5 Q) = % 9 dv
__ ehA’ mJ-gDn(o) (0).dV=O
2m.C

Nhu vay nghia 13 tif trudng khong 1am thay ddi cdc ham riéng clia bai todn
. w =0 . . .
khong nhi€u loan ( nim/y va s& hiéu chinh trong phép gin diing cip mot
bing khong, con cdc mic ning lugng tach ra phu thudc vio m qua biéu thifc :
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E _=E©_ 8y
ném n¢ 2mec
Trén so do6 mic ning lugng hién tugng ndy dudc minh hoa nhu sau:
1=0 (m=0)
m=0
I1=1(m=-1,0.1) m=1
m-=
m=-1

$3 LY THUYET NHIEU LOAN DUNG CO SUY BIEN HIEU UNG
STARK

I/ Ly thuyét nhiéu loan ditng ¢é suy bién :

Pé€ ¥ riing 1y thuyét & phan trén s& v nghia néu :
EM-EM =0
hay x4p xi mot lugng rat bé. Vi vay ta phdi diéu chinh ly thuyét sao cho ¢
thé gidi quyét dugc trudng hop doé .
Trudc hét ta viét lai hé ham riéng. Gia st :
@ ,,2 ,,9)

+/ Yo Vo Yo 13 cic ham clng ng v4i mot tri riéng .
l/l(g+1) (9+2) i _ o
+/ 70  >70 " lamoi ham tng v6i mot tri riéng.

Trong phép gin diing cAp 1 nghiém clabai todn dugc tim du6i dang:

_Sew® 4+ $C @

w=2CWo + 2Cp0

s=1 a=0g+1 (3.1)

. Cs o L 1

trong d6 : T« la cdc lugng bé va l1a cac lugng kha 16n.
Hamiltonian viét du6i dang: H=Ho+#
ting viét 12 : E=E,+¢
1a ning lugng clia hé.

Phuong trinh Schrodinger trd thanh:

g ~ o0 A

Y05 H-E i+ 3.C,(Ho ~Ehys® =0

+

Nhung d€ y ring:

con nang lugng (tri riéng) tuong

trong d6 € 1a hé s6 chinh bic nhat clia gid tri riéng — tifc

(3.2)

Hows =Egws
nén trong phép gan ding cip 1 phuong trinh (3.2) c6 thé viét 1a :
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g A o

SC(H-E)y + 3.C, (E ~E i =0

1 o (3.3)
+H0) (p =

Nhan trdi phuong trinh nay véi 7 0 (ﬁ - 1,2---9)

va stf dung tinh tryc chuén clia cdc ham trong gin ding cAp khong ta cé:

écs(Hls _E)=0
hay :

S Cy(H, —E&,)=0
g=l1 (3.4)
trong do : H Is I l//g(l) I:I W(SS)dV Phuong trinh (3.4) dudc goi 1a phuong

trinh thé ky . Duéi dang khai trién phuong trinh ndy viét 1a :

Piéu kién ctia hé nay Ia dinh thifc cia hé phai bing khong:

H H,, —E)...H
Det(E) = 21 (Hy, ) 290 _

(Det(E) = Hes —Edes| = O)

day la phuong trinh dai s6 bac g d€ xdc dinh ning luong E 1a
EV,E@ _EO®

bién clia hé khong nhi€u loan . Thay cdc gi4 tri ndy clia E vao phuong trinh (3.4) ta
tim dudc c4c hiéu chinh clia him séng trong phép gan diing cap 1 clia 1y thuyét
nhiéu loan . Do ¢6 nhiéu loan nén mifc ning lugng suy bi€n ban diu néi chung sé&
khong suy bi€n nita va ta néi riing : nhiéu loan di 1am mat suy bi€n . Sy mat suy
bién c6 thé 1 hoan toan c6 thé 12 bd phan.

tuong Gng vdi g trang thai ban dau suy bi€n hoic chuin suy

11/ Hiéu @ng Stark trong nguyén ti Hydrogen :

Hiéu tng Stark 13 sy bi€n d6i cdc mic ning lugng clia nguyén tir,phan ti va
tinh thé duéi tdc dung cia dién trudng ,ma bi€u hién clia n6 12 su dich chuyén va sy
tach cdc vach phé .

Hiéu tng Stark c6 hai trudng hop :

Hiéu tng Stark tuyén tinh :

La su tdch cdc mic ning lugng ty 1€ tuyén tinh v6i E .
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Hiéu tng Stark binh phuong la sy tich cac mic ning lugng ty 1€ véi E2
.Trong gido trinh nay chi han ch& xét hiéu tng stark tuyén tinh .

1/ Hiéu tng Stark tuyén tinh trong nguyén tir hydrogen :

Véi nguyén hydrogen ta c6 cong thic :

g —_me* 1

2h? n?

diéu ndy c6 nghia 12 ning lugng ctia hé chi phu thudc vai s6 lugng tir chinh
n.Nhu vdy do bac suy bi€n clia miic ning lugng En 1a n2 vi miic ning lugng suy
bi€n theolvan:

n-1
S (20+1)=n?
/=0

Néu ta dit nguyén tir Hydrogen vao mot dién trudng c6é cudng do E = const thi
cac muc niang lugng cia nguyén tr s€ tach ra ty 1€ vdi E.

D& don gidn ta gia st dién trudng huéng theo truc z. Do d6 Hamiltonien nhiéu
loan ( ning lugng tuong tic clia electron véi trudng ngoai ) s€ bing :

U=elz

Trong d6 5 la cudng do cua truGng ngoai.
2/v6iN=1. khi d6 nang lugng c6 dang:

E(o) :_me4
: 21>
ma tf qui tic v6i cdc sO lugng ti
n=1,2,..
1=0,1,2,.... (1)

m=0,+1,+2,..+/
Nghia 1a v6i N =1 chi c6 mot trang thai 100 Nhu vay khi n =1 khong c6 suy
bi€n (mdt mitc ning luong ng véi mot ham séng ).
E(o) :_me4 l

.n="2 ! 2h?% 4
3/ Véi N= 2 Muc niang lugng
Nhung khi d6 s€ c6 4 ham song la:
/2% .n=2 (=0 m=0
y2Pan=2 /=1 m=-1
w2Po.n=2 r=1 m=0

v 2Pin=2 r=1 m=1
Nhu vay ning lugng suy bién bac 4 . Nhung luu y 12 toa do z giao hodn véi
L, chon

én vGi U=ecz (U ty 1€ vGi z ) ta cling c6 :
U.L, |=

0
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Nghia 12 nhi€u loan chi 4nh hudng dén cac trang thdi v6i ciing s& ludng tir i
m , tic 1a cac trang thdi 2So va 2Po (x4o tron ching), con hai miic kia 2P1 va 2P-
1van khong bi dnh hudng gi . Bon trang thdi nay du’dc cho biing ham s6ng nhu sau:

2S, > =y, =R, (NY,, = R2 (r)="f(r)

+/ Va4

2P, >y =y, =R,Y, =,|—-R 0=F(r)?
) 0o ?Wo =W =Ry Y = iz »1(r)cosd = (r)F
+

2P, >y =y, =R,Y,, = J Rzl(r)smé’e"”
x+|y

+/

=F(r)

3 : iy
2P - e =¥ =RyYi, =47 Ru(r)sinde v
+/ 4z

=F(I’)X_2Iy

Trong do6:

I N O
R,, = 2613e [l Za)

1 (o 72
R, = e Za[ J a=—— =bdn kinh Bohr
633 2a me?2

Nhu viy trang thdi tong quat tng véin =213 :
4
_ 0
go - an gz )
a=1

Duéi tdc dung clia nhi€u loan mic ning lugng sé& tich ra thinh bén mic con ,
mdi mic tng v6i mot ham séng(khtt suy bi€n hoan toan )hay vin c6 mot vai ham
séng tng v6i mdt mitc ning luong (khir suy bi€n mdt phan ).

4/ @€ x4c dinh cdc mic ning lugng va cdc ham séng khi ton tai dién trudng

ngoai 4 theo 1y thuyét nhi€u loan ta phai gidi phuong trinh thé€ ky :
g
5Z_lcs(H s~ EO_Is)zo
Biéu thic H —E dusi dang tdng :
H-E=(H,-E°)+(U-E®)

Ta c6 két quia la :

ics(u Is — E(I)O-Is): 0
s=1

Trong d6 Uss la:
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Il *(0) 0) *(0) 0
Ui =Jw dv=esfy," " zyJdv
Thay cdc ham séng vao yé&u t6 ma tran Uis ta thay chi c6 hai tich phan khic

khong 1a :
2
U, =U,, =&l f(r)F(r)ZTdv — (dv = r¥sinédrd ) =

e‘f[jd ]zdej Ryo (MR (F)cos@ zr? sinde

oorx2r T
:e§\/§ ! [ ]e 23(1 r Je 2a L 22r26in0drdode
00 0

dr 12 33 2a 2a
eg,\/g 1 2w 2a( r jr
= l—— |—z?sin@drd&
ir qna i 2a ?

Cudi cling ta c6 két qua : U,=U, =-3eda
Thay vao phuong trinh thé ky ta c6 :
—EW¢, —3e&ac, +oc, +oc, =0

1 —
—3eéac,—E¥c, +oc, +oc, =0
oc, +oc, —E¥c, +oc, =0
oc, +oc, —E¥¢c, +oc, =0
C; My =
Pé cho cdc | khdc khong thi dinh thitc det(E )_0:
EO 3esa , |
det (1) = | €@ EO ¢ o -
o o E® g
o o o EV

=(EM)?(ED)? - (3esa)’ =0
Tu day suy ra :

) _ ) _ O =0=E®
EfV=3ela E)’=-3ela E;"=0=E,
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0
Nhu vay su suy bién chi mat mot phan va néu ning lugng 2 chi tich ra
thanh ba mic khdc nhau .Tren s& d6 mifc ning lugng diéu nay dugc md t3 nhubing
sau : (su tdch mic ning lugng n=2).

Khong c6 C6 di€n trudng ngoai.
dién truOng ngoai
_ 1 (0) (0)
J— B, =E{" 13eca %‘f("ﬁ ) j
E(o)_ me
> T E, =) g0
2h 3 4 2 +
D P37 94
?3 Y3
P4 =V
(0 __me* l (0) L
E, =—\1'q E, =E;") -3esa
_ 1 (0) (0)
?1 _f(l/ll ) )

5/ tinh cadc ham séng tuong ng v4i cdc muc nang lugng :
Ta tinh cdc ham séng trong gin diing cap khong gin lién vdi cdc mifc ning

O _gO =

lugng E1, E2 , E3 , E4 . thay E3 E4 0

oc, +3eéac, +0oc,+0c, =0

oc, +3eéac, +oc, +0oc, =0

0C, +0C, +0C; +0C, =0

0c, +0C, +0C; +0C, =0

Phuong trinh ¢6 ngiém : C,=C= 0 , C; # 0 , Cy # 0

Nhu vy v6i mifc ning lugng khong bi xé dich trang thdi tdng quat nhat duge
md t4 bing ham séng :

o(F)=cy® +c,p "

—E =E©
Tuong Gng véi mic E3 E4 E2 ¢
con ) . Ta c6 thé chon ham séng :

Py (N =y =y, () me=1
P, (N=y =¥ m=-1

Hay t8 hdp tuyén tinh ¢ chiinh vi hé véi m = 1 vAn con suy bién thim chi
khi c6 di€n trudng ngoai .

M
Thay El vao phuong trinh th€ ky ta c6 :

C;=C,=0 ¢ =-C,=cC

vao phuong trinh th€ ky ta c6 :

3va 4latdyy (susuy bién vin

do do :
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P,(F) =~y
hay

= 1
@, () :ﬁ(‘/ﬁ(o) _‘//éo))

I —_
Thay E)’ =-3eca viota c6 :

1

) 0 r=
(01(r):C(W1(O) +l//§ )) bhay ¢1( ) «/5

W —p”)
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CHUONG V. HE CAC HAT PONG NHAT

Céc hat ddng nhat trong co hoc lugng it cling dugc hi€u vé cd ban nhu trong
vat 1y c8 dién nghia 1a: cdc hat hoan toan giéng nhau, tic 12 cdc hat ¢6 cdc dic
trung e,m,s ... hoan toan nhu nhau. Vi du nhu electron, cdc hat photon ..v.v.1a cdc
hat déng nhat.

Tuy nhién can luu y 13: khdi niém hat dong nh4t trong qué trinh phat trién cia
vat 1y vi mo ciing nhu c¢d hoc lugng tif ngdy cang dugc md rong hon-hay vé mit
to4n hoc c6 thé néi 1a ddi xiing gitta cic hat vi mo ngay cang cao hon. Cu thé 1a:
cac hat nhu proton va ndtron hoan toan hkdc nhau nhung trong tuong tic manh né
c6 thé dudc xem nhu 12 cdc hat ddng nhat.

Trong vt 1y hoc c¢d dién van dé phan biét cdc hat ddng nhat 12 khong cé gi
khé khin vi ta ¢6 thé dua vao quy dao clia cdc hat d€ phan biét chiing vdi nhau.

Nhung trong cd hoc lugng tit khdi niém quy dao bi bac bd do nguyén 1y bat
dinh Heisenberg nén van dé khong thé gidi quyét theo cich nhu trong c¢d hoc ¢d
dién dugc .Trong cd hoc lugng ti cdc hat ddng nhat hoan toan mat tinh “c4 thé”,
chiing hoan toan nhu nhau, khong thé biing bat ky cdch nao ddnh diu dugc chiing.
D6 12 ndi dung clia nguyén 1y khong phan biét c4dc hat dong nhat.

§1 TOAN TU HOAN VL. NGUYEN LY PAULI

1/ Toan tu hoan vi
Biy gid ta tim cach thé hién nguyén Iy khong phan biét cdc hat ddng nhat
bing céc tinh chat clia ham séng clia hé hat ddng nhat.

A

Todntr X dudc goi 1a todn t& hodn vi khi n6 tic dung 1én ham séng
w(r,r,,...)

cho nhau:

né cho ta mot ham khéc trong d6 toa do ctia hat thi k va thit j d6i chd

A

P.wlr.,r ..r .r.r |=wr.r.r.r
TEd REAPERED iTON YIr iTON

1
D6i v6i ham riéng ta c6 thé viét: v
ijy/(rl...rk...rj...rNjz/ly/(rl...rk...rj...rNj
Khi dé:
Py =2y =y
do doé:
A =1-1=%1 (2)
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Céc ham khong di dau khi hodn vi dudc goi 1a cdc ham ddi xing — hay céc
ham chén.

Céc ham d6i ddu khi hodn vi dudc goi 1a cdc ham phdn d6i xtiing — hay céc
ham 1é.

Tinh chin 18 12 mot tich phan chuyén dong vi todn tif hodn vi giao hodn véi

P .

Hamiltonian. S& di nhu vay 1a vi tdc dung clia J 1en H chi dua toi viéc hodn vi
céc phan tir ma thoi.

H(r...r rr sz(r...r_...r r j
1k j N 1 j k N

2/ Cac hat Bose va cac hat Fermi (cac boson va cac Fermion)

~

Thuc nghiém chiing té ring tinh chit d6i xitng clia ham séng c6 lién hé véi
ban chat cud cdc hat. C4c hat ¢6 cdc ham séng ¥ d6i xitng — ky hiéu 1a Ws - dugc
goi 12 cdc Boson, Cdc hat ¢6 cdc ham séng phdn d6i xitng — ky hiéu 1a Wa - dudc
goi la cdc hat Fermi hay cac Fermion.

C4c hat duge x€p vao loai nao la tly thudc vao Spin clia ching. Cdc Fermion
c6 Spin ban nguyén, cdc Boson c¢6 Spin

nguyén.

3/ Ham séng ctia hé ddng nhat khong tuong tic. Neuyén Iy Pauli.

Phuong tring Schrodinger d6i vdi cdc trang thdi dirng clia cdc hat khong tuong
tdc c6 dang:

=1

N 2 - .
z{—g—mAi +U(r)}l//(r1,r2...rN )=Ewl(r,r,..ry)
3)

Nghiém cua phudng trinh nay la:

..y )= W, (r )‘//K2 ('})--WKN (ry) @

Trong d6 Ki (i=1,2, .. N) I tdp hgp cdc s6 lugng tif clia cdc trang thdi ma & do6
hat ton tai. Nhu vay mdi mdt khi Ki 12 mot tip hop ddy dd dic trung cho trang théi

mWKi(r)

cta tirng hat riéng 1&. cac ha 12 nghiém cda phuong trinh Schrodinger dé

cho ting hat riéng 18.

hz
-—Ay, (ri)+U(l'i)l//Ki (r)=Eg, Y, (r;)
2m 5 ! (5)

Nhung d€ y riing ham (4) khong thda doi hdi d6i xiing, hay néi chinh x4c hon
né chua phdi 12 ham doi xdng ciing nhu phdn doi xitng. Nhung luu ¥ riing phuong
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trinh (3) 12 phuong trinh tuyé&n tinh do d6 su chong chit cdc nghiém dang (4) sé& 1a
mot nghiém clia né. Dua vao nhin xét nay ta c6 thé xay dung tinh d6i xing cho
nghiém cia (3).

Pé€ don gidn ta xét hé hai hat khong tuong tic vSi nhau. Khi dé dé thdy ring:
cdc ham khong ddi xing c¢6 dang sau:

y/l(rl,rz):‘//l(rl)‘//zkrz)
W2(r1»r2):§//2(r1)"/1(r2) (6)

Trong d6 cdc chi s6 1 va 2 trong cdc ham séng ddnh diu hai trang th4i khac
nhau cda hat . Cac ham séng y1(rl,r2), y2(rl,r2) tuong tng v4i cing mot gid tri
ning lugng ctia hé. Tif cac ham nay ta c6 thé xay dung hai t6 hdp d6i xitng tuong
Ung vdi gid tri ndng lugng do.

AN A AT
R AT AT

1 |

(Hé s6 V2! V2 dudc suy ra tir diéu kién chuin héa ham séng). Ta c6 thé
tdng quat héa hai cong thifc (7) va (8) cho trudng hdp téng quat bao gdbm ludng tiy
y cac hat khong tuong téc.

D6i v6i hé cdc Boson, trang thdi dudc mo td bing cdc ham ddi xing:

n!n,!... v
s =[MR] v (W (R (1)

(7

(8)

2 N 9)

trong d6 tdng 14y theo moi cich hodn vi kha di clia cdc chi s6 khdc nhau k1 ,
k2 ..kN ; ni ky hiéu sd chi s6 nhan cing mdt gi4 tri. Nghia 12 cdc s ni cho thdy c6

>n =N

bao nhiéu hat & trang thdi yi da cho, hon nira:
Tuong tu cho ciac Fermion ta c6 ham séng:

vl ), )
v (v ) )

ml’//KN (r1)WKN (rz)"WKN (rN

(10)
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Dinh thitc trong v€ phdi dugc goi 1a dinh thitc Slater. Tuy theo loai hat ma ta
chon ham s6ng dang (9) hay (10).

Ta xét hé cdc hat Fermion. Gid st ¢6 hai hat cia hé ciing & mot trang thdi
lugng tif ¢6 nghia 13 K1 =K2 . Piéu nay c6 nghia 12 hai hat c6 ciing mot tip hop du
céc sd lugng . Vi du trong chuyén dong clia hat & trong trudng xuyén tim ddi
xung 1a : n,/,m, S2 ; trong chuyén dong ty do la: Sx ,Sy ,Sz ,lac d6 dinh thuc Slater
(10) biing khong.

Nhu vy vdi cdc Fermion khong thé ton tai trang thdi cia hé ma trong d6 hai
hat dong nhit (hoic nhiéu hon) & trong cling mot trang thai.

D6 1a ndi dung ctia nguyén 1y Pauli dugc thi€t 1ap trén ¢d s§ phan tich cédc s6
liéu thuc nghiém trude khi xuat hién co hoc lugng ti.

$2 NANG LUONG TRAO POI VA NGUYEN TU HELI

Bai todn co hoc lugng tir cho mot hé hat ddng nhit 12 bai todn khé khin nhat
ma ti€c thay né lai 12 bai todn thudng gip nhit do ¥ nghia thuc tién cling nhu 1y
thuyé&t va cho t6i nay con rat nhiéu van dé vin chua dudc gidi quyét tron ven .Mic
dit vy dé 1am sdng t3 cho van dé nay ta ciing c6 thé xét mdt bai téan cu thé dé 1a
bai téan nguyén tr Heli.

Co s dé xét bai todn nay 12 mot khai niém hoan toan Co hoc lugng tif xuit
phdt tif nguyén 1y khong phan biét cic hat dong nhat :Khdi niém niing lugng trao
déi .

I/. Pinh nghia ning lugng trao déi :

Ning lugng trao ddi — hay tudng tdc trao ddi 1a sy tuong tdc dic biét clia cic
hat ddng nhat gin lién véi tinh chit ddi xing nhit dinh clia hAm séng cla hé hat
ddi v6i su hdan vi “toa dd” clia ching va thé hién nhu két qua clia mot tuong tac
ddc biét nao do .

Tuong tic trao d6i 1 mot hidu tng thuin tiy co hoc lugng ti nghia 13 né
khong hé c6 mdt sy tuong tu ndo trong c¢d hoc ¢d dién .

Hiéu ng trao d6i 12 co s§ d€ gidi thich mot hién tugng chang han nhu sy tao
thanh mot lién k&t ddng tri , su tao thinh viing ning lugng trong cac tinh thé ...

II/.Nguyén tit Heli :
Pé 1am vi du cu thé ta xét nguyén ti Heli . Trong trudng hdp niy
Hamiltonien c6 dang :

. 2 2 2 92 Ha2
H(Flarz):_;l_A1_§_ 2_2E e
m m FF T, o

Nhu thé c6 nghia 13 da gid thi€t hat nhan 1a didng yén con tuong tic tf trudng
khong xét d&€n Spin clia electron (vi trong mién khong tuong di tinh hiéu ng Spin
coi nhu khong dang ké ).

Pé tinh todn ta 4p dung phuong phap nhiéu loan .Véi téan ti nhiu loan chinh
la ndng lugng tuong tac gitra hai electron :
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eZ
)
H=H,+u
T e D A
2m ' oor
| (2.2)
Tu do ta c6 phuong trinh Schrodinger :
9 hn* 2e% | .
H,(Dn(rl): ———A —— n(rl): En(rl)
2m ! r
! (2.3)
Trudc hét ta gidi bai todn don gidn
HOWOI(FI’FZ):(Hl +H, by, (7,7, )= Eoyy (7T, (2.4)

al

-

Hién nhién ta c6 thé viét Ho (: ’ 2) dudi dang :
Wol(rla AN

va ham séng ndy tng v48i mic ndng lugng :
E, =E, +E,
Di nhién ta ciing c6 thé viét ham séng duéi dang :

‘//oz(rl»r21):%(rz)§”z(r1)

Nghia 14 cdc hat trao ddi trang thdi cho nhau : hat thi nhit & trang thdi thit hai
con hat thit hai nim trong trang thai thi nhat .

Vi Eo suy bi&n bdi hai nén ham riéng cla bai todn nhiéu loan s& dugc tim
dudi dang :

y=Cwy +C (2.5)

Thay ham so6ng nay vao phuong trinh :

H_+U-E}=0
Va dat :
E=E,+¢

Ta dugc phuong trinh thé ky sau (trong gan ding cip 1 ):

2
ch(ufs _55és)= 0
s=1 (2.6)

trong do :

U ZJ‘/’SfU W osdr,dr,
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Tur day ta c6 thé tinh dugc :

2
U IZIW;U v drdr, :[U :f_J
12
ey w1 ~ o (2.7)
:ezjl/ll (r1)»”2(rz)r_‘//l(rz)»”z(rz)drldrz-

—JV/oz drdr U, =K

bai lugng K dugc dinh nghla nhu ndng lugng tuong tdc Coulomb gitra hai di€n
tich phan b8 vé6i cdc mat do twong tng 12 :
~\2 — \2
P = e‘l/ll (rl 1 s Py = e")”z (rz 1 2.8)
Tuong tu ta c6 cic phan tif ma trin con lai (khdng chéo) 1a :

1
U, =e Il//ol W, drdr, =
>

=& [y (F s, ) —v ([0 )y (7, e, (2.9)

=U,, =U =U21 =A

K&t qud viét nhu trén chitng té cdc gid tri cla yé&u td ma tran 1a thuc .
Nhu vay phuong trinh (6) trg thanh :

{(K —£)C,+AC, =0
AC, +(K-¢)C, =0 .10

DPé& hé phuong trinh c6 nghiém khong tAm thudng thi dinh thic cia hé phai
bing khong nghia I3 :
K-g=1A
Trudng hop :
e=K+A
Thay gid tri vao phuong trinh (10) ta c6 :
Cl=C2=C.

Nhu vay mutc ndng lugng E= EO Te= EO +K+A Ung v6i ham song :

7 ZC(V/ol +Woz):%[‘//1(?1)'//2(?2)""//1('?2)'//1('?2)]

(2.10)
1
( V2 hé s& chudn héa ).
Trudng hgp € = K — A ya tinh todn nhu trén ta ¢6 : Cl= -C2 .Viy muc nidng

lugng : E=E,+te=E, +K-A tuong tng v6i ham séng :

= ﬁ[% (F by (Fy )=, (B, o, (7))

(2.12)
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Miic ning ludng Eo dich chuyén di mot khodng K va tach thanh hai mifc con ,
khoang cédch giira hai mdc nay 1a 2A
Eo +K+A
Eo +K
Eo +K-A

Eo

Pai lugng A dugc goi 1a ning lugng trao doi .
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BAIKET

Khi trinh bay cdc nguyén ly cd ban cia co hoc lugng t& — nhu trong gido trinh
ndy va trong da s6 cic gido trinh cd hoc lugng tir khic — khong thé trinh bay theo
mdt hé thong chit ché&, hop 1y va sdng stia vé logic duge. BSi 1& néu trinh bay nhu
th€ s& vap phdi mdt nhuge diém khong phai 1a nhd 14 tinh tritu tugng qua mic clia
khai niém, n6 che 14p céc cd s vat 1y cia mdn hoc (nhu gido trinh ctia Dirac). Vi
vay dé khic phuc phan ndo nhugce diém cia cich trinh bay clia ching ta, & phan
cudi nay ta tdng k&t mot cach ngdn gon cdc nguyén 1y va cc bai todn cd ban ciing
nhu gidi han dp dung ctia co hoc lugng t& — hay chinh xdc hon 1a cd hoc lugng tir
khong tuong ddi tinh.

I/. C4c nguyén 1y va bai todn cd ban cia co hoc lugng tif :

Cd hoc lugng ti¥ nghién citu c4 tap hgp thong ké cdc hat vi mo va gidi ba todn
chi yéu:

1. X4c dinh cdc gid tri kha di clia cic dai lugng co hoc (Xdc dinh phé clia cdc
dai lugng ).

2. Tinh x4c xut clia mot dai lugng nao d6 trong s céc dai lugng clia tap hgp
cac hat vi mo.

3. Su bién d6i clia tAp hop theo thdi gian (chuyén dong ctia hat vi md).

Cédc nguyén 1y c¢o ban cda co hoc lugng tli

1/. Ha “m Séng Va Nguyén Ly Chong Chat Trang Thai.

Céc hat vi mo6 cia mot tdp hgp xdc dinh trong ¢6 hoc lugng t& dude dic trung
b&i ham s6 séng .

Ham y 12 ham s& cia tap hdp xdc dinh cdc dai lugng ma ta ky hiéu la x (x §
day khong chi 1a toa d6 hay cic toa do, rong hon ta c6 thé hiéu 1a mot tip hdp bat
ky cdc bién sd gidn doan hay lién tyc tao thanh mot tip hdp di ndo d6 ). SO cdc dai
ludng cla tip hop di dudc xdc dinh bdi ban chat clia hé va bing s6 bac tif do clia
hé. Ty theo cdch chon tap hop cdc dai lugng 12 d6i s& clia ham s& séng ma ta néi
ring him séng & trong biéu dién nay hay bi€u dién khic cta trang thai. Cu thé hon
néu x 1a cdc toa d06 ta néi trang thai trong bi€u dién toa do, néu x 12 xung lugng ta
néi trang thi trong bi€u dién xung lugng ... Him sd séng con c6 chi s n (thudng
dugc bé di khong ghi) khi @6 viét 12 wn(x) — d€ chi ham s6 séng di dudc xac dinh
trén tap hgp nao.

Mot tap hdp thong ké duge mo ta bdi mot ham s6 séng dude x4c dinh goi 1a
mdt tip hgp thuin nhat (hay tinh khié&t). TAp hgp khong c6 mdt ham sd séng dugc
xdc dinh goi 1a tAp hdp hdn hdp. N6 duge dic trung bdi ma tran mat do. thay cho
ham s6 séng .

Tinh chit co ban cda céc tap hop lugng ti tinh khiét dudc biéu thi trong
nguyén ly: Néu hai trang thdi kha di dudc bi€u dién biing cic ham sd séngy1 vay2
thi tdn tai mot trang thdi thi ba dugc bi€u dién bi ham s séng:

y= Clyl+ C2y2.
trong d6 C1 va C2 dudc goi la céc bién do trang thai.
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T4t c4 nhitng hé thic giita cdc dai lugng vat 1y trong cd hoc lugng tif dugc
bi€u dién biing céc todn i tuyén tinh tuf lién hdp sao cho mdi mot dai lugng vat 1y
thuc L dude d6i tng v6i mot todn i tuyén tinh ty lién hop bi€u dién né.

2/ Gia Tri Trung Binh:

Su bi€u dién cic dai lugng nhd cédc todn ti¥ lién hé véi cic dai lugng do dugc

nhd cdc cong thic xdc dinh gid tri trung binh cta dai lugng & trang thdi y:

L=(y.Ly)
V6i diéu kién chuin héa:

(y,yp)=1
Céch dinh nghia gi4 tri trung binh nay cho phép ta tim dudc phd ctia lugng L,
nghia 13 tim dudc cdc gid tri kha di cda né. Mudn thé ta tim c4c trang thdi ma & d6
lugng L chi ¢c6 mot gid tri xdc dinh, nghia 1a tim nhitng trang thai ma:

ALZ =0

3/ Bai to4n tri riéng va cdc gid tri do dudc cua cic dai lugng vat 1y
trong thuc nghiém

Phuong trinh xédc dinh cdc ham s& riéng cuda todn t L.

|:'//|_(X): Ly (X)

A

Tur d6 ta tim dudc phd clia todn tf L (lién tuc hay gidn doan) va cdc trang thai

riéng tuong ng YL (X)
gid tri cia dai lugng L quan sét dugc trong thuc nghiém.

Vi cdc ham s6 riéng 1ap thanh mot hé ham so tryc giao nén mdt ham s6 séng
bat kyy (x) c6 thé khai trién theo cdc him s riéng yL(x) cla pho:

pX)=CL, ()

trong do:
CL)=( wL,y)
N&u phd 12 lién tuc thi ddu tdng phii dudc thay thé€ bing ddu tich phan: | dL.
Xéc xuat tim thiy gia tri cla dai lugng bing L trong tip hdp dudc dic trung
bdi ham s6 séng w(x) 12 bing | C(L)| 2 (trong trudng hop phd bién lién tuc | C(L)| 2
12 mat do xdc xuit).

. Ta thira nhin ring: cdc gid tri riéng clia todn tl L 12 cac

Luu y ring C(L) 12 ham s& séng ciing nhu tdp hdp nay nhung 14y trong L-biéu
dién. Nhu vy C(L) va y(x) ciing biéu dién mdt tap hop.
4/ Phuong trinh cd ban:

Su bi€n d6i theo thdi gian ctia him s& séng miéu ta hat dugc cho bing phudng
trinh Schrodinger

. OW 5
IhF—Hw
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trong d6 todn ti H 12 Hamiltonien ciia hé chi phu thudc vao ban chit ctia hé
va phu thudc vao ngoai trudng tic dung 1én hé. Todn t& H s& 12 todn tir ning lugng

toan phan clia hé néu ngoai trudng khong phu thudc thdi gian:
Thong thudng c6 thé viét:

~

H- T+U
Tu phuong trinh Schrodinger va dinh nghia gi4 tri trung binh ta suy ra ring:

R N LY
dL

Do @6 todn tr dt bi€u dién dao ham todn t¥ L theo thai gian ¢6 dang:

A i A AA
trong do: [ } [ } 1a méc Poisson lugng ti.
Tich phan chuyén dong dudc cho bdi hé thic:
dL _ 0
dt
Khi khong c6 ngoai luc cdc tich IhAn chuyén dong quan trong 14 ning lugng,
xung lugng toan phan:

K K
va momen xung lugng:
M :%[rK x Py ]+;SK
trong d6 SK 1a momen Spin cua hat thi K.

5/ Nguyén 1y khong phan biét cic hat dong nhit:

Theo nguyén 1y nay thi sy trao ddi cia mdt cip hat gidng nhau khong din dén
mdt trang thdi méi nao vé mit vat ly. V& phuong dién todn hoc diéu nay duge cho
bing mot diéu kién cho him s& séng:

PKj y=Ay

trong d6 A = %1 1a céc tri riéng cla todn ti hodn vi PKj .

Tu d6 ham s6ng dugc chia thanh hai loai:

-loai md t4 cdc trang thai ddi xing s .

- loai m6 ta céc trang thdi phdn doi xdng Va
Tir phuong trinh Schrodinger suy ra ring tinh d6i xing khong thay ddi theo
thdi gian. Do d6 hat thudc vé loai ddi xitng hay phdn ddi xing dugc quy dinh tir ban
chat clia cdc hat. Cédc hat dugc md td biing cdc ham séng d6i xiing dudc goi 1a cdc
Boton.
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C4c hat dudec mo ta biang cdc ham séng phdn doi xitng dugc goi 1a cic
Fermion-Chiing tudn theo nguyén 1y Pauli-nhu 12 hé qua truc ti€p clia nguyén ly
bat dinh Heisenberg.

II/ Nhitng chéin tréi méi — hay 1a sy phét trién ti€p tuc ctia Cd hoc

lugng t:

Mic dit qué phiic tap va rat chit ché song phin co hoc lugng ti¥ & trong gido
trinh nay néi chinh xdc mdi chi 13 co hoc lugng tir khdng tudng ddi tinh-mot phan
md& diu-phin don gidn nhat trong mach phat trién clia vat 1y 1y thuyét hién dai.
Quay trd lai trang dau clia gido trinh ta thdy day chi 1a phan tuong &ng vdi

V<< g.
h ~ hitu han.

Do d6 hién nhién 1a khong day di néu nhu khong xét sy md rong clia né sang
cdc phan khic. Chinh vi vy ngay trong nifa ddu ctia th& ky thi 20, cdc nha vat 1y
da lién ti€p md rong co hoc lugng tir va dat dugc nhitng két qud to 16n.

Sy mé rong dau tién dua trén nhan xét 1a: phuong trinh Schrodinger

_ ow(r,t) _h? =
= —{ 2mA+U(r,t)}w(r,t)

1o rang 12 khong bat bién d6i v6i phép bién ddi lorentz vi né 13 phuong trinh
bac nhat theo thdi gian va bac hai theo cdc toa dd khong gian, nghia 1a cdc toa do
khong gian va khong gian 1a khong doi xding trong phudng trinh nay.

M4 rong phuong trinh Schrodinger theo yéu cau d6 dua t6i phuong trinh mdi
téng quat hon- phuong trinh Klein-Gordon cho hat c6 Spin biing khong:

(7-H2) p(x)=0

mc

2
o[

trong d6: [11a todn t Dalembert, h phuong trinh nay 1a phuong
trinh bac hai theo cdc toa do thdi gian va khong gian. N6 bat bién véi phép bién ddi
Lorentz.

Phuong trinh Klein-Gordon dua t6i nhitng thanh cong méi song lai dua tdi mot
kho khin 16n d6 1a sy xuit hién mat d6 xac xudt &m mot diéu qud “ky quac” khong
thé chap nhan. D€ vugt qua tinh trang nay Pauli va Weisskopf dd xem ¢(x) va mot
s0 dai lugng khdc nita nhu 12 cdc todn tif va do d6 phuong trinh Klein-Gordon 1a c6
thé chap nhan dugc.

Su phit trién ti€p theo 1 sy md rong phudng trinh tuong ddi tinh cho cic hat
c6 Spin ban nguyén. Vinh quang nay thudc vé nha vat 1y hoc ngudi Anh 12
PaulDirac véi phuong trinh:
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v, (X)
(X
vix)=|,”
7 TH 0=0 ok

v6i

Pay 13 phuong trinh bic nhat theo dao ham céc toa do khong gian va thdi gian
va bat bi€n védi phép bién d6i Lorentz.

Phuong trinh Dirac véi thanh cong xuét sic 12 khang dinh sy tdn tai cla hat
Positron ma nhi€u nim sau thuc nghiém méi phat hién dugc.

Tuy nhién co hoc lugng t twong ddi tinh v6i hai phuong trinh ¢d ban 1a
phuong trinh Klein-Gordon va phudng trinh Dirac chua phai la tdn cing. Béi 1€
cung vGi phuong trinh Schrodinger cdc phuong trinh nay méi chi mo ta hé hat véi
s6 hat bdo toan, hay néi ciach khéic cdc phuong trinh nay méi chi mé ta hé hat véi s6
hitu han bic tu do (3N hay 4N néu k€ ca Spin). Nhu vay ching khong thé mo tdday
du th€ gidi cac hat co bdn v6i mdt dic tinh quan trong 12 sy sinh va hily hat-nghia
12 s& hat khong bdo toan — khi ning lugng clia c4c hat di 16n.

Vi th€ c¢d hoc lugng ti tuong d6i tinh lai dudc phdt trién & mic cao hon va trd
thanh “ly thuyét trudng lugng t”. V& mit todn hoc ngudi ta thudng goi sur tién bo
nay bing thuat ngit lugng ti héa 1an hai. Nghia 13 khi d6 khong chi cac dai lugng
ddng luc ma ca cac ham séng ciing 1a cdc todn tf tudn theo nhitng hé thic giao
hodn nhat dinh. Ly thuyét trudng lugng tit 12 1y thuyé&t vat Iy xem céc hat vi md nhu
1a cac lugng ti cia mot trudng nao d6 twong tng. Vi du photon 1a lugng ti cua
truGng dién tir, electron la lugng ti cia trudng electron - Positron.

Mic du dat dugce nhitng két qua tuyét vai 1y thuyét trudng lugng tif ciing 1am
ndy sinh nhitng kh6 khin mdi rit khong nhd. Pic biét d6 1a sy”phan ky ” trong cac
ly thuyét nay. N6i cho 16 hon : khi tinh todn 1y thuyét trudng ludng tir cho thdy khoi
lugng, ndng lugng clda vi hat lai khong phai 1a nhitng lugng hitu han ma lai bang vo
ciing-mot k&t luan khong thé hinh dung néi ...

Tiéc ring trong khuon khé cla gido trinh nay ta khong thé nghién citu nhiéu
hon vé 1y thuyét trudng lugng ti. Vai dong thay 15i k&t luan nay chi hy vong gitp
ban doc hiéu riing cd hoc lugng ti hay chinh xdc hon c¢d hoc lugng tir khong tudng
ddi tinh mdi chi 12 mdt buSc dau tién don gidn nhat di vao thé gi6i vi md.

Vit 1y 1a nhu th€ , khoa hoc 12 nhu thé€ va cudc sdng nhu mot nha tho da viét :

Trong ddi mit tudi thd cla tdi

Chan troi 12 ndi ¢6 day ndi md tim .

Diy nii 4y bay gid toi dén

Trudc mat toi lai mot chan trdi.

(Pham Quéc Ca )

ciing 12 nhu thé .Chan trdi ndi ti€p chén trdi ,udc md ndi ti€p u6c mo . Toa
nha vat 1y hoc dit da vo cling d6 sd va phic tap nhung khong phai dd hoan chinh
ma van con rat nhiéu chd danh cho cdc ban . Hiy biét uc md , u6c mo va danh hét
tam tri , sic luc ctia minh cho u6c mo Ay ngay tir khi con diu xanh tudi tré .

Mot 1an nifa toi chiic cdc ban git hai nhiéu thanh cong trong hoc tap va ludn
udc mo , vuon t61 nhung chan trdi xa x0i1 trong khoa hoc .
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