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GIÁO TRÌNH CƠ LÝ THUYẾT I                                                           PHẦN TĨNH HỌC 

CHƯƠNG I 

CÁC KHÁI NIỆM CƠ BẢN - HỆ TIÊN ĐỀ TĨNH 

HỌC 
Tĩnh học vật rắn là phần cơ học chuyên nghiên cứu sự cân bằng của vật rắn dưới tác 

dụng của các lực. Trong phần tĩnh học sẽ giải quyết hai bài toán cơ bản : 

1- Thu gọn hệ thực về dạng đơn giản. 

2- Tìm điều kiện cân bằng của hệ lực. 

Để giải quyết các bài toán trên, ta cần nắm vững các khái niệm sau đây : 

§1 . CÁC KHÁI NIỆM CƠ BẢN 
1.1 Vật rắn tuyệt đối : 

Vật rắn tuyệt đối là vật mà khoảng cách giữa hai điểm bất kỳ của vật luôn luôn 

không đổi (hay nói cách khác dạng hình học của vật được giữ nguyên) dưới tác dụng 

của các vật khác. 

Trong thực tế các vật rắn khi tương tác với các vật thể khác đều có biến dạng. 

Nhưng biến dạng đó rất bé, nên ta có thể bỏ qua được khi nghiên cứu điều kiện cân 

bằng của chúng. 

Ví dụ : Khi dưới tác dụng của trọng lực P dầm AB phải võng xuống, thanh CD 

phải giãn ra. (hình 1) 

Nhưng do độ võng của dầm và độ dãn của thanh rất bé, ta có thể bỏ qua. Khi giải 

bài toán tĩnh học ta coi như dầm không võng và thanh không dãn mà kết quả vẫn đảm 

bảo chính xác và bài toán đơn giản hơn. 

Trong trường hợp ta coi vật rắn là vật rắn tuyệt đối mà bài toán không giải được, 

lúc đó ta cần phải kể đến biến dạng của vật. Bài toán này sẽ được nghiên cứu trong 

giáo trình sức bền vật liệu. 

Hình 1 a) 
P

b) 

D

C 

A 

P  

B
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Để đơn giản, từ nay về sau trong giáo trình này chúng ta coi vật rắn là vật rắn tuyệt 

đối. Đó là đối tượng để chúng ta nghiên cứu trong giáo trình này. 

1.2 Lực : 

Trong đời sống hằng ngày, ta có khái niệm về lực như khi ta xách một vật nặng 

hay một đầu máy kéo các toa tàu. Từ đó ta đi đến định nghĩa lực như sau : 

Lực là đại lượng đặc trưng cho tác dụng tương hỗ cơ học của vật này đối với vật 

khác mà kết quả làm thay đổi chuyển động hoặc biến dạng của các vật. 

Qua thực nghiệm, tác dụng lực lên vật được xác định bởi ba yếu tố : 

1. Điểm đặt lực 

2. Phương, chiều của lực 

3. Cường độ hay trị số của lực. 

 Đơn vị đo cường độ của lực trong hệ SI  là Newton (kí hiệu N)  

 Vì vậy, người ta biểu diễn lực bằng véctơ.  

Ví dụ: Lực F  biểu diễn bằng véctơ AB  (hình 2). 

 Phương chiều của véctơ AB  biểu diễn phương 

chiều của lực F , độ dài của véctơ AB  theo tỉ lệ đã chọn 

biểu diễn trị số của lực, gốc véctơ biểu diễn điểm đặt 

của lực, giá của véctơ biểu diễn phương tác dụng của 

lực. 

1.3 Trạng thái cân bằng của vật : 

B
F  

A 

Hình 2 

 Một vật rắn ở trạng thái cân bằng là vật đó nằm yên hay chuyển động đều đối 

với vật khác “làm mốc”. Để thuận tiện cho việc nghiên cứu người ta gắn lên vật chuẩn 

“làm mốc” một hệ trục toạ độ nào đó mà cùng với nó tạo thành hệ quy chiếu. Ví dụ 

như hệ trục toạ độ Đề-cát Oxyz chẳng hạn. Trong tĩnh học, ta xem vật cân bằng là vật 

nằm yên so với trái đất. 

1.4 Một số định nghĩa : 

 1. Hệ lực :  Hệ lực là tập hợp nhiều lực cùng tác dụng lên vật rắn. Một hệ lực 

được kí hiệu ( nFFFF ,....,,, 321 ). 

 2. Hệ lực tương đương : Hai hệ lực tương đương nhau, nếu như từng hệ lực một 

lần lượt tác dụng lên cùng một vật rắn có cùng trạng thái cơ học như nhau. 
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Ta biểu diễn hai hệ lực tương đương như sau :  

( nFFFF ,....,,, 321 ) ~ ( mPPPP ,....,,, 321 ) 

trong đó: dấu ~ là dấu tương đương. 

 Nếu hai hệ lực tương đương ta có thể hoàn toàn thay thế cho nhau được. 

 3. Hệ lực cân bằng : Hệ lực cân bằng là hệ lực mà dưới tác dụng của nó, vật rắn 

tự do có thể ở trạng thái cân bằng. 

 4. Hợp lực : Hợp lực là một lực tương  đương với hệ lực. 

Ví dụ :  Lực R  là hợp lực của hệ lực ( nFFFF ,....,,, 321 ), ta kí hiệu  

R  ~ ( nFFFF ,....,,, 321 ) 

§2. HỆ TIÊN ĐỀ TĨNH HỌC 
Trên cơ sở thực nghiệm và nhận xét thực tế, người ta đã đi đến phát biểu thành mệnh 

đề có tính chất hiển nhiên không cần chứng minh làm cơ sở cho môn học gọi là tiên đề 

này. 

2.1 Tiên đề 1: (Hai lực cân bằng) 

 Điều kiện cần và đủ để hai lực tác dụng lên một 

vật rắn cân bằng là chúng có cùng phương tác dụng, 

ngược chiều nhau và cùng trị số. 

 Trên hình 3, vật rắn chịu tác dụng bởi hai lực 

1F   và 2F  cân bằng nhau. 

 Ta kí hiệu : 

( 1F , 2F ) ~ 0. 

Đó là điều kiện cân bằng đơn giản cho một hệ lực có 2 lực. 

2.2 Tiên đề 2 : (Thêm hoặc bớt một hệ lực cân bằng) 

Hình 3 

2F
A 

B 

1F  

 Tác dụng của một hệ lực lên một vật rắn không thay đổi nếu ta thêm vào hay 

bớt đi hai lực cân bằng nhau. 

 Theo tiên đề này, hai hệ lực chỉ khác nhau một hệ lực cân bằng thì chúng hoàn 

toàn tương đương nhau. 

Từ hai tiên đề trên, ta có hệ quả : 

Hệ quả trượt lực :  Tác dụng của một hệ lực lên một vật rắn không thay đổi khi ta dời 

điểm đặt của lực trên phương tác dụng của nó. 
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Chứng minh : Giả sử ta có lực F  tác dụng lên vật rắn đặt tại điểm A (hình 4). Trên 

phương tác dụng của lực F  ta lấy một điểm B và đặt vào đó hai lực  và  cân bằng 

nhau, có véctơ như trên hình vẽ và trị số bằng F. 

1F 2F

 Theo tiên đề 2 thì :   F ~ ( F , 1F , 2F )  

 Nhưng theo tiên đề 1 thì : ( 1F , 2F ) ~ 0, do đó ta 

có thể bỏ đi. Như vậy, ta có :  

F 1F 2F F, , )  ~ 1  F  ~ (

 Điều đó chứng tỏ lực F  đã trượt từ A đến B mà 

tác dụng của lực không đổi. Hệ quả đã được chứng 

minh 

Chú ý : Hai tiên đề trên và hệ quả chỉ đúng cho vật rắn tuyệt đối. Còn đối với vật rắn 

biến dạng các tiên đề 1, 2 và hệ quả trượt lực không còn đúng nữa. 

Ví dụ :  Trên hình 5, thanh mềm AB chịu hai lực 1F , 

 tác dụng sẽ không cân bằng vì do thanh biến dạng, 

còn khi trượt lực thì thanh từ trạng thái bị kéo sang bị 

nén. 

2F

2.3 Tiên đề 3 :  (Hợp hai lực) 

 Hai lực tác dụng lên vật rắn đặt tại cùng một điểm có hợp lực đặt tại điểm đó 

xác định bằng đường chéo của hình bình hành mà các cạnh chính là các lực đó (hình 

6). Tiên đề 3 khẳng định hai lực có cùng điểm đặt thì có hợp 

lực R . 

Về phương diện véctơ ta có :  

R 1F 2F =  +  

nghĩa là véctơ R  bằng tổng hình học của các véctơ 1F , 2F . 

Tứ giác OACB gọi là hình bình hành lực. 

 Về trị số :  

αcos2 212
2

1
2 FFFFR ++=  

1F  

2F

F

Hình 4 

1F 2F

1F2F

Hình 6 

C
2F  

F  
A 

1F
B

O 

Hình 5 

B A

B A

A 
B 

(trong đó α là góc hợp bởi hai véctơ 1F , 2F ) 

 Tiên đề trên, áp dụng cho hệ lực động quy tại O, ta có các định lý sau. 
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Định lý I : Một hệ lực đồng quy tác dụng lên vật rắn có hợp lực đặt tại điểm đồng quy 

và véctơ hợp lực bằng tổng hình học véctơ các lực thành phần. 

Chứng minh :  Giả sử ta có một hệ lực ( nFFFF ,....,,, 321 ) 

tác dụng lên vật rắn đặt tại cùng điểm O (hình 7). 

Áp dụng tiên đề 3, ta hợp ,  được lực : 1F 2F

1R 1F 2F =  +  

bằng cách vẽ véctơ 2FAB =  nối OB được lực 1R . Bây giờ 

ta hợp  và 1R 3F  ta được  

2R  = 1R  + 3F  = 1F  + 2F + 3F  

bằng cách vẽ véctơ 3FBC = , nối OC được 2R . Tiến hành tương tự như vậy đến lực 

nF , ta được hợp lực R  của hệ lực : 

1F
2F  

3F  
nF

R  

Hình 7 

2R  = 1F  + 2F + 3F +...+ nF  

hay :      ∑
=

=
n

k
kFR

1

 

Định lý II :  Nếu ba lực tác dụng lên một vật rắn cân bằng cùng nằm trong mặt phẳng 

và không song song nhau thì ba lực phải đồng qui. 

Chứng minh :   

Giả sử, một vật rắn chịu tác dụng của ba lực 1F  , 

,2F 3F  cân bằng. Theo giả thuyết hai lực 1F  , 2F  cùng nằm 

trong mặt phẳng và không song song nên phương tác dụng 

của chúng giao nhau tại một điểm O chẳng hạn. Ta sẽ 

chứng minh 3F  cũng qua O. 

 Thật vây, theo tiên đề 3 hai lực 1F  , 2F  có hợp lực R  đặt tại O : 

R  = F1  + 2F  

vì     ( F  , F1 2 , 3F  ) ~ 0 nên ( R , 3F ) ~ 0. 

1F  

2F  3F  

R  

Hình 8 

Theo tiên đề 1, hai lực cân bằng nhau thì chúng có cùng phương tác dụng. Vậy đường 

tác dụng của lực 3F  phải qua O (hình 8). 
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2.4 Tiên đề 4 :  ( Tiên đề tác dụng và phản tác dụng) 

 Ứng với mỗi lực tác dụng của vật này lên vật khác, 

bao giờ cũng có phản lực tác dụng cùng trị số, cùng 

phương tác dụng, nhưng ngược chiều nhau. 

 Giả sử một vật B tác dụng lên vật A một lực F  thì 

ngược lại vật A tác dụng lên vật B lực F = - F . Hai lực 

này có trị số bằng nhau, ngược chiều nhau, nhưng không 

cân bằng vì chúng đặt lên hai vật khác nhau ( hình 9 ). 

1F  

3F  

B 

A

Hình 9 

2.5 Tiên đề 5 :  (Nguyên lý hoá rắn) 

 Nếu dưới tác dụng của hệ lực nào đó một vật biến dạng. Nhờ tiên đề này khi 

một vật biến dạng đã cân bằng dưới tác dụng của một hệ lực đã cho, ta có thể xem vật 

đó như vật rắn để khảo sát điều kiện cân bằng.  

2.6 Tiên đề 6 : (Tiên đề giải phóng liên kết) 

 Một vật rắn từ vị trí này đến vị trí đang xét có thể thực hiện di chuyển về mọi 

phía gọi là vật tự do. Ví dụ một quả bóng đang bay. Nhưng thực tế, phần lớn các vật 

khảo sát đều ở trạng thái không tự do nghĩa là một số di chuyển của vật bị vật khác cản 

lại. Những vật như vậy gọi là vật không tự do hay vật chịu liên kết. Tất cả những đối 

tượng ngăn cản di chuyển của vật khảo sát gọi là các liên 

kết. 

Ví dụ : Hộp phấn để trên mặt bàn, mặt bàn ngăn cản hộp 

phấn di chuyển xuống phía dưới. (Hình 10) 

 Hộp phấn là vật chịu liên kết còn mặt bàn là vật 

gây liên kết. 

Theo tiên đề 4 thì vật chịu liên kết tác dụng lên vật 

gây liên kết một lực, ngược lại vật gây liên kết tác dụng 

lên vật chịu liên kết một lực. Chính lực này ngăn cản chuyển động của vật, ta gọi phản 

lực liên kết. Ví dụ trên hình 10, lực N  là phản lực liên kết của mặt bàn tác dụng lên 

hộp phấn nhằm ngăn cản hộp phấn di chuyển xuống phía dưới. 

N  

P  

Hình 10 

Ta nhận thấy, phản lực liên kết là lực thụ động, sẽ có chiều ngược với chiều mà 

vật khảo sát muốn di chuyển bị liên kết ngăn cản lại. Theo một phương nào đó, không 

bị liên kết ngăn cản thì theo phương đó thành phần phản lực liên kết bằng không. 
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2. Một số liên kết thường gặp :  

a) Liên kết tựa :  

ặt nhẵn (hình 11a) hay giá tựa con lăn (hình 11b) theo phương 

phá

Vật tựa trên m

p tuyến mặt trụ, vật khảo sát bị cản trở  bởi phản lực N  theo hướng đó. Còn 

thanh tựa lên điểm nhọn C (hình 11c) thì phản lực N sẽ vuông góc với thanh. 

b) Liên kết bản lề :  

N  

Hình 11

a) b)

NN  

c) 

- Bản lề trụ : (Hình 12) 

Vậ ương nào vuông góc với trục u bị ngăn cản, nên 

ph

ầu

t di chuyển theo ph  bản lề đề

ản lực AR  có phương vuông góc với trục bản lề. 

- Bản lề c  : (Hình 13)Phản lực R  có phương bất kỳ và qua tâm O của bản lề vì 

 hướng dây kéo căng thì vật bị cản trở, nên 

 hướng dọc dây ra phía 

chuyển động của vật theo hướng nào cũng bị ngăn cản. 

c) Liên kết dây mềm : 

Theo

phản lực của dây là 1T ,  2T

ngoài vật. (Hình 14) 
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R
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d) Liên kết thanh : 

Dầm AB chịu liên kết thanh CD với bản 

ực tác 

dụ

lề C và D. Trên thanh CD không có l

ng và bỏ qua trọng lượng thanh thì phản 

lực R  của thanh hướng dọc thanh (hình 15). 

 Để chứng minh điều này, ta tách thanh 

CD ra khảo sát và áp dụng tiên đề một thì 

p ản lực CRh  phải qua bản lề D. Đối với thanh c

 Trong tĩnh học, bài toán xác định phản lự

chiều, trị s  phản lực được xác định cụ thể tuỳ theo từng bài toán nhờ có tiên đề

ong ta cũng chứng minh như vậy. 

c là bài toán quan trọng. Ph ng 

ố  

t cân bằng có thể xem như một vật tự do cân bằng, nếu 

 các liên kết và thay vào đó các phản lực liên kết tương ứng của 

§3. LÝ THUYẾT VỀ MÔMEN LỰC 
3.1 Mômen của lực đối với một điểm : 

 Thực tế ch

ươ

giải phóng liên kết sau. 

3. Tiên đề 6 :  

 Một vật chịu liên kế

tưởng tượng bỏ

chúng. 

 

o ta thấy có một điểm cố định O, chịu tác dụng lực F  thì vật sẽ quay 

quanh điểm đó . Tác dụng của lực F  sẽlàm vật quay được xác định b i ba yếu tố : ở

- Phương mặt phẳng chứa lực F  và điểm O 

- Chiều quay của vật quanh ục đi qua O và vuông góc với mặt phẳng này. tr

- Tích số, trị số lực F  và chiều dài cánh tay F   đòn d của lực đối với điểm O (d 

là đoạn thẳng vuông góc kẻ từ điểm O đến đường tác dụng của lực F ). 

Từ đó ta suy ra định nghĩa sau : 

1. Định nghĩa :  Mômen lực F  đối với điểm O là một véctơ ặt  đ tại điểm O có 

ph hứa lực ương vuông góc với mặt phẳng c F  và điểm O, có chiều sao ta nhìn từ 

mút đến thấy lực F  hướng quanh O ngược chiều kim đồng hồ, có độ dài bằng tích 

trị số lực F  với cánh tay đòn của lực F  đối v i điểm O (hình 16). ớ

 

CR  P

Hình 15 B

D 

A
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2. Biểu thức véctơ ômen của lực : m  

Từ định nghĩa trên, ta có trị số 

mômen của lực đối với điểm 

O là : 

OABdtdFFM O ∆== 2.)(  

(Trong đó F.d bằng hai lần 

diện tích tam giác OAB, chỉ 

tính trị số mà không kể đơn 

vị). 

Nếu ta gọi véctơ OAr =  là 

véc tơ bán kính điểm đặt A của lực F  cà xác định véctơ Fr ∧  rồi so sánh với 

véctơ mômen lực F  đói với điểm O là  

FrFM O ∧)   (1.4) 

m

 đ

Chọn hệ trục Oxyz, ta gọi các hình chiếu l

=(

Véctơ mômen của lực đối với một điể  bằng tích véctơ giữa véctơ bán kính điểm 

đặt của lực với lực ó. 

ực F  là X, Y, Z và hình chiếu của véctơ 

r  là x, y, z (x, y, z cũng là toạ độ điểm A). Do đó ta có :  

ZYX
zyFrFM O x
kji

Trong đó , 

=∧=)(  

i j , k  là véctơ đơn vị trên các trục toạ độ x, y, z. 

Từ đó, ta suy ra hình chiếu véctơ mômen của lực F  là : 

ZyyZFM Ox −=)(  

xZzXFM −=)(Oy  

yXxYFM −=)(Oz  

Nếu biết các hình chiếu này, véctơ mômen )(FM O  hoàn toàn xác định. Trong 

trường hợp các lực tác dụng lên vật cùng trong m ng, ta coi mặt phẳng 

chứa lực 

ột mặt phẳ

F  và điểm O đã được xác định. Vì vậy ômen lực  m F  đối với điểm O 

(1.5) 

x

y

z

O

B 

A

d

F

)(FM O

Hình 16 
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ơ bản-Hệ tiên đề tĩnh học                                    Trang 10 

trong mặt phẳng ấy là lượng đại số bằng cộn  trừ tích số trị số lực g hoặc F  với 

chiều dài cánh tay đòn lực F  đối với điểm O. 

Ta kí hiệu :     

dFFM O .)( ±=   (1.6) 

Lấy dấu cộng khi lực F  h ớng quanh O ngư ược chiều kim đồng hồ và d u trừ 

p ngược lại (Hình 17 a,b) 

Đơn vị

- Mômen c c trên phương 

tác dụ

ối với điểm O b ương tác dụng của lực qua 

ấ

trong trường hợ

 tính là : N/m 

ủa lực đối với một điểm không thay đổi khi ta trượt lự

ng của nó. 

- Mômen của lực đ ằng không khi ph

O. Lúc này, tác dụng của lực F  không làm vật quay, chỉ gây ra phản lực tại 

điểm O. 

3.2 ôM men của lực đối với trục : 

 

đối vớ trục đặt 

 

Mômen của lực 

i một 

trưng tác dụng quay k khi 

lực tác dụng lên vật làm 

vật quay quanh trục đó. 

(hình 18) 

 Thật vậy, giả sử 

có lực F  tác dụng lên vật 

có thể quay quanh trục z, 

n  với z, 

ta phân lực này ra hai 

thành ph  là 1F  vuông gócầ 1F  song song với trục z theo quy tắc hình  

O

B

d 

A
F  

B

d

F
A

O

dFFM O .)( += dFFM O .)( +=  

a) b

Hình 17

z

F

F  

2F  1F  

O A
h

π

Hình 18 Hình 19
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bình hành. Ta nhận thấy chỉ có thành phần 1F  gây ra tác dụng qu  quanh trục z. Vì 

y, ta có định nghĩa sau : 

ay

vậ

1. Định nghĩa :  Mômen lực F  đối với trục z là lượng đại số bằng mômen của 1F  nằm 

trong mặt phẳng vuông góc với trục z lấy đối với giao điểm của trục và mặt phẳng ấy. 

(hình 19) 

Ta kí hiệu mômen lực F  đối với trục z là  

hFFMFM Oz .)()( 1±==  

của trục z xuống mặt phẳng (π) thấy lực F  Ta lấy dấu cộng, nếu nhìn từ chiều dương 

hướng quanh trục z ngược chiều kim đồng hồ, lấy dấu t  với chiều ngược lại. rừ

2. Trường hợp đặc biệt :

Nếu lực F  song song với trục z 

thì 1F  = 0 hay lực F  cắt trục z thì 

=

hấy lực 

h = 0 (hình 20) và lúc đó : 

0)(FM z  

Trong trường hợp này, ta t

F  và trục z ở trong cùng mặt 

m

phẳng. Như vậy, mômen của lực đ

ặt phẳng. 

ối với trục bằng 0 khi lực và trục cùng trong một 

3.3 Định lý liên hệ mômen lực đối với một điểm và mômen lực đối với trục :

 Giả sử cho một lực F , một trục z và điểm O nằm trên trục z (hình 21). Ta lấy 

mômen của lực F  đối với trục z và điểm O giữa hai đại lượng đó có sự liên hệ nhau 

 M

i với điểm bất kỳ nằm trên trục ấy, nghĩa là : 

bởi định lý sau : 

 Định lý : ômen lực đối với một trục bằng hình chiếu lên trục đó của véctơ 

mômen lực lấy đố

[ ])()( FMHCFM Ozz =   (1.8) 

( hình chiếu lên trục z viết tắt là HCz ) 

Chứng minh : Trên hình 21 ta thấy : 

OabdthFFM z ∆== 2)( 1  

F  

F

1F  
O a b 

A 

Hình 20

B 
z z 

O
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Ta cần chứng minh hình chiếu véctơ 

mômen )(FM O  lên trục z  cũng có 

giá trị đó. Th  vậy, ta gọi γ là góc 

giữa trục và véctơ )(FM O

ật

, thì: 

[ ])(FMHC Oz =

γγ cos.OAB2cos.cos. dFM O dt∆ γ==
 

Nhưng góc γ cũng chính là góc giữ AB và tam giác Oab (vì a hai mặt phẳng tam giác O

trục z và véctơ )(FM O  tương ứng vuông góc với các mặt phẳng đó). Vì vậy, theo định 

lý hình chiếu diệ thì : 

O

B

A 

a 

bh
d

z 

π

F

1F
O

)(FM O

γ 

Hình 21

n tích 
OabdtOABdt ∆=∆ γcos.  

cho nên :  

[ ])()( FMHCFM Ozz =  

Định lý đã được chứng minh. 

iễn mômen lực đối với một trục bằng giải tích : Từ định lý trên, ta có thể biểu d

[ ] ZyyZFMHCFM Oxx −== )()(  

[ ] xZzXFMHCFM Oyy −== )()(  

[ ] yXxYFMHCFM Ozz −== )()(  

Nhờ định lý này ta có thể chuyển việc tìm mômen của lực i với một điểm về tính 

chịu lực tác 

tay đòn của các lực là : 

(1.9) 

đố

mômen của lực đối với một trục. 

Sau đây ta làm một ví dụ : 

Ví dụ 1: Cho một thanh L 

dụng bởi lực 1F  và 2F  như hình 22. 

Biết OA= 4m, OC = 6m, α = 300, F1 = 

20 N, F2 = 16 N. Tìm mômen các lực 

đối với điểm O. 

Giải : 

H

CO
B 

h2
h1

α 

Hình 22 

2F

1F

Ta tìm 

h1 = OA = 4m. 
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h2 = Ocsinα = 6xl/2 = 3m. 

Ta tính : 

NmhFFmO )( 1 = 804.2011 =−=−  

NmhFFmO 483.16)( 222 +=+=−=  

Ví dụ 2 : Tìm mômen lực F  tác dụng lên tấm 

 mômen lự

chữ nhật ABCD có cạnh a, b, đối với trục toạ 

độ x, y, z (Hình 23) 

Giải : 

Để tìm c F  đối với trục x ta chiếu 

lên mặt phẳng vuông góc với trục x. Vì lực F  

nằm trong mặt phẳng này, nên cũng bằng chín  

nó. Vậy : 

h

α+= sin...)()( aFhFFmFm Dx +==  

Ở đây ta lấy dấu cộng, vì nhìn từ chiều dương trục x đến thấ ực 

x

z

y
A

F  
1  

2F  
1'F F

B 

C D

a 

α 

Hình 23 

b 

y l F  hướng quanh trục 

x ngược chiều kim đồng hồ, còn h = DH =  DCsinα  = a.sinα 

 Tìm mômen lực F  đối với trục y, ta chiếu lực F lên mặt phẳng A vuông góc 

ới trụv c y là '1F , cánh ta đòn lực '1Fy  đối với điểm A là b. Theo hình vẽ ta có : 

αsin.)'()')'( 111 bFFmFmFm By −=== (A  

( Vì F1’ = F1.sinα ) 

Ta lấy dấu trừ vì lực thuận chiều kim đồng hồ khi ta 

nhìn từ đến

'1F  hướng quanh trục y 

 chiều dương của trục . 

 Tương tự ta có : 

αcos.)()( 2 bFFmFm Az −==  
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§4. LÝ THUYẾT VỀ NGẪU LỰC 
4.1. Khái niệm về ngẫu lực :  

1. Định nghĩa :  Ngẫu lực là hệ hai lực có phương tác 

c. 

dụng song song nhau, ngược chiều và có cùng trị số. 

Ví dụ : Trên hình 24, 1F , 2F  tạo thành một ngẫu lự

Một ngẫu lực không có ợp l c vì : 021 =+= FFR h ự  

nghĩa là ta không thể thay thế một n ộ

lực được. Tác dụng của ngẫu lực lên vật làm vật quay 

và được xác định bằng ba yếu tố:  

 - Mặt phẳng tác dụng ngẫu lự

gẫu lực bằng m t 

c, nghĩa là mặt phẳng chứa hai lực  của 

hiều quay của ngẫu lực, nghĩa là chiều đi vòng theo chiều các lực 

, ngược lại 

en ngẫu lực, kí hiệu m. m = F1.d 

ch giữa hai phương tác dụng các 

ằng N, chiều dài cánh tay đòn d tính bằng m thì mômen tính bằng 

ểu diễn ngẫu lực với ba đặc trưng ở trên, người ta dùng khái niệm véctơ 

ư u : 

ng tác 

 cho khi ta nhìn từ mút 

ố mômen 

1F , 2F

ngẫu. 

 - C

m 

1F  

2F
B 

Hình 24 

A 

Ta quy ước, chiều quay là dương nếu nó quay ngược chiều kim đồng hồ

chiều quay âm. 

 - Trị số môm

 d – Gọi là cánh tay đòn ngẫu lực, là khoảng cá

lực của ngẫu. 

Nếu lực tính b

Nm. 

Để bi

mômen của ngẫu (kí hiệu : m ) 

Véctơ này được xác định nh  sa

-    Phương vuông góc với mặt phẳ

dụng của ngẫu. 

-  Có chiều sao

véctơ đến gốc thấy chiều quay của ngẫu 

lực ngược chiều kim đồng hồ. 

-    Còn độ dài biểu diễn trị s
'F

A B d 
F

Hình 25

m

ngẫu lực (hình 25) 
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Trường hợp mặt phẳng ngẫu lực được xác định thì ngẫu lực được biểu diễn bằng 

mômen đại số : 

  (1.10) dFm .±=

Ta lấy dấu cộng khi chiều 

quay của ngẫu lực là dương 

và dấu trừ khi chiều quay của 

ngẫu là âm (hình 26) 

Chú ý : * Về mặt toán học ta có thể biểu diễn véctơ mômen của ngẫu là : 

FBAm ∧=  

trong đó A, B là điểm đặt của lực F  và 'F  của ngẫu. 

Hình 26

'F

'F

F

F

Thật vậy, nếu ta so sánh thì hai véctơ đó có cùng phương, cùng chiều và trị số bằng 

nhau. 

 * Trị số mômen của ngẫu là :  

ABCdtdFm ∆== 2.  

(Ở đây chỉ tính về trị số, mà không kể đơn vị) 

2. Các tính chất tương đương của ngẫu lực : 

Qua thực nghiệm và ta có thể chứng minh được là tác dụng một ngẫu lên một 

vật rắn không thay đổi nếu : 

- Ta dời ngẫu lực trong mặt phẳng tác dụng của ngẫu hoặc dời trong những mặt 

phẳng song song với mặt phẳng tác dụng ngẫu lực. 

- Ta có thể thay đổi chiều dài cánh tay đòn và trị số của lực. 

Từ đó, ta đi đến một kết luận tổng quát là : 

Hai ngẫu lực có véctơ mômen bằng nhau thì tương đương nhau. Vì vậy người ta 

gọi véctơ mômen của ngẫu là véctơ tự do. Đối với vật rắn có những ngẫu lực tác 

dụng, ta sẽ áp dụng định lý hợp hệ ngẫu lực sau đây : 

4.2 Định lý :  Hợp hệ ngẫu lực tác dụng lên một vật rắn, ta được một ngẫu lực 

tổng cộng, có véctơ mômen bằng tổng hình học véctơ mômen các ngẫu lực thành 

phần. 
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Chứng minh :  

Để chứng minh định lý này, 

trước tiên ta xét trường hợp hệ 

hai ngẫu lực tác dụng lên vật rắn 

là  và )',( 11 FF )',( 22 FF  có mặt 

phẳng tác dụng là (π1) và (π2) 

giao nhau theo đường AB (hình 

26b). 

Ta dời các ngẫu lực đó về 

cùng cánh tay đòn AB rồi lần 

lượt hợp các lực  và  được lực 1F 2F R , hợp lực 1'F  và 2'F  được lực 'R . Nhìn hình 

vẽ ta có : 

Hình 26b

1F

2F
1m

'R1'F

1m

1m

21'F

R

⎩
⎨
⎧

+=
+=

2
'

1
'

21

' FFR
FFR  vì  nên 

22

1
'

' FF
FF
−=
−=

RR −='  

Như vậy, lực R  và 'R  tạo nên một ngẫu lực với véctơ mômen là  M  Ta tìm véctơ 

mômen ngẫu lực này. 

 Theo công thức (1.11) ta có : 

2121 )( FBAFBAFFBARBAM ∧+∧=+∧=∧=  

Nhưng :  11 mFBA =∧ , còn 22 mFBA =∧  

Do đó :    21 mmM +=  

Nghĩa là véctơ M biểu diễn bằng đường chéo hình bình hành mà các cạnh là các véctơ 

mômen các ngẫu lực thành phần. Đối với 2 ngẫu lực ta chứng minh xong. 

 Nếu một hệ ngẫu lực tác dụng lên vật rắn với các véctơ mômen là 

 thì ta cũng tiến hành tương tự như trên, lần lượt hợp hai ngẫu lực một 

với nhau. Cuối cùng ta được ngẫu lực tổng cộng với véctơ mômen là : 

nmmmm ,....,, 321

∑=++++= kn mmmmmM ...321   (1.13) 

  Nếu các ngẫu lực cùng nằm trong mặt phẳng thì mômen ngẫu lực tổng cộng 

bằng tổng đại số mômen ngẫu lực thành phần : 

∑= kmM   (1.13’) 
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 Để thuận tiện cho việc tính toán, véctơ mômen ngẫu lực tổng cộng M  có thể 

tìm bằng phương pháp giải tích nhờ định lý hình chiếu véctơ lên một trục là: 

∑= kxx mM ,  ∑= kyy mM ,  ∑= kzz mM  

 Đó là các hình chiếu của véctơ M  lên các trục toạ độ x, y, z. Trị số của M là: 

zyx MMMM 222 ++=  
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CHƯƠNG II 

LÝ THUYẾT HỆ LỰC 
Bây giờ, ta sẽ áp dụng các lý luận ở trên để nghiên cứu cho hệ lực. Để khảo sát một hệ 

lực ta tiến hành hai bước sau : 

- Thu gọn hệ lực  

- Tìm điều kiện cân bằng của hệ lực  

Trước khi thu gọn, ta phải nắm vững hai đặc trưng hình học cơ bản của hệ lực. 
 

§1. HAI ĐẶC TRƯNG HÌNH HỌC CƠ BẢN CỦA HỆ LỰC 
1.1 Véctơ chính của hệ lực : 

1. Định nghĩa :  Giả sử cho một hệ lực 

nFFFF ,...,,, 321  tác dụng lên vật rắn, ta định 

nghĩa véctơ chính của hệ lực như sau : 

 Véctơ chính của hệ lực là một véctơ 

bằng tổng hình học véctơ các lực thành 

phần của hệ lực đó. Ta gọi 'R  là véctơ 

chính của hệ lực, thì : 

∑
=

=
n

k
kFR

1
'   (2.1) 

nF
Hình 27 

1F

2F

y 

x 

z 

O 

2. Phương pháp xác định véctơ chính : 

Nếu chiếu đẳng thức véctơ (2.1) lên các trục toạ độ Đề-các vuông góc x, y, z ta 

được : 

∑ ∑
∑∑

∑ ∑

==
==
==

kkzz

kkyy

kkxx

ZFR
YFR
XFR

'
'
'

 (2.2) 

Trong đó , ,  là các hình chiếu véctơ xR' yR' zR' 'R , còn , Y ,  là hình chiếu lực kX k kZ

kF  lên các trục toạ độ x, y, z. 

Từ công thức (2.2) ta tìm trị số, phương chiều của véctơ chính  'R  như sau : 

( ) ( ) ( )222' ∑∑∑ ++= kkk ZYXR   (2.3) 
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R
R

Rx x=),cos( , 
R
R

Rx y=),cos( , 
R
RRx z=),cos(  

Đặc biệt nếu các lực nFFFF ,...,,, 321  là hệ lực phẳng, các lực nằm trong cùng mặt 

phẳng thì véctơ chính chỉ có hai hình chiếu : 

∑= kx XR' , ∑= ky YR'   (2.4) 

và    ( ) ( )22' ∑∑ += kk YXR    

b. Phương pháp hình học :

 Phương pháp này chỉ dùng cho hệ lực phẳng, còn hệ lực không gian, đa giác lực 

là đa giác ghềnh, ta khó xác định đựoc. 

 Thật vậy, cho một hệ lực ( nFFFF ,...,,, 321 ) tác dụng lên vật rắn. Từ điểm O bật 

kỳ (hình 28) ta lần lượt vẽ các véctơ : 

1FOa = , 2Fab = , ..., nFde =  

Nối Oe ta được véctơ chính 'R  của hệ 

lực : 

de+...abOaOeR ++=='

+++= nFFFR

 

∑= kF...' 21  

Đa giác Oab,..,de là đa giác lực, véctơ 

Oe  đóng kín đa giác lực là véctơ chính. 

 Nếu véctơ chính bằng không, tức là 0'=R , thì điểm e trên đa giác lực sẽ trùng 

với điểm O. Ta gọi đa giác lực tự đóng kín. 

2F  

1F
3F  

c
da

'R  O e
Hình 28

1.2 Mômen chính của hệ lực : 

1. Định nghĩa :   Mômen chính của hệ lực đối với một tâm là tổng mômen các lực 

thành phần của hệ lực đối với cùng tâm ấy. 

2. Biểu thức và cách xác định :  Đối với hệ lực không gian bất kỳ, mômen chính đối 

với tâm O là véctơ, kí hiệu OM . Theo định nghĩa ta có : 

∑= )( kOO FmM   (2.5) 

Trong hệ lực phẳng mômen chính biểu diễn bằng mômen đại số : 

∑= )( kO FmM   (2.6) 
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Véctơ mômen chính được xác định bằng các hình chiếu sau đây : 

( )[ ] ( )
( )[ ] (
( )[ ] ( )∑ ∑

∑ ∑
∑

)
∑

==
==
==

kzkOzOz

kykOyOy

kxkOxOx

FmFmHCM
FmFmHCM
FmFmHCM

 (2.7) 

Trị số mômen chính là : 

OzOyOxO MMMM 222 ++=  
 

§2. HỆ LỰC THU GỌN 

2.1 Thu gọn hệ lực về một tâm : 

Để thu gọn hệ lực về một tâm ta dựa vào định lý dời lực song song. 

1. Định lý :  Dời song song một hệ lực tới một điểm khác, để cho tác dụng của lực 

không đổi, ta thêm vào một ngẫu lực phụ có véctơ mômen của lực đặt ở điểm cũ đối 

với điểm mà lực dời đến. 

Chứng minh :  Giả sử ta có lực F  

đặt tại A. Tại điểm O ta đặt thêm 

hai lực cân bằng là 'F "F và  sao 

cho "' FFF −==  theo tiên đề 2 ta 

có : )F,",'(~ FFFA , nhưng 

)",( FF  tạo thành một ngẫu lực có 

véctơ mômen m )(FmOO =   

'F F'F

''F

FOm Om  

Hình 29 

AA O O

Nói cách khác là lực F  đặt tại A tương đương với lực FF ='  đặt tại và ngẫu lực 

Om . Véctơ mômen này vuông góc với lực F  cũng vuông góc với lực F . Từ đó ta 

có : 

Định lý đảo:   Một lực 'F  đặt tại O và một ngẫu lực có véctơ mômen  vuông 

góc với lực 

m

'F  thì tương đương với lực F  đặt tại điểm khác với 'FF = . 

Chứng minh :  Thật vậy, từ ngẫu lực m  ta phân ra hai lực thành phần F và "F  

sao cho có véctơ mômen bằng m  và "' FFF −== . Theo tiên đề 1 lực 'F và "F cân 

bằng nhau, theo tiên đề 2 ta có thể bỏ đi và hệ lực bây giờ còn một lực F  đặt tại A. 

Tất nhiên khi đó khoảng cách : 
F
mOAd ==  . 
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Ví dụ :  Khi ta xách một thùng nước trọng 

lượng P đặt tại điểm A với một lực F  có trị 

số là F = P. Bây giờ ta xách thùng nước tại 

điểm O ở mép thùng nước ở trạng thái như 

cũ thì tay ta phải tạo ra một ngẫu lực nữa có 

mômen : 

)(Fmm OO = dF. về trị số OAFmO . ==  

2. Phương pháp thu gọn hệ lực về một tâm :

Cho hệ lực bất kỳ nFFFF ,...,,, 321 . 

Hãy thu gọn hệ lực đó về tâm O tuỳ 

ý. Áp dụng định lý dời trục song 

song, lần lượt ta dời từng lực về O. 

Khi đó tại O ta được hệ lực đồng qui 

là nFFFF ,...,,, 321  và hệ ngẫu lực có 

véctơ mômen là nmmmm ,...,,, 321 . 

Theo tiên đề 3 hợp hệ lực đồng qui 

trên ta được một hệ lực kí hiệu OR'  

đặt tại O véctơ bằng véctơ chính của hệ lực đã cho là : 

'FF

Om  
A A

P Hình 30 P

Hình 31

z 

x

y

nF '

1'F

2'F

nm

2m

1m

nF

2F

1F

O

'' RFFR kkO === ∑∑   (2.8) 

 Hợp các ngẫu lực nmmmm ,...,,, 321  ta được ngẫu lực tổng cộng có véctơ mômen 

là : 

nkO mmmmM +++== ∑ ...21  

Theo định lý dời lực song song thì : 

)( 11 Fmm O= ,  )( 22 Fmm O= ,....,  )( nOn Fmm =  

Nên :  )(...)()( 21 nOOOO FmFmFmM +++=  

Hay :  ∑= )( kOO FmM   (2.9) 

 Như vậy ngẫu lực tổng cộng thu về O có véctơ mômen bằng mômen chính của 

hệ lực đối với tâm thu gọn. từ đó ta đi đến kết luận : 
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 Thu gọn một hệ lực bất kỳ về một tâm O nào đó, ta được một lực và một ngẫu 

lực. Lực đặt tại tâm thu gọn có véctơ bằng véctơ chính của hệ lực còn ngẫu lực có 

véctơ mômen bằng mômen chính của hệ lực đối với tâm thu gọn đó. 

 Từ kết quả trên xác định tác dụng của một hệ lực lên vật rắn ta chỉ cần xác định 

véctơ chính và mômen chính của hệ lực đối với tâm thu gọn. 

3. Các bất biến của hệ lực : 

 Với môt hệ lực đã cho thì ta thấy dễ dàng là 

véctơ chính của hệ lực ∑= FR k'  không thay 

đổi khi tâm thu gọn O thay đổi. Nhưng mômen 

chính của hệ lực nói chung là thay đổi khi tâm 

thu gọn thay đổi. 

 Thật vậy, giả sử khi ta thu gọn hệ lực đã 

cho : ),...,2,1( nkFk =  về tâm O nào đó thì được 

một lực bằng véctơ chính 'R  đặt tại O và một 

ngẫu lực có mômen bằng mômen chính của hệ lực đối với tâm O là OM . Như ta đã 

biết : 

Hình 32 

O

Ak

O 

φ

'r  

kr  

kr '

φ’ OM

'R

OM

OM

'OM

)'(RmO

kF  

OM

∑= kFR'  và ∑= )( kOO FmM  

 Bây giờ ta chọn tâm thu gọn khác là O’, giả sử lực kF  đặt tại điểm Ak, có véctơ 

bán kính đối với điểm O và O’ là kr  và kr '  còn véctơ '  ta gọi OO 'r  (Hình 32). 

Dễ dàng, tam giác AkOO’ ta có : 

kk rrr += ''  

Như vậy, mômen lực kF  đối với điểm O và O’ sẽ là : 

( ) kkkkkkkkO FrFrFrrFrFm ∧+∧=∧+=∧= ''')('  

Như ta đã biết  m kkkO FrF ∧=)('  và kkOkO FrFmFm ∧+= ')()('  

Cộng mômen của lực ),...,2,1( nkFk =  đối với tâm O’ ta được mômen chính OM '  

của hệ lực đã cho đối với tâm đó là : 

)'()'()()(
1

'' kOkkO

n

k
kOO FrMFrFmFmM ∧+=∧+== ∑∑ ∑∑

=
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Ta biến đổi số hạng :  ''')'( RrFrFr kk ∧=∧=∧ ∑∑  

Nhưng tích véctơ ∑∧ kFr '  là mômen véctơ chính 'R  đặt tại O lấy đối với O’, 

nghĩa là :   

)'('' ' RmRr O=∧  

Do đó, đẳng thức trên có thể viết : 

)'('' RmMM OOO +=   (2.8) 

hay :        )'('' RmMM OOO =−     (2.8’) 

Như vậy, biến thiên mômen chính của hệ lực khi tâm quay thu gọn thay đổi 

bằng mômen véctơ chính đặt tại tâm cũ đối với tâm mới. 

Ta nhận đẳng thức (2.8’) với véctơ chính 'R , nhưng 'R  vuông góc với véctơ  

)(' RmO  nên : 0').(' =RRmO . Do đó :  0' =− OO MM  

hay :   ϕϕ cos.'cos.' OO MM =   (2.9) 

trong đó góc φ và φ’ là góc tương ứng giữa véctơ OM  và 'OM  với véctơ chính 'R .  

 Từ đó suy ra : Hình chiếu mômen chính của hệ lực đã cho đối với tâm thu gọn 

bất kỳ, lên phương véctơ chính là không đổi không phụ thuộc việc chọn tâm đó. 

2.2 Các dạng chuẩn – Định lý VARIGNON : 

Từ kết quả thu gọn trên, có thể đưa đến các dạng chuẩn sau đây : 

 1. Nếu 'R  = 0 và OM  = 0, nghĩa là véctơ chính bằng không mômen chính khác 

không thì hệ lực thu về ngẫu lực.  

 2. Nếu 'R = 0 và OM ≠ 0, nghĩa là véctơ chính bằng không và mômen chính 

khác không thì hệ thu về ngẫu lực. 

 3. Nếu 'R ≠ 0 và 'R . OM = 0 trong trường hợp này lực có thể thu về một lực. 

Nghĩa là có hợp lực. 

  Khi OM  = 0 thì hợp lực qua tâm. 

  Khi OM  ≠ 0 hợp lực không qua tâm O 

vì  'R . OM = 0 nghĩa là véctơ mômen chính và véctơ chính vuông góc nhau (hình 

33) 
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Áp dụng định lý đảo, dời lực song song, ta phân 

tích ngẫu lực OM  ra hai lực R  và 'R  sao cho 

'RRR O −== . Bây giờ hệ có ba lực nhưng hai 

lực OR  và "R cân bằng nên ta bỏ đi chỉ còn lực 

R  qua O’. Lực R hính là hợp lực của hệ lực đã 

cho. Đoạn d được xác định như sau : 

 c

R
M

d O= M O ( )(RmO= ) 

 4. Nếu 'R . OM ≠ 0 nghĩa là véctơ chính và 

mômen chính đều khác không và không vuông 

góc nhau. 

ROR'  

O O’

OM

"R  Hình 33 

Đặc biệt khi 'R  và OM  cùng phương cùng 

chiều gọi là vít thuận (hoặc đinh ốc). 

Vật tự do dưới tác dụng của hệ lực này có 

chuyển động như chuyển động đinh ốc.  Đường thẳng ∆ mà véctơ OR'  và OM  nằm 

trên đó gọi là trục vít. (Hình 34) 

 Nếu R O'  và OM   ngược chiều ta được vít ngược (đinh ốc ngược). 

Hình 34 

O

OR'

OM

∆ ∆

OM

OR'

O

 Trường hợp OR'  và OM  làm thành góc α bất kỳ (α ≠ 0, α ≠ 180) ta đưa về hệ 

vít, nhưng trục vít không qua O và O’. Lực của hệ vít này xác định bằng véctơ 

chính 'R  của hệ lực, còn ngẫu lực xác định bằng hình chiếu véctơ mômen chính lên 

véctơ chính của hệ lực đó. 

 Khi hệ có hợp lực, ta có định lý VARIGNON như sau : 

Định lý:  Mômen hợp lực của hệ lực đối với một điểm (hay trục) nào đó bằng 

tổng mômen các lực thành phần của hệ lực đối với cùng điểm (hay trục) đó. 

Chứng minh :  Giả sử cho hệ lực ( nFFFF ,...,,, 321 ) tác dụng lên vật rắn. Hệ lực 

này thu về O’ được hợp lực là R . Bây giờ ta lấy điểm A bất kỳ làm tâm thu gọn và 

gọi M A'  là mômen chính của hệ lực đã cho đối với điểm A. 
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Dùng công thức biến thiên mômen chính (2.3) ta 

có : 

)(RA' mMM OA +==  

Nhưng 'OM  = 0 nên : 

)(RmM AA =  

Mặt khác, theo định nghĩa mômen chính của hệ 

lực đối với tâm A bằng tổng mômen các lực thành phần của hệ lực đã cho đối với 

cùng tâm ấy, nghĩa là: 

∑= )( AAA FmM  

Hình 35 

R'R  

AM

A O’ 

Do đó :   ∑= )()( kAA FmRm       (2.10) 

Tương tự đối với một trục toạ độ như trục z chẳng hạn, ta có : 

∑= )()( kzz FmRm   (2.11) 

Như vậy định lý đã được chứng minh. 

Chú ý :  Đối với hệ lực phẳng chỉ xảy ra một trong ba trường hợp đầu. Hệ lực 

phẳng không bao giờ xảy ra chuyển động đinh ốc.  

Sau đây ta sẽ làm hàm một số ví dụ về thu gọn hệ lực  

Ví dụ 1: 

Cho một dầm 

công xôn AB = 4 

m chịu lực P = 60 

N tác dụng và lực 

phân bố đều q = 

10 N/m tác dụng 

ở phần OB. Hãy 

thu gọn hệ lực trên về tiết diện m-m của dầm (Hình 36) 

 

Giải : 

m 

2m 2m

B 
A 

g 
1Q  

P
300

Hình 36 

C 

Trước hết ta thay lực phân bố đều q bằng lực tập trung : 

Q1 = q.CB = 10.2 = 20N. 
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Thu gọn hai lực 1,QP  về tiết diện m-m, ta được lực 'R  có hai thành phần thẳng 

đứng là Q và thành phần nằm ngang là N. Trong sức bền lực Q  gọi là lực cắt, còn 

lực N  gọi là lực kéo (hoặc nén). Còn tại tiết diện đó. 

N = -P.cos300  = 330  N 

Q = Q1 + P.sin300 =20 + 60.1/2 = 50 N 

M = - Q1.1- P.2.sin300 = -20-60.2.1/2 = -80 Nm 

Ví dụ 2:

Cho một lang trụ tam giác 

có cạnh OA = 2, OK = 20 cm, 

góc α=300
. theo các cạnh của 

lăng trụ có các lực tác dụng là : 

P1 = 400 N, P3 = 150 N 

P2 = P5 = 100 N, P4 = 50 N 

Hãy thu gọn hệ lực trên về mặt 

chuẩn. 

Giải : 

Ta chọn hệ trục Oxyz như hình vẽ. Tìm hình chiếu véctơ chính lên các trục tọa độ. 

Hình 38 

y 

x 
B 

R  
2P

z 
K 

C 

4P 5P

3P

α 

D 

A 

1P  

0'R  

H α 
OM  

O 

0
2
1.40050150sin

320030cos400cos
0

43

0
1

52

=−+=−+==

====
=−==

∑
∑

∑

α

α

PPPZR

PYR
PPXR

kz

ky

kx

 

Như vậy véctơ chính hướng theo trục y có trị số bằng 3200 . 

Bây giờ ta tìm mômen chính ∑= )( kaO FmM  bằng các hình chiếu như sau : 

∑ == )()( 1PmFmM xkxOx  

Vì các lực 543 ,, PPP  cắt trục x, lực 2P  song song với trục x nên mômen các lực đó 

đối với trục x đều bằng không. 

NcmM

OKPOHPPmPmM

Ox

OxOx

32000
2
3.10.400

.cos.)()( 1111

−=−=

−=−=== α
 

Tương tự ta có : 
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NcmOAPPm

PmPmFmM

y

yykyOy

100020.50.)(

)()()(

44

42

−=−=−=

+== ∑  

Như vậy : 

)()()( 42 PmPmFmM yykyOy +== ∑ = 0 

Các lực 54321 ,,,, PPPPP  cắt trục z, lực 4P  song song với trục đó, nên mômen các lực 

đó đối với trục z đều bằng không. 

Vì vậy : 0)( == ∑ kzOz FmM  

Vì MOy = MOz = 0, còn MOx <0 nên mômen chính MO hướng ngược chiều với trục x 

và có trị số : 

32000222 =++= OzOyOxO MMMM Ncm 

NmM O 320=  

Trong trường hợp này hệ lực thu gọn về tâm O được một lực OR'  hướng theo trục y 

và một ngẫu lực hướng ngược chiều với trục x. Rõ ràng hai véctơ này vuông góc 

với nhau, nên hệ lực này cuối cùng thu về một hợp lực nằm trong mặt phẳng Oyz 

(vì lực OR'  nằm trong mặt phẳng này). Hợp lực OO RR '=  đặt tại O1 cách O một 

đoạn là : 

cm
R

M
d O 10

3200
32000

'
'

===  

Đoạn OO1 phải vuông góc với lực OR'  và véctơ OM . Như vậy O1 phải nằm trên trục 

z và hướng về phía nào để mômen hợp lực R  đối với O có véctơ trùng với véctơ 

OM . Vì OO1 = 10cm nên O1 trùng với điểm K. Điểm K trên hình 38 là điểm đặt của 

hợp lực R  hướng song song với trục y có trị số : 

R = R’O = 3200  N 

 

§3.  ĐIỀU KIỆN CÂN BẰNG VÀ HỆ PHƯƠNG 

TRÌNH CÂN BẰNG 
3.1 Điều kiện cân bằng và hệ phương trình cân bằng của hệ lực không gian : 
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1. Điều kiện cân bằng :   Điều kiện cần và đủ để một hệ lực không gian cân bằng là 

véctơ lực chính và véctơ mômen chính của hệ lực đối với tâm thu gọn nào đó đồng 

thời bằng không, tức là : 

0'=R  và 0=OM  

Chứng minh:  Điều kiện cần là hệ lực không gian cân bằng thì 0'=R  và 0=OM . 

Thật vậy, nếu 0'≠R , mà 0=OM thì hệ thu về ngẫu lực hoặc cả 0'≠R và 0≠OM  thì 

hệ thu về hệ vít hoặc hợp lực. Điều đó trái với giả thuyết, nghĩa là khi hệ lực cân 

bằng thì : 

0'=R  và 0=OM  

Còn điều kiện đủ là hiển nhiên trong trường hợp tổng quát hệ thu về tâm O 

được một lực và ngẫu lực. Nếu  0'=R  và 0=OM  hệ lực là cân bằng. 

2. Từ điều kiện cân bằng, ta thiết lập hệ phương trình cân bằng cho một hệ lực 

không gian sau đây : 

 Theo định nghĩa véctơ chính là : ∑= kFR'  và hình chiếu của nó xuống các trục 

được xác định theo công thức : 

∑
∑
∑

=
=
=

kz

ky

kx

ZR
YR
XR

'
'
'

 

Và mômen chính là : 

∑= )( kOO FmM  

Có các hình chiếu xác định theo công thức sau : 

∑ ∑
∑ ∑
∑ ∑

==
==
==

)())((
)())((
)())((

kzzkOOz

kyykOOy

kxxkOOx

FmFmM
FmFmM
FmFmM

 

Ta biết rằng 'R  và M chỉ bằng không khi các hình chiếu của chúng đều bằng 

không. Do đó, khi hệ lực cân bằng ta có : 
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⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=
=
=

=
=
=

∑
∑
∑
∑
∑
∑

0)(
0)(
0)(

0
0
0

kz

ky

kx

k

k

k

Fm
Fm
Fm

Z
Y
X

  (2.12) 

Như vậy, khi hệ lực không gian cân bằng thì có 6 phương trình cân bằng. Ta sẽ 

áp dụng các phương trình cân bằng đó để giải bài toán cân bằng không gian. 

Ví dụ 1:  Cho một tấm chữ nhật đồng chất trọng lượng P, nếu chiều dài các cạnh là 

a, b. Tại A liên kết bản lề cầu, tại 

B liên kết bản lề trụ và tấm được 

giữ nằm ngang nhờ thanh CE hai 

đầu liên kết bản lề. Bỏ qua trọng 

lượng thanh, tại D tác dụng lực F 

dọc theo cạnh DC. Cho biết P0 = 

200 N, F = 100 N, a = 60cm, b = 

100 cm, góc γ = 600
 (hình 39). 

Tìm phản lực tại A, B và nội lực 

thanh CE. 

Bài giải :

Ta xét tấm ABCD cân bằng chịu hệ lực tác dụng sau đây : Lực P , lực F , phản lực 

tại A có ba thành phần AAA ZYX ,, , còn phản lực tại B chỉ có hai thành phần BB ZX ,  

(vì liên kết bản lề trụ) vuông góc trục y. Phản lực thanh CE là CR  dọc thanh. Vì tấm 

ABCD cân bằng, nên hệ lực : 0~),,,,,,,( CBBAAA RZXZYXFP  

Hình 39 
Px 

D 

BZ

γ 

RCx
E 

C 

z 

A 
B b 

a 

AY

AZ

AX

BX  

F

RCz

RC 

y 

Ta phân phản lực CR  ra hai thành phần (vì CR ┴y) là CxR  và CzR  song song với trục 

x, z là : 

RCx = RCsinγ, RCz = RCcosγ, RCy = 0. 
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Ta thiết lập hệ phương trình cân bằng : 

0sin)(

0cos
2

)(

0cos
2

)(

0cos
0

0sin

=+−−=

=−=

=++−=

=+−+=
=+=

=++=

∑
∑

∑
∑

∑
∑

aFbRbXFm

aRPaFm

bRbZPbFm

RPZZZ
FYY
RXXX

CBz

Cy

CBx

CBA

A

CBA

γ

γ

γ

γ

γ

 

Giải hệ sáu phương trình trên ta được các kết quả sau : 

Phương trình (5) cho ta : 

NPRC 200

2
1.2

200
60cos2

200
cos2

====
γ

 

Thay giá trị R vào phương trình (6) ta có : 

R
b

aPX CB 2,113
2
3200100.

100
60sin −=−=−= γ

Bằng cách thay thế dần, cuối cùng ta tính được : 

0,100
100,60
==
−=−=

BA

AA

ZNZ
NYNX

 

Từ kết quả trên, ta nhận thấy : XA < 0, XB < 0, do đó chiều 

thành phần này thực tế sẽ ngược chiều với chiều vẽ trên hình 39

Phản lực CR  là lực của thanh CE tác dụng lên tấm . Theo tiên 

tác dụng thì tấm sẽ tác dụng lên thanh một lực CR' = - CR . Và đ

tại E có phản lực ER . Như vậy thanh CE sẽ chịu nén có nội lực 

thanh chịu kéo, nội lực lấy dấu 

cộng). 

Ví dụ 2 :   Cho một tấm hình 

vuông cạnh a được giữ nằm 

ngang nhờ 6 thanh liên kết hai 

đầu bằng bản lề. Bỏ qua trọng 

lượng của thanh. Một lực P = 

2000 N tác dụng dọc theo cạnh 
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P 

B 

A 

4 
5 

z 

x 
5S

6S

a 
(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 
N  

phản lực của những 

. 

đề tác dụng và phản 

ể thanh CE cân bằng 

N = -RC = -200N (vì 

                  Trang 30                      

y 

C 

D 

1 

2 

3 

1S  
2S  

3S4S  
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AD của tấm. Tìm nội lực các thanh, biết chiều dài các thanh đứng 1, 3, 6 bằng a. 

Bài giải :

Ta xét tấm ABCD cân bằng chịu các lực tác dụng như sau : Lực P , phản lực 

các thanh là 654321 ,,,,, SSSSSS  hướng dọc thanh ra phía ngoài tâm. Nếu các lực này 

dương thanh chịu kéo và âm thanh chịu nén. 

 Vì tấm ABCD cân bằng, nên hệ lực : 

( 654321 ,,,,,, SSSSSSP ) ~ 0 

Ta chọn hệ trục Axyz như hình 41, các phương trình cân bằng của hệ lực sẽ là : 
(1) 

(2) 

(3) 

(4) 

(5) 

(6) 
045cos45cos)(

045cos)(
045sin45sin)(

045cos45cos45cos
045cos

045cos45cos

0
4

0
2

0
43

0
43

0
21

6
0

5
0

43
0

21

0
4

0
5

0
2

=+=
=−−=

=−−−−=
=−−−−−−=

=−=
=−−−=

∑
∑

∑
∑

∑
∑

aSaSFm
aSaSFm

aSaSaSaSFm
SSSSSSZ

SPY
SSX

z

y

x

 

Giải hệ 6 phương trình trên ta tìm được các kết quả sau đây : 

Tư phương trình (2) ta suy ra : 

NPPS 2400022
45cos 04 ===  

Từ phương trình (6) cho ta : 

S2 = -S4 = N24000  

Phương trình (5) ta có : 

S3 = -S4cos450 = NPP 40002
2
2.22 =−=−  

Tương tự như vậy ta tìm được : 

NPS
PS

NPS

2000
2400022

2000

6

5

1

−=−=
==

==
 

 Từ kết quả trên ta thấy S1, S4, S5 dương nên thanh 1, 4, 5 chịu kéo, còn S2, S3, 

S6 âm nên thanh 2, 3, 6 chịu nén.  

 Do kết quả trên, ta có quy tắc để biết thanh chịu nén hay chịu kéo như sau: 
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 Khi xét bài toán có liên kết thanh, ta vẽ phản lực thanh hướng dọc thanh đó ra 

phía ngoài nút. Nếu phản lực của thanh dương thanh chịu kéo, phản lực của thanh 

âm thì thanh chịu nén. Còn trị số nội lực bằng trị số của phản lực ấy. 

 Từ điều kiện và phương trình cân bằng của hệ lực không gian ta suy ra điều 

kiện và phương trình cân bằng của hệ lực phẳng.    
3.2 Điều kiện cân bằng và hệ phương trình cân bằng của hệ lực phẳng : 

Điều kiện và hệ phương trình cân bằng . 

Định lý :  Điều kiện cần và đủ để hệ lực phẳng cân bằng là véctơ chính và mômen 

chính của hệ lực đó đối với tâm nào đó bằng không, tức là : 

0'=R  và ∑= )( kOO FmM  

Phần chứng minh tương tự như hệ lực không gian. 

 Vì hệ lực phẳng là hệ lực có các đường tác dụng các lực cầu nằm trong cùng 

một mặt phẳng. Ta chọn hệ trục Oxy là mặt phẳng chứa hệ lực. Vậy trục Oz vuông 

góc với các lực của hệ. Do vậy véctơ chính của hệ lực chỉ có hai thành phần. 

∑= kx XR   và   ∑= ky YR  

 Mômen chính của hệ lực đối với trục x và y đều bằng không và các lực và các 

trục này đồng phẳng nên phương trình 4, 5 tự thoả mãn và  

)()( FmFm Oz∑ ∑=  

 Vì vậy hệ phương trình cân bằng của hệ lực phẳng chỉ có 3 phương trình là: 

Dạng I :
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

∑
∑
∑

0)(
0
0

kO

k

k

Fm
Y
X

  (2.13) 

 Thực tế người ta còn dùng các hệ phương trình cân bằng khác tương đương với 

(2.13) như sau : 

Dạng II :  (2.13’) 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=

=

∑
∑
∑

)(
)(

0

kO

kA

k

Fm
Fm

X

0
0

trong đó đoạn AB không được vuông góc với trục x 

(hình 42). 
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 Thật vậy, nếu hệ lực phẳng đã cho có mômen chính đối với một tâm bằng 

không, ta cần chứng minh là véctơ chính của hệ lực lúc đó cũng bằng không, thì hệ 

lực cân bằng. 

 Ngược lại, nếu 0'≠R , khi đó hệ lực thu về A được hợp lực (vì 

0)( == ∑ FmM AA ) và hệ lực cũng thoả mãn điều kiện 0)( == ∑ FmM BB , ta có : 

0)()( == ∑ FmRm BB  

 Nghĩa là hợp lực phải qua B nữa, như vậy hình chiếu hợp lực lên trục x sẽ là : 

         ∑  == ϕcosRRX X

Nhưng nếu góc φ ≠ 900 và R ≠ 0 thì 0≠=∑ XRX . Điều này trái với giả thuyết là 

 0=∑ X

Vậy 'R  là phải bằng không. (  )0'=R

Dạng III :  Hệ lực phẳng cân bằng phải thoả mãn 3 phương trình sau : 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

∑
∑
∑

0)(
0)(
0)(

kC

kB

kA

Fm
Fm
Fm

  (2.14) 

Khi đó A, B, C không được thẳng hàng. 

Phương pháp chứng minh tương tự như dạng II 

Ví dụ :  Một dầm công xôn 

AB, đầu A chịu liên kết ngàm 

và có tải trọng tác dụng như 

hình vẽ (hình 43). Cho biết : M 

= 4 KNm, P = 6 KN, q = 1,5 

KN/m. Tìm phản lực tại A. 

Bài giải :

Ta khảo sát dầm AB cân bằng. 

Hệ lực tác dụng lên dầm gồm có : ngẫu lực M, lực P , còn phân bố đều q ta thay 

bằng lực tập trung Q  đặt ở trọng tâm hình phân bố. Có trị số Q = q.CD = 1,5x2 = 

3kN 

Hình 43 

x 
600

1m 2m1m

D 
P  

g M 

C B A 
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Ở A liên kết ngàm, nên có phản lực gồm lực AR  (chia thành hai thành phần AA YX , ) 

và ngẫu lực . Vì dầm cân bằng nên hệ lực tác dụng lên dầm : AM

( MMYXQP AAA ,,,,, ) ~ 0 

Các phương trình cân bằng cho hệ lực : 

060sin2)(
060sin

060cos

0

0

0

=−−−=
=−−=
=−=

∑
∑
∑

PABQMMFm
PQYY

PXX

AA

Ak

Ak

 

(Chú ý : Cánh tay đòn lực P  đối với điểm A là d=ABsin600 ) 

Giải ba phương trình trên với các số liệu đã cho, ta có các kết quả sau: 

XA = 3kN, YA = 8,2 kN, MA = 30,78 kN 

Các kết quả đều dương, nên chiều phản lực đứng như hình vẽ. 

3.3 Điều kiện cân bằng cho các hệ lực đặc biệt : 

1. Hệ lực song song :   

a- Hệ lực không gian song song :  

Giả sử có hệ lực không gian song song ( nFFF ,....,, 21 ) tác dụng lên vật rắn. 

Ta dựng trục z song song các lực như vậy trục 

x và y sẽ vuông góc các lực. Tất nhiên hình 

chiếu từng lực lên trục x và y, cũng như 

mômen của chúng đối với trục z đều bằng 

không (hình 44), nghĩa là : 

0=∑ X ∑Y,  ,  0= 0)( =∑ Fmz  

Đó là những phương trình tự thoả mãn, còn lại 

ba phương trình cân bằng là: 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=

=

∑
∑
∑

0)(
0)(

0

ky

kx

k

Fm
Fm

Z
  (2.15) 

Như vậy hệ lực không gian song song chỉ có ba 

phương trình cân bằng. 

b- Hệ lực phẳng song song  :

Là hệ lực ( nFFF ,....,, 21 ) song song cùng nằm trong một mặt phẳng (hình 45). 
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2F  
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z 
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Ta chọn mặt phẳng của hệ lực làm mặt phẳng Oxy với trục y song song các lực, 

như vậy trục z sẽ vuông góc với các lực đó. 

Từ ba phương trình cân bằng của hệ lực phẳng ta nhận thấy phương trình 

 tự thoả mãn (vì các lực đều vuông góc với trục x). 0=∑ X

Như vậy, hệ lực phẳng song song chỉ có hai phương trình cân bằng : 

∑ = 0Y ;  ∑ = 0)(FmO  (2.16) 

Hoặc    ∑ = 0)(FmA ;  ∑ = 0)(FmB  (2.16’) 

Trong đó đoạn AB nằm trong mặt phẳng chứa hệ lực, nhưng không song song 

với các lực đó. 

2. Hệ lực đồng qui :

a- Hệ lực đồng qui không gian : 

Giả sử có hệ lực đồng qui không gian 

( nFFF ,....,, 21 ). Điểm O là điểm đồng qui. Chọn 

O làm gốc toạ độ vẽ hệ trục Oxyz (hình 46) 

Khi đó mômen các lực đối với các trục toạ 

độ x, y, z luôn luôn bằng không (vì các lực đều 

cắt các trục đó) nên : 

∑ = 0)(Fmx ;  ∑ = 0)(Fmy ; ∑ = 0)(Fmz  

Hệ lực chỉ còn lại ba phương trình cân bằng là : 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

∑
∑
∑

0
0
0

Z
Y
X

 (2.17) 

b- Hệ lực phẳng đồng qui :

Các lực nFFF ,....,, 21  đồng qui tại O và cùng nằm 

trong mặt phẳng Oxy như vậy trục z vuông góc với các 

lực nên : (Hình 47) 

∑ = 0Z  

Ba phương trình trên chỉ còn lại hai phương trình là : 
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⎩
⎨
⎧

=
=

∑
∑

0
0

Y
X

 (2.18) 

Đây là hai phương trình cân 

bằng cho hệ lực phẳng đồng qui. 

Ví dụ 6:  Có bai người đỡ một 

tấm bê tông hình chữ nhật đồng 

chất trọng lượng P có cạnh a và b. 

Một người đỡ ở góc B hai người 

còn lại đỡ ở điểm E và K sao cho lực nâng ba người bằng nhau. Tìm vị trí điểm E 

và K. 

z 1F

2F

3F y 

Hình 48 
P  

C 

B A 

D 

x 

y 

b 

a 

x 

Bài giải:

Ta khảo sát tấm ABCD cân bằng được dưới tác dụng của các lực ( 321 ,,, PPPP ) ~ 

0 

Đây là hệ lực không gian song song, nên chỉ có ba phương trình cân bằng : 

0
2

)(

0
2

)(

0

32

21

321

=+−=

=−+=

=−++=

∑

∑
∑

bPxFbFFm

aPyFaFFm

PFFFZ

y

x  

(1) 

(2) 

(3) 

Theo đề bài ta có : 

F1 = F2 = F3

Kết hợp với phương trình (1) ta tìm được : 

F1 = F2 = F3  = P/3 

Từ phương trình (2) ta có: y = a/2 

phương trình (3) : x = b/2 

Như vậy điểm E, K là trung điểm các cạnh 

AD và DC thi ba lực này sẽ bằng nhau. 

Ví dụ 7:  Cho một khung có ba khớp A, B, 

C là bản lề. Một lực P  tác dụng lên khung có 

phương nằm ngang. Kích thước cho trên hình 

49. Tìm phản lực tại A và B. 
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Bài giải :

Ta khảo sát khung ABC cân bằng. 

Hệ lực tác dụng lên khung là P , phản lực BA RR ,  tạo nên hệ ba lực cân bằng ( 

) ~ 0. BA RRP ,,

Nếu xét riêng phần BC cũng cân bằng và chỉ chịu tác dụng bởi hai lực CB RR , , 

nên theo tiên đề 1 thì phản lực BR  phải qua C. Vì BR  và lực P  giao nhau tại C, theo 

định lí ba lực cân bằng nên lực AR  phải qua C. Như vậy, ta đã xác định phương 

phản lực  và . Để tìm trị số và chiều các phản lực đó, ta lập phương trình cân 

bằng . 

BR AR

 Đây là hệ lực phẳng đồng qui ta có hai phương trình : 

045sin45sin
045cos45cos

00

00

=+=
=+−=

∑
∑

BA

BA

RRY
PRRX

 

 

§4. CÁC BÀI TOÁN ĐẶC 
4.1 Bài toán đòn : 

 Định nghĩa :   Đòn là một vật rắn có 

thể quay quanh một trục cố định O dưới tác 

dụng của một hệ lực nằm trong mặt phẳng 

vuông góc với trục đó. 

Giả sử có một vật rắn quay được quanh một 

trục O chịu tác dụng bởi hệ lực phẳng 

( nFFF ,....,, 21 ) (hình 51). Ngoài ra các lực tác 

dụng trên tại trục quay O xuất hiện một phản 

lực OR . Vì đòn cân bằng nên hệ lực : 

( On RFFF ,,....,, 21 ) ~ 0 

Hình

O 

y
1F

Điều kiện cân bằng của hệ lực là : 

     ∑ ∑ =+= 0kxOx FRX      (1) 

     ∑ ∑ =+= 0kyOy FRY         (2) 
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 ∑ = 0)( kO Fm                      (3) 

Ta nhận thấy phương trình (1) và (2) cho ta xác định phản lực OR , phương trình (3) 

chính là điều kiện cân bằng của đòn : 

∑ = 0)( kO Fm  (2.19) 

Điều kiện này chứng tỏ hệ lực ( nFFF ,....,, 21 ) thu về O được hợp lực R  hoặc cân 

bằng,  hợp lực R  nếu có sẽ  cân bằng với phản lực OR . 

Từ bài toán cân bằng đòn ta đi đến giải bài toán vật lật trong thực tế hay gặp. 

4.2 Bài toán vật lật : 

Vật lật cũng là một dạng của đòn, mà dưới tác dụng của hệ lực vật có thể lật 

quanh một điểm ( hay trục ) nào đó. Vì vậy từ điều kiện cân bằng đòn, ta suy ra điều 

kiện cân bằng của vật lật. 

Giả sử có một hình chữ nhật ABCD trọng lượng P , 

một lực , tác dụng theo phương ngang cách đáy AB 

một đoạn h có khả năng làm cho vật lật quanh mép A 

(Hình 52). 

Q

Điều kiện cân bằng là : 

∑ = 0)( kA Fm  

Hay :           P.a – Q.h  = 0 

Suy ra :                P.a = Q.h   

Từ hình vẽ ta nhận thấy lực P gây ra mômen giữa còn lực Q gây ra mômen lật 

quanh A. Ta kí hiệu là Mg và Ml thì : 

C 

Hình 52 

P  

Q

a h 

B A 

D 

Mg = P . a và Ml = Q . h 

Như vậy, để vật không lật thì : Mg ≥ Ml  

Trong kỹ thuật người ta thường dùng hệ số ổn định : 
l

g

M
M

K =  . Một vật không 

lật khi K > 1. 
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Ví dụ 8:  Một cần trục có kích 

thước và tải trọng như hình vẽ 

53. Xác định đối trọng P1 để cần 

trục ổn định với hệ số K = 1,5. 

Cho cần trục với trọng lượng 

P2= 50 KN trọng lượng vật nặng 

nâng lên P3 = 40 KN. 

Bài giải:

Giả sử dưới tác dụng lực 3P  làm 

cần trục có khả năng lật đổ quanh B. Do đó mômen lực 3P  đối với B là mômen lật, 

còn mômen ,  đối với B là mômen giữ, ta có : 1P 2P

Hình 53 
0.75 m 0.75 m

1,25 m

3P

2 m 

2P
1P

A 

Ml = 1,25.P3 =1,25 x 40 = 50 kNm 

Mg = 2.P1 x 0,75 x 50 =2P1 +37,5 

Hệ số ổn định 
l

g

M
M

K =  hay Mg = KMl

Vì vậy ta có phương trình sau : 2P1 +37,5 = 1,5 x 50 

P1 = 18,75 kN 

Suy ra P1 là đối trọng cần tìm. 

Nhận xét :  Trong trường hợp cần trục không làm việc, nghĩa là không có 3P  thì cần 

trục có thể lật đổ quanh A không ?. 

Vì mômen  nên cần trục không lật đổ quanh A được. Như vậy cần 

trục hoàn toàn ổn định cả hai trường hợp làm việc và không làm việc. 

)()( 21 PmPm AA <

4.3 Bài toán hệ vật : 

1. Định nghĩa :   Hệ vật là một hệ gồm nhiều vật liên kết với nhau. Các lực tác dụng 

lên các vật thuộc hệ gồm hai loại lực ngoại lực và nội lực  

Ngoại lực :  Là các lực từ bên ngoài hệ tác dụng lên các vật thuộc hệ . 

Nội lực :  Là những lực do các vật thuộc hệ tác dụng lẫn nhau. Do vậy theo tiên đề 

4, nôi lực có tùng đôi một trực đối nhau . 
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Ví dụ :  Một cầu hình vòm có ba khớp 

ở A, B, C. Trọng lượng mỗi phần là 

, . Trên phần AC có đặt vật nặng 

là . (Hình 54). 

1P 2P

Q

Đây là bài toán hệ vật gồm có : phần 

AC và BC của cầu. Ngoại lực có 1P , 

,  và các phản lực 2P Q
AR , BR . Nội lực 

chỉ có lực liên kết tại C là  và 
CR CR'  với 

CR  = -
CR' . 

Chú ý :  Trọng lượng của vật bao giờ cũng là ngoại lực. 

Q

1P 2P  

Hình 54 

CR

BR  AR

B A 

C 
CR'

2. Phương pháp giả bài toán hệ vật :

Có hai phương pháp giải bài toán hệ vật là phương pháp tách vật và hoá rắn. 

Phương pháp tách vật :  Là xét từng vật riêng rẽ cân bằng dưới tác dụng các lực 

trực tiếp đặt lên vật đó. Cứ mỗi vật ta lập được ba phương trình cân bằng và giải 

phương trình ta được kết quả. 

 Phương pháp hoá rắn :  Là xem cả hệ như một vật rắn cân bằng dưới tác dụng 

của các ngoại lực đặt lên hệ (nội lực triệt tiêu lẫn nhau từng đôi một) ta chỉ lập được 

ba phương trình cân bằng. Sau đó ta có thể tách thêm một số vật để khảo sát và lập 

thêm những phương trình cân bằng mới cần thiết để giải. 

Ví dụ :  Cho một hệ gồm hai 

thanh AB và BE như hình 55. 

Thanh AB có trọng lượng P1 = 

200 N, thanh BC có trọng 

lượng P2 = 160 N AB = a, BD 

= a
3
1 , BC=b, EC = b

3
1 . Tìm 

phản lực tại A, D, E cho α=300. 

1P

Hình 55 

α 

2P  
C 

E 

D B A 

Bài giải:

Đây là hệ gồm hai vật : thanh AB và BO. Áp dụng phương pháp tách vật, ta khảo 

sát từng vật một. Xét thanh AB cân bằng. Hệ lực tác dụng lên thanh gồm có  phản 1P
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lực tại A là AA YX ,  phản lực tại D là DN  (gối di động) và nội lực tại bản lề B là 

. Hệ lực này cân bằng : (BB YX , 1P , AA YX , , BB YX , , DN ) ~ 0. 

Phương trình của hệ lực là : 

0
3
2

2
)(

0
0

1

1

=++−=

=−++=
=+=

∑
∑
∑

BDA

DBA

BA

aYaNPaFm

PNYYY
XXX

 

Xét thanh BE cân bằng với các lực tác dụng là 2P , EN ┴ tha

bằng: 

( 2P , EN , BB YX ',' ) ~ 0 

Phương trình cân bằng là : 

0cos
33

2)(

0cos
0sin'

2

2

=−−=

=++−=
=+=

∑
∑
∑

α

α
α

PbbNFm

NPYY
NXX

EB

EB

EB

 

Giải 6 phương trình cân bằng trên với chú ý là : 

BBBB YYXX −=−= ','  

ta tìm được kết quả : 

Từ (6) ta tìm được: N = NP 60cos
4
3

=α  

Từ (4) ta có : NNXX EBB 96,51sin' === α  

Tương tự ta tìm được : 

NPNYY
NXX

PYN

NNPYY

DBA

BA

BD

EBB

15
96,51

4
3

2
3

130cos'

1

1

2

−=+−−=
−=−=

+−=

−=+−== α

 

Các lực , ,BY BY ' AY  có giá trị âm nên chúng ngược chiều với chiề
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Ví dụ 5:  Thanh di động ABC đặt 

trên nền nhẵn nằm ngang gồm hai 

phần AC và BC được nối với nhau 

bằng khớp bản lề C và dây DE. 

Trọng lượng mỗi phần là P = 100N. 

Cho AC = BC = 6 m, AD = BE = 2 

m. Một người trọng lượng Q = 

540N đứng tại điểm K của thang với 

CK = 1 m. Xác định phản lực tại AB và sức căng của dây ED. Biết góc 

. 060ˆˆ == CABCBA

Hình 56 

AN D E 

K 

x 
B A

C 

P P  

Q  

y 

BN

Bài giải :

Đây là bài toán hệ vật, gồm hai vật là AC và BC. Để giải bài toán này thuận 

tiện hơn, dùng phương pháp hóa rắn. 

Ngoại lực tác dụng lên hệ vật gồm hai trọng lượng P  của thang, trọng lượng Q  

của người, phản lực  tại A và B là AN , BN . Vì thang cân bằng nên hệ lực cân bằng 

(hình 56): 

(2 P ,Q , AN , BN ) ~ 0. 

 Phương trình cân bằng : 

)2(060cos)
2

(60cos)(60cos
2

.60cos2)(

)1(02
0000∑

∑
=+−+−−=

=−−+=
BCACPCKACQACPACNFm

QPNNY

BA

BA

 Hai phương trình cho ta : NA = 325 N, NB = 415 N. 

 Để tím sức căng của dây ta tách phần AC và xét cân bằng với các lực tác dụng : 

( P , AN , TYX CC ,, ) ~ 0 

 Lập phương trình mômen đối với điểm C (loại trừ phản lực CC YX , ) 

∑ =++−= 060sin60cos
2

60cos..)( 000 TCDPACACNFmC  

 Từ đó ta suy ra T = 303,1 N. 

Chú ý : Trong bài toán hệ vật ta cần chú ý nội lực. Khi hoá rắn cả hệ, nội lực triệt 

tiêu, nhưng khi tách ra thì trên mỗi phần tách ra, ta đặt chúng có từng đôi một tương 

ứng trực đối nhau. 
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4.4 Bài toán siêu tĩnh : 

Tất cả bài toán tĩnh học, nếu số ẩn của bài toán nhỏ hơn hoặc bằng số phương 

trình cân bằng tối đa lập được cho một vật ( hoặc một hệ ) thì gọi là bài toán xác 

định tĩnh ( hoặc bài toán tĩnh định ). Nếu số ẩn bài toán lớn hơn số phương trình cân 

bằng nói trên thì gọi là bài toán siêu tĩnh. 

Đối với hệ lực phẳng bất kỳ tác dụng một vật cân bằng ta chỉ có ba phương 

trình, với một hệ có n vật thì ta lập nhiều nhất là 3.n phương trình. 

Gọi s là số ẩn của bài toán hệ có n vật, nếu : 

 s ≤ 3.n : Bài toán tĩnh định  

 s > 3.n : Bài toán siêu tĩnh 

Tương tự đối với bài toán hệ lực không gian bất kỳ, ta có : 

 s ≤ 6.n :  Bài toán tĩnh định 

 s > 6.n :  Bài toán siêu tĩnh. 

Ví dụ :  Cho một dầm AB, đầu A ngàm, đầu B tự do, chịu tác dụng lực P  và lực 

phân bố q. 

Đây là bài toán tĩnh định vì n=1 và hệ lực phẳng tác dụng, ta lập được 3 phương 

trình cân bằng, còn liên kết ở ngàm có các phản lực AX , AY , MA nên s = 3n. 

Bây giờ cũng dầm AB, nếu đầu B ta đặt thêm một liên kết ngàm nữa, nghĩa là 

s=6, như vậy s>3n nên bài toán này lá bài toán siêu tĩnh. 

Khi s>3n, ta đặt m=s-3n, thì m gọi là bậc siêu tĩnh của bài toán. 

MA 

Hình 58 

AY

A 

g 

B 

P

AX

Với bài toán trên : m= 6 – 3 = 3. 

Đây là bài toán siêu tĩnh bậc 3 
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CHƯƠNG III 

MA SÁT 

§1. MỞ ĐẦU 
Ma sát là hiện tượng phổ biến ta thường gặp trong thực tế và kỹ thuật. Ma sát có 

nhiều nguyên nhân, chủ yếu do bề mặt các vật tiếp xúc gồ ghề và biến dạng của các 

vật ( Hình 60 ). 

Ma sát cũng có lợi song rất có hại nhờ có ma sát mà 

con người, xe cộ có thể di chuyển trên mặt đất. Nhưng 

ma sát rất có hại là cản trở chuyển động làm hao mòn 

máy móc và hao tổn nhiên liệu. 

Ngày nay, trong thực tế người ta lợi dụng ma sát 

trong kỹ thuật như làm móng cọc ma sát, chuyền chuyển động giữa dây cua roa và 

bánh xe, hãm chuyển động bằng ma sát. Người ta làm giảm ma sát bằng cách bôi trơn 

dầu mỡ, hay làm các bề mặt tiếp xúc nhẵn để các vật dễ chuyển động. 

Tuỳ theo trạng thái chuyển động của vật mà người ta phân ma sát ra làm các loại 

khác nhau như : ma sát trượt, ma sát lăn, ma sát xoay... 

Hình 60 

R
Q

P  

Trong chương này, ta sẽ khảo sát hai loại ma sát thường gặp là ma sát trượt và ma 

sát lăn, để hoàn thiện phản lực liên kết và cách giải bài toán cân bằng khi có ma sát. 

§2. MA SÁT TRƯỢT 
Ma sát trượt là hiện tượng ngăn cản chuyển động trượt hay có xu hướng trượt vật 

này trên mặt vật khác. 

2.1 Thí nghiệm của Cu-lông : 

 Trên mặt bàn nằm ngang, người ta đặt vật 

nặng A trọng lượng P và buột vào vật một sợi 

dây vòng qua ròng rọc, đầu dưới treo một đĩa 

cân ( hình 61 ). 

 Ban đầu ta chưa cho quả cân vào đĩa, 

nghĩa là lực Q = 0, khi đó vật A cân bằng 

dưới tác dụng của trọng lượng P và phản lực 
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N, nghĩa là trị số N = P. Bây giờ ta cho quả cân có trọng lượng nhỏ thì lực Q  còn 

bé, vật vẫn cân bằng. Như vậy để cân bằng với lực Q  thì ở mặt liên kết xuất hiện 

lực F . Lực F  gọi là ma sát trượt. Trị số lực F = Q vì vật vẫn cân bằng cho đến khi 

Q = Q1 thì lực F=Fmax , sau đó chỉ cần tăng lực Q một ít nữa vật bắt đầu trượt. 

Chứng tỏ lực ma sát  F  không tăng nữa. Lực Fmax gọi là lực ma sát trượt cực đại ( 

lớn nhất ). 

 Từ thí nghiệm trên người ta rút ra các định luật về ma sát như sau : 

 1. Lực ma sát trượt : khi có ma sát trượt, thì ở bề mặt tiếp xúc ngoài phản lực 

pháp tuyến N , còn xuất hiện lực ma sát F  hướng ngược chiều với chiều vật muốn 

trượt. 

 Lực ma sát trượt là lực biến thiên thụ động và có giới hạn, nghĩa là : 

max0 FF ≤≤  

 2. Lực ma sát trượt cực đại là lực ma sát lớn nhất, được xác định theo công 

thức:         Fmax = f.N 

 Trong đó :  N là phản lực pháp tuyến, f là hệ số tỷ lệ còn gọi là hệ số ma sát 

trượt, đó là một hư số. 

Như vậy lực ma sát trượt cực đại tỷ lệ với phản lực pháp tuyến. 

3. Hệ số ma sát trượt f chỉ phụ thuộc vào bản chất các vật ( gỗ, sắt, gạch, ...) và 

trạng thái bề mặt vật tiếp xúc ( trơn, nhám, ướt...) mà không phụ thuộc vào diện tích 

tiếp xúc. 

Hệ số f được xác định bằng thực nghiệm. Sau đây là vài giá trị của f. 

Gỗ trên gỗ : f = 0,4÷0,7 

Thép trên thép : f = 0,15÷0,25 

Đá trên đá : f = 0,6÷0,7 

Cuối cùng ta có : NfF .0 ≤≤  

Khi vật A trượt, ta có hệ số ma sát trượt động fđ. Hệ số fđ còn phụ thuộc vận tốc 

chuyển động của vật, nhưng thường lấy ≈ f. 
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2.2 Góc ma sát và nón ma sát : 

 Trên đây, khi giải các bài toán tĩnh học ta bỏ qua ma sát, giả thuyết các mặt liên 

kết nhẵn, nên chỉ có phản lực pháp tuyến ở mặt liên kết đó. Khi có ma sát trượt, 

ngoài phản lực pháp tuyến N  còn thêm lực ma sát trượt F , khi đạt đến trạng thái 

giới hạn F = Fmax, hợp hai thành phần phản lực N  và msF  ta được phản lực toàn 

phần : 

maxmax FNR +=  

Lực maxR làm với phản lực pháp tuyến N  một φ, φ được gọi là góc ma sát trượt. 

Theo hình 62, ta có : 

fN
=

N
f

N
F

tg ==
.maxϕ

ftg =

 

 ϕ

Như vậy, tang góc ma sát bằng hệ số ma sát 

trượt. 

Khi vật cân bằng thì  nên phản lực 

toàn phần 

maxFF ≤

FNR +=  nằm trong góc ma sát. 

Nếu cho vật di chuyển theo mọi hướng trên mặt liên kết B thì phản lực maxR  sẽ 

quét nên hình nón, gọi đó là nón ma sát. Với mọi hướng góc ma sát không đổi thì ta 

được nón ma sát tròn xoay. 

N  

maxF

maxR

Hình 62 

φ 

2.3 Bài toán cân bằng khi có ma sát : 

Cũng như mọi bài toán tĩnh học, bài toán 

cân bằng khi có ma sát trượt thì hệ lực tác 

dụng lên vật phải thoả mãn điều kiện cân 

bằng. 

Ngoài ra, lực ma sát trượt cần phải thoả 

mãn điều kiện giới hạn của nó, nghĩa là : 
NfF .0 ≤≤  

hoặc                ϕα ≤  

( R  phải nằm trong nón ma sát ) 
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 Khi F = Fmax = f.N thì vật vẫn còn cân bằng, trạng thái cân bằng này gọi là cân 

bằng giới hạn. 

 Còn đối với mọi giá trị khác của NfF .≤  vật vẫn cân bằng, nên bài toán ma sát 

không phải một mà nhiều vị trí cân bằng tạo thành một miền cân bằng. 

Vì vậy để giải bài toán cân bằng khi có ma sát, 

ta thường khảo sát véctơ ở trạng thái cân bằng 

giới hạn, từ đó suy ra miền cân bằng của bài 

toán. 

Ví dụ :  Trên mặt phẳng OB có thể quay quanh 

O, ta đặt vật nặng A trọng lượng P. Hệ số ma 

sát trượt giữa vật nặng và mặt OD là f. Tìm 

góc α bao nhiêu để vật A bặt đầu trượt (hình 64) 

Bài giải:

 Ta khảo sát vật A cân bằng, dưới tác dụng của pháp tuyến N trọng lượng P , 

lực ma sát F  ( F hướng lên vì vật A có xu hướng trượt xuống). Vì vật cân bằng : 

( P , N , F ) ~ 0 

Hình 64 

α 

B 

O

y 

P  

N  
F  

 Lập các phương trình cân bằng : 

fNF
PNY
PFX

=
=−=
=−=

∑
∑

0cos
0sin

α
α

 

 Giải các phương trình trên ta tìm được : tgα = f. 

 Khi vật A ở trạng thái cân bằng giới hạn thì tgα = tgφ 

 Như vậy khi góc α bằng góc ma sát vật sẽ trượt. Đây 

góc ma sát φ và từ đó suy ra hệ số ma 

sát f. 

Ví dụ 2:  Cho một hệ như hình vẽ. Để 

giữ vật Q không rơi xuống cần tác 

dụng lực P nhỏ nhất bao nhiêu ? Cho 

biết hệ số ma sát trượt giữa má hãm 

và bánh xe là f. Bỏ qua bề dày má 

hãm Q. 
Hình 6

a
A
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Bài giải:

Hình 66 

OR
msF

CN  

Q  

Ta chia bài toán này ra hai bước : 

Bước I:  Ta khảo sát bánh xe và trục O ở trạng thái cân 

bằng giới hạn, nghĩa là : 

F = Fmax = fN 

Ở bánh xe và trục O gắn chặt với nhau. Hệ lực tác dụng 

lên vật là (Q , msCO FNR ,, )~0 

Trong đó OR  là phản lực ở trục O, CN  là phản lực pháp 

tuyến của má hãm áp lên bánh xe. msF  là lực ma sát trượt 

do má hãm đặt lên bánh xe (hình 66) 

Ta lập phương trình mômen đối với O: 

0..)( =+−=∑ RFrQFm msO  

và điều kiện của lực ma sát là : 
CN '  

minPAR

msF '  
Hình 67 

A B 

Fms = f.NC

 Từ điều kiện (1) và (2) ta suy ra : 

fR
rQNC = . 

Bước 2: Xét cân bằng đòn AB với các lực tác dụng : ( min,',', FFNR msCA )~0 trong đó 

CN '  và msF '  là nội lực của hệ nên khi tách ra ta vẽ ngược chiều với CN msF  tác dụng 

lên bánh x. Vì xét cân bằng giới hạn nên lực P = Pmin , nếu P>Pmin  thì NC càng lớn và 

tời càng cân bằng, nếu P<Pmin  thì NC sẽ nhỏ không đủ sức giữ vật Q và tời O quay. Ta 

lập điều kiện cân bằng là phương trình mômen đối với A. 

∑ =+−= 0)(')( minPbaaNPm CA  

Từ đó suy ra : minP
a

baNC
+

=  

Ta biết NC = NC nên : 
fR
rQP

a
ba

=
+

min  và 
fRba

raQP
)(min +

=  

Vậy muốn tời cân bằng thì : 

fRba
raQP

)(min +
≥  
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§3. MA SÁT LĂN 
Ma sát lăn là hiện tượng chuyển 

động lăn hay có xu hướng lăn của vật 

này trên mặt vật khác. 

Có một con lăn đặt trên mặt vật liên 

kết B có xu hướng lăn về phía bên phải 

thì tại điểm liên kết ngoài phản lực pháp 

tuyến N , lực ma sát trượt F  còn xuất hiện một ngẫu lực N cản chuyển động lăn gọi 

là ngẫu lực ma sát lăn. 

3.1 Các định luật và ma sát lăn : 

Qua thực nghiệm ta thấy : 

- Ngẫu lực ma sát lăn có chiều ngược với chiều vật có hướng lăn. 

N  

F

Hình 68 

M 

- Ngẫu lực ma sát lăn có mômen biến thiên và có giới hạn là Mmax (Mmax ngẫu lực 

ma sát lăn cực đại) :  max0 MM ≤≤

- Mômen ngẫu lực ma sát lăn cực đại tỷ lệ phản lực pháp tuyến N. 

Mmax = kN 

Hệ số tỷ lệ k gọi là hệ số ma sát lăn, có thứ nguyên dài được xác định bằng thực 

nghiệm. Hệ số k cũng phụ thuộc vào bản chất vật liệu và bề mặt tiếp xúc. 

Sau đây là vài con số cề trị số của k : 

- Gỗ trên gỗ : k = 0,05 0,08 cm  

 

,001 

cm

hật vậy, khi đặt con lăn trên mặt 

liê

÷

- Thép trên thép : k = 0,005 cm 

- Thép tôi trên thép tôi : k = 0

 

T

n kết B (hình 69) và kéo với lực T  

bé, con lăn vẫn cân bằng, nghĩa là ở bề mặt liên kết B ngoài phản lực N , F  còn 

xuất hiện ngẫu lực M để cân b g với ngẫu lực ( Qằn , F ) gây ra chuyển động lăn. 

N  

T  

F

Hình 69 

R 
C 
P

M 

M = R.T 

Tiếp tục tăng T thì con lăn vẫn cân n khi T = T1 con lăn bặt đầu lăn, 

nghĩa là M  Mmax . Nguyên nhân chủ yếu có ma sát lăn là do vật liệu có biến 

bằng cho đế

≤
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                                            Trang50 

dạ

t

ng nên giữa con lăn và mặt liên kết tiếp 

xúc nhau mộ  miến quanh điểm B. Phản 

lực liên kết tác dụng lên con lăn là một 

hệ lực khi thu về một điểm được một lực 

R  có hai thành phần là M  và R , còn 

ngẫu lực M chính là ngẫu lực ma sát lăn 

(Hình 70) 

 Bài toán cân bằng khi có ma sát lăn : 

Khi tác

3.

 dụng lên con l n mộ c 

2

ă t lự T , thì con lăn có xu hướng lăn và cũng có xu 

hướng trượt. Do đó, ở mặt liên kết ngoài phản lực pháp tuyến N , có lực ma sát 

trượt F  và ngẫu lực ma sát lăn M. 

Vì vậy điều kiện vật cân bằng là hệ lực tác dụng lên vật phải th ả mãn điều kiện 

cân bằ g của hệ lực nói chung, ng

o

n oài ra lực ma sát trượt và ngẫu lực ma sát phải 

thoả mãn điều kiện giới hạn của nó là : 

M ≤  Mmax = kN (1) 

F ≤  Fmax = fN (2) 

Nếu một trong hai điều kiệ  mãn thì sẽ phát sinh ra chuyển 

động tương ứng. Cả hai điều ki ật sẽ vừa lăn vừa 

trượ

 dễ lăn hơn dễ trượt, nên trong kỹ thuật cần đơn giản ma sát thì có thể 

thay

n trên không thoả

ện (1) và (2) không thoả mãn thì v

t. 

Trong thực tế ma sát lăn thường nhỏ hơn ma sát trượt rất nhiều. Vì vậy đối với 

con lăn thì

 ma sát trượt bằng ma sát lăn. Ví dụ thay bạc trong các ổ đỡ trục bằng các vòng 

bi, hay khi kéo một dầm cầu người ta đặt trên các con lăn... 

Ví dụ 3 :  Một hình trụ bán kính R, trọng lượng P đặt trên mặt phẳng nghiêng α. 

Tìm góc α để con lăn sẽ lăn đều. Cho 

hệ số ma sát lăn k = 0,005 cm. 

Bài giải:

Ta khảo sát hình trụ cân bằng. Hệ lực 

tác ình trụdụng lên h  ( P , N , F ,M) ~ 0 

với  
α 

N  

y 

M 

P

F

x 

Hình 71 

R
M 

 
Hình 70 

B

Chương III  Ma sát                                           



GIÁO TRÌNH CƠ HỌC LÝ THUYẾT I                                                 PHẦN TĨNH HỌC 

F ≤ fN 

M ≤ kN 

Lập điều kiện cân bằng, ta có các phư sau : 

B

≤
≤

=−=
=−=

∑
∑

ơng trình 

kNM
fNF

RPMFm
PNY

FPX =−=∑

0sin..)(
0cos
α

α
 

Từ (2) : N = Pcosα. 

c : tgα ≤ f 

0sinα

Từ (1) và (4) ta tìm đượ

Từ (3) và (5) ta được : tgα ≤ 
R
k  

Thường 
R
k  rất bé so với f. Do đó để con lăn cân bằng thì : t

Khi tgα = 
R
k  thì con lăn sẽ bắt đầu lăn (nếu chỉ tăng tgα lên

u

 

 

 

lăn đều. Nế  tiếp tục tăng α cho đến khi tgα ≥ f thì còn lăn v
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(2) 

(3) 

(4) 

(5) 
gα ≤ 
R
k  

 một ít thôi). Khi đó con 

ừa lăn vừa trượt. 
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CHƯƠNG IV 

TRỌNG TÂM CỦA VẬT RẮN 

Để xác định trọng tâm của vật rắn trước nhất ta làm quen khái niệm tâm của hệ lực 

song song. 

§1. TÂM HỆ LỰC SONG SONG - TRỌNG TÂM CỦA 

VẬT RẮN 
1.1 Tâm hệ lực song song : 

 Giả sử cho hệ lực song song cùng chiều nFFF ,....,, 21  đặt tại A1, A2, ..., An (hình 

72). Hệ này có hợp lực R  cùng chiều các lực thành phần và trị số : 

∑= kFR

',....,'2

 

 Nếu bây giờ ta xoay các lực của hệ 

quanh các điểm đặt của chúng theo cùng 

chiều và cùng một góc, ta được một hệ lực 

mới F ,'1 nFF  song song cùng chiều 

và cùng trị số với nhau nhưng khác chiều 

hệ lực cũ. Hợp lực 'R  của ệ lực này rõ 

ràng có trị số bằng R và đường tác dụng 

sẽ khác đi. Song ta cần chứng minh rằng 

đường tác dụng của hợp lực 

 h

R  hay 'R  đều 

a điểm C cố định nào đó. Điểm C này được gọi là qu tâm hệ lực song song đã cho

 Thật vậy, bắt đầu ta hợp hai lực song song với 21 , FF  được hợp lực 211 FFR +=  

đặt tại C1. Ta nhận thấy khi quay 1F  quanh A1, 2F quanh A2 thì 1R  quay quanh C1 

cùng chiều quay và cùng một góc ới các lực đó Điểm Cv . 1 nằm trên A1A2 và thoả 

mãn bất đẳng thức F1.A1C1 = F2.A2C2 (theo điều kiện cân bằng của đòn ở đây ta coi 

A1A2 là đòn, điểm C1 là điểm tựa hay trục quay của đòn). Vì khi quay 21 , FF  cùng 

một góc và cùng chiều thì đoạn A1A2 và đẳng thức trên không đổi. Tiếp t p lực 

321312 FFFFRR

ục hợ

++=+=  bao giờ cũng đi qua C2 nằm trên đoạn thẳng C1A3...và 

Hình 72 

O 

R'R

3F

1F

C
1'F

C1

2F

A3

3'F

A1 
A2

2'F

z 

y 

x 
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tiếp tục làm như vậy cho đến lực nF , thì hợp lực R  của hệ lực song song này luôn 

đi qua điểm C không đổi đối với các điểm A1, A2, ..., An nằm trên vật. 

 Ta gọi toạ độ điểm A1(x1,y1,z1), A2(x2,y2,z2),...., AC(xC,yC,zC) rồi quay các lực  

nFFF ,....,, 21  quanh điểm đặt của chúng sao cho song song với trục z thành hệ lực 

nFFF ,....,, 21 . 

 Áp dụng định lý VARIGNON đối với trục y ta có : 

∑= )()( kyy FmRm  (a) 

 Theo hình vẽ    (vì R’ = R) Oy xRRm .)'( =

Tương tự :   ,..... 111 .)'( xFFmy =

Thay vào đẳng thức (a) ta được : 

nnO xFxFxFxR ....... 2211 +++=  

Hay :    
R

xF
R

xFxFxF
x kknn

c
∑=

+++
=

...... 2211  

Tương tự :  
R

yF
R

yFyFyF
y kknn

c
∑=

+++
=

...... 2211  

R
zF

R
zFzFzF

z kknn
c

∑=
+++

=
...... 2211  

Trong đó :     ∑= kFR   (4.1) 

Áp dụng công thức này ta tìm trọng tâm vật rắn. 

1.2 Trọng tâm vật rắn : 

Các vật đặt gần quả đất đều chịu lực hút quả đất hướng thẳng đứng từ trên 

xuống gọi là trọng lực. Đối với vật có kích thước khá bé so với đường kính quả đất 

thì có thể xem trọng lực các phân tố của vật như các lực song song và có giá trị 

không đổi với từng phân tố khi ta xoay vật. Trong truờng hợp như vậy gọi là trường 

hợp trọng lực đồng nhất. Giả sử ta có một vật rắn. Chia vật thành n phân tố chịu các 

lực nPPP ,...,, 21  tác dụng. Hợp các lực này ta được lực P . Đó chính là trọng lượng 

của vật, được tính theo công thức : 

∑
=

=
n

k
kPP

1

 (4.2) 
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Dù vật quay thế nào các lực kP  vẫn 

giữ nguyên điểm đặt trên vật và song 

song với nhau. 

Vì thế hợp lực P  của chúng luôn đi 

qua điểm C cố định trên vật. C là tâm 

các lực song song kP  cũng là điểm đặt 

của trọng lực P  còn gọi là trọng tâm của 

vật (Hình 73). 

Vậy trọng tâm của vật là một điểm 

cố định trên vật mà trọng luợng của vật luôn luôn đặt tại điểm đó. 

y 

x 
Hình 73 

z 

A2 

A1

An 

1F

nFP

2F
C

Theo công thức (4.1) ta suy ra công thức xác định trọng tâm của vật là : 

P
zP

z

P
yP

y

P
xP

x

kk
C

kk
C

kk
C

∑

∑

∑

=

=

=

.

.

.

 (4.3) 

Trong đó xk, yk, zk là toạ độ điểm đặt của lực Pk của phân tố thứ k (k = 1,2,..n) 

§2. CÁC PHƯƠNG PHÁP XÁC ĐỊNH TRỌNG TÂM 

CỦA VẬT ĐỒNG CHẤT ĐỐI XỨNG, VẬT PHỨC TẠP 

(VẬT GHÉP, VẬT KHUYẾT ) 

2.1 Toạ độ trọng tâm các vật đồng chất: 

 Nếu các vật đồng chất là một khối thì trọng lượng Pk của phân tố nào cũng tỷ lệ 

với thể tích của nó Pk = γ.Vk. Trọng lượng P của vật tỷ lệ thể tích của vật V1, nghĩa 

là P = γ.V (γ là trọng lượng riêng của vật ). Theo công thức (4.3) công thức xác định 

trọng tâm của vật là : 

V
zV

z

V
yV

V
xV

x

kk
C

kk
C

kk
C

∑

∑y

∑

=

=

=

.

.

.

 (4.4) 

Chương IV  Trọng tâm của vật rắn                                                               Trang 54 



GIÁO TRÌNH CƠ HỌC LÝ THUYẾT I                                                 PHẦN TĨNH HỌC 

Tương tự vật là bản phẳng mỏng đồng chất thì toạ độ trọng tâm của bản là : 

S
yS

y

S
xkS

x

kk
C

k
C

∑

∑

=

=

.

.

 (4.5) 

Sk diện tích phân tố k của bản, S là diện tích của bản. Cũng vậy, toạ độ trọng 

tâm của đường cong đồng chất sẽ là : 

l
zl

z

l
yl

y

l
xl

x

kk
C

kk
C

kk
C

∑

∑

∑

=

=

=

.

.

.

  (4.6) 

lk chiều dài phân tố k, l chiều dài của đường cong. 

2.2 Các phương pháp xác định trọng tâm của vật đồng chất : 

1. Phương pháp đối xứng :

Định lý :  Nếu vật đồng chất có mặt phẳng 

đối xứng, một trục hoặc tâm đối xứng thì trọng 

tâm của vật nằm trên mặt phẳng đối xứng, trục 

hoặc tâm đối xứng ấy. 

Thật vậy, ta chia vật thành những cặp phần 

tử đối xứng bằng nhau qua mặt phẳng (Hình 74). 

Hợp các trọng lực của từng cặp lại, ta được 

một hệ lực song song có điểm đặt nằm trên mặt 

phẳng. Trọng lực P của vật là hợp lực các lực 

này cũng nằm trên mặt phẳng đối xứng của vật. 

kP'
kP ''kP  

π 

Hình 74 

Với trục đối xứng và tâm đối xứng ta cũng chứng minh như vậy. 

2. Phương pháp phân chia (vật ghép) :

Một vật có thể chia ra một số hữu hạn phần tử mà vị trí trọng tâm từng phần tử 

đó ta có thể xác định dễ dàng thì trọng tâm của vật có thể xác định theo công thức 

trên. 
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Ví dụ 1:  Cho một bản đồng chất có 

kích thước như hình 75. Hãy xác định 

trọng tâm của bản. 

Bài giải :

Ta dựng hệ trục Oxy và chia hình trên 

thành ba phần. Tính tọa độ trọng tâm của 

mỗi phần và diện tích của chúng. 

 

 1 2 3 

xk -1 1 4 

yk 1 4 7 

Sk 4 16 8 

 

Diện tích của bản là : 

S = S1 + S2 + S3 = 4+ 16 +8 

S = 28 cm2. 

Thay các giá trị số trên vào công thức (4.5) ta được  

cm
S

SySySy
y

cm
S

SxSxSx
x

C

C

7
31

28
56644

14
22

28
32164

332211

332211

=
++

=
++

=

=
++−

=
++

=
 

3. Phương pháp bù trừ (vật khuyết ):   

Phương pháp này là trường hợp riêng 

của phương pháp phân chia được sử dụng 

cho vật có lỗ khuyết, khi phân biệt trọng 

tâm của vật không có lỗ khuyết và bản thân 

lỗ khuyết. 

Ví dụ :  Xác định trọng tâm của bản 

tròn bán kính R, có lỗ khuyết bán kính r 

(Hình 76). Khoảng cách C1C2 = a. 

C1 C2 C

R

r x 

y

Hình 76

Hình 75

y

2cm

6cm

2cm

2cm 4cm

C1 

2cm

C2 C3 
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Bài giải:

Trọng tâm của hình khuyết này là nằm trên trục đối xứng C1C2. Ta dựng hệ trục 

C1xy. Để tìm xC ta bù thêm diện tích bản tròn thành kín (phần I) rồi trừ diện tích 

bằng diện tích lỗ khuyết (phần II). Diện tích phần II (lỗ khuyết) lấy dấu âm. Khi đó, 

ta có : 

)(
,

,0

22
21

2
22

2
11

rRSSS
rSax

RSx

C

C

−=+=
−==
==

π
π
π

 

Thay các giá trị đó vào công thức (4.5) ta tìm được : 

0
)( 22

2
2211

=
−

−
=

+
=

C

CC
C

y
rR

ar
S

SxSx
x  

Như vậy, trọng tâm O của hình khuyết nằm bên trái C1 một đoạn bằng 
)( 22

2

rR
ar
−

. 

4. Phương pháp thực nghiệm :   

Ngoài các phương pháp trên, người ta còn dùng phương pháp thực nghiệm như 

treo hoặc cân vật để tìm trọng tâm của vật có hình dạng phức tạp: 

Ví dụ :  Để tìm trọng tâm của máy bay người ta lần lượt đặt các bánh xe lên bàn 

cân tìm được M1 và M2. Lập 

phương trình như sau: 

a.N2 = (b-a).N1 

Suy ra :   

 
21

1.
NN

Nba
+

=  

Hoặc ta dùng dây treo vật cần 

tìm trọng tâm thì phương của dây treo là phương của trọng lực. Ta cho vài ba điểm 

trên vật thì giao điểm các phương đó là trọng tâm của vật. 

1N 2N
a

b

B
A

C

P
Hình 77
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§3. CÔNG THỨC TÍNH TRỌNG TÂM CỦA VÀI 

VẬT ĐỒNG CHẤT ĐƠN GIẢN 
Xét cung tròn AB bán kính, góc 

ở tâm  = 2. Theo tính chất đối 

xứng trọng tâm của cung tròn sẽ n

trên trục x (hình 78). Tính toạ độ 

trọng tâm theo công thức sau : 

BOA ˆ

ằm 

∫=
∆

=
→∆

)(
0

.1lim
L

kk

lkC x
LL

lx
x dl  

Trong đó L là chiều dài cung 

AB. Để lấy tích phân trên cung AB 

ta lấy phân tố MM’ có chiều dài dl = 

Rdφ với góc định vị φ. Toạ độ x của 

phân tố là : 

Hình 78

dl 

B

A

M’

M

α 
φ 

dφ 

H

x

O

y

x

ϕcosRx =  

Chiều dài của cung AB là :  L = 2R.α  

Từ đó ta có : 

∫∫
−

==
α

α

ϕϕ
α

d
R
Rxdl

L
x

L
C .cos

2
1 2

)(

 

α
αsinRxC =  

Như vậy trọng tâm của cung tròn nằm trên trục đối xứng của nó và cách điểm Q của 

cung một đoạn bằng : 

α
αsinRxC =  

Trong đó α tính bằng radian. 
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3.2 Trọng tâm tam giác : 

Dựng các đường thẳng song song cới cạnh đáy BD, chia tam giác ra thành 

nhiều dãi hẹp (hình 79) 

Rõ ràng trọng tâm của mỗi dãi sẽ 

nằm trên trung tuyến AE của tam giác. 

Vì vậy trọng tâm của tam giác sẽ nằm 

trên trung tuyến này. Ta cũng làm như 

vậy đối với hai trung tuyến kia. Từ đó 

suy ra, trọng tâm tam giác sẽ nằm trên 

giao điểm của ba đường trung tuyến 

của nó, nghĩa là : 

AECE
3
1

=  (4.7) 

3.3 Trọng tâm hình quạt : 

Cho một hình quạt bán kính R, góc ở tâm 

. Từ điểm O, ta vẽ các bán kính 

chia hình quạt ra thành n hình quạt nhỏ. Khi n 

tăng lên vô hạn thì các hình quạt nhỏ xem 

như những tam giác mà nó có trọng tâm trên 

cung DE có bán kính 

α2ˆ =BOA

R
3
2 . 

Trọng tâm hình quạt trùng với trọng tâm 

của cung tròn DE. Theo công thức (4.6) thì 

trọng tâm hình quạt sẽ là : 

Hình 80

R
3
2

D

αO C
x

B

α

C

E
Hình 79

MI

CB

A

α
αsin

3
2 RxC =  (4.8) 

3.4 Trọng tâm của chóp : 

Cho khối chóp tam giác EABD. Để xác định trọng tâm C của khối ta dựng các 

mặt phẳng song song với đáy ABD, chia khối chóp ra n phân tố. Khi tăng n lên vô 

hạn ta coi mỗi phân tố đó là một tam giác phẳng. Trọng tâm các tam giác này nằm 

trên đường thẳng EC1 (C1 trọng tâm đáy ABD). Vì vậy trọng tâm của khối sẽ nằm 

trên EC1. 
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Cũng tương tự, ta thấy trọng tâm 

của khối cũng nằm trên AC2 (C2 là 

trọng tâm mặt BDE). Vì vậy, trọng 

tâm của khối sẽ là giao điểm C của các 

EC1 và AC2. 

Bây giờ ta xác định điểm C vì 

C1C2 và AE chia các cạnh của góc 

EK̂A  thành các đoạn tỷ lệ, nên chúng 

song song nhau. Tam giác C1C2C đồng 

dạng tam giác EAC. Ngoài ra 

AKKC
3
1

1 =  nên AKCC
3
1

21 = . Từ đó 

ta tìm ra được : 

Hình 81 

K C1

C2 

C
B

D 

E

A

3
1211 ==

AE
CC

CE
CC  

do đó :   ECCECC
4
1

3
1

1 ==  

Kết quả này cũng đúng cho cả khối chóp đa giác và khối nón. 

Để tìm trọng tâm của một số vật đồng chất khác ta có thể tra cứu trong các sách 

cẩm nang kỹ thuật. 
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CHƯƠNG I 
 

ĐỘNG HỌC ĐIỂM 
 

§1. MỞ ĐẦU ĐỘNG HỌC 
 

Động học là phần cơ học nghiên cứu các tính chất hình học của chuyển động 

các vật, không kể đến quán tính (khối lượng) và các lực tác dụng lên chúng để vật 

chuyển động. Khi nghiên cứu phần động học ta cần chú ý đến những điểm sau đây: 

1. Mô hình vật thể của động học là động học điểm và vật rắn chuyển động. 

Động học điểm là điểm hình học chuyển động trong không gian, qua thời gian. Vật rắn 

chuyển động là tập hợp nhiều động điểm mà khoảng cách giữa mỗi cặp điểm đều 

không đổi trong chuyển động. 

2. Chuyển động xảy ra trong không gian và theo thời gian. Không gian trong cơ 

học là không gian Euclide ba chiều. Tất cả các phép đo lường trong không gian này 

được xác định theo phương pháp hình học Euclide. Đơn vị chiều dài để đo khoảng 

cách là mét (m). Thời gian trong cơ học được coi là thời gian trôi đều không phụ thuộc 

vào hệ quy chiếu khảo sát. Đơn vị đo thời gian là giây (s). Thời gian được xem là đối 

số độc lập khi khảo sát chuyển động của các vật thể. 

3. Để xác định vị trí của vật (hoặc điểm) đang chuyển động người ta gắn với vật 

chuẩn dùng để khảo sát chuyển động một hệ toạ độ nào đó mà cùng với nó tạo thành 

hệ quy chiếu. Nếu toạ độ của tất cả các điểm của vật trong hệ quy chiếu đã chọn luôn 

không đổi ta nói vật đứng yên. Còn nếu toạ độ của các điểm thay đổi theo thời gian ta 

nói vật chuyển động trong hệ quy chiếu. 

4. Khảo sát về mặt chuyển động của một điểm hay của một vật rắn là tìm cách 

xác định vị trí của điểm ấy đối với hệ quy chiếu đã chọn ở mỗi thời điểm, đồng thời 

tìm cách mô tả chuyển động ấy theo thời gian. Muốn vậy, người ta dùng những khía 

niệm sau đây: 

a) Thông số xác định vị trí của điểm hay của một vật rắn trong hệ quy chiếu đã 

chọn. 

b) Phương trình chuyển động của điểm hay vật rắn chuyển động là những biểu 

thức liên hệ giữa thông số định vị nói trên với thời gian mà ta xem là đối số độc lập. 
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c) Vận tốc chuyển động là đại lượng biểu thị hướng và tốc độ chuyển động của 

điểm hay vật rắn ở thời điểm đang xét. Nói chung, vận tốc chuyển động cũng là đại 

lượng biến thiên theo thời gian. 

d) Gia tốc chuyển động là đại lượng biểu thị tốc độ thay đổi của vận tốc chuyển 

động (phương chiều, độ lớn) theo thời gian. Gia tốc chuyển động cũng là hàm của thời 

gian. 

5. Động học được chia làm hai phần chính: 

- Động học điểm  

- Động học vật rắn 

 

§2. KHẢO SÁT CHUYỂN ĐỘNG CỦA ĐIỂM 
A- Khảo sát chuyển động của điểm bằng phương pháp véctơ (vector) 

1. Phương trình chuyển động của điểm: 

Xét chuyển động của điểm M trong 

hệ quy chiếu Oyxz. Rõ ràng là vị 

trí của M được xác định duy nhất 

bằng véctơ định vị r O= M
rr , ta gọi 

là véctơ bán kính của động điểm 

trong hệ quy chiếu ấy. 

Khi động điểm chuyển động, véctơ 

sẽ biến thiên liên tục theo thời gian 

cả về hướng lẫn độ dài do đó ta 

viết :  

rr = rr (t)   (1.1) 

Hçnh 1.1

W
r

V
r

y 

x

z

Biểu thức (1.1) là phương trình chuyển động của điểm viết dưới dạng véctơ. Quỹ tích 

các vị trí của chuyển động điểm trong không gian quy chiếu được gọi là : Quỹ đạo của 

chuyển động điểm trong hệ quy chiếu ấy. 

Phương trình (1.1) cũng chính là phương trình quỹ đạo dưới dạng thông số. 
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2. Vận tốc chuyển động của điểm : 

Giả thuyết tại thời điểm t động điểm 

M có véc tơ định vị , và tại thời 

điểm t’=t+∆t động điểm ở vị trí M’ 

có véctơ định vị r . 

rr

r

Véctơ 'MM
r

= -  =∆  mô tả gần 

đúng hướng đi và quãng đường đi 

được của động điểm trong thời gian 

, gọi là véctơ tốc độ lồi của điểm. 

'rr rr rr

t∆

Đại lượng r
t

∆
∆

r
 được gọi là vận tốc trung bình của động điểm trong thời gian ∆t. Kí 

hiệu V . Nếu ∆t càng nhỏ thì độ chính xác càng cao do đó người ta định nghĩa : TB

M',t'

M,t V
r

 

rr

'r

r∆

O
Hình 1.2 

r

 Vận tốc tức thời ở thời điểm t của động điểm là véctơ V
r

 được xác định như 

sau: 

0 0
lim limTBt t

r drV V
t dt∆ → ∆ →

r∆
= = =

∆
=

r rr r r&      (1.2) 

nghĩa là : Vận tốc tức thời của động điểm là đạo hàm cấp một theo thời gian của véctơ 

định vị của động điểm (Ký hiệu (t)-từ nay về sau ta hiểu là đạo hàm theo thời gian) rr&

 Về mặt hình học khi tới giới hạn, vận tốc tức thời V
r

 phải hướng tiếp tuyến với 

quỹ đạo của động điểm tại M và thuận theo chiều chuyển động qua đó của động điểm. 

Đơn vị chính của vận tốc là m/s (mét/giây). 

3. Gia tốc của động điểm : 

 Nói chung, véctơ V biến 

đổi cả về hướng và độ lớn theo 

thời gian V =V (t). Đaị lượng : 

r

r r

0
lim

t

dV V
dt t∆ →

∆
=

∆

r r

 cho ta biết tốc 

độ biến đổi của véctơ  cả về 

phương chiều lẫn độ lớn tại 

thời điểm đang xét, nghĩa là nó 

V
r

'V

Hình 1.3 

M'

M
V∆  

'V

V
r
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đặc trưng cho tốc độ đổi hướng và đổi hướng và đôi độ nhanh của chuyển động của 

điểm. Vì vậy, người ta định nghĩa: 

 Gia tốc tức thời của động điểm là đại lượng véctơ bằng đạo hàm cấp một 

theo thời gian của vận tốc: 

W
r

W V r= =
r r r& &&      (1.3) 

 Về mặt hình học, chú ý rằng véctơ V∆
r

 bao giờ cũng hướng vào bề lõm của quỹ 

đạo. 

 Đơn vị chính để tính gia tốc là m/s2

4. Một số tính chất được suy ra trực tiếp từ biểu thức cảu vận tốc và gia tốc: 

 a) Nếu V  đồng nhất triệt tiêu thì VW∧
r r r

 và W
r

 luôn luôn cùng phương. Do đó 

có phương không đổi nên chuyển động của điểm là chuyển động thẳng. V
r

 - Nếu  V  không đồng nhất triệt tiêu thì chuyển động là chuyển động cong 

vì khi ấy V  đổi phương. 

W∧
r r

r

 b) Tính đều hay biến đổi của chuyển động 

Chuyển động là đều hay biến đổi tuỳ theo giá trị vận tốc V là không đổi hay 

tăng hoặc giảm theo thời gian. 

- Nếu trị số vận tốc tăng hoặc giảm theo thời gian trong một khoảng thời gian 

nào đó ta nói điểm chuyển động nhanh hoặc chậm dần trong khoảng thời gian đó. 

Chú ý rằng sự thay đổi V2 đặc trưng cho sự thay đôi độ lớn của V và ta có: 

2 2( )V V=
r

, 
2 2( ) 2 .dV d V V W

dt dt
= =

r
r r

 

Ta rút ra kết luận như sau: 

- Nếu ≡ 0 thì động điẻm chuyển động đều trên quỹ đạo của nó (có thể 

thẳng hay cong) 

.V W
r r

- Nếu .V W
r r

≠ 0 thì chuyển động biến đổi, cụ thể : 

 + > 0 : Nhanh dần .V W
r r

 + < 0 : Chậm dần .V W
r r
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B- Khảo sát chuyển động của điểm bằng toạ độ Descartes 

1. Phương trình chuyển động của động điểm: 

Xét chuyển động của 

điểm trong toạ độ Descartes 

Oxyz. Vị trí của điểm được xác 

định bởi các toạ độ x,y,z. Vì 

vậy: 

Phương trình chuyển 

động của điểm sẽ là : 

( )
( )
( )

x x t
y y t
z z t

=⎧
⎪ =⎨
⎪ =⎩

        (1.4) 

(1.4) cũng chính là phương trình quỹ đạo viết dưới dạng tham số. 

Hçnh 1.4x

O

z

y
rr

),,( zyx WWWW
r

 

),,( zyx VVVV
rM(x,y,z) 

2. Vận tốc chuyển động của  điểm : 

 Gọi i, j, k là các véctơ đơn vị trên ba trục toạ độ Ox, Oy, Oz khi ấy :  

yj+zkr xi= +
r rrr  trong đó i

r
, j
r

, k
r

 là hằng. 

Ta có :                        ( yj+zk) = yj+zd kxi xi
dt

= = + +V r
r r r rr r rr&  

j kx y zV V i V V= + +
r rr r

 

 Vậy : ⎪⎨     (1.5) Vận tốc của động điểm trong hệ Descartes từ (1.5) có thể xác 

định giá trị và hướng của V  

x

y

z

V x
V
V z

=⎧
y=

⎪ =⎩

&

&

&

r

2 2V x y z2= + +& & &  

os(Ox, ) xVc V
V

=
r

, os(Oy, ) yV
c V

V
=

r
, os(Oz, ) zVc V

V
=

r
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3.Gia tốc chuyển động của điểm : 

Tương tự như đối với vận tốc, W = V
r r

= rr  ta có: 

x x

y y

z z

W V x
W V y
W V z

⎧ = =
⎪ = =⎨
⎪ = =⎩

& &&

& &&

& &&

    (1.6) Gia tốc trong toạ độ Descartes từ (1.6) ta cũng xác định giá trị và 

hướng W như sau :  

W = 2 2 2x y z+ +&& && &&  

os(Ox, ) xWc W
W

=
r

, os(Oy, ) yW
c W , 

W
=

r
os(Oz, ) zWc W

W
=

r
 

Cuối cùng dựa vào hình chiếu của vận tốc V
r

và gia tốc W
r

 ta có thể mô tả các đặc điểm 

thẳng hay cong, đều hay biến đổi đều của chuyển động điểm. 

C- Khảo sát chuyển động của điểm bằng toạ độ tự nhiên. 

1. Phương trình chuyển động : 

Khi đã biết quỹ đạo chuyển động của điểm ta thường khảo sát chuyển động của 

điểm bằng phương pháp tạo 

độ tự nhiên. 

Chọn điểm O tuỳ ý trên 

quỹ đạo làm gốc và xem quỹ 

đạo như một trục toạ độ cong 

rồi định ra trên nó một chiều 

dương. 

Gọi OM=s là toạ độ cong của động điểm trên quỹ đạo. Rõ ràng s chính là thông 

số định vị của điểm M trên quỹ đạo. Vậy phương trình chuyển động của M có dạng : 

O

M

Hình 1.5

(+) 

(-)

( )s s t=  
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2. Một số tính chất hình học của quỹ đạo : 

a) Hệ toạ độ tự nhiên 

 Hệ toạ độ tự nhiên là hệ ba trục vuông góc được xác định như sau: 

 Trục tiếp tuyên tại M có hướng 

dương đã chọn trùng với hướng 

dương đã chọn trên quỹ đạo, véctơ 

đơn vị trên trục này ký hiệu τr . 

Lấy cung vô cùng bé 

ds = 'MM  nằm trong mặt phẳng duy 

nhất qua Mτ và chứa tiếp tuyến M. 

Mặt phẳng π tại M được gọi là mặt phẳng mật tiếp. Trong mặt phẳng π ta điểm M kẻ 

pháp tuyến của quỹ đạo và định hướng dương vào bề mặt lõm của quỹ đạo. Pháp tuyến 

ấy gọi là pháp tuyến chính tại M. Kí hiệu là nr  

b
r

nr

τr

Hình 1.6 

Trục vuông góc với mặt phẳng gọi là trục trùng pháp tuyến, ký hiệu là b
r

là 

véctơ đơn vị, và chọn  sao cho Mτnb là một tam diện thuận. b
r

b) Độ cong và bán kính cong của quỹ đạo tại 

M   

 Độ cong của quỹ đạo tại M là một số 

dương K : 

0
lim
s

dK
s ds
ϕ ϕ

∆ →

∆
= =

∆
 

Nếu quỹ đạo là đường tròn thì : 

1 ds R
K dϕ
= =  là bán kính của đường tròn. 

Suy rộng ra đối với đường cong bất kỳ 1
K

= ρ gọi là bán kính cong của quỹ đạo. 

T
r

 

'T

"T

τr

ϕ∆
∆s

Hình 1.7

M’ 
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3. Xác định vận tốc và gia tốc của chuyển động : 

a) Xác định hướng vận tốc của điểm M 

 Vì hướng theo tiếp tuyến với quỹ đạo tại điểm M, nên ta có thể viết : 

.V Vτ τ=
r r

     (a) 

 Mặt khác ta cũng có : 

.dr dr dsV
dt ds dt

= =
r rr

 

nhưng :   
0

lim
s

dr r
ds s

τ
∆ →

∆
= =

∆

r r
r  

Vậy :     .dsV
dt

τ=
r r

  (b) 

Từ (a) và (b) ta có thể viết : 

s
dt
dsVVV &

r
==== τ  

Xét quan hệ giữa Vτ và 
dt
ds : 

- Khi M chuyển động theo chiều dương thì V
r

 và τr  cùng chiều, nghĩa là Vτ>0 khi 

ấy s  tăng theo thời gian có nghĩa là s& >0. vậy Vτ và s&  cùng dấu. 

- Khi M chuyển động theo chiều âm thì V
r

 và τr  trái chiều, nên Vτ <0 khi ấy s  

giảm theo thời gian nghĩa là s& <0. Vậy Vτ và s& cùng dấu. 

Vì vậy ta viết được ττττ
r&rrr

.. s
dt
dsVV ===  

Giá trị sVV &==  cho tốc độ chuyển động, còn dấu của Vτ cho biết chiều chuyển 

động của điểm thuận hay ngược với chiều dương đã chọn trên quỹ đạo. 

b) Xác định gia tốc W của M: 

Ta viết :  trong hệ toạ độ Mτnb, cần phải tìm các giá trị WbWnW bn

rrrr
...WW ++= ττ τ, 

Wn, Wb theo s  

Từ (1.3) và (1.7) ta có: 

τττ τττ
&rr&r&rr

..).(
dt
dVW VVV +===  
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Nhưng trong hình học vi phân người ta đã chứng minh rằng :  

ρ
τ n

ds
d rr

=    vì vậy :  τρ
ττ Vn

dt
ds

ds
d ..

rr
&r ==  

Do đó ta có :   nVVnV rr&
r

r&
r

...)(.VW
2

2

ρ
τ

ρ
τ ττ +=+=  

Từ đó suy ra : sV &&& == ττW ,  
ρρ

)(W
22 sV

n
&

== ,  0W =b  

Vậy: gia tốc của M ở vị trí đang xét được phân tích ra hai thành phần : gia tốc tiếp 

tuyến Wτ và gia tốc pháp tuyến Wn. 

4. Phán đoán tính chất của chuyển động : 

- Chuyển động đều là chuyển động trong đó V=V0; có nghĩa là . Khi đó s 

= s

0W == ττ V&

0 + V0.t, trong đó s0 là toạ độ tự nhiên ban đầu của động điểm. 

- Chuyển động biến đổi đều là chuyển động trong đó gia tốc tiếp Wτ = a = const. Từ đó 

suy ra : Vτ = V0 + at, V0 là vận tốc đều của chuyển động, phương trình chuyển động có 

dạng : s = s0 + V0t + 
2

at 2

, s0 là toạ độ tự nhiên ban đầu. 

- Chuyển động biến đổi khi: 

0.)..).(.(. ≠=+= ττττ ττ WVnWWVWV n
rrrrr

 

Nếu : >0 Chuyển động nhanh dần  ττ WV .

 <0 Chuyển động chậm dần ττ WV .

Ví dụ 1: ( Chuyển động Xyclôít)    

 Xét chuyển động lăn không trượt của đường tròn trên đường thẳng. Giả sử vận 

tốc của tâm đường tròn đó là v(t) và bán kính cảu nó là R. 

 a. Lập phương trình chuyển động của một điểm M bất kỳ trên đường tròn ấy. 

 b. Khảo sát vận tốc và gia tốc của M những lúc nó ở trên đường thẳng tựa của 

đường tròn 

 c. Giả thuyết V = V0 = const, khảo sát tính biến đổi chuyển động trên một cung 

quỹ đạo ứng với một vòng lăn của đường tròn. 
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Bài giải : 

a. Lập phương trình chuyển động :

 Khảo sát chuyển động 

của điểm M trên đường tròn, 

rõ ràng rất nhiều lần M vật 

chạm với đường tựa Ox. Ta 

chọn ngay một điểm như thế 

làm gốc O và bắt đầu khảo 

sát từ ấy. 

M
I 
φ

H P
O

x 

y 

 Gọi φ = ),( PIMI
rr

. Tìm sự liên hệ : 

)(),(),( tyyxx ϕϕϕϕ ===  

trong đó x, y là tọa độ của M. Ta có : HPOPxM −=  

nhưng vì vòng tròn lăn không trượt nên : OP = PM = Rφ. 

Vậy : 
)cos1(cos

)sin(sin

ϕϕ

ϕϕϕϕ

−=−=−=

−=−=−=

RRRKIPIy

RRRHPOPx

M

M  

cũng vì vòng tròn lăn không trượt nên: 

ϕROPmàdttVOP
t

== ∫
0

).(  

Vậy     ∫=
t

dttV
R 0

).(1ϕ  

Do đó phương trình chuyển động của điểm M được viết như sau: 

∫=

−=
−=

t

dttV
R

Ry
Rx

0

).(1
)cos1(
)sin(

ϕ

ϕ
ϕϕ

 

Quỹ đạo của điểm M gồm những đường cong xyclôít tuần hoàn với chu kỳ là 2π cho 

nên ta chỉ xét chuyển động của nó trong 0 ≤ φ ≤ 2π. 
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b. Biểu thức vận tốc và gia tốc của điểm:  

⎩
⎨
⎧

==
−==

ϕϕ
ϕϕ

sin
)cos1(

&&

&&r

RyV
RxV

V
y

x  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+==
−+==

ϕϕϕϕ
ϕϕϕϕ

sincos
)cos1(sin

2

2

&&&&&

&&&&&r

RRyW
RRxW

W
y

x  

M ở vị trí chạm mặt đường ϕ  = 0 hoặc ϕ  = 2π thì sinϕ  = 0, cosϕ  = 1. 

Vậy : 

⎩
⎨
⎧

=
=

0
0

y

x

V
V

V
r

   
⎩
⎨
⎧

>=
=

0
0
2ϕ&

r

RW
W

W
y

x

Như vậy tức là W  ≠ 0 và hướng vuông góc đường tựa của vòng tròn. Do vậy, ở những 

vị trí như thế M dừng tức thời và khởi động lại. 

r

c. Trường hợp V = VO = const. 

∫ ==
t

tV
R

dtV
R 0

00
11ϕ vậy 0,0 == ϕϕ &&&

R
V  

Do đó: 

⎩
⎨
⎧

=
−=

ϕ
ϕ

sin
)cos1(

0

0

VV
VV

V
y

xr
  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

=

ϕ

ϕ

cos

sin
2

0

2
0

R
V

W

R
V

W
W

y

xr
 

[ ] ϕϕϕϕϕ sincossin)cos1(sin...
2

0
2

0

R
V

R
V

WVWVWV yyxx =+−=+=
rr

 

  
⎩
⎨
⎧
<
>

=
0
0

.WV
rr trong khoảng 0<φ<π chuyển động nhanh dần

trong khoảng π<φ<2π chuyển động chậm dần
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CHƯƠNG II 

CHUYỂN ĐỘNG CƠ BẢN CỦA VẬT RẮN 
 Chuyển động cơ bản của vật rắn : chuyển động tịnh tiến và chuyển động quay. 

 Sau này chúng ta sẽ thấy rằng mọi chuyển động của vật rắn đều đưa về hai 

chuyển động trên. 
 

§1. CHUYỂN ĐỘNG TỊNH TIẾN CỦA VẬT RẮN 
1. Định nghĩa : Chuyển động tịnh tiến của vật rắn là chuyển động trong đó mọi đường 

thẳng thuộc vật rắn đều luôn luôn không đổi phương. 

2. Tính chất của chuyển động : 

Định lý : Trong chuyển động tịnh tiến các điểm thuộc vật rắn chuyển động 

giống hệt nhau. Nghĩa là :  

 Quỹ đạo của chúng là những đường chồng khít lên nhau được và ở mỗi điểm 

chúng có cùng vận tốc và gia tốc. 

 Chứng minh: Chỉ cần khảo sát hai điểm bất kỳ thuộc vật chẳng hạn hai điểm M, 

N là đủ. 

Xét vectơ MN  vật chuyển động tịnh 

tiến nên MN  không đổi hướng. Ngoài 

ra MN=const. Vậy vectơ MN  không 

đổi trong chuyển động. 

Từ đó suy ra rằng các tứ giác M0N0-

M1N1, M1N1M2N2 đều là những hình 

bình hành, vì vậy ta có 

2121 NNMM = , NNMM 22 = , ... rõ ràng hai đường gãy M0M1M2M..., N0N1N2N,.. 

chồng khít lên nhau và do đó quỹ đạo của hai điểm M và N có thể chồng khít lên nhâu 

được . 

MV
r

 

NW
r

 

M2 M1 M0

N2 N1 
N0

MW
r

 

M 

N 

NV
r

 

Vì '' NNMM =  nên ta có : 

NttM V
t

NN
t

MMV
rr

=
∆

=
∆

=
→∆→∆

'lim'lim
00

, nghĩa là : NM VV
rr

=  
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Suy ra :     NM WW
rr

=

Từ định lý này suy ra : 

- Việc khảo sát chuyển động của vật rắn chuyển động tịnh tiến được thay thế bằng việc 

khảo sát chuyển động của một điểm bất kỳ của nó. 

-Vận tốc  và gia tốc  chung cho tất cả các điểm  của vật rắn trong chuyển động 

tịnh tiến được gọi là vận tốc và gia tốc chuyển động tịnh tiến. Chúng là những véctơ tự 

do. 

V
r

W
r

 

§2. CHUYỂN ĐỘNG CỦA VẬT RẮN QUAY QUANH TRỤC CỐ 

ĐỊNH 
Định nghĩa :  Nếu trong quá trình chuyển động, vật rắn có hai điểm luôn cố định, ta 

nói vật rắn có chuyển động quay quanh trục cố định qua hai điểm đó. 

Mô hình không gian 

O 

Mô hình phẳng 

 Mô hình của nó được biểu diễn :  
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A. Khảo sát chuyển động quay của cả vật rắn: 

1. Phương trình chuyển động: 

 Dựng hai mặt phẳng π0, π qua trục quay AB trong 

đó π0 là mặt phẳng gắn với vật. Định chiều quay dương 

của vật. Vị trí của π xác định vị trí của vật. Gọi ϕ  là góc 

đại số giữa hai mặt phẳng (π0, π). Ta có thể coi ϕ  là 

thông số định vị trí của vật quay quanh trục AB. 

 Vậy phương trình chuyển động của vật là:  

  (2.1) )(tϕϕ =

2. Vận tốc góc và gia tốc góc của vật chuyển động : 

π

0π

ϕ  

B 

A 

 Giả thuyết trong thời gian ∆t góc định vị ϕ  biến thiên một lượng ∆ϕ  thì vận 
tốc góc trung bình là: 

ttb ∆
∆

=
ϕω  

Vận tốc góc tức thời : 

ϕϕϕωω &==
∆
∆

==
→∆→∆ dt

d
tttbt 00

limlim   (2.2) 

Như vậy: Vận tốc góc của vật rắn quay quanh một trục cố định là đạo hàm cấp 

một theo thời gian của góc định vị của vật ấy. 

Dấu của ω  cho biết chiều quay của vật quay quanh trục, vì nếu ω >0 nghĩa là 

ϕ  tăng theo thời gian và vật quay theo chiều dương. 

Ngược lại nếu ω <0 thì vật quay theo chiều âm. 

Giá trị ωω =  gọi là tốc độ góc của vật, nó phản ánh tốc độ quay quanh trục. 

Đơn vị của nó là rad/s hay s-1. 

Trong kỹ thuật người ta thường dùng tốc độ góc bằng đơn vị vòng/phút. Do đó 

có mối quan hệ giữa hai đơn vị này là: 

nsrad 30/
πω =  vòng/phút 
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b) Gia tốc góc của vật: 

 Vì vận tốc góc của vật cho biết chiều quay và tốc độ quay của vật nên sự biến 

thiên của nó theo thời gian phản ánh tính biến đổi của chuyển động đó vì vậy ta định 

nghĩa: 

 Gia tốc góc của vật, kí hiệu ε  là đạo hàm cấp một theo thời gian của vận tốc 

góc hay bằng đạo hàm cấp hai của một góc quay ϕωε &&& ==  

 Đơn vị để tính gia tốc góc : rad/s2 hay s-2

 
3. Véctơ vận tốc góc và véctơ gia tốc góc: 

a) Véctơ vận tốc góc:  

 Véctơ vận tốc góc kí hiệu ωr  được xác định như sau: 

ω
r  nằm trên trục quay của vật, sao cho nhìn từ ngọn 

đến gốc véctơ ωr  sẽ thấy vật quay ngược chiều kim 

đồng hồ và ωω =
r . Nếu gọi  là véctơ đơn vị trên 

trục quay, ta có:   

k
r

k
rr .ωω =   (2.3) 

b) Véctơ gia tốc góc: 

 Véctơ gia tốc góc của vật được định nghĩa như sau : 
ωε &rr

=  

O ω
r

Kết hợp (2.3) và (2.4) ta suy ra được : 

kk
rr

&r .. εωε ==   (2.4) 
4. Phán đoán tính chất của chuyển động quay quanh trục cố định: 

- Chuyển động quay được gọi là đều nếu tốc độ góc là không đổi theo thời gian, 

const== 0ωω . 

- Nếu tốc độ góc ω thay đổi thì chuyển động quay được gọi là biến đổi, nếu ω tăng lên 

thì chuyển động quay nhanh dần, nếu ω giảm thì chuyển động quay chậm dần. 

Chú ý rằng sự biến đổi của giá trị ω được đặt trưng bởi sự biến đổi của ω2 và ω2= 2ω
r  

nên để nhận xét tính chất chuyển động ta có thể xét dấu của đạo hàm 
dt

d 2)(ωr . 

Ta có :  εωωωω rr&rr
r

..2..2)( 2

==
dt

d  
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Vậy ta đi đến kết luận : 

a) Nếu ε 0 vật quay đều. ≡
- Nếu ε ≠ 0 vật quay biến đổi. 

b) Nếu εωεω .. =
rr >0 : Nhanh dần. 

c) Nếu εωεω .. =
rr <0 : Chậm dần. 

- Nếu ε=const chuyển động quay biến đổi đều khi ấy:  

t.0 εωω +=
rr  , 

2
..

2

00
tt εωϕϕ ++=  

và cùng thoả mãn với điều kiện trên là: 0. >εω
rr  chuyển động quay nhanh dần đều, 

ngược lại  0. <εω
rr  chuyển động chậm dần đều. 

ω
r

c)b)a)

ε
r

ε
r

0=ε

ω
r

ω
r

 

B. Khảo sát chuyển động của các điểm thuộc vật rắn : 

1. Quĩ đạo và phương trình chuyển động: 

ω

MV
r

π0π

(Γ )

ϕ
A M

O

 Xét một điểm M bất kỳ thuộc vật. Rõ ràng là mỗi điểm thuộc vật chuyển động 

theo quĩ đạo đường tròn tâm O trên trục quay và có bán kính OM. Với OM là khoảng 

cách từ M đến trục quay. 

 Gọi A là giao điểm của mặt phẳn

góc AÔM = ϕ . Lấy AM = s  là thông s

2
B 

M

A 

O 

Chương II Chuyển động cơ bản của vật 
Hình 
g π0 với đường tròn quỹ đạo (Г) của M, ta có 

ố cố định vị của M trên quĩ đạo và chọn chiều 
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dương tính cung thuận với chiều dương tính góc ta có phương trình chuyển động của 

điểm M như sau : 

ϕ.RAMs ==  
2. Vận tốc và gia tốc của điểm thuộc vật : 

a) Vận tốc của điểm thuộc vật :  

 Ta đã biết rằng vận tốc của một điểm nằm 

theo tiếp tuyến với hướng quỹ đạo của điểm ấy, 

vì vậy ở  đây  vuông góc với OM và hướng 

theo chiều quay của vật. Giá trị của vận tốc được 

xác định bởi biểu thức : 

V
r

ωω .. RR =
ϕ.

dt
dRsV === &  

  Như vậy, vận tốc của các điểm thuộc vật 

rắn quay quanh trục cố định được phân bố 

quanh trục quay theo quy tắc tam giác vuông 

đồng dạng. Từ kết luận trên ta có thể viết :  

ω=....===
OI
V

ON
V

OM
V INM  

τW
r

nW
r

W
r

ε
r

O 

Hình 2.7 

MI

N 

IV
r

MV
r

NV
r O 

ω là hệ số đồng dạng. 
Hình 2.8 b) Gia tốc của điểm thuộc vật : 

 Ta cần biết điểm M chuyển động tròn và nói chung là không đều, nên  

nWWW
rrr

+= τ  

 Ta cần xác định các thành phần Wτ

r
 , Wn

r
 và gia tốc toàn phần W . 

r

 - Gia tốc pháp tuyến W  huớng vào tâm O của quĩ đạo có giá trị : n

r

2
222 . ωω

ρ
R

R
RVWn ===  

 - Gia tốc tiếp tuyến W  hướng cùng hay ngược ciều với vận tốc  tuỳ theo vật 

quay nhanh hay chậm dần, có giá trị : 

τ

r
V
r

( ) εωωτ .. RRR
dt
dVW ==== &&  
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 - Gia tốc toàn phần  tạo với W
r

OM  

một góc α mà tgα là : 

2ω2.
. ε
ω
ετα ===

R
R

W
Wtg

n
 

có giá trị :   

4222 ωετ +=+= RWWW n  

Từ kết quả của các điểm thuộc vật rắn 

chuyển động quay quanh trục cố định được 

phân bố theo quy tắc tam giác đồng dạng với 

hệ số tỷ lệ là : 42 ωε +   t viết được :

  

 

a có thể 

42.... ωε +====
OI
W

ON
W

OM
W INM  

c) Biểu diễn các véctơ V  và  qua các véctơ 
r

W
r

ωr , εr : 

Lấy một điểm gốc bất kỳ trên trục quay của 

vật và đặt rOM r
= . Dựa vào các kết quả trên 

ta có thể viết :  

Hình 2.9 

Hình 2.9 

ω
r

rr  

τW
r

 

V
r

ω

ε

nW
r

 

M I

N 

IV
r

MV
r

 
NV
r O

rV rrr
∧=ω ,  W rrrr

∧= ετ n,  W V
rrr

∧=ω  

Ví dụ :  Trong giai đoạn lấy đà, bánh đà quay theo qui luật : 3

32
27)( tt =ϕ . Hãy xác định 

vận tốc và gia tốc của điểm M cach trục quay một khoảng h = 0,8m khi gia tốc tiếp 

tuyến tại điểm đó bằng gia tốc pháp tuyến của nó. 

Bài giải:  Vận tốc góc và gia tốc góc của bánh đà : 

t
dt
dt

dt
d

16
27,

32
27 2 ====

ωεϕω  

Gia tốc tiếp tuyến và gia tốc pháp tuyến của điểm đang xét  
2.,. ωετ hWhW n ==  

Gọi thời điểm lúc Wτ = Wn là t1 khi đó  2
11 ωε =
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Hay :     4
1

2

1 32
27

16
27 tt ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=  

Vậy :    )(
3
4

27
64

1
3

1 stvàt ==  

Thay t1 vào biểu thức và ta có : 

)/(
4
9)/(

2
3 2

11 sradsrad == εω  

Từ đây ta có : V1 = h.ω1 = 1,2 m/s 

   W1 = 24
1

2
1 /54,228,1 smh ==+ωε  

C. Truyền động đơn giản: 

 Trong một máy hay một tổ hợp máy thường gắn ba phần : động cơ, cơ cấu 

truyền động, bộ phận làm việc. 

Ở đây bước đầu ta làm quen với một vài cơ cấu truyền động đơn giản nhằm 

biến chuyển động quay quanh một trục cố định thành chuyển động quay quanh một 

trục cố định khác; biến chuyển động tịnh tiến thành chuyển động tịnh tiến; biến 

chuyển động tịnh tiến thành chuyển động quay.... 

1. Truyền động bằng cơ cấu bánh răng, đai truyền, xích : 

 Truyền các chuyển động quay giữa hai trục cố định song song nhau, người ta 

dùng cơ cấu bánh răng, đai truyền, xích. 

 
 

Hình 2.11a 

1ω

O2
r1

O1 

r2 

2ω

r2 

r1

O1 

O2 
1ω

2ω
Hình 2.12a 
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2. Truyền động bằng cơ cấu răng - thanh răng : 

 Để truyền chuyển động giữa một vật quay và một vật tịnh tiến người ta sử dụng 

cơ cấu bánh răng-thanh răng hoặc cơ cấu bánh-thanh ma sát. 

 

3. Truyền động bằng cơ cấu cam : 

 Truyền chuyển động quay thành chuyển động tinh tiến hoặc chuyển động tịnh 

tiến thành chuyển động tịnh tiến người ta sử dụng cơ cấu cam. 

 
 
 
 

r2 

r1O1 
O2 

1ω

2ω

r2 

r1 O1 
O2 

1ω

2ω

Hình 2.12b Hình 2.12a 

ω

V
r

R O

2V
r

Cam 

Cần 

1V
r

Hình 2.14 

ω

2V
r

Cần

Cam
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CHƯƠNG III 
 

CHUYỂN ĐỘNG TỔNG HỢP CỦA ĐIỂM 
 

Trên đây ta đã xét chuyển động của điểm hay vật rắn đối với hệ quy chiếu cố 

định. Ở chương này ta xét chuyển động của điểm so với hệ quy chiếu đang chuyển 

động trong hệ quy chiếu khác đã chọn làm hệ quy chiếu cố định. Nhiều bài toán trong 

thực tế kỹ thuật đã được giải quyết với cách đặt vấn đề như vậy. Chẳng hạn, trong bài 

toán bắn con tàu vũ trụ lên mặt trăng, có thể chọn mặt trăng làm hệ quy chiếu động so 

với trái đất được chọn làm hệ quy chiếu cố định, hoặc giải thích hiện tượng : trong 

điều kiện lặng gió, hạt mưa rơi xiên đối với người đang đi tàu xe, ta phải lấy chính tàu, 

xe là hệ quy chiếu động so với mặt đất cố định... 
 

§1. CÁC ĐỊNH NGHĨA 
1. Đặt vấn đề : 

Cho một động điểm M (hay 

vật M) chuyển động so với vật B, 

vật B lại chuyển động so với vật A 

xem là cố định. 

 Ta đặt hệ toạ độ O1x1y1z1 

với vật A và hệ toạ độ Oxyz với vật 

B. 

Hình 3.1 x1

A

O 

Or
r

z1

y1 

rr

1r
r B 

x

yz

O1

 

 

2. Các định nghĩa : 

- Hệ quy chiếu O1x1y1z1 gọi là hệ quy chiếu cố định hay hệ quy chiếu tuyệt đối. 

Hệ quy chiếu Oxyz là hệ quy chiếu động hay hệ quy chiếu tương đối. 

- Chuyển động của M đối với hệ quy chiếu cố định gọi là chuyển động tuyệt 

đối. Vận tốc và gia tốc của điểm M trong chuyển động này gọi là vận tốc tuyệt đối và 

gia tốc tuyệt đối ký hiệu  ,  trong đó : aV
r

aW
r

1
a

drV
dt

=
rr

,  
2

1
2a

d rW
dt

=
rr
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- Chuyển động của điểm M đối với hệ quy chiếu động gọi là chuyển động 

tương đối. Vận tốc và gia tốc của một điểm M trong chuyển động này gọi là vận tốc 

tương đối và gia tốc tương đối ký hiệu rV
r

, rW
r

 trong đó: 

r
drV
dt

=
rr

,  
2

2r
d rW
dt

=
rr

 

- Chuyển động của hệ quy chiếu động so với hệ quy chiếu cố định gọi là chuyển 

động kéo theo. 

Trùng điểm của động điểm M ở thời điểm khảo sát là điểm M* của hệ động 

trùng với điểm M lúc ấy. 

Khi đó ta sẽ có định nghĩa vận tốc và gia tốc của M trong chuyển động kéo theo 

chính là vận tốc và gia tốc của trùng điểm M*: 

*Me*Me W  W ,V  V
rrrr

==  

Vì :   * 0M
r r xi yj z= + + + k

rr rr r
     (x, y, z không đổi) 

Nên ta có : 

*

*
0M

e M

dr dr di dj dkV V x y z
dt dt dt dt dt

= = = + + +
rr rr rr r

 

*

*

2 2 2 2
0

2 2 2 2
M

e M

d r d r d i d j d kW W x y z
dt dt dt dt dt

= = = + + +
2

2

rr rr rr r
 

Từ các định nghĩa trên ta thường gặp hai loại bài toán sau đây: 

a) Bài toán tổng hợp chuyển động : Biết chuyển động tương đối và kéo theo của điểm 

hay vật rắn, tìm chuyển động tuyệt đối của điểm hay của vật rắn. 

b) Bài toán phân tích chuyển động:  Biết chuyển động tuyệt đối của điểm hay vật rắn, 

tìm hai chuyển động thành phần. 

Để giải quyết hai bài toán đã nêu trên, ta sẽ tìm mối quan hệ giữa các chuyển động 

tuyệt đối, tương đối và kéo theo của điểm hay vật bằng những định lý sau đây: 
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§2. ĐỊNH LÝ HỢP VẬN TỐC 

Định lý : Vận tốc tuyệt đối của điểm bằng tổng hình học véctơ vận tốc theo và vận tốc 

tương đối của nó tại thời điểm khảo sát : V Va e rV= +
r r r

 

Chứng minh :  Véctơ định vị của M trong hệ trục toạ cố định là 1r
r  ( ) trong đó 

là véc tơ định vị của M trong hệ trục động Oxyz : 

1 0r r r= +
r r r

r xi yj zk= + +
rr rr

 

i
r

, j
r

,  là các véctơ đơn vị trên hệ toạ độ động (xem hình 1) đạo hàm theo thời gian 

. 

k
r

1r
r

=aV
r 01 drdr di dj dkx y z

dt dt dt dt dt
= + + +

rr rrr

+ k
dt
dzj

dt
dyi

dt
dx rrr

++  

Bốn hạng thức đầu của vế phải là vận tốc theo của điểm vì nó là đạo hàm theo thời 

gian của véctơ định vị của trùng điểm M* của động điểm M. Ba hạng thức sau là vận 

tốc tương đối của điểm vì nó là đạo hàm theo thời gian của toạ độ của điểm trong hệ 

động. Vậy : 

a eV V V= +
r r r

r    (Định lý đựoc chứng minh) 

Ví dụ :  Một con thuyền sang ngang dòng nước chảy. Vận tốc của dòng nước là V , vận 

tốc của con thuyền trên mặt nước là U

r

r
 hướng vuông góc với V

r
. Tìm vận tốc tuyệt đối 

của con thuyền đối với bờ sông. 

Bài giải:

Ta xem con thuyền là động điểm, chon hệ quy chiếu động 

là dòng nước chảy, hệ quy chiếu cố định là bờ sông. 

chuyển động của con thuyền đối với dòng nước là chuyển 

động tương đối, vận tốc tương đốicủa con thuyền Vr

r
 = U

r
 

chuyển động của dòng nước đối với bờ là chuyển động là chuyển động theo, vận tốc 

theo của con thuyền là  V  = V  vì hệ chuyển động tịnh tiến, vận tốc của trùng điểm 

của con thuyền bằng vận tốc dòng nước. Vậy vận tốc tuyệt đối của con thuyền : 

e

r r
O

UVr

rr
=  

er VV
rr

=

aV
r

UVVVV rea

rrrrr
+=+=  

22 UVVa +=  
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qua hình vẽ ta thấy rằng, đối với bờ sông con thuyền qua sông chéo dòng nước với vận 

tốc là Va. 

 

 

§3. ĐỊNH LÝ HỢP GIA TỐC 
1. Định lý :  Ở mỗi thời điểm, gia tốc tuyệt đối của điểm bằng tổng hình học gia tốc 

theo, gia tốc tương đối và gia tốc Côriôlit 

a e rW W W Wk= + +
r r r r

 

Trong đó :     kW
r

 = 2 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

dt
kd

dt
dz

dt
jd

dt
dy

dt
id

dt
dx

rrr

...  

Chứng minh :  Lấy đạo hàm bậc nhất theo thời gian của vận tốc tuyệt đối của điểm ta 

có gia tốc tuyệt đối: 

a
a

dVW
dt

=
r

r
 

0
a

drd di dj dk dx dy dzW x y z i j
dt dt dt dt dt dt dt dt
⎛ ⎞

= + + + + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

k
rr rr rr r r

 

2 2 2 2 2 2 2
0

2 2 2 2 2 2 2a
d r d i d j d k d x d y d zW x y z i j k
dt dt dt dt dt dt dt

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + + + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠

rr rr rr r r
+ 

2 dx di dy dj dz dk
dt dt dt dt dt dt

⎛ ⎞
+ + +⎜ ⎟

⎝ ⎠

rr r

 

Bốn hạng thức đầu tiên là gia tốc trùng điểm vì nó là đạo hàm cấp hai theo thời 

gian của véctơ định vị của trùng điểm đối với hệ trục cố định. Theo định nghĩa nó là 

gia tốc theo của động điểm. Ba hạng thức tiếp theo là gia tốc tương đối của động điểm 

vì nó là đạo hàm cấp hai theo thời gian của toạ độ của điểm trong hệ trục động, biểu 

thức cuối cùng được gọi là gia tốc Côriôlit, ký hiệu kW
r

. 
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2. Biểu thức gia tốc Côriôlit : 

a) Nếu hệ toạ độ động Oxyz chuyển động tịnh tiến thì các véctơ , i
r

j
r

,  là các đại 

lượng không đổi theo thời gian, vì vậy : 

k
r

0di dj dk
dt dt dt

= = =
rr r

 

Khi đó = 0 và gia tốc tuyệt đối của động điểm là : kW
r

a eW W Wr= +
r r r

 

 

b) Nếu hệ toạ độ động Oxyz chuyển động quay quanh một trục cố định ∆ với vận tốc 

góc eωr , khi đó các véctơ đơn vị là những đại lượng thay đổi hướng theo thời gian, do 

vậy ta cần phải tính : ; ;di dj dk
dt dt dt

rr r

  

và  2k
dx di dy djW
dt dt dt dt

= +
dz dk
dt dt

⎛ ⎞
+⎜ ⎟

⎝ ⎠

rr r
r

 

Muốn vậy, hãy xem véctơ đơn vị 

Mi OM r= =
uuuurr r  của điểm M nằm trên trục 

Ox cách O một đoạn bằng đơn vị chiều 

dài, ta có: 

M
M

di dr V
dt dt

= =
r r r

ω ω ω= ∧ = ∧ = ∧
uuuurr

 

Vì :   

 M e e M eV OM r i
rr r r r  

Vậy :     

 e
di i
dt

ω= ∧
r

rr
 

Tương tự như trên đối với véctơ j
r

, k
r

 ta nhận được : 

e
dj j
dt

ω= ∧
r

rr
,  e

dk k
dt

ω= ∧
r

rr
 

 

 

z 

∆ 

k
r

j
r

y 
O 

x 
eω
r

dt
idVM

r
r

=

i
r

M

Hình 3.3 
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Từ những kết quả nhận được ở trên, ta có : 

 

2k
dx di dy dj dz dkW
dt dt dt dt dt dt

⎛ ⎞
= + +⎜ ⎟

⎝ ⎠

rr r
r

 

= 2 2e e
dx dy dzi j k
dt dt dt

ω ω⎛ ⎞∧ + + = ∧⎜ ⎟
⎝ ⎠

rV
r rr rr r  

Vậy:     2k eW Vω= ∧
r rr

r

Chú ý : Trong trường hợp eω =0 khi đó hệ toạ độ động tịnh tiến, hoặc eωr // V  đều dẫn 

đến W =0. 

r

r

r
k

3. Phương pháp thực hành xác định phương, chiều và trị số Wk

r
. 

Vì W  là một véctơ vuông góc với 

mặt phẳng xác định bởi 

2k e rVω= ∧
r rr

eωr  và V  nên : r

r

e- Nếu Vr ω⊥
r r

e

: quay  trong mặt phẳng chứa 

nó và vuông góc với 

rV
r

ωr  một góc 900 theo chiều 

quay của eωr  ta đượ ương và chiều củc ph a kW
r

 với 

độ lớn : k e rW V2.ω=  

- Nếu rV  không vuông góc với e

r
ωr  rồi quay 

hình chiều ấy trong mặt phẳng vuông góc với eωr  

một góc 900 c e theo chiều quay ủa ωr  ta sẽ được 

phương chiều 

W V

k  và độ lớn :  

2. .r

W
r

sink eω α  ( trong đó góc α là góc tạo bởi = eωr  và rV
r

 ) 

KW
r

eω
r

M 

Hình 3.4 

rV '
r

ωα

rV
r

 

M 

π'V
r

eω
r

KW
r

900 
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Ví dụ 1:  (Bài toán tổng hợp) 

 Tam giác vuông ABC có cạnh huyền AB = 2a =20cm và góc CBA = α =600 

quay quanh trục Cz1 theo quy luật φ = 10t –2t2 . Trên AB có điểm M dao động xung 

quanh trung điểm O theo quy luật như sau: ξ = a.cos(πt/3) (Trục Oξ hướng dọc theo 

OA). Hãy xác định gia tốc tuyệt đối của điểm M tại thời điểm t = 2s. 

Bài giải :

1) Ta xác định vị trí cảu điểm M trên quỹ 

đạo tương đối AB tại thời điểm t=2s: 

2
a

3
2cos.

2
a

t
−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

=

πξ  

Vậy M là trung điểm OB. 

2) Xác định Vr

r
: 

Vì chuyển động tương đối là chuyển động 

thẳng nên: 

⎟
⎠
⎞t

⎜
⎝
⎛−==

3
sin

3
a

dt
dVr

ππξ  
Hình 3-5

rV
r

e
nW

r

kW
r eW τ

r
rW
r

ξ
A

B

O

M

x

ω 

ε 
C

y 

z
z1 

)/(3
3

53
62

scmaV
str

ππ
−=−=

=
 

Dấu (-) thể hiện rằng tại t = 2s, chuyển động quay hướng ngược chiều kim đồng hồ 

(nếu nhìn từ phía đầu trục Cz1) và quay chậm dần. 

4) Xác định Wr

r
 

Vì chuyển động tương đối là chuyển động thẳng nên : 

)
3

cos(
9

2

ta
dt

dVW r
r

ππ
−==  

)/(
9
5

18
22

2

2
scmaW

str ππ
==

=
 

5) Xác định W  e

r

r
Vì chuyển động của tam giác là chuyển động kéo theo của điểm M. Gia tốc W  của M 

đúng bằng gia tốc điểm tam giác mà điểm M trùng với nó. Điểm này chuyển động theo 

vòng tròn bán kính MD = h mà tại thời điểm t = 2s có: 

e
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)/(310)/(310

2

)(
2
35sin

2

222 scmhWscmghW

stWWW

cmah

n
ee

n
eee

==−==

=+=

==

ω

α

τ

τ rrr
 

 

Véctơ  có hướng vuông góc với mặt phẳng ABC và có chiều như hình vẽ. 

hướng dọc theo MD về phía trục Cz

τ
eW
r

n
eW
r

1. 

6) Xác định Wk : Về trị số Wk = 2.ωeVrsinα = 10π cm/s2 . Phương chiều như hình vẽ. 

7) Xác định : aW
r

krea WWWW
rrrr

++=  

Tại thời điểm t = 2s ta dựng hệ trục Oxyz (xem hình) rồi tìm hình chiếu các véctơ trên 

các trục đó : 

)/(7,2
18

5cos

)/(6,123103
18

5sin

)/(7,4831010

2
2

2
2

2

scmWW

scmWW

scmWWW

raz

ray

ekax

−==−=

=−==

=+=+=

πα

πα

πτ

 

Vậy: 

)/(4,50 2scmWWWW azayaxa =++=  

ta có thể dựng véctơ  theo các véctơ thành phần của nó trên hệ trục Oxyz. aW
r

Ví dụ 2:   (Bài toán phân tích) 

Khảo sát chuyển động của các cơ cấu culít (xem hình). Giả thuyết rằng tay quay quay 

đều quanh trục O với vận tốc góc ω0. Thông qua con chạy A chuyển động được truyền 

sang cần lắc O1B. Cho biết OA = a. Ở thời điểm khảo sát tay quay OA vuông góc với 

đường nối hai trục quay OO1 và góc OÂO1 = 600 . Tìm vận tốc, gia tốc tương đương 

đối với con chạy so với cần lắc O1B, gia tốc góc của O1B. 

Bài giải: Ta khảo sát chuyển động con chạy A xem như động điểm có chuyển động 

phức hợp. Điểm A chuyển động trên cần lắc đó là chuyển động tương đối. Cần lắc 

chuyển động xung quanh O1 đó là chuyển động kéo theo. Lấy giá máy làm hệ quy 
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chiếu cố định. Chuyển động tuyệt đối của A đã xác định đó là chuyển động tròn quanh 

O. Các véctơ ,  hướng như hình vẽ, trị số : aV
r

aW
r

 

Va = OA.ω0 = a.ω0 

Wa = Wa
n

  = a.ω0
2 

1) Tìm các vận tốc rV
r

, ,ωeV
r

1

Vì chuyển động tuyệt đối phức hợp nên ta áp dụng định lý hợp vận tốc : 

aV
r

= rV
r

+ eV
r

 (a) 

Chuyển động tuyệt đối đã biết chuyển động tương đối của A là chuyển động 

thẳng dọc theo cần lắc quay quanh O1 nên trùng điểm của A trên cần lắc chuyển động 

tròn, do đó  có hướng vuông góc với OeV
r

1B. 

 Dựa vào hệ thức (a) ta dựng được hình chữ nhật vận tốc (xem hình). Từ đó xác 

định vận tốc tương đối với vận tốc theo của A 

2
60cos

2
3

60sin

00

00

ω

ω

a
VV

a
VV

ar

ar

==

==
 

 Biết giá trị và hướng của eV
r

 ta tìm được chiều quay và tốc độ góc của cần lắc 

O1B ta có : 

Ve = O1A*.ω1 = O1A.ω1 

tại thời điểm đang xét aOAAO 2
60cos 01 ==  nên : 

100

1
1 4

2.
2

−=== sa
a

AO
Ve ωω

ω  

chiều quay ω1 biểu diễn như hình vẽ. 
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2) Tìm gia tốc tương đối rW
r

 và gia tốc ε1 của con lắc : 

Vì cần lắc là hệ quy chiếu động quay quanh trục O1 cố định nên ta áp dụng 

công thức : 

krea WWWW
rrrr

++=  

Gia tốc  đã biết. Chuyển động 

tương đối của A là chuyển động thẳng 

không đều dọc theo O

aW
r

1B do đó rW
r

 nằm trên 

O1B, nhưng chưa biết chiều và giá trị. Cần 

O1B quay không đều quanh O1 nên gia tốc 

theo có 2 thành phần  

816

2
0

2
0 ωa

=2. 2
11

ω
ω aAOW n

e ==

n
e

 

có hướng từ A về O1 (W  đã được xác 

định), còn đối với 

r

τ
eW
r

 hướng vuông góc với O1B nhưng chưa biết chiều và giá trị 

(chiều trên hình vẽ là chiều giả định). Wk

r
 là gia tốc được xác định phương chiều theo 

quy tắc đã nêu trên, có giá trị : 

ω 

rW
r

eW τ
r

kW
r

e
nW

r

O1 

O

x y

rV
r

aW
r

600 

ω1

4
3

2
3

4
222

2
02

0
0

1
ω

ω
ω

ωω
a

aVVW rrek ====  

Như vậy hệ thức (b) có thể viết : 

kr
n

eea WWWWW
rrrrr

+++= τ     (c) 

trong đó Wr

r
,W  còn chưa biết chiều và giá trị. Để xác định hai véctơ đó ta làm như 

sau : 

τ
e

r

 Chọn trục x vuông góc với Wr

r
 và trục y vuông góc với We

r
 (như hình vẽ) chiếu 

(c) lên các trục ấy để có hai phương trình đại số chứa hai ẩn số Wr và Wτ
e . Ta có : 

)(
60cos

30cos
0

0

d
WWW

WWW

r
n

ea

kea

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+−=−

+−= τ
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Giải các phương trình (d) ta được : 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=−=+−=

−=−=−=

8
3

28
60cos

4
3

2
3

4
3

30cos

2
0

2
0

2
00

2
0

2
0

2
00

ωωω

ωωωτ

aaa
WWW

aaa
WWW

n
ear

ake

 

Như vậy các véctơ rW
r

,  đều ngược hướng với chiều đã vẽ trên hình, nghĩa là ở vị trí 

ấy con chạy A chuyển động chậm dần so với cần lắc O

τ
eW
r

1B, còn cần này chuyển động 

nhanh đàn quanh O1 với gia tốc góc : 

1
2

0
2

0

1
1 8

3
2.4

3 −=== s
a

a
AO

We ωω
ε

τ
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CHƯƠNG IV 
 

CHUYỂN ĐỘNG SONG PHẲNG CỦA VẬT RẮN 
 

§1. ĐỊNH NGHĨA VÀ MÔ HÌNH 
1. Định nghĩa : 

Vật rắn chuyển động song phẳng khi khoảng cách từ mỗi điểm của nó đến một 

mặt phẳng quy chiếu cố định luôn luôn không đổi. 

Hình 4.1 

Từ định nghĩa ta thấy khi vật rắn chuyển động song phẳng, một tiết diện của vật 

song song với mặt phẳng quy chiếu cố định có chuyển động trong mặt phẳng chứa nó. 

Mỗi điểm của vật chuyển động trong mặt phẳng song song với mặt phẳng quy chiếu cố 

định. 

a 
A 

C
O

B 

2. Mô hình phẳng của vật rắn chuyển động song phẳng : 

Xét một đoạn thẳng AB của vật rắn vuông góc với mặt phẳng quy chiếu. Khi 

vật rắn chuyển động song phẳng AB chuyển động tịnh tiến vì nó có phương luôn luôn 

không đổi. 

Chuyển động 

của AB được đặc 

trưng bởi chuyển 

động của một điểm 

bất kỳ của nó. Ví dụ 

giao điểm M giữa 

AB và thiết diện 

song song (S) với 

mặt phẳng quy 
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chiếu. Xem vật rắn là tập hợp vô số những đoạn thẳng AB như thế, thì chuyển động 

của vật sẽ được đặc trưng bởi chuyển động của tập hợp những điểm M nói trên, nghĩa 

là chuyển động của thiết diện (S) trong mặt phẳng song song với mặt phẳng quy chiếu 

cố định. 

Như vậy để khảo sát chuyển động của vật, ta chỉ cần khảo sát chuyển động của 

thiết diện (S) song song với mặt phẳng quy chiếu cố định trong mặt phẳng chứa nó. 

Thiết diện (S) được gọi là mô hình phẳng của vật rắn chuyển động song phẳng. 

 

§2. KHẢO SÁT CHUYỂN ĐỘNG CỦA CẢ VẬT RẮN 
1. Phương trình chuyển động của vật :  

Muốn lập phương trình chuyển động của 

vật, ta chỉ cần tìm phương trình chuyển động của 

thiết diện (S). 

Trong mặt phẳng chứa thiết diện (S), lập 

hệ trục toạ độ cố định O1x1y1. Qua một điểm O 

nào đó gọi là điểm cực trên thiết diện (S). Lập hệ 

trục tọa độ Oxy luôn luôn song song với hệ trục 

O1x1y1 là hệ quy chiếu động. 

Rõ ràng là thiết diện (S) chuyển động quay tương đối quanh cực O trong hệ quy 

chiếu Oxy. Hệ quy chiếu Oxy chuyển động tịnh tiến so với hệ quy chiếu cố định. Các 

thông số định vị của thiết diện (S) là toạ độ của điểm O(x0, y0) và góc φ, chúng ta thay 

đổi theo thời gian. Vậy ta có phương trình chuyển động của vật rắn chuyển động song 

phẳng là: 

S 

Hình 4.3 

O 
ϕ

y 

x

y1

O1

x1

0 0

0 0

( )
( )

( )

x x t
y y t

tϕ ϕ

=⎧
⎪ =⎨
⎪ =⎩

  (4.1) 

 Hai phương trình đầu cho ta phương trình chuyển động tịnh tiến của hệ động so 

với cực O, phương trình thứ ba là phương trình chuyển động quay tương đối quanh 

cực O của thiết diện (S). 
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 Vậy chuyển động song phẳng đã được phân tích thành hai chuyển động đồng 

thời: chuyển động tịnh tiến cùng với cực O (chuyển động theo) và chuyển động quay 

tương đối quanh cực O (chuyển động quay tương đối). 

2. Vận tốc và gia tốc của vật : 

Từ cách phân tích chuyển động ở trên, muốn xác định vận tốc và gia tốc của vật 

ta phải tìm được vận tốc và gia tốc trong các chuyển động hợp thành. 

a) Vận tốc của vật : 

 Ở mỗi thời điểm, trạng thái chuyển động của vật được mô tả bằng chuyển động 

quay tương đối quanh cực và chuyển động tịnh tiến kéo theo cùng cực. Vận tốc của vật 

được xác định bởi vận tốc  là vận tốc của thành phần chuyển động tịnh tiến cùng 

điểm cực O và vận tốc góc 

0V
r

ω  là thành phần vận tốc của vật quay tương đối quanh cực 

O: 

⎩
⎨
⎧

=
=

)(
)(

tyV
txV

V
OOy

OOx
O &

&r
 

)(tSP ϕω &=  

b) Gia tốc của vật : 

Cũng tương tự như trên ta có : gia tốc 0W
r

 của cực O là gia tốc của thành phần 

chuyển động tịnh tiến của vật và gia tốc góc εr  là gia tốc góc trong thành phần chuyển 

động quay quanh cực O. 

⎩
⎨
⎧

=
=

)(
)(

tyW
txW

W
OOy

OOx
O &&

&&r
 

)(tSP ϕε &&=  

c. Ảnh hưởng của việc chọn cực đến các yếu tố vận tốc và gia tốc của vật : 

Khi ta xét vật rắn chuyển động song phẳng bất kỳ, tức là nó không chuyển động 

tịnh tiến, nên ở mỗi thời điểm vận tốc và gia tốc của các điểm thuộc vật sẽ khác nhau : 

1 0 AV V V≠ ≠
r r r

 và 1 0 AW W W≠ ≠
r r r

 

Do đó, vận tốc và gia tốc của thành phần chuyển động tịnh tiến phụ thuộc vào 

việc chọn điểm cực. 
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Trái lại, vận tốc góc ω  và gia tốc góc ε  của thành phần chuyển động quay 

tương đối của vật quanh cực hoàn toàn không phụ thuộc vào cách chọn cực. Điều này 

có thể chứng minh như sau:  

 Theo định nghĩa thì vận tốc góc và 

gia tốc góc của (S) trong chuyển động 

quay tương đối quanh hai cực O và I được 

xác định bởi các hệ thức : 

0ω ϕ= & ,  0ε ϕ= &&  

1ω ψ= & ,  1ε ψ= &&  

Trong đó :ϕ = xÔA, ψ = xÎB 

Ta hãy tìm mối quan hệ giữa ϕ và 

ψ. 

y2 y’

 Từ O1 vẽ hai nửa đường thẳng ∆ và D song tương xứng với OA và IB. Gọi α là 

góc giữa D và ∆ tức là góc giữa OA và IB. Hai đường thẳng này gắn chặt với vật rắn 

(S) nên góc giữa chúng là không đổi : 

α = const 

Theo hình vẽ bên ta có thể viết : 

αϕψ +=  với α = const 

Khi ấy ta được 

ϕ ψ= &&  hoặc là 0 Iω ω=  và 0 Id d
dt dt
ω ω

=  tức là : 0 Iε ε=  

Như vậy, ta đã chứng minh : vận tốc góc ω  và gia tốc góc ε  của vật rắn trong chuyển 

động tịnh tiến không phụ thuộc vào việc chọn cực. 

 

 

 

 

 

 

x’

x1

y1 
x2 

O 

I 

O1

ψ ϕ

B ψ

ω
ϕ A

α

Hình 4.4 
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§3. KHẢO SÁT CHUYỂN ĐỘNG CỦA CÁC ĐIỂM 

THUỘC VẬT 
Ta chỉ khảo sát vận tốc và gia tốc của các điểm thuộc vật rắn. 

1. Sự liên hệ vận tốc giữa hai điểm thuộc vật : 

Cho vận tốc 0V
r

 và vận tốc góc ω của hình phẳng quay tương đối quanh cực O, 

vận tốc của điểm M thuộc hình phẳng được xác định nhờ định lý sau : 

a) Định lý : Vận tốc của điểm M thuộc vật bằng tổng hình học của vận tốc của điểm 

cực O và vận tốc của điểm M trong chuyển động quay tương đối quanh điểm cực O:

  0M MOV V V= +
r r r

 (4.2) 

Trong đó, MOV
r

 là vận tốc của điểm M trong chuyển động quay tương đối của 

(S) quanh cực O : 

MOV Oω= ∧ M
uuuurr r  

Chứng minh : 

Thật vậy, vì chuyển động song phẳng, theo cách 

phân tích ở trên là tổng hợp hai chuyển động : tịnh tiến 

cùng cực O và quay tương đối quanh cực O. Như thế một 

điểm M bất kỳ trên vật cũng tham gia hai chuyển động 

thành phần trên, do đó theo định lý hợp vận tốc : 
e r

M MV+MV V=
r r r

 

Ở đây  vì hệ động chuyển động tịnh tiến 

cùng cực O, còn 

0
e

MV =
r r

V

r
MV  là vận tốc của điểm M trong chuyển động quay tương đối của 

hình phẳng quanh cực O với vận tốc góc ω. Ta kí hiệu vận tốc tương đối của M là 

r

MOV
r

 

nên : 

MV
r

Hình 4.5 

O 0V
r

0MV
r

0V
r

M

0M MOV V V= +
r r r

 

Trong đó :     VMO OMω= ∧
uuuurr r  ┴ MO theo chiều ω  

VOM = ω.OM 
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Chú ý : Vì có thể chọn điểm cực một cách tuỳ ý nên công thức trên (4.2) cũng là công 

thức liên hệ vận tốc của hai điểm bất kỳ. Giả sử xét hai điểm A,B bất kỳ ta có : 

B A BV V V= +
r r r

A

ω= ∧
uuurr r

BAV

 (4.3) 

với V  ABBA

b) Định lý hình chiếu vận tốc của hai điểm thuộc vật : 

Chiếu hệ thức (4.3) lên trục AB định 

hướng tuỳ ý với chú ý rằng véctơ 
r

 vuông 

góc với AB ta nhận được : 

AB A AB Bhc V hc V=
r r

  (4.4) 

Hoặc :    cos cosA BV Vα β=  

Định lý : Hình chiếu của véctơ vận tốc của hai điểm bất kỳ thuộc vật rắn chuyển động 

song phẳng lên trục qua hai điểm ấy bằng nhau. 

2. Sự phân bố vận tốc của các điểm trên hình phẳng. Tâm vận tốc tức thời : 

AV
r

BV
r

 
β

α B 
A

K 
H

a) Tâm vận tốc tức thời : 

Ta hãy xem ở mỗi thời điểm, vận tốc của các 

điểm trên hình phẳng được phân bố như thế nào ? 

Từ công thức liên hệ vận tốc giữa hai điểm (4.3) 

ta thấy trên hình phẳng có thể tìm được một điểm có 

vận tốc bằng không, nếu hai vận tốc thành phần của 

điểm đó trực đối. Điểm có vận tốc bằng không được kí 

hiệu là P và gọi P là tâm vận tốc tức thời của hình 

phẳng. Ta hãy chứng minh có một và chỉ một điểm P 

tại thời điểm khảo sát khi hình phẳng chuyển động. 

Giả sử ta biết vận tốc của cực O là V0

r
 và vận tốc góc của tấm phẳng là ω . Quay 

véctơ  quanh O một góc 900V
r 0 theo chiều quay của ω ta được nửa đường thẳng O∆. 

Trên O∆ lấy một đoạn thẳng 0VOP
ω

= . Điểm P nhận được chính là tâm vận tốc tức 

thời. Thật vậy, theo (4.2) ta có: 

0V
r

0V
r

0PV
r

∆

Hình 4.7 

O 

P 

ω

d 

P O PV V V= + O

r r r
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Trong đó POV
r

 hướng vuông góc với O theo chiều quay của ω vì vậy nó hướng 

cùng phương và ngược chiều với OV
r

 có giá trị : 

0
0. .PO

VV OPω ω
ω

V= = =  

Vậy :     P O PV V V= + O

r r r
 = 0 

Trong trường hợp đặc biệt khi 0ω →  thì 0VOP
ω

= →∞  vì nói chung  nên 

. 

0 0V ≠

P →∞

Tính duy nhất của P chứng minh như sau :  

Giả sử tại một thời điểm nào đó trên vật rắn chuyển động song phẳng có hai 

điểm P1 và P2 khác nhau mà 
1PV  =  = 0. Dễ dàng suy ra :  = ω.P

2PV 21PV P 1P2 = 0. Vậy ω 

= 0 (vì P1P2 ≠ 0) 

Từ đó suy ra rằng vận tốc mọi điểm của vật đều bằng không vì :  

1 1 0 0 0M P MPV V V= + = + =
r r r

 

Điều này chỉ xảy ra ở trường hợp đặc biệt khi hình phẳng dừng chuyển động 

tức thời. Vậy nói chung ở một thời điểm khảo sát trên hình phẳng chỉ tồn tại một  điểm 

duy nhất có vận tốc bằng không. 

b) Sự phân bố vận tốc : 

 Chúng ta chuyển sang xét sự phân bố vận tốc của các điểm thuộc vật rắn (S). 

Xét trường hợp 0ω ≠  chọn điểm P làm cực vận tốc của một điểm bất kỳ trên hình 

phẳng là : 

A P AP APV V V V PAω= + = = ∧
uuurr r r r r

 

B P BP BPV V V V PBω= + = = ∧
uuurr r r r r  

trong đó .APV PAω= .PB B ,  V Pω=  

Nhìn vào (4.5) ta thấy  và  có phương vuông góc với PA và PB và tỉ lệ với 

khoảng cách từ A và B đến P.  

AV
r

BV
r

Vậy : Vận tốc mọi điểm thuộc hình phẳng được phân bố như vật quay quanh 

trục qua tâm tức thời P với vận tốc góc ω. Ta nói hình thẳng quay tức thời quanh tâm 

P. 
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 Xét trường hợp ω = 0 vận tốc của mọi điểm trên hình phẳng bằng nhau. 

3. Sự liên hệ gia tốc của hai điểm thuộc vật : 

a) Định lý : Gia tốc của điểm M thuộc vật bằng tổng hình học gia tốc của điểm cực O 

và gia tốc của điểm M trong chuyển động quay tương đối quanh cực O. 

MOOM WWW
rrr

+=  (4.6) 

Chứng minh : Vì hệ chuyển động tịnh tiến nên gia tốc của điểm M được xác định theo 

hệ thức : 

M
r

M
e

M WWW
rrr

+=  

Ở đây  (hệ chuyển động tịnh tiến cùng cực O), 

còn  là gia tốc của điểm M trong chuyển động quay 

tương đối của hình phẳng quanh cực O với vận tốc ω và gia 

tốc góc ε. Kí hiệu gia tốc tương đối là 

OM
e WW

rr
=

M
rW

r

OMW
r

 vậy : 

MOOM WWW
rrr

+=  

cụ thể hơn là :   W MO
n

OMOM WWW
rrrr

++= τ

τ
r r

 

trong đó : W , W  là gia tốc tiếp và gia tốc pháp của M trong chuyển động quay 

tương đối của hình phẳng quanh cực O. 

OM MO
n

OMW OM ∧= ετ rr
có giá trị là ε.OM 

(Vì OM vuông góc với chiều của ε) 

M
n VW MO

rrr
∧=ω   hướng từ M về O nên có giá trị ω2.OM 

Do vậy : 42 ωε += OMW  và tgα = 2ω
ε  , α là góc giữa WOM

r
 và đoạn thẳng OM. 

Với hai điểm A và B bất kỳ thuộc hình phẳng ta có : 

BA
n

ABBA WWWW
rrrr

++= τ   

MOW τ
r

MO
nW

r
MOW
r

OW
r

ε
r

Hình 4.13 

O 

b) Sự phân bố gia tốc các điểm thuộc hình phẳng. Tâm gia tốc tức thời : 

Từ công thức liên hệ gia tốc giữa hai điểm (4.6) ta thấy có thể tìm trên hình phẳng 

một điểm mà tại đó gia tốc bằng không. Điểm ấy kí hiệu là Q và được gọi là tâm gia 

tốc tức thời. 

Trước tiên ta chứng minh rằng, tại mỗi thời điểm có một và chỉ một điểm thuộc 

hình phẳng có gia tốc bằng không.  
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Giả sử cho gia tốc OW
r

 của cực O và vận tốc góc ω , gia tốc góc ε . Quay véctơ OW
r

 

quanh O một góc α theo chiều của gia tốc góc ε  với 2ω
εα =tg  ta được nửa đường 

thẳng O∆1, trên nửa đường thẳng O∆1 lấy một đoạn 
24

eW

εω +
=OQ . Điểm Q nhận 

được chính là tâm gia tốc tức thời.  

Thật vậy theo (4.6) ta có QOOQ WWW
rrr

+= . Trong đó QOW
r

 là véctơ gia tốc của 

điểm Q trong chuyển động của hình phẳng 

quay quanh O với vận tốc góc ω  và gia tốc 

góc ε . Như trên hình vẽ véctơ  song song 

ngược chiều với  có giá trị : 

QOW
r

OW
r

0
42 W=+ωε= QOWQO QO W do đó W O

rr
−=

0=+= QOOQ WWW
r

 và 
rr

 

Bây giờ ta cần chứng minh tính duy nhất của tâm gia tốc Q. Giả sử ở một thời 

điểm nào đó có hai điểm Q1 và Q2  phân biệt mà 011 == QQ WW  ta suy ra rằng WQ1Q2 = 

0 hoặc 042
2121 =+= ωεQQW QQ  vì Q1Q2 ≠ 0 nên ta suy ra rằng 42 ωε + = 0 tức là 

0=ω  và 0=ε . Điều này chỉ xảy ra khi hình phẳng chuyển động tịnh tiến mà không 

thực hiện chuyển động song phẳng tổng quát.  

Vậy ở mỗi thời điểm tồn tại duy nhất một điểm thuộc hình phẳng có gia tốc 

bằng không. 

-  Sự phân bố gia tốc : Ta khảo sát sự phân bố gia tốc của các điểm thuộc hình phẳng. 

Gọi M là một điểm bất kỳ thuộc (S) và lấy tâm gia tốc tức thời là Q làm cực theo (4.6) 

ta có: 

MOMOOM WWWW
rrrr

=+=  vì WQO

r
= 0. 

Vậy có thể kết luận như sau : Ở mỗi thời điểm gia tốc của một điểm bất kỳ 

thuộc hình phẳng được xác định giống như hình phẳng ấy quay quanh tâm gia tốc tức 

thời của nó với vận tốc góc ω  và gia tốc góc ε  

 

Hình 4.15 

EW
r FW
r

AW
r BW
r

FE D 
CBA O
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c) Chú ý : Nói chung ở mỗi thời điểm tâm vận tốc tức thời P và tâm gia tốc tức thời Q 

không trùng nhau. 

- Ở thời điểm hình phẳng chuyển động tịnh tiến tức thời thì ω = 0 nhưng ε ≠ 0 và vận 

tốc của các điểm bằng nhau nhưng gia tốc của chúng khác nhau. 

Ví dụ :  Tâm O của một bánh 

xe trên đường ray có vận tốc 

V0 = 1 m/s và gia tốc W0= 

2m/s2 . Bán kính bánh xe 

bằng 0,2m. Hãy xác định gia 

tốc của điểm B là điểm đầu 

nút của đường kính AB. 

Bài giải: Lấy O làm cực vì đã biết V0, W0. Tiếp điểm P là tâm vận tốc tức thời nên vận 

tốc góc của bánh xe : 

R
V

PO
V

POV 00
000 . ==⇒= ωω  

chiều ω0 được xác định theo chiều véctơ 0V
r

 được biểu diễn trên hình vẽ. 

Gia tốc góc ε được xác định bằng cách đạo hàm theo thời gian của ω : 

0
000

0
1.1)( W
Rdt

dV
RR

V
dt
d

dt
d

====
ω

ε  

dấu của ε và ω trùng nhau do đó bánh xe quay nhanh dần. 

 Trong trường hợp đang khảo sát 
dt

dV0  =W0 vì O chuyển động thẳng còn trong 

trường hợp chung ta có : 

dt
dV0  =W0τ . 

Vì O là điểm cực nên theo (4-7) ta có : 

BO
n

BOOB WWWW
rrrr

++= τ  

trong đó:  WBO
τ = OB.ε = 2

0
0 /2. smW

R
W

R ==  

   WBO
n = OB.ω2 = 20

2
0

2

/5. sm
R

V
R

VR ==  

0W
r

BO
nW

r

x 

y 

BOW τ
r

P 

0W
r

B A 
0V
r

O 
ε0

ω0

Hình 4-16 
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Để tính  ta chọn hai trục BBW
r

x, By vuông góc với nhau chiếu biểu thức (a) lên hai trục 

ấy ta được : 

2

2
0

/2

/3

smWW

smWWW

BOBy

n
BOBx

==

=−=
τ

 

Từ đó ta có : 
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CHƯƠNG I 

CÁC ĐỊNG LUẬT CƠ BẢN CỦA ĐỘNG LỰC HỌC 

PHƯƠNG TRÌNH VI PHÂN CHUYỂN ĐỘNG CỦA 

CHẤT ĐIỂM 
§1 BÀI MỞ ĐẦU 

Trong phần Tĩnh học chúng ta đã nghiên cứu về lực và sự cân bằng của các vật thể 

dưới tác dụng của các lực với giả thuyết là các lực không thay đổi theo thời gian. 

 Trong phần Động học, chúng ta đã nghiên cứu sự chuyển động của các vật thể về 

mặt hình học không tính đến các nguyên nhân làm thay đổi các chuyển động đó. 

 Trên thực tế, một số lớn các lực là những đại lượng biến đổi và có thể phụ thuộc 

vào nhiều tham số. Quy luật chuyển động của vật thể phụ thuộc vào hình dáng, kích 

thước, khối lượng...của vật và các lực tác dụng lên nó. Động lực học là một phần của 

cơ học nghiên cứu các quy luật chuyển động của các vật thể dưới tác dụng của các lực. 

Lý thuyết động lực học được xây dựng trên những định luật cơ bản động lực học. 

Chúng là kết quả của hàng loạt các thí nghiệm và quan sát và đã được kiểm nghiệm 

qua thực tiễn. Những định luật này lần đầu tiên được Newton trình bày một cách có hệ 

thống năm 1687 vì vậy người ta còn gọi là các định luật Newton hay là những định luật 

cơ học cổ điển. 

§2. CÁC KHÁI NIỆM CƠ BẢN 
1. Không gian, thời gian : 

Như chúng ta đã biết, chuyển động cơ học là sự dời chỗ của các vật thể trong 

không gian theo thời gian. Không gian và thời gian ở đây hiểu theo nghĩa tuyệt đối cổ 

điển (Khác với khái niệm không gian, thời gian trong lý thuyết tương đối). 
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2. Quán tính : 

Thực tế cho thấy rằng tác dụng của một lực lên hai vật thể tự do khác nhau, nói 

chung chúng chuyển động khác nhau. 

Tính chất của vật thể thay đổi vận tốc chuyển động nhanh hơn hay chậm hơn khi 

có cùng lực tác dụng gọi là quán tính. Đại lượng dùng để đo lượng quán tính có thể là 

khối lượng. 

3. Chất điểm :  

 Để nghiên cứu chuyển động của các vật thể có kích thước nhỏ so với độ dời của 

chúng, người ta đưa vào khái niệm chất điểm. 

 Chất điểm là vật thể có khối lượng mà kích thước có thể bỏ qua được trong khi 

nghiên cứu chuyển động của nó. 

4. Cơ hệ : 

 Cơ hệ là tập hợp các chất điểm mà chuyển động của các chất điểm này liên quan 

đến chuyển động của các chất điểm khác thuộc hệ. 

5. Vật rắn : 

 Vật rắn là một cơ hệ đặc biệt, trong đó khoảng cách giữa phần tử (chất điểm) bất 

kỳ của vật luôn luôn không đổi. 

6. Hệ quy chiếu : 

 Để xác định chuyển động của một cơ hệ (hay một chất điểm) nào đó, người ta phải 

lấy một vật chuẩn làm mốc. Hệ toạ độ gắn với vật chuẩn gọi là hệ quy chiếu. Nếu toạ 

độ của tất cả các điểm thuộc cơ hệ trong hệ quy chiếu đã chọn, luôn luôn không đổi thì 

ta nói vật đứng yên trong hệ quy chiếu đó. Trong trường hợp ngược lại, nếu toạ độ của 

một số chất điểm nào đó thuộc cơ hệ thay đổi theo thời gian thì ta nói cơ hệ chuyển 

động trong hệ quy chiếu đã chọn. 
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§3. CÁC ĐỊNH LUẬT CƠ BẢN 
1. Định luật quán tính (Định luật I) : 

 Chất điểm không chịu tác dụng của lực nào thì giữ nguyên trạng thái đứng yên hay 

chuyển động thẳng đều. 

 Trạng thái đứng yên hay chuyển động thẳng đều của chất điểm được gọi là chuyển 

động theo quán tính. 

 Theo định luật này nếu không có lực nào tác dụng lên chất điểm hoặc hợp các lực 

tác dụng lên chất điểm bằng 0 thì véctơ vận tốcv  của chất điểm sẽ không đổi cả về độ 

lớn lẫn hướng và do đó gia tốc  w = 0. 

 Hệ quy chiếu trong đó thoả mãn định luật quán tính gọi là hệ quy chiếu quán tính. 

2. Định luật cơ bản của động lực học (Định luật II) : 

 Dưới tác dụng của lực, chất điểm tự do chuyển động với gia tốc cùng hướng với 

hướng của lực và có độ lớn tỷ lệ với độ lớn của lực : 

WmF .=   (1.1) 

 Trong đó m là khối lượng của chất điểm. 

 Hệ thức (1.1) được gọi là phương trình cơ bản của động lực học. 

 Từ hệ thức (1.1) chúng ta thấy rằng dưới tác dụng của cùng một lực, chất điểm nào 

có khối lượng nhỏ hơn sẽ có gia tốc lớn hơn. Như vậy khối lượng là đại lượng vật lý 

đặc trưng cho mức độ cản trở sự thay đổi vân tốc của chất điểm-quán tính của chất 

điểm. 

 Trong cơ học cổ điển khi vận tốc chuyển động của chất điểm nhỏ hơn nhiều so với 

vận tốc ánh sáng, người ta coi khối lượng là đại lượng không đổi. 

 Nhờ hệ thức (1.1) ta có thể tìm được hệ thức liên hệ giữa trọng lượng và khối 

lượng của một vật. Thật vậy, thực nghiệm đã chỉ rằng dưới tác dụng của trọng lực P 

một vật rơi tự do (ở độ cao không lớn lắm và không tính đến sức cản của không khí) 

đều có cùng gia tốc là g. 

 Do đó từ (1.1) ta suy ra : 

P = m.g (1.2) 
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 Cần nói thêm rằng, cũng như gia tốc g, trọng lượng thay đổi theo vĩ độ và độ cao 

nhưng khối lượng là một đại lượng không đổi với một vật. 

3. Định luật về tác dụng và phản tác dụng : (Định luật III) 

 Hai lực mà hai chất điểm tác dụng lên nhau bằng nhau về số, cùng hướng tác dụng 

nhưng ngược chiều. 

 Ta cần chú ý rằng các lực tác dụng tương hỗ này không tạo thành một hệ lực cân 

bằng vì chúng đặt vào hai chất điểm khác nhau. 

4. Định luật độc lập tác dụng  : 

 Dưới tác dụng đồng thời của một số lực, chất điểm có gia tốc bằng tổng hình học 

các gia tốc mà chất điểm có được khi từng lực tác dụng riêng biệt. 

 Giả sử chất điểm có khối lượng m chịu tác dụng của các lực nFFF ,...,, 21  . Gọi là 

gia tốc của chất điểm có được khi các lực này tác dụng đồng thời, còn nWWW ,...,, 21  mà 

chất điểm có được nếu như từng lực  nFFF ,...,, 21  tác dụng riêng lẽ. 

 Theo tiên đề trên ta có : 

nWWWW +++= ...21  (1.3) 

 Nhân hai vế của (1.3) với m và để ý đến tiên đề thứ 2 ta được : 

nWmWmWmWm ....... 21 +++=  

nFFFWm +++= ..... 21  

 Hay là :    WmF
n

i
i .

1
=∑

=

  (1.4) 

5. Hệ đơn vị : 

 Để đo các đại lượng cơ học người ta phải dùng ba đơn vị cơ bản. Tuỳ thuộc vào 

việc chọn hệ đơn vị cơ bản mà ta có hệ đơn cị do khác nhau : 

 - Hệ đơn vị quốc tế (SI) : Các đơn vị cơ bản mét (m), kilôgram (kg) và giây (s). 

Lực là đơn vị dẫn xuất được đo bằng Newton (N). 

2

.11
s

mkgN =  
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 Hệ đơn vị MKS : Các đơn vị cơ bản là mét (m), kilôgram lực (kG) và giây (s). Đơn 

vị đo khối lượng là đơn vị dẫn xuất. 

§4. PHƯƠNG TRÌNH VI PHÂN CHUYỂN ĐỘNG 
 Dựa vào định luật cơ bản của động lực học, ở đây chúng ta sẽ thiết lập mối quan hệ 

giữa các lực tác dụng lên vật thể và quy luật chuyển động của nó. Mối quan hệ đó được 

gọi là phương trình vi phân chuyển động. 

I. PHƯƠNG TRÌNH VI PHÂN CHUYỂN ĐỘNG CỦA CHẤT ĐIỂM : 

 Xét chuyển động của chất điểm tự do dưới tác dụng của các lực nFFF ,...,, 21  (Đối 

với các chất điểm không tự do, chúng ta dùng nguyên lý giải phóng liên kết bằng các 

phản lực để có thể xem chúng như chất điểm tự do). 

1. Dạng véctơ : 

Như chúng ta đã biết, gia tốc W  của chất điểm được biểu thị qua véctơ bán kính r  

của nó như sau : 

rW =  

Vì vậy phương trình cơ bản của động lực học chất điểm (1.4) có dạng : 

∑= kFrm.  (1.5) 

Phương trình (1.5) là phương trình vi phân chuyển động của chất điểm dưới dạng 

véctơ. 

2. Dạng toạ độ Descarte :  

 Xét chuyển động của chất điểm trong hệ 

toạ độ Descarte Oy. Chiếu phương trình (1.5) 

lên các trục toạ độ Ox, Oy, Oz ta được : 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

∑
∑
∑

kz

ky

kx

Fzm
Fym
Fxm

.

.

.
 (1.6) 

r

M 

O 

z 

y 

x 
Hình 1  
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hay : 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=

=

=

∑

∑

∑

kz

ky

kx

F
dt

zdm

F
dt

ydm

F
dt

xdm

2

2

2

2

2

2

.

.

.

       (1.6’) 

 Hệ phương trình (1.6) hay (1.6’) là phương trình vi phân chuyển động của chất 

điểm trong hệ toạ độ Descarte. 

3. Hệ toạ độ tự nhiên : 

 Chiếu hai vế của phương trình (1.4) lên các trục của hệ toạ độ tự nhiên (τ, n, b) 

(Hình 2) ta được : 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

∑
∑
∑

kbb

knn

k

FWm
FWm
FWm

.

.

. ττ

  

Vì Wτ = , s
ρ

2sW , Wn = b  = 0  nên  

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=

=

=

∑
∑
∑

kb

kn

k

F

Fsm

Fsm

0

.

.
2

ρ

τ

 (1.7) 

Những phương trình này được áp dụng một cách có hiệu quả khi biết quỹ đạo tuyệt đối 

của chất điểm. Phương trình thứ nhất của hệ (1.7) với điều kiện ban đầu tương ứng cho 

phép chúng ta xác định quy luật chuyển động của hệ, hai phương trình còn lại dùng để 

xác định các yếu tố khác chưa biết của bài toán (phản lực liên kết, bán kính cong 

,...v..v) 

Hình 2 

τ  
b  

n  
W  

M 

II. PHƯƠNG TRÌNH VI PHÂN CHUYỂN ĐỘNG CỦA HỆ : 

Xét cơ hệ gồm n chất điểm m1, m2, ..., mn. Gọi k
eF  là hợp lực của tất cả các lực 

ngoài và k
iF  là các hợp lực của tất cả các lực tổng tác dụng lên chất điểm thứ k của hệ. 

Phương trình vi phân chuyển động của chất điểm thứ k sẽ có dạng : 
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k
i

k
e

kk FFWm +=  

Viết phương trình tương tự cho tất cả các chất điểm của hệ ta được : 

1111
ie FFWm +=  

2222
ie FFWm +=  

.......................... 

n
i

n
e

nn FFWm +=  

Hay : 

x
i

x
e FFxm 111. +=  

y
i

y
e FFym 111. +=  

z
i

z
e FFzm 111. +=  

........................... 

nx
i

nx
e

n FFxm +=.  

ny
i

ny
e

n FFym +=.  

nz
i

nz
e

n FFzm +=.  

(1.8) là hệ gồm 3.n phương trình. 

 Trong trường hợp nếu chúng ta phân loại lực ra thành

lực liên kết kN  thì tương tự với hệ (1.8) ta có : 

1111 NFWm a +=  

2222 NFWm a +=  

.......................... 

nn
a

nn NFWm +=  
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§5. HAI BÀI TOÁN CƠ BẢN CỦA ĐỘNG LỰC HỌC 
 Trong động lực học cần giải quyết hai bài toán cơ bản sau đây: 

 1. Xác định lực tác dụng lên chất điểm khi đã biết quy luật chuyển động của nó. 

(Bài toán thứ nhất của động lực học ). 

 2. Xác định quy luật chuyển động của điểm khi biết các lực tác dụng lên nó (Bài 

toán thứ hai của động lực học ). 

 Để giải quyết bài toán này ta có thể sử dụng các phương trình (1.5), (1.6), (1.7) -

đối với chất điểm và các hệ phương trình (1.8) hay (1.9)-đối với hệ cơ. 

 Tuy nhiên, cho đến nay chưa có phương pháp tổng quát để tích phân các hệ dạng 

(1.8) vì vậy trong thực tế người ta thường dùng những phương pháp khác hiệu quả hơn 

mà chúng ta sẽ xét trong những phần sau. 

I. GIẢI BÀI TOÁN THỨ NHẤT CỦA ĐỘNG LỰC HỌC ĐỐI VỚI CHẤT ĐIỂM: 

 Khi biết quy luật chuyển động của chất điểm, chúng 

ta dùng các công thức đã biết trong phần động học để tính 

gia tốc của chất điểm và cuối cùng dùng phương trình cơ 

bản (1.5), (1.6), hay (1.7) để xác định các lực tác dụng lên 

nó. 

Ví dụ 1.1 :  Một thang máy có trọng lượng P (hình 3) bắt 

đầu đi lên với gia tốc W. Hãy xác định sức căng của dây 

cáp. 

Ví dụ 1.2 :  Tìm áp lực của ô-tô lên mặt 

cầu tại điểm A. Cho biết ô-tô có trọng 

lượng P, vận tốc chuyển động là v  và 

bán kính cong của cầu tại A là ρ (hình 

4). 

W

P  

Hình 3 

N  
v  

P  

A

n 
Hình 4 

T  

z
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II. GIẢI BÀI TOÁN THỨ HAI CỦA ĐỘNH LỰC HỌC ĐỐI VỚI CHẤT ĐIỂM : 

 Với bài toán nà, chúng ta đã biết lực tác dụng lên chất điểm như hàm của thời gian, 

vận tốc, vị trí... nghĩa là : 

),,( rvtFF kk =  

 Khi đó phương trình vi phân chuyển động của chất điểm có dạng : 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

∑
∑
∑

),,,,,,(.
),,,,,,(.
),,,,,,(.

zyxzyxtFzm
zyxzyxtFym
zyxzyxtFxm

kz

ky

kx

 (1.10) 

 Đây là hệ ba phương trình vi phân cấp 2. Nghiệm tổng quát của nó phụ thuộc vào 6 

hằng số tuỳ ý : 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

),,,,,,(
),,,,,,(
),,,,,,(

6543213

6543212

6543211

cccccctfz
cccccctfy
cccccctfx

 (1.11) 

 Những hằng số tích phân này sẽ được xác định nhờ những điều kiện ban đầu của 

chuyển động, chẳng hạn : 

 Khi t = 0 thì x = x0, y = y0, z = z0. 

          000 ,, zzyyxx ===  (1.12) 

 Việc giải hệ phương trình (1.10) không phải lúc nào cũng thực hiên được trong 

dạng giải tích. Chúng ta chỉ có thể tích phân hệ (1.10) với các điều kiện ban đầu (1.12) 

trong số trường hợp đơn giản. 

1. Chuyển động thẳng của điểm : 

 Trong phần động học, chúng ta đã biết vận tốc 

và gia tốc của điểm trong chuyển động thẳng luôn 

luôn hướng theo đường quỹ đạo. Vì gia tốc có 

chiều trùng với chiều của hợp lực tác dụng lên chất 

điểm do đó chuyển động thẳng chỉ xảy ra khi : ∑= kFR  có hướng không đổi và có vận 

tốc ban đầu bằng không hoặc cùng hướng với R . 

Hình 5 
x 

∑= FR  O 
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 Vị trí của điểm M xác định bởi toạ độ x, phương trình chuyển động của chất điểm 

trong trường hợp này sẽ là : 

),,( xxtRxm x=  

Hay :    ),,(2

2

dt
dxxtR

dt
xdm x=   (1.13) 

Với điều kiện ban đầu . 

Khi   t = 0,  x = x0

0v
dt
dx

=   (1.14) 

 Ngay cả trong trường hợp đơn giản này, phương trình (1.13) không phải lúc nào 

cũng giải được bằng phương pháp giải tích. Chúng ta xét một số trường hợp mà 

phương trình (1.13) có thể phân tích được ở dạng hữu hạn : 

 a) Lực chỉ phụ thuộc vào thời gian )(tfR xx =  khi đó : 

)(2

2

tf
dt

xdm =  

)(tf
dt
dvm =  

∫ =+= ),().(1
111 ctfcdttf

m
w  

Từ đây ra suy ra : x = f2(t,c1,c2) 

Các hằng số phân tích c1, c2 được xác định từ điều kiện ban đầu (1.14) 

 b) Lực chỉ phụ thuộc vào khoảng cách : Rx = f(x). Khi đó phương trình chuyển 

động có dạng : 

)(2

2

tf
dt

xdm =  

Ta có :      
dt
dx

dx
xd

dt
xd

dt
xd .2

2

==  

nên :         )(xf
dx
dvmv =  
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Đây là phương trình tách biến có thể phân tích được : 

v = f1(x,c1) 

),( 11 cxf
dt
dx

=  

dt
cxf

dx
=

),( 11

 

Tích phân phương trình tách biến này ta được : 

t = g(x,c1,c2) 

hay :           x = f2(x,c1,c2) 

 c) Lực chỉ phụ thộc vào vận tốc:  )(xfRx = . Phương trình chuyển động viết dưới 

dạng : 

)(xf
dt
xdm =  (1.17) 

Tích phân phương trình  tách biến này ta được : 

t = g1( ,cx 1) 

Hay :             = fx 1(x,c1) 

),( 11 ctf
dt
dx

=  

Tiếp tục tích phân phương trình này ta được : 

x = f2(t,c1,c2) 

2. Một số ví dụ : 

 Ví dụ 1.3 : Một chất điểm có khối lượng 

m, chuyển động trong mặt phẳng dưới tác 

dụng của lực hút F  hướng tâm vào tâm O cố 

định theo luật rmkF .2−= . Trong đó r  là 

véctơ định vị của chất điểm và k là hệ số tỷ 

lệ. Hãy xác định phương trình chuyển động 

và quỹ đạo của chất điểm ấy. Biết rằng tại 

thời điểm ban đầu x = l, y = 0, = 0, = 0. x y

Hình 6 

m 
r  

O

F  

y 

x
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 Ví dụ 1.4:  Vật có trọng lượng P bắt đầu chuyển động từ trạng thái đứng yên trên 

mặt phẳng nằm ngang nhau dưới tác dụng của lực R  có hướng không đổi và có trị số 

tăng tỷ lệ với thời gian theo quy luật R=kt. Tìm quy luật chuyển động của vật. 

 Ví dụ 1.5 :  Giải bài toán vật rơi trong không khí từ 

độ cao không lớn lắm và sức cản tỷ lệ với bình phương 

của vận tốc : 

2

2
1 SvcR xρ=  

trong đó ρ là mật độ môi trường, S là diện tích hình chiếu 

của vật trên mặt phẳng vuông góc với phương chuyển động, 

biết rằng khi t = 0, x = vx = 0. 

Hình 7 

R  

P  

x 
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CHƯƠNG II 

CÁC ĐỊNH LÝ TỔNG QUÁT CỦA ĐỘNG LỰC 

HỌC 
 Các định lý tổng quát của động lực học là hệ quả của định luật cơ bản của động 

lực học, chúng ta thiết lập mối liên hệ giữa các đại lượng cơ bản của chuyển động là 

động lượng, động năng và độ đo cơ bản tác dụng của lực là xung lượng và công. 

 Trong nhiều trường hợp, nhất là trong động lực học việc tích phân hệ phương 

trình chuyển động (1.8) là việc làm hết sức phức tạp, hơn nữa trong phần lớn các 

bài toán động lực học của hệ, vấn đề chính không phải là khảo sát một cách chi tiết 

toàn bộ chuyển động của chất điểm thuộc hệ mà chỉ nghiên cứu các hiện tượng theo 

từng mặt riêng biệt có tầm quan trọng trong thực tiễn. Để giải quyết những bài toán 

như vậy sử dụng các định lý tổng quát sẽ làm cho quá trình giải đơn giản và nhanh 

chóng hơn. 

 

§1. CÁC ĐẶC TRƯNG HÌNH HỌC KHỐI LƯỢNG 

CỦA HỆ VÀ VẬT RẮN 
1.1 Khối lượng của hệ - Khối tâm : 

 Như chúng ta đã biết, chuyển 

động của một cơ hệ ngoài việc phụ 

thuộc vào lực tác dụng còn phụ thuộc 

vào tổng khối lượng và phân bố các 

khối lượng của hệ đó. Khối lượng của 

hệ bằng tổng lượng của tất cả các 

phần tử hợp thành hệ đó : 

∑= kmM  

 Khối tâm của một cơ hệ gồm n 

chất điểm (M1,M2,....,Mn) khối lượng tương ứng là (m1,m2,....,mn) và có vị trí được 

xác định bởi các véctơ bán kính nrrr ,....,, 21  là một điểm hình học C được xác định 

bởi công thức : 

x 

z 

y 

Hình 8

1r
nr

Cr

2r

M2 

Mn 

M1 

C 
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M
rm

r kk
C

∑=  (2.1) 

Chiếu lên các trục toạ đô ta được : 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=

=

=

∑

∑

∑

M
zm

z

M
ym

y

M
xm

x

kk
C

kk
C

kk
C

  (2.2) 

 Từ các công thức trên chúng ta thấy rằng nếu cơ hệ nằm trong trọng trường 

đồng nhất thì khối tâm của cơ hệ sẽ trùng với trọng tâm của nó. Cũng cần nói thêm 

rằng, khối tâm được xác định theo công thức (2.1) hoăc (2.2) luôn luôn tồn tại như 

một thuộc tính của cơ hệ, còn trọng tâm của vật chỉ có nghĩa khi cơ hệ nằm trong 

trường trọng lực, khái niệm trọng tâm sẽ mất khi không còn trọng lượng. Đó là điều 

khác nhau cần phân biệt đối với hai khái niệm này. 

1.2 Mômen quán tính : 

 Vị trí của khối tấm chưa đặc trưng hoàn toàn cho sự phân bố khối lượng của cơ 

hệ. Vì vậy trong cơ học cốnc một đặc trưng cho sự phân bố khối lượng mômen quán 

tính. 

 - Mômen quán tính của một vật thể (một cơ hệ) đối với trục Oz là đại lượng vô 

hướng bằng tổng các tích của khối lượng của điểm với bình phương khoảng cách từ 

các điểm tới trục. 

kkz dmJ ∑= 2  (2.3) 

 Nếu toạ độ của các điểm trong một hệ trục toạ độ Oxyz nào đó là xk, yk, zk thì 

mômen quán tính của hệ đối với các trục toạ độ sẽ là : 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=
+=
+=

∑
∑
∑

)(
)(
)(

22

22

22

kkk

kkk

kkk

xymJz
zxmJy
zymJx

  (2.4) 

 Trong kỹ thuật mômen quán tính của vật thể đối với trục thường được biểu thị 

dưới dạng tích của khối lượng với bình phương của một khoảng cách trung bình nào 

đó. 

Jz = Mρ2
z  (2.5) 
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 Đại lượng 
M
J z

z =ρ  gọi là bán kính quán tính của một vật đối với trục z. 

II. Mômen quán tính của vật thể (cơ hệ) : 

 Đối với một điểm O nào đó là đại lượng vô hướng bằng tổng các tích các khối 

lượng với bình phương khoảng cách từ các chất điểm tới tâm đó. 

kkO rmJ ∑= 2.  (2.6) 

 Nếu O là gốc toạ độ thì tương ứng với (2.4) ta có : 

)( 222
kkkkO zyxmJ ++= ∑  (2.7) 

 và ta có mối liên hệ :   2J0 = Jx + Jy + Jz. 

III. Mômen quán tính của vật thể đối với các trục song song. Định lý Huygen : 

 Định lý 1.1 :   Mômen quán tính của vật đối với một trục z1 nào đó bằng 

mômen quán tính đối với trục x đi qua khối tâm và song song với z1 cộng với tích 

khối lượng của vật với bình phương khoảng cách giữa hai trục. 

Jz1 = JZc + Md2

 Chứng minh : 

 Qua C dựng hệ trục toạ độ Cxyz 

sao cho trục x cắt z1 tại O. Qua O dựng 

hệ trục toạ độ Ox1y1z1 sao cho x1 ≡ x. 

 Theo công thức thứ ba của (2.4) ta 

có : 

)( 1
2

1
2

1 kkkz yxmJ += ∑
)( 22

kkkz yxmJ += ∑

 

 
Hình 9 

d

x, x1

y1

z1

z

y
C

O

ta có : 

dxx kk −=1 , 11 yy k =  

nên :   ( ) ( )∑∑∑ −++= kkkkkkz xmddmyxmJ .2.)( 222
1  

nhưng : , )( 22
kkkzc yxmJ += ∑ ( ) 02.2 ==∑ Ckk dMxmd  (vì C chính là gốc toạ độ) 

nên :     Jz1 = JZc + Md2 

Từ định lý này ta suy ra rằng đối với các trục trùng phương, mômen quán tính đối 

với trục qua khối tâm là nhỏ nhất. 

IV. ĐỊNH LÝVỀ MÔMEN QUÁN TÍNH ĐỐI VỚI TRỤC QUA GỐC TOẠ ĐỘ : 
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 Cho hệ trục toạ độ Oxyz và trục L đi qua O. Phương của L được xác định bởi 

ba góc chỉ phương α, β, γ (Hình 10). 

 Gọi khoảng cách từ điểm Mk bất kỳ thuộc 

∑= kkL dmJ 2  

 Từ tam giác vuông HkOM

) 

 Tr
2

k = x2
k + y2

k + z2
k 

 OHk là

vật đến trục L là dk = MkHk. Theo định nghĩa 

: 

k ta có : 

d2 = MkH2
k = OM2

k – OH2
k     (*

ong đó : 

OM

 hình chiếu của  lên trục L. Chiếu hai v hức véctơ : ế đẳng tkOM

y

x

z L 

Hk dk

Mk

yk xk

zk

O
α β 

γ 

Hình 10 

 

kzjyixOM kkkk ++= ..  lên trụ a được : 

OH

c L t

cosβ + zkcosγ 

 Thay vào (*) ta được 

d cosα + ykcosβ + zkcosγ)2 =  x2
k ( 1 - cos2α) + y2

k ( 1 - 

Chú 

2
k = x2

k ( cos2β + cos2γ  ) + y2
k (cos2α + cos2γ )+ z2

k (cos2α + cos2β ) –

d2
k = ( y2

k +z2
k kykcosαcosβ - 

Do đó mômen quán tính c

k = xkcosα + yk

: 
2

k = x2
k + y2

k + z2
k – (xk

cos2β) + z2
k ( 1 - cos2γ ) –2xkykcosαcosβ - 2xkzkcosαcosγ – 2ykzkcosβcosγ. 

ý rằng :    cos2α + cos2β + cos2γ = 1 

Ta có : 

d

2xkykcosαcosβ - 2xkzkcosαcosγ – 2ykzkcosβcosγ 

)cos α + ( z2 2
k + x2

k )cos β + ( x2 2
k + y2

k )cos γ – 2x2

2xkzkcosαcosγ – 2ykzkcosβcosγ. 

ủa vật đối với L bằng : 

−+++++= ∑∑∑ (cos)(cos 22222
kkkkkL ymzymJ βα )(cos) 2222

kkkk yxmx γ  

∑∑∑ −−− kkkkkkkkk yxmxzmzym βαγαγβ coscos2coscos2coscos2  
Hay: 

JJJJJ −−−++

 

rong đó Jx, Jy, Jz là mômen quán tính của vật đối với các trục toạ độ còn các đại 

lượng : 

αγγββαγβα coscos2coscos2coscos2cos.cos.cos. 222
zxyzxyzyxL JJ =

T
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∑= kkkyz zymJ , ∑= kkkzx xzmJ , ∑= kkkxy yxmJ    (2.10) 

(2.10) được gọi là những mômen tích quán tính (hay còn gọi là mômen quán tính ly 

tâm) của vật trong hệ toạ độ xyz. 

i với một trục bất kỳ đi qua gốc toạ độ hoàn 

 hệ toạ độ đó. 

V. Trụ

a 

ta có Jxy = Jyz = 0 thì 

 tính chính trung tâm thì gọi là mômen quán tính chính 

ính đối với mọi điểm thuộc trục ấy. 

thuộc trục ấy. 

 của trục và mặt phẳng đối xứng. 

VI Cá

h mảnh AB đồng chất có 

đi qua đầu A 

ủa

 O

 Với công thức (2.9) chúng ta đã chứng minh được định lý 1.2 : 

 Mômen quán tính của vật thể đố

toàn có thể xác định được nếu biết toạ độ và mômen quán tính trong

c quán tính chính và trục quán tính chính trung tâm : 

 Ta thấy các đại lượng Jxy, Jyz, Jzx phụ thuộc vào vị trí của điểm O và phương củ

các trục tọa độ. Nếu đối với một hệ trục tọa độ Oxyz nào đó 

trục Oz được gọi là trục quán tính chính của vật thể đối với điểm O. Có thể chứng 

minh được rằng tại mỗi điểm của vật thể luôn luôn tồn tại ba trục quán tính chính 

vuông góc với nhau. Các trục quán tính chính đối với khối tâm được gọi là trục 

quán tính chính trung tâm. 

 Mômen quán tính của vật đối với trục quán tính chính gọi là mômen quán tính 

chính, còn đối với trục quán

trung tâm. 

 Dễ dàng chứng minh được rằng trục quán tính chính trung tâm của vật là trục 

quán tính ch

 Trục quán tính của vật đối xứng đồng chất có thể tìm được dẽ dàng nhờ hai 

định lý sau đây : 

 Định lý 1.3:  Trục đối xứng của vật đồng chất là trục quán tính chính của vật 

đối với mọi điểm 

 Định lý 1.4:  Trục thẳng góc với mặt phẳng đối xứng của vật đồng chất là trục 

quán tính chính đối với giao điểm

 Hai định lý này dễ dàng được chứng minh bằng cách sử dụng tính đối xứng của 

vật thể để tính các biểu thức của mômen quán tính ly tâm. 

. ch tính mômen quán tính của một số vật đồng chất đơn giản : 

 a) Thanh đồng chất : Tính mômen quán tính của than

chiều dài l và khối lượng M, đối với trục Ay vuông góc với thanh và 

c  nó (Hình 11). Muốn vậy ta chia thanh ra nhiều phần tử. Xét một phần tử cách 
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Ay một khoảng xk và có độ dài ∆xk khối lượng 

của nó là mk = γ∆xk (γ là khối lượng riêng trên 

một đơn vị độ dài : γ = M/l) 

 Mômen quán tính của thanh đối với trục Ay 

bằng : 

∑∑ ∆== kkkkAy xxdmJ 22 γ  
 Chuyển tổng đó tới hạn ta được : 

2
3

0
Ay ∫ 2

3
1

3
MlldxxJ

l

===
γγ  

 Áp dụng địng lý Huygen ta có thể chứng minh ợc mômen quán tính của 

thanh đối với trục khác vuông góc với thanh. Khi trục đi qua điểm giữa của thanh ta 

đư

Hình 11 

x C 

B 

y y1

∆x 

x 
A 

có : 

222
2 111l

=−=⎞⎛−=  1 12432
MlMlMlMJJ AyCy ⎟

⎠
⎜
⎝

 b)Vòng tròn đồng chất : Tính mômen quán tính 

của một vòng tròn đồng chất bán kính R, khối lượng 

 đ

) cũng được dùng để tính mômen quán 

tính của vỏ hình trụ mỏng đối với trục ủa nó

h 

n kính rk độ rộng ∆rk và 

khối lượng mk = γ2πrk∆rk, trong đó γ là khối 

M ối với trục C qua tâm C của vòng trìn và thẳng 

góc với mặt phẳng của nó. (Hình 11). 

 Ta có :  
222 MRRmrmJ kkkCz === ∑∑  (b) 

Công thức (b

 c . 

 c)Tấm tròn đồng chất : Tính mômen quán 

tính của một tấm tròn mỏng đồng chất bán kín

R, khối lượng M, đối với trục Cz qua tâm, thẳng 

góc với tấm và đối với các trục Cx, Cy trùng với 

trục đường kính của nó. 

 Muốn vậy, chia tấm thành nhiều vành tròn 

nhỏ, mỗi vành tròn có bá

C R 

mk

x 

Hình 12 

x

Hình 13 

C 

y 

rk∆
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lượng riêng trên một đơn vị diện tích 2R
M
π

γ =  

 Theo công thức (b) mômen quán tính vành k đối với trục Cz bằng : 

∆JCz = mkr2
k = γ2πrk∆rkr2

k = γ2πr3
k∆rk 

n quán tính 

của các vành tròn đối v

 Mômen quán tính của tấm tròn đối với trục Cz bằng tổng của môme

ới trục đó : 

kkCzCz rrJJ ∆=∆= ∑ ∑ 32πγ  

 Chuyển tới giới hạn ta có : 

0
Cz ∫ 243

2
1

2
12 MRRdrrJ

R

=== γππγ  (c) 

 Để tính các mômen quán tính Jcx, Jcy của tấm đối v ận thấy 

rằng với mọi điểm thuộc tấm Zk = 0, vì vậy theo công thức (2.4) : 

ới trục Cx, Cy ta nh

∑= 2
kkCx ymJ , ∑= 2

kkCy xmJ , )( 22∑ += kkkCz yxmJ  

 Từ đó suy ra :  

JCx + JCy = z. 

i lượng của tấm đối với các trục Cx, Cy là hoàn toàn như nhau, 

vì vậy ta có : 

JC

 Sự phân bố khố

211 MRJJJ ===  
42 CzCyCx

 d)Khối cầu đồng chất :  Do tính đối xứng nên 

trong trường hợp này : 

22
2
1 MRJJJ CzCyCx ===  (d) 

5

 e) Tấm chữ nhật khối lượng M có cạnh AB = 

a, BD = b (trục x hướng theo A , y hb ướng theo 

BD): 

21 MbJ = , 21 MaJ =  (e) 
3x 3y

 

 f) Khối nón liên tụ ối lượ đáy R (z h  khối nón)  

 (f) 

c có kh ng M, bán kính ướng theo
23.0 MRJ z =

y

x

z 

C 

Hình 14 
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§2. ĐỊNH LÝ VỀ BIẾN THIÊN ĐỘNG LƯỢNG VÀ 

2.1 Định lý

t điểm là một đại lượng véctơ bằng tích khối 

ĐỊNH LÝ VỀ CHUYỂN ĐỘNG KHỐI TÂM. 
 về biến thiên động lượng : 

1. Động lượng : Động lượng của chấ

lượng của chất điểm với véctơ vận tốc của nó : 

vmk .=  (2.11) 

 - Động lượng của hệ là tổng hình họ  của tất cả các chất điểm của c động lượng

nó. 

kk vmK ∑= .  (2.12) 

 Nếu hệ nhiều vật thì động lượng của h  học động lượng của mỗi 

 khối lượng của hệ và vận tốc của khối tâm. 

hậ

rM

ệ bằng tổng hình

vật. Đơn vị đo động lượng là kg.m/s. 

 Động lượng có thể xác định qua

T t vậy theo định nghĩa khối tâm ta có : 

kk rm .=∑ C  

 Đạo hàm hai vế lên theo thời gian ta được : 

Ckk rMrm .=∑  

 Hay : 

Ckk vMvm .=∑  

 Thế vào (2.12) ta được : 

CvMK =  (2.13) 

 Vậy : Động lượng của hệ bằng tích kh a toàn hệ với vận tốc khối tâm 

 chiếu véctơ động lượng lên các trục tọa độ sẽ là : 

ối lượng củ

của nó. 

 Hình

Ckkx xMxmK == ∑ ,  Ckky yMymK == ∑ ,  zK = ∑ Ckk zMzm =.  

 Từ (2.13) suy ra rằng động lực của cơ hệ đối v hệ trục bất kỳ Cx’y’z’ có gốc ới 

tọa độ ở khối tâm C và chuyển động cùng với tâm này sẽ bằng không vì đối với hệ 

tọa độ này Cv  = 0. Một trường hợp riêng thường gặp sẽ là chuyển động của một vật 
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rắn quanh m t trục cố định. Nếu trục quay đi qua khối tâm thì động lượng của vật 

trong chuyển động đó sẽ bằng không. 

 Xung lượng lực : 

ộ

II.

dụng của lực lên một vật thể trong một khoảng thời gian người 

 đ

n với khoảng thời gian vô cùng bé dt : 

 Để biểu thị tác 

ta ưa ra khái niệm xung lượng của lực. 

 Đại lượng véctơ, kí hiệu sd  bằng lực nhâ

dtFsd .=  (2.14) 

gọi là xung lượng nguyên tố của lực. 

g thời gian hữu hạn từ t0 đến t1 nào đó là đại  Xung lượng của lực trong khoản

lượng : 

∫=
1

0

t

t

dtFs  (2.15) 

 Hình chiếu xung lượng của lực trên các tr  sẽ là : 

t
xx

t
yy

t
zz 6) 

III. Định lý về động lượng : 

 thời gian động lượng của chất điểm bằng tổng hình học 

ục tọa độ

∫=
1t

dtFS ,  ∫=
1t

dtFS ,  ∫=
1t

dtFS  (2.1
0 0 0

Định lý 2.1 : Đạo hàm theo

các lực tác dụng lên chất điểm ấy. 

∑= kF
dt

vmd )  (2.17) 

 Phương trình (2.17) thực tế là một cách viế ương trình cơ bản của động 

Đạo hàm theo thời gian của động lượng của cơ hệ bằng véctơ, chính 

(

t khác ph

lực học (1.4). 

Định lý 2.2 :  

các ngoại lực tác dụng lên cơ hệ. 

∑= k
eF

dt
Kd  (2.18) 

 Chứng minh:  Gọi tổng các ngoại lực v c tác dụng lên chất điểm à tổng các nội lự

thứ k là k
eF  và  k

iF . 

 Theo (2.17) đố với i mọi điểm thuộc hệ ta có : 

k
i

k
ekk FF

vmd
dt

+=
)(  (k= 1,2...n) 

  

Chương II Các định lý tổng quát của động lực học                                           Trang 21 



GIÁO TRÌNH CƠ LÝ THUYẾT II                                              PHẦN ĐỘNG LỰC HỌC 

Cộng từng vế phương trình này ta được : 

∑∑∑ += k
i

k
e

kk FFvm
dt
d  

 Vì 0=∑ k
iF  và Kvm kk =∑  nên : 

∑= k
eF

dt
Kd  (Định lý đã được chứng minh) 

2  :  Bi iên động lư a chất điểm trong khoảng thời gian nào đó 

bằng tổng xung lượng của các lự oảng thời gian đó. 

Định lý .3 ến th ợng củ

c tác dụng lên chất điểm trong kh

∑=− kSvmvm   (2.19) 01

Chứng minh: Từ (2.17) ta có : 

∑= dtFvmd k .)(  

ới các cận tương ứng ta được : 
t

to
k

vm

SdtFdtFvmd

Tích phân hai vế đẳng thức này v
vm

∑∑∫∫∑∫ === k

t

t
k

1

0

1

0

.)(  
1

Hay :     ∑=− Svmvm k01

Định lý 2.4 : Biến thiên động lượng của cơ hệ trong một khoảng thời gian nào đó 

bằng tổng xung lượng của tất cả các ngoại lực tác dụng lên hệ trong khoảng thời 

. 

gian đó. 

∑=− k
eSKK 01   (2.20) 

Chứng minh :  Từ (2.18) ta có : 

∑= dtFKd k
e .  

Tích phân hai v
tk

ế đẳng thức này với các cận tương ứng ta được : 

e

to

k
e

k

SFdtFKd ∑∑∫∫∑∫ === k
e

t

t

k dt
11 1

00

.  

Hay :     ∑=− k
eSKK . 01

Các định lý 2.1, 2.2 là định lý biến thiên động lượng của chất điểm dưới dạng vi 

phân còn các định lý 2.3 và 2.4 là các định lý viết dưới dạng hữu hạn. 

ống các trục tọa độ chúng ta 

sẽ đ

 

 Chiếu các hệ thức (2.17), (2.18), (2.19) và (2.20) xu

ược các biểu thức vô hướng thường dùng trong tính toán. 
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IV

Nếu 

. Định luật bảo toàn động lượng : 

Từ biểu thức (2.18) suy ra rằng : 

0=∑ k
eF thì constK =  

Đẳng thức (2.21) biểu thị định luật bảo toàn động lượng của hệ. 

 lên hệ luôn luôn bằng không thì véctơ động 

lượn ệ sẽ không thay đổi. 

Nếu tổng các ngoại lực tác dụng

g của h

Trong thực tế xảy ra những trường hợp khi ∑ ≠ 0kF  nhưng tổng hình chiếu của 

các 

ục đó như sau: 

 dụng lê

2.

 

ngoại lực lên một trục nào đó bằng không chúng ta sẽ có định luật bảo toàn hình 

chiếu động lượng của hệ lên hệ tr

Nếu tổng hình chiếu của các ngoại lực tác n hệ trên một trục nào đó 

bằng không thì hình chiếu véctơ động lượng lên trục đó sẽ không thay đổi. 

2 Định lý chuyển động của khối tâm : 

Nếu ta tính động lượng của hệ theo công thức (2.13) qua vận tốc khối tâm của 

hệ và thay vào biểu thức (2.18) ta được : 

kCCdtdt
WMWMdKd

== )( eF∑=  (2.22) 

ơ hệ một khối tâm chuyển động như một 

chất điểm có khối lượng bằng khối lượng của toàn ủa lực được 

 Biểu thức (2.22) được phát biểu dưới dạng một định lý như sau : 

 Định lý 2.5: Trong chuyển động của c

hệ và chịu tác dụng c

biểu diễn bằng véctơ chính của ngoại lực đã đặt vào hệ. 

 Chiếu (2.22) lên các trục toạ độ ta được : 

⎪

⎪
⎨

⎧

=
=

⎩ = ∑
∑
∑

y
e

C

x
e

C

FyM
FxM

 (2.22’) 
z

e
C FzM

Các phương trình (2.22’) là những phương trình vi phân chuyển động khối tâm của 

hệ trong toạ độ Đề-cát. 

Từ (2.22) ta thấy rằng nếu 0=∑ k
eF thì CW = 0 hay CW = const nghĩa là : 

 động thẳng đều. 

yển động i tâ  hệ

Nếu véctơ chính của hệ ngoại lực tác dụng lên cơ hệ bằng không thì khối tâm của hệ 

sẽ đứng yên hay chuyển

Đó là định luật bảo toàn chu  khố m của cơ . 
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Tương tự như đã nói ở phần trên nếu tổng hình chiếu của các ngoại lực tác dụng lên 

cơ hệ trên một trục nào đó bằng không thì hình chiếu của khối tâm trên trục đó sẽ 

ng lực đó là nội lực, không thể làm thay đổi 

 của cơ hệ vì vậy nên đạn bay về phía trước thì súng sẽ 

2. 

ủa cơ bắp là nội lực 

Ví 

của

khố

 và bu-lông giữ mô-

đứng yên hay chuyển động thẳng đều. 

Một số ví dụ minh hoạ : 

1. Hiện tượng súng giật khi bắn : Xét cơ hệ gồm súng và đạn trong nòng súng. Khi 

đạn nổ xuất hiện một xung lực, xu

chuyển động khối tâm

chuyển động theo chiều ngược lại gây ra hiện tượng giật. 

Người ta không thể đi được trên mặt phẳng nằm ngang trơn lý tưởng bởi vì tổng 

hình chiếu của các ngoại lực tác dụng lên người, gồm trọng lực và phản lực pháp 

tuyến của mặt phẳng trên phương ngang bằng không. Lực c

không thể làm cho cơ thể di chuyển được. Trong thực tế chúng ta đi được là nhờ 

lực ma sát giữa bàn chân và mặt ngang. 

dụ 2.1 : Khối lượng bánh đà 

 một mô-tơ bằng m1 còn 

i lượng các phần còn lại là 

m2. Bánh đà quay đều với vận 

tốc góc ω.  

Khối tâm của nó lệch trục một 

khoảng AB = a. Tính phản lực 

tựa của nền

tơ với giả thuyết rằng phản lực 

tương đương với một hợp lực 

với các thành phần 21, NN  (Hình

 Giải : 

 Những ngoại lực tác dụng lê

B 
A 

2P2N

1N
1P

φ 

Hình 15 

 vẽ) 

n mô-tơ trong trường hợp này là 1P , 2P  và 21, NN . 

 chiếu ọa độ x, y sẽ là : 

C 1=
 

Phương trình (2.22)  lên các trục t

NxM
gmmNyM C )( 212 +−=

trong đó : M = m1 + m2. C là khối tâm của cơ hệ. 
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 Trong trường hợp này chuyển động của khối tâm ã biết qua quy luật quay của 

bánh đà cụ thể là : 

tω
 

 const nên : 

ωω
ωω

cos)(
sin

2
1212

2
11

++=
−=  

 Ví dụ 2.2:  (Áp dụng dòng chảy 

ột cột ch ỏng chảy ra từ ống 

có diện tích thiết diện là S với vận tốc 

đ

 qua áp 

 1 giây. Ngoại lực tác g lên kh  chất 

ản lực 

 đ

(12 axmxmMx AAC ++= )sin
)cos(12 taymymMy AAC ω−+=

Vì : xA = const, yA =

tamyM
tamxM

C

C

ωω
ωω

cos
sin

2
1

2
1

=
−=  

Nên :    N
tamgmmN

tam

lỏng). M ất l

v  nghiêng một góc so với phương 

thẳng đứng (hình 16). Xác định áp lực 

tổng hợp của dòng chảy lên tường 

ứng, xem dòng chảy là dừng. 

 Giải : Sử dụng phương trình 

(2.20) cho khối chất lỏng giới hạn bởi 

các thiết diện aa1, bb1, cc1. Bỏ

lực tại thiết diện aa1và xem rằng khi 

gặp tường các phần tử chất lỏng không 

bị bắn trở lại. 

 Xét trong khoảng thời gian t1 – t0 =

lỏng trong thời gian gồm trọng lực và ph

a

a1

a’

a’1 c1

b1

c 

c’ c’1

b

b’ b’
bV  

cV  

V

N

Hình 16 

y 

x

dụn ối

N . 
t

∫ +=−
0

01 )(
t

dtNPKK
1

1, bb1, cc1 dịch chuyển đến các vị trí 

a’a’1, b’b’1, c’c’1 và biến thiên động lượng của kh ng khoảng thời gian đó 

sẽ là : 

 (a) 

Trong khoảng thời gian 1 giây các thiết diện aa

ối nước tro

cba vmvmvmKK 32101 ++−=−  (b) 

Trong đó m1, m2, m3 là khối lượng chất lỏng trong khối aa1a’a’1, bb1b’b’1, cc1c’c’1. 
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Ta có m1 = ρSv (trong đó ρ là khối lượng riêng của chất lỏng). 

Thế (b) vào (a) xem N = const và chiếu hai vế lên trục x ta được ( cb vv ,  ┴ x) 

-ρSv2sinα = -N 

hay :           N = ρSv2sinα  

ƯỢNG 
3.1

1- Mômen của véctơ động lượng 

 

§3. ĐỊNH LÝ VỀ MÔMEN ĐỘNG L
 Các định nghĩa và khái niệm : 

0l  vm  đối với tâm O (hay trục z) được kí hiệu là 

hay lz  và được g i tương ứng ng của điểm đối với tâm O hay 

trục đó. 

 Cách en của 

ọc ta có : 

ọ men động lượ là mô

 tính mômen của véctơ động lượng cũng giống như cách tính môm

lực. Như đã biết trong phần Tĩnh h

zmymxm
zyx
kji

vmrvmml

 

một trục) bằng tổng mômen động lượng của tất cả các 

điểm thuộc hệ đối với tâm (hay trục) đó :

00 ∑∑ == klL

=∧== )(00  (2.23) 

lz = )()( 0lhcvmm zz =  (2.24) 

2- Mômen chính động lượng của hệ đối với tâm (hay

 

)( ∧ kkk vmr  (2.25) 

kzlhc 0zkz lL ∑=  

uay quanh trục cố dịnh đối với tr y 

của nó. Giả sử vật rắn quay quanh  góc ω. Mômen động lượng của 

một phần tử Mk của vật đối v

lzk = rkmkvk

ặt khác vk = rkω nên lzk = mkr2
kω. Do đó mômen chính động lượng của vật đối với 

trục quay sẽ là 

∑=  (2.26) 

 

 

3- Mômen chính động lượng của vật rắn q

Mk kV

kV  

Mk

Hình 17 

ục qua

 trục z với vận tốc

ới trục quay sẽ là : 

m

ωωω zkkkkzkz JrmrmlL ==== ∑∑∑ 22  
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3.2

ượng của chất điểm đối với một 

tâm (hay một trục) bằng tổng hình ng đại số) mômen của các lực tác 

 Định lý biến thiên mômen động lượng đối với tâm (hay trục) cố định : 

a) Đối với chất điểm; 

Định lý 3.1:  Đạo hàm theo thời gian mômen động l

 học (hay tổ

dụng lên chất điểm đối với cùng tâm (hay trục) ấy : 

)(0
0

kFm
dt
ld ∑=  (2.27) 

)( kz
z Fm

dt
ld ∑=  (2.28) 

ường hợp này có dạng : 

Chứng minh :  Giả sử chất điểm m chuyển động dưới tác dụng của hệ lực 

nFFF ,....,, 21 . Phương trình cơ bản của động lực học trong tr

∑= kFWm  

hay :           ∑= kF
dt

vmd )(  

r  rGọi  là bán kính véctơ từ gốc hệ trục tới ch ơất điểm. Nhân véct  với hai vế của 

đẳng thức trên ta được : 

∑∧=∧ kFrvmdr
dt

)(  

)()( vm
dt
drvm

dt
rdvmrd

∧+∧=∧  Ta có :    
dt

)()( vm
dt

rvmvvmr
dt

dd
∧+∧=∧  

Vì 0=∧ vmv  
 

Do đó ta có :   
dt
dl

vm
dt
drvmr

dt
d 0)()( =∧=∧  

dt
dl

FrFr kk
0=∧=∧ ∑∑  (đpcm) 

II. Đối với cơ h  

h lý 3.2 : ạo hàm theo thời gian mômen chính động lượng của cơ hệ đối với 

m (hay một trục) bằng tổng mômen của các ngoại lực đối với tâm (hay trục) đó : 

ệ :

Địn  Đ

tâ

)(0
0

k
eFm

dt
Ld ∑=   (2.29) 
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)( k
e

z
z Fm

dt
dL ∑=   (2.30) 

k
eF  và k

iFChứng minh : Xét cơ hệ gồm n chất điểm, gọi  lần lượt là tổng các ngoại 

lực và tổng các nội lực tác dụng lên chất điểm thứ k. Đối với từng chất điểm của hệ 

theo (2.27) ta có : 

k
i

k Fre
kkkkk Frvmr

dt
d

∧+∧=∧ )(  

Cộng từng vế các đẳng thức này ta được : 

∑∑∑ ∧+∧=∧
k

k
k

k
k

kkkdt
i

k
e

k FrFrvmrd )(  

Từ tính chất của các nội lực, ta có : 

0=∧∑
k

k
i

k Fr  

nên : 

∑∑ ∧ kkk vmrd
∧=

k

e
kk

k

Fr
dt

)  (

∑∑ ∧=∧
k

e
kk

kdt kkk Frvmrd )(  

)(0
0

k
eFm

dt
Ld ∑=   (đpcm) 

ết quả vừa nhận được (2.29) đúng với mọi điểm O, chọn O nằm trên trục z, 

chiếu 2 vế đẳng thức (2.29) lên trục z ta sẽ nhận được (2.30). 

III. Định luật bảo toàn mômen động lượng : 

 Từ (2.29) chúng ta nhận thấy rằng, nếu : 

0)(0 =∑ k
eFm

Theo k

 thì constL =0  (2.31) 

 Đẳng thức này biểu thị định luật bảo to n 

ì 

 

ấy sẽ không đổi. 

 Định luật bảo toàn mômen động lượng 

à

mômen động lượng phát biểu như sau: 

 Nếu mômen chính của các ngoại lực tác 

dụng lên hệ đối với một tâm bằng không th

mômen chính động lượng của hệ đối với tâm

V  

O 

dσ 

ds 
M 

y 

M’ 

O x Hình 18 
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của cơ hệ đối với m ục được p àn t  tương tự. 

ong ứng dụng thực tiễn của định luật 

 hợp khi chất điểm chịu tác dụng của lực 

 điểm O nào đó). 

n động dưới tác dụng củ ực xuyên 

ột tr hát biểu ho oàn

 Một hệ quả trực tiếp có tầm quan trọng tr

bảo toàn mômen động lượng là trường

xuyên tâm (lực có đường tác dụng luôn đi qua 1

 Xét chuyển động của chất điểm M chuyể

tâm F

a l

 (hình 17). 

 Vì trong trườ 0)(0 =Fm  nên  ng hợp này 

const=vmrvmm ∧=)(0

Vì véctơ )(0 vmm

 

 có hướng vuông góc vớ  r và vi mặt phẳng chứa véctơ  nên 

nếu : 

constvmm =)(0  thì véctơ r và v  phải luôn nằm trong cùng một mặt phẳng, 

nghĩa là quỹ đạo của M là một đường cong phẳng và constvhvmm =)(0 = . 

Mặt khác :     
dt
dhdsvh

dt
σ2==  

( σd  là diện tích tam giác phân tố OMM’. Đại lượng 
dt
dσ  xác định vận tốc tăng 

của c ện tích phần mặt phẳng do bán kính ủa di OM  quét được khi điểm M chuyển 

độn n tốc hạg gọi là vậ t quay vận tốc diện tích. Trong trường hợp đang xét : 

constvmm
dt
d

== )(
2
1

0
σ  

Những điều trên c ằ

ận tốc quạt không i, tức là 

chu i gian bằng nhau, bán kính véctơ của 

điểm quét được những diện tích bằng nhau (định luật các diện tích). Đây là một 

trong nh

trường hợp không có cánh quạt lái). Thật vậy gọi trục Cz là trục thẳng đứng qua 

khối tâm C của máy bay, ta có : 

LZ(máy bay) +LZ(cánh quạt) = 0 

hứng tỏ r ng trong chuyển động dưới tác dụng của lực xuyên 

tâm, điểm chuyển động theo đường cong thẳng với v đổ

yển động sao cho trong một khoảng thờ

ững định luật Kepler. 

Định luật bảo toàn mômen động lượng cho phép ta giải thích một số hiện 

tượng, chẳng hạn hiện tượng quay thân máy bay lên thẳng khi cất cánh (trong 
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Do đó :           LZ(máy bay) = - LZ(cánh quạt)  

Nghĩa là máy bay phải quay ngược chiều với cánh quạt. 

. Một số ví dụ áp dụng : 

Chúng ta có thể sử dụng định lý biến thiên mômen động lượng để nghiên cứu 

chuyển động quay của các vật ha

IV

y để nghiên cứu các hệ có vật chuyển động quay 

hay

Ví dụ 2.2 : Đường ray  nằm ngang có trọng 

lượn kính . Sân ên trên ray đang quay 

qua ào đó ngưới ta bắt đầu 

ận tốc tương đối u (đối với sân quay) theo chiều quay 

của

c ngoại lực tác dụng lên hệ đối với trục z 

bằn

 : 

 tịnh tiến. 

Theo định luật bảo toàn mômen động lượng ta có thể xác định sự biến thiên của 

vận tốc (hay góc quay) của một bộ phận nào đó của hệ theo độ dời vận tốc góc của 

bộ phận khác. 

 đặt theo vành của một sân tròn

g P, bán  R  cùng đầu máy trọng lượng Q đứng y

nh trục thẳng đứng Oz với vận tốc góc ω0. Tại thời điểm n

cho máy chạy trên ray với v

 sân. Hãy xác định vận tốc góc của sân. 

Bài giải : Xét hệ gồm sân quay, đầu máy. Các 

mômen của cá

g không do đó Lz = const. Xem sân quay như một 

đĩa tròn đồng chất (Jz = 0.5MR2) còn đầu máy như một 

chất điểm, ta có

.)5,0( 0
22

0 ωR
g
QR

g
PK z +=  

Khi đầu máy bắt đầu chạy, vận tốc tuyệt đối của nó 

bằng : va = u + ωR, trong đó ωlà vận tốc góc tức thời 

của sân quay. Mômen động lượng của đầu máy đối với 

trục

ω 

u
R 

Hình 19 

 z khi đó sẽ bằng m.va.R và của cả hệ sẽ là : 

)(5,0( 22
0 ωRuR

g
QR

g
PKz ++=

Vì K

 

z1 = Kz0 nên ta tìm được : 

 

R
u

QP
Q .

5,00 +
−= ωω  
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§4.ĐỊNH LÝ BIẾN THIÊN ĐỘNG NĂNG 
Động năng : 

- Động năng của chất điểm là đại lượng vô

I. 

 hướng, kí hiệu T, bằng nửa tích khối 

lượng của chất điểm với bình phương vận tốc của nó : 

2

2
1 mvT =  (2.32) 

- Độ ăng của hệ là tổng động năng của tất cả các chất điểm thuộc hệ : ng n

∑=
k

kk vmT 2

2
1  (2.33) 

 Trong trường hợp đặc biệt nếu hệ g iều vật thì động năng của hệ bằng 

tổng động 

ủa vật rắn trong một số chuyển động cơ bản. 

ồm nh

năng của các vật. 

- Động năng c

 a) Vật rắn chuyển động tịnh tiến :  Trong trường hợp này vận tốc của mọi điểm 

đều bằng nhau và bằng vc nên : 

222

2
1

km =∑2
1

2
1

C
k

Ckk MVVvmT == ∑  (a) 

 b) Vật rắn quay quanh trục cố định : Trong trường hợp này ta có  

22 .
2
1ω kk hm∑22

2
1).(

2
1

2
1 ωω zkk

k
kk JhmvmT ∑∑ ====  (b) 

ong phẳng :  Như chúng ta đã biết, trong chuyển động 

n bố giông như vật 

 công thức (b) để tính động năng trong trường hợp 

này : 

 

 c) Vật rắn chuyển động s

song phẳng, tại mỗi thời điểm vận tốc các điểm thuộc vật phâ

quay quanh trục ∆ vuông góc với mặt phẳng chuyển động và đi qua tâm vận tốc tức 

thời P vì vậy ta có thể sử dụng

2

2 ∆JT  (c) 1 ω=

Trong đó J∆ là mômen quán tính của vật đối với trục quay tức thờ c góc 

tức thời. 

Nếu biểu thức (c) ít được áp dụng trong thực tế vì tâm vận tốc tức thời luôn luôn 

i và ω vận tố

thay đổi nên J cũng biến đổi theo thời gian. ta có thể dùng định lý Huygen để biến 
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đổi (c) về dạng dễ ứng dụng hơn. Gọi JC là mômen quán tính của vật đối với trục 

song song với ∆ và đi qua khối tâm C.  

Ta có :    J∆ = JC + Md2  ( d = CF) 

Thay vào (c) ta được : 

22222

22
)(

2
ωωω MdJMdJT CC +=+=  

Nhưng d.

111

ω = cp.ω = vC, do đó : 

22

2
1

2
1

cC MvJT += ω  (d) 

 d) Vật rắn quay quanh điểm cố định : Khi vật rắn quay quanh điểm cố định, tại 

mỗi thời điểm vận tốc các điểm thuộc vật 

 là vậ

ó vì vậy : 

phân bố như t quay quanh trục tức thời 

∆ đi qua điểm cố định đ

2

2
1 ω∆= JT  (e) 

ương của ∆ 

(Hình 19) 

Theo công thức (2.9) ta có : 

 ωy, ω.cosγ = z 

Nếu gọi α, β, γ là các góc chỉ ph

αγγββαγβα coscos2coscos2coscos2cos.cos.cos. 222
zxyzxyzyx JJJJJJJ −−−++=∆

Thay biểu thức này vào (e) và để ý rằng : 

ω.cosα = ωx, ω.cosβ =

Ta được : 

O y 

z 

x

∆ 

βα
γ 

 

 

Hình 20 

ω

[ ]xzzxzωyyzyxxyxx JJJJT ωωωωωω 222.
2
1 2 −−+=  (f) 

ấy khố t  C của vật làm cực, n 

 điểm được xác định như sau : 

yzyy JJ ωω .. 22 −+

 e) Trường hợp chuyển động tổng quát :  L

tốc của các

i âm vậ

kCk vvv '+=  

Trong đó :      hv kω=  k

kCkck vvvvv '..2'222 ++=  

∑ ∑

∑

++=

++=

kkCkkC

kCkck

vmvhmMv

vvvvmT

'.
2
1

2
1

)'..2'(
2
1

222

22

ω
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vì :     Ckkcpkk vMvmJhm '',
2
1 22 == ∑∑ ω  

nên :  

22

22
ωcpC JMvT = .11

+  (g) 

 Vậy : Động năng của vật trong trường hợp chuyển động tổng quát bằng động 

năng của vật chuyển động tịnh tiến cùng với khối tâm cộng với động năng của 

chuyển động quay quanh trục đi qua khối tâm đó. 

II. Công của lực : 

 Để biểu diễn tác động của lực trên 

i của vật ta đưa vào khái niệm công 

 Cho lực 

độ dờ

của lực. 

F  có điểm đặt dời chỗ trên 

đường cong (c) (Hình 20). 

 a) Công nguyên tố của lực : Công 

nguyên tố của lực F  trên độ dời vô cùng 

bé ds của điểm đặt của nó là đại lượng vô 

ướ

dA = Fτds  (2.34) 

      dA = Fdscosα (2.35) 

Biểu thức công nguyên tố còn được viết dưới các dạng khác như sau : 

ọi hình chi

O y 

x 

MO M

t
M1 

F

Hình 21 

z 

α 
v

h ng bằng : 

Hoặc: 

vì ds = vdt nên dA = Fvcosαdt  (2.36) 

G ếu của F  trên các trục tọa độ

dA = F

 là Fx, Fy, Fz và của  là dx, dy, dz biểu 

thức (2.37) được viết lại là : 

zdz  (2.38) 

ết khác nhau c a biểu thức công 

ường hợp cụ thể người ta dùng biểu thức này hoặc biểu thức 

khác để phép tính đơn giản hơ

ủa l c trên quãng 

ố do lực 

rd

xdx + Fydy + F

(2.34), (2.35), (2.36), (2.37), (2.38) là các cách vi

nguyên tố. Tùy các tr

ủ

n. 

 b) Công c ự đường hữu hạn :  

Công của lực trên độ dài hữu hạn bất kỳ bằng tổng các công nguyên t

gây ra nên độ dời đó : 
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∫=10MM dAA  (2.39) 
10MM

Đơn vị tính công là Jun hay Ni
2 -

III Cô

 

utơn.mét. 
21 J = 1 N.m = 1m kg

Tùy dạng của biểu thức công nguyên tố mà khi tính công hữu hạn ta có các tích 

phân đường loại 1 hay loại 2. 

. ng mất : 

Công mất là công sinh ra trong một đơn vị thời gian : 

dt
dAN =  (2.40) 

 Đon vị đo công suất là W. 

/s 

 

 

IV ố trường hợp : 

rọng lực : Giả sử điểm M chịu tác dụng của trọng lực P dời chỗ từ 

O( ới hệ trục như hình vẽ, áp 

dụng công thức (2.38) ta có: 

10

1

0

ZZPPdzdzPdzPdyPdxPA
MM

z

z
z −=−=−=++= ∫ ∫ ∫  

Gọi 

1W = 1J

. Cách tính công trong một s

1. Công của t

M x0, y0, z0) đến M1(x1, y1, z1) theo đường cong M0M1. V

)()()( 10
10

10
MM

yxMM

hzz =− 10  ta có : 

AM0M1=± Ph (2.41) 

Ta lấy dấu + nếu MO ở cao hơn M1 

hông phụ 

thuộc vào quỹ đạo chuyển của M 

và chỉ phụ thuộc vào vị trí đầu và cuối của quãng đường di chuyển. 

và lấy dấu – trong trường hợp 

ngược lại. 

 Với kết quả trên ta thấy rằng 

với công của trọng lực k

O

z

y

x

P

M1

M1
z1

z0

x1y0

x0

y1

M0

Hình 22
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2. Công của lực đàn hồi : Tr ố liên kết tác dụng lên chất 

điểm i là 

tâm 

=

ong một s  trường hợp, các 

 khảo sát những tỷ lệ với các véctơ định vị của chất điểm so với một tâm gọ

đàn hồi, lực như vậy gọi là lực đàn hồi (ví dụ lực của lò xo chẳng hạn) 

rc−  F

)(
2

)(
2 01

01010
10 rrrdrdrcdAA

rMMMM
MM −−=−=−== ∫∫∫  (2.42) 

3. Công của lực tác dụng lên vật rắn chuyển động : 

 a) Trường hợp vật chuyển động tịnh tiến: 

22
1

2 cc r

CrdFdA =  (2.43) 

 b) Vật quay quanh trục cố định : 

 Vận tốc của điểm đặt lực M: 

MM rv ∧= ω  

dtFmdtFmdtFrdtrFdtvFrdFdA .()..(... OMM ).(.).(.).M=∧=== ωω ∆==∧ ωω  

 Với ∆ là trục quay. 

dFmdt ).(Vậy :    ω FmdA ).(. ϕ∆∆ =  (2.44) 

 

 Chọn điểm A tùy ý làm cực, điểm đặt M của lực 

=

 c) Vật chuyển động tổng quát :

F có vận tốc : 

rvv AM ∧+= ω  (với AMr = ) 

Nên :   dtrFdtvFdtvFrdFdA AMM )..(.... ∧+=== ω   

Theo các phép biến đổi đã trình bày ở phần a) và b) ta có :  

).(. ϕdFmrdFdA A ∆+=  (2.45) 

trong đó ∆- là trục quay tức thời của vật đi qua A. 

4. Công của lực ma sát tác dụng lên vật lăn :

ả sử ánh x  O lăn không trượt trên mặt phẳng nhám, l  cản lại 

Công nguyên tố của lực ma sát bằng : 

 

1msMF Gi  b e ực ma sát 

sự trượt của điểm tiếp xúc B. 

dtvFdA .BmsmB=  

0=Bv  nên dA = 0. Vì B là tâm vận tốc của vật lăn không trượt nên 

Chương II Các định lý tổng quát của động lực học                                           Trang 35 



GIÁO TRÌNH CƠ LÝ THUYẾT II                                              PHẦN ĐỘNG LỰC HỌC 

Vậy : khi lăn không trượt, công của lực ma sát trượt trong chuyển dời bất k a vật 

bằng không. 

ỳ củ

c ma sát luôn luôn âm. 

5. Công của các nội lực của vật không biến hình :

ỗ giữa chúng là 

Trong trường hợp vật trượt, công của lự

 

 Xét hai phần tử M1 và M2 thuộc vật. Lực tác dụng tương h

2112 FF −=  và có phương theo đường thẳng nối hai điểm đó. Công nguyên tố của các 

lực đó trên các độ dờ  và  hiệu là dA1 và dA2 ta có : i 1rd 2rd

dA1 + dA2 = 112 rdF  + 221 rdF  =  dtvF 112  + FdtvF 12221 dtvv )( 21 −  =

Vì 2121 MMvvv +=  nên : dtvFdAdA MM 211221 .=+  

nh ng vì 21MMv  ┴ Mư 1M2 tức vuông góc với 12F  

+ dAnên : dA1 

cả ộ cứ chuyển động nào của 

vật đều bằ

 (2.46) 

V. iến t

 động năng của chất điểm bằng tổng đại số công nguyên tố của 

2 = 0. 

vậy tổng công của tất  các n i lực của vật rắn trong bất 

ng 0. 

01 =∑
k

kdA

Định lý b hiên động năng : 

Định lý 4.1 : Vi phân

các lực tác dụng trên chất điểm ấy : 

∑= kdAmvd )
2
1( 2  (2.47) 

Chứng minh : Xét chất điểm chuyển động dưới tác dụng của các lực nFFF ,...,, 21 . 

 

Phương trình cơ bản của động lực học đối với chất điểm là : 

∑= kFwm  

∑= kF
dt
vdmHay :             

Nhân vô hướng hai vế với  ta được : rd

∑= rdF
dt

vm k
rd  

∑= kdAvdvm .  Hay :          
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)(
2
1).(

2
1Vì                . vdv 2vdvvd ==  

)
2
1()(

2
1vdvm = 22 mvdvmd =Nên :              

và ta có điều cần phải chứng minh. 

ng n ử dụng khái niệm công su t thì định lý 4.1 có thể được phát 

biểu lại như sau : 

o hàm theo thời gian ng năng của chất điểm bằng tổng đại số công suất 

cả các lực tác dụng lên chất điểm đó. 

Định lý 4.2 :  Vi phân động năng của hệ bằng tổng đại số công nguyên tố của các 

c chất điểm của hệ: 

Chú ý rằ ếu ta s  ấ

Đạ độ

của tất 

ngoại lực và nội lực tác dụng vào cá

∑∑ += 10  (2.48) kk dAdAdT

Chứng minh :  Áp dụng công thức (2.37) đối với từng chất điểm ta có : 

kkkk dAvmd 2 )
2
1( = dA10 +  

 Viết phương trình trên cho tất cả các chất điể  cộng từng vế các đẳng 

(dA0
k, dA1

k là tổng công nguyên tố của tất cả các ngoại lực, nội lực tác dụng lên 

chất điểm thứ k) 

m của hệ và

thức (*) ta được : 

∑∑∑ += kkkk dAdAvmd 102 )
2
1(  

Hay :  ∑∑ += kk dAdAdT 10 (đpcm). 

Định lý 4.3:  Biến thiên động năng của chất điểm trên một độ dời hữu hạn bằng 

tổng đại số công của các lực tác dụng lên chất điểm trên cùng độ dời đó : 

∑=− 100
2

1
2

2
1

2
1

MkMAmvmv  (2.49) 

Chứng minh : Tích phân 2 vế công thức (2.37) theo các cận tương ứng ta được : 

∑=− 1001
22 MkM

Định lý 4.4 :  Biến thiên động năng của hệ trên một chuyển dời nào đó 

21 Amvmv  (đpcm) 

bằng tổng 

đại số công của các ngoại lực và nội lực đặt vào chất điểm trên các chuyển dời 

tương ứng : 

2 1
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∑ ∑+=− kk AATT 10
01  (2.50) 

Chứng minh : Trong chuyển dời của hệ từ vị trí 0 đ 1 chật điểm Mk của hệ ến vị trí 

dời chỗ từ Mk0 đến Mk1. Theo (2.39) ta có : 

k
i

k
e

kkkk AAvmvm +=− 2
2

1
2

2
1

2
1  

(Ae
k, Ai

k – Tổng công các ngoại lực và nội lực tác dụng lên chất điểm Mk trên độ 

dời Mk0Mk1). 

Cộng từng vế các dẳng thức này ta được : 

∑∑∑∑ −k vmvm 2
1

2 11
+= k

i
k

e
kkk AA2

22
 

Đây là điều phải chứng minh. 

 năng dưới dạng hữu hạn. 

ũng có thể phát biểu dưới dạng khác. 

Đạo hàm theo thời gian động năng cua hệ bằng tổng đại s uất của ngoại 

lực và nội lực đặt vào các chất điểm thuộc hệ. 
 

g gian vật lý mà khi ta đặt một chất điểm 

vào 

 

nó, vì vậy trường lực được xác định 

bởi hàm số : 

x 1 y 1 z 1

ơng 

i dấu tích phân 

dA = Fxdx + Fydy + Fzdz 

Các định lý 4.1, 4.2 là định lý động năng dưới dạng vi phân, các định lý 4.3, 4.4 

là định lý động

Tương tự như định lý 4.1, định lý 4.2 c

ố công s

§5. ĐỊNH LUẬT BẢO TOÀN CƠ NĂNG 
I. Trường lực : Trương lực là phần khôn

đó nó phải chịu tác dụng của một lực phụ thuộc vào vị trí của chất điểm ấy. 

Trường trọng lực, trường đàn hồi là những ví dụ về trường lực. 

 Một lực được cho bởi ba hình chiếu của 

F  = Φ (x,y,z), F  = Φ (x,y,z), F  = Φ (x,y,z) (2.51) 

 Công của lực mà trường tác dụng lên chất điểm được tính theo biểu thức (2.39). 

Trong trường hợp tổng quát, để tính công theo biểu thúc (2.39) ta phải biết phư

trình quỹ đạo của đường cong M0M1. Tuy nhiên nếu biểu thức dướ

(2.39) : 
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là vi phân toàn phần của một hàm U(x,y,z) nào đó thì như chúng ta đã biết, ta có thể 

tính công AM0M1 không cần biết quỹ đạo điểm M. Trong trường hợp này công của 

lực chỉ phụ thuộc vào vị trí đầ chuyển của lực. 

II. Th

 Đối với các lực chúng ta có thể đưa vào một khái ni đại lượng 

dặc trưng về “dự trữ công” của tác dụng lên chất điểm tại vị trí của nó trong trường 

hế năng của chất điểm ứng với vị trí M là đại lượng vô hướng bằng công các 

c 

Trong đó Π được gọi là hàm thế. 

  lực sinh ra trên 

những độ dời của các chất điểm thuộc  về vị trí “O”. 

Π = A1O

 lực sao cho tại vị 

trí “O” là U0 = 0 thì ta sẽ có : 

c trường lực có thế ta có thể lấy khái niệm thế năng 

tha cho hàm lực. Từ (2.52) và (2

A12 2

II.

ệ ta được : 

u và cuối của điểm đặt di 

 Hàm U(x,y,z) gọi là hàm lực và trường lực như vậy gọi là trường lực thế : 

21
1010

10 ),,( UUzyxdUdAA
MMMM

MM −=== ∫∫  (2.52) 

ế năng : 

ệm thế năng là 

lực. 

 Để so sánh mức “dự trữ công” đó với nhau ta cần chọn một vị trí “O” nào đó 

“dự trữ công” bằng không (điểm chọn này là tùy ý”. 

 T

lự của trường có thể sinh ra trên độ dời của điểm từ vị trí M đến vị trí “O”. 

Π = AMO

Từ định nghĩa này ta thấy thế năng là một hàm của các tọa độ : 

Π = Π(x,y,z) 

Thế năng tại vị trí nào đó là tổng công mà các lực của trường

 hệ từ vị trí đó

Π = Π(x1, y1, z1,....,xn, yn, zn) 

Với các định nghĩa hàm lực và thế năng như trên, nếu ta chọn hàm

Π = A1O = U0 – U1 

Π = -U (2.53) 

Từ đây ta thấy rằng khi xét cá

.53) ta có : 

 = Π1 – Π  (2.54) 

 Định luật bảo toàn cơ năng : 

Áp dụnh định lý biến thiên động năng cho h
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∑∑ ∑ =+= kk
i

k
e AAAT0  −T1

ệ đều là lực có thế ta có : Nếu nội lực và ngoại lực tác dụng lên h

10 Π−Π=∑ k

Do đó :         

A . 

1001 Π−Π=−TT  

hay :           constTT =Π+=Π+  (2.55)0011  

Ta có định luật bảo toàn cơ năng phát triển như sau : 

độ rong trườ  lực thế thì tổng động năng và cơ nănng của hệ 

 đổi. 

ăng và kí hiệu là E. 

55) gọi là tích phân năng lượng. Cơ hệ nghiệm đúng định luật bảo 

 Nếu ngoài các lực bảo toàn ra c  lực không bảo toàn chẳng hạn như 

 

ết : 

Khi hệ chuyển ng t ng  

không

 Tổng động năng và thế năng của cơ hệ gọi là cơ n

E = T + Π. 

 Hệ thức (2.

toàn cơ năng gọi là hệ bảo toàn. Lực tác dụng lên hệ đó là bảo toàn. 

òn có những

lực ma sát, tác dụng lên hệ thì cơ năng của hệ sẽ biến đổi do có sự trao đổi năng 

lượng giữa hệ với môi trường nghĩa là có sự chuyển hóa năng lượng.

 Định luật bảo toàn cơ năng là một trường hợp riêng của định luật bảo toàn năng 

lượng trong vật lý. 

 Chú ý rằng, trong trường hợp hệ không biến hình, như chúng ta đã bi

0=∑ k
iA  

 Và định lý biến thiên động năng có dạng : 

k
eATT ∑=− 01  

 Nếu các ngoại lực tác dụng lên hệ là lực có thế : 
e

k
Π0

eeA −Π=∑ 1  

 Và ta có :   

Nghĩa là : Khi xét cơ hệ không biến hình, trong biểu thức (2.55) ta chỉ cần xét 

ến a ường ngoại lực mà không cần để ý đến hệ nội lực. 

 

 

1001
eeTT Π−Π=−  

                                     constTT ee =Π+=Π+ 0011  

đ  thế năng củ tr
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§6. PHƯƠNG PHÁP GIẢI TOÁN 
Định lý biến thiiên động năng thường được dùng để giải các bài toán : 

1) Tìm lực tác dụng lên vật. 

2) Tìm độ dời của vật. 

3) Tìm vận tốc của

4) Thiết lập phươn cho hệ không 

ải toán trong 

ực. Sau đây là một số ví dụ áp dụng : 

ới chiều dài l được treo 

 vật ở vị trí đầu hoặc vị trí cuối độ dời. 

g trình vi phân chuyển động của hệ. Chủ yếu dùng 

biến hình, đối với hệ biến hình chúng ta chỉ có thể dùng định lí để gi

trường hợp biết được các nội l

Ví dụ 2.3 : Thanh AB v

bằng khớp vào điểm A (hình 23). Bỏ qua ma sát 

ở khớp, hãy xác định vận tốc góc ω0 bé nhất cần 

phải truyền cho thanh để thanh có thể đạt tới vị 

trí nằm ngang. 

Bài giải: Theo bài ra ta có : ω1 = 0, B0ÂB1 = 
2
π  . 

Tính ω0  

Phương trình (2.40) có dạng : 

∑=− k
eATT 01  

Gọi M là khối lượng của thanh, có: 

Hình 24 

C1 B1A

h
PC0

B0

22
00 6

1
2
1 ωω MlJT A == 0  

Ở vị trí cuối 01 =ω  nên T1 = 0. 

Vì không tính đến lực ma sát nên chỉ có lực P gm=  sinh ra công trong chuyển dời 

Ae = -P.hc =

trên của vật : 

2
lMg−  

Do đó ta có : 

26
1 22Ml −=ω 0

lMg  

Hay :     
l
g3  0 =ω
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Ví dụ 2.4 : Các puly A và B 

liên kết với nhau bằng curoa 

(Hình 2.4) sau khi ngắt động 

Tổng trọng lượng của 2 Puly 

A, bán kính R ột má hãm với lực ép bé bằng 

cơ Puly A có vận tốc ω0. 

bằng P, trọng lượng của 

curoa bằng Q. Để hãm 

chúng lại người ta ép vào bánh  m F , 

ở các tr đáng kể, còn các Puly là 

nh số vòng mà Puly A quay được cho tới khi nó dừng 

Bài giải :  Đây là bài toán xác định độ dời, biết vận tốc ối, áp dụng công 

hệ số ma sát bằng f. Cho rằng ma sát 

đĩa đặc đồng chất. Hãy xác đị

hẳn. 

thức (2.50). 

ục bé không 

A BF

msFAP BP

ω0

ω0

Hình 25 

đầu và cu

∑=− k
e

01

Theo 

ATT  (a) 

điều kiện bài toán thì T1 = 0; T0 = TA + TB + TC. 

O = ω0.R = ω’0.r. Trong đó ω’0 và r là vận tốc góc ban đầu và bán kính 

của Puly B. Ta có : 

(TC là động năng của curoa). Chú ý rằng tất cả các điểm thuộc curoa có vận tốc ban 

đầu bằng VC

0
22

0
22

0
22 ')

2
(

2
;)

2
(

2
ωω r

g
TR

g
T B

B
A

A ==
4

11 ωR
g

PPP B=  

0
222

2
1

2
1 ωR

g
QV

g
QT COC ==  

0
22

0
22

0
22

0
22

0 4
2

2
1

44
ωωωω R

g
QPR

g
QR

g
P

R
g

P
TTTT BA

CBA
+

=++=+  

Trong chuyển động của hệ trọng lực của các vật thuộc hệ không sinh công vì điểm 

đặt của chúng không thay đổi. Lực ma sát Fms = f.F sinh công bằng : 

Ams = -(f.F.R)φ1 = -f.F.R.2.ΠNvq 

Thay các giá trị tìm được vào phương trình (a) giả ra ta có : 

+=

gfF
RQPNvq Π

+
=

8
)2( 0ω  

2
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Ví dụ 2.5:  Một xe goòng được kéo lên theo 

mặt phẳng nghiêng bằng lực không đổi Q = 

16 kG (Hình 25). Cho biết góc nghiêng  α 

ãng đường l = 4m cho biết vận tốc 

của xe. Biết rằng các bánh đều lăn không trượt, ma sát lăn không đáng 

so với mặt phẳng nằm ngang là 300, trọng 

lượng thùng xe  P = 18 kG, mỗi bánh xe 

đặc trọng lượng P = 2 kG (có 4 bánh). Hãy 

xác định : 

1) Vận tốc tịnh tiến v1 của xe su khi đi được qu

ban đầu v0 = 0. 

2) Gia tốc 

Q  

Q + P4  

l 
C 

α 
Hình 26 

kể. 

Bài giải :  

1) Để xác định v1 ta sử dụng phương trình (2.40) 

∑=− k
eATT 01  (a) 

ng hợp khảo sát, ta có : T0 = 0. 

T = 

Trong trườ

T1 = Txe + 4Tbánh

1
2

xe 2
1 v

g
P  

Tbánh = 1
2222 31 MJ CC =+ ω

4
3

422
1 v

g
PvMv C =  

T1 =  1
2

1
2

1
2 )6(

2
1

4
3 P⎛

4
2
1 vpP

g
v

g
v

g
P

+=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

+  

Các lực sinh công trong trường hợp này gồm Q, P, 4p ta có : 

lpPhpPPAlA C +−=+= αsin)4()4()(;.)( QQ =  

Thay các giá trị được vào (a) và giải đối với v1 ta được : 

v1  = 
[ ]

sm
pP

pQgl sin)42 −− αP
/8,2

6
(

=
+

  (b) 

 thức trên là hàm của thời 

gian t. Đẳng thức (b) có thể viết lại : 

2) Để xác định gia tốc ta xem v1 = v và l trong các đẳng

[ ]αsin)4(2).6( 1
2 pPQglvpP −−=+  

Đạo hàm 2 vế theo t ta được : 
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[ ]αsin)4(2).6(2 pPQdlg
dt
dvvpP −−=+  

dt

Vì : w
dt
dvv

dt
dl

== ; nên cuối cùng ta được : 

2/98.0
6

sin)4( mgg
pP
pPQw ≈

+
+−

=
α . 
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CHƯƠNG III 

NGUYÊN LÝ DI CHUYỂN KHẢ DĨ 
§1. CÁC KHÁI NIỆM VỀ CƠ HỆ KHÔNG TỰ DO 

1.1. Liên kết : 

 Trước đây ta đã đưa ra định nghĩa và cách xác định lực liên kết. Bây giờ ta nhắc 

lại và đi sâu vào tính chất của các 

liên kết, phương trình, phân loại liên 

kết. 

a) Định nghĩa : Tất cả những điều 

kiện cản trở những chuyển động của 

vật khảo sát trong không gian được 

gọi là liên kết. 

Ví dụ : Cơ cấu tây quay thanh truyền. Tay quay OA quay quanh trục O. Thanh 

truyền AB chuyển động song phẳng. Con trượt B chuyển động thẳng theo Ox. 

b) Phương trình liên kết :  

 Liên kết thường biểu diễn bằng các hệ thức giữa vị trí và vận tốc các chất điểm 

của cơ hệ. Các hệ thức này gọi là phương trình liên kết được viết dưới dạng tổng 

quát như sau : 

Hình 1 

A 

r 

O 
x 

B 

l 

0),,( ≥tvrf kki  (3.1) 

 Với ví dụ trên ta có thể viết các phương trình liên kết của cơ cấu phẳng tay quay 

thanh truyền như sau : 

x(0) = y(0) = 0. 
222 ryx AA =+  

222 )()( lyyxx BABA =−+−  

yB = 0 

 

 

 

 

Chương III Nguyên lý di chuyển khả dĩ                                                              Trang 45  



GIÁO TRÌNH CƠ HỌC LÝ THUYẾT II                                    PHẦN ĐỘNG LỰC HỌC 

e) Phân loại liên kết : 

 Liên kết được chia thành các loại chính sau đây : 

- Liên kết dừng và liên kết không dừng  

Liên kết mà phương trình của nó không chứa yếu tố thời gian gọi là liên kết dừng, 

ngược lại có chứa t gọi là liên kết không dừng. 

0),( ≥kki vrf  - Liên kết dừng 

0),,( ≥tvrf kki - Liên kết không dừng. 

- Liên kết hình học và liên kết động học. 

Liên kết mà phương trình liên kết của nó không chứa yếu tố vận tốc  hoặc nếu có 

ta có thể tích phân được gọi là liên kết hình học, ngược lại có chứa yếu tố vận tốc 

gọi là liên kết động học. 

kv

 Từ nay về sau ta chỉ xét các cơ hệ chịu liên kết dừng, và hình học. 

 Với ví dụ trên cơ hệ chịu liên kết hình học và liên kết dừng. 

1.2 Di chuyển khả dĩ và số bậc tự do : 

 a) Di chuyển khả dĩ : 

Di chuyển khả dĩ của hệ là tập hợp tất cả những độ dời vô cùng bé của các chất 

điểm của hệ mà tất cả các liên kết cho phép ở tại thời điểm khảo sát.  

Như vậy di chuyển khả dĩ hay còn gọi là di chuyển ảo của hệ phải thỏa mãn 2 

điều kiện sau: 

+ Di chuyển vô cùng bé  

+ Các di chuyển thực hiện được mà không phá vỡ liên kết. 

Ta kí hiệu di chuyển khả dĩ như sau : 

)()(')( trtrtr −=δ  (3.2) 

b) Số bậc tự do : 

Số di chuyển khả dĩ độc lập với nhau của hệ gọi là số bậc tự do của hệ. 

Ta có thể tính số bậc tự do của hệ theo quy tắc sau : 

m = 3s hoặc m = 2n – s (3.3) 

Với  m : số bậc tự do. 

 n : số chất điểm  

 s : số phương trình liên kết  
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1.3 Tọa độ suy rộng : 

 Các tham số độc lập nếu chúng có số lượng đúng bằng số bậc tự do của hệ và 

xác định duy nhất được vị trí của hệ thì gọi là các tọa độ suy rộng của hệ. 

 Ta kí hiệu tọa độ suy rộng bằng : 

{ } ni qqqqq ,...,,, 321=  (3.4) 

Tọa dộ suy rộng có thể là đoạn thẳng, các cung, các góc, các diện tích..v..v. 

Không kể chúng có thứ nguyên hay có ý nghĩa hình học hoặc ý nghĩa vật lý như thế 

nào. 

Theo định nghĩa số tọa độ suy rộng bằng số bậc tự do của hệ nên việc chọn tọa 

độ suy rộng gắn liền với việc xác định số bậc tự do của hệ. 

Ta gọi δqi số gia phân tố của tọa độ suy rộng, ta có thể biểu diễn các tọa độ Đề-

các xk, yk, zk qua tọa độ suy rộng : 

xk = xk(q1, q2, q3, ..,qm) 

yk = yk(q1, q2, q3, ..,qm) (3.5) 
zk = zk(q1, q2, q3, ..,qm) 

Hoặc        ),...,,( 21 mkk qqqrr =  (3.6) 

 Bây giờ ta đi xác định di chuyển khả dĩ qua tọa độ suy rộng. 

Từ (3.2) : 

),...,,(*)*,...,*,(*)( 2121 mkmkk qqqrqqqrtr −=δ  

Trong đó :     q*i = qi +δqi

Vậy :  

i
i i

k
mkmmkk q

q
r

qqqrqqqqqqrtr δ
δ
δ

δδδδ ∑
∞

=

=−+++++=
1

212211 ),...,,(),...,,(*)( (3.7) 

Khi hệ chuyển động các tọa độ suy rộng sẽ biến đổi liên tục theo thời gian : 

q1 = f1(t); q2 = f2(t);....; qn = fn(t) 

Các phương trình này gọi là các phương trình động học của hệ trong các tọa độ 

suy rộng. Đại lượng i
i q

dt
dq

=  gọi là vận tốc suy rộng của hệ. 
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1.4 Lực suy rộng : 

 Xét cơ hệ gồm n chất điểm, chịu tác dụng của hệ lực { }kF . Cho hệ có m bậc tự 

do được xác định bởi tọa độ suy rộng { } miqi ,...,2,1= . 

Ta đi biểu diễn lực và phương pháp tính lực trong tọa độ suy rộng. Để tìm đặc trưng 

của hệ lực tác dụng lên cơ hệ, ta xét khả năng sinh công của hệ lực. 

Ta gọi δA là công khả dĩ của hệ lực { }kF  tác dụng lên cơ hệ là tổng công các lực 

trong tập hợp di chuyển khả dĩ. 

k
k

k rFA δδ ∑=  (3.8) 

Trong tọa độ Đề-các (3.8) có dạng : 

kzkzkykykx
k

kx rFrFrFA δδδδ ++= ∑  (3.9) 

Bây giờ ta tính nó trong tọa độ suy rộng : 

Thế (3.7) vào (3.8) 

i
i k i

k
k

i
i

i

k

k
k q

q
r

Fq
q
r

FA δ
δ
δ

δ
δ
δ ∑ ∑∑∑ ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=  

Đặt Qi = ∑
k i

k
k q

r
F

δ
δ  (3.10). Qi được gọi là lực suy rộng, vậy : 

∑=
)(i

ii qQA δδ  (3.11) 

Để tính lực suy rộng Qi nào đó ta truyền cho hệ một di chuyển khả dĩ độc lập sao 

cho tọa độ suy rộng qi có số gia δqi ≠ 0, còn các tọa độ khác δqi = 0 với j ≠ i. Tính 

tổng công của các lực trên di chuyển khả dĩ. Theo (3.11) từ đây xét ra : 

i
i q

AQ
δ
δ

=  

 Tương tự như vậy, ta có thể tính được các lực suy rộng : Q1, Q2, ..,Qi,...,Qm. 

 Thứ nguyên của lực suy rộng Qi bằng thứ nguyên của công chia cho thứ nguyên 

của tọa độ suy rộng tương ứng. 

[ ] [ ]
[ ]i

i q
AQ

δ
δ

=  

 Giả sử : q là độ dài thì thứ nguyên là lực thông thường theo hệ SI là N. 

 Nếu q là góc thì Q đo bằng Nm – Thứ nguyên của mômen lực. 
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 Nếu q là thể tích thì Q đo bằng N/m2 – Thứ nguyên của áp suất. 

 Nếu các lực tác dụng lên hệ là các lực thế như ta đã biết hệ sẽ có hàm lực :  

U = U(xk, yk, zk) 

và            AAU k δδδ == ∑  

Khi tính trong hệ tọa độ suy rộng thì : 

U = U(q1,q2,...,qm) 

Ta tính :  

m
m

q
q
Uq

q
Uq

q
UAU δδδδδ

∂
∂

++
∂
∂

+
∂
∂

== ...2
2

1
1

 

So sánh (3.12) với (3.11) ta có : 

m
m q

UQ
q
UQ

q
UQ

∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

= ,...,,
2

2
1

1  (3.13) 

Vì thế năng π = -U nên (3.13) có thể biểu diễn lực suy rộng qua thế năng π như sau : 

m
m q

Q
q

Q
q

Q
∂
∂

−=
∂
∂

−=
∂
∂

−=
πππ ,...,,

2
2

1
1  (3.14) 

Vậy theo lực suy rộng được tính theo (3.14) trong trường hựop các lực là lực thế. 

1.5 Liên kết lý tưởng : 

 Ta đã gặp những loại liên kết mà tổng cộng của các lực liên kết sinh ra trên các 

độ dời phân tố của hệ triệt tiêu. Hay nói cách khác liên kết này không ảnh hưởng 

đến biến thiên động năng của hệ trong quá trình chuyển động. Ta đưa ra khái niệm 

cơ hệ lý tưởng. Ta có định nghĩa sau : 

 Các liên kết của hệ sẽ được gọi là lý tưởng nếu tổng công nguyên tố của các lực 

liên kết trên mọi di chuyển khả dĩ của hệ đều bằng không. Tức là : 

0.)( == ∑ kkk rNlA δδ  (3.15) 

Các liên kết thường gặp sau đây là liên kết lý tưởng : 

- Liên kết tựa không ma sát 

- Liên kết lăn không trượt trên mặt cong nhám. 

- Liên kết bản lề không ma sát 

- Liên kết dây mềm không giãn. 

- Liên kết thanh ...v..v 
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1.6 Ví dụ lực suy rộng : 

 Ví dụ : Hãy xác định các lực suy rộng của hệ bỏ qua lực ma sát (như hình vẽ 2), 

gồm thanh AB dài l trọng lượng P, có thể quay quanh trục A trên mặt phẳng thẳng 

đứng. Viên bi M có khối lượng Q chuyển động trên thanh. Chiều dài tự nhiên của lò 

xo AM = a, độ cứng là C. 

 Giải : Hệ có hai bậc tự do, ta chọn q1 = φ và q2 

= x. Làm 2 tọa độ suy rộng. 

 Ta tính Qφ và Qx tương ứng. 

 Trước hết ta đi tính Qφ, muốn vậy ta truyền cho 

hệ một di chuyển khả dĩ sao cho chỉ có góc φ thay 

đổi, còn x = const nên δx = 0. 

 Trên di chuyển δφ này, các lực QP,  sinh công : 

δϕϕ⎥⎦
⎤+− sin)( xaQϕδ ⎢⎣

⎡−= sin
2
PlA  

 Vậy :    Qφ = ϕ
δϕ
δ sin)(

2 ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++−= xaQPlA  

QHình 2 

P  M

A
φ

 Để tính Qx, ta truyền cho hệ một di chuyển khả dĩ sao cho chỉ có x thay dổi với 

δx ≠ 0, còn φ = const. 

 Trên di chuyển δx này, các lực QP,  sinh công. 

 Trong đó :     F = cx 

[ ] xQcxA δϕδ cos+−=  

 Vậy :     Qx = cxQ
x
A

−= ϕ
δ
δ cos  

 Kết quả : 

Q1 = Qφ = ϕsin)(
2 ⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ++− xaQPl  

Q2 = Qx = Qcosφ – cx 
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§2. NGUYÊN LÝ DI CHUYỂN KHẢ DĨ 
2.1 Nguyên lý : 

Điều kiện cần và đủ để cho cơ hệ chịu liên kết lý tưởng được cân bằng là tổng 

công nguyên tố của tất cả các lực chủ động tác dụng lên hệ trong mọi di chuyển khả 

dĩ của hệ phải bằng không. 

0== ∑∑ kkF rFA
k

δδ  (3.16) 

( kF  là lực chủ động thứ k) 

 Chứng minh : 

 Điều kiện cần: Cho cơ hệ chịu lực liên kết lý tưởng được cân bằng ta chứng 

minh rằng (3.16) là đúng. 

 Thật vậy, vì hệ cân bằng nên từng chất điểm riêng biệt sẽ cân bằng. Ta xét chất 

điểm Mk gồm có kF   lực chủ động, kN  phản lực liên kết. 

Vì nó cân bằng nên :  0=+ kk NF  

Nhân hai vế với krδ  ta có: 

0)( =+=+
kk NFkkk AArNF δδδ  

Đối với toàn hệ ta có tổng công : 

0=+∑∑ kk NF AA δδ  

Vì chịu liên kết lý tưởng, nên 0=∑ kNAδ . 

 Do đó : ∑  = 0
kFAδ

 Điều kiện đủ :  Cho cơ hệ chịu liên kết lý tưởng và thỏa mãn (3.16), ta cần 

chứng minh cơ hệ cân bằng. Ta dùng phương pháp phản chứng, giả sử cơ hệ không 

cân bằng. Tức là tại thời điểm nào đó cơ hệ chuyển động theo định lý biến thiên 

động năng của cơ hệ, ta có : 

dT = dAF + dAN >0 

Vì liên kết lý tưởng : dAN = 0. 

nên dAF >0. 

 Điều này trái với đẳng thức (3.16). Vậy cơ hệ cân bằng. 

 Nhờ nguyên lý di chuyển khả dĩ ta có thể đưa ra điều kiện cân bằng tổng quát 

của cơ hệ không tự do. 
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∑ == 0kkF rFA δδ  (3.17) 

Trong tọa độ Đềcác, ta có điều kiện sau : 

∑ =++ 0kzkzkykykxkx rFrFrF δδδ  (3.18) 
2.2 Ví dụ : 

Ví dụ 1:  Tìm hệ thức giữa mômen M 

của ngẫu lực tác dụng lên tay quay 

của cơ cấu thanh truyền và áp lực P 

lên píttông khi cân bằng. Cho biết 

OA = r, AB = l (Hình vẽ 3). 

Giải :  

 Cơ cấu có một bậc tự do, chọn φ làm tọa độ suy rộng. Lực P , ngẫu lực M sinh 

công. 

 Cho tay quay di chuyển khả dĩ δφ, khi đó con trượt B di chuyển δs. 

 Theo điều kiện cân bằng ta có : 

Hình 3

A

O

δφ 

B 
P

δs 

M

β φ

-M.δφ + P.δs = 0 

 Vì thanh truyền AB chuyển động song phẳng ta tính VB qua ω như sau : 

VA.cosα = VB.cosβ. (α = 90 – (φ + β)) 

).cos(sin.
cos

)sin(. βϕϕω
β

βϕω tgrrVB +=
+

=  

 

 Xét ∆OAB :     
lr
ϕβ sinsin

=  

β

ββ
2sin1

sin
−

=tg  

 Do đó :  ϕ
ϕ

ϕω sin
sin

.cos1.
222 ⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−
+=

rl
rrVB  

 Vậy :   ϕ
ϕ

ϕ sin
sin

.cos1.
222 ⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

−
+=

rl
rrPM  
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Ví dụ 2:  Cho hệ dầm chịu liên kết và chịu lực như hình vẽ 4. Bỏ qua ma sát, tìm 

phản lực ở gối C và ngàm A. 

Giải :  

Khảo sát hệ dầm : 

- Tìm phản lực CR , giải phóng 

gối C, cho hệ thực hiện di chuyển khả 

dĩ là dầm BC, quay quanh B một góc 

δφ. 

δA = 0 → 

0=).().( + δϕδϕ CBB RmPm  

04.2 =+− δϕδϕ CaRPa  

Hình 4 
2a 

P  
q 

C 

B 2a 2a A 

 

hay :      ( ) 04.2  =+− δϕCaRPa

vì  δφ ≠ 0, nên 
2
PRC =  

- Tìm phản lực tại ngàm A : 

Giải phóng ngàm thay bằng AAA MYX ,,  

Rõ ràng XA = 0. 

Tương tự như CR  ta tính được : 

2
PQYA +=  

với Q = 2aq. 

Để tính MA ta thay ngàm bằng bản lề và ngẫu lực AM  

Cho hệ di chuyển khả dĩ δφ  

δA = 0 → 0)()(. 1 =++ δϕδϕδϕ PmQmM CAA  

Trong đó δφ và δφ1 liên hệ như sau : 

2aδφ = 4aδφ1 → δϕδϕ
2
1

1 =  

Thế δφ1 vào phương trình trên ta có: 

0
2

2. =++
δϕδϕδϕ aPaQM A  

)( QPaM A +=⇒  
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Qua các ví dụ trên ta thấy ý nghĩa của nguyên lý di chuyển khả dĩ ở chỗ nó cho ta 

điều kiện cân bằng của mọi cơ hệ dưới dạng tổng quát. Trong khi đó các phương 

pháp tĩnh học yêu cầu xét sự cân bằng của từng vật trong hệ. Khi dùng nguyên lý 

chỉ cần xét các lực chủ động, cho nên ngay từ đầu đã tránh được không phải xét đến 

phản lực liên kết chưa biết, khi chúng là các liên kết lý tưởng. 
 

§3. ĐIỀU KIỆN CÂN BẰNG CỦA HỆ TRONG TỌA ĐỘ 

SUY RỘNG 
3.1 Trường hợp chung : 

 Theo nguyên lý di chuyển khả dĩ từ (3.16) và (3.11) ta có : 

0...2211
)(

=+++== ∑ mm
i

ii qQqQqQqQA δδδδδ  

vì δq1,δq1,...δqm độc lập với nhau nên ta rút ra : 

Q1 = Q2 = ... = Qm (3.19) 

 Vậy điều kiện cần và đủ để cân bằng là tất cả các lực suy rộng tương ứng với 

các tọa độ suy rộng của hệ phải bằng không. 

3.2 Trường hợp các lực có thế : 

 Ta xét cơ hệ chịu tác dụng của hệ lực là các lực thế. 

Khi đó theo (3.14) và (3.19) ta có : 

0...
21

=
∂
∂

==
∂
∂

=
∂
∂

mqqq
πππ  (3.20) 
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CHƯƠNG IV  

NGUYÊN LÝ ĐALAMBE 
 Tất cả các phương pháp giải bài toán động lực học đã trình bày trước đây đều dựa 

trên các phương trình được suy ra từ hệ tiên đề của động lực học hoặc từ các định lý 

tổng quát là các hệ quả của chúng. Bấy giờ ta có thể thiết lập các phương trình chuyển 

động hay điều kiện cân bằng của cơ hệ dựa trên những cơ sở khác nữa là các nguyên lý 

cơ học có thể thay cho tiên đề 2. Áp dụng các nguyên lý này ta có thể tìm được những 

phương pháp giải bài toán rất hiệu quả. Nó cho ta thấy được vai trò của các áp lực chủ 

động trong mối quan hệ với chuyển động của cơ hệ. 

 Nguyên lý Đalambe được coi là mệnh đề tương đương với tiên đề 2. 
 

§1. KHÁI NIỆM VỀ LỰC QUÁN TÍNH  

HỆ QUÁN TÍNH 
1.1 Định nghĩa : 

 Các chất điểm M có khối lượng m, 

chuyển động với gia tốc W  dưới tác dụng 

của hệ lực trong hệ quy chiếu quán tính. 

 Đại lượng :   

 WmF qt −=  (4.1) 

 Chiếu (4.1) lên các trục ox, oy, oz 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=
−=
−=

zmF
ymF
xmF

qt
z

qt
y

qt
x

 (4.2) 

 Trong hệ tọa độ tự nhiên ta có : 

Hình 5 

W  n

τ  
qtFτ

qtF
qt

nF  

M 

qtqt
n

qt FFF τ+=  

Với :   nqt
n WmF −=   gọi là lực quán tính pháp hay còn gọi là lực quán tính ly tâm. 

τ
τ WmF qt −=  gọi là lực quán tính tiếp. 
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Từ định nghĩa ta thấy lực quán tính không phải là lực thực sự tác dụng lên chất 

điểm khảo sát. 

1.2 Thu gọn hệ lực quán tính : 

 Xét cơ hệ gồm n chất điểm có khối lượng M = ∑
)(k

km  và gia tốc của điểm tương 

ứng kW . 

 Khi đó ta thu được hệ lực quán tính : 
qt

n
qtqt FFF ,...,, 21  hay { }qt

kF  với k = 1, 2,..., n 

 Để thu gọn hệ lực quán tính này dựa vào kết quả từ tĩnh học, ta có thể thu gọn về 

một tâm. Ta được một lực và một ngẫu lực : 

{ }qt
kF  ~ ( )qtqt MR ,  

 Trong đó :    
∑
∑

=

=

)(
0

)(

)(
k

qt
k

qt
k

k

qt
k

qt

FmM

FR
 

được gọi là véctơ chính và mômen chính của hệ lực quán tính đối với tâm O. 

 Ta cần đi xác định véctơ chính và mômen chính của lực quán tính của vật rắn 

chuyển động khi nó thu gọn về khối tâm C của vật. 

 Đối với qtR  ta có : 

Ckk
qt WMWmR −=−= ∑  (4.4) 

 Vậy véctơ chính của lực quán tính của vật trong chuyển động bất kỳ luôn được xác 

định theo (4.4) 

 Còn  sẽ thay đổi khi vật thay đổi chuyển động. Ta xét vật 

chuyển động cụ thể như sau : 

)( k
qt

C
qt

C FmM ∑=

a) Chuyển động song phẳng : 

 Xét vật chuyển động song phẳng, tức là quay quanh trục Cz vuông góc với mặt 

phẳng chuyển động (π) với vận tốc góc là ω  và gia tốc góc là ε . 

 Như trên : )( kkk
qt

C WrmM ∧−= ∑  

 Trong đó :   )( kkCk rrWW ∧∧+∧+= ωωε  
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 Theo phép biến đổi véctơ ta có :   

kkk rrr .)..()( 2ωωωωω −=∧∧  

vì  ┴ kr ω  nên : 0. =ωkr  

 Do đó :  kkCk rrWW 2ωε −∧+=  

 Ta thế kW  và tình : 

[ ])()(( 2
kkkkCkkkkk rrrrWrmWrm ∧−∧∧+∧=∧ ωε  

 Vì :  = 0,  ┴ kk rr ∧ kr ε  nên : 

ε2
kkCkkkkk rmWrmWrm +∧=∧  

 Vậy : 

∑∑ −∧−= ε2
kkCkk

qt
C rmWrmM  

 Vì : 0==∑ Ckk rMrm  ta có : 

εC
qt

C JM −=  

 Vì vật chuyển động song phẳng nên véctơ ε  luôn vuông góc với mặt phẳng (π), 

nên ta có thể thay ε  bằng ε . 

 Do đó :     εC
qt

C JM −=   (4.5) 

 Vậy : Vật chuyển động song phẳng thì hệ lực quán tính thu về khối tâm C của vật 

được một lực và một ngẫu lực xác định theo (4.4) và (4.5). 

 Nghĩa là : 

εCC
qt

C
qt

JM
WMR

−=
−=  

c) Vật quay một quanh trục: 

 Cho vật quay quanh một trục Oz với vận tốc góc ω  và gia tốc góc ε . Thu gọn hệ 

lực quán tính của vật về một điểm O. Ta thu được qtR  xác định theo (4.4) còn mômen 

chính qtM được tính như sau : 

kkk
qt

O WrmM ∧= ∑  
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trong đó : jyyixxrrW kkkkkkk )()()( 22 εωεωωωε +++=∧∧+∧=   (4.6) 

( là các véctơ đơn vị của các trục ox, oy, oz.) kji ,,

 Do đó :  εεωεω zyzxzxzyz
qt

O JjJJiJJM +−++−= )()( 22  

 Trong đó : Jxz, Jyz mômen tích quán tính. 

 Chiếu lên các trục ox, oy, oz ta nhận được : 

ε
εω

ωε

z
qt

x

xzxz
qt

x

yzxz
qt

x

JM
JJM

JJM

=
−=

−=
2

2

 (4.7) 

 Ta xét trường hợp đặc biệt : 

 - Nếu trục Oz là trục quán tính chính tức là : 

Jxz = Jyz = 0 khi đó 0== qt
y

qt
x MM  

Chỉ còn εz
qt

z JM −=  và C
qt WMR −=  

- Nếu trục Oz là trục quán tính chính trung tâm tức là C∈ Oz : 

Ta có :       0=qtR  

ε.z
qt

z JM −=  

 

§2. NGUYÊN LÝ ĐALAMBE  
2.1 Đối với chất điểm : 

 Tại mỗi thời điểm nếu đặt thêm vào chất điểm lực quán tính của nó ta được một hệ 

lực cân bằng gồm lực chủ động, lực liên kết và lực quán tính của chất điểm. 

 Cho lực F  chủ động  

  N  phản lực liên kết  
qtF  lực quán tính  

 Theo nguyên lý ( F , N , qtF ) ~ 0 

 Hay :     F + N + qtF  = 0 
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 Thật vậy từ tiên đề 2 của động lực học ta có : 

NFWm +=  

0=−+ WmNF  

 Vì      WmF −=  

Nên :            0=++ qtFNF  

2.2 Đối với cơ hệ : 

 Tại một thời điểm, nếu đặt thê vào mỗi chất điểm của hệ các lực quán tính tương 

ứng thì cùng với các ngoại lực và nội lực thực sự tác dụng lên hệ. Ta sẽ được một hệ 

cân bằng. 

 Cho    { }e
kF  ngoại lực  

 { }ikF  nội lực  

 { }qt
kF  lực quán tính  

Ta có : ({ }e
kF ,{ }ikF ,{ }qt

kF ) ~ 0 

Khi đó :     
⎩
⎨
⎧

=
=

0
0

OM
R  (4.9) 

Nguyên lý Đalambe cho phép chúng ta giải các bài toán động lực chọ bằng cách 

thiết lập các phương trình chuyển động của hệ dạng các phương trình cân bằng quen 

thuộc. Đó chính là nội dung của phương pháp tĩnh động lực học. 
 

§3. ÁP DỤNG 

3.1 Phương pháp tĩnh động lực học : 

 Từ nguyên lý Đalambe ta thiết lập các phương trình cân bằng dựa vào kết quả cỉa 

tĩnh học. 

 a) Đối với chất điểm : 

00 =++=⇒= x
qt

xxx FNFRR  

 b) Đối với hệ : 

 Ta phân lực thành nội lực và ngọai lực ei RR ,  
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 Trong đó :  0== ∑ i
k

i FR

và   0)( == ∑ k
i

O
i

O FmM

Theo nguyên lý ta có : 

0

0

=+

=+
qt

O
e

O

qte

MM

RR
 

Chiếu lên các trục tọa độ ta thu nhận : 

0
0
0

0
0
0

=+
=+
=+
=+
=+
=+

qt
z

e
z

qt
y

e
y

qt
x

e
x

qt
z

e
z

qt
y

e
y

qt
x

e
x

MM
MM
MM
RR
RR
RR

 (4.11) 

Phươmg pháp tĩnh học thường dùng để tính các phản lực động. 

3.2 Phản lực trục quay và khái niệm cân bằng trục quay : 

a) Phản lực động của trục quay: 

 Cho vật (S) dưới tác dụng của các ngoại lực { })( p
kF  quay quanh trục Oz với vận tốc 

góc ω  và gia tốc góc c. 

 Ta cần xác định phản lực tại các ổ trục tác dụng lên trục. 

 Các phản lực xuất hiện khi vật quay với ω ≠ 0, ta gọi các phản lực này là phản lực 

động. Còn nếu ω = 0, theo trước đây ta gọi chúng là phản lực tĩnh. 

 Giải phóng liên kết tại A, B thay bằng : 

),,(~ AAAA ZYXR  và  ),(~ BBB YXR  

 Theo nguyên lý Đalambe ta có : 

({ })( p
kF , AR , BR ,{ }qt

kF ) ~ 0 

Trong đó :       { }qt
kF  ~ ( qtqt MR , ) 

Thu gọn về tâm O trên trục quay C
qt WMR −=  

Trong đó CW  được tính theo công thức (4.6). Còn qtM  chiếu lên các trục tọa độ 

được tính theo công thức (4.7) 
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Ta thiết lập phương trình cân bằng : 

0
0
0

0
0
0

2

2

2

2

=−
=++−+
=++−+

=+
=−+++
=++++

ε
εω
εω

εω
εω

z
e

z

yzxzBA
e

y

xzyzBA
e

x

e
z

xCyCBA
e

y

yCxCBA
e

x

JM
JJbXaXM
JJbYaXM

ZR
MMYYR
MMXXR

 (4.12) 

Phương trình cuối cùng của (4.12) chính là phương trình vi phân chuyển động của 

vật quay. Còn các phương trình còn lại xác định các phản lực BA RR , . 

b) Cân bằng của trục quay : 

 Từ những phương trình (4.12) ta thấy 

các giá trị ω và ε của phản lực động không 

những phụ thuộc vào giá trị mà còn phụ 

thuộc vào các đại lượng XC, YC, Jxz , Jyz đặc 

trưng cho sự phân bố khối lượng của vật 

đối với trục quay Oz. 

 Ta thấy chuyển động quay không ảnh 

hưởng đến giá trị của phản lực ở các ổ trục 

quay nếu : 

XC = 0 và YC = 0  (4.13) 

Jxz = Jyz = 0  (4.14) 

1F

3F  

2F yA

xA

azA

xB

x

ε 4F  b

zB
yBB

ω

z

y
O

Hình 6 
 Điều kiện (4.13) và (4.14) chính là điều kiện cân bằng động của các khối lượng các 

vật quay quanh trục Oz. Điều kiện (4.13) chứng tỏ khối tâm C nằm trên trục quay. Còn 

(4.14), trục quay Oz là trục quán tính chính trung tâm của vật. 

 Vậy : Phản lực động tác dụng lên trục của vật quay sẽ bằng phản lực tĩnh nếu trục 

quay là một trong những trục quán tính chính trung tâm của vật. 

 Từ đây nó cho ta ý nghĩa của các đại lượng Jxz và Jyz là đặc trưng cho mức độ mất 

cân bằng động của các khối lượng của vật khi nó quay quanh trục Oz. Phương pháp 
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cân bằng các khối lượng như vậy được sử dụng rộng rãi trong kỹ thuật để cân bằng các 

trục khuỷu, các tay quay, các bộ truyền ..v..v. 

3.3 Các ví dụ :  

a) Ví dụ 1:  Một vôlăng trọng lượng P quay quanh một trục có định Oz vuông góc với 

mặt phẳng của nó với vận tốc không đổi. Coi vôlăng là một vòng tròn đồng chất bán 

kính r. Bỏ qua khối lượng của các nan hoa và tác dụng của trọng lượng, hãy xác định 

lực có khuynh hướng phá vỡ vôlăng (Hình 7). 

Giải : Đối với vôlăng, lực cần phải tìm là 

nội lực. Để xác định nó ta cắt vôlăng ra 

làm hai phần bỏ đi phần phía trái và giữ 

lại phần bên phải. Thay vào bằng các lực 

. Xác định lực quán tính, vì vôlăng 

quay đều nên ε = 0 do đó chỉ có lực quán 

tính pháp, do tính chất đối xứng nên các 

lực quán tính có hợp lực đặt tại khối tâm 

C nằm trên trục Ox và có độ lớn bằng : 

21 , NN

 2ωCC
qt MxMWR == Hình 7 

C

2N

1N
y

xqtR  
O

 Trong đó : 

π
rx

g
PM C

2,
2
1

==  

 Do đó :            
g

Rqt

.
Pr 2

π
ω

=  

 Theo nguyên lý Đalămbe ta có : ( ) 0~,, 21
qtRNN  

 Chiếu lên trục Ox : 

- N1 – N2 + Rqt = 0 

 Do tính đối xứng : N1 = N2 = N. 

 Vậy :        
g

PRRN
qt

.22

2

π
ω

==  
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Ví dụ 2 :  

Một thanh đồng chất AB trọng 

lượng P dài l, được ghép chặt vào 

trục thẳng đứng OO1 dưới góc α, 

Trục CO1 cùng với thanh AB quay 

với vận tốc góc không đổi ω. Hãy xác 

định phản lực tại ngàm (Hình 8). 

Giải :   

Khảo sát chuyển động của thanh 

AB. Hệ lực tác dụng : 

. AAAA MZYXP ,,,,

Ta đi xác định lực quán tính các 

phần tử của thanh AB. 

Hình 8 

x

O

B 
D 

z

y
A

C qtR

P  

AY  

AZ

AX

α

Vì ω = const nên chỉ có thành phần qt
knF  hướng theo bán kính kr  có độ lớn bằng: 

2ωkkknk
qt

kn rmWmF ==  

Đây là hệ lực song song phân bố theo quy luật tam giác.  

Thu gọn hệ lực này được hợp lực đi qua điểm D cách A một đoạn bằng 2/3l có độ 

lớn bằng : 

22 .sin
2

ωαω l
g
Pr

g
PMWR CC

qt ===  

Theo nguyên lý Đalămbe ta có : 

( ) 0~,,,,, qt
AAAA RMZYXP  

Thiết lập phương trình cân bằng (Hình 8) 

0
0

0cos
3
2sin

2

0
0

0

==
==

=−+−=

=−=
=+=

==

Azz

Ayy

qt
Axx

Az

qt
Ay

Ax

MM
MM

lRMlPM

PZR
RYR

XR

αα
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Từ đây ta tìm được : 

PZ
g

PlYX AAA =−== ,sin
2

,0
2

αω  

0);2sin
3

(sin
2

2

==+= AzAyAx MM
g

lPlM αωα  

Ví dụ 3:  

 Vật A và B nối nhau bằng một sợi dây 

không giãn mắc qua ròng rọc D. Khi thả vật 

A trọng lượng P1 ròng rọc D trọng lượng P3 

quay quanh trục cố định O, còn vật B trọng 

lượng P2 trượt lên trên mặt phẳng nghiêng α. 

Hãy xác định gia tốc của vật A và B và sức 

căng của hai nhánh dây. Cho hệ số ma sát 

trượt là f. Ròng rọc coi như đĩa tròn đồng 

chất. (hình 9). 

Giải :  

 Hệ khảo sát gồm ba vật A, B và ròng rọc 

D. 

 - Xét vật A : Ta tách vật A theo nguyên lý 

Đalambe ta có: ( ) 0~,,1P 1 A
qtFT . 

 Trong đó :     A
qt

A W
g
PF =  

α

Hình 9

2T

N  

mgF
qt

BP
2P  

α 

A

O

 Chiếu lên phương X : 

01
11 =−− AW

g
P

TP  (1) 

 Xét vật B tương tự ta có : 

( ) 0~,,,, 22 ms
qt

B FFNTP  

 Trong đó : 
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Fms = f.N = f.P2.cosα 

 Chiếu lên phương Y : 

T2 – Fms – FB
qt – P2sinα = 0 

 hay :    T2 – f.P2cosα – 
2
P WB – P2sinα = 0 (2) 

 - Xét ròng rọc D :  ( ) 0~,,',', 0213
qt

BMRTTP  

 Trong đó :     MO
qt = JO.ε 

23

2
r

g
P

J O =  

 còn      
r

WA=ε  

Nên :              

A
qt rW

g
P

M
2

3=  

0'1
3 =− rTrW
g A2

'0 2 +⇒=
P

rTM O  

 hay :                0'
2

' 1
3

2 =−+ TW
g

P
T  (3) A

1'T

2'T

3P  

qt
OM  

ε

O 
OR  

 vì           T’1 = T1, T’2 = T2 và WB = WA 

 Nên các đẳng thức (1), (2), (3) có thể viết như sau : 

01
11 =−− AW

g
PTP  

T2 – f.P2cosα – 
2
P WB – P2sinα = 0 (4) 

0'
2

' 1
3

2 =−+ TW
g

P
T A  
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Từ (4) giải ra ta tìm được : 

[ ]
321

21321
2

321

21
1

321

21

22
)cos(sin)cossin1(2

22
)cossin1(2

22
)cos(sin

2

PPP
fPPPfPP

T

PPP
fPP

T

PPP
fPP

gWW BA

++
+−−++

=

++
++

=

++
+−

==

αααα

αα

αα

 

Để vật A rơi xuống phải thỏa mãn điều kiện : 

P1 > P2 ( sinα + fcosα) 
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CHƯƠNG V 

NGUYÊN LÝ ĐALAMBE – LAGƠRĂNG 
§1. NGUYÊN LÝ ĐALAMBE – LAGƠRĂNG 

1.1 Nguyên lý : 

 Kết hợp hai nguyên lý : Di chuyển khả dĩ và nguyên ý Đalambe. Ta có thể phát 

biểu như sau : 

 Tại mỗi thời điểm cơ hệ chịu liên kết hình học lý tưởng là tổng công của các lực 

chủ động và các phản lực quán tính trong mọi di chuyển khả dĩ bằng không. 

δA(ch) + δA(qt) = 0  (5.1) 

trong đó :     k
ch

k
k rFchA δδ

)(

)(

)( ∑=  

k
qt

k
k rFqtA δδ

)(

)(

)( ∑=  

với             kk
qt

k WmF −=)(  

1.2 Phương trình tổng quát của động lực học : 

 Từ nguyên lý trên ta rút ra phương trình tổng quát của động lực học dưới dạng : 

 - Véctơ :    0)(
)(

)( =−∑ kk
k

k
ch

k rWmF δ   (5.2) 

 - Tọa độ Đềcác : 

0)()()(
)(

=−+−+−∑ kkkkzkkkkykk
k

kkx zzmFyymFxxmF δδδ  (5.3) 

1.3 Ví dụ : 

 Cho cơ cấu điều tiết ly tâm như hình 10. Trục máy quay đều với vận tốc góc ω 

và không cân bằng tương đối. Tìm liên hệ giữa vận tốc góc của trục máy với góc 

nghiêng α của thanh treo với phương thẳng đứng, khi không cân bằng tương đối 

trên mặt phẳng của nó. Cho biết độ cứng lò xo là C và khi α = 0 thì lò xo không 

biến dạng, trọng lượng của đối trọng là P1 = P và của mỗi quả văng là P2 = P3 = Q, 

chiều dài của mỗi thanh treo là l, bản lề nối các thanh vào trục quay và vào đối 

trọng đều cách trục qua là a. 

 Bỏ qua khối lượng của các thanh, của lò xo, bỏ qua ma sát. 
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Giải: 

 Chọn cơ cấu làm hệ khảo sát : 

 Ta xét cơ cấu ở trạng thái cân bằng 

tương đối trong mặt phẳng của nó. Khi đó 

hệ có một bậc tự do. Chọn q = α làm tạo độ 

suy rộng. Hệ chịu liên kết lý tưởng vì bỏ 

qua ma sát. Lực chủ động gồm : 

FPPP ,,, 321 . 

 Theo phương trình tổng quát của động 

lực học ta có : 

y 
Hình 10 

A B

x

qt
AFqt

BF

a 

α α 

1F  
3P

2P  

δA(ch) + δA(qt) = 0 

Lực quán tính :  

23

22

)sin(

)sin(

ωα

ωα

la
g
P

F

la
g
PF

qt
B

qt
A

+=

+=
 

 Để tính toán ta dùng hệ trục tọa độ Đềcác XY : 

⎩
⎨
⎧

=
=

PY
X

P
1

1
1

0
, 

⎩
⎨
⎧

=
=
QY

X
P

2

2
2

0
, 

⎩
⎨
⎧

=
=
QY

X
P

3

3
3

0
 

⎩
⎨
⎧

−==
=

)cos1(2
0

1 αClFY
X

F  

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

+=
−=

0

)sin( 2

Y

la
g
QXFF qt

B
qt

A
ωα  

032 =+++++ C
qt

yB
qt

BxA
qt

AxBAC YFXFXFYPYPYP δδδδδδ  

với XA = - XB  = lsinα 

 YA = YB = lcosα 

 XC  = 0 

 YC = 2lcosα 

Do đó : 

0sin)cos1(4cos)sin(2sin2sin2 2 =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−++−− δααααωααα Clla

g
QQlPl  
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Rút ra :     α
α

αω tgg
laQ

ClQP .
)sin(

)cos1(22

+
−++

=  

§2. PHƯƠNG TRÌNH LAGƠRĂNG LOẠI II 
2.1 Trường hợp chung : 

 Từ nguyên lý Đalambe-Lagơrăng ta có thể đưa phương trình tổng quát của 

động lực học đối với cơ hệ không tự do dưới dạng tọa độ Đềcác. Để mô tả nguyên 

lý này trong tọa độ suy rộng, ta thiết lập phương trình Lagơrăng loại II như sau : 

 Cho cơ hệ liên kết lý tưởng hình học có n chất điểm có m bậc tự do, tương ứng 

m tọa độ suy rộng q1, q2,...,qm dưới dạng tác dụng của hệ lực { }kF  từ (3.11) ta có : 

miqQchA i
i

i ,1,)(
)(

== ∑ δδ  

 Còn lực quán tính : 

k
k

kk rWmqtA δδ ∑−=
)(

)(  

 Thay krδ  từ (3.7) : 

∑∑ ∑ =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

−=
)()( )(

)(
i

i
qt

ii
i i

k

k
kk qQq

q
r

WmqtA δδδ  

Với :    
i

k

k
kk

qt
i q

r
WmQ

∂
∂

−= ∑
)(

 (5.4) 

Qi
qt gọi là lực quán tính suy rộng. 

Theo nguyên tắc Đalambe-Lagơrăng ta có : 

0)(
)(

=+∑ i
i

qt
ii qQQ δ  

 Suy ra :    Qi + Qi
qt = 0, i = 1,2,..,m (5.5) 

 Phương trình (5.5) là phương trình tổng quát của động lực học viết dưới dạng 

tọa độ suy rộng. Trong đó lực suy rộng quán tính chưa tính được. Ta cần biến đổi 

nó qua động năng của hệ. 

 Từ giải tích véctơ ta có : 

)(.)(
i

k
kk

i

k
kk

i

k
k q

r
dt
dVm

q
r

V
dt
dm

q
r

Wm
∂
∂

−
∂
∂

=
∂
∂  (5.6) 
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 Trong (5.6) cần xác định 
i

k

q
r
∂
∂  và )(

i

k

q
r

dt
d

∂
∂  

 - Tính 
i

k

q
r
∂
∂ : 

 Từ )( 1qrr kk =  suy ra : 

i
i i

k
kk q

q
r

Vr ∑∂
∂

==
)(

  (5.7) 

 Lấy đạo hàm hai vế (5.7) theo qi ta nhận được : 

i

k

i

k

q
V

q
r

∂
∂

=
∂
∂   (5.8) 

 - Tính )(
i

k

q
r

dt
d

∂
∂  : 

 Từ (5.7) ta lấy đạo hàm theo qi ta có : 

j
j ji

k

i

k q
qq

r
q
V ∑ ∂∂

∂
=

∂
∂

)(

2

 (5.9) 

 Mặt khác :   j
j ji

k

i

k q
qq

r
q
r

dt
d ∑ ∂∂

∂
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

)(

2

 (5.10) 

 So sánh (5.9) và (5.10) suy ra : 

)(
i

k

q
r

dt
d

∂
∂  = 

i

k

q
V
∂
∂   (5.11) 

 Thế (5.8) và (5.11) vào (5.6), từ (5.4) suy ra : 

∑∑ ∑∑ ∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

−
∂
∂

−=
)(

2

)( )(

2

)( 22
)(.)(

k

kk

ik k

kk

ii

k
kk

k i

k
kk

qt
i

Vm
q

Vm
qdt

d
q
r

dt
dVm

q
r

V
dt
dmQ  

 vì ∑
)(

2

2k

kkVm  = T là động năng của hệ, do đó : 

)(
ii

qt
i q

T
dt
d

q
TQ

∂
∂

−
∂
∂

=  

 Thế (5.12) và (5.5) ta nhận được phương trình Lagơrăng loại II: 

miQ
q
T

q
T

dt
d

i
ii

,..,2,1,)( ==
∂
∂

−
∂
∂  (5.13) 
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2.2. Trường hợp các lực có thế : 

 Ví các lực có thế nên ta có thể tính lực suy rộng qua thế năng π = π(qi) theo 

(3.14) : 

i
i q

Q
∂
∂

−=
π  vì 0=

∂
∂

iq
π  

 Nên phương trình (5.13) có thể viết : 

mi
qq

T
qq

T
dt
d

iiii

...1,0)( ==
∂
∂

+
∂
∂

−
∂
∂

+
∂
∂ ππ  

 Ta đưa hàm Lagơrăng : L = T – π. Khi đó phương trình Lagơrăng loại II trong 

trường hợp các lực có thế có dạng sau : 

mi
q
L

q
L

dt
d

ii

...1,0)( ==
∂
∂

−
∂
∂  (5.4) 

 Các phương trình Lagơrăng cho ta một phương pháp nhất quán và khá đơn giản 

để giải các bài toán động lực học, ưu điểm chính là nó không phụ thuộc vào số 

lượng các vật trong hệ, nó chỉ phụ thuộc vào số lượng các vật trong hệ, nó chỉ phụ 

thuộc vào số bậc tự do của hệ. Ngoài ra nếu các liên kết lý tưởng thì nó có các lực 

suy rộng chủ động tham gia trong các phương trình, cho nên các phương trình này 

cho phép loại bỏ trước tất cả các phản lực liên kết chưa biết. 

2.3 Ví dụ : 

Ví dụ :  Cho cơ cấu gồm bánh xe cố định I, 

bán kính R1, bánh xe chủ động II, bán kính 

R2, trọng lượng P. Tay quay OA trọng lượng 

Q, chịu tác dụng một ngẫu lực với mômen 

không đổi M. 

 Hãy xác định gia tốc góc tay quay OA, 

cho biết cơ cấu đặt trong mặt phẳng thẳng 

đứng. Bánh xe II lăn không trượt trên bánh xe 

I. Bỏ qua ma sát, các bánh xe là đĩa đồng 

chất, thanh OA là thanh đồng chất. (Hình 11). 

 

Hình 11

I

R1

O P  
Q  

φ 
R2 

A
II

D
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Giải :  

 Cơ cấu có 1 bậc tự do. Chọn q = φ là tọa độ suy rộng, khi đó phương trình 

Lagơrăng : 

- Tính động năng của hệ : 

T = TOA + TbxII

222

2
1

6
1

2
1

IIAAOOA JV
g
PJT ωϕ +==  

Ta tính   và ωAV II theo φ : 

Vì bánh xe chuyển động song phẳng nên D là tâm vận tốc tức thời : 

ωII = 
A

A

D
V  mà ϕOAVA =  

OA = R1 – R2, AD = R2 nên : 

22
212

2

22
212

2
22

21 )(
4
3)(.

4
1)(

2
1 ϕ

ϕ
ϕ RR

g
P

R
RRR

g
PRR

g
PTbxII −=

−
+−=  

Vậy động năng của hệ : 

22
21 )(

12
92 ϕRR

g
PQTbxII −

+
=  

Tính lực suy rộng Qφ : 

Các lực sinh công M, P, Q cho cơ hệ thực hiện di chuyển khả dĩ δφ : 

{ }ϕδϕϕδϕϕδϕδϕδ cos))(2(2
2
1cos)(cos

2
)(

2121
21 RRPQMRRPRRQMA −+−+−−

−
−=

 Suy ra : { }ϕϕ cos))(2(2
2
1

21 RRPQMQ −+−=  

- Tính 
ϕ∂
∂T  và 

ϕ∂
∂T  

0=
∂
∂
ϕ
T ; ϕ

ϕ
2

21 )(
6

92 RR
g

PQT
−

+
=

∂
∂  

ϕ
ϕ

2
21 )(

6
92)( RR

g
PQT

dt
d

−
+

=
∂
∂  

Thế vào phương trình Lagơrăng loại II ta nhận được : 

ϕ2
21 )(

6
92 RR

g
PQ

−
+  = { }ϕcos))(2(2

2
1

21 RRPQM −+−  
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 Vậy :    [ ]
2

21

21

))(92(
cos))(2(2

RRPQ
RRPQM

−+
−+−

==
ϕ

ϕε  

 Từ đây ta nhận thấy : 

 ε > 0 tức là M > ϕcos))(2(
2
1

21 RRPQ −+  quay nhanh dần. 

 ε = 0 tức là M = ϕcos))(2(
2
1

21 RRPQ −+  quay đều. 

 ε < 0 tức là M < ϕcos))(2(
2
1

21 RRPQ −+  quay chậm dần. 

Ví dụ 2:  Một trụ đồng chất có khối 

lượng m, chuyển động lăn không 

trượt trên mặt phẳng nghiêng của một 

lăng trụ tam giác A, có khối lượng M, 

góc nghiêng là α. Lăng trụ có thể 

trượt trên mặt phẳng ngang, nhẵn. 

Tìm gia tốc khối tâm A của trụ đối 

với lăng trụ và gia tốc của lăng trụ. 

Bỏ qua ma sát (Hình 12). 

α 

CVC

Dx

O

Hình 12

P

Q

O1

Giải :  Hệ khảo sát hình trụ tròn C, lăng trụ tam giác A. Hệ có hai bậc tự do, chọn q1 

= x, q2 = s. 

 Vì lúc lực tác dụng lên hệ là lực thế : QP,  nên ta dùng phương trình Lagơrăng 

loại II dạng : 

0)(

0)(

=
∂
∂

−
∂
∂

=
∂
∂

−
∂
∂

s
L

s
L

dt
d

x
L

x
L

dt
d

 

 - Tính thế năng π của hệ : 

π = - mgYC +const, trong đo YC = s.sinα. nên 

 - Tính động năng T của hệ : T = TA + TC. 

 trong đó : 2

2
1 XMTA =  

 vì trục C chuyển động song phẳng nên : 
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: π = -mgs.sinα + const. 
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truCCC JmVT 22

2
1

2
1 ω+=  

αα sin,cos sVsxVVVV CyCxerC −=+=⇒+=  

2

2
1; mRJ

R
s

R
V

C
r

tru ===ω  

 Do đó :  [ ] 2222

4
1sin)cos(

2
1 smssXmTC +++= αα  

 Vậy động năng của hệ là : 

[ ] 222

4
1cos2

2
1)(

2
1 smssxmxmMT ++++= α  

 Hàm Lagơrăng L = T- π của hệ là : 

constmssxmsmxmML +−+++= αα sincos
4
3)(

2
1 22  

 Ta tính : 
s
L

s
L

x
L

x
L

∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂ ;;;  

α

α

α

α

cos
2

3

sin;0

cos)(

cos)(

xmsm
s
L
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s
L

x
L

smxmM
x
L
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d

smxmM
x
L
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∂
∂

−=
∂
∂

=
∂
∂

++=
∂
∂

++=
∂
∂

 

αcos
2

3)( xmsm
s
L

dt
d

+=
∂
∂  

 Thay các biểu thức này vào phương trình (1) và (2) ta nhận được : 

0sincos
2

3
0cos)(

=++

=++

αα

α

mgxmsm
smxmM

 

 Từ (3) và (4) dễ dàng tìm được : 

α
α

α
α

2

2

cos2)(3
sin)(2
cos2)(3

2sin

mmM
gmMs

mmM
mgx

−+
+

=

−+
=

 

Vậy hệ chuyển động biến đổi đều. Nếu ban đầu hệ đứng y

còn lăng trụ sẽ trượt qua trái. 
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LÝ THUYẾT VA CHẠM 
 Mọi quá trình chuyển động của vật thể không phải bao giờ cũng diễn ra một 

cách đều đặn, mà có thể xảy ra sự biến đổi đột ngột. Vì vậy, khi nghiên cứu ta cần chú 

ý đến các đặc điểm, các hiện tượng đặc biệt của chuyển động. Ở chương này ta sẽ 

nghiên cứu một loại chuyển động đặc biệt đó là sự vật chạm. Va chạm là một bài toán 

ta thường gặp trong thực tế và kỹ thuật. Trước khi nghiên cứu hiện tượng này ta cần 

nắm vững các đặc điểm và các giả thuyết sau đây : 

§1. CÁC ĐẶC ĐIỂM VÀ GIẢ THUYẾT VỀ VA CHẠM 
1. Va chạm :  Là quá trình động lực trong đó vận tốc chuyển động cảu cơ hệ thay đổi 

đột ngột trong khoảng thời gian vô cùng bé. Thời gian va chạm của hai vật thường xảy 

ra khoảng từ 10-2 đến 10-4 giây. 

 Ví dụ về va chạm như khi búa đóng đinh, đóng cọc, quả bóng đá vào tường lại 

bật ra ngay. 

2. Các giai đoạn va chạm : 

 Quan sát hiện tượng, ta thấy các vật khi va chạm bị biến dạng ở vùng chúng 

tiếp xúc nhau, sau đó hình dạng có thể lại được phục hồi. Mức độ biến dạng và hồi 

phục của các vật va chạm phụ thuộc vào tính đàn hồi của các vật đó. Từ đó ta nhận 

thấy quá trình va chạm có thể chia hai giai đoạn : Biến dạng và phục hồi. 

 Giai đoạn biến dạng xảy ra từ lúc hai vật bắt đầu tiếp xúc nhau đến lúc dừng 

biến dạng. Giai đoạn phụ hồi từ lúc dừng biến dạng đến lúc kết thúc va chạm. Trong 

giai đoạn này các vật va chạm nhau dần dần trở lại hình dạng cũ đến mức độ nào đó. 

 Căn cứ vào mức độ phục hồi lại hình dạng cũ của các vật va chạm, người ta 

phân biệt các loại va chạm như sau : 

 - Nếu va chạm không có giai đoạn phục hồi được gọi là va chạm mềm hay va 

chạm không đàn hồi. Đặc điểm cơ bản của loại va chạm này là khi kết thúc quá trình 

va chạm, những phần tử của hai vật  va nhau có cùng vận tốc pháp ở vùng tiếp xúc. 

 - Nếu va chạm có giai đoạn phục hồi thì gọi là va chạm đàn hồi. Hình dáng cũ 

của các vật va chạm được phục hồi hoàn toàn gọi là va chạm hoàn toàn đàn hồi. Đặc 

điểm va chạm đàn hồi là kết thúc va chạm vận tốc pháp truyền các phần tử của hai vật 

ở vùng tiếp xúc khác nhau. 
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 Để đánh giá sự phục hồi của vật va chạm người ta đưa vào hệ số phục hồi là : 

1

2

S
Sk =  (7-1) 

Trong đó ∫=
1

0
1

τ

dtNS  là xung lượng va chạm trong giai đoạn biến dạng, còn  

∫=
2

1

2

τ

τ

dtNS  là xung lượng va chạm trong giai đoạn phục hồi. 

 Rõ ràng k=0 là va chạm mềm khi k=1 là va chạm hoàn toàn đàn hồi, còn 0<k<1 

là va chạm đàn hồi. Hệ số k phụ thuộc tính chất đàn hồi của các vật va chạm và được 

xác định bằng thực nghiệm. 

3. Bỏ qua di chuyển của hệ trong va chạm : 

 Va chạm xảy ra rất nhanh, nên khi va chạm ta xem như các vật không di 

chuyển. Thật vậy, quãng đường di chuyển của chất điểm trong khoảng thời gian va 

chạm là : 

∫ ≤=
τ

τ
0

max .. Vdtvs  

Vmax là đại lượng giới nội và khoảng thời gian τ rất bé, nên s cũng rất bé ta có thể bỏ 

qua được. 

4. Lực va chạm và xung lực va chạm : 

 Trong va chạm, ngoài những lực thường tác 

dụng lên cơ hệ như trọng lực, lực cản,..v...v . các chất 

điểm của cơ hệ còn chịu thêm những phản lực liên kết 

ở vùng tiếp xúc xuất hiện từ lúc bắt đầu va chạm và 

mất đi ngay khi hết va chạm. Những phản lực đó gọi 

là những lực va chạm. Ta ký hiệu lực va chạm là N  

lực va chạm biến đổi trong khoảng thời gian va chạm 

và có lúc đạt đến giá trị rất lớn, nên nó biểu diễn là 

hàm thời gian N = N (t). Vì vậy, người ta thường đánh giá tác dụng lực va chạm trong 

khoảng thời gian va chạm τ bằng xung lượng va chạm S . 

Hình 7-1 

N(t) 

N*

N 

t O 
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τ
τ

.*.
0

NdtNS == ∫  

trong đó *N  là lực va chạm trung bình. 

 Áp dụng định lý động lượng cho chất điểm thuộc hệ trong thời gian va chạm ta 

có : 

dtNdtFvm ∫∫ +=∆
ττ

00

 

trong đó F  là hợp lực các lực thường tác dụng lên chất điểm ấy. Rõ ràng, ta có : 

τ
τ

.max
0

FdtF ≤∫  

 Thực tế Fmax không lớn lắm mà τ lại rất bé nên xung lượng lực thường cũng rất 

bé so với xung lượng va chạm. Do đó trong quá trình va chạm ta bỏ qua xung lượng 

của lực thường. Phương trình trên có dạng : 

SdtNvm ==∆ ∫
τ

0

 (7-2) 

Đây là phương trình cơ bản của hiện tượng va chạm. 

Ví dụ :

 Một búa tạ có khối lượng m = 5kg, vận tốc của búa lúc bặt đầu đập lên vật rèn 

là v= 5m/s. Thời gian vật đập lên vật rèn là τ = 10-2 giây. tính lực vật đập trung bình 

cảu búa lên vật rèn. 

Bài giải:

Theo phương trình (7-2) ta có : 

5.5 = S = N*. 10-2

ta suy ra :   NN 2500
10
25* 2 == −

 

Lực này bằng áp lực tĩnh của một vật có khối lượng m = 2500/10 = 250 không gian đè 

lên. Vì vậy, mà người ta gọi búa ấy là búa tạ, mặc dầu khối lượng  chỉ có 250kg. 
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§2. CÁC ĐỊNH LÝ TỔNG QUÁT ĐỘNG LỰC HỌC 

 Áp dụng trong quá trình vật chạm. Dựa và phương trình cơ bản : 

Svm =∆  

với những giả thuyết đơn giản về lực và di chuyển trong quá trình va chạm. Bây giờ ta 

sẽ áp dụng các định lý tổng quát động lực cơ hệ vào quá trình va chạm như sau : 

2.1 Định lý biến thiên động lượng: 

 Ta xét va chạm cơ hệ n chất điểm có khối lượng M = ∑ km . Bỏ qua tác dụng 

xung lượng của lực thường, theo định lí động lượng cơ hệ, ta có : 

∑=− ekSQQ 0  (7-3) 

 Áp dụng định lý này cho trục x, ta có : 

∑=− ekxxx SQQ 0  (7-4) 

 Ta đã biết ∑ == Ckk VMVmQ  là động lượng của hệ ngay sau khi va chạm, còn 

)0()0(0 ∑ == Ckk VMVmQ  là động lượng của hệ ngay trước va chạm. CV  và CV (0) là 

vận tốc khối tâm của hệ sau và trước va chạm. 

Ví dụ :   Hai toa xe có khối lượng 

m1 và m2 chạy trên đường ray 

thẳng với vận tốc V1 và V2 va vào 

nhau (V1 > V2) . Giả thuyết vật 

chạm mềm, tìm vận tốc chung của 

hai toa xe sau va chạm. 

x 

Hình 7-2 

C2
1V 2V  C1

Bài gải :

Khảo sát cơ hệ gồm hai toa xe xung lượng vật chạm giữa chúng là xung lượng 

trong. Bỏ qua tác dụng của các lực thường là trọng lượng P1, P2 và các phản lực đường 

ray N1, N2. Ở đây không có xung lượng va chạm ngoài nên động lượng của hệ được 

bảo toàn trong quá trình va chạm. Do đó ta có : 

m1V1x +m2V2x  = (m1 + m2)Vx

 

 Từ đó suy ra : 
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21

2211

mm
VmVm

V xx
x +

+
=  

hay :      
21

2211

mm
VmVm

V xx

+
+

=  

2.2 Định lý biến thiên mômen động lượng : 

 Cũng như trước đây, ta kí hiệu : 

∑= )( kkOO VmmL  

∑= )( kkzz VmmL  

là mômen động lượng của hệ đối với tâm O và trục z. Bỏ qua tác dụng của lực thường, 

áp dụng định lý biến thiên mômen động của hệ, ta có : 

)()( e
OkO

O MFm
dt
Ld

== ∑  

Hay :     )()1()2(
0

)( adtMLL e
OOO ∫=−

τ

 

Nhưng:    ∑∫∫∑∫ ∧==
τττ

000

)( )()( dtFrdtFmdtM ekkekO
e

O  

Bỏ qua di chuyển của chất điểm trong vật chạm, ta viết được : 

∑ ∫ ∑∫ =∧=
ττ

00

)( )( ekOekk
e

O SmdtFrdtM  

Do đó, hệ thức (a) có thể viết lại : 

)57()()1()2( −=− ∑ ekOOO SmLL  

Như vậy : Biến thiên mômen động của hệ đối với tâm O trong thời gian va chạm bằng 

tổng mômen xung lượng các ngoại lực va chạm tác dụng lên cơ hệ trong cùng thời 

gian và cùng tâm ấy. 

 Tương tự đối với trục z, ta cũng có : 

)67()()1()2( −=− ∑ ekzzz SmLL  

Lz(1) và Lz(2) là mômen động của hệ đối với trục z trước và sau va chạm. 
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Ví dụ :  Thanh đồng chất OB = l, khối lượng M có 

trục quay O nằm ngang, được thả từ vị trí nằm ngang 

đến chạm vào vật A khối lượng M. Tìm vận tốc vật 

A sau va chạm. Giả thuyết k: hệ số phục hồi k = 0 (H 

7.3) 

Bài giải : 

Trước khi khảo sát hiện tượng va chạm, ta xét 

thanh OB chuyển động từ vị trí nằm ngang đến vị trí 

thẳng đứng để tìm vận tốc góc của nó trước lúc va 

chạm. 

P  

A

BO

Hình 7-3 

Áp dụng định lý biên thiên động năng cho thanh OB, ta có : 

T1 –T0 = ΣA = Pl/2. 

Ban đầu thanh nằm yên nên T0 = 0, còn T1 = ½.J0ω1
2  = 2

1

2

6
ωMl  

Thay vào biểu thức (b), ta được : 

2
1

2

6
ωMl = Pl/2 = Mgl/2. 

Từ đó ta có : 
l
g32

1 =ω  là vận tốc thanh OB trước lúc va chạm. 

Bây giờ ta xét thanh OB và vật A trong giai đoạn va chạm. Lực xuất hiện giữa 

vật A và thanh OB là nội lực của hệ. Để triệt tiêu lực va chạm ở trục quay O, ta áp 

dụng định lý mômen động đối với trục O, thì :  

0)( =ekO Sm  

Do đó, mômen động của hệ đối với trục O được bảo đảm nghĩa là : mômen 

động của hệ sau va chạm bằng mômen động của hệ đối với tâm O bằng nhau. 

)1()2( OO LL =  

Hay:      ∑∑ = )()( 00 UmmVmm  

Lúc đầu vật A nằm yên, chỉ có mômen động của thanh, sau va chạm kết thanh thành 

một khố, lúc đó vận tốc của thanh là ω2. Ta có : 

100 )( ωJVmm =∑  
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Vì va chạm không đàn hồi (k=0) nên vật A và thanh sau va chạm kết thành một khối, 

lúc đó vận tốc của thanh là ω2 . Ta có: 

2
2

00 )()( ωmlJUmm +=∑  

Như vậy, ta viết được : 

102
2

0 )( ωω JmlJ =+  

 Từ đó ta có : 

12
0

0
2 ωω

mlJ
J
+

=  

 Vận tốc vật A sau va chạm là : 

VA = l.ω2 = 12
0

0 ωl
mlJ

J
+

 

 Thay biểu thức : J0 = 
3

Ml2

 và  
l
g3

1 =ω  cuối cùng ta nhận được : 

VA = gl
mM

M 3
3+

 

2.3 Định lý mất động năng : 

 Nói chung trong va chạm một phần động năng bị tiêu hao chuyển hóa thành 

nhiệt năng. Vì vậy trong va chạm không áp định lý bảo toàn cơ năng. 

 Lượng động năng bị mất mát la ∆T = T1 – T2 >0, trong đó  T1 và T2 là động 

năng của hệ trước và sau va chạm. Trong va chạm ta không thể tính được công các lực 

va chạm tỏng quá trình va chạm, nên ta không dùng định lý động năng. Sau đây, ta sẽ 

dùng định lý động lượng và mômen động lượng đê nghiên cứu một số bài toán ứng 

dụng va chạm. 

§3. HAI BÀI TOÁN VỀ VA CHẠM 
 Sau đây là hai bài toán va chạm được ứng dụng quan trọng. 

3.1 Va chạm xuyên tâm của hai vật chuyển động tịnh tiến : 

 1. Đặt vấn đề :  Giả sử có hai vật M1 và M2 có khối lượng m1 và m2 va chạm 

nhau. Vận tốc của chúng trước va chạm là 1V  và 2V . 

 Gọi pháp tuyến chung của hai mặt tiếp xúc nhau của hai vật tại điểm I là n1In2 

và khối tâm của chung là C1 và C2 . 
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 Đường thẳng n1In2 gọi là đường va chạm, đường thẳng C1C2 gọi là đường 

xuyên tâm. Từ đó ta có định nghĩa : 

 Va chạm thẳng xuyên tâm của hai vật chuyển động tịnh tiến là đường va chạm 

trùng với đường thẳng xuyên tâm của hai vật và vận tốc 1V  và 2V  đều nằm trên đường 

ấy. 

 Sau đây ta chỉ xét va chạm thẳng xuyên tâm của hai vật với mô hình đơn giản ta 

xét va chạm hai quả cầu. 

C1 C2 

1V 2V  n2 n1 
 Ta gọi 1V , 2V  và 1U , 2U là vận tốc 

ngay trước và sau va chạm của hai quả 

cầu. Ta sẽ tìm vận tốc vủa chúng sau va 

chạm, xung lượng va chạm và mất động 

năng trong va chạm. 
Hình 7-4

2. Giải bài toán : Giả sử hai quả cầu có khối lượng m1 và m2 vận tốc trước 

va chạm V1 và V2 (V1 > V2). Các giai đoạn va chạm như hình vẽ (7-5). 

u u
C2 C1 

1U

C1 

2U  
C2 C2 

1V  
C1 

2V  

Hình 7-5
Giai đoạn phục hồi

Giai đoạn biến dạng

Áp dụng định lý biến thiên động lượng trong quá trình va chạm cho hai giai 

đoạn, ta có :  

Giai đoạn biến fạng : 

m1(u –V1) = S21 = -S1 (a) 

m1(u –V2) = S12 = S1  (b) 

 Giai đoạn phục hồi  

m1(U1 –u) = S’21 = -S2 (c) 

m1(U2 –u) = S’12 = S2 (d) 

Trong  đó  là vận tốc chung của hai vật lúc kết thúc giai đoạn biến dạng 

chuyển sang giai đoạn phục hồi. 

u

2112 , SS  xung lượng tương hỗ giữa hai vật trong giai 

đoạn phục hồi. 
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 Ngoài ra bốn phương trình trên, ta còn có một phương trình nữa là : 

S2 = kS1 (e) 

 Giải hệ năm phương trình trên, ta nhận được : 

12
21

21
1

21
21

21
1

21
21

1
11

21
21

2
11

21

2211

.

.

)()1(

)()1(

UU
mm

mm
S

VV
mm

mmS

VV
mm

mkVu

VV
mm

m
kVu

mm
VmVmu

−
+

=

−
+

=

−
+

++=

−
+

+−=

+
+

=

 
 

3. Xác định hệ số phụ hồi bằng thực nghiệm : 

Từ kết quả trên, ta có hệ số phụ hồi : 

r

r

V
U

VV
UU

S
S

k =
−
−

==
12

12

1

2  

Trong đó Ur = | U2 – U1| và Vr = | V2 – V1 | là vận tốc tươn

đối của hai vật va chạm xuyên tâm ngay sau và trước va chạm

Dựa vào công vừa tìm được, người ta tiến hành nhiều thí nghiệm

xác định hệ số k. Sau đây là một trong các thí nghiệm ấy. 

Ta thả viên bi rơi xuống không vận tốc đầu từ độ cao H tớ

nền nằm ngang cố định, sau đó viên bi bật lên độ cao lớn nhất 

rồi lại rơi xuống. Vì nền cố định, nên V2 = U2 = 0 theo công thứ

Galilê thì vận tốc viên bi trước và sau va chạm là V1 = gH2 . D

đó hệ số phục hồi : 

H
h

gH
gh

V
U

==
2
2

1

1

V
Uk

r

r ==  

4. Biểu thức mất động năng :

Trong khi hai vật va chạm nhau thì một phần động năng b

T2 trong đó T1 và T2 là động năng của hệ ngay trước và sau va chạ

 

(7-7)
 
(7-8)
g 

. 

 

A

h

Hi 

h 

c 

o 

Hình 7-6

ị mất đi là ∆T = T1 – 

m. 
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Theo định nghĩa ta có : 

22

22
2

22
2

11
1

2
22

2
11

1

UmUmT

VmVm
T

+=

+=
 

Do đó ∆T = T2 – T1 = )(
2

)(
2

2
2

2
2

22
1

2
1

1 UVmUVm
−+− . Theo công thức (7-7) sau 

khi biến đổi ta nhận được : 

∆T = )97())(1( 2
21

2

21

21 −−−
+

VVk
mm

mm  

Ta sẽ áp dụng công thức này vào việc dùng búa rèn và đóng cọc đinh. Trước 

khi va đập búa có vận tốc V1 còn vật bị va đập V2 = 0. Khi đó : 

∆T = 2
1

2

21

21 ).1( Vk
mm

mm
−

+
 

Nếu T1 là động năng của hệ trước va đập, ta có : 

∆T = 1
2

21

21 ).1( Tk
mm

mm
−

+
 

Hay :   

2

1

2
2

21

21

1 1

1)1(

m
m
kk

mm
mm

T
T

+

−
=−

+
=

∆  là hiệu suất của búa rèn. 

Rõ ràng để tăng hiệu suất η thì ta phải giảm tỉ số 
2

1

m
m , nghĩa là khối lượng của 

búa phải hơn khối lượng của đe rất nhiều. 

Vídụ : Nếu  
2

1

m
m  = 

10
1  và k = 0 thì η = 90%. Khi dùng búa đóng cọc hay đóng đinh , 

lượng ∆T là vô ích, từ công thức trên ta tìm hiệu suất của búa là : 

2

1

2

11

1

1

111

m
m
k

T
T

T
TT

+

−
−=

∆
−=

∆−
=η  

 Vậy muốn tăng hiệu suất của búa thì khối lượng của búa phải lớn hơn không 

lượng của đinh hay cọc rất nhiều lần. 
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 Vậy muốn tăng hiệu suất của búa thì khối lượng của búa phải lớn hơn không 

lượng của đinh hay cọc rất nhiều lần. 

Ví dụ :    
2

1

m
m  = 10, k = 0 thì η = 90%. 

3.2 Va chạm của vật qauy. Tâm va chạm : 

 1. Va chạm của vật quay:

 Giả sử ta có vật rắn quay quanh trục z cố định, 

chịu tác dụng xung lượng S . Khi đó ở các ổ đỡ A và B 

sẽ xuất hiện các xung lượng va chạm AS  và BS . Áp 

dụng định lý biến thiên mômen động lượng ta có: 

ω 

S

AS

BS  

z
B

A

∑ )( ekz Sm=− )1()2( zz LL  (a) 

 Trong đó Lz(1) = Jz.ω1, Lz(1) = Jz.ω2  là mômen 

động lượng của vật đối với trục z trước và sau va chạm. 

Còn : 

)()()( BzAz SmSmS)( zekz mSm ++=∑ . 

 Nhưng . Cho nên phương 

trình (a) có thể viết : 

0)()( == BzAz SmSm
Hình 7-7

Jz(ω2 – ω1) = )(Smz  

Hay :    ω2 – ω1 = 
z

z

J
Sm )(  (7-10) 

2. Xung lượng phản lực va chạm : 

Trang 11 

z

A

B

S  

C

CV  

a
H

ω 
SAz

SBx

SBy

SAy

SAx
x

y

Bây giờ ta tìm xung lượng phản lực va 

chạm ổ trục A và B là  và . Muốn vậy, ta 

chọn hệ trục Axyz sao cho khối tâm C của vật 

nằm trong mặt phẳng Ayz. Giả sử AB = b, HC 

= a. (HC ┴ trục z). Áp dụng các định lý động 

lượng và mômen động lượng với chú ý hình 

chiếu động lượng lên các trục tọa độ là  

AS BS

Q1x  = -MVC(1) = -M.a.ω1 

Q2x  = -MVC(2) = -M.a.ω2

Hình 7-8
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 Còn Qy = Qz = 0. Do đó, ta có : 

 

 

)(.)(

)(.)(

0
0

)(

12

12

12

SmbSJ

SmbSJ

SS
SSS

SSSMa

yByyz

xByxz

zAz

yByAy

xBxAx

+=−−

+−=−−

=+

=++
++=−−

ωω

ωω

ωω
 

  

 

 

Từ năm phương trình này ta tìm được xung lượng phản lực : SAx, SAy, SAz, SBx, SBy. 

3. Tâm va chạm :

Từ kết quả trên ta nhận thấy rằng khi tác dụng xung lượng S  lên vật quay mà 

không sinh ra phản lực động lực AS  và BS ở các ổ trục do va chạm gây ra, nên thỏa 

mãn điều kiện sau : 

AS  = BS  = 0 

Ta suy ra : Sy = Sz = 0, nghĩa là xung lượng S  phải vuông góc mặt phẳng Ayz 

hay nói cách khác là xung lượng S  vuông góc mặt phẳng chứa trục quay và khối tâm 

C của vật. Vì  =  = 0 nên hệ phương trình không phụ thuộc vào việc chọn gốc tọa 

độ. Vì vậy, để đơn giản ta có thể chọn hệ trục tọa độ mới là Oxyz, mà xung lượng 

AS BS

S  

nằm trong mặt phẳng Oxy. Khi đó, ta có : 

0)()( == SmSm yx  

và từ hệ phương trình ta suy ra Jxy = Jyz = 0, 

nghĩa là mặt phẳng Oxy là mặt phẳng đối xứng. 

Như vậy, từ phương trình đầu của hệ phương 

trình ta có : S = Ma(ω2 – ω1), vì SA=SB = 0 nên 

SAx=SBx = 0, còn Sx = -S. 

O

Hình 7-9

S  

KCa

h
ω 

x

y

z
B

A

 Ta đã biết : 

zJ
hS

z

z

J
Sm

==−
)(

12 ωω  

 Cuối cùng ta cũng nhận được : 

Ma
Jh z=  (7-12) 
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 Tóm lại, muốn cho vật quay quanh một trục cố định không phát sinh phản lực 

va chạm. Khi có xung lực tác dụng thì cần có các điều kiện sau : 

 a) Xung lượng va đập S  nằm trong mặt phẳng vuông góc với trục quay và trục 

quay là trục quán tính chính đối với giao điểm của trục với mặt phẳng ấy. 

 b) Xung lượng va đập S  phải vuông góc mặt phẳng chứa trục quay và khối tâm 

của vật. 

Hình 7-10A

K

C

O

a h

 c) Xung lượng va đập S  cách trục quay một đoạn 
Ma
J z=h  

và ở về cùng phía  với khối tâm của vật. 

Ví dụ :   Tìm tâm va chạm của thanh đồng chất OA = l quay 

quanh trục O vuông góc thanh. 

Bài giải:   Giả sử xung lượng va đập S  thỏa mãn điều kiện trên 

va đập là K. Áp dụng công thức trên ta có : 

Ma
Jh z= =

2
3

2

Ml
Ml  

h = l
3
2  

Va chạm của vật quy quanh trục cố định và tâm va chạm 

a) Bài toán :  Cho tấm phẳng quay 

quanh một trục vuông góc với mặt tấm tại 

O. Xung lượng va chạm S  tác dụng trong 

mặt phẳng của tâm tạo bởi OC một góc α. 

Tại thời điểm va chạm, tấm có vận tốc góc 

ω0. Hãy tìm vận tốc góc ω của tâm sau va 

chạm và xung lượng của các phản lực ở trục 

O. 

OxS

y

x

S

α I

O 

OyS

Bài giải:  Xét tấm quay  

Áp dụng định lí động lượng ta có : 

01 SSVMVM OCC +=−  (1) 

Còn theo động lượng mômen động lượng ta có : 
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)(.. 001 SmJJ OO =− ωω  (2) 

Từ (1) đối với trục Ox, Oy ta có : 

α
α

cos0
sin1

SS
SSMVMV

Oy

OxOCC

+=
+=−

 (3) 

(2) =>    JO( ω1 - ω0 ) = S.sinα.OI 

Đặt OC = a, ta có V1C= aω1, VOC = aω0

(3) =>    Ma( ω1 - ω0 ) = S.sinα.OI (5) 

Từ (3), (4) & (5) ta tìm được : 

)1.(sin.

cos

sin

0

0
01

−=

−=

+=

J
OIMaSS

SS

OI
J
S

Ox

Oy

α

α

αωω

 (a) 

 Tâm va chạm : 

SOy = 0 => cosα = 0 => α = π/2 

SOx = 0 => 1.

0

−
J

OIMa  = 0  => 
Ma
J

OI 0.
=   

Vậy ở tại trục O chúng xuất hiện xung lực va chạm của phản lực khi tấm chịu 

tác dụng lực va chạm S . Thì S  phải vuông góc đường thẳng OC và đi qua I ∈OC, sao 

cho 
Ma
J

OI 0.
= . Điểm  được gọi là tâm va chạm. 
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