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Chuong 1.

KHONG GIAN RV

1.1. Khong gian vecto R”

1.1.1. Dinh nghia

Vé6i R 1a tap so thue, ta ky hieu R™ 1 tap hop tat ca cac bo duge sap n s thue:
T = (21,22, ,x,); x; € R, 1 <i < n. z; duge goi la toa do thit i cta x.

V6i mbi cap phan tit trong R™: z = (21,22, ,Zn), ¥ = (Y1, Y2, , Yn) ta goi
tong o + y 1a phan tt trong R™ dudge cho béi

T4y = (21 + Yy, T2+ Y2, ,$n+yn)~

V6i mdi cap A € R, = (w1, 29, -+ ,x,) € R™ ta goi tich clia z v6i sd vo hudng
A la phan ti
Ar = (Axq, Axg, -+, Axy,).

Dic biét, ta ky hieu —z := (—1)z = (—zy, —2, - , —x,) va 0 12 phan t c6 tat ca
cac toa do bang 0: 0 := (0,0,---,0).

D& kiém chitng dugc ring R” cting v6i hai phép toan trén lap thanh mot khong
gian vecto trén truong sé thyc R. Tic 14, v6i moi A\, u € R, =,y € R™ ta c6

a) z+y=y+uaz;

b) (x+y)+z=x+ (y+2);
¢c) O+z=x+4+0=uz;

d) z+(—z)=0;

e) Mz +y)=Ar+ \y;

f) AN+ p)z=\e + ux;

g) (A = Mux);

h) lz ==



Tt d6, méi phan tit z € R™ dude goi 1a mot n—vecto hay 14 mot vecto thuc n
chiéu.

1.1.2. Tich v6 huéng

V6i mdi cip vecto x,y € R ta dinh nghia tich vo huéng ctia x va y 1a s6 thue
sau
(v,9) = 211 + Toyz + -+ TnYn.

RO rang, tich vo huéng (.,.) 1a mot anh xa tit R” x R™ vao R. Céac tinh chat
cua tich vé huéng dugc thé hién trong ménh dé sau

Dinh ly 1.1. VGi moi xz,y,2 € R" va A € R" ta co
a) (x,x) >0 ;

b) (z,2) =0 x =0;

c) (x,y) = (y, =);

4) Az, ) = (2, M) = Mz, )

e) (z,y +2) = (z,y) + (2, 2).

Hai vecto z va y sé dugc goi la truc giao (hay vuong goc) véi nhau va duge ky
hiéu 1a z Ly néu (z,y) = 0.

B6 dé 1.1 (Bat ding thiic Schwarz). Cho x va y la hai vecto, ta cé
(@,9)" < (@, 2).(y, ).
1.1.3. Do dai vecto
Véi mdi vecto x € R”, ta goi do dai (hay chuan) ctia z 1a s6 thuc ||z|| duge dinh

nghia bdi:
2| == v/ (z,z) = \/x%th% + o4 a2,

Dinh 1y 1.2. Voi moi x,y € R" va A € R ta co

a) |z]} = 0;
b) [lz] = 0 < 2 = 0;
c) [|Az]] = [ALfl];

d) lz+yll <zl + llyll-
Dinh 1y 1.3 (Pythagore). Cho z,y € R". Lic dé,
vly <= |z +yl* = 2] + [lylI* = l= - y]I*.
Dinh 1y 1.4 (Dang thiic hinh binh hanh). Cho z,y € R". Liic do,
2+ yll* + llz = ylI* = 2 (I2]* + [ly[I*) -



1.2. Ham khoang cach va su hoi tu

1.2.1. Ham khoang cach trong R"

Duya trén dinh nghia do dai ctia cac vecto ngusi ta dua vao khai niém khoang
cach gitta hai vecto trong R™. Cu thé, ta dinh nghia anh xa d : R* x R" — R, xac
dinh bdi

d(z,y) = llz —yll; Yo,y eR"
Lic do, d(x,y) duge goi la khodng cach gitta = va y, va d duge goi la ham khoang
cach (Euclide) tren R™. Dinh 1y sau day c6 thé suy ra truyc tiép tit Dinh 1y 1.2.

Dinh ly 1.5. Vdi moi x,y,z € R" ta co

a) d(z,y) > 0;

b) d(z,y) =0z =y;

¢) d(z,y) = d(y, v);

d) d(z,y) +d(y,z) > d(x, z).

B6 dé 1.2. Vdi moi x,y,z € R" ta ¢6
a) d(z + 2,y + 2) = d(z,y);
b) Y i i — yil > d(x,y) > |z —y;|, vdi moi 1 < j <n.

1.2.2. Su hoi tu cua day
Cho (2%)ren C R™ 12 mot diy cac vecto. Ta néi day nay hoi tu vé vecto T € R™,
va ky hicu

k k—oo _

z=lim 2" hay 2" =37z,
néu day sb thuc (d(a*, T))ren hoi tu vé khong. Tiic 1a

z = lim 2¥ <= lim d(2*,7) = 0.

k—o0 k—o00

Mot day (z*) € R™ dugc goi 1a bi chin néu ton tai s6 duong M sao cho
|z¥|| < M; Vk €N,
va duge goi la day Cauchy néu

lim d(z™, 2*) = 0.

k,m—o0
Diéu nay dugc hiéu la:

Ve > 0,3ng € N,Vm, k > ng : d(z™, 2%) < e.



Bay git ta dé y rang viéc cho mot day vecto (2F) € R” tuong duong véi viéc
cho n day sb thyc, d6 1a cac day (zF)ren, 1 <7 < n. Dinh 1§ sau cho mdi quan he
gitta cac day nay
B6 dé 1.3. Cho day vecto (2*)ren. Liic dé

a) (z%) bi chan (Cauchy) <= (z¥)ren bi chan (Cauchy) trong R, vdi moi i.

b) zF i PR zk 2% %, vdi moi i

c) (%) hoi tu < (2*) la day Cauchy.

Hé qua 1.1. Cho cic day vecto (%) ken, (YF)ren va day so6 (\x) sao cho ¢ — I;
y* — g; Ay — \. Lic do

a) ¥ £yF — T+ 7.

b) d(a*,y*) — d(z,).

&) (k) — (7,3).

Heé qua 1.2 (Dinh ly Bolzano-Weierstrass). Moi day bi chdn trong R™ déu ton tai
day con hoi tu.

1.3. Topo trén R"

1.3.1. Cac khai niém co ban

Gia st 2° 1a mot diém trong khong gian R™ va r 1a mot s6 thuc duong, ta goi
hinh cau md, hinh cau déng, mat cau tam z° ban kinh r lan lugt 1a cac tap sau day:

B(z%r) ={z e R" | d(2°,2) < r},
B' (2% r)={x ¢ R" | d(2°,2) < r},
S(2%r) ={z e R" | d(2°,2) = r}.

Bay gio cho A C R" va 2° € R™. Ta néi 2° 13 mot diém trong (ngoai) ctia A
néu ton tai sé duong e sao cho B(z%¢) C A (B(2%¢) N A = 0). 2° duge goi 1a diém
bién ctia A néu 2° vita khong phai diém trong, vita khong phai diém ngoai ctia A;
Tiic 13, v6i moi € > 0 ta c6 B(x%e)NA# 0 va B(z%¢€) \ A # 0.

Tap cac diém trong, diém ngoai, diém bién ctia A lan lugt duge goi la phan
trong, phan ngoai, bién ctia A va duge ky hicu 1a Int(A), Ext(A) va dA. RS rang,
ba tap nay lap thanh mot phan hoach cia R™ (nghia la ching roi nhau nhung c6
hgp bang R™). Hon nita, tit dinh nghia ta ciing c6:

Int(A) C A C Int(A) UOA; Ext(4A) C R"\ A.



Tap A dude goi 1a mé néu
A =1Int(A)

va duge goi 1a dong néu
A =1Int(A)U0A,

hay, mot cach tuong duong
0A C A.

Dinh ly 1.6. Vdi moi A C R", Int(A) la md va la tdp con md Ién nhat cia A.

Meénh dé sau cho chiing ta moi quan hé gitta hai khai niém déng va mé clia tap
hop

Ménh dé 1.7. Cho A C R™. Liic dé A déng néu va chi néu R™\ A la md.

Tap hop tat ca cac tap con md cia R™ duge goi 1a topo trén R™. Dinh 1y sau
cho ta tinh chat ctia topo trén R™.
Dinh 1y 1.8.

a) 0, R™ la cdc tap md.

b) Hop ciia mot ho tuy 4 cac tap md la md.

c) Giao cia mot 50 hitu han cdc tap md la md.

Tt dinh Iy nay va tit Ménh dé 1.7 ta c6 ngay cac tinh chat ctia ho céc tap dong,
duge phét biéu trong ménh dé sau

Hé qua 1.3.
a) 0, R™ la cdc tap dong.
b) Giao cia mot ho tuy § cdc tap dong la dong.

¢) Hop ciia mot s6 hitu han cac tap déng la dong.

Cho A C R™. Ta goi bao déng ctia A 1a tap hgp duge dinh nghia baéi

A= ﬂ B.
B déng va BOA
Hé qua 1.4.
a) Véi moi A CR", A la déng va la tap déng bé nhat chita A.
b) A dong khi va chi khi A= A.
c) A= AUOA.

Mot diém 2° € A duge goi 1a diém dinh ctia A. Ménh dé sau cho ta dic trung
ctia mot diém dinh cia A.



Ménh dé 1.9. Cho A C R" va 2° € R". Liic do,

1 € A= F(a*) Cc A 2" — 2

Hé qua 1.5. Mot tip A C R™ la déng khi, va chi khi, véi moi day () C A hoi tu

ve T, ta c6 T € A.

1.3.2. Tap lién thong - Tap compact
Tap A C R™ dudgc goi 1a khong lien thong néu ton tai hai tap mé U, V sao cho
UNA#0D;, VNA#4D;, UNnANV =0, UUV D A.

Ngugc lai, A duge goi la lién thong. Mot tap vira mé vira lién thong duge goi la mot
mién. Bao déng ctia mot mién dude goi 1a mién déng. T dinh 1y sau ta thay mot
mién déng ciing 1 tap lién thong.

Dinh ly 1.10. Bao déng ciia maot tap lién thong la lién thong.

Tap con A C R™ dugc goi 1a compact néu v6i moi day (z) C A ton tai day con
(zFm) C (2*) hoi tu vé mot diem z € A.

Dinh ly 1.11. Mot tap con cia R™ la compact khi va chi khi né dong va bi chan.
Cho a,b € R™. Ta néi doan thang [a, b] 1 tap hop
[a,b] :={Aa+ (1—=N)b|Xe€]0,1]}.

Hop ctia mot day lien tiép céc doan thang

[ag, ar, -+, ap] = U a1, ai]

1<i<m
ducc goi 1a mot duong gap khiic noi ag va a,,.

Bé dé 1.4. Mot duong gap khic, va dac biét mot doan thang, la compact va lien
thong

Dinh 1y 1.12. Cho A C R"™ la mot tap md. Lic dé, A la mot mién khi, va chi khi,
vdi moi cip diém a,b € A ton tai mot duong gap khic ndm tron ven trong A noi
hai diém do.
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1.4. Thuc hanh tinh toan trén Maple

1.4.1. Vec-tc va ma tran

Dé thyc hién céc thao tac trén vec-to va ma tran trudc tién can khéi dong goi
cong cu clia dai s6 tuyén tinh linalg bang lenh Cu phdp: [> with(linalg);

a) Khai bao vec-to.
Cti phap: [> (tén vec-to):= [(liet ke cac thanh phan clia vec-t0)];
Vi du:

[>u:=[1, 2, xA2];

u = [1,2, 27

That ra, dé dinh nghia vec-to u nhu trén ta con cé céc cach khai bao khéc.
Chang han:

[> u:=vector[l, 2, xA2;

[> u:=array(1..3, [1, 2, xA2]);

[> u:=matrix (1,3, [1, 2, xA2]);
Tuy nhién, cach dung ching van khac nhau. Mat khac néu viét

[> u:=matrix (3,1, [1, 2, xA2]); ta dugc

b) Khai bdo ma tran.
Ci phdp: [> (tén ma tran):= matrix(m, n, [ liet ké cdc thanh phan ctia ma tran]);
Vi du:

[> A:=matrix(3, 3, [1, 2, 1, a, x+1, 4, 1, xA2, b]);

1 2
A:=|a z+1
1 a2

S

That ra, trong vi du trén ta c¢6 thé viét nhu sau va duge két qua tuong tu
[> A:=matrix([[1, 2, 1],[ a, x+1, 4],[1, xA2, D]]);
¢) So sanh hai vec-to hodc hai ma tran.

Ci phdp: [> equal(bién 1, bién 2);

Két qua cho ra true hoic false.
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Vi du:

[> A:=matrix(2,3,[1,2,3,4,5,6]); B:=matrix([[1,2,3],[4,5,6]1]1):
[> equal(A, B);
true

1.4.2. Cac phép toan trén vecto

a) Tinh chuan clia vec-td. Trén R" c6 ba loai chuan thong thuong 1a [ - |1, || - ||2
va || + [|oo duge xac dinh béi

n
Izl = lail; ez =
1

n
S el = max |a.

Dé tinh chuan ctia = ta ding lénh

Cti phdp: [> norm(x , loai chuan); (véi loai chuan = 1, 2 hofic infinity)
Vi du:
[>u:=[1, 2, 3]

[> norm(u, infinity);

[> norm(u, 2);

V14

b) Khoang céach gitta hai diém. Diém duge xem nhu vec-td, nén khoang cach

gitta hai diém ciing 1a khoang cach gitta hai vec-to. 0 day, khoang cach dugc tinh
theo chuan Euclide. Trudc tién can khéi dong goi student:

[> with(student);
Ci phap: [> distance(vec-to 1, vec-t6 2);

¢) Tich v6 huédng.
C1 phdp: [> dotprod(vec-td 1, vec-td 2); hodc innerprod(vec-to 1, vec-to 2);
Vi du:

[>u:=[1, 2, 3]

[>v:=[2, 0, 1]:

[> dotprod(u,v);

d) Tich httu hudng.
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C1 phdp: [> crossprod(vec-to 1, vec-to 2);
Vi du: V6i u, v nhu trén:

[> crossprod(u,v);
(2,5, —4]

1.4.3. Cac phép toan trén ma tran

a) Tong, hiéu hai hogc nhidu ma tran ciing cd.
Ct phdp: [> evalm(A £ B £ C...);

Vi du:
[> A:=matrix([[1,x], [x,a], [0,11]);B:=matrix([[x,aA2], [x, 2], [a,bl]);

1 =z
A= |z a
0 1
r a?
B:=|z 2
a b

[> evalm(A-B);
1l—2z z—a?
0 a—2
—a 1-b
b) Nhan hai ho#ic nhiéu ma tran ¢6 ¢& phit hgp.
Ct phdp: [> multiply(A, B, C..);
c¢) Tich trong ctia ma tran va vec-to. Cho u € R™, A € R™*" v € R".
Cti phdp: [> innerprod(u, A, v); (sé cho ra sb thuc bang u? Av.)
d) Tinh dinh thic ma tran A.

Ct phdp: [> det (A);

Vi du:
[> A:=matrix([[1,x], [x,a]]):
[> det(A);
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1.5. Bai tap

1.1. Tren R", chitng minh rang néu z' € B(2%€) thi B(z';e—||z' —2%||) C B(2%e).

1.2. Ching minh rang véi moi 2 € R" va € > 0, B( ;€) la tap md, S(2%¢€) va
B'(2°% ¢€) 1a cac tap dong. Hon nita, B'(2°;¢) = B(2%¢) va B(2%;¢) = Int B'(2%; ¢).

1.3. Cho hai tap hop A, B C R™. Chiing minh rang
a) Ext(A) = Int(R™\ A); 9(A) = O(R" \ A).
b) Néu A C B thi Int(A) C Int(B) va A C B.
c¢) Int(AN B) = Int(A) NInt(B); AUB = AU B.

)

)
d) Int(AU B) D Int(A)UInt(B); AnNB C AN B.
e) Tim vi du cho thay céc dau dang thiic trong d) khong nhat thiét xay ra.

1.4. Cho A C R". Chiing minh céac khang dinh sau tuong duong

a) A la tap dong,

b) Ve & A,3e > 0,B(z;e) NA =0,

c)Vx e R", (d(z,A) =0=xz € A).
1.5. Tim vi du dé ching t6 Dinh 1y 1.12 khong con dang néu tap A khong ma.
1.6. Mot tap C' C R" dugc goi 1a 16i néu véi moi z,y € C va moi A € (0,1) ta c6
x4+ (1=MNyecC.

a) Chitng minh cac hinh cau md, déng deéu la cac tap 1oi.

b) Chitng minh néu C' la tap 16i, thi C' va Int C ciing 1 cac tap 16i.

c¢) Tim mot tap khong 16i C' C R? sao cho C va Int C 1a cac tap 10i.

d) Cho C va D la cac tap 16i. Ching minh cac tap C + D, kC (k € R) ciing 6.
1.7. Gia su C la tap loi, dong, khac rong trong R”. Chiing minh réng véi moi

r € R, ton tai duy nhat ¢ € C sao cho ||z — ¢| = d(z,C). Lac d6, ta cling ¢6
(x —e,d —c) <0 v6imoicd e,

1.8. Cho A la mot tap déng khac rong khong gian R"™. Chiing minh ring véi moi
x € R, ton tai a € A sao cho d(z,a) < d(z,b) v6i moi b € A.



Chuong 2.

PHEP TINH V1 PHAN
HAM NHIEU BIEN

2.1. Gidi han va Lién tuc

2.1.1. Ham nhiéu bién

Cho E' 1a mot tap con khac rong ctia R™. Mot anh xa f tit £ vao R duge goi 1a
mot ham nhiéu bién (cu thé 1a n bién) xac dinh trén E:
fE—R;
r=(x1, - ,2,) EE — f(x) = f(x1, - ,z,) €R.

Khin = 1, f trd thanh ham mot bién thic, khi n = 2,3 ta c6 ham hai, ba bién
ma thuong dugce viét don gidn 1a f(x,y), f(x,y, 2z) véi z,y, z € R. Tap E dugdc goi 1a
mién xac dinh cta f. Thong thuong ham f dugce cho duéi dang cong thitc con mién
xac dinh dugc hiéu I tap hop cac diém x lam cho f(z) c¢6 nghia. Chang han ham
hai bién f(z,y) = In((2% + y*)z) c6 mién xac dinh la tap F = {(z,y) € R? | z > 0}.

Tuong tir do thi ham mot bién, do thi cia ham n bién f 1a tap hop con clia
R™*! ma dude dinh nghia nhu sau:

Gr(f) ={(z, f(x)) | = € E}.

Bay gio cho f va ¢ l1a cAc ham nhiéu bién trén E va A la mot s6 thuc, ta ky
hieu \f, f+g, fg, f/g, fV g, fAglacac ham méi duge xac dinh béi, Vo € E :
(Af)(@) = Af(z);
(f £ 9)() f(@) £ g(z);
(f9)(x) = fla)g(x);

Do = I8 wwze
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(fVg)(z) = max{f(z),g(z)}
(fAg)(x) = min{f(z) g(z)}.
Ta n6i f < g néu f(z) < g(x) v6i moi x € E. Cac quan he f < g, f > g va
f > g dugc dinh nghia hoan toan tuong tir.

2.1.2. Gié6i han

Cho f la ham xé4c dinh trén F va 20 € E. Mot s6 thuc L duge goi 1 gidi han
ctia ham f tai 2° néu

Ve> 0,36 >0,Yz € E:0<d(z,2°) <d=|f(x) - L| <e (2.1)
Ta viét 0
L= lim f(z) hay f(z)— L.

Dinh 1y 2.1. Ham f ¢6 ¢idi han bing L tai diem 2° € E néu, va chi néu, vdi moi
day vecto (x%) C E\ {2°} hoi tu vé 2°, day so (f(z%)) hoi tu vé L.
Vi du 2.1. Tai diém (0,0), ham hai bién f(z,y) = L% c6 giéi han bing 0 trong

khi ham g(z,y) = mf—fyz khong c6 giéi han tai diém do.

Khai niém giéi han vo cling ctia ham nhiéu bién cling duge dinh nghia tuong
tu ham mot bién. Cu thé:

lim f(z) = +00 <= VM € R, 30 > 0,z € E: 0 < d(x,2°) <d = f(z) > M;

limof(:v) = —c0<=VYmeR,>0,Vr e E:0<d(x,2°) <é= f(z) <m.
Vi du 2.2.
lim b = +00.

(z,y)—(0,0) 22 4 y?

Dinh 1y sau day dugc ching minh tuong tir doi v6i ham mot bién:
Dinh Iy 2.2. Gid st lim f(z) = L € R, lim g(z) = M € R va A € R. Liic dé,
T—x0

a) limy, ., (f £ g)(x) = L £ M;
b) lim, ., (Af)(z) = AL;
¢) limg . (fg)(x) = LM;

. L
d) Neu M # 0 thi lim,_,, (g) () = i
e) Neu f < g thi L < M.

Cdc phat biéu a)-c) duge hiéu la vé trdi ton tai va bing vé phdi moi khi vé phdi
co nghia.
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2.1.3. Su lién tuc

Cho ham f x4c dinh trén tap £ C R" va 2° € E. Ta néi f lién tuc tai 2° néu
gidi han ctia f tai 2° ton tai va bang f(x°):

lim f(z) = f(a").

Tr—x
Néu f lien tuc tai moi diem z € E, ta néi f lién tuc trén E.

Dinh 1y 2.3. Ham f lién tuc tai diem 2° € E néu, va chi néu, vdi moi day vecto
(zF) C E hoi tu vé 2°, day so (f(z")) hoi tu ve f(z0).

Dinh 1y 2.4. Cho ham n bién f lién tuc tai diém 2° va n ham m bién @;(u) liéen
tuc tai diem u® € R™. Ngodi ra, p;(u’) = :L‘? vdi moi 1 < j < n. Lic dé ham hop

F(u) == f(p1(w), pa(u), -+ on(u))
la ham m bién lien tuc tai u®.

Hé qua 2.1. Cho f va g la hai ham zdc dinh trén E, lién tuc tai 2° € E va X
la. mot so thuce. Lic dé, cac ham \f, f £ g, fg déu lién tuc tai 2°. Hon nia, néu
g(x°) # 0 thy ham £ cting lién tuc tai diém do.

Dinh ly 2.5. Cho E la tap dong va bi chan trong R™ va f la ham lién tuc trén E.
Lic do
a) Ton tai hai diém z,,z* € E sao cho flzo) < f(x) < f(z*) vdi moi x € E.
b) f lien tuc déu tréen E, tic la

Ve > 0,30 > 0,Vz,2' € E: d(z,2') <d = |f(x) — f(a)| <e.

2.2. Pao ham va Vi phan

2.2.1. Dao ham riéng

Dé don gidn, trudc tien ta sé xét truong hop ham hai bién. Cho f : E C R? - R
va (g, Y0) € Int(E). Lac do, ton tai s6 duong e sao cho v6i moi s6 gia Az € (—¢,€)
ta c6 (zo + Ax,yo) € E. Ta sé goi biéu thiic sau

Axf = f(xO + AxayO) - f(x()ayO)

la s6 gia clia ham f tuong tng vdi s6 gia Ax. Néu ton tai giéi han cla % khi
Az — 0 thi giéi han nay dugc goi 1a dao ham riéng ctia ham f theo bién z tai diém
(w0, 10) va duge ky hicu la f;(wo,yo) hay %(5307 Yo). Vay

/ _9f _ o J(@o+ Az yo) — (@0, yo)
fz(@0,50) = %(x(]?yO) = Alirilo s
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Tuong ti, ta c6 dinh nghia dao ham rieng ctia f theo bién y tai (xg, yo):

! — of N T f(x()?yo + Ay) - f(an yO)
fo(zo,90) = a—y(fco,yo) = dim Ay

va ngay ca v6i ham n bién f(z1, 29, ,2,) tai mot diem 2° = (29, -+ ,2%). Chang

rrn
han,

ﬁ(lﬁ) — lim f(x(l) + A$17$87 o 72791) - f(z(l)a Ilj'g, T axg)
81‘1 © Az —0 Al‘l '

Néu tai diém z° € E dao ham riéng ciia f theo n bién déu ton tai thi ta goi

vecto of of of
0y .— [ 20y 2L 0y o0 L0
Vi) = (gL 2w )
la gradién ctia f tai 2°. C6 khi ngudi ta ciing ky hi¢u vecto nay la grad f(z°).

Trong thuc té, dé tinh dao ham riéng clia mot ham f theo bién z; ta chi viec
xem f nhu 14 ham mot bién z; con cac bién khac 13 hang sb.

Vi du 2.3. Vé6i f(z,y) = £ va g(z,y, z) = z*ysin(z + z) ta co

Vf(x,y)=( s l);

x2 x

Vy(z,y,2) = (2zysin(z + 2) + 2%y cos(z + 2), 2” sin(z + 2), 2’y cos(z + 2)) .

2.2.2. Dao ham theo huéng

Cho f 13 mot ham xéac dinh trong mot lan can ctia diem 2° € R™ va v € R™ 1a
mot vecto khac khong. Lic d6, néu gidi han sau ton tai ta goi né 1a dao ham cta
ham f tai 2° theo huéng v:

0 f(@® +tv) — f(2?)
1(,.0. — ZJ 0y i
f (:E 7U) - (9’0(1: ) : tli}g}k t .
C6 thé kiém chitng dugce rang, néu dao ham riéng theo bién z; ctia f ton tai thi voi
er = (1,0,---,0) ta c6

of

Of oy _ 9F of _9f
Oey N

90 ) —a(_el)(wo)z 8961(%0)-

(x

Ngudc lai, néu ton tai dao ham ctia f theo cdc huéng +e; c6 gia tri déi nhau thi
dao ham riéng ctia f theo bién z; ciing ton tai. Cac ban ty phat biéu va chitng minh
cac khing dinh tuong tu doéi véi es, - - -, ey,.

Chu y. Mot ham c6 cac dao ham riéng, tham chi ¢6 dao ham theo moi huéng, tai
mot diém cé thé khong lien tuc tai diém d6. Chang han, trong Vi du 2.1, néu ta
dinh nghia them ¢(0,0) = 0 thi c6 thé kiém chiing duge ham g x4c dinh trén R?, c6
cdc dao ham riéng g, g, nhung g khong lién tuc tai (0,0).
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2.2.3. Vi phan

Cho ham y = f(x) xac dinh trong mot lan can V ctia diém 2°. Véi cac s6 gia
Az; di bé sao cho 2° + Az € V, v6i Az = (Axy, -+, Ax,), ta ¢6 s6 gia clia ham s6
la
Af = f(a*+ Azx) = f(2?).
Néu Af cé thé biéu dién dudi dang
Af=> Alr; +o(Ax)|Azl; 2°+Az eV,
=1

trong d6 A;, 1 < i < n, la cic hang s6 con a 1a ham n bién sao cho

lim a(Az) =0,

Az—0
thi f dudc goi 1a kha vi tai diém 2° va biéu thic

dy = df := i A Ax;

dugc goi 1a vi phan ctia ham f tai diém 2° (tuong tGng véi vecto gia Ax).
Meénh dé 2.6. Néu f kha vi tai 2° thi f lién tuc tai diém do.

Meénh dé 2.7. Néu f khd vi tai 2° thi f ¢6 cdc dao ham riéng tai diém dé va

df = (Vf(2° Z ol %) Ax;. (2.2)

Hon nita, f ¢6 dao ham theo moi hudng tai 2° va

0
O (29 = (4%, 0); Vo e R
ov
Vi mot ham cé cac dao ham rieng tai mot diém co thé khong lien tuc tai diém
d6 nén ciing khong kha vi tai diém d6. Tuy nhién ta c6 két qua sau

0

Dinh 1y 2.8. Néu f c6 cic dao ham riéng trong mot lan can cia 2° va cdc dao ham

nay lién tuc tai 2°, thi f khd vi tai diém do.
Néu g; 1a ham chiéu xudng toa do thi : g;(z1, -+ ,x,) = x; thi ta sé ky hieu

dz; := dg;. Mat khac, g; kha vi tai moi diém va dg; = Ax;. Vay, dx; = Az,. Do do
cong thiic (2.2) c6 thé viét lai:

df = Z dxz (2.3)
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2.2.4. Pao ham ham sb hdp va tinh bat bién ctia vi phan

Cho y = f(x1, 29, -+ ,x,) 1a ham xac dinh trén tap mé G C R" va z; = p;(t),
1 <i < mn,lan ham s6 thyc xac dinh trén khoang (a,b) sao cho

(gpl(t)v 902(t>7 to 790n(t>) c G, YVt € (a, b)
Lic d6, ta c6 ham hop t — y = f(p1(t), 2(t), -+, oa(t)) =: g(t) tit (a,b) vao R.

Dinh 1y 2.9. Néu cic ham ; khd vi tai ty € (a,b) con ham f khd vi tai 2° =
(p1(to), -+ ,on(to)), thi g cing kha vi tai ty va

o) = 3 2L to)

Néu cic ham @; khd vi trén (a,b) va f khd vi tréen G, thi g cing kha vi trén (a,b) va

L orfe)e enlt)el0)

g'(t) =

Tt dinh 1y trén ta thuong viét

E i &cl dt ’
hay
dy = i %dxi. (2.4)
i 0961
Bay gio gia st y = f(z1, - ,2,) & ham kha vi trén tap mé G C R™ va
z; = pi(u) = pi(ug, -+ up), 1 <i<mn,lacic ham kha vi trén mot tap mé £ C R™
sao cho (¢1(u), -+, ¢n(u)) € G v6i moi u € E. Lic do6 ta ¢6 ham hop g: E — R 1a

mot ham m bién, xac dinh béi
g(u) = flpr(u), -+ on(u)); ueE.
Béng cach st dung Dinh 1y 2.9 va xem ¢ la ham theo mot bién u; ta c6

dg — Of dpi.
8Uj - 1 8.732 an’ =J=

T do, ta nhan duge vi phan ciia ham g:

—~ 99~ N~ Of O De;
gﬁ_ ' Z{izlﬁ_xiauj} Z@xz{ duj}'

7=1
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Lai st dung Dinh 1§ 2.9 cho cac ham z; = ¢;(u) ta duge
y ;_1 9. (2.5)

Déi chiéu (2.3), (2.4) va (2.5) ta thay dang vi phan ciia y khong hé thay ddi cho
dit z; 1a cac bién doc lap, ham clia mot bién ¢ € R hay la ham cia m bién v € R™.
Ta n6i dang vi phan bac nhat c6 tinh bat bién.

Van dung cac két qua trén mot cach thich hop ta cé cac cong thitc tinh vi phan
sau
Hé qua 2.2. Cho u va v la cdac ham nhiéu bién khd vi tréen mién chung E C R™.
Liic dé, trén mién nay ta co

a) d(u £ v) = du =+ dv;

b) d(Au) = Adu, X €R;

¢) d(u.v) = udv + vdu;

du — ud
d)d(g> _ TR 2 0;
v

)
U2

2.2.5. Pao ham ham an

Cho F(z,y), * € R", y € R 1a mot ham n + 1 bién, xac dinh trong mot tap ma
G C R*L. Xét phuong trinh
F(z,y)=0. (2.6)

Néu ton tai ham n bién y = f(z); * € E C R" sao cho
F(z, f(z)) =0; VrekE,
thi f dugc goi 1a ham an xac dinh bdi phuong trinh (2.6).

Dinh 1y 2.10. Gid si ham hai bién F lién tuc cung vdi cic dao ham F!, F, trong
mot lan can cia diém (zo,y0) € R2. Ngodi ra, F(xo,yo) = 0; F,(w0,90) # 0. Liic do

a) Ton tai duy nhat mot ham y = f(x) thod man f(xg) = yo va F(z, f(x)) =0
vdi moi x thudc vao mot lan can A = [xg — J,z9 + J] cia xg,

b) f lién tuc, cé6 dao ham lién tuc trén A va

F(z, f(z))
fllz) = -2 Ve A
Fy(z, f(x))
Dinh 1y 2.11. Gid st ham n + 1 bién F(xy, -+ ,xn,y) lién tuc cung vdi cic dao
ham rieng F,, .- F. , F/ trong mot lan cin cia diem (2°,y°) € R™'. Ngoai ra,

F(2°,4°) = 0; F)(2° y°) # 0. Lic do,
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a) Ton tai duy nhat mot ham y = f( ) thod man f( 0) =
vdi moi x thudc vao mot lan can A = [z — 6,29 + 0] x - X [z

F(z, f(z)) =

y° va
O —§,a0 +0] cua:po,

b) f lién tuc, c¢6 cac dao ham riéng lién tuc trén A va

F! (x, f(z
L@ I@) A 1<icm
Fy(x, f(x))
Bay gio cho Fi(z,y), v € R", y € R™ 1 < i < m, la m ham n + m bién, x4c
dinh trong mot tap mé G C R™*™. Xét hé phuong trinh

Fi(z,y)=0; 1<i<m. (2.7)
Néu ton tai m ham n bién y; = fi(z); v € E CR", 1 <i < m sao cho

ﬂ(x,fl(a:),~-,fm(:c)):0; VeeE, 1<i<m,

thi {f; | 1 <i < m} dugc goi la he ham an xac dinh bdi hé phuong trinh (2.7). Néu
ton tai cac dao ham rieng ctia cac ham F; theo céc bién y; thi dinh thic sau duge
goi 1& Dinh thitc Jacobi ctia he ham F; ddi véi cac bién (E

8F1< OF

vy) - gk (@y)

obyy) Batey
DJ,(z,y) == det | 7" o

IFm

OFy,
oY1 ($7y) agm (33 y)
Dinh 1y 2.12. Gia st cic ham Fy(x1, -+, Tp, Y1, Ym) lién tuc cing vdi cic dao

ham riéng OF;/dy;, 1 < i,j < m, trong mot lan cin cia diem (2°,y°) € R*™.
Ngoai ra, F(2° y°) =0 va DJ,(«°,4°) # 0. Lic do,

a) Ton tai duy nhat hé ham y; = fi(z), 1 < i < m, thod man f;(z°) = y? va

Fi(z, fi(z), -, fn(x)) = 0 vdi moi x thudc vao mot lan cin A ciia dieém 2°,

b) Cac f; lién tuc, cé cic dao ham riéng lién tuc tréen A. Hon nida, néu dat
yi = fi(xy, -+ x,), thh véi moii € {1,--- ,m}, j€{l,--- ,n} ta cé

Ofi ( ) _ _DJ(ylf",yi—17$j,yi+1,"~,ym)<xa y)
a.T] DJy(x: y) .

Hé qua 2.3 (Dao ham ham ngugc). Gid st F': D C R™ — R™ sao cho cic ham
thanh phan F;(y) lién tuc cung vdi cac dao ham riéng OF;/0y;, 1 < i,j < m, trén
tap md D > y°. Ngoai ra, ma tran Jacobian JF(y°) = (OF;/0y;) khong suy bién.
Lic dé ton tai mot lan can U cia y° va mot lan cin 'V cia 2° = F(y°) va mot danh
za F~1 1V — U, ¢6 ciac ham thanh phan khd vi lién tuc, thod man

a)VyeU,V2e€V:z=F(y) & y=F(z2)
b)VzeV: J(F 1) (z)=JF(y) !, vdiy = F1(2).
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2.3. Dao ham cap cao va Coéng thiic Taylor

2.3.1. Pao ham cap cao

Dé don gian trudc tien ta xét ham hai bién. Cho z = f(z,y) la ham xac dinh
trén tap mé G C R?, ¢6 cac dao ham rieng f;(z,y), f,(x,y) trén G. Day cing la
cac ham hai bién. Néu cac ham nay ciing c6 cac dao ham riéng thi cic dao ham d6
dugde goi 1a dao ham riéng cap 2 ctia f. N6i chung f c¢6 4 dao ham riéng cap 2:

2 g —- ﬁ :f//2 — //2
Ox \ Ox ox? °F e
2 a_f . 82f f// "
ox \ Oy ) "Oxoy v TV
2 g . 82f f// "
oy \0x ) Oyox T T
9 (of Pl
a—y —y = m = y2 :Zyz.

Tuong tu, ta c6 cac khai niem dao ham cip cao hon va ctia nhitng ham nhiéu
bién hon. Chang han, v6i ham u = f(z,y, ) ta c6 dao ham riéng cap 4:

Lo __9F 9 (0 (0 (of
A 9x020y0xr - Ox \ 0z \ Oy \ Ox '

N6i chung, fr # f,., fﬂ’c’éy # fogs 7 f;;’CQ Tuy nhién nhiing dao ham hén hop

nay sé tring nhau trong truong hop ching lien tuc. Diéu dé duge thé hien trong
dinh 1y sau

Dinh ly 2.13. Gid st z = f(x,y) la ham zdc dinh trén tap md G, c¢é cic dgo ham
riéng cap hai hon hgp fr,, fi.. Néu cic dao ham nay lién tuc tai diém (zo,y0) € G,
thi

fay (X0, 90) = fou (0, 40).

Ching minh. Dat A := f(zo+ h,yo + k) — f(zo + h,yo) — (20, y0 + k) + f (20, v0),
g1(t) := f(t,yo+ k) — f(t,y0), v6i h va k 1an lugt 1a s6 gia ctia x va y. St dung Dinh
Iy Lagrange cho g; roi cho f/ ta tim duge cac s6 4,60 € (0,1) (phu thuoc vao h, k)
thod man

A= gi(xo + h) — g1(xo) = g} (xo + Sh)h
= [fo(wo + 0h,yo + k) — fr(zo + 6N, yo)]h
= f2 (xo+ Oh,yo + Ok)hk.
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Tuong ty, néu dat ga2(s) := f(xo+ h,s) — f(zo, s), va ap dung Dinh 1y Lagrange lan
luot cho go 1di cho f;, ta ciing tim dugc cac s6 «, 3 € (0,1) thod man

A= fi.(xo+ ah,yo + Bk)hk

Tu doé:
f;ll,(fﬂo + ah,yo + Bk) = fg’,lx(% + Oéhay[) + ﬁk)

Cho h, k — 0 ta nhan dudce diéu phai ching minh. n

Dinh 1y nay ciing dugc md rong khong may khoé khan cho cac truong hop dao
ham cap cao hon, hodc v6i ham nhiéu bién hon véi dicu kién cac dao ham hén hop
d6 lien tuc. Chéng han v6i ham v = 23 sin(y + z?), cac ban ¢6 thé kiém tra cac dao

(4) (4) (4) (4) (4)

N X S N . 2
ham w,y, ., Usyez, Usyze, Uyeze, U, 0, déu bang nhau va bang —12zz sin(y + 2°).

2.3.2. Vi phan cap cao

Dé don gian, trude tien ta xét ham hai bién. Cho z = f(x,y) l1a ham xacdinh
va kha vi trén tap md G C R2. Vi phan ciia f tai méi diém (x,y) € G 1a

(e ae+ )y

df (z,y) = o

Nhu vay, df 13 mot ham hai bién trén G. Néu df ciing kha vi thi vi phan ctia no sé
duge goi 1a vi phan cap hai ciia f. Lic do,

0 0 0 62 82
_df(x y) = 9 (8£ (z,y)Ar + 8_£(x y)Ay) 8x€ (z,y)Ax + axafy

(z,y)Ay;

0 g (0 0 0? 0?
i) = 5 (e + Lanoy) = 2L @acs oy

Tém lai, vi phan cap hai clia f tuong ting véi cap s6 gia (Ax, Ay) la

d*f(z,y) = d(df)(x,y) = %df(x, y).Ax + %df(x, y).Ay

2f( Az + 2f( 1ay) ar+ (L@ +i( JAy) A
_O*f s, O0%f >’f 82f 5

Néu cac dao ham riéng cap hai hén hgp lién tuc thi theo Dinh 1y 2.15 vi phan cap
hai ctia f c6 thé viét gon hon:

>y 02/ 0*f

2 _ 2
f(r.9) = 53l n)a’ + 250 y)Ardy + 5 g

5 (2, y)Ay?,
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ma, dé don gidn ngusi ta viét lai mot cach hinh thic nhu sau

0 2,1\
#10) = (gedat 20w) Sl

Tuong tu, ta ciing c6 dinh nghia clia cic vi phan cap cao hon. Hon nita, bang
quy nap ta cé thé ching minh duge ménh dé sau

Dinh ly 2.14. Néu ham hai bién f(x,y) cé cic dao ham riéng dén cap m lién tuc
trén tap md G C R? thi f kha vi cip m trén G va ta cé vi phan cap m cia f tuong
1ing vdi cdp s6 gia (Ax, Ay) la

0 0 " = N
d™f(x,y) = (@AI + a—yAy) f(z,y) Z Cf”’@a:kay AxkAym k

Bang mot luge do tuong tu ta nhan dude khai niém vi phan cap cao cia ham
nhiéu bién ciing nhu cong thiic tinh ctia né. Cu thé ta c6 meénh dé

Dinh ly 2.15. Néu ham nhiéu bién f(xy, -+ ,z,) c¢6 cic dao ham riéng dén cap m
lien tuc trén tap mdé G C R™ thi f khd vi cip m trén G va vi phan cip m cia f
tuong dng vdi vecto gia Ax = (Azq,--- ,Ax,) la

"9
dmf(xla"' 7In) — (Z
i—1 8377,

) f(xh... ’mn)’ (1‘1,--- ,In) e d.

2.3.3. Cong thic Taylor

Dinh 1y 2.16. Gid sty = f(x) la mot ham cé cdac dao ham riéng lien tuc dén cdp
m trén tap md G C R™, 20 la mot diém trong G va Ax la vecto sao cho doan thang
(29, 2° + Az] ndm gon trong G. Lic dé, ton tai s6 6 € (0,1) sao cho

F(2° + Ax) Z ki %dm f(2® + 0Ax), (2.8)

o

trong dé, d* f(x) kij hiéu vi phan cap k cia f tai x tuong tng vdi vecto gia Ax.

Chaing minh. Dat F 1a ham mot bién F(t) = f(2° + tAx). Khai trién MacLaurin
ham nay dén cap m ta co

O) pm. (2.9)
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Cha ¥ ring

F'(t) = z": gg (2° + tAz). Az; = df (2° + tAx),
=1 v

n 2
F"(t) = Z E)xa@fx (2° + tAx).Az;Ax; = d* f(2° + tAz), - -

FM(t) = d™ f(2° 4 tAx).
Thay vao (2.9) v6i t = 1 ta dugce diéu phai ching minh. O

(2.8) dugc goi 1a Cong thitc Taylor dén cap m ciia ham f tai diém 2°, tuong
ung véi vecto gia Awx.

Hé qua 2.4 (Dinh ly gia tri trung binh). Gid s f la ham ¢é cdic dao ham riéng
lién tuc trén tap mé U C R™ wa a,b € G la hai diém phan biét sao cho [a,b] C G.
Liic dé ton tai diém c € (a,b) thod man

f() = fla) = (Vf(c),b—a).

2.4. Cuc tri

2.4.1. Diéu kién can

Cho f 1a ham nhiéu bién xac dinh trén G C R”. Ta n6i ham f dat cuc tieu (cuc
dai) dia phuong tai diém 2° € G néu ton tai s6 duong J sao cho

fa*) < f@) (f(«°) > f(z); VzeB(8)NG.
Trong ca hai truong hop ta néi f dat cyc tri dia phuong tai 2°.

Dinh 1y 2.17. Néu f dat cuc tri dia phuong tai mot diém trong 2° cia G, tai dé
ton tai cac dao ham riéng cia f, thi cdic dao ham nay phdi bang 0. Tic la

V() =0.

Mot diém tai d6 gradién ctia f bang khong duge goi la diém ding ciia f. Dinh
Iy 2.17 cho thay moi diém cuyec tri clia f déu la diém ding. Tuy vay diéu nguge lai néi
chung khong con ding. Chéng han, ham f(z,y) = 2% — 32 ¢6 Vf(z,y) = (22, —2y)
v6i (z,y) € R%, vi vay ham nay c6 mot diém dimg 14 (0,0) nhung d6 khong phai la
diém cyc tri. That vay, trong mot lan can bé tuy y ciia (0,0) ta luon tim duge hai
diém tai d6 ham f c6 mot gia tri bé hon f(0,0) vA mot gia tri 16n hon f(0,0).
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2.4.2. Dieéu kién du

Trude khi phét biéu diéu kien di cuc tri ta nhéc lai Cong thitc Taylor dén cap
hai ctia f tai mot diém z°:

£+ Az) = F(&°) + df (2) + %dzf(xo +0Az), 6e(0,1).

Néu f c6 cac dao ham rieng dén cap hai lién tuc thi theo Dinh 1y 2.15

n 2
(%) Ax; + L ( iA%) f(2° + 0Ax)

~ Oz 2 - ox
"\ Of I o=~ O%f
— 0 2 (40 L4z 0 . .
= f(2") + Zz:; o (x”)Ax; + 5 Zz:; ; Dbz, (2" + 0Az)Ax;Ax;.
Tom lai,
f(2°+ Az) = f(2°) + (Vf(a"), Ax) + %AwTV2f(x0 + 0Ax)Az, (2.10)

trong d6 AzT 1 vecto chuyén vi ctia Az con V2f(x) ky hidu ma tran Hessian clia
f tai mot diém z. D6 1a ma tran vuong cap n x n ma phan tit é hang ¢ cot j chinh

1a aziaj;j (x). Day 1a mot ma tran d6i xiing khi cac dao ham rieng cip hai lien tuc.

Néu z° 14 diém dimg thi Vf(2°) = 0, nén (2.10) dugc viét lai nhu sau

f2+ Az) — f(2°) = %AxTVQf(xO + 0Ax)Ax,
Nh&c lai rdng mot ma tran A vuong cap n x n duge goi 1a xac dinh duong (nita
xac dinh duong, xac dinh am, nita x4c dinh am) néu
u'Au>0 (u"Au>0) (u"Au<0) (u'Au<0); YuecR"\{0}.
A dudce goi 1a khong xac dinh dau néu ton tai hai vects u, v € R™ sao cho
u’ Au < 0 < v Av.

Dinh ly 2.18. Gia st f c¢6 dao ham dén cap hai lién tuc trén mot tap md G, nhan
diem 2° € G lam diém ding. Lic dé néu V?f(x) nita zdc dinh duong (nida zdc dinh
am) trong mot lan can cia 2°, thy 2° la diém cuc tiéu (cuc dai) dia phuong.

Bay gio ta nhic lai mot két qué quen biét trong dai s6 tuyén tinh. Cho A = (a;)
la mot ma tran thuc vuong dbi xing cap n. Ta dit

a1; Q12 - A1k
Q21 Q22 -+ A2k

Ap(A) = det

Qg1 Qg2 - Qg
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Dinh 1y 2.19. A la ma tran zac dinh duong (am) khi va chi khi
Ap(A) >0 ((=1)*Ai(A) >0); 1<k<n.
Dinh 1y 2.20. Gia st f c¢6 dao ham dén cap hai lién tuc trén mot tap md G, nhan
diem 2° € G lam diém dung. Liic dé
a) Néu V2 f(2°) zdc dinh duong thi 2° la diém cuc tiéu.
b) Néu V2f(x°) zdc dinh am thi 2° la diém cuc dai.
f?)

¢) Néu V2 f(2°) khong wdc dinh dau thy x° khong phdi la diém cuc tri.

Khi f 1a ham hai bién ta c6
2f 2f

_2(x7y) —(x,y)
v2 , — 8:212 81‘26y )
Jey <8i,gz<x,y> %x,y))

Do d6, bing cach dat

02 f 0 f 0*f
A= galow)i Bi= g (ron) =550, )

ta co Al(v2f(l’0,y0)) = A va AQ(VQf(Z'o,yo)) = AC — B2 =:D. Tu Dlnh 157 2.20
ta c6 hé qua sau

Hé qua 2.5. Gia st f(z,y) nhan (z,yo) la diém ding. Ngodi ra, cic dao ham riéng
dén cap hai ton tai va lien tuc tai (zo,yo). Lic doé

a) Néu D > 0 va A > 0 thi (2o, 0) la diém cuc tiéu.

b) Néeu D >0 va A <0 thi (wo,v0) la diém cuc dai.

¢) Néu D < 0 thi (zo,y0) khong phdi la diém cuc tri.

Nhu vay, néu D = 0 thi ta van chua xac dinh dugc (2, yo) c6 phai la diém cyc
tri hay khong.

2.4.3. Cuc tri c6 dieu kién

Ta xét bai toan cuc tri

min f(xy, 9, -+, Tp),

gl(xhx% T 7$n) = 07
(P)

gm(xlax% T 7In) - 07

§dom < n. Tap hgp X := {x € R" | g;(z) = 0;1 < i < m} dugc goi la tap chap
nhan dugdc ctia bai toan va médi diem = € X duge goi 1a mot diém chap nhan duge.
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Mot diém z € X dudc goi 1a nghiém (dia phuong) clia bai todn (P) néu ton tai lan
can U cua Z sao cho

f(z) < f(x); YeeUNX.
Dinh 1y sau cho ta mot diéu kién can ctia cie tri c6 dieu kien:

Dinh ly 2.21. Gia st T la mot nghiém cia bai toan (P) tai do cic ham f va g; kha
vi lién tuc. Hon nta, ma tran Jacobi

991 (=\  Ogi (= 991 (=
@ W@ o
S2(x) 32(z) - 52(2)
O [ =\ Ogm (= g (o
() () - (7))
¢6 hang bang m. Lic dé ton tai cdc so thuc M\, Mg+, Ay, Sao cho

Vi) - Z AiVgi(Z) = 0.

Céc s6 A1, ..., Ay trong dinh 1y trén duge goi la cac nhan tit Lagrange ctia bai
toan (P) dbi véi diém cyc tri Z.

2.5. Thuc hanh tinh toan trén Maple

2.5.1. Giéi han va do thi ham nhiéu bién

a) Dinh nghia ham nhiéu bién s6. Dé don gian ta chi xét ham hai bién.
Cii phap: [> £:=(x, y)— > (biéu thiic ham theo x, y);
Vi du:

[> f:= (x, y)— > 3*xA2*sin(x*y);

fi=(x,y) — 3¢*sin(zy)

b) Tinh giéi han ctia ham nhiéu bién. Chiang han, ta xét ham hai bién, truong
hop tong quét dude viét tuong tir.
Ct phdp: [> 1limit(f(x, y), {x=a, y=b}); (Limit sé cho cong thitc hinh thiic)

Chu ¥ rang néu viét 1limit (1imit(f(x,y), x=a), y=b) thi mdy sé tinh gidi
han lip, trude tién theo x va sau d6 theo y. C6 khi ham khong ton tai giéi han tai
(a,b) nhung van ton tai cac gidi han 14p.

Vi du:
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[> limit (x*y/(xA2+yA2), {y=0,%=01});
. ry
limit (m, {y=0,2 = 0})

Ttc 13 may khong tinh ndi gidi han nay (vi khong ton tai). Tuy nhién:
[> limit (limit (x*y/ (xA2+yA2), y=0), x=0});
0

Mubn vé do thi ham nhiéu bién ta can khéi dong cac géi lenh plottools, plots.
c¢) Vé do thi ham z = f(z,y).
Ch phdp: [> plot3d(f(x,y), x=a..b, y=c..d);

Ltc do6, do thi 1a mot mat trong khong gian Oxyz v6i mién xac dinh 13 hinh
ch nhat [a, b] X [c, d].

Vi du:
[>f:= (x, y) —> xA2 + yA2:
[> with(plots): with(plottools):
[> plot3d(f(x,y), x=-3..3, y=-2..2);

g
IIII;III/
27177717
1
lllII’;Ill

N
A\
N NS 4077 777
N ””Zé{,

Hinh 2.1: D6 thi ham 2 = 22 + ¢?
Néu vé nhiéu mit trén ciing mot khong gian toa do thi ta viét
Ch phdp: [> plot3d({f(x,y), gx,y),...}, x=a..b, y=c..d);
Vi du: (xem Hinh 1.2)
[> plot3d ({xA2+yA2, sqrt(1-xA2-yA2)},y=0..sqrt(1-xA2),x=-1..1);
d) V& mit dude cho duéi dang tham sé. Gia st mat S duge cho béi hé
x = x(u,v),
y=y(u,v), (u,v) € [a,b] X [c,d].

z = z(u,v),
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Hinh 2.2: D thi cic ham z = 22 + 2 va 2 = /1 — 22 — )2

Dé vé mit S ta dung lénh (chi ¥ ditng nham 1an véi lenh vé nhiéu mat ciing lic)
Ci phdp: [> plot3d([x(u,v), y(u,v), z(u,v)|, u=a..b, v=c..d);

e) Vé mat dudc cho béi phuong trinh an dang F(z,y,2) = 0.

Ch phdp: [> implicitplot3d(F(x,y,z)=0,x=a..b, y=c..d, z=e..f);

Vi dy: D@ vé mat % + % — 2% =1 trong hinh hop [—5, 5] x [—6, 6] x [—1..1], ta viét
[> implicitplot3d(xA2/44+yA2/9- zA2-1 =0, x=-5..5, y=-6..6, z=-1..1);

Hinh 2.3: D6 thi ham an 22/4+¢?/9— 22— 1=0

f) V& cac dudng mitc ciia mot ham hai bién.
Ch phdp: [> contourplot(f(x,y), x=a..b, y=c..d);

Lic d6, méy sé vé trén mit phang Ozy cac dudng cong dang f(z,y) = «, véi cic a
khac nhau.
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2.5.2. Tinh dao ham

Viéc tinh dao ham ctia ham mot bién hoac dao ham riéng ctia ham nhiéu bién
dugce thyc hién tuong tu nhau.
a) Tinh dao ham riéng cAp mot.
Ct phdp: [> diff(ham sb, tén bién rieng); (dung Diff thi cho cong thic hinh thic)
Vi du:

[> diff (sqrt (1+yxA2), x);

_yr
Nigwr
[> f:=(x,y)— >x*sin(x*y):
[> diff(£(x,y), y¥);
2% cos(wy)
[> Diff (f(x,y), x);
—xsin(zy)

Ox
b) Tinh dao ham cép cao.
Ct phap: [> diff(f(x,y), x8k, y$m);
Vi du: (v6i ham f nhu trén)
[> diff(f(x, y ),x$2, y$3);
82% sin(zy)y — 1227 cos(zy) + z* cos(zy)y?

c¢) Tinh gradién (chang han, ham ba bién):
Ct phdp: [> grad(f(x,y,2z), [x,y,z]1);
d) Tinh Hessian.
Ct phdp: [> hessian(f(x,y,2), [x,y,z]);
Vi dy: (v6i f G trén)
[> grad(f(x,y), [x,y]);
[sin(zy) + = cos(zy)y, 2 cos(zy)]

[> hessian(f(x,y), [x,y]);

2 2

2cos(zy)y — xsin(xy)y® 2cos(zy)r — z* sin(zy)y
2 cos(zy)r — % sin(zy)y —a? sin(xy)
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2.5.3. Khai trién Taylor
Khai trién Taylor ham f(z,y) tai (a, b) dén cap n: Ci phdp: [> mtaylor (f (x,y),
[x=a, y=b], n);

Néu khai trién tai (0,0) ta chi can viét [z, y] thay cho [z = a,y = b]; néu khong
khai bao n thi ngam dinh n = 6.

Vi du:
[> mtaylor(sin(x + yA3), [x, v |, 8);

1 1 1 1 1 1
T+y — éx?’ - §y3x2 + 1—2Ox5 - Mm‘? — §y6x + ﬂy?’x‘l

[> mtaylor(sin(x + yA3), [x, v ]);

1 1 1
T+ 4P — éxz’) _ §y3x2+ E()x5

2.6. Bai tap

2.1. Cho ham hai bién

vy’ w#0;
T,y) =
f(x,y) {07 .

Cho biét ham nay lién tuc tai nhitng diém nao? Tinh £(0,0), f,(0,0).
2.2. Tim, ho#c chitng minh khong ton tai, cac gi6i han

hm(hm flz,y)); hm(hm f(z,v)); lim  f(z,y))

z—0 y—0 y—0 z—0 (z,y)—(0,0)

[z + y|

f(%y):m-

2.3. Tim, ho#c chitng minh khong ton tai, cac gi6i han

hm(hm flz,y)); lim(lir% flz,y)); lim  f(x,y))

z—0 y—0 y—0 z— (z,y)—(0,0)

$2+y2

f<x7y):x2+y2+(x_y>2
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2.4. Cho ham f: R x R — R xac dinh bdéi

_ [ (@) #0,0),
f@y): {Q (z,y) = (0,0).

Chting minh ring ham f gian doan tai diém (0,0) nhung céc dao ham rieng f7(0,0),
£,(0,0) ton tai.

2.5. Khao sat tinh lién tuc va sit ton tai cac dao ham riéng cap mot ctia ham hai

bién
22 4 y?) sin ———, (z, 0,0):
f(x,y):{( +47) Jor (z,y) # (0,0)
0 (z,y) = (0,0).

2.6. Phac hoa do thi ctia cac ham hai bién sau. Khao sat tinh lién tuc va su ton tai
cac dao ham riéng cip mot clia ching

V1—a2 -2 2?2 +yP <1
f@w%={

0, ?+y* > 1

xZ, =
ey 1, > +y* > 1

2.7. Xét su lien tuc, kha vi ctia ham hai bién

2+ y?, x>0,
xZ, =
f(z,y) {¢’ o0,

2.8. Chiing minh rang néu f lién tuc trén mién D C R™ va ton tai a,b € D sao cho
f(a)f(b) < 0 thi phuong trinh f(z) =0 c¢6 nghiém trong D.

2.9. Cho f : R? — R lién tuc sao cho f(0) < 0 va f(x) > 0 v6i moi z € S(0,1).
Chitng minh rang phuong trinh f(z) = 0 ¢6 vo s6 nghieém.

2.10. Cho f: R" — R, v6i méi z € R" va v € R" ta dinh nghia ham mot bién thuc:
Gzo(t) = f(x +1tv); teR.

a) Ching minh f 161 < g,, 10i v6i moi z,v € R",
b) Tit d6 suy ra néu f kha vi cap hai trén R™ thi f 16i khi va chi khi V2 f(x)

nita xac dinh duong tai moi diém z € R".
2.11. Duing vi phan cadp mot ctia ham hai bién dé tinh gan ding biéu thiic sau

ln(€0.15+3sin(0.01) + COS(0.0].) _ 1)
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. . 1.02 .
2.12. Tinh gan dang biéu thic tan (@)’ biet

2.13. Tinh gan ding biéu thiic arcsin (0.49 + In(1.02)), biét — ~ 0.523.

ol

2.14. Viét bicu thitc vi phan toan phan ctia ham z = 5z sin(z? + y)ev.

~—~

2.15. Viét bicu thic vi phan toan phan ctia ham u = 5sin(z + y%2) cos(xy) phu

theo dt, biét x = 3t2 + 1, y = Int, z = €.

—~

2.16. Viét bieu thitc vi phan toan phan ciia ham z = 3z2ye® phu theo dr va do,
biét & = 7 cos p, y = rsin .

2.17. Cho ham 2 bién
w5, 2ty £,

75
fle.y) = {0, T2
Chting minh rang f,(0,0) # f,,(0,0).
2.18. Khao sat sy ton tai ham an dang y = f(z) hodic x = g(y) clia phuong trinh
3gettycos(rin(y+1)) 4 (2 —4)siny —3 =0

trong lan can diém M (1,0). Néu ton tai, hiy xac dinh dao ham ciia ham an tai diém
tuong ing.
2.19. Cho ham 3 bién f(z,y,2) = br?cos(y + z?). Xac dinh ma tran Hessian
V2f(1,m,0) va tinh dinh thic ctia né.
2.20. Cho ham 2 bién f(z,y) = 3(z + 1)evt** Hay tinh vi phan df(1,0) va vi phan
cap hai d?f(1,0) tuong ting véi vecto gia (Ax, Ay).
2.21. Khao sat sy ton tai ham an y = f(z) clia ciAc phuong trinh sau

a) br2e¥ + 3y cosx = 0 tai (0,0);

b) sinz +cosy —1 =0 tai (3, 7).

Tinh dao ham ham &an tai cac diém tuong tng.
2.22. Khao sat cuc tri ctia cac ham hai bién thuc:

z=a3+ P = 3wy, 2=+t —2® —
z=ay+ay’ —ay; 2z =ay’ — 2y

z =22+ 3y —xty 2= axy? + 2%y

r+y+1 1
_ : y— :
x2_|_y2+1’ 1_|_x2+y2
p=1—a2+y2 2= (2P TV,
z = ay’ + 2y, z =xy\/1 — 42?2 — 9y2.

2.23. Chiing minh ham s6 sau cé vo s6 diém dimg, trong d6 c6 mot diém cuyc dai

z = (2% +y°)? — 22% — 2%



Chuong 3

UNG DUNG

CUA PHEP TINH VI PHAN
TRONG HINH HOC

3.1. Cac hé toa do

3.1.1. Heé toa do cuc

Dé biéu dién mot diém trong mit phing ta thuong si dung hé toa do Décac
vuong géc. Nghia 1a ngudi ta st dung hai truc toa do vuong géc Ox, Oy cat nhau
tai mot diém O. Méi diém M trong mit phang dude xac dinh hoan toan bdi cap
s6 thuc (z,y) € R?; trong d6 z = OP, y = OQ v6i P va @ lan lugt 1a hinh chiéu
vuong goc cua M lén Ox va Oy.

Néu bay gio ta dac trung mdi diem M trong mat phang bdi cap gia tri (r, ),
trﬂg dé r la do dai doan OM va ¢ la goc dinh huéng lap béi truc Oz va vecto
OM, thi cip s6 nay sé dugc goi la toa do cuc ctia diém M. R6 rang, mdi cap
(r,0) € G = R, x R xac dinh duy nhat mot diém trén mit phang. Tuy vay, tuong
tng v6i mdi diém M trén mat phéng thi c6 thé cé nhiéu cap toa do cuc khac nhau
cho né vé6i cac gia tri ¢ sai khdc mot boi clia 27. Dic biet dé biéu dién diém O
ta c6 thé diung cap (0,¢) v6i ¢ tuy y. Dé viec biéu dién 1a duy nhat (ddi v6i cac
diem M # O) ngudi ta thudng thu hep pham vi ctia o, chiang han chi cho phép
(r,p) € G =10,+00) X [0,27) hosic (r,¢) € G = [0,+00) X [—m,7)...

Mai lien hé giita toa do ciic va toa do Deécac dude cho bdi hé sau

T =T COoS P,
Yy = rsinp.
Lic dé6, phuong trinh céac duong trong mit phing

flz,y) =0
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ciing c6 thé dude cho dudi dang

g(r,e) =0

hay ngugc lai. Chang han dudng thang x +y = 1, dudng tron don vi 22 + 1% = 1 va
dudng parabol y = 22 c¢6 thé dugc viét lai lan lugt 1a r(cos ¢ +sing) =1, r =1 va
rsin g — r? cos® p = 0. Ngoai ra c6 mot s6 dusng ma cach biéu dién theo hé toa do
nay cho ching ta mot ¥ nghia hinh hoc sang stia hon hén ding toa do khéc. Chéng
han dudng thang y = 1 hoan toan khong nén viét rsin ¢ = 1. Hay nguge lai dudng
xo0dy tron oc r = ¢ rat kho tim duge mot cach bicu dién trong toa do Décac.

3.1.2. Heé toa do tru

Tuong tu trong mit phang, trong khong gian ta thuong st dung hé toa do
Décac vuong goc. Nghia la ngudi ta sit dung ba truc toa do vuong goéc Ox, Oy, Oz
cit nhau tai mot diém O. Méi diém M trong khong gian dudce xéc dinh hoan toan
béi bo ba s6 thuc (z,y, z) € R?; trong d6 x = OP, y = 0Q, z = OR v6i P, Q va R
lan lugt 13 hinh chiéu vuong goc ctiia M lén Ox, Oy va Oz.

Néu goi N 1a hinh chiéu ctia M lén mit phang Oxy va ta dac trung cho diém
M trong khong gian bdi bo ba (7, ¢, 2) trong d6 z = OR, r 1a do dai doan ON va ¢
la goc dinh huéng lap béi truc Ox va vecto @7, thi bo ba nay sé dugc goi la toa do
tru ctia diém M. Né6i cach khac, ta thay cip (z,y) trong toa do Décac bdi toa do cic
tuong ung (r, ) va git nguyeén toa do thit ba: z. Cach xac dinh toa do nhu vay ciing
khong duy nhat. Néu thu hep pham vi toa do 1a (r, ¢, z) € [0, +00) x [0,27) x R thi
viéc biéu dién 1a duy nhat doi véi cac diém khong thudce truc Oz.

Mbi lien hé gitta toa do tru va toa do Décac duge cho bdi hé sau

T =1 COos P,
Yy = rsinp,
z=2z.

Lic d6, phuong trinh 72 + 2?2 = 1 xac dinh mit cau don vi con phuong trinh
z = r xac dinh mot mat nén huéng ve chieu duong ctia truc Oz.

3.1.3. Heé toa do cau

Trong khong gian ngudi ta con sit dung hé toa do cau dé biéu dién cac diem. Cu
thé, ing v6i mot diem M trong khong gian c6 hinh chiéu vuoéng géc lén mit phéng
Oxy la N, ta goi toa do cau ctia M 1a bo ba (p, p,0) € [0,+00) x [0,27) x [—, 7]
trong do6 p la do @)doan OM, ¢ la goc lap béi Ox véi vecto ON con 6 1a goc lap
bdéi Oz va vecto OM.
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Mai lien hé giita toa do cau va toa do Décac duge cho bdi hé sau
x = psinf cos g,
y = psinfsin @,

2z = pcosfb.
Dé thay réng, mit cau don vi bay gid c6 phuong trinh 14 p = 1 con méit nén

r = z trong toa do tru bay gio c¢6 phuong trinh trong toa do cau la 6 = 7 Trong
khi dé6, mat parabol z = 22 + 3? ¢6 phuong trinh cos = psin? 6.

3.2. Ham vecto

3.2.1. Khai niém

Cho I 1a mot khoang trong R. Lic d6, mot anh xa
f:I— R"
tel — f(t)eR"
duge goi 1a mot ham vecto (n chiéu) bién s6 ¢t xac dinh trong I. V6i mdi gia tri
t €I, f(t) 1a mot n—vecto v6i n thanh phan: f(t) = (fi(t), -, fu(t)). Vi vay viéc

cho mot ham vecto f(t) tuong duong véi viec cho n ham s6 thuc f;(¢), 1 <i < n,
goi 1a cadc ham thanh phan cta f. Tap hop

C={/@)[tel}

duge goi la mot duong cong trong R™. Khi n = 2 ta nhan dugc mot dusng cong
phéng va khi n = 3 ta c6 dudng cong trong khong gian. Thong thuong, duong cong
phang duge cho bdi ham (z(t),y(t)) hay duge viét dusi dang he

z = x(t),
{y:y(m et

Tuong tu, duong cong trong khong gian duge xac dinh bai

= (1),
y =y(t), tel.
= ==(0),
Chang han, hée
(1 = cost,
y = sint, teR
Lz =1,

cho ta duong xodn dang 10 xo bao quanh mat tru 2 + y? = 1.
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3.2.2. Gié6i han - Lién tuc - Dao ham

Cho ham vecto f: I — R"™ va ty € I. Ta néi vecto v € R™ la giéi han ctia ham
f tai tg va ky hiéu
v = lim f(¢)

t—to

Ve>0,30 >0,Vtel:0< |t —to] <d=|f(t)—v| <e.
St dung Bo dé 3.3 trong gido trinh Giai tich 2 dé chitng minh duge ring

v=lim f(t) <= v; = 1thntq fi(t); 1<i<n. (3.1)
—1o

t—to

Ham f duge goi 1a lién tuc tai ¢y néu

f(to) = lim f(2),

t—to
dugc goi 1a lien tuc néu né lién tuc tai moi diém thuoc khoang I. Ti (3.1) ta c6
ngay két qua sau
Ménh dé 3.1. Ham vecto f lién tuc trén I (taity) khi va chi khi cdc ham thanh
phan f; ciing lién tuc trén I (taito).
Dao ham ctia ham vecto f tai diém ¢, dudgc dinh nghia la giéi han sau néu né
ton tai:
: to + At) — f(to)
"(to) := 1 it )
flto) = fim, At
Meénh dé 3.2. Ham vecto f c¢6 dao ham tai to khi va chi khi cdc ham thanh phan

fi cing co dao ham tai diém dé. Hon nita, ta cé

f'(to) = (filto), -+, fu(to)).
Ménh dé 3.3. Cho f va g la cic ham vecto n chiéu, cé dao ham tai ty va A la mot
0 thue. Lic dé, cac ham vecto f £ g, \f va ham so (f,g) ciing c6 dao ham. Hon
nia
a) (f £9) (to) = f'(to) = ¢'(to),
b) (Af)'(to) = Af'(to),
c) (f.9)'(to) = (f'(to), 9(to)) + (f(t0). g'(t0))-

Hé qua 3.1. Néu f la mot ham vectd c6 dao ham sao cho || f(t)|| la hdang s, thi
tai moi diém ta co f'(t)Lf(t).

Néu f 1a mot ham vecto c6 dao ham tai moi diém trén I, thi f/ ciing 13 mot
ham vecto. Néu f’ ciing c6 dao ham thi ta goi dao ham nay & dao ham cap hai clia
f va ky hieu la f”. Tuong tu, ta c6 thé dinh nghia cac dao ham cip cao hon cta f.
St dung Ménh dé 3.2 nhiéu lan ta ciing thu dude két qua sau
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Meénh dé 3.4. Ham vecto f c6 dao ham dén cap k tai ty khi va chi khi cac ham
thanh phan f; cing cé dao ham cip k tai diém dé. Hon nia, ta cé

F®(t) = (FP(to), -, FP (o).

Mot duong cong duge goi 1a lien tuc, kha vi, kha vi lien tuc v.v. néu ham vecto
f tuong ting c6 cac tinh chat do.

3.3. Cac déi tuong lien quan dén dudng cong

3.3.1. Tiép tuyén va phap tuyén ctia dudng cong phing

Cho dudng cong phang C xac dinh béi hé

{“’ =t el (3.2)

y =y(t),

Véi tg € (a,b), My = f(to) = (x(to),y(to)) 1a mot diém trén dudng cong. Gia thiét
thém ring f’(ty) ton tai va khac khong. V6i s6 gia At di bé diem M, = f(ty+ At) =
(z(to + At),y(to + At)) ndm trén duong cong C. Luc d6 %}W la vecto chi
phuong ciia cat tuyén MyM,. Khi At — 0 ta c6 M; — My va cat tuyén MyM, tién
dan vé tiép tuyén ctia dudng cong tai My. Do do, néu f’(to) ton tai va khac khong
thi d6 ciing chinh 1a vecto chi phuong ctia tiép tuyén duong cong C tai M. Duong
thang di qua M, va vudng géc véi tiép tuyén dudng cong tai d6 duge goi la phéap
tuyén ciia duong cong. Ro rang phuong trinh clia tiép tuyén va phap tuyén duong
cong tai My lan lugt duge cho béi

{x = z(tg) + t2' (o),

teR
y = y(to) +ty'(to),

' (to)(x — x(to)) + y'(to) (y — y(to)) = 0.
Bay gio gia sit duong cong C duge cho béi phuong trinh
F(z,y) =0,

v6i F: R? — R la ham hai bién, c6 cac dao ham riéng tai diém Mo (zg,v0) € C. My
duge goi 1a diém ky di néu VF (z9,90) = 0. Truong hgp nguge lai ta néi My la diém
chinh quy. Ltc d6, theo Dinh ly 2.10 ton tai mot ham an y = y(x) (hay z = x(y))
voi y(xo) = yo, F(z,y(z)) = 0 v6i moi z va

F (0, 40) + F, (20, 90) -y (x0) = 0.
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Mat khac, chit ¥ ring C ¢6 thé duge bi¢u dién bdi hé phuong trinh tham s6 trong
lan can M, la

r=ux,

y =y(z).

Nen (1,y'(z)) cing la vecto chi phuong ctia tiép tuyén cta C tai My. Do do,
(F(%o,v0), I, (20, 40)) 1a vecto chi phuong ctia phap tuyén duong cong tai M, ma
ta goi 1a vecto phap ctia C. Lic nay, phuong trinh duong tiép tuyén ctia C tai M, 1a

(v — 20)- £ (20, y0) + (y — yO)'Fg;(x(byO) =0

Vi du 3.1. Duong tron don vi c¢6 phuong trinh 2% + y? = 1. o) day, I = 2z va
F, = 2y nén tai moi diém My(z, yo) trén dudng tron c6 thé chon vecto phap la 7 =
(70, 90). Vay phuong trinh tiép tuyén duong tron tai My 1a xo(z—x0) +yo(y—yo) = 0,
hay zox + yoy = 1.

3.3.2. Tiép tuyén va phap dién ctia dudng cong trong khéng
gian

Gia su C la duong cong kha vi trong khong gian duge xac dinh bdi hé

T =x(t),
y =y(t), t € |a,b]. (3.3)
z = z(t),

Bing lap luan tuong tu trén dudng cong phang ta thay, véi méi ty € (a,b), v =
(2'(to), ¥ (to), #'(to)) (néu khéc vecto khong) la vecto chi phuong ctia dudng thang
tiép tuyén véi C tai Mo((x(to),y(to), 2(to)). Do d6 phuong trinh tham sb cta tiép
tuyén nay la

x = x(ty) + t'(to),

y = y(to) +ty'(to), teR.

z = z(to) + t2'(to),

Mat phang chita M, vuong géc véi v dude goi la phap dién clia duong cong.
Di nhién, phuong trinh ctia phap dién cia C tai My la

(z = x(to))2'(to) + (y — y(to))y' (o) + (2 — 2(t0))2"(f0) = 0.

3.3.3. DO cong

a. Truong hop dudng cong phing

Cho C la dudng cong phang kha vi hai lan, xac dinh bdi he (3.2). Lay diém
M (x(t),y(t)) € C. Tap hop {(z(7),y(7)) | 7 € [a,t]} chinh la cung cia dudng cong
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c6 hai mut 1a A(z(a),y(a)) va M. Trong chuong trinh Giai tich I ta da biét do dai
cung nay dugc tinh bdéi

s(t) := AM = / V! (7)2 + o/ (1)2dr

va do do, vi phan cung la

ds(t) = \/2'(t)? + y'(t)%dt.

Bay gio c6 dinh mot diem Mo (z(t), y(to)) v6i to € (a,b). V6i mdi At dit bé t =
to + At € (a,b), ta ky hieu A« 1a do 16n cia géc lap béi hai vecto tiép tuyén clia

duong cong tai My va My(x(t),y(t)), As la do dai cung MyM,;.

Do cong ctia C tai My 1a gi6i han sau néu né ton tai

. A«

Néu C(M,) # 0, dai lugng p = m dugce goi 1a ban kinh do cong.

Vi du 3.2. Néu C 1a mot doan thang thi Aa luon luon bing khong. Do dé, do cong
tai moi diém ctia né bang khong. Néu C 1a dudng tron tam I, ban kinh R > 0 thi
v6i Aa bé, Aa ciing chinh 1& goc 1ap béi hai ban kinh I M, va IM;. Do d6, do dai
cung As bang RA«. Suy ra

Aa 1
C(My) = lim —— = —.
(Mo) = I 7Ra = 7
Lic nay, p = R hay ban kinh do cong ctia duong tron trung véi ban kinh ctia no. 0
day ta thay khai niéem do cong kha hop 1y 6 chd 1a do cong ctia dudng tron cang bé
khi ban kinh ctia n6 cang 16n.

B6 dé 3.1.
a) Cho hai vecto m = (m1,my), W = (ny,ny) lap thanh mot géc nhon. Liic do,

a7 7) = Lors =
’ - [

(3.5)

b) Néu m = (my, mg,m3) va m = (ny,n2,n3), thi (3.5) dugc thay bing

)

sin(mi, 7)) =

2 2
mo Mg

Ng N3

i .17

2
my Mo
ny N

ms3 My
ng mn
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Dinh 1y 3.5. Gid st C la duong cong phdng, khd vi dén cap hai, xdc dinh bdi hé
(3.2) va M(z(t),y(t)), t € (a,b) la mot diém trén C sao cho (2'(t),y'(t)) # (0,0).
L’llC dO/ 1,1 x//y/|
—3'
(a” +y7)2

|z'y

C(M) = (3.6)
Dic biét, néu C dugc biéu dién bdi phuong trinh y = f(x), x € [a,b] thi vdi
M(z, f(z)) ta co
/"

CM)=—"11
) (14 f72)2

Vi du 3.3. Duong cycloid: z = a(t —sint), y = a(1l — cost) (a > 0) 1la quy tich cia
mot diem P ¢ dinh tréen dudng tron ban kinh « khi dudng tron nay lin trén truc
Oz. Do cong clia dudng cycloid tai mdi diem M (a(t — sint), a(1 — cost)) la

|cost —1| 1

C(M) = T = —.
2y/a(1 — cost)? |4a sin 5‘

Nhu vay, do cong chi xac dinh tai cac diém M véi ¢ # 2km.

Néu duong cong dugce cho trong toa do cuc: r = f(p), thi bang cach viét
r = f(p).cosp, y = f(p).sing, xem nhu d6 la phuong trinh tham s ctia dudong
cong, tit (3.6) ta ¢
|72 + o' — rr”|
(r2 4 1'%)2

O(M) =

b. Truong hgp dudng cong trong khong gian

Cho duong cong C kha vi dén cap hai trong khong gian, duge xac dinh bdi hé
(3.3). Tuong tu nhu trong mit phang ta c6 cong thiic vi phan cung

£) = VP + Y (07 + 2 (D2

Véi mbi ty € (a,b) va At du bé, ta van ky hieu As la do dai cung MyM; con
Ao 1a s6 do goc lap béi cac vecto tiép tuyén véi duong cong tai My va My, trong do6
My va M, lan lugt 1a cac diém trén dudng cong tuong ing v6i tham sb ¢ va to + At.
Do cong ctia C tai My cing duge dinh nghia béi cong thiic (3.4). Dinh 1y sau cho
chiing ta cong thiic tinh do cong ctia duong trong khong gian.

Dinh 1y 3.6. Gid su M(x(t),y(t),2(t)), t € (a,b) la mot diém trén duong cong C
sao cho (¢'(t),y'(t), ' (t)) # (0,0,0). Lic do
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3.3.4. Hinh bao ctia ho dudng cong

Cho mot ho dudng cong phang C(\) phu thuoc tham s6 A. Néu moi dudng cong
C()\) déu tiép xtic v6i mot dudng cong £ va ngugc lai, tai mdi diem M € £ déu ton
tai mot duong cong C(\) ctia ho tiép xtc véi L tai M, thi £ duge goi 1a hinh bao
cia ho C(\).

Vi du 3.4.

* Phuong trinh (z — \)? + y? = R?, trong d6 R 1 s6 c¢b dinh, biéu dién mot
ho duong tron ban kinh R ¢6 tam (A,0) chay trén truc Oz. Hinh bao ctia ho nay la
hai dudng thang y = £R.

* Phuong trinh xcos A + ysin A — 1 = 0 biéu dién mot ho dudng thang ma
khoang céch tit gbc O dén dudng thang ay bing 1. Hinh bao ctia ho nay 1a duong
tron don vi.

Dinh 1y 3.7. Cho ho duong cong F(x,y,\) = 0 phu thuéc tham s6 \. Néu cdic
duong ctia ho Gy khong chita diém ky di, thi phuong trinh ctia hinh bao L clia ching
duoc xac dinh bdi heé

F(z,y,\) =0,
F(z,y,\) = 0.

3.4. Mat cong

3.4.1. Khai niém
Cho D la mot mién trong R? va mot anh xa
f:D— R
(u,v) €D — f(u,v) € R

Véi méi diém (u,v) € D, f(u,v) la mot vecto trong khong gian véi 3 thanh phan:
fu,v) = (z(u,v),y(u,v), z(u,v)). Vi vay viéc cho anh xa f tuong duong véi viéc
cho 3 ham s6 thuc z(u,v), y(u,v) va z(u,v). Tap hop

S :={f(u,v) | (u,v) € D}

u
u
dugce goi la mot mat cong trong khong gian. Thong thuong, méit cong duge cho bai
hé sau ma ta goi 1a phuong trinh tham s6 ciia mat.

y = y(u,v), (u,v) € D. (3.7)
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Néu tit phuong trinh tham s6 ta gidi dude u, v theo z, y va tit d6 dua duge vé
phuong trinh
z=g(x,y) (3.8)
(hodc z = g(y, 2), y = g(z,x)) thi (3.8) dugc goi la dang hién cia mat cong S.
Néu ta loai dugc hai bién u, v tit (3.7) dé nhan dugc phuong trinh

F(z,y,z) =0, (3.9)

trong d6 F' 13 ham ba bién, thi phuong trinh nay dugc goi la dang an ctia miit.

Mat dude goi 1a lien tuc néu cac ham thanh phan lién tuc; dude goi 1a tron néu
cac ham thanh phan kha vi lién tuc va ma tran Jacobi cla f:

7o (x’u Vi Z&)
f— x! I
v y'U v
c6 hang bang 2. Stt dung Dinh 1y ham an ta c6 thé ching minh duge trong truong
hop mat cong tron thi tai lan can ctia méi diém ctia mat, luon ton tai mot bicu
dién duéi dang hién va mot biéu dién dusi dang an ctia mat. Lic nay, cac ham g, F

tuong ing cing kha vi lién tuc. Hon nita VF # 0 tai moi diém ctia mit.

Vi du 3.5. Mit cau tam O ban kinh R > 0 ¢6 phuong trinh tham s6

x = Rsind cos o,
y = Rsinfsin p, (0,¢) € [0,7] x [0, 27).

z = Rcos#,
Hoa#c dudi dang phuong trinh an:

4yt 4+ 22— R =0.

3.4.2. Tiép dién va phap tuyén ciia mat cong

Gia st S 1a mot mat cong tron trong khong gian va My 1a mot diém clia mat.
Ta néi mot mat phang (P) di qua M, la mat phang tiép xtc hay tiép dién ctia S
tai M, néu

lim ——2—2 =0, (3.10)

trong d6 d(M, P) la khoéng cach tit M dén mit phing (P). O day, (3.10) dugc hiéu
Ia
d(M, P
Ve>0,5|5>0,‘v’MES:O<M0M<5:>u<e.
MoM

Dudng thang di qua M, vh vuong géc véi tiép dien ctia S tai My duge goi la
phap tuyén ctia mit tai diém doé.
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Dinh 1y 3.8. Gid st S la mat cong tron dugc xdc dinh boi hé (3.7) va My € S la
diém 1tng vdi cap tham s6 (ug,vy). Lic dé tiép dien cia S tai My la mat phang di
qua My va nhan hai vecto sau lam vecto chi phuong

fulto, vo) = (2, (o, v0), Yy, (w0, v0), 2, (u0, v0));

foluo, vo) = (2, (uo, vo), ¥, (uo, vo), 2, (to, vo))-
T dinh 1§ nay suy ra phuong trinh tham s6 ctia tiép dién tai M, clia S 1

x = x(ug, vo) + u.x,, (ug, vo) + v.2, (ug, vo),
y = y(uo, vo) + w.y, (ug, vo) + v.y, (g, vo), (u,v) € R?.
z = z(ug, vo) + w.z! (ug, vo) + v.2. (ug, vo),

Dac biét, néu mat duge cho dudi dang hién (3.8) thi phuong trinh ctia tiép dién
tai Mo(zo, Yo, 9(7o,v0)) 1a
z = (x —20)g, (0, %0) + (¥ — Y0)g, (%0, y0) + g(0,40), (z,y) € R?.
Lic dé ta c6 vecto phap clia mit: 7 = (9% (z0,90), 9, (0, Yo), —1).

Dinh 1y 3.9. Gid st S la mat cong tron duge wdc dinh bdi phuong trinh an (3.9) va
My(o, Y0, 20) € S. Liic dé tiép dién cia S tai My la mdt phang di qua My va nhan
V F(My) lam vecto phap.
Lic nay phuong trinh cta tiép dien 1a
(x = 0) Fy (0, Yo, 20) + (¥ — y0) F, (w0, Yo, 20) + (2 — 20) FL (20, %0, 20) = 0 (3.11)
va phap tuyén c6 phuong trinh
T — Zo _ Y —Yo N 2 = 20

F£<x07y0720) Fé(IO;yO;Z(J) Fz,(l’O;yO;ZO).

Vi du 3.6.

* Viét phuong trinh tiép dien va phap tuyén clia mit parabol z = 22 + 2 tai
M(1,2,5).

Ta c6 phuong trinh mit ¢ dang hién vé6i g(z,y) = 2% + y?. Tai M ta c6 7 =
(2,4, —1). Nen phuong trinh tiép dien 1a

z=2(x—-1)+4(y—2)+5 hay 20+4y—2—-5=0
va phuong trinh phéap tuyén 1
r—1 y—2 )

2 4 1
* Viét phuong trinh tiép dien ctia mat Elip 22+2y%+52% = 8 tai diém M(1,1,1).

Day 1a phuong trinh dang an véi F(z,y, 2) = 224 2y%+ 522 —8. Ap dung (3.11)
ta c6 phuong trinh tiép dien 1a

2 —-1)+4(y—1)+10(z—1)=0 hay z+2y+5z—8=0.
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3.5. Thuc hanh tinh toan

Phan thyc hanh trong chuong nay chtt yéu ta sé nghién citu cach vé cac dudng
cong va mat cong trong mit phing va trong khong gian, bao gdm cé céc truong hop
da xét trong Chuong 2. Dé thite hién céc lénh trong muc nay, néi chung, ta can khéi
dong céac gobi cong cu plots, plottools.

3.5.1. Vé dudng cong trong mit phing

a. Duing toa do Dé-cac. Trong toa do Dé-cac, mot dudng cong phang (C) thuong
dugc biéu dién nhu 1a do thi ctia ham mot bién f nao do:

C): y=f(x), z¢€lab,

hoiic dugc bicu dién dudi dang tham so:

) {5" = e,

y=y(t),
hosic dusi dang mot phuong trinh an
€): F(z,y)=0.

Dé vé duong cong trong trudng hop thit nhat ta dung lénh
[> plot(f(x), x=a..b);

trong truong hgp thit hai ta dung lénh
[> plot([x(t), y(t), t=a..bl);

va trong truong hgp thua ba:
[> implicitplot(F(x,y)=0, x=a..b, y=c..d);

b. Diing toa doé cuc. Trong toa do cuc, mot dusng cong phang thudng c6 hai cach
biéu dién
€): r=f(e); we€lab]
hoac
C): {T = (), t € [a,b.
p = (1),

Dé vé duong cong trong truong hop thit nhat ta diing lenh

[> polarplot(f(phi), phi=a..b);
va trong truong hgp thi hai ta dung lénh

[> polarplot([r(t), phi(t), t=a..b]);
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3.5.2. Vé mat cong trong khong gian

a. Dung toa do Dé-cac. Trong toa do Dé-cdc, mot mit cong phang (S) ciing
thuong duge biéu dién nhu 1a do thi ctia ham hai bién f nao dé:

<S> L= f(xay)a (Z‘,y) S [av b] X [Cv d]a

hodc duge biéu dién dusi dang tham sb:

= z(s,t),
(S): qu=yls:), (s,t) € [a, 0] x [c, d],
z = z(s,t),

hoisic bdi mot phuong trinh an:
(S): F(x,y,2) =0,

Dé vé mit cong trong truong hgp tht nhat ta ding lenh
[> plot3d(f(x,y), x=a..b, y=c..d);
trong truong hgp thit hai ta dung lénh
[> plot3d([x(s,t), y(s,t), z(s,t)], s=a..b, t=c..d);
va trong truong hgp thi ba ta dung lénh
[> implicitplot3d(F(x,y,z)=0, x=a..b, y=c..d, z=e..f);
b. Diing toa dé tru. Trong toa do tru, mot mat cong phing (S) thuong duge bidu

dién b6i mot trong hai cach:

(8): r=1f(p,2), (p2) €lab] x[c,d]

hoac
r=r(s,t),
(S): ¢ p=p(st), (s,t) € [a,b] X [c,d].
z = z(s,t),

Dé vé mat cong trong truong hop thit nhat ta ding lenh
[> cylinderplot(f(phi, z), phi=a..b, z=c..d);
va trong truong hgp thi hai ta dung lénh
[> cylinderplot([r(s,t), phi(s,t), z(s,t)], s=a..b, t=c..d);
c. Dung toa doé cau. Trong toa do cau, mot mit cong phang (S) thudng dudc

biéu dién bdi mot trong hai cach:

(8) Cp= f(gpae)a (9079) € [a> b] X [C, d]v
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hoac
p:p(s,t),
(S): ¢ p=p(st), (s,t) € [a,b] X [¢,d].
0 =06(s,1),

Dé vé mat cong trong truong hop thit nhat ta ding lenh
[> sphereplot (f (phi, theta), phi=a..b, theta=c..d);
va trong truong hgp thi hai ta dung lénh
[> sphereplot([rho(s,t), phi(s,t), theta(s,t)], s=a..b, t=c..d);
Vi du: Dé vé miit cau don vi ta ¢ thé diing mot trong cac lenh sau (xem Hinh 3.1).
[> plot3d([sin(s)*cos(t),sin(s)*sin(t),cos(s)],s=0..Pi,t=0..2%Pi);
[> cylinderplot(sqrt(1-zA2), phi=0..2%Pi, z=-1..1);
[> cylinderplot([sin(s), phi, cos(s)], phi=0..2%Pi, s=0..Pi);
[> sphereplot(1l, phi=0..2*Pi, theta=0..Pi);

Hinh 3.1: Mat cau don vi

3.5.3. Van dong do thi

Van dong do thi 1a sy bién thién ctia do thi theo tham s6. Diéu d6 c6 nghia
1a ta cho mot ho duong cong (C;) hay mat cong (S;) phu thuoc vao mot tham s6
t. Sau d6 vé tat ca cac dudng/mit nay tng véi cac gia tri ¢ khac nhau. Ho duong
cong, mat cong c6 thé biéu dién dudi cac dang khac nhau va theo cac heé toa do khac
nhau. O day, chiing ta chi xét ho dugc viét dudi dang don gian:

(C): y=f(x,t), x€la,b], te]tl,t2]

(S): 2= f(z,y,t), (x,y) €la,b] x[c,d], te[tl,t2].
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Dé van dong ho (C;) ta dung lenh
[> animate(f(x, t), x=a..b, t=tl..t2);
va van dong ho (S;) bang lenh
[> animate3d(f(x, y, t), x=a..b, y=c..d, t=tl..t2);

Cha y 13 khi thic hién léenh nay ta thay do thi chua van dong béi vi may chi vé
mot duong/mit ing v6i mot tham s cu thé nao dé. Néu dua con trd chudt vao vimg
do thi va kich trai chuot thi mot bang lenh diiétt hanh sé hién ra ngay dudi thanh
cong cuy, gom cac ky hieu play, continuous, stop quen thudc. Néu ban muén do
thi van dong lién tuc theo cac tham s6 thi nhan continuous /play, sau do mubn
diing thi nhan stop.

3.6. Bai tap
3.1. Trong mit phing véi hé toa do Dacac Oxy, cho cac diém A(1,1), B(—1,v/3),
C(0,—6). Hay biéu dién cic diém trén dudi dang toa do cuc (1, ) € [0, 00) x [—7, 7).

3.2. Trong khong gian véi hé toa do Décac Ozyz, cho cac diém M(1,—1,—1),
N(0,1,1), P(+/2,0,—/2). Hay biéu dién cac diém trén dudi dang toa do cau va toa
do tru.

3.3. Viét lai phuong trinh cac dudng sau dudi dang toa do cuc: 22 +1y% = 2, y = 2241,
or — 3y = 2.

3.4. Viét lai phuong trinh cac mat sau (trong khong gian) duéi dang toa do tru:
22—y =0, 2+ /22 +y2=0.

3.5. Viét phuong trinh tiép tuyén va phuong trinh phap dién ctia duong cong
r=cost, y=sint, z=1t teR
tai cac diem A(1,0,0) va B(0,1,%).

3.6. Viét phuong trinh tiép tuyén vd phuong trinh phép dién ctia dudng cong sau
tai cac diem (—1,—1,2) va (0,0,0):

2=a® +
r+y+z=0.

3.7. Viét phuong trinh ctia tiép tuyén va phap dién clia duong cong

tai diém M (%3, L2,

&
SN—
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3.8. Viét phuong trinh ctia tiép tuyén va phap dién ctia duong cong
= 2sint,

x
y= b5Hcos(t? +1),
z= 1+ 3sint,

tai diem M (0,5,1).

3.9. X4c dinh do cong ctia cac dudng cong sau tai diém M (0,1, 5):

a) x = cost, y = sint, z = t; b) x = cost, y =sint, z = 7.

3.10. X4c dinh do cong ctia duong cong phang r = ¢ tai diém (7, 7) (tic 1a diém
(—m,0) theo toa do Dé-cac).

3.11. Chitng minh ring ho duong cong
(Cy) i =2\ 4+ 9% =22y + A =0
c6 hinh bao chita dudng théng y = 0.

3.12. Viét phuong trinh tiép dién v phuong trinh phap tuyén ctia mit y = 322 —
zz+ 1 tai cac diem A(x =0,y = 1,2 =0) va Blz =2,y =2,z = 1).

3.13. Viét phuong trinh tiép dién va phuong trinh phap tuyén ctia mat a2 + 2y% +
322 =1 tai cac diem A(1,0,0) va B(Jz, 7, 3)-
3.14. Viét phuong trinh tiép dién va phuong trinh phap tuyén ctia mat z = 222 +
3y? + 1 tai cac diém A(1,0,3) va B(—1,—1,6).

3.15. Hai mat cong tron (S) va (7)) dugc goi 1a tiép xtc nhau tai diém My € (S)N(T)
néu tiép dien tai My cia (S) va cta (7) trung nhau. Gid st (S) va (7) lan lugt
dugc biéu dién béi cac phuong trinh an f(z,y,2) = 0 va g(z,y, z) = 0. Chting minh
rang (S) va (7)) tiép xic nhau tai My(zg, Yo, 20) khi va chi khi

f(xo, o, 20) = g(x0, Yo, 20) = 0,
vf(mo, Yo, Zo) = Vg(lfo,yo, Zo)-
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