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1 Ph−¬ng tr×nh ®¹o hμm riªng

Ch−¬ng 1

Më ®Çu. Ph©n lo¹i ph−¬ng tr×nh tuyÕn tÝnh cÊp hai

1.1 Giíi thiÖu chung

Ph−¬ng tr×nh ®¹o hµm riªng lµ mét lÜnh vùc quan träng cña to¸n häc. Cã rÊt nhiÒu
m« h×nh trong tù nhiªn ®−îc m« t¶ bëi mét ph−¬ng tr×nh hoÆc mét hÖ ph−¬ng tr×nh vi
ph©n nãi chung vµ ph−¬ng tr×nh vi ph©n ®¹o hµm riªng nãi riªng.

§Þnh nghÜa 1.1. Mét ph−¬ng tr×nh liªn hÖ gi÷a Èn hµm u(x1, . . . , xn), c¸c biÕn ®éc lËp
xi vµ c¸c ®¹o hµm riªng cña nã ®−îc gäi lµ mét ph−¬ng tr×nh vi ph©n ®¹o hµm riªng
(hay ph−¬ng tr×nh ®¹o hµm riªng cho gän). Nã cã d¹ng

F

µ
x, u(x),

∂u

∂x1
, . . . ,

∂u

∂xn
, . . . ,

∂ku

∂xk11 · · · ∂xknn
, . . .

¶
= 0, (1.1)

trong ®ã F lµ mét hµm nµo ®ã cña c¸c ®èi sè cña nã, víi ký hiÖu x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn,
u(x) = u(x1, . . . , xn)

(a).
CÊp cao nhÊt cña ®¹o hµm riªng cña u cã mÆt trong ph−¬ng tr×nh ®−îc gäi lµ cÊp

cña ph−¬ng tr×nh.
Ph−¬ng tr×nh ®−îc gäi lµ tuyÕn tÝnh nÕu nã tuyÕn tÝnh ®èi víi Èn hµm vµ c¸c ®¹o

hµm riªng cña Èn hµm. VÝ dô ph−¬ng tr×nh tuyÕn tÝnh cÊp hai tæng qu¸t ®èi víi hµm
u = u(x, y) cã d¹ng

a(x, y)
∂2u

∂x2
+ 2b(x, y)

∂2u

∂x∂y
+ c(x, y)

∂2u

∂y2

+ d(x, y)
∂u

∂x
+ e(x, y)

∂u

∂y
+ f(x, y)u = g(x, y). (1.2)

Ph−¬ng tr×nh ®−îc gäi lµ ¸ tuyÕn tÝnh nÕu nã tuyÕn tÝnh ®èi víi ®¹o hµm riªng cÊp
(a)Ng−êi ta th−êng sö dông ký hiÖu

Dku =
∂|k|u

∂xk11 · · · ∂xknn
, víi k = (k1, . . . , kn) ∈ Nn.
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cao nhÊt cña Èn hµm. VÝ dô ph−¬ng tr×nh ¸ tuyÕn tÝnh cÊp hai tæng qu¸t cã d¹ng

a(x, y, u, ux, uy)
∂2u

∂x2
+ 2b(x, y, u, ux, uy)

∂2u

∂x∂y

+ c(x, y, u, ux, uy)
∂2u

∂y2
+ d(x, y, u, ux, uy) = 0. (1.3)

Lý thuyÕt ph−¬ng tr×nh ®¹o hµm riªng cã hai nÐt ®Æc thï c¬ b¶n. Thø nhÊt lµ
mèi liªn hÖ trùc tiÕp víi c¸c bµi to¸n vËt lý, v× qu¸ tr×nh nghiªn cøu c¸c bµi to¸n vËt
lý vµ c¬ häc dÉn ®Õn c¸c bµi to¸n ph−¬ng tr×nh ®¹o hµm riªng, v× vËy ng−êi ta cßn
gäi ph−¬ng tr×nh ®¹o hµm riªng lµ ph−¬ng tr×nh vËt lý to¸n. Nh÷ng nhµ tiªn phong
trong lÜnh vùc nµy lµ J.D’Alembert (1717-1783), L.Euler (1707-1783), D.Bernoulli
(1700-1782), J.Lagrange (1736-1813), P.Laplace (1749-1827), S.Poisson (1781-1840),
J.Fourier (1768-1830). Thø hai lµ mèi liªn hÖ mËt thiÕt cña ph−¬ng tr×nh ®¹o hµm
riªng víi c¸c ngµnh To¸n häc kh¸c nh− gi¶i tÝch hµm, lý thuyÕt hµm, t«p«, ®¹i sè, gi¶i
tÝch phøc.

Trong khu«n khæ ch−¬ng tr×nh häc, chóng ta sÏ ®Ò cËp ®Õn c¸c ph−¬ng tr×nh tuyÕn
tÝnh cÊp hai c¬ b¶n nhÊt vµ c¸c bµi to¸n biªn hoÆc bµi to¸n gi¸ trÞ ban ®Çu t−¬ng øng,
th«ng qua c¸c ph−¬ng tr×nh ®Æc tr−ng cña mçi lo¹i: ®ã lµ ph−¬ng tr×nh Laplace, ph−¬ng
tr×nh truyÒn nhiÖt trªn mét thanh vµ ph−¬ng tr×nh truyÒn sãng trªn d©y c¨ng th¼ng, ®Æc
tr−ng cho ph−¬ng tr×nh elliptic, parabolic vµ hyperbolic.

1.2 Mét sè ph−¬ng tr×nh ®¹o hµm riªng tiªu biÓu

Trong môc nµy ta giíi thiÖu mét sè ph−¬ng tr×nh ®¹o hµm riªng tiªu biÓu, cã øng
dông trong thùc tiÔn trong c¸c ngµnh khoa häc thùc nghiÖm nh− vËt lý, ho¸ häc, m«i
tr−êng, khoa häc tr¸i ®Êt,...

1.2.1 C¸c ph−¬ng tr×nh ®¹o hµm riªng

1. Ph−¬ng tr×nh Laplace do Laplace ®−a ra vµo kho¶ng n¨m 1780

∆u =
nX
i=1

uxixi = 0, x ∈ Rn.

2. Ph−¬ng tr×nh Helmholtz ®−îc Helmholtz nghiªn cøu vµo n¨m 1860

−∆u = λu.

3. Ph−¬ng tr×nh chuyÓn dÞch tuyÕn tÝnh

ut +
nX
i=1

biuxi = 0.
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4. Ph−¬ng tr×nh Liouville ®−îc nghiªn cøu vµo kho¶ng 1851

ut −
nX
i=1

(biu)xi = 0.

5. Ph−¬ng tr×nh truyÒn nhiÖt ®−îc Fourier c«ng bè n¨m 1810-1822

ut = ∆u.

6. Ph−¬ng tr×nh Schrodinger (1926)

iut +∆u = 0.

7. Ph−¬ng tr×nh truyÒn sãng ®−îc D’Alembert ®−a ra n¨m 1752

utt −∆u = 0.

vµ d¹ng tæng qu¸t cña nã

utt −
nX
i=1

aijuxixj +
nX
i=1

biuxi = 0.

Trªn ®©y lµ mét sè ph−¬ng tr×nh ®¹o hµm riªng d¹ng tuyÕn tÝnh, bªn c¹nh ®ã cßn rÊt
nhiÒu ph−¬ng tr×nh ®¹o hµm riªng phi tuyÕn còng nh− hÖ ph−¬ng tr×nh tiªu biÓu mµ
trong khu«n khæ mét gi¸o tr×nh 30 tiÕt ta sÏ kh«ng ®Ò cËp ®Õn. Môc tiÕp sau ®©y sÏ
cho ta thÊy mét sè c¸ch x©y dùng nªn ph−¬ng tr×nh ®¹o hµm riªng tõ thùc tiÔn.

1.3 Mét sè vÝ dô dÉn tíi c¸c bµi to¸n biªn cña ph−¬ng tr×nh ®¹o hµm

riªng

1.3.1 Ph−¬ng tr×nh dao ®éng cña d©y

XÐt sîi d©y c¨ng th¼ng theo trôc Ox. T¸c ®éng lµm sîi d©y dao ®éng. Ta sÏ nghiªn
cøu quy luËt dao ®éng cña sîi d©y. Ta cã c¸c gi¶ thiÕt:

• Sîi d©y rÊt m¶nh vµ kh«ng c−ìng l¹i sù uèn.

• Cã lùc c¨ng T t−¬ng ®èi lín so víi träng l−îng cña d©y, tøc lµ bá qua ®−îc trong
l−îng cña sîi d©y.

• Ta chØ xÐt nh÷ng dao ®éng ngang cña sîi d©y, tøc lµ khi dao ®éng, c¸c phÇn tö
cña d©y chØ chuyÓn ®éng theo ph−¬ng vu«ng gãc víi trôc Ox, kh«ng xÐt c¸c dao
®éng cña d©y n»m ngoµi mÆt ph¼ng 0ux.
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XÐt t¹i vÞ trÝ ®iÓm M trªn sîi d©y, ký hiÖu ®é lÖch cña M so víi vÞ trÝ c©n b»ng lµ u,
khi ®ã u = u(x, t), víi x lµ to¹ ®é cña M trªn d©y vµ t lµ thêi gian. T¹i thêi ®iÓm
t = t0 cho tr−íc ta cã

u = u(x, t0) = f(x), (1.4)

tøc lµ t¹i ®iÓm t = t0, ta nhËn ®−îc h×nh d¸ng cña d©y rung u = f(x). Gi¶ thiÕt thªm
r»ng ®é lÖch cña d©y u(x, t) vµ ®¹o hµm riªng ∂xu lµ rÊt nhá vµ cã thÓ bá qua ®¹i
l−îng (∂xu)2. XÐt ®o¹n d©y giíi h¹n bëi hai ®iÓm M1, M2 víi hoµnh ®é t−¬ng øng x1
vµ x2. V× ta cã thÓ bá qua ®¹i l−îng u2x nªn ®é dµi cña ®o¹n d©y M1M2 b»ng:

l0 =

Z x2

x1

p
1 + u2xdx ≈ x2 − x1 = l, (1.5)

tøc lµ b»ng ®é dµi cña ®o¹n M1M2 ë tr¹ng th¸i c©n b»ng, hay ®é dµi cña sîi d©y kh«ng
®æi khi nã dao ®éng. VËy, theo ®Þnh luËt Hooke, lùc c¨ng cña sîi d©y còng kh«ng
thay ®æi T = T0. Ta sÏ thiÕt lËp ph−¬ng tr×nh dao ®éng cña d©y dùa vµo nguyªn lý
D’Alembert: ”Trong chuyÓn ®éng cña ®o¹n d©y, tæng c¸c lùc t¸c ®éng vµo ®o¹n d©y,
kÓ c¶ lùc qu¸n tÝnh b»ng kh«ng; do ®ã tæng c¸c h×nh chiÕu cña c¸c lùc trªn mét trôc
bÊt kú lµ b»ng kh«ng.” Ta cã h×nh chiÕu lªn trôc u cña tæng c¸c lùc t¸c dông lªn ®o¹n
d©y M1M2, bao gåm lùc c¨ng cña d©y, ngo¹i lùc t¸c dông vµ lùc qu¸n tÝnh b»ng kh«ng.
Khi ®ã ta cã lùc c¨ng cña d©y h−íng theo ph−¬ng tiÕp tuyÕn t¹i M1 vµ M2, b»ng T0.
Nh− vËy tæng h×nh chiÕu c¸c lùc c¨ng t¹i M1 vµ M2 lªn trôc u b»ng

Y = T0[sinα(x2)− sinα(x1)], (1.6)

víi α(x) lµ gãc hîp víi trôc Ox cña vÐct¬ tiÕp tuyÕn t¹i ®iÓm x. Thay

sinα(x) =
tanα(x)p
1 + tan2 α(x)

=
∂u
∂xq

1 +
¡
∂u
∂x

¢2 ≈ ∂u

∂x
(1.7)

vµo (??), ta ®−îc

Y = T0

"µ
∂u

∂x

¶
x=x2

−
µ
∂u

∂x

¶
x=x1

#
= T0

Z x2

x1

∂2u

∂x2
dx. (1.8)

Gi¶ sö p(x, t) lµ ngo¹i lùc t¸c ®éng vµo sîi d©y, song song víi trôc u vµ ph©n phèi trªn
mét ®¬n vÞ chiÒu dµi. Khi ®ã h×nh chiÕu trªn trôc u cña ngo¹i lùc t¸c ®éng lªn ®o¹n
d©y ®ang xÐt lµ

P =

Z x2

x1

p(x, t)dx. (1.9)

Gäi tû träng dµi cña sîi d©y lµ ρ(x) (tøc lµ mËt ®é ph©n bè vËt chÊt theo chiÒu dµi).
Khi ®ã lùc qu¸n tÝnh cña ®o¹n d©y ®ang xÐt lµ

Z = −
Z x2

x1

ρ(x)
∂2u

∂t2
dx. (1.10)
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Tõ (??), (??), (??), ¸p dông nguyªn lý D’Alembert ë trªn ta ®−îc

Y + P + Z =

Z x2

x1

µ
T0
∂2u

∂x2
− ρ(x)

∂2u

∂t2
+ p(x, t)

¶
dx. (1.11)

Chó ý r»ng x1 vµ x2 lµ nh÷ng vÞ trÝ bÊt kú, ta suy ra biÓu thøc d−íi dÊu tÝch ph©n
cña (??) ph¶i triÖt tiªu, tøc lµ

ρ(x)
∂2u

∂t2
= T0

∂2u

∂x2
+ p(x, t). (1.12)

Ph−¬ng tr×nh (??) ®−îc gäi lµ ph−¬ng tr×nh dao ®éng cña d©y. Trong tr−êng hîp d©y
®ång chÊt, ngo¹i lùc t¸c ®éng b»ng kh«ng, ph−¬ng tr×nh (??) trë thµnh

∂2u

∂t2
= a2

∂2u

∂x2
, víi a =

s
T0
ρ(x)

. (1.13)

LÏ dÜ nhiªn, ph−¬ng tr×nh (??) cã v« sè nghiÖm. §Ó x¸c ®Þnh ®−îc nghiÖm ta cÇn Ên
®Þnh thªm mét sè ®iÒu kiÖn phô nµo ®Êy, tõ ®ã thiÕt lËp nªn c¸c bµi to¸n biªn vµ bµi
to¸n gi¸ trÞ ban ®Çu cho ph−¬ng tr×nh (??). ViÖc nghiªn cøu c¸c bµi to¸n biªn vµ bµi
to¸n gi¸ trÞ ban ®Çu ®ãng vai trß quan träng trong nghiªn cøu ph−¬ng tr×nh vi ph©n ®¹o
hµm riªng. Khi sè chiÒu cña kh«ng gian t¨ng lªn, ta cã c¸c bµi to¸n truyÒn sãng trªn
mµng rung (u = u(x, y, t)) vµ bµi to¸n truyÒn ©m trong kh«ng gian (u = u(x, y, z, t)).
ViÖc thiÕt lËp c¸c ph−¬ng tr×nh ®ã ®−îc tiÕn hµnh t−¬ng tù nh− c¸ch ë trªn.

1.3.2 Ph−¬ng tr×nh truyÒn nhiÖt trong m«i tr−êng ®¼ng h−íng

XÐt mét vËt thÓ r¾n V giíi h¹n bëi mÆt kÝn tr¬n S, mµ nhiÖt ®é cña nã t¹i ®iÓm
(x, y, z) t¹i thêi ®iÓm t lµ mét hµm u(x, y, z, t). Khi nhiÖt ®é t¹i c¸c phÇn cña vËt thÓ
kh¸c nhau th× trong vËt thÓ ®ã cã sù trao ®æi nhiÖt l−îng tõ phÇn nãng h¬n sang phÇn
l¹nh h¬n. XÐt mét diÖn tÝch ∆S trong vËt thÓ. Khi ®ã nhiÖt l−îng ∆Q truyÒn qua diÖn
tÝch ®ã trong kho¶ng thêi gian ∆t sÏ tû lÖ víi tÝch ∆S∆t vµ víi ∂u

∂n
, trong ®ã vect¬

→
n

lµ vect¬ ph¸p t¹i phÇn mÆt ∆S h−íng theo chiÒu truyÒn nhiÖt, tøc lµ

∆Q = −k∂u
∂n
∆S∆t, (1.14)

k ®−îc gäi lµ hÖ sè truyÒn nhiÖt. V× m«i tr−êng ®ang xÐt lµ ®¼ng h−íng nªn hÖ sè k
kh«ng phô thuéc vµo ph−¬ng cña m¶nh ∆S mµ chØ phô thuéc vµo (x, y, z). Ta thiÕt
lËp sù thay ®æi nhiÖt l−îng trong V trong kho¶ng thêi gian t1 ®Õn t2 bÊt kú, tõ ®ã thiÕt
lËp ®−îc ph−¬ng tr×nh truyÒn nhiÖt. Gäi γ(x, y, z) lµ nhiÖt dung vµ ρ(x, y, z) lµ tû khèi
cña V t¹i ®iÓm (x, y, z), phÇn thÓ tÝch ∆V sÏ hÊp thô ®−îc mét nhiÖt l−îng ∆Q1 lµ

∆Q1 = [u(x, y, z, t2)− u(x, y, z, t1)]γ(x, y, z)ρ(x, y, z)∆V. (1.15)

Tõ ®ã suy ra thÓ tÝch V sÏ hÊp thô mét l−îng nhiÖt lµ

Q1 =

ZZZ
V

[u(x, y, z, t2)− u(x, y, z, t1)]γ(x, y, z)ρ(x, y, z)dV (1.16)
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hay

Q1 =

Z t2

t1

dt

ZZZ
V

γρ
∂u

∂t
dV. (1.17)

MÆt kh¸c, nhiÖt l−îng Q1 b»ng tæng nhiÖt l−îng Q2 truyÒn tõ ngoµi vµo qua biªn S vµ
l−îng nhiÖt Q3 tù sinh trong V do c¸c nguån nhiÖt kh¸c nhau trong V . Ta cã

Q2 = −
Z t2

t1

dt

ZZ
S

k(x, y, z)
∂u

∂n
dS, (

→
n lµ ph¸p tuyÕn trong cña S). (1.18)

Gäi F lµ mËt ®é nguån nhiÖt trong vËt thÓ t¹i tõng ®iÓm. Khi ®ã

Q3 =

Z t2

t1

dt

ZZZ
V

F (x, y, z, t)dV. (1.19)

KÕt hîp (??), (??), (??) vµ hÖ thøc Q1 = Q2 +Q3, ta ®−îcZ t2

t1

dt

ZZZ
V

γρ
∂u

∂t
dV = −

Z t2

t1

dt

ZZ
S

k(x, y, z)
∂u

∂n
dS +

Z t2

t1

dt

ZZZ
V

F (x, y, z, t)dV.

(1.20)

¸p dông c«ng thøc Oxtrogradski, chó ý r»ng ~n lµ ph¸p tuyÕn trong cña S, ta ®−îcZ t2

t1

dt

ZZZ
V

µ
γρ
∂u

∂t
− div(k

−→
gradu)− F (x, y, z, t)

¶
dV = 0. (1.21)

V× thÓ tÝch V ®−îc lÊy bÊt kú, ta cã

γρ
∂u

∂t
= div(k

−→
gradu) + F (x, y, z, t). (1.22)

Ph−¬ng tr×nh nµy gäi lµ ph−¬ng tr×nh truyÒn nhiÖt trong vËt thÓ ®¼ng h−íng kh«ng
thuÇn nhÊt. Trong tr−êng hîp thuÇn nhÊt, c¸c hÖ sè γ, ρ vµ k ®Òu lµ h»ng sè, ph−¬ng
tr×nh truyÒn nhiÖt ë trªn trë thµnh

∂u

∂t
= a2

µ
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2

¶
+ f(x, y, z, t) := ∆u+ f(x, y, z, t), (1.23)

víi

a =

s
k

γρ
, f(x, y, z, t) :=

F (x, y, z, t)

γρ
.

Khi sè chiÒu gi¶m, ta sÏ ®−îc c¸c ph−¬ng tr×nh truyÒn nhiÖt trªn b¶n máng (u =
u(x, y, t)) vµ trªn thanh (u = u(x, t)). T−¬ng tù ph−¬ng tr×nh truyÒn sãng, ta còng thiÕt
lËp c¸c ®iÒu kiÖn ban ®Çu vµ ®iÒu kiÖn biªn ®Ó x¸c ®Þnh nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh
truyÒn nhiÖt, ta dÉn ®Õn bµi to¸n gi¸ trÞ biªn-ban ®Çu cña ph−¬ng tr×nh truyÒn nhiÖt
hoÆc bµi to¸n Cauchy cña ph−¬ng tr×nh truyÒn nhiÖt.



7 Ch−¬ng 1. Më ®Çu. Ph©n lo¹i

1.3.3 Ph−¬ng tr×nh Laplace

XÐt ph−¬ng tr×nh (??). Gi¶ sö sau mét thêi gian nµo ®ã, nhiÖt ®é trong m«i tr−êng
æn ®Þnh, kh«ng cã sù thay ®æi nhiÖt ®é theo thêi gian. Khi ®ã ta dÉn ®Õn ph−¬ng tr×nh

∆u =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
+
∂2u

∂z2
= 0, (1.24)

gäi lµ ph−¬ng tr×nh Laplace. §èi víi ph−¬ng tr×nh lo¹i nµy, ta thiÕt lËp c¸c bµi to¸n
biªn, víi c¸c gi¸ trÞ trªn biªn ®−îc cho d−íi d¹ng trùc tiÕp (u|S = ϕ(P )) hoÆc gi¸n tiÕp
(∂u
∂n
|S = ϕ(P )). Bµi to¸n t×m ph©n bè dõng cña nhiÖt ®é bªn trong vËt thÓ theo nhiÖt ®é

®· cho trªn biªn ®−îc gäi lµ Bµi to¸n Dirichlet, theo tªn nhµ to¸n häc L.Dirichlet lµ
ng−êi ®Çu tiªn nghiªn chøng minh tÝnh duy nhÊt nghiÖm cña bµi to¸n nµy. Bµi to¸n t×m
nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh dõng khi biÕt gi¸ trÞ trªn biªn cña ®¹o hµm theo h−íng ph¸p
tuyÕn cña Èn hµm ®−îc gäi lµ Bµi to¸n Neumann. Bµi to¸n t×m nghiÖm cña ph−¬ng
tr×nh khi biÕt gi¸ trÞ trªn biªn cña tæng gi÷a Èn hµm cÇn t×m vµ ®¹o hµm theo h−íng
ph¸p tuyÕn cña Èn hµm gäi lµ Bµi to¸n hçn hîp. Khi vÕ ph¶i cña ph−¬ng tr×nh lµ mét
hµm kh¸c kh«ng th× ta gäi lµ Ph−¬ng tr×nh Poisson. ViÖc nghiªn cøu c¸c ph−¬ng tr×nh
ë trªn còng nh− c¸c bµi to¸n t−¬ng øng kh«ng chØ cã ý nghÜa vÒ mÆt ®Þnh tÝnh mµ
cßn cã øng dông rÊt thùc tiÔn trong c¸c bµi to¸n vËt lý, ho¸ häc, sinh th¸i häc, . . . .
Cã thÓ nªu mét vÝ dô ®¬n gi¶n nhÊt lµ m« t¶ chuyÓn ®éng kh«ng xo¸y cña chÊt láng
lý t−ëng (thuÇn nhÊt, kh«ng nÐn ®−îc), tøc lµ vect ¬ vËn tèc v cña chÊt láng lý t−ëng

sÏ lµ vector thÕ, tøc lµ tån t¹i hµm thÕ ϕ(x, y, z) sao cho ~v(x, y, z) = −
−→
gradϕ. Khi ®ã

ph−¬ng tr×nh chuyÓn ®éng liªn tôc cho ta

div~v = 0,

hay

div
−→
gradϕ = 0,

tøc lµ
∂2ϕ

∂x2
+
∂2ϕ

∂y2
+
∂2ϕ

∂z2
= 0.

1.4 Ph©n lo¹i ph−¬ng tr×nh vi ph©n cÊp hai trong tr−êng hîp hai biÕn

Chóng ta ®i ph©n lo¹i ph−¬ng tr×nh vi ph©n ®¹o hµm riªng cÊp hai trong tr−êng hîp
hai biÕn. XÐt ph−¬ng tr×nh vi ph©n ®¹o hµm riªng cÊp hai tuyÕn tÝnh víi c¸c hÖ sè thùc

a(x, y)uxx + 2b(x, y)uxy + c(x, y)uyy + F (x, y, u, ux, uy) = 0, (1.25)

vµ ®iÓm (x0, y0) cè ®Þnh. Ph−¬ng tr×nh (??) t¹i ®iÓm (x0, y0) ®−îc gäi lµ

a) thuéc lo¹i ellip (hay ph−¬ng tr×nh elliptic) nÕu t¹i ®iÓm ®ã b2 − ac < 0,

b) thuéc lo¹i hyperbol (hay ph−¬ng tr×nh hyperbolic) nÕu t¹i ®iÓm ®ã b2 − ac > 0,
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c) thuéc lo¹i parabol (hay ph−¬ng tr×nh parabolic) nÕu t¹i ®iÓm ®ã b2 − ac = 0.

NÕu ph−¬ng tr×nh (??) thuéc mét lo¹i nµo ®ã t¹i mäi ®iÓm thuéc miÒn G th× nãi r»ng
ph−¬ng tr×nh thuéc lo¹i ®ã trong miÒn G. Ng−êi ta chøng minh ®−îc r»ng qua phÐp
®æi biÕn bÊt kú

ξ = ξ(x, y),

η = η(x, y),

víi ξ(x, y), η(x, y) ∈ C2(G) vµ

D(ξ, η)

D(x, y)
6= 0, (1.26)

lo¹i cña ph−¬ng tr×nh sÏ kh«ng thay ®æi. Tõ ®ã, th«ng qua phÐp ®æi biÕn (x, y)→ (ξ, η),

ta sÏ ®−a ph−¬ng tr×nh ®−îc xÐt vÒ mét ph−¬ng tr×nh cã d¹ng chÝnh t¾c. ThËt vËy, víi
phÐp ®æi biÕn ë trªn, ta cã

ux = uξξx + uηηx,

uy = uξξy + uηηy,

uxx = uξξξ
2
x + 2uξηξxηx + uηηη

2
x + uξξxx + uηηxx,

uxy = uξξξxξy + uξη(ξxηy + ξyηx) + uηηηxηy + uξξxy + uηηxy,

uyy = uξξξ
2
y + 2uξηξyηy + uηηη

2
y + uξξyy + uηηyy.

Thay c¸c ®¹i l−îng trªn vµo ph−¬ng tr×nh (??) ta ®−îc

a1(ξ, η)uξξ + 2b1(ξ, η)uξη + c1(ξ, η)uηη + F1(ξ, η, u, uη, uξ) = 0, (1.27)

víi

a1 = aξ
2
x + 2bξxξy + cξ

2
y ,

b1 = aξxηx + b(ξxηy + ξyηx) + cξyηy, (1.28)

c1 = aη
2
x + 2bηxηy + cη

2
y.

TÝnh to¸n ®¬n gi¶n ta ®−îc

b21 − a1c1 = (b2 − ac)(ξxηy − ξyηx)
2. (1.29)

NÕu chän ξ, η lµ c¸c hµm tho¶ m·n ph−¬ng tr×nh

az2x + 2bzxzy + cz
2
y = 0, (1.30)

th× trong (??) ta cã a1 = c1 = 0, tøc lµ ph−¬ng tr×nh ban ®Çu trë nªn ®¬n gi¶n h¬n,
tõ ®ã ®−a ph−¬ng tr×nh ®−îc xÐt vÒ ph−¬ng tr×nh d¹ng chÝnh t¾c. Bæ ®Ò d−íi ®©y thÓ
hiÖn mèi liªn quan gi÷a nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh (??) víi viÖc ®−a ph−¬ng tr×nh (??)
vÒ d¹ng ®¬n gi¶n h¬n.
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Bæ ®Ò 1.1. NÕu z = ϕ(x, y) lµ mét nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh (??) th× hÖ thøc

ϕ(x, y) = C, C ∈ R, (1.31)

x¸c ®Þnh nghiÖm tæng qu¸t cña ph−¬ng tr×nh vi ph©n th−êng

ady2 − 2bdxdy + cdx2 = 0. (1.32)

Ng−îc l¹i, nÕu ϕ(x, y) = C lµ nghiÖm tæng qu¸t cña ph−¬ng tr×nh (??) th× hµm z = ϕ(x, y)

lµ nghiÖm riªng cña ph−¬ng tr×nh (??).

Chøng minh.
(⇒) Theo gi¶ thiÕt, v× z = ϕ(x, y) lµ nghiÖm cña (??) nªn ta cã

aϕ2x + 2bϕxϕy + cϕ
2
y = 0, (1.33)

hay

a

µ
−ϕx
ϕy

¶2
− 2b

µ
−ϕx
ϕy

¶
+ c = 0. (1.34)

Theo ®Þnh lý hµm Èn, hµm y = y(x) ®−îc x¸c ®Þnh tõ hÖ thøc (??) cã ®¹o hµm b»ng

y0(x) = −ϕx
ϕy
. (1.35)

Tõ ®ã suy ra (??).
(⇐) Ng−îc l¹i, nãi r»ng biÓu thøc (??) lµ nghiÖm cña (??) cã nghÜa lµ Èn hµm y(x)

x¸c ®Þnh tõ hÖ thøc (??) tho¶ m·n (??) víi mäi gi¸ trÞ nµo ®ã cña h»ng sè C.
§Ó chøng minh hµm z = ϕ(x, y) lµ nghiÖm cña (??) ta h·y chøng minh r»ng (??)

®−îc tho¶ m·n t¹i mäi ®iÓm (x0, y0) bÊt kú trong miÒn x¸c ®Þnh cña ϕ(x, y). ThËt vËy,
xÐt ®iÓm (x0, y0), ®Æt C0 = ϕ(x0, y0) vµ xÐt Èn hµm y(x) x¸c ®Þnh tõ hÖ thøc

ϕ(x, y) = C0.

Theo gi¶ thiÕt, hµm y nh− trªn sÏ tho¶ m·n (??), tøc lµ tho¶ m·n (??) t¹i ®iÓm (x0, y0).
Theo (??), ta cã

y0(x0) = −
ϕx(x0, y0)

ϕy(x0, y0)
. (1.36)

Thay vµo (??) ta ®−îc (??) t¹i ®iÓm (x0, y0) vµ do ®ã cã (??) t¹i (x0, y0). Tõ ®ã suy ra
®iÒu ph¶i chøng minh.

Ph−¬ng tr×nh (??) ®−îc gäi lµ Ph−¬ng tr×nh c¸c ®−êng ®Æc tr−ng cña (??), ®−êng cong
tÝch ph©n ϕ(x, y) = C ®−îc gäi lµ ®−êng cong ®Æc tr−ng cña (??). NÕu tõ hÖ thøc (??)
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ta kh«ng suy ra ®−îc Èn hµm y theo x th× ta tr¸o ®æi vai trß cña y vµ x, t×m Èn hµm
x = x(y) tho¶ m·n ph−¬ng tr×nh

a− 2bx0 + cx02 = 0.

Trong nh÷ng tr−êng hîp cô thÓ ta cã thÓ ®−a c¸c ph−¬ng tr×nh vÒ d¹ng chÝnh t¾c nh−
sau:

Tr−êng hîp ph−¬ng tr×nh hyperbolic Ta cã δ = b2 − ac > 0.

1. Tr−êng hîp a 6= 0. Khi ®ã ph−¬ng tr×nh (??) cã hai nghiÖm thùc ®èi víi y0

lµ

y01,2 =
b±
√
b2 − ac
a

,

tõ ®ã suy ra hai nghiÖm

y = f1(x,C1),

y = f2(x,C2),

hay viÕt d−íi d¹ng tÝch ph©n tæng qu¸t

ϕ1(x, y) = C1,

ϕ2(x, y) = C2,

¸p dông bæ ®Ò ta cã thÓ xÐt phÐp ®Æt

ξ = ϕ1(x, y),

η = ϕ2(x, y),

vµ thay vµo ph−¬ng tr×nh (??) th× a1 = c1 = 0, vµ ph−¬ng tr×nh ban ®Çu sÏ
cã d¹ng chÝnh t¾c

uξη = F
∗
1 (ξ, η, u, uξ, uη). (1.37)

2. Tr−êng hîp a = 0. Khi ®ã ph−¬ng tr×nh c¸c ®−êng ®Æc tr−ng cña (??) cã
d¹ng a− 2bx0 + cx02 = 0 , ta cã ngay d¹ng chÝnh t¾c

uxy = F
∗(x, y, u, ux, uy). (1.38)

3. NÕu thùc hiÖn phÐp ®æi biÕn

ξ = α− β, η = α+ β,

th× d¹ng chÝnh t¾c cña ph−¬ng tr×nh (??) cã d¹ng

uαα − uββ = Φ(α, β, u, uα, uβ). (1.39)
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VÝ dô 1.

uxx − 7uxy + 12uyy + ux − 2uy − 3u = 0. (1.40)

Ph−¬ng tr×nh ®−êng ®Æc tr−ng y02 + 7y0 + 12 = 0 cã biÖt thøc ∆ = 1 > 0. Tõ ®ã,
¸p dông bæ ®Ò ?? ë trªn ta ®−îc nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh ®−êng ®Æc tr−ng lµ
y0 = −3 vµ y0 = −4. Tõ ®ã ta cã hai ®−êng cong tÝch ph©n tæng qu¸t t−¬ng øng

y + 3x = C1, (1.41)

y + 4x = C2. (1.42)

§Æt ξ = y + 3x, η = y + 4x. Tõ ®ã ph−¬ng tr×nh chÝnh t¾c lµ

u00ξη + uξ + 2uη + 3u = 0. (1.43)

Tr−êng hîp ph−¬ng tr×nh elliptic Ta cã δ = b2−ac < 0. Gi¶ thiÕt r»ng a, b, c lµ nh÷ng
hµm gi¶i tÝch ®èi víi x vµ y. Ph−¬ng tr×nh ®−êng ®Æc tr−ng cña (??) cã hai
nghiÖm phøc liªn hîp. Khi ®ã nghiÖm tæng qu¸t cña ph−¬ng tr×nh ®−êng ®Æc
tr−ng cã d¹ng ϕ(x, y) = C vµ ϕ∗(x, y) = C. §Æt

ξ = ϕ(x, y),

η = ϕ∗(x, y),

ta ®−îc

a1 = aϕ
2
x + 2bϕxϕy + cϕ

2
y = 0, (1.44)

c1 = aϕ
∗2
x + 2bϕ

∗
xϕ
∗
y + cϕ

∗2
y = 0. (1.45)

Ký hiÖu ϕ(x, y) = α(x, y) + iβ(x, y), víi α, β lµ c¸c ®¹i l−îng thùc. T¸ch phÇn
thùc vµ phÇn ¶o trong (??) ta ®−îc

aα2x + 2bαxαy + cα
2
y = aβ

2
x + 2bβxβy + cβ

2
y , (1.46)

aαxβx + b(αxβy + αyβx) + cαyβy = 0. (1.47)

B©y giê xÐt phÐp ®æi biÕn

α = α(x, y),

β = β(x, y),

ta cã

D(α, β)

D(x, y)
6= 0,

(Thùc chÊt ë ®©y ta ®Æt

α =
1

2
(ϕ(x, y) + ϕ∗(x, y)), β =

1

2
(ϕ(x, y)− ϕ∗(x, y))
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mµ th«i!). Tõ c¸c tÝnh to¸n ë trªn, ph−¬ng tr×nh (??) sÏ trë thµnh

a2uαα + 2buαβ + c2uββ + F2(α,β, u, uα, uβ) = 0, (1.48)

víi a2 = c2, b2 = 0, vµ a2c2−b22 > 0. Ph−¬ng tr×nh chÝnh t¾c cña ph−¬ng tr×nh (??)
sÏ cã d¹ng

uαα + uββ = Φ(α,β, u, uα, uβ). (1.49)

VÝ dô 2.

uxx + 2uxy + 5uyy − 2ux + 3uy = 0. (1.50)

Ph−¬ng tr×nh ®−êng ®Æc tr−ng: y02− 2y0+5 = 0 cã biÖt thøc ∆ = −4 < 0. Tõ ®ã
ph−¬ng tr×nh cã nghiÖm phøc y0 = 1 + 2i, kÐo theo ®−êng cong tÝch ph©n t−¬ng
øng y − x− 2ix = C1. §Æt

α = y − x, (1.51)

β = −2x. (1.52)

Tõ ®ã ph−¬ng tr×nh chÝnh t¾c t−¬ng øng lµ

uαα + uββ +
1

25
(uα + 4uβ) = 0. (1.53)

Tr−êng hîp ph−¬ng tr×nh parabolic T−¬ng øng víi tr−êng hîp δ = b2 − ac = 0. Khi
®ã ph−¬ng tr×nh ®−êng ®Æc tr−ng cã nghiÖm kÐp

ϕ(x, y) = C. (1.54)

Ta dïng phÐp thÕ biÕn

ξ = ϕ(x, y), η = ψ(x, y), (1.55)

víi ψ(x, y) tïy ý tho¶ m·n

D(ϕ,ψ)

D(x, y)
6= 0. (1.56)

TÝnh to¸n t−¬ng tù tr−êng hîp hyperbolic, c¸c hÖ sè a1, b1 triÖt tiªu, cßn c1 kh«ng
triÖt tiªu. Khi ®ã ph−¬ng tr×nh chÝnh t¾c cña ph−¬ng tr×nh (??) trong tr−êng hîp
nµy cã d¹ng

uηη = Φ(ξ, η, u, uη, uξ). (1.57)

Chó ý r»ng trong tr−êng hîp b = 0 th× ph−¬ng tr×nh (??) cã s½n d¹ng (??).
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VÝ dô 3.

uxx + 4uxy + 4uyy + 5ux + uy + 12u = 0. (1.58)

Ta cã ph−¬ng tr×nh ®−êng ®Æc tr−ng lµ y02+4y0+4 = 0 cã biÖt thøc ∆ = 0, vËy ®©y lµ
ph−¬ng tr×nh parabolic. Ph−¬ng tr×nh ®Æc tr−ng cã nghiÖm y0 = −2, suy ra y+2x = C.
XÐt phÐp ®æi biÕn

ξ = y + 2x, (1.59)

ψ = y. (1.60)

Râ rµng ξ vµ ψ trùc giao víi nhau. Theo phÇn lý thuyÕt, c¸c hÖ sè a1 vµ b1 triÖt tiªu,
cßn c1 = 4. VËy ta cã d¹ng chÝnh t¾c cña ph−¬ng tr×nh ®· cho lµ

4uηη + 5(2uξ) + uξ + uη + 12u = 0 (1.61)

⇐⇒ uηη +
11

4
uξ +

1

4
uη + 3u = 0. (1.62)

1.5 TÝnh ®Æt chØnh cña bµi to¸n ph−¬ng tr×nh ®¹o hµm riªng. Ph¶n vÝ

dô cña Hadamard. §Þnh lý Cauchy - Kovalevskaia

Trong c¸c bµi to¸n vËt lý dÉn ®Õn c¸c bµi to¸n cña ph−¬ng tr×nh ®¹o hµm riªng,
mét vÊn ®Ò thùc tiÔn ®Æt ra lµ c¸c sai sè do thùc nghiÖm, ®o ®¹c c¸c sè liÖu thùc tiÔn
sÏ ¶nh h−ëng ®Õn sai sè cña nghiÖm. Do ®ã viÖc m« h×nh hãa to¸n häc c¸c qu¸ tr×nh
vËt lý cÇn tháa m·n c¸c ®ßi hái sau:

• NghiÖm cña bµi to¸n ph¶i tån t¹i trong mét líp hµm X nµo ®ã.

• NghiÖm ®ã lµ duy nhÊt trong mét líp hµm Y nµo ®ã.

• NghiÖm cña bµi to¸n phô thuéc liªn tôc vµo c¸c d÷ kiÖn ®· cho cña b¶i to¸n
(®iÒu kiÖn ban ®Çu, ®iÒu kiÖn cho trªn biªn, sè h¹ng tù do, c¸c hÖ sè cña ph−¬ng
tr×nh.

J.S.Hadamard (186-1963) ®· ®−a ra kh¸i niÖm vÒ tÝnh ®Æt chØnh (®Æt ®óng ®¾n,
®Æt tèt – well-posed) cña mét bµi to¸n ph−¬ng tr×nh vi ph©n ®¹o hµm riªng: Mét bµi
to¸n ®−îc gäi lµ ®Æt ®óng ®¾n nÕu tháa m·n c¶ ba ®iÒu kiÖn trªn. NÕu kh«ng tháa m·n
mét trong ba ®iÒu kiÖn trªn th× bµi to¸n ®−îc gäi lµ bµi to¸n ®Æt kh«ng ®óng ®¾n (®Æt
kh«ng chØnh – ill-posed problem).

VÝ dô 4. 1. XÐt bµi to¸n Cauchy cho ph−¬ng tr×nh vi ph©n th−êng

y0 = f(x, y), y(x0) = y0.

Ng−êi ta chøng minh ®−îc r»ng víi f tháa m·n ®iÒu kiÖn Lipschitz theo y vµ
liªn tôc theo (x, y) trong mét miÒn nµo ®ã chøa (x0, y0) th× bµi to¸n lµ ®Æt ®óng
®¾n.
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2. XÐt bµi to¸n Cauchy cho ph−¬ng tr×nh Laplace ®èi víi hµm u(x, t):

utt = −uxx trong Ω, (1.63)

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) =
1

k
sin kx, (1.64)

0 < t < δ, x ∈ R,
k lµ mét sè nguyªn d−¬ng nµo ®ã tïy ý, ë ®©y coi X = Y = C2(Ω), víi
Ω = (0, δ)× R. NghiÖm cña bµi to¸n (??)- (??) lµ hµm

uk(x, t) =
sh(kt)

k2
sin kx. (1.65)

NÕu k →∞ th× 1
k
sin kx héi tô ®Òu theo x ®Õn kh«ng. Tuy nhiªn, víi x 6= jπ, j =

1, 2, . . . th× d·y hµm uk(x, t) =
sh(kt)
k2

sin kx kh«ng héi tô ®Òu vÒ kh«ng khi k →∞.
VËy bµi to¸n Cauchy (??)- (??) kh«ng ®Æt chØnh trong líp hµm C2(Ω).

XÐt Ω ⊆ Rn lµ mét miÒn trong Rn. Ta xÐt bµi to¸n Cauchy t×m nghiÖm cña ph−¬ng
tr×nh ®¹o hµm riªng tuyÕn tÝnh cÊp hai tæng qu¸t

nX
i,j=1

aij(x)
∂2u

∂xi∂xj
+

nX
i=1

ai(x)
∂u

∂xi
+ a(x)u = f(x), (1.66)

ë ®©y aij , ai, a, f lµ c¸c hµm ®ñ tr¬n. Ta nh¾c l¹i r»ng bµi to¸n t×m nghiÖm cña ph−¬ng
tr×nh tháa m·n c¸c ®iÒu kiÖn ban ®Çu t¹i t = t0 lµ bµi to¸n Cauchy. Trong ph−¬ng tr×nh
vi ph©n th−êng, øng víi tr−êng hîp n = 2, ta ®· cã ®Þnh lý Cauchy kh¼ng ®Þnh r»ng
bµi to¸n Cauchy cã nghiÖm gi¶i tÝch duy nhÊt trong mét lËn cËn nµo ®ã cña t0, nÕu c¸c
hÖ sè vµ sè h¹ng tù do cña ph−¬ng tr×nh lµ c¸c hµm gi¶i tÝch trong kho¶ng (a, b) 3 t0.
Mét c¸ch tù nhiªn, ta t×m c¸ch më réng kÕt qu¶ trªn cho tr−êng hîp ph−¬ng tr×nh
®¹o hµm riªng. Gi¶ sö biÕn cña ph−¬ng tr×nh lµ x = (x1, x2, . . . , xn) ®−îc t¸ch thµnh
x = (x0, xn) = (x0, t), trong ®ã x0 = (x1, x2, . . . , xn−1), t = xn, ë ®©y t ®ãng vai trß
biÕn thêi gian cßn x0 ®ãng vai trß biÕn kh«ng gian. Bµi to¸n Cauchy cña ph−¬ng tr×nh
®¹o hµm riªng (??) lµ t×m nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh biÕt r»ng trªn mÆt ph¼ng t = t0 vµ
trong mét l©n cËn cña x00 cã c¸c ®iÒu kiÖn ban ®Çu

u|t=t0 = u0(x0),
∂u

∂t

¯̄̄
t=t0

= u1(x
0). (1.67)

§Þnh lý sau, mang tªn nhµ n÷ to¸n häc Nga S. V. Kovalevskaia (1850 - 1891), sÏ chØ
ra c¸c ®iÒu kiÖn (cÇn vµ ®ñ) ®Ó bµi to¸n Cauchy cã nghiÖm gi¶i tÝch duy nhÊt. Gi¶ sö
viÕt ph−¬ng tr×nh (??) d−íi d¹ng

∂2u

∂t2
=

n−1X
i,j=1

bij(x)
∂2u

∂xi∂xj
+

n−1X
i,j=1

bin(x)
∂2u

∂xi∂t
+

nX
i=1

bi(x)
∂u

∂xi
+ b(x)u+ h(x), (1.68)

§Þnh lý 1.1. Gi¶ sö bij , bin, bi, b, h lµ c¸c hµm gi¶i tÝch trong mét l©n cËn nµo ®ã cña
®iÓm x0 cßn u0, u1, lµ c¸c hµm gi¶i tÝch trong mét lËn cËn nµo ®ã cña ®iÓm x00. Khi ®ã
bµi to¸n Cauchy (??)- (??) cã nghiÖm gi¶i tÝch(b) trong mét l©n cËn nµo ®ã cña ®iÓm x0

vµ lµ nghiÖm duy nhÊt trong líp c¸c hµm gi¶i tÝch.
(b)Cßn gäi lµ nghiÖm cæ ®iÓn cña ph−¬ng tr×nh ®¹o hµm riªng
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ViÖc chøng minh ®Þnh lý nµy cã ë phÇn phô lôc cuèi gi¸o tr×nh. Còng cã thÓ tham
kh¶o c¸c s¸ch trong phÇn tham kh¶o. Mét chó ý cuèi cïng cña ch−¬ng nµy lµ ®Þnh lý
Cauchy - Kovalevskaia còng ®óng trong tr−êng hîp ph−¬ng tr×nh cÊp cao h¬n 2, khi
®ã ta sÏ cã nh÷ng ph¸t biÓu t−¬ng tù ®Þnh lý võa nªu.
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Bµi tËp ch−¬ng 1

0. (M« h×nh ho¸) Quan s¸t mét ®o¹n ®−êng dµi 50m kh«ng cã ®iÓm ®ç trong mét
thêi gian 50 phót trong nhiÒu ngµy, b¹n thu ®−îc c¸c kÕt qu¶ sau. (Coi tÊt c¶ c¸c lo¹i
ph−¬ng tiÖn giao th«ng lµ nh− nhau).

1. Trong ngµy ®Çu tiªn, ta thÊy r»ng trong suèt thêi gian quan s¸t, tÊt c¶ c¸c ph−¬ng
tiÖn giao th«ng ®Òu di chuyÓn víi vËn tèc h÷u h¹n vµ kh«ng gÆp r¾c rèi g×.

2. Trong ngµy thø hai, ta vÉn quan s¸t ®−îc hiÖn t−îng trªn, ®ång thêi nhËn thÊy
r»ng: Trong thêi gian nãi trªn ®· xuÊt hiÖn c¸c vô tai n¹n giao th«ng vµ lµm
nh÷ng ph−¬ng tiÖn trùc tiÕp liªn quan ®Õn tai n¹n kh«ng l−u th«ng ®−îc n÷a vµ
kh«ng ¶nh h−ëng ®Õn c¸c ph−¬ng tiÖn giao th«ng kh¸c. Trªn ®o¹n ®−êng nãi
trªn, t¹i mçi ®iÓm tû lÖ xuÊt hiÖn tai n¹n giao th«ng lµ mét h»ng sè λ > 0 phô
thuéc vµo mËt ®é ph−¬ng tiÖn giao th«ng t¹i ®ã.

3. Trong ngµy thø ba, c¸c ph−¬ng tiÖn giao th«ng kh«ng gÆp tai n¹n di chuyÓn theo
mét tr−êng vËn tèc thay ®æi, vµ kh«ng phô thuéc vµo mËt ®é ph−¬ng tiÖn giao
th«ng.

4. Trong ngµy thø t−, ta nhËn ra r»ng cã mét mËt ®é xe cé cùc ®¹i ρmax ∈ R t¹i mçi
®iÓm trªn ®−êng, sao cho khi khi mËt ®é xe cé v−ît qua ρmax th× tû lÖ tai n¹n
giao th«ng sÏ gia t¨ng t¹i ®iÓm ®ã.

H·y m« t¶ c¸c qu¸ tr×nh trªn thµnh c¸c ph−¬ng tr×nh ®¹o hµm riªng t−¬ng øng.

I. §−a c¸c ph−¬ng tr×nh sau vÒ d¹ng chÝnh t¾c vµ ph©n lo¹i chóng

1. uxx − 7uxy + 12uyy + ux − 2uy − 3u = 0,

2. uxx + 2uxy + 5uyy − 2ux + 3uy = 0,

3. uxx − 6uxy + 9uyy − ux + uy + u = 0,

4. uxx + 2uxy − 3uyy + 2ux + 6uy = 0,

5. uxx − 2 cosxuxy − (3 + sin2 x)uyy − yux = 0,

6. y2uxx + 2xyuxy + 2x2uyy + yuy = 0,

7. e2xuxx + 2ex+yuxy + e2yuyy = 0,

8. tan2 xuxx − 2y tanxuxy + y2uyy + tan3 xux = 0.

II.1. T×m nghiÖm tæng qu¸t cña c¸c ph−¬ng tr×nh sau:

1. uxx − 2 sinxuxy − cos2 xuyy − cosxuy = 0,

2. xuxx − yuyy + 1
2
(ux − uy) = 0,



17 Ch−¬ng 1. Më ®Çu. Ph©n lo¹i

3. (x− y)uxy − ux + uy = 0, (gîi ý: ®Æt v = (x− y)u),

4. uxy + yux + xuy + xyu = 0, (gîi ý: ®Æt u = e−(x
2+y2)/2v),

II.2. T×m tÝch ph©n tæng qu¸t cña c¸c ph−¬ng tr×nh sau:

1. uxx − a2uyy = 0,

2. uxx − 2uxy − 3uyy = 0,

3. uxy + aux = 0,

4. 3uxx − 5uxy − 2uyy + 3ux + uy − 2 = 0,

5. uxy + aux + buy + abu = 0, a, b = const,

6. uxy − 2ux − 3uy + 6u = 2exy.

III. T×m c¸c miÒn elliptic, hyperbolic, parabolic cña ph−¬ng tr×nh

(λ+ x)uxx + 2xyuxy − y2uyy = 0,
theo λ.

IV. §−a vÒ d¹ng chÝnh t¾c trong miÒn mµ lo¹i ph−¬ng tr×nh vÉn gi÷ nguyªn.

1. uxx + 4uxy + uyy + ux + uy + 2u− x2y = 0,

2. y2m+1uxx + uyy − ux = 0, m ∈ Z+,

3. uxx + xuyy = 0,

4. y2uxx + 2xyuxy + x2uyy = 0,

5. sin2 xuxx + uyy = 0.

V. §Æt u = veλx+μy vµ chän c¸c tham sè λ, μ thÝch hîp, h·y ®¬n gi¶n ho¸ c¸c
ph−¬ng tr×nh sau.

1. uxx + uyy + αux + βuy + γu = 0,

2. uxx = 1
a2
uy + βux + αu,

3. uxy = αux + βuy.

VI (∗). PhÐp biÕn ®æi Fourier F cña mét hµm kh¶ tÝch u(x, y) ®−îc cho bëi c«ng
thøc

F[u](ξ, η) =
1

2π

ZZ
R2
u(x, y)e−i(xξ+yη)dxdy, (ξ, η) ∈ R2, (1.69)

XÐt ph−¬ng tr×nh

auxx + buyy = f(x, y). (1.70)



18 Ch−¬ng 1. Më ®Çu. Ph©n lo¹i

1. BiÕn ®æi ph−¬ng tr×nh trªn b»ng phÐp biÕn ®æi Fourier (x, y)→ (ξ, η).

2. T×m nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh trªn tõ viÖc gi¶i ph−¬ng tr×nh ®· ®−îc biÕn ®æi
Fourier víi gi¶ thiÕt r»ng u cã gi¸ compact, tøc lµ tËp

suppu = {(x, y) ∈ R2, u(x, y) 6= 0}

lµ mét tËp compact.

3. XÐt tr−êng hîp a = b = 1, a = 0, b = 1, a = 1, b = −1.
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Ch−¬ng 2

Ph−¬ng tr×nh hyperbolic. Ph−¬ng tr×nh truyÒn sãng trªn d©y

2.1 §Æt bµi to¸n

Chóng ta nghiªn cøu ph−¬ng tr×nh truyÒn sãng trªn d©y rung, tõ ®ã nghiªn cøu tÝnh
chÊt cña c¸c ph−¬ng tr×nh hyperbolic

¤u = ∂2u

∂t2
− a2∂

2u

∂x2
= 0, u = u(x, t), (x, t) ∈ [0, l]× (0,+∞), (2.1)

hoÆc ph−¬ng tr×nh truyÒn sãng kh«ng thuÇn nhÊt

¤u = ∂2u

∂t2
− a2∂

2u

∂x2
= f(x, t), u = u(x, t), (x, t) ∈ [0, l]× (0,+∞), (2.2)

§èi víi ph−¬ng tr×nh hyperbolic, ng−êi ta ®Æt vÊn ®Ò nghiªn cøu bµi to¸n Cauchy t−¬ng
øng cña chóng. Ta xÐt bµi to¸n Cauchy cña ph−¬ng tr×nh truyÒn sãng (??) sau

∂2u

∂t2
= a2

∂2u

∂x2
+ f(x, t), (x, t) ∈ [0, l]× (0,+∞), (2.3)

u(t0, x) = g(x), x ∈ [0, l], (2.4)

∂u

∂t
(t0, x) = h(x), x ∈ [0, l]. (2.5)

Chó ý r»ng ®o¹n [0, l] cã thÓ ®−îc thay b»ng c¶ trôc thùc R. Tõ ch−¬ng ??, ta ®· nªu
ra c¸ch thiÕt lËp ®Ó dÉn ®Õn ph−¬ng tr×nh truyÒn sãng trªn d©y c¨ng th¼ng. Còng nh−
c¸c ph−¬ng tr×nh ®¹o hµm riªng kh¸c, ta ®i chøng minh c¸c §Þnh lý tån t¹i, duy nhÊt
nghiÖm vµ §Þnh lý vÒ sù phô thuéc liªn tôc cña nghiÖm vµo c¸c d÷ kiÖn ban ®Çu. Ta
cã c¸c §Þnh lý sau.

§Þnh lý 2.2 (§Þnh lý duy nhÊt). Tån t¹i kh«ng nhiÒu h¬n mét nghiÖm u ∈ C2(Ω) cña
bµi to¸n Cauchy (??), (??), (??).

Chó ý.

• B»ng c¸ch co gi·n hÖ to¹ ®é, ®Æt t0 = at, ta cã thÓ gi¶ sö hÖ sè a = 1.

• B»ng c¸ch tÞnh tiÕn hÖ to¹ ®é, ta cã thÓ coi t0 = 0.
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• §Ó chøng minh §Þnh lý, ta chøng minh r»ng hiÖu cña hai nghiÖm bÊt kú cña bµi
to¸n ®ång nhÊt b»ng 0. Gi¶ sö u1 vµ u2 lµ hai nghiÖm cña bµi to¸n trªn, khi ®ã
hiÖu v(x, t) = u1(x, t)− u2(x, t) tho¶ m·n

∂2v

∂t2
=
∂2v

∂x2
, (x, t) ∈ [0, l]× (0,+∞), (2.6)

v(0, x) = 0, x ∈ [0, l], (2.7)

∂v

∂t
(0, x) = 0, x ∈ [0, l]. (2.8)

Khi ®ã nghiÖm u(x, t) cña bµi to¸n trªn sÏ ®ång nhÊt b»ng kh«ng.

• Ta sÏ sö dông ký hiÖu ut vµ ux thay cho c¸c ký hiÖu truyÒn thèng
∂u

∂t
vµ

∂u

∂x
t−¬ng øng.

Chøng minh. Gi¶ sö u(x, t) lµ nghiÖm cña bµi to¸n Cauchy ë trªn, sao cho u kh¶ vi liªn
tôc cïng víi c¸c ®¹o hµm riªng cÊp hai trong Ω. XÐt nãn K cã mÆt ®¸y lµ t = t0 = 0,
c¸c mÆt bªn lµ c¸c ®−êng ®Æc tr−ng. Khi ®ã

ut (utt − uxx) = 0,

suy ra

I =

ZZ
K

ut (utt − uxx) dxdt = 0,

L¹i cã

ut · utt =
1

2
∂t(u

2
t ), (2.9)

ut · uxx = ∂x(ut · ux)−
1

2
∂t(u

2
t ). (2.10)

Tõ ®ã suy ra

I = −1
2

ZZ
K

¡
∂t(u

2
x + u

2
t )− ∂x(2uxut)

¢
dxdt = 0.

Theo c«ng thøc Green,

⇐⇒ 1

2

Z
∂K

2utuxdt+ (u
2
x + u

2
t )dx = 0.

Trong ®ã ∂K ®−îc t¹o bëi c¸c ®−êng ®Æc tr−ng cña ph−¬ng tr×nh (tøc lµ c¸c ®−êng
x ± t = 0) vµ ®−êng t = t0 = 0, chó ý r»ng trªn ®−êng n»m ngang t = t0 = 0 ta cã
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u0 = 0, tøc lµ tÝch ph©n ®−îc lÊy trªn c¸c ®−êng ®Æc tr−ng mµ th«i. Tõ c«ng thøc cña
®−êng ®Æc tr−ng ta suy ra hÖ thøc

ut = ±ux

(v× hÖ sè gãc cña ®−êng ®Æc tr−ng lµ ±1). Gäi m lµ ph−¬ng cña ®−êng ®Æc tr−ng l nµo
®ã cña ph−¬ng tr×nh. Khi ®ã trªn ®−êng ®Æc tr−ng l ta cã

∂u

∂m
= ux cos(~m, ~x) + ut cos(~m,~t)

= ut(cos(~m, ~x)± cos(~m,~t)) = 0.

v× vect¬ ~m vu«ng gãc víi vect¬ ph¸p tuyÕn ~n cña ®−êng ®Æc tr−ng. VËy ta cã u(x, t) =
const = u(x, 0) = 0, víi mäi (x, t) ∈ K. V× K ®−îc chän bÊt kú nªn ta suy ra
u(x, t) ≡ 0. §iÒu ph¶i chøng minh.

Nh− ta sÏ thÊy tõ c«ng thøc D’Alembert trong phÇn sau, nghiÖm cña bµi to¸n Cauchy
sÏ phô thuéc vµo c¸c d÷ kiÖn ban ®Çu lµ c¸c hµm d−íi dÊu tÝch ph©n: Khi thay ®æi
mét l−îng nhá ë c¸c d÷ kiÖn ban ®Çu g vµ h th× nghiÖm cña bµi to¸n Cauchy sÏ thay
®æi mét l−îng nhá t−¬ng øng. V× vËy ta cã kh¼ng ®Þnh.

§Þnh lý 2.3 (TÝnh æn ®Þnh cña nghiÖm). NghiÖm cña bµi to¸n Cauchy (??)-(??) phô
thuéc liªn tôc vµo c¸c d÷ kiÖn ban ®Çu h vµ g.

2.2 Ph−¬ng tr×nh chuyÓn dÞch

PhÇn nµy nh»m bæ trî cho viÖc t×m nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh truyÒn sãng b»ng c«ng
thøc D’Alembert. XÐt ph−¬ng tr×nh

ut + bux = 0, (x, t) ∈ R× (0,+∞). (2.11)

Ta t×m nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh trong líp c¸c hµm sè cã ®¹o hµm riªng liªn tôc. Chó
ý r»ng khi xem vÕ tr¸i cña ph−¬ng tr×nh (??) lµ mét hµm theo (x, t; b) th× ®¹o hµm theo
h−íng (b, 1) triÖt tiªu. Khi ®ã, víi mçi ®iÓm cè ®Þnh (x, t) ∈ R× (0,+∞) ta ®Æt

z(s) = u(x+ sb, t+ s).

ThÕ th×
ż(s) = bux(x+ sb, t+ s) + ut(x+ sb, t+ s) = 0,

tøc lµ z(s) = const. Tõ ®ã suy ra nÕu biÕt gi¸ trÞ cña u trªn c¸c ®−êng th¼ng cã vect¬
chØ ph−¬ng lµ (b, 1) th× cã thÓ x¸c ®Þnh ®−îc gi¸ trÞ cña u trªn toµn miÒn R× (0,+∞).
XÐt bµi to¸n Cauchy

ut + bux = 0, (x, t) ∈ R× (0,+∞), (2.12)

u(x, 0) = g(x), x ∈ R. (2.13)
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§−êng th¼ng ®i qua ®iÓm (x, t) cã h−íng lµ (b, 1) ®−îc tham sè hãa lµ (x+ sb, t+ s).
V× u lµ h»ng sè trªn ®−êng th¼ng ®ã vµ u(x− tb, 0) = g(x− tb) nªn suy ra nghiÖm cña
bµi to¸n lµ

u(x, t) = g(x− tb), (x, t) ∈ R× (0,+∞).
Khi vÕ ph¶i cña ph−¬ng tr×nh (??) lµ mét hµm f(x, t) kh«ng ®ång nhÊt b»ng kh«ng,
thùc hiÖn t−¬ng tù trªn ta suy ra ®−îc nghiÖm cña bµi to¸n Cauchy t−¬ng øng lµ

u(x, t) = g(x− tb) +
Z t

0

f(x+ (s− t)b, s)ds, (x, t) ∈ R× (0,+∞). (2.14)

Chó ý. Ph−¬ng ph¸p mµ ta sö dông ë môc nµy dùa trªn c¬ së ®−a mét ph−¬ng tr×nh
®¹o hµm riªng vÒ ph−¬ng tr×nh vi ph©n th−êng t−¬ng øng. Ng−êi ta gäi ph−¬ng ph¸p
nµy lµ ph−¬ng ph¸p ®Æc tr−ng.

2.3 NghiÖm cña bµi to¸n Cauchy cña ph−¬ng tr×nh truyÒn sãng. C«ng

thøc D’Alembert

XÐt bµi to¸n Cauchy thuÇn nhÊt

∂2u

∂t2
= a2

∂2u

∂x2
, (x, t) ∈ R× (0,+∞), (2.15)

u(x, 0) = g(x), x ∈ R, (2.16)

∂u

∂t
(x, 0) = h(x), x ∈ R, (2.17)

ë ®©y c¸c hµm g vµ h ®−îc gi¶ thiÕt lµ ®· biÕt. Ta cÇn t×m nghiÖm cña bµi to¸n ®−îc
biÓu diÔn qua g vµ h. Chó ý r»ng ph−¬ng tr×nh (??) cã thÓ viÕt ®−îc d−íi d¹ngµ

∂

∂t
+ a

∂

∂x

¶µ
∂

∂t
− a ∂

∂x

¶
u = utt − a2uxx = 0. (2.18)

§Æt v(x, t) =
¡
∂
∂t
− a ∂

∂x

¢
u(x, t). Khi ®ã ph−¬ng tr×nh (??) trë thµnh

vt(x, t) + avx(x, t) = 0, x ∈ R, t > 0. (2.19)

¸p dông nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh chuyÓn dÞch ë trªn (ph−¬ng tr×nh (??)) víi b = a ta
t×m nghiÖm bµi to¸n (??)- (??) d−íi d¹ng v(x, t) = α(x− at), trong ®ã α(x) := v(x, 0).
KÕt hîp víi (??) ta ®−îc

ut(x, t)− aux(x, t) = α(x− at), trong R× (0,∞). (2.20)

¸p dông c«ng thøc nghiÖm (??) cña ph−¬ng tr×nh chuyÓn dÞch kh«ng thuÇn nhÊt víi
b = −a, f(x, t) = α(x− at) ta suy ra nghiÖm cña bµi to¸n lµ

u(x, t) = β(x+ at) +

Z t

0

α(x+ a(t− s)− as)ds
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®æi biÕn y := x+ at− 2as ta ®−îc

= β(x+ at) +
1

2a

Z x+at

x−at
α(y)dy, (b(x) = u(x, 0)).

ë ®©y α vµ β lµ c¸c hµm cÇn t×m tháa m·n bµi to¸n Cauchy ®ang xÐt. Thay nghiÖm
võa t×m ®−îc vµo bµi to¸n ta ®−îc

β(x) = u(x, 0) = g(x), x ∈ R,
α(x) = v(x, 0) = ut(x, 0)− aux(x, 0) = h(x)− g0(x), x ∈ R.

VËy nghiÖm cÇn t×m lµ

u(x, t) =
1

2
(g(x+ at) + g(x− at)) + 1

2a

Z x+at

x−at
h(y)dy, x ∈ R, t > 0. (2.21)

C«ng thøc (??) ®−îc gäi lµ c«ng thøc D’Alembert. VËy ta chøng minh ®−îc §Þnh lý
vÒ sù tån t¹i nghiÖm cña bµi to¸n Cauchy cho ph−¬ng tr×nh truyÒn sãng.

§Þnh lý 2.4 (§Þnh lý tån t¹i nghiÖm). Gi¶ sö g ∈ C2(R), h ∈ C1(R), cho tr−íc vµ
hµm u ®−îc x¸c ®Þnh b»ng c«ng thøc (??). Khi ®ã, c¸c kh¼ng ®Þnh sau ®©y lµ ®óng

1. u ∈ C2(R× [0,+∞)),

2. utt − a2uxx = 0 trong R× (0,+∞),

3. víi mäi x0 ∈ R,

lim
(x,t)→(x0,0+)

u(x, t) = g(x0), lim
(x,t)→(x0,0+)

ut(x, t) = h(x
0).

Chøng minh. C¸c b−íc ë trªn ®· chøng minh c¸c kh¼ng ®Þnh 1. vµ 2. §Ó chøng tá 3.,
ta kiÓm tra trùc tiÕp giíi h¹n trong kh¼ng ®Þnh. §iÒu nµy hoµn toµn dÔ dµng ®èi víi
c¸c b¹n.

Bªn c¹nh viÖc x¸c ®Þnh nghiÖm cña bµi to¸n Cauchy cho ph−¬ng tr×nh truyÒn sãng theo
§Þnh lý ?? ta cã thÓ x¸c ®Þnh nghiÖm cña bµi to¸n trªn b»ng ph−¬ng ph¸p t¸ch biÕn.
Ta cã ph−¬ng tr×nh c¸c ®−êng ®Æc tr−ng cña ph−¬ng tr×nh hyperbolic cã d¹ng

dx2 − a2dt2 = 0, (2.22)

hay

dx− adt = 0, dx+ adt = 0. (2.23)

NghiÖm cña nã cã d¹ng

x− at = C1, (2.24)

x+ at = C2. (2.25)
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Thùc hiÖn phÐp ®æi biÕn

ξ = x+ at, η = x− at, (2.26)

ta ®−îc

∂2u

∂ξ∂η
= 0. (2.27)

Tõ ®ã suy ra

∂u

∂η
= f∗(η). (2.28)

TÝch ph©n (??) theo η ta ®−îc

u(ξ, η) =

Z
f ∗(η)dη + f1(ξ) = f1(ξ) + f2(η). (2.29)

Râ rµng víi mäi hµm f(ξ) vµ g(η) kh¶ vi trong (??), b»ng c¸ch ®¹o hµm ta cã kÕt
luËn chóng ®Òu lµ nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh ®−îc xÐt. Nh− vËy biÓu thøc (??) ®óng lµ
nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh truyÒn sãng ®ang xÐt, ta ®−îc nghiÖm tæng qu¸t cña ph−¬ng
tr×nh (??) cã d¹ng

u(x, t) = f1(x+ at) + f2(x− at). (2.30)

Gi¶ sö bµi to¸n Cauchy (??)-(??)-(??) cã nghiÖm, khi ®ã nghiÖm ®−îc biÓu diÔn b»ng
c«ng thøc (??). Sö dông c¸c d÷ kiÖn ban ®Çu ta t×m ®−îc d¹ng cña c¸c hµm fi. Ta cã

u(0, x) = f1(x) + f2(x) = g(x). (2.31)

§¹o hµm hai vÕ cña (??) vµ cho t = 0, ta ®−îc

af 01(x)− af 02(x) = h(x), (2.32)

suy ra

f1(x)− f2(x) =
1

a

Z x

x0

h(ξ)dξ + C. (2.33)

Tõ c¸c tÝnh to¸n trªn ta suy ra

f1(x) =
1

2
g(x) +

1

2a

Z x

x0

h(ξ)dξ +
C

2
, (2.34)

f2(x) =
1

2
g(x)− 1

2a

Z x

x0

h(ξ)dξ − C
2
. (2.35)

Thay vµo (??) ta ®−îc nghiÖm tæng qu¸t cña ph−¬ng tr×nh lµ

u(x, t) =
g(x+ at) + g(x− at)

2
+
1

2a

Z x+at

x−at
h(ξ)dξ. (2.36)

VËy, tõ c¸c §Þnh lý ??, ??, ??, ta cã kh¼ng ®Þnh

§Þnh lý 2.5. Bµi to¸n Cauchy (??)-(??)-(??) cña ph−¬ng tr×nh truyÒn sãng ®−îc ®Æt ®óng
®¾n.
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2.4 NghiÖm cña bµi to¸n biªn-ban ®Çu. Ph−¬ng ph¸p t¸ch biÕn

XÐt bµi to¸n biªn-ban ®Çu

utt = a
2uxx, (x, t) ∈ Ω (2.37)

u(x, 0) = ϕ0(x), x ∈ [0, l], (2.38)

ut(x, 0) = ϕ1(x), x ∈ [0, l], (2.39)

u(0, t) = u(l, t) = 0. (2.40)

Ta sÏ ®i t×m nghiÖm kh«ng tÇm th−êng cña bµi to¸n biªn-ban ®Çu trªn cã d¹ng t¸ch
biÕn u(x, t) = X(x)T (t). Thay biÓu thøc nghiÖm vµo ph−¬ng tr×nh (??) ta ®−îc

T 00(t)X(x) = a2T (t)X 00(x) ⇐⇒ T 00(t)

a2T (t)
=
X 00(x)

X(x)
= −λ, (2.41)

ë ®ã λ lµ mét h»ng sè. Tõ ph−¬ng tr×nh trªn ta suy ra mét hÖ ph−¬ng tr×nh vi ph©n
th−êng (

T 00(t) + a2λT (t) = 0, (a)

X 00(x) + λX(x) = 0. (b)
(2.42)

Gi¶i (??)(b), sö dông ®iÒu kiÖn ë biªn ®Ó t×m gi¸ trÞ λ thÝch hîp. Ta cã c¸c tr−êng hîp
sau:

• λ < 0: Ph−¬ng tr×nh vi ph©n th−êng cã nghiÖm

X(x) = C1e
√
−λx + C2e

−
√
−λx.

Thay c¸c ®iÒu kiÖn biªn

X(0) = C1 + C2 = 0,

X(l) = C1e
√
−λl + C2e

−
√
−λl = 0,

suy ra

C1 = C2 = 0.

• λ = 0: DÔ dµng suy ra C1 = C2 = 0.

• λ > 0: Ph−¬ng tr×nh vi ph©n cã nghiÖm

X(x) = C1 cos
√
λx+ C2 sin

√
λx.

Thay c¸c ®iÒu kiÖn biªn

X(0) = C1 = 0,

X(l) = C2 sin
√
λl = 0,

Chó ý r»ng nghiÖm cÇn t×m kh«ng tÇm th−êng ta suy ra C2 6= 0. VËy

sin
√
λl = 0 ⇐⇒ λ =

k2π2

l2
, k = ±1,±2, . . .
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Thay λ võa t×m ®−îc vµo (??)(a) ta cã

T 00(t) +
k2π2

l2
T (t) = 0. (2.43)

Ph−¬ng tr×nh cã nghiÖm

Tk(t) = Bk cos
kπ

l
at+Ak sin

kπ

l
at. (2.44)

Tõ nh÷ng lËp luËn trªn suy ra ph−¬ng tr×nh truyÒn sãng ®ang xÐt cã nghiÖm d¹ng

uk(x, t) =

µ
Ak cos

kπ

l
at+Bk sin

kπ

l
at

¶
sin
kπ

l
x. (2.45)

Ta x©y dùng chuçi h×nh thøc

u(x, t) ∼
∞X
k=1

uk(x, t) =
∞X
k=1

µ
Ak cos

kπ

l
at+Bk sin

kπ

l
at

¶
sin
kπ

l
x (2.46)

vµ x¸c ®Þnh hÖ sè Ak vµ Bk sao cho chuçi trªn tho¶ m·n c¸c ®iÒu kiÖn ban ®Çu cña
bµi to¸n. Gi¶ sö chuçi cã thÓ ®¹o hµm h×nh thøc tõng tõ theo t, ta cã c¸c hÖ thøc

u(x, 0) =
∞X
k=1

Ak sin
kπ

l
x = ϕ0(x),

ut(x, 0) =
∞X
k=1

kπa

l
Bk sin

kπ

l
x = ϕ1(x).

Gi¶ sö ϕ0 vµ ϕ1 cã thÓ khai triÓn thµnh chuçi Fourier theo {sin kπ/l} trong ®o¹n [0, l].
Khi ®ã ta x¸c ®Þnh ®−îc hÖ sè Ak vµ Bk theo c¸c c«ng thøc

Ak =
2

l

Z l

0

ϕ0(x) sin
kπ

l
xdx, (2.47)

Bk =
2

kπa

Z l

0

ϕ1(x) sin
kπ

l
xdx. (2.48)

Cuèi cïng ta ®i t×m c¸c ®iÒu kiÖn cña ϕ0 vµ ϕ1 ®Ó chuçi (??) víi c¸c hÖ sè ®−îc x¸c
®Þnh ë (??) vµ (??) thùc sù lµ nghiÖm cña bµi to¸n biªn-ban ®Çu ®ang xÐt. Cô thÓ lµ ta
cÇn t×m ®iÒu kiÖn ®Ó chuçi (??) héi tô ®Òu. Sö dông c¸c kÕt qu¶ cña gi¶i tÝch Fourier
ta cã

• Hµm ϕ0 trong [0, l] cã c¸c ®¹o hµm liªn tôc cho tíi cÊp hai, cã ®¹o hµm cÊp ba
liªn tôc tõng khóc vµ

ϕ0(0) = ϕ0(l) = ϕ000(0) = ϕ000(l) = 0.

• Hµm ϕ1 trong [0, l] kh¶ vi liªn tôc, cã ®¹o hµm cÊp hai liªn tôc tõng khóc vµ

ϕ1(0) = ϕ1(l) = 0.

(Chi tiÕt chøng minh cã thÓ xem ë [?, ?].)
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2.5 Tr−êng hîp ngo¹i lùc kh¸c kh«ng

Bµi to¸n Cauchy

∂2u

∂t2
=
∂2u

∂x2
+ f(x, t), (x, t) ∈ (0,+∞)× R, (2.49)

u(x, 0) = g(x), x ∈ R, (2.50)

∂u

∂t
(x, 0) = h(x), x ∈ R, (2.51)

cã nghiÖm duy nhÊt phô thuéc liªn tôc vµo ®iÒu kiÖn ban ®Çu vµ ®−îc x¸c ®Þnh theo
c«ng thøc D’Alembert

u(x, t) =
g(x+ at) + g(x− at)

2
+
1

2a

Z x+at

x−at
h(ξ)dξ +

1

2a

Z t

0

dτ

Z x+aτ

x−aτ
f(ξ, τ)dξ.

(2.52)

2.6 Gi¶i bµi to¸n biªn-ban ®Çu víi vÕ ph¶i kh¸c kh«ng

Ta còng sö dông ph−¬ng ph¸p Fourier ®Ó x¸c ®Þnh nghiÖm cña bµi to¸n biªn-ban
®Çu víi vÕ ph¶i kh¸c kh«ng. XÐt bµi to¸n víi c¸c ®iÒu kiÖn Cauchy vµ ®iÒu kiÖn biªn
thuÇn nhÊt:

utt = a
2uxx + f(x, t), (x, t) ∈ Ω (2.53)

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, x ∈ [0, l], (2.54)

u(0, t) = u(l, t) = 0. (2.55)

Ta sÏ ®i t×m nghiÖm kh«ng tÇm th−êng cña bµi to¸n biªn-ban ®Çu trªn cã d¹ng t¸ch
biÕn

u(x, t) =
∞X
k=1

Tk(t) sin
kπx

l
,

vµ gi¶ sö hµm f(x, t) cã thÓ khai triÓn thµnh chuçi Fourier trong [0, l] theo
©
sin kπx

l

ª
f(x, t) =

∞X
k=1

fk(t) sin
kπx

l
, fk(t) =

2

l

Z l

0

sin
kπx

l
f(x, t)dx.

Thay biÓu thøc nghiÖm vµo ph−¬ng tr×nh (??) ta ®−îc

∞X
k=1

(T 00k + ω2kTk) sin
kπx

l
=
∞X
k=1

fk(t) sin
kπx

l
. (2.56)

§ång nhÊt hÖ sè hai vÕ ta ®−îc hÖ ph−¬ng tr×nh vi ph©n

T 00k + ω2kTk = fk,
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víi ®iÒu kiÖn cã nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh lµ Tk(0) = T 0k(0) = 0. ¸p dông lý thuyÕt
ph−¬ng tr×nh vi ph©n th−êng ta cã ngay c«ng thøc nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh lµ

Tk(t) =
1

ωk

Z t

0

fk(τ) sinωk(t− τ)dτ

=
1

ωk

Z t

0

sinωk(t− τ)dτ
2

l

Z l

0

f(xτ) sin
kπ

l
xdx

=
2

lωk

Z t

0

sinωk(t− τ)dτ

Z l

0

f(xτ) sin
kπ

l
xdx,

víi ®iÒu kiÖn hµm f(x, t) liªn tôc, cã ®¹o hµm riªng liªn tôc ®Õn cÊp hai ®èi víi biÕn
x vµ cÊp mét ®èi víi biÕn t, tho¶ m·n

f(0, t) = f(l, t) = 0.

Cuèi cïng ta ®i ®Õn bµi to¸n biªn-ban ®Çu tæng qu¸t. XÐt bµi to¸n

utt = a
2uxx + f(x, t), (x, t) ∈ Ω (2.57)

u(x, 0) = φ(x), ut(x, 0) = ψ(x), x ∈ [0, l], (2.58)

u(0, t) = μ(t), u(l, t) = ν(t), t ≥ 0. (2.59)

XÐt hµm u∗(x, t) = μ(t) + x
l
(ν(t)− μ(t)), ®Æt

u = v + ω + u∗, (2.60)

trong ®ã v lµ nghiÖm cña bµi to¸n

utt = a
2uxx, (x, t) ∈ Ω (2.61)

u(x, 0) = φ∗(x), ut(x, 0) = ψ∗(x), x ∈ [0, l], (2.62)

u(0, t) = u(l, t) = 0, t ≥ 0, (2.63)

víi φ∗(x) = φ(x)− u∗(x, 0), ψ∗(x) = ψ(x)− u∗t (x, 0), cßn ω tho¶ m·n bµi to¸n

utt = a
2uxx + f

∗(x, t), (x, t) ∈ Ω (2.64)

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, x ∈ [0, l], (2.65)

u(0, t) = u(l, t) = 0, (2.66)

víi f ∗(x, t) = f(x, t) − (u∗tt − a2u∗xx) . C¸c bµi to¸n x¸c ®Þnh v, ω ®Òu ®· ®−îc xÐt ë
trªn, v× vËy ta cã nghiÖm cña bµi to¸n cÇn t×m lµ (??).

2.7 ý nghÜa vËt lý

Ph−¬ng tr×nh truyÒn sãng m« t¶ hiÖn t−îng truyÒn sãng trong m«i tr−êng thùc
tÕ, nh− c¸c hiÖn t−îng truyÒn sãng ©m trong kh«ng gian (øng víi tr−êng hîp hµm
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u = u(x, y, z, t)), ë ®ã hµm sãng m« t¶ sãng ©m ®−îc truyÒn trong kh«ng gian theo c¸c
mÆt cÇu cã b¸n kÝnh phô thuéc vµo thêi gian t; hiÖn t−îng truyÒn sãng trªn mÆt ph¼ng
(nh− sãng trªn mÆt n−íc, u = u(x, y, t)); hiÖn t−îng truyÒn sãng däc trªn d©y (øng víi
tr−êng hîp hµm u = u(x, t)). Bµi to¸n Cauchy cña ph−¬ng tr×nh truyÒn sãng trªn d©y
thÓ hiÖn qu¸ tr×nh quan s¸t sîi d©y dao ®éng khi biÕt tr−íc tr¹ng th¸i ban ®Çu cña toµn
bé sîi d©y. Nãi chung ta lu«n cã thÓ biÓu diÔn nghiÖm d−íi d¹ng mét chuçi Fourier
víi c¸c gi¶ thiÕt thÝch hîp. Khi nghiªn cøu bµi to¸n biªn - ban ®Çu cña ph−¬ng tr×nh
truyÒn sãng, ë ch−¬ng nµy ta h¹n chÕ ë tr−êng hîp kh«ng gian mét chiÒu nªn hiÖn
t−îng kh«ng râ rµng, khi nghiªn cøu dao ®éng trªn mÆt ph¼ng (n = 2) th× tøc lµ ta
®i nghiªn cøu mét mµng rung khi biÕt ®−îc c¸c tr¹ng th¸i ban ®Çu cña mµng vµ ®iÒu
kiÖn cho trªn biªn cña mµng ®ang xÐt. Mét c¸ch tæng qu¸t, khi nghiªn cøu nghiÖm
cña ph−¬ng tr×nh hyperbolic, ng−êi ta ®i nghiªn cøu nghiÖm trong tr−êng hîp n = 3
vµ n = 2, tõ ®ã tæng qu¸t ho¸ lªn tr−êng hîp n ch½n vµ lÎ, c¸c tÝnh chÊt cña nghiÖm
cña ph−¬ng tr×nh trong hai tr−êng hîp trªn lµ ®Æc tr−ng cho c¸c tr−êng hîp sè chiÒu
kh«ng gian t−¬ng øng lµ ch½n hoÆc lÎ. Ngoµi c¸c nghiÖm gi¶i tÝch (theo ®Þnh lý Cauchy
- Kovalevskaia) khi c¸c hµm cho tr−íc lµ ®ñ tr¬n, trong tr−êng hîp c¸c hµm cho tr−íc
kh«ng ®ñ tr¬n, thËm chÝ chØ kh¶ tÝch (trong thùc tiÔn lµ nh− vËy, ®«i khi c¸c hµm ®ã
chØ lµ mét tËp hîp c¸c sè liÖu ®o ®¹c ®−îc, rÊt rêi r¹c vµ kh«ng liªn tôc) th× ng−êi ta
cÇn ph¶i m« t¶ nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh trong mét líp hµm kh¸c, vÝ dô nh− líp hµm
kh¶ tÝch, hay trong c¸c kh«ng gian hµm thÝch hîp, ë ®©y lµ c¸c kh«ng gian Sobolev
thÝch hîp. §©y lµ mét lÜnh vùc rÊt réng lín, phøc t¹p vµ còng kh«ng kÐm phÇn lý thó:
Nghiªn cøu ®Þnh tÝnh c¸c ph−¬ng tr×nh ®¹o hµm riªng.
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Bµi tËp ch−¬ng 2
I. Chøng minh r»ng nÕu f(x), u0(x), u1(x) lµ c¸c hµm ®iÒu hoµ trong Rn , g(t) ∈

C1([0,+∞)) th× nghiÖm cña bµi to¸n Cauchy⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
utt = a

2∆u+ g(t)f(x),

u(x, 0) = u0(x),

ut(x, 0) = u1(x),

(2.67)

®−îc tÝnh qua c«ng thøc

u(x, t) = u0(x) + tu1(x) + f(x)

Z t

0

(t− τ)g(τ)dτ. (2.68)

II. Gi¶i c¸c bµi to¸n d−íi ®©y, víi t > 0, x ∈ R.

a.

(
utt = 4uxx + xt,

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = x.
b.

(
utt = uxx + e

x,

u(x, 0) = sinx, ut(x, 0) = x+ cosx.

c.

(
utt = uxx + sinx,

u(x, 0) = sinx, ut(x, 0) = 0.

III. Gi¶i c¸c bµi to¸n sau:

1.

(
uxx + 2uxy − 3uyy = 0,
u(x, 0) = 3x2, uy(x, 0) = 0,

|x| < +∞.

2.

(
uxx − 4uxy − 5uyy = 0,
u|Γ = 8x− 4x2, ux|Γ = 5 + 4x,

ë ®©y Γ lµ ®−êng th¼ng y = 3x.

3.

(
4y2uxx + 2(1− y2)uxy − uyy − 2y

1+y2
(2ux − uy) = 0,

u(x, 0) = g(x), uy(x, 0) = h(x),
|x| < +∞.

4.

(
uxx + 2 cosxuxy − sin2 xuyy − sinxuy = 0,
u(x, y)|Γ = g(x), uy(x, y)|Γ = h(x),

|x| < +∞, Γ = {y = sinx}.

IV. T×m ®iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó c¸c bµi to¸n sau cã nghiÖm, víi −∞ < x < +∞.

1.

(
utt = uxx,

u(x, t)|x−t=0 = g(x), ut(x, t)|x−t=0 = h(x),
|x| < +∞.

2.

(
uxx + 4uxy − 5uyy + ux − uy = 0,
u|Γ = g(x), ux|Γ = h(x),

ë ®©y Γ lµ ®−êng th¼ng y + x = 0.

3.

(
2uxx + 3uxy + uyy = 0,

u|Γ = g(x), ux|Γ = h(x),
ë ®©y Γ lµ ®−êng th¼ng x− 2y = 0.
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4.

(
3uxx + 10uxy + 3uyy = 0,

u|Γ = g(x), ux|Γ = h(x),
ë ®©y Γ lµ ®−êng th¼ng y − 3x = 0.

V. T×m nghiÖm cña bµi to¸n.

1.

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
utt = 4uxx, 0 < x < π,

u(x, 0) = sinx, ut(x, 0) = −2 sinx+ 8 sin 2x,
u(0, t) = 0, u(π, t) = 0,

2.

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
utt = uxx, 0 < x < π,

u(x, 0) = sin3 x, ut(x, 0) = 3 sinx+ 4 sin 2x,

u(0, t) = 0, u(π, t) = 0,

3.

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
utt = a

2uxx, 0 < x < `,

u(x, 0) = −2 sin πx
2`
cos πx

`
, ut(x, 0) =

3πa
`
sin 3πx

2`
,

u(0, t) = 0, ux(`, t) = 0,

4.

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
utt = a

2uxx, 0 < x < π,

u(x, 0) = 1 + 3 cosx, ut(x, 0) = −4 cos2 x− cosx,
u(0, t) = 0, ux(π, t) = 0,

5.

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
utt = uxx + bx(x− `), 0 < x < `,
u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0,

u(0, t) = 0, u(`, t) = 0,

6.

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
utt = uxx + x(π − x) cos t, 0 < x < π,

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0,

u(0, t) = 0, u(π, t) = 0,

7.

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
utt = uxx, 0 < x < `,

u(x, 0) = x+ 1, ut(x, 0) = 0,

u(0, t) = t+ 1, u(`, t) = t3 + 2,

8.

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
utt − uxx + 2ut = 4x+ 8et cosx, 0 < x < π

2
,

u(x, 0) = cosx, ut(x, 0) = πx,

u(0, t) = 2t, u(π
2
, t) = 0,

9.

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
utt = uxx − 4u, 0 < x < 1,
u(x, 0) = x2 − x, ut(x, 0) = 0,
u(0, t) = u(1, t) = 0,

10.

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
utt = uxx − 2ut − u, 0 < x < π,

u(x, 0) = πx− x2, ut(x, 0) = 0,
u(0, t) = u(π, t) = 0,
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Ch−¬ng 3

Ph−¬ng tr×nh elliptic. Bµi to¸n biªn cña ph−¬ng tr×nh Laplace

Trong ch−¬ng nµy chóng ta sÏ nghiªn cøu ph−¬ng tr×nh elliptic th−êng gÆp nhÊt, ®ã
lµ ph−¬ng tr×nh Laplace

∆u =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0, u = u(x, y), (x, y) ∈ Ω ⊂ R2, (3.1)

(trong tr−êng hîp vÕ ph¶i kh¸c kh«ng, ta cã ph−¬ng tr×nh Poisson

∆u =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= f(x, y), u = u(x, y), (x, y) ∈ Ω ⊂ R2), (3.2)

ë ®©y gi¶ thiÕt Ω lµ mét miÒn giíi néi trong R2 víi biªn ∂Ω. Trong ch−¬ng nµy, chóng
ta sÏ ®Ò cËp tr−íc hÕt ®Õn hµm ®iÒu hoµ vµ mét sè tÝnh chÊt c¬ b¶n cña hµm ®iÒu hoµ.
TiÕp ®ã chóng ta sÏ nghiªn cøu nghiÖm cña (??) hoÆc (??) ®èi víi hai bµi to¸n biªn
cña ph−¬ng tr×nh lµ bµi to¸n biªn Dirichlet vµ bµi to¸n biªn Neumann, nguyªn lý cùc
®¹i cùc tiÓu, c¸c §Þnh lý tån t¹i duy nhÊt nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh, sù phô thuéc liªn
tôc vµo d÷ kiÖn ban ®Çu vµ d÷ kiÖn trªn biªn. Cuèi cïng, sö dông ph−¬ng ph¸p t¸ch
biÕn ta còng cã thÓ x©y dùng nghiÖm cña bµi to¸n biªn Dirichlet.

3.1 Hµm ®iÒu hoµ. C¸c tÝnh chÊt c¬ b¶n

3.1.1 Hµm ®iÒu hoµ

§Þnh nghÜa 3.2. Hµm u(x, y) ®−îc gäi lµ ®iÒu hoµ t¹i ®iÓm (x0, y0) nÕu nã cã ®¹o hµm
cÊp hai liªn tôc t¹i ®iÓm ®ã vµ tho¶ m·n ph−¬ng tr×nh (??). Hµm u(x, y) ®iÒu hoµ t¹i
mäi ®iÓm (x, y) ∈ Ω ®−îc gäi lµ ®iÒu hoµ trong miÒn giíi néi Ω. Tr−êng hîp Ω kh«ng
giíi néi, hµm u(x, y) ®−îc gäi lµ ®iÒu hoµ trong Ω nÕu nã ®iÒu hoµ trong mäi miÒn
con giíi néi Ω1 cña Ω vµ tho¶ m·n ®¸nh gi¸ t¹i v« cïng

|u(x, y)| 6 C khi |(x, y)|→∞, C lµ h»ng sè. (3.3)

VÝ dô 5.

• Hµm u(x, y) = x
x2+y2

lµ hµm ®iÒu hoµ trong mÆt ph¼ng R2\{0}.
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• Hµm u(x, y) = x2 − y2 lµ hµm ®iÒu hoµ trong mäi miÒn giíi néi cña mÆt ph¼ng
R2.

• Hµm u(x, y) = sin(xy) kh«ng lµ hµm ®iÒu hoµ trong R2.

Chó ý. §«i khi ta cÇn nghiªn cøu ph−¬ng tr×nh Laplace trong hÖ täa ®é cùc. Sö dông
phÐp ®æi biÕn sang hÖ to¹ ®é cùc

x = r cos θ, y = r sin θ,

ta ®−a ph−¬ng tr×nh (??) vÒ d¹ng to¹ ®é cùc

∆u =
1

r

∂

∂r

µ
r
∂u

∂r

¶
+
1

r2
∂2u

∂θ2
= 0. (3.4)

3.1.2 NghiÖm c¬ b¶n cña ph−¬ng tr×nh Laplace

Trong kh«ng gian hai chiÒu (x, y) ∈ R2, ta t×m nghiÖm V (P,Q) cña ph−¬ng tr×nh (??)
®èi víi biÕn P (x, y) vµ tham biÕn Q(ξ, ζ) sao cho nghiÖm chØ phô thuéc vµo kho¶ng
c¸ch gi÷a hai ®iÓm, tøc lµ vµo ®¹i l−îng r = PQ =

p
(x− ξ)2 + (y − ζ)2. LÊy Q lµm

gèc täa ®é, ta cã
V (P,Q) = V (r).

Thay vµo ph−¬ng tr×nh (??) víi chó ý r»ng V kh«ng phô thuéc θ, ta ®−îc

∆V =
1

r

d

dr

µ
r
dV

dr

¶
= 0.

⇐⇒ V (r) = C ln r + C1.

KÕt hîp víi ®iÒu kiÖn giíi néi ë v« cïng (??) ta suy ra

V (r) = ln
1

r
. (3.5)

Hµm V (P,Q) = ln 1
r
, ®−îc gäi lµ nghiÖm c¬ b¶n cña ph−¬ng tr×nh (??) trong tr−êng

hîp n = 2. Hµm V ®iÒu hßa trªn mÆt ph¼ng täa ®é t¹i mäi ®iÓm P 6= Q, v× khi P → Q

th× V (P,Q) → +∞. Chó ý thªm r»ng nghiÖm c¬ b¶n (??) kh«ng ®iÒu hoµ ë v« cïng
v× khi r →∞ th× V (r)→ −∞.

Chó ý.

1. Trong tr−êng hîp n > 2, nghiÖm c¬ b¶n cña ph−¬ng tr×nh Laplace ®−îc cho bëi
c«ng thøc

V (P,Q) =
1

rn−2
.
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2. Gi¶ sö u(x, y) lµ hµm ®iÒu hoµ. Khi ®ã ta cã c«ng thøc biÓu diÔn tÝch ph©n cña
hµm ®iÒu hoµ

u(P ) =
1

2π

Z
∂Ω

½
u
∂

∂ν

µ
ln

1

rPQ

¶
− ln 1

rPQ

∂u

∂ν

¾
ds, (3.6)

ë ®©y ®¹o hµm ∂/∂ν ®−îc lÊy theo ph¸p tuyÕn trong. C«ng thøc (??) ®−îc gäi
lµ biÓu diÔn Green cña hµm ®iÒu hoµ thuéc líp C2 t¹i ®iÓm P ∈ Ω bÊt kú th«ng
qua gi¸ trÞ u(Q) trªn biªn ∂Ω vµ gi¸ trÞ cña ®¹o hµm theo ph¸p tuyÕn ∂u/∂ν trªn
∂Ω.

3.1.3 C«ng thøc Green ®èi víi to¸n tö Laplace

Víi c¸c gi¶ thiÕt vÒ miÒn Ω vµ c¸c hµm ®iÒu hoµ u(x, y), v(x, y) ∈ C2(Ω) ∩ C1(Ω̄)
ë trªn, ta cã (sö dông c«ng thøc tÝch ph©n tõng phÇn)ZZ

Ω

v
∂2u

∂x2
dxdy = −

ZZ
Ω

∂u

∂x

∂v

∂x
dxdy +

Z
∂Ω

v
∂u

∂x
νxds (3.7)

Lµm t−¬ng tù cho ®¹o hµm riªng theo biÕn y, råi lÊy tæng hai biÓu thøc võa nhËn ®−îc
ta cã C«ng thøc Green thø nhÊtZZ

Ω

v∆udxdy = −
ZZ

Ω

µ
∂u

∂x

∂v

∂x
+
∂u

∂y

∂v

∂y

¶
dxdy +

Z
∂Ω

v
∂u

∂ν
ds. (3.8)

§æi vai trß cña u vµ v trong c«ng thøc (??) råi lÊy (??) trõ ®i biÓu thøc míi nhËn ®−îc
ta cã C«ng thøc Green thø haiZZ

Ω

(v∆u− u∆v)dxdy =
Z
∂Ω

µ
v
∂u

∂ν
− u∂v

∂ν

¶
ds. (3.9)

3.1.4 C¸c tÝnh chÊt c¬ b¶n cña hµm ®iÒu hoµ

Ta nªu ra ®©y mét sè tÝnh chÊt ®¬n gi¶n cña hµm ®iÒu hoµ.

1. Hµm ®iÒu hßa trong Ω ⊂ R2 cã ®¹o hµm mäi cÊp trong miÒn ®ã.

Chøng minh. ThËt vËy, gi¶ sö u(x, y) lµ hµm ®iÒu hßa trong Ω vµ P0(x0, y0) lµ
mét ®iÓm bÊt kú trong Ω. LÊy Ω0 ⊂⊂ Ω, tøc lµ Ω0 n»m gän trong Ω, chøa P0.
Khi ®ã u kh¶ vi liªn tôc ®Õn cÊp hai trong Ω̄0. XÐt h×nh cÇu Vε := V (P0, ε) t©m
P0 b¸n kÝnh ε ®ñ nhá sao cho V̄ ⊂ Ω0. Theo c«ng thøc biÓu diÔn tÝch ph©n cña
hµm ®iÒu hßa trong miÒn Ω0 víi ®iÓm P (x, y) ∈ Vε ta cã

u(x, y) =
1

2π

Z
∂Ω0

½
u
∂

∂ν

µ
ln
1

r

¶
− ln 1

r

∂u

∂ν

¾
dsQ, (3.10)
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trong ®ã Q(ξ, η) ∈ ∂Ω0 lµ mét ®iÓm bÊt k×, r = rPQ. §iÒu nµy cã nghÜa lµ ®èi víi
mäi ®iÓm P ∈ Vε vµ víi mäi Q ∈ ∂Ω0, hµm d−íi dÊu tÝch ph©n cña (??) lµ hµm
liªn tôc vµ cã ®¹o hµm mäi cÊp ®èi víi biÕn P . (Chó ý r»ng tÝch ph©n trong (??)
lµ tÝch ph©n ®−êng lo¹i 1, lÊy theo biªn cña miÒn Ω0). VËy theo §Þnh lý vÒ tÝch
ph©n phô thuéc tham biÕn, hµm u(x, y) cã ®¹o hµm mäi cÊp trong miÒn Vε, c¸c
®¹o hµm Êy ®−îc tÝnh b»ng c¸ch lÊy ®¹o hµm d−íi dÊu tÝch ph©n theo (x, y). V×
P0 ®−îc chän tïy ý nªn ®iÒu ®ã suy ra chøng minh cña tÝnh chÊt nµy.

2. Gi¶ sö u(x, y) lµ hµm ®iÒu hoµ trong miÒn kÝn Ω+ Γ. Khi ®ã ta cãZ
Γ

∂u

∂n
ds = 0.

ë ®©y ®¹o hµm theo h−íng ®−îc lÊy theo h−íng ph¸p tuyÕn trong cña miÒn.

Chøng minh. ¸p dông c«ng thøc Green thø hai, víi hµm v ≡ 1.

3. (§Þnh lý gi¸ trÞ trung b×nh)

§Þnh lý 3.6. Gi¶ sö u(x, y) lµ hµm ®iÒu hoµ trong h×nh trßn kÝn b¸n kÝnh R ΩR+ΓR
nµo ®ã. Khi ®ã gi¸ trÞ cña u(x, y) t¹i t©m P0(x0, y0) cña h×nh trßn sÏ b»ng gi¸ trÞ
trung b×nh cña u(x, y) trªn ®−êng trßn ΓR, tøc lµ

u(x0, y0) =
1

2πR

Z
ΓR

u(x, y)ds. (3.11)

§Þnh lý vÉn ®óng khi hµm u(x, y) ®iÒu hoµ trong h×nh trßn ΩR vµ liªn tôc trong
h×nh trßn kÝn ΩR + ΓR b»ng c¸ch ¸p dông §Þnh lý cho h×nh trßn kÝn t©m r < R

råi cho r → R. Ta ®i ®Õn mét kÕt luËn: Gi¸ trÞ cña hµm ®iÒu hoµ t¹i t©m h×nh
trßn b»ng gi¸ trÞ trung b×nh cña hµm ®iÒu hoµ trong h×nh trßn.

Chøng minh. ¸p dông c«ng thøc (??) cho t©m P0 cña ®−êng trßn ΓR vµ chó ý
r»ng

∂

∂ν
= − d

dr
,

khi ®ã ta cã

u(x0, y0)
1

2π

Z
ΓR

½
u · 1
r
− ln

µ
1

r

¶
· ∂u
∂ν

¾
r=R

ds

=
1

2πR

Z
ΓR

u(x, y)ds− 1

2π
ln
1

R

Z
ΓR

∂u

∂ν
ds

=
1

2πR

Z
ΓR

u(x, y)ds. (theo tÝnh chÊt 1.)
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4. (Nguyªn lý cùc ®¹i cùc tiÓu) §Ó ®¬n gi¶n, ta cã thÓ viÕt u(P ) thay v× viÕt u(x, y),
víi P = P (x, y) ∈ Ω ⊂ R2.
§Þnh lý 3.7 (Nguyªn lý cùc ®¹i cùc tiÓu). NÕu mét hµm ®iÒu hoµ trong Ω ⊂ R2
®¹t cùc trÞ t¹i mét ®iÓm trong cña Ω th× hµm ®ã chØ cã thÓ lµ h»ng sè. Nãi mét c¸ch
kh¸c, hµm ®iÒu hoµ liªn tôc trong Ω vµ kh¸c h»ng sè chØ cã thÓ ®¹t cùc trÞ t¹i c¸c
®iÓm ë trªn biªn cña miÒn Ω.

Chøng minh. Gi¶ sö hµm u(P ) ®¹t gi¸ trÞ cùc ®¹i cña nã t¹i mét ®iÓm trong cña
P0 ∈ Ω. Ta chøng minh r»ng hµm ®ã ®ång nhÊt h»ng sè. Tr−íc hÕt, xÐt h×nh trßn
B(P0, r) t©m P0 b¸n kÝnh r bÊt kú, sao cho h×nh trßn ®ã vµ kÓ c¶ biªn Sr cña nã
n»m gän trong Ω. Ta cã, víi mäi P ∈ Ω∩Sr, u(P ) 6 u(P0). Gi¶ sö cã mét ®iÓm
P 0 ∈ Sr sao cho u(P 0) < u(P0). V× hµm u liªn tôc trªn Sr nªn tån t¹i mét l©n
cËn σ(P 0) sao cho u(P ) < u(P0), P ∈ σ. Theo c«ng thøc trung b×nh tÝch ph©n ë
tÝnh chÊt 2, ta cã

u(P0) =
1

2πr

Z
Sr

u(P )ds

=
1

2πr

Z
Sr−σ

u(P )ds+
1

2πr

Z
σ

u(P )ds

<
1

2πr

Z
Sr−σ

u(P0)ds+
1

2πr

Z
σ

u(P0)ds

=
1

2πr
u(P0)(|Sr|− |σ|+ |σ|) =

1

2πr
u(P0)|Sr| = u(P0).

ë ®©y |Sr| lµ chu vi ®−êng trßn Sr = Sr(P0). §iÒu nµy lµ v« lý. VËy kh«ng tån
t¹i P 0 ∈ Sr sao cho u(P 0) < u(P0), tøc lµ trªn Sr ta cã u(P ) ≡ u(P0). V× ®−êng
trßn Sr ®−îc lÊy bÊt kú nªn ta suy ngay ra u(P ) = const trªn toµn h×nh trßn
B(P0, r). XÐt Q ∈ Ω bÊt kú. Ta nèi Q vµ P0 bëi mét ®−êng gÉy khóc ` nµo ®ã
sao cho mäi h×nh cÇu t©m n»m trªn ®−êng ®ã víi b¸n kÝnh δ ®ñ bÐ ®Òu n»m trän
trong Ω. Khi ®ã mäi ®iÓm thuéc h×nh trßn B(P0, δ/2) ®Òu tho¶ m·n qu¸ tr×nh ë
trªn, gäi giao ®iÓm cña ®−êng trßn Sr(P0) víi ` lµ ®iÓm P1. Ta cã u(P1) = u(P0).
LÆp l¹i qu¸ tr×nh trªn ta suy ra sau h÷u h¹n b−íc,

u(P0) = u(P1) = · · · = u(Pm) = u(Q).

VËy ta cã ®iÒu ph¶i chøng minh.

Chó ý. Ta cã c¸ch ph¸t biÓu t−¬ng tù ®èi víi §Þnh lý ?? nh− sau:

§Þnh lý 3.8. Gi¶ thiÕt r»ng u ∈ C2(Ω)∩C(Ω̄), Ω lµ mét miÒn bÞ chÆn vµ u lµ hµm
®iÒu hoµ trong Ω. Khi ®ã

max
Ω̄
u = max

∂Ω
u.

H¬n n÷a, nÕu Ω liªn th«ng vµ tån t¹i x0 ∈ U sao cho u(x0) = max
Ω̄
u, th× u = const

trong Ω.
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Chøng minh. Gi¶ sö tån t¹i x0 ∈ Ω víi u(x0) = M := max
Ω̄
u. Khi ®ã, víi

0 < r < dist(x0, ∂U), sö dông c«ng thøc gi¸ trÞ chÝnh cho ph−¬ng tr×nh Laplace(a)

ta cã

M = u(x0) =

I
B(x0,r)

udy 6M. (3.12)

V× ®¼ng thøc chØ x¶y ra khi u ≡ M trong B(x0, r), ta thÊy r»ng u(y) = M víi
mäi y ∈ B(x, r). VËy tËp {x ∈ Ω, u(x) = M} võa më võa ®ãng t−¬ng ®èi trong
Ω, vËy nã trïng víi Ω. Tõ ®ã suy ra ®iÒu ph¶i chøng minh.

Ta cã c¸c hÖ qu¶ cña §Þnh lý ?? sau.

HÖ qu¶ 3.1. Hµm ®iÒu hoµ u(P ) liªn tôc trong miÒn kÝn Ω+S, vµ u(P ) > 0 (t−¬ng
øng, u(P ) 6 0) trªn biªn S, th× u(P ) > 0 (t−¬ng øng, u(P ) 6 0) trong toµn miÒn
Ω.

HÖ qu¶ 3.2. NÕu u1(P ) vµ u2(P ) lµ hai hµm ®iÒu hoµ trong Ω, liªn tôc trong
miÒn kÝn Ω + S vµ u2(P ) > u1(P ) (t−¬ng øng, u2(P ) 6 u1(P )) trªn biªn S th×
u2(P ) > u1(P ) (t−¬ng øng, u2(P ) 6 u1(P )) trong toµn miÒn Ω.

HÖ qu¶ 3.3. NÕu u1(P ) vµ u2(P ) lµ hai hµm ®iÒu hoµ trong Ω, liªn tôc trong miÒn
kÝn Ω+ S vµ |u1(P )| 6 u2(P ) trªn biªn S th× |u1(P )| 6 u2(P ) trong toµn miÒn Ω.
§Æc biÖt, nÕu A lµ mét h»ng sè vµ |u1(P )| 6 A trªn biªn S th× |u1(P )| 6 A trong
toµn miÒn Ω.

HÖ qu¶ 3.4. Hµm ®iÒu hoµ u(P ) liªn tôc trong miÒn kÝn Ω+ S vµ u(P ) = 0 trªn
biªn S th× b»ng 0 trong toµn miÒn Ω.

§Þnh lý 3.9 (BÊt ®¼ng thøc Harnack). Gi¶ sö u lµ mét hµm ®iÒu hoµ kh«ng ©m
trong Ω. Khi ®ã víi mäi miÒn con bÞ chÆn bÊt kú Ω0 ⊂⊂ Ω, tån t¹i h»ng sè C > 0
sao cho

sup
Ω0
u 6 C inf

Ω0
u.

5. (§Þnh lý trung b×nh ®¶o)

§Þnh lý 3.10. Gi¶ sö Ω lµ mét miÒn gi−íi néi vµ u(x, y) lµ mét hµm liªn tôc trong
Ω. NÕu ®èi víi bÊt k× h×nh cÇu VR t©m P0(x0, y0) b¸n kÝnh R n»m hoµn toµn trong
Ω, hµm u(x, y) ®Òu tháa m·n ®¼ng thøc vÒ gi¸ trÞ trung b×nh (??) th× u(x, y) lµ hµm
®iÒu hßa trong Ω.

(a)C«ng thøc gi¸ trÞ chÝnh cho ph−¬ng tr×nh Laplace: NÕu u ∈ C2(Ω) lµ hµm ®iÒu hoµ, th×

u(x) =

I
∂B(x,r)

udS =

I
B(x,r)

udy,

víi tõng h×nh cÇu B(x, r) ⊂ Ω.
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Chøng minh. Gi¶ sö trong Ω, u(x, y) tho¶ m·n ®¼ng thøc (??). XÐt mét h×nh cÇu
VR bÊt k× t©m P0 b¸n kÝnh R chøa hoµn toµn trong Ω. XÐt hµm ®iÒu hoµ v(x, y)
trong VR sao cho trªn biªn ∂VR ta cã

v(x, y)|∂VR = u(x, y)|∂VR .
Hµm ®iÒu hoµ nµy tån t¹i, theo c«ng thøc Poisson vµ nã tho¶ m·n (??). VËy biÓu
thøc

w(x, y) = v(x, y)− u(x, y)
còng tho¶ m·n (??). Trªn biªn ∂VR ta cã w(x, y) ≡ 0, v× vËy, theo hÖ qu¶ cña
nguyªn lý cùc ®¹i cùc tiÓu, w(x, y) ≡ 0 trong VR, suy ra u trïng víi mét hµm
®iÒu hoµ trong VR, tøc lµ nã còng lµ mét hµm ®iÒu hoµ trong VR. V× VR lÊy bÊt
kú trong Ω nªn u(x, y) lµ hµm ®iÒu hoµ trong Ω.

6. §Þnh lý Harcnack. C¸c chøng minh cña hai §Þnh lý Harcnack d−íi ®©y cã thÓ
xem trong [?].

§Þnh lý 3.11 (§Þnh lý Harcnack 1). Gi¶ sö {un(x, y)} lµ d·y hµm ®iÒu hßa trong
miÒn Ω ⊂ R2 giíi néi, cã biªn Γ tr¬n tõng khóc, liªn tôc trong miÒn kÝn Ω+Γ. NÕu
d·y {un(x, y)} héi tô ®Òu trªn biªn Γ th×

(a) D·y {un(x, y)} héi tô ®Òu trong miÒn kÝn Ω+ Γ.

(b) Hµm giíi h¹n u(x, y) cña d·y lµ mét hµm ®iÒu hßa trong miÒn Ω.

(c) Trong mÞ miÒn con kÝn Ω0 ⊂ Ω, d·y c¸c ®¹o hµm cÊp tïy ý cña {un(x, y)} héi
tô ®Òu ®Õn ®¹o hµm t−¬ng øng cña hµm giíi h¹n u(x, y).

§Þnh lý 3.12 (§Þnh lý Harcnack 2). NÕu d·y ®¬n ®iÖu {un(x, y)} cac hµm ®iÒu
hßa trng miÒn Ω, héi tô t¹i mét ®iÓm P0(x0, y0) nµo ®ã th× d·y ®ã héi tô trong toµn
Ω ®Õn mét hµm ®iÒu hßa u(x, y) vµ sù héi tô ®ã lµ ®Òu trong mäi miÒn con kÝn
Ω0 ⊂ Ω.

3.2 Bµi to¸n Dirichlet trong (Bµi to¸n biªn thø nhÊt)

3.2.1 §Æt bµi to¸n

Gi¶ sö Ω ⊂ R2 lµ mét miÒn giíi néi víi biªn S tr¬n tõng khóc vµ ϕ(P ) lµ mét hµm
cho tr−íc liªn tôc trªn S. T×m hµm u(P ) ®iÒu hoµ trong Ω, liªn tôc trong miÒn kÝn
Ω+ S, sao cho t¹i biªn S gi¸ trÞ hµm trïng víi hµm ϕ(P ) ë trªn, tøc lµ tho¶ m·n bµi
to¸n

∆u = 0 trong Ω, (3.13)

u|S = ϕ(P ). (3.14)

Ta cã c¸c §Þnh lý sau.
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§Þnh lý 3.13. NghiÖm cña bµi to¸n (??)-(??), nÕu tån t¹i, lµ duy nhÊt.

Chøng minh. Gi¶ sö bµi to¸n (??)-(??) cã hai nghiÖm u1(P ) vµ u2(P ). Khi ®ã hai hµm
u1(P ) vµ u2(P ) ®Òu tho¶ m·n bµi to¸n (??)-(??) vµ hiÖu cña chóng u(P ) = u1(P )−u2(P )
tho¶ m·n bµi to¸n

∆u = 0, (3.15)

u|S = 0. (3.16)

Ta cã u(P ) lµ hµm ®iÒu hoµ, liªn tôc trong miÒn kÝn Ω + S vµ triÖt tiªu trªn S, vËy
theo hÖ qu¶ ?? ta cã u(P ) ≡ 0 trong miÒn Ω. Tõ ®ã suy ra u1(P ) = u2(P ).

§Þnh lý 3.14. NghiÖm cña bµi to¸n (??)-(??), nÕu tån t¹i, sÏ phô thuéc liªn tôc vµo ®iÒu
kiÖn biªn.

Chøng minh. Gi¶ sö trªn biªn S, hai nghiÖm u1(P ) vµ u2(P ) tho¶ m·n |u1(P )−u2(P )| 6
ε, th× theo hÖ qu¶ ?? ta cã |u1(P )− u2(P )| 6 ε trong Ω.

3.2.2 Hµm Green. §Þnh lý tån t¹i nghiÖm

XÐt bµi to¸n (??)-(??). Hµm Green cña bµi to¸n (??)-(??) lµ hµm G(P,Q) phô thuéc
biÕn P vµ tham biÕn Q, sao cho:

• NÕu P ∈ Ω+ S,Q ∈ Ω, th× hµm G(P,Q) biÓu diÔn ®−îc d−íi d¹ng

G(P,Q) =
1

2π
ln

1

rPQ
+ g(P,Q), (3.17)

trong ®ã rPQ lµ kho¶ng c¸ch gi÷a hai ®iÓm, g(P,Q) lµ hµm ®iÒu hoµ theo biÕn
P ∈ Ω, liªn tôc vµ cã ®¹o hµm riªng cÊp mét liªn tôc trªn Ω+ S.

• Trªn biªn S, hµm G(P,Q) tho¶ m·n ®iÒu kiÖn

G(P,Q)|P∈S = 0, ∀Q ∈ Ω.

DÔ kiÓm tra r»ng hµm G(P,Q) lµ hµm ®iÒu hoµ khi P 6= Q (v× hµm ln 1
r
lµ hµm

®iÒu hoµ khi r 6= 0,) ®ång thêi hµm g tho¶ m·n ®iÒu kiÖn biªn

g(P,Q)|P∈S = −
1

2π
ln
1

r
.

Khi P → Q th× G→∞, ta gäi ®iÓm Q lµ cùc ®iÓm cña hµm Green. NÕu gi¶ thiÕt
cã nghiÖm vµ hµm Green G cña bµi to¸n (??)- (??) trong miÒn Ω th× nghiÖm sÏ ®−îc
biÓu diÔn qua hµm Green vµ d÷ kiÖn biªn ϕ theo c«ng thøc

u(Q) =

Z
S

∂G(P,Q)

∂νP
ϕ(P )ds. (3.18)
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Nh− vËy, nÕu trong miÒn Ω ta biÕt ®−îc hµm Green vµ nghiÖm kh¶ vi liªn tôc trong
miÒn kÝn Ω+ S cña bµi to¸n (??)-(??) tån t¹i th× nghiÖm ®ã ®−îc biÓu diÔn b»ng c«ng
thøc (??). Hµm Green G cã c¸c tÝnh chÊt:

1. §¹t gi¸ trÞ d−¬ng t¹i mäi ®iÓm cña miÒn Ω. ThËt vËy, xÐt miÒn Ωε giíi h¹n bëi
mÆt S vµo mÆt cÇu Sε cã t©m lµ cùc ®iÓm Q, b¸n kÝnh ε kh¸ nhá sao cho Sε ⊂ Ω.
V× G(P,Q)→ +∞ khi P → Q nªn víi ε¿ 1, G(P,Q)|P∈Sε > 0, trªn mÆt S hµm
G triÖt tiªu. VËy G(P,Q)|P∈S+Sε > 0. Theo nguyªn lý cùc ®¹i cùc tiÓu th× trong
Ωε, G > 0. DÊu b»ng kh«ng thÓ x¶y ra v× khi ®ã G ®¹t cùc tiÓu trong Ωε, tr¸i
nguyªn lý cùc ®¹i cùc tiÓu. VËy G > 0 trong Ωε, víi mäi ε > 0, suy ra G > 0
trong Ω\{Q}.

2. TÝnh ®èi xøng, G(P,Q) = G(Q,P ). ViÖc chøng minh tÝnh chÊt nµy xem [?].

Chó ý r»ng nãi chung ta kh«ng x©y dùng ®−îc c«ng thøc t−êng minh cho hµm
Green mµ chØ lµm ®−îc ®iÒu nµy trong mét sè tr−êng hîp ®Æc biÖt. Ng−êi ta ®· thiÕt
lËp ®−îc c«ng thøc Green ®èi víi c¸c tr−êng hîp:

• MiÒn Ω lµ h×nh trßn. Ta cã

G(P,Q) =
1

2π

µ
ln
1

r
− ln R

ρ

1

r0

¶
, (3.19)

víi ρ = OQ, r = PQ, r0 = PQ0, Q0 lµ ®iÓm nghÞch ®¶o cña Q ®èi víi ®−êng trßn,
tøc lµ tho¶ m·n hÖ thøc OQ.OQ0 = R2, R lµ b¸n kÝnh ®−êng trßn. Tõ c«ng thøc
Green (??), ta x©y dùng ®−îc nghiÖm t−êng minh cña bµi to¸n Dirichlet (??)-(??).
Tõ c«ng thøc (??), tÝnh ∂G(P,Q)

∂n
ta ®−îc

∂G(P,Q)

∂nP
=

∂

∂nP

1

2π

µ
ln
1

r
− ln R

ρ

1

r0

¶
. (3.20)

§Æt to¹ ®é P vµ Q lµ (ξ, η) vµ (x, y), chó ý r»ng r =
p
(ξ − x)2 + (η − y)2, vµ

∂

∂n
=

∂

∂ξ
coscnξ + ∂

∂η
sincnξ, (3.21)

ta cã

∂
¡
ln 1

r

¢
∂ξ

= −1
r
· ξ − x
r

=
1

r
· cosα, víi α = brξ, (dÊu − v× r h−íng vµo trong).

(3.22)

TÝnh to¸n t−¬ng tù ®èi víi c¸c ®¹i l−îng cßn l¹i cña biÓu thøc (??) råi thay vµo
c«ng thøc nghiÖm (??), ta dÉn ®Õn c«ng thøc nghiÖm c¬ b¶n cña bµi to¸n Dirichlet
cÇn t×m

u(P ) = u(ρ, θ) =
1

2π

Z 2π

0

R2 − ρ2

R2 + ρ2 − 2Rρ cos(θ − ψ)
ϕ(ψ)dψ. (3.23)
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C«ng thøc (??) ®−îc gäi lµ c«ng thøc Poisson, biÓu thøc

R2 − ρ2

2π(R2 + ρ2 − 2Rρ cos(θ − ψ))

®−îc gäi lµ nh©n Poisson. Ta cã mét sè tÝnh chÊt cña nh©n Poisson nh− sau.

– Nh©n Poisson kh«ng ©m. §iÒu nµy hiÓn nhiªn v× ρ 6 R.
– Nh©n Poisson lµ mét hµm ®iÒu hßa ®èi víi tham biÕn.

– Nh©n Poisson tháa m·n hÖ thøc

1

2π

Z 2π

0

R2 − ρ2

R2 + ρ2 − 2Rρ cos(θ − ψ)
ds = 1.

C«ng viÖc cña ta lµ kiÓm tra r»ng (??) ®óng lµ nghiÖm cña bµi to¸n Dirichlet, tøc
lµ kiÓm tra nã tho¶ m·n ph−¬ng tr×nh vµ c¸c gi¸ trÞ trªn biªn.

• Ta còng cã thÓ ®Þnh nghÜa hµm Green ®èi víi miÒn Ω lµ nöa kh«ng gian, miÒn Ω
lµ mét nãn trong kh«ng gian.

3.2.3 Bµi to¸n Dirichlet ngoµi

Gi¶ sö ®èi víi miÒn ngoµi Ω cña mÆt trßn, xÐt bµi to¸n

∆u = 0, (3.24)

u|SR = ϕ(x, y), (3.25)

|u| 6 C, ρ =
p
x2 + y2. (3.26)

Sö dông phÐp biÕn ®æi Kenvin

ρρ0 = R2, v(ρ0, θ) = u(ρ, θ) = u(
R2

ρ0
, θ), (3.27)

ta ®−a vÒ bµi to¸n Dirichlet trong

∆v = 0, (3.28)

v|SR = ϕ(x, y). (3.29)

Khi ®ã ta còng cã c¸c §Þnh lý t−¬ng tù bµi to¸n Dirichlet trong, ®ã lµ

§Þnh lý 3.15. Bµi to¸n Dirichlet ngoµi chØ cã nghiÖm duy nhÊt.

§Þnh lý 3.16. NghiÖm cña bµi to¸n Dirichlet ngoµi phô thuéc liªn tôc vµo d÷ kiÖn biªn.

Vµ ta cã c«ng thøc Poisson t−¬ng øng trong tr−êng hîp nµy lµ

u(P ) = u(ρ, θ) =
1

2π

Z 2π

0

ρ2 −R2
R(R2 + ρ2 − 2Rρ cos(θ − ψ))

ϕ(ψ)dψ. (3.30)

§èi víi bµi to¸n Dirichlet ngoµi, ta cã thÓ m« t¶ d¸ng ®iÖu nghiÖm cña c¸c ®¹o
hµm t¹i v« cïng nhê c«ng thøc Poisson. Ta cã §Þnh lý
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§Þnh lý 3.17. Gi¶ sö u(P ) lµ hµm ®iÒu hoµ trong miÒn v« h¹n Ω víi biªn S giíi néi. Ký
hiÖu Dku lµ ®¹o hµm cÊp k cña u. Khi ®ã ta cã ®¸nh gi¸ khi P →∞

|Dku| 6 Ck
ρk+1

, (Ck > 0). (3.31)

Chó ý. Trong tr−êng hîp n > 3, lËp luËn t−¬ng tù trªn ta cã bµi to¸n Dirichlet ngoµi
cÇn x¸c ®Þnh lµ

∆u = 0, (3.32)

u|SR = ϕ(x, y), (3.33)

|u| 6 C

ρn−2
, ρ =

p
x2 + y2. (3.34)

T−¬ng tù c¸c §Þnh lý trªn, ta cã ®¸nh gi¸ ë v« cïng gièng nh− §Þnh lý ??

|Dku| 6 Ck
ρn−2+k

, (Ck > 0). (3.35)

3.3 Bµi to¸n Neumann

Môc nµy chØ nh»m môc ®Ých giíi thiÖu mét sè kh¸i niÖm vÒ bµi to¸n Neumann.
C¸c chøng minh cã thÓ t×m trong [?, Ch−¬ng 8, PhÇn C].

§Þnh nghÜa 3.3. Gi¶ sö u(P ) lµ hµm x¸c ®Þnh trong miÒn Ω+S, ν lµ ph¸p tuyÕn trong
cña mÆt S t¹i ®iÓm Q ∈ S, P n»m trªn ph¸p tuyÕn ν ®i qua ®iÓm Q. nÕu giíi h¹n

lim
P→Q

∂u(P )

∂ν
, ∀Q ∈ S, (3.36)

tån t¹i, ®Òu theo Q vµ lµ mét hµm liªn tôc cña ®iÓm Q trªn S th× ta nãi u cã ®¹o hµm
®Òu theo ph¸p tuyÕn trªn biªn S.

MÆt biªn S ®−îc gäi lµ mÆt ®Òu nÕu t¹i mäi ®iÓm Q ®Òu tån t¹i ph¸p tuyÕn x¸c
®Þnh, vµ t¹i mäi ®iÓm Q ®Òu cã thÓ x©y dùng ®−îc mét hÖ to¹ ®é ®Þa ph−¬ng (x, y)
sao cho trôc y trïng víi ph−¬ng ph¸p tuyÕn, vµ trong l©n cËn trªn S cña Q ta cã biÓu
diÔn y = f(x), víi f ∈ C2.

Bµi to¸n Neumann ®−îc ®Æt nh− sau: T×m hµm ®iÒu hoµ u liªn tôc trªn miÒn kÝn
Ω+S sao cho ®¹o hµm ®Òu theo ph¸p tuyÕn trªn biªn S trïng víi mét hµm ψ(Q) liªn
tôc cho tr−íc trªn biªn Q. Tøc lµ tho¶ m·n bµi to¸n

∆u = 0, (3.37)

lim
P→Q

∂u(P )

∂ν
= ψ(Q), ∀Q ∈ S. (3.38)

NÕu Ω lµ miÒn giíi néi th× ta cã bµi to¸n Neumann trong, nÕu Ω kh«ng giíi néi vµ cã
biªn giíi néi th× ta cã bµi to¸n Neumann ngoµi, khi ®ã ta cã thªm rµng buéc ë v« cïng
®èi víi nghiÖm cña bµi to¸n. Bµi to¸n Neumann cßn ®−îc gäi lµ bµi to¸n biªn thø hai
cña ph−¬ng tr×nh Laplace. §Þnh lý vÒ tÝnh duy nhÊt nghiÖm cña bµi to¸n Neumann
®−îc ph¸t biÓu nh− sau.
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§Þnh lý 3.18. Trong tr−êng hîp mÆt ph¼ng, nghiÖm cña bµi to¸n Neumann trong vµ ngoµi
lµ duy nhÊt. Trong tr−êng hîp kh«ng gian cã sè chiÒu lín h¬n 2, hai nghiÖm cña bµi to¸n
Neumann trong sÏ sai kh¸c nhau mét h»ng sè céng, vµ nghiÖm cña bµi to¸n Neumann
ngoµi lµ duy nhÊt.

3.4 Gi¶i bµi to¸n Dirichlet trong trªn mÆt trßn b»ng ph−¬ng ph¸p t¸ch

biÕn

Bªn c¹nh viÖc x¸c ®Þnh nghiÖm cña bµi to¸n Dirichlet trong cho ph−¬ng tr×nh
Laplace (??), ta cã thÓ x¸c ®Þnh nghiÖm cña bµi to¸n trªn b»ng ph−¬ng ph¸p t¸ch biÕn.
XÐt bµi to¸n

∆u = 0, trong mÆt trßn b¸n kÝnh R, (3.39)

u|Γ = f(s), (3.40)

trong ®ã Γ lµ biªn cña mÆt trßn, f(s) lµ hµm liªn tôc cho tr−íc trªn Γ. §−a ph−¬ng
tr×nh (??) vÒ to¹ ®é cùc, ta ®−îc

∆u =
1

r

∂

∂r

µ
r
∂u

∂r

¶
+
1

r2
∂2u

∂θ2
= 0, (3.41)

vµ t×m nghiÖm riªng cña ph−¬ng tr×nh d−íi d¹ng t¸ch biÕn u(r, θ) = R(r)Φ(θ). Thay
vµo ph−¬ng tr×nh (??) vµ tÝnh to¸n ta ®−îc

r
d

dr

µ
r
dR

dr

¶
R

= −
d2Φ

dθ2

Φ
= λ, (λ ∈ R). (3.42)

Ta cã hÖ ph−¬ng tr×nh t−¬ng øng

Φ00 + λΦ = 0, (3.43)

r
d

dr

µ
r
dR

dr

¶
− λR = 0. (3.44)

V× hµm u(r, θ) lµ hµm tuÇn hoµn nªn u(r, θ+2π) = u(r, θ), tõ ®ã suy ra Φ(θ+2π) = Φ(θ),
tøc lµ Φ lµ mét hµm tuÇn hoµn. NÕu λ < 0 th× tõ (??) ta cã

Φ(θ) = Ae
√
−λθ +Be−

√
−λθ, (3.45)

kh«ng lµ mét hµm tuÇn hoµn, vËy λ = n2 > 0 tho¶ m·n ®iÒu kiÖn hµm u tuÇn hoµn
chu kú 2π. VËy biÓu thøc nghiÖm cña Φ cã d¹ng

Φn(θ) = A cosnθ +B cosnθ, n = 0, 1, 2, . . . (3.46)

§ång thêi, víi gi¸ trÞ λ = n2, ph−¬ng tr×nh (??) cã d¹ng

r2R00 + rR0 − n2R = 0. (3.47)
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Ph−¬ng tr×nh (??) cã nghiÖm tæng qu¸t

R0(r) = C1 + C2 ln r, (3.48)

vµ

Rn(r) = C3r
n + C4r

−n, n = 1, 2, . . . . (3.49)

VËy nghiÖm riªng cña ph−¬ng tr×nh (??) cã d¹ng

un(r, θ) = Rn(r)Φn(θ) =

(
C1 + C2 ln r, n = 0,

(C2r
n + C4r

−n)(A cosnθ +B sinnθ) n 6= 0.
(3.50)

V× u lµ hµm ®iÒu hoµ trong mÆt trßn nªn liªn tôc t¹i r = 0. Do ®ã trong biÓu thøc
nghiÖm (??), hÖ sè cña ln r vµ r−n triÖt tiªu.VËy ta t×m ®−îc d¹ng nghiÖm riªng cña
ph−¬ng tr×nh (??) lµ

un(r, θ) = Rn(r)Φn(θ) = r
n(An cosnθ +Bn sinnθ), n = 0, 1, 2, . . . . (3.51)

V× ph−¬ng tr×nh Laplace cã tÝnh tuyÕn tÝnh, nªn tæng h÷u h¹n

SN(r, θ) =
NX
n=0

rn(An cosnθ +Bn sinnθ) (3.52)

còng lµ hµm ®iÒu hßa, cho N →∞, ta ®−îc chuçi

∞X
n=0

rn(An cosnθ +Bn sinnθ). (3.53)

Ta cÇn x¸c ®Þnh An, Bn sao cho chuçi trªn héi tô vµ tæng cña nã lµ mét hµm ®iÒu hßa
liªn tôc trong mÆt trßn kÝn r 6 1, tõ ®ã suy ra nghiÖm tæng qu¸t cÇn t×m cã d¹ng

u(r, θ) ∼
∞X
n=0

rn(An cosnθ +Bn sinnθ). (3.54)

Cho r → 1 ®Ó sö dông ®iÒu kiÖn trªn biªn Γ, ta t×m ®−îc c¸c hÖ sè t−¬ng øng cña
chuçi Fourier

A0 =
1

2π

Z 2π

0

f(θ)dθ, (3.55)

An =
1

π

Z 2π

0

f(θ) cosnθdθ, (3.56)

Bn =
1

π

Z 2π

0

f(θ) sinnθdθ, n = 0, 1, 2, . . . . (3.57)

Sö dông c¸c kiÕn thøc cña Gi¶i tÝch III, ta cã thÓ chøng minh r»ng biÓu thøc (??) víi
c¸c hÖ sè Ai, Bi x¸c ®Þnh trong (??), (??), (??) chÝnh lµ nghiÖm cña bµi to¸n biªn
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Dirichlet trong cña ph−¬ng tr×nh Laplace cÇn t×m. ThËt vËy, tr−íc tiªn ta xÐt f(θ) ∈ C2.
Khi ®ã f cã thÓ khai triÓn ®−îc thµnh chuçi Fourier vµ c¸c hÖ sè Fourier cña f(θ) tháa
m·n ®¸nh gi¸

An =
1

π

Z 2π

0

f(θ) cosnθdθ = −1
n

1

π

Z 2π

0

f 0(θ) sinnθdθ (3.58)

= − 1
n2
1

π

Z 2π

0

f 00(θ) cosnθdθ = O

µ
1

n2

¶
, (3.59)

t−¬ng tù

Bn =
1

π

Z 2π

0

f(θ) sinnθdθ =
1

n

1

π

Z 2π

0

f 0(θ) cosnθdθ (3.60)

= − 1
n2
1

π

Z 2π

0

f 00(θ) sinnθdθ = O

µ
1

n2

¶
. (3.61)

Trong mÆt trßn r 6 1, ta cã ®¸nh gi¸ |rn(An cosnθ +Bn sinnθ)| 6 |An|+ |Bn|. Do ®ã
chuçi (??) thõa nhËn chuçi lµm tréi

∞X
n=0

(|An|+ |Bn|). (3.62)

Theo ®¸nh gi¸ (??), chuçi trªn héi tô, vËy theo tiªu chuÈn Weierstrass, chuçi (??) héi
tô ®Òu theo (r, θ) trong mÆt trßn ®¬n vÞ, tæng cña chuçi, u(r, θ) cã thÓ ®−îc viÕt lµ

u(r, θ) = lim
N→+∞

NX
n=0

rn(An cosnθ +Bn sinnθ) = lim
N→+∞

SN (r, θ). (3.63)

§iÒu nµy cã nghÜa lµ u lµ giíi h¹n cña mét d·y hµm ®iÒu hßa héi tô ®Òu trong mÆt
trßn ®¬n vÞ, vËy theo §Þnh lý Harnack 1, hµm u(r, θ) còng lµ mét hµm ®iÒu hßa trong
mÆt trßn r < 1. Do tÝnh héi tô ®Òu trong mÆt trßn r 6 1 vµ c¸c h¹ng thøc cña chuçi
®Òu liªn tôc trong mÆt trßn, ta suy ra tÝnh ®iÒu hßa cña hµm u trong mÆt trßn r 6 1.

§Ó chøng minh c«ng thøc trªn trong tr−êng hîp hµm f(θ) kh«ng thuéc C2, mµ
chØ gi¶ thiÕt lµ liªn tôc, ng−êi ta x©y dùng mét d·y hµm fm(θ) ∈ C2, héi tô ®Òu ®Õn
f(θ) trªn ®−êng trßn r = 1. Khi ®ã ta t×m ®−îc nghiÖm um(r, θ) cña bµi to¸n Dirichlet
t−¬ng øng víi fm. Theo chøng minh trªn, d·y {um} lµ c¸c hµm ®iÒu hßa trong mÆt
trßn r < 1, liªn tôc trong mÆt trßn kÝn r 6 1 vµ gi¸ trÞ biªn fm(θ) héi tô ®Òu ®Õn f(θ).
Khi ®ã, theo §Þnh lý Harnack 1, giíi h¹n cña d·y {um} còng lµ mét hµm ®iÒu hßa
trong mÆt trßn r < 1 vµ liªn tôc trong mÆt trßn r 6 1. C«ng viÖc cßn l¹i cña ta lµ kiÓm
tra xem u cã ®−îc biÓu diÔn bëi c«ng thøc (??). Gäi hÖ sè cña khai triÓn Fourier cña
fm(θ) lµ Amn vµ Bmn . Ta cã ®èi víi mäi n,

|An − Amn | =
1

π

¯̄̄̄Z 2π

0

[f(θ)− fm(θ)] cosnθdθ
¯̄̄̄
6 1

π

¯̄̄̄Z 2π

0

[f(θ)− fm(θ)]dθ
¯̄̄̄
6 ε (3.64)
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víi m ®ñ lín vµ ε ®ñ bÐ. T−¬ng tù |Bn −Bmn | 6 ε. Víi khai triÓn

um(r, θ) =
∞X
n=0

rn(Amn cosnθ +B
m
n sinnθ)

ta cã ¯̄̄̄
¯
∞X
n=0

rn(An cosnθ +Bn sinnθ)− um(r, θ)
¯̄̄̄
¯

=

¯̄̄̄
¯
∞X
n=0

rn [(An −Amn ) cosnθ + (Bn − Bmn ) sinnθ]
¯̄̄̄
¯

6 2ε
∞X
n=0

rn = 2ε
1

1− r .

§iÒu nµy cã nghÜa lµ biÓu thøc

u(r, θ) = lim
N→∞

NX
n=0

rn(An cosnθ +Bn sinnθ) =
∞X
n=0

rn(An cosnθ +Bn sinnθ) (3.65)

chÝnh lµ nghiÖm cña bµi to¸n Dirichlet trong trªn mÆt trßn ®¬n vÞ. VËy, kÕt hîp c¸c
§Þnh lý ??, ?? vµ c«ng thøc nghiÖm (??) ta cã kh¼ng ®Þnh

§Þnh lý 3.19. Bµi to¸n Dirichlet trong cña ph−¬ng tr×nh Laplace ®−îc ®Æt ®óng ®¾n.

Chó ý. Trong tr−êng hîp mÆt trßn ®−îc xÐt cã b¸n kÝnh R th× b»ng c¸ch ®Æt ρ = r/R,
ta ®−a ®−îc vÒ bµi to¸n Dirichlet trong mÆt trßn ®¬n vÞ ρ 6 1. NghiÖm cña bµi to¸n
t−¬ng øng khi ®ã sÏ lµ

u(r, θ) =
∞X
n=0

³ r
R

´n
(An cosnθ +Bn sinnθ). (3.66)
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Bµi tËp ch−¬ng 3
I. H·y

1. Thö trùc tiÕp r»ng hµm u(x, y) = − ln r, r 6= 0 lµ nghiÖm ph−¬ng tr×nh Laplace
∆u = 0.

2. T×m biÓu thøc cña to¸n tö Laplace trong

(a) hÖ to¹ ®é cùc x = r cosϕ, y = r sinϕ, (tr−êng hîp trªn mÆt ph¼ng),

(b) hÖ to¹ ®é trô x = r cosϕ, y = r sinϕ, z = z, (tr−êng hîp trong kh«ng gian),

(c) hÖ to¹ ®é cÇu x = r cosϕ sin θ, y = r sinϕ sin θ, z = r cos θ, (tr−êng hîp
trong kh«ng gian),

II. Chøng minh r»ng nghiÖm ph−¬ng tr×nh

∆u+ aux + buy + cu = 0, c < 0, (3.67)

kh«ng ®¹t cùc ®¹i d−¬ng hoÆc cùc tiÓu ©m t¹i mét ®iÓm trong cña miÒn. Tõ ®ã suy ra
tÝnh duy nhÊt nghiÖm cña bµi to¸n Dirichlet trong miÒn giíi néi Ω víi biªn ∂Ω(

∆u+ aux + buy + cu = 0, c < 0,

u|∂Ω = f(x, y).
(3.68)

III. T×m phÐp thÕ hµm v(x, y) = φ(x, y)u(x, y), ®−a ph−¬ng tr×nh (??) vÒ ph−¬ng
tr×nh ∆v + λv = 0.

IV. Ký hiÖu H(Ω) lµ tËp hîp c¸c hµm ®iÒu hoµ trong Ω ⊂ R2. Chøng minh r»ng

1. H(Ω) lµ mét kh«ng gian vect¬, mäi tæ hîp tuyÕn tÝnh cña hµm ®iÒu hoµ còng lµ
hµm ®iÒu hoµ.

2. H(Ω) æn ®Þnh víi phÐp lÊy ®¹o hµm: ®¹o hµm riªng ux vµ uy cña hµm ®iÒu hoµ
u còng lµ c¸c hµm ®iÒu hoµ.

3. NÕu u, v ∈ H(Ω) th× uv ∈ H(Ω) ⇐⇒ grad u · grad v = 0.

V. Gi¶ sö u(x, y) lµ hµm ®iÒu hoµ. Chøng minh r»ng c¸c hµm sau còng lµ hµm ®iÒu
hoµ.

1. u(x+ h), h = (h1, h2) lµ mét vect¬ bÊt kú.

2. u(λx), λ ∈ R bÊt kú.

3. u(Cx) , C ∈ R2×2 lµ mét ma trËn trùc giao bÊt kú.
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VI. Gi¶i c¸c bµi to¸n Dirichlet:

1.

(
∆u = 0, trong Ω,

u|Γ = 3− 4y2 − 4xy2,
víi Ω lµ mÆt trßn t©m O b¸n kÝnh 2, Γ lµ biªn cña Ω.

2.

(
∆u = 2x, trong Ω,

u|Γ = x− x3 + 2xy2,
víi Ω lµ mÆt trßn ®¬n vÞ, Γ lµ biªn cña Ω.

3.

(
∆u = 12(x2 − y2), trong Ω,

u|Γ = xy,
víi Ω lµ mÆt trßn ®¬n vÞ, Γ lµ biªn cña Ω.

4.

(
∆u = 0, trong Ω,

u|Γ = 2− y + y3 − x2y + x2,
víi Ω lµ phÇn ngoµi cña mÆt trßn t©m O b¸n

kÝnh 2, Γ lµ biªn cña Ω.

5.

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∆u = 0, trong Ω,

u|r=1 = x− y,
u|r=2 = ln 2− 1

4
y + x,

víi Ω lµ h×nh vµnh kh¨n 1 < r < 2.

VII (∗). Dïng c«ng thøc Poisson tÝnh trùc tiÕp nghiÖm cña bµi to¸n Dirichlet(
∆u = 0, trong Ω,

u|∂Ω = cos θ,

víi mÆt trßn Ω b¸n kÝnh R.

VIII. Cho BR(0) lµ h×nh trßn t©m 0 b¸n kÝnh R. ChuyÓn ph−¬ng tr×nh Laplace sang
to¹ ®é cùc (ρ,ϕ). T×m nghiÖm cña bµi to¸n Dirichlet víi c¸c ®iÒu kiÖn biªn ®−îc cho
nh− sau:

1. u|ρ=R = 2,

2. u|ρ=R = a cosϕ,

3. u|ρ=R = 1 + 2 sinϕ,

4. u|ρ=R = a sin2 ϕ+ b cos2 ϕ, a, b = const.

IX. Gi¶i bµi to¸n Dirichlet trong h×nh ch÷ nhËt.

1.

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∆u = 0, 0 < x < 2, 0 < y < 1,

u(x, 0) = u(x, 1) = sin 5πx
2
,

u(0, y) = u(2, y) = 0.
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2.

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
∆u = 0, 0 < x < a, 0 < y < b,

u(x, 0) = B sin πx
a
, u(x, b) = 0,

u(0, y) = A sin πy
b
, u(a, y) = 0.

X (∗). XÐt bµi to¸n (
−∆u = λu, trong Ω,

u|∂Ω = 0.
(3.69)

NÕu tån t¹i sè λ sao cho bµi to¸n trªn cã nghiÖm kh«ng tÇm th−êng u 6= 0, th× ta gäi λ
lµ gi¸ trÞ riªng, nghiÖm u t−¬ng øng ®−îc gäi lµ hµm riªng cña to¸n tö Laplace trong
Ω. H·y t×m gi¸ trÞ riªng vµ hµm riªng cña to¸n tö Laplace trong c¸c tr−êng hîp sau.

1. Ω = {(x, y) : 0 < x < a, 0 < y < b},

2. Ω = {(x.y) : x2 + y2 < 1}.
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Ch−¬ng 4

Ph−¬ng tr×nh parabolic. Ph−¬ng tr×nh truyÒn nhiÖt

4.1 Më ®Çu. §Þnh lý cùc ®¹i cùc tiÓu

Trong ch−¬ng nµy ta nghiªn cøu ph−¬ng tr×nh truyÒn nhiÖt trªn thanh

∂u

∂t
= a2

∂2u

∂x2
+ f(x, t), u = u(x, t), (x, t) ∈ R× (0,∞). (4.1)

§èi víi nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh truyÒn nhiÖt, ta cã mét nguyªn lý cùc ®¹i cùc
tiÓu t−¬ng tù ph−¬ng tr×nh Laplace. Ta xÐt tr−êng hîp ®¬n gi¶n víi f ≡ 0 vµ miÒn x¸c
®Þnh cña u lµ VT = [a, b]× [0, T ]. Gi¶ sö hµm u ∈ C2,1(VT ), tøc lµ u kh¶ vi liªn tôc hai
lÇn theo biÕn x vµ kh¶ vi liªn tôc theo biÕn t trong miÒn trong cña VT . Ta cã ®Þnh lý.

§Þnh lý 4.20. Gi¶ sö u(x, t) lµ nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh (??) trong miÒn VT , liªn tôc
trong miÒn kÝn VT . Khi ®ã nghiÖm u(x, t) ®¹t gi¸ trÞ cùc ®¹i hoÆc cùc tiÓu cña nã trªn
biªn ∂VT .

ViÖc chøng minh ®Þnh lý nµy lµ t−¬ng tù chøng minh ®Þnh lý cùc ®¹i cùc tiÓu cña
ph−¬ng tr×nh Laplace. Trong tr−êng hîp miÒn VT lµ v« h¹n, ta cã ®Þnh lý cùc ®¹i cùc
tiÓu t−¬ng øng.

§Þnh lý 4.21. Gi¶ sö u(x, t) lµ nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh (??) liªn tôc vµ giíi néi trong
miÒn VT = R × [0, T ]. Khi ®ã nÕu M vµ m lµ cËn trªn vµ cËn d−íi cña nghiÖm u(x, t)

t¹i t = 0, tøc lµ

M = sup
x∈R

u(x, 0), m = inf
x∈R

u(x, 0).

Khi ®ã trong miÒn VT , ta cã

m 6 u(x, t) 6M.

Ph−¬ng tr×nh (??) lµ mét ph−¬ng tr×nh ®¹o hµm riªng, v× vËy ®Ó cã thÓ x¸c ®Þnh
duy nhÊt nghiÖm ta cÇn ®−a vµo c¸c ®iÒu kiÖn ban ®Çu, tøc lµ ph©n bè nhiÖt ®é trªn
thanh ë tr¹ng th¸i ban ®Çu, vµ ®iÒu kiÖn biªn, tøc lµ nhiÖt ë hai ®Çu cña thanh ®−îc
xÐt. Bµi to¸n cã d÷ kiÖn ban ®Çu ®−îc gäi lµ bµi to¸n Cauchy, bµi to¸n cßn l¹i lµ bµi
to¸n hçn hîp, hay bµi to¸n biªn - ban ®Çu.
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4.2 §Þnh lý duy nhÊt vµ sù phô thuéc liªn tôc cña nghiÖm vµo d÷ kiÖn

ban ®Çu cña bµi to¸n Cauchy

Bµi to¸n Cauchy cña ph−¬ng tr×nh truyÒn nhiÖt: T×m hµm u liªn tôc vµ giíi néi khi
t > 0, tho¶ m·n ph−¬ng tr×nh truyÒn nhiÖt

∂u

∂t
= a2

∂2u

∂x2
, t > 0, (4.2)

vµ khi t = 0 trïng víi mét hµm liªn tôc vµ giíi néi g(x) cho tr−íc

u(x, 0) = g(x), x ∈ R. (4.3)

Ta cã ®Þnh lý.

§Þnh lý 4.22. NghiÖm giíi néi cña bµi to¸n (??)-(??) lµ duy nhÊt, phô thuéc liªn tôc vµo
gi¸ trÞ ban ®Çu ®−îc cho khi t = 0.

Chøng minh. Tõ nguyªn lý cùc ®¹i cùc tiÓu trong miÒn v« h¹n (®Þnh lý ??) ta cã: NÕu
cã hai nghiÖm u(x, t) vµ v(x, t) sao cho

sup
x∈R

|u(x, 0)− v(x, 0)| < ε, (4.4)

th× trong miÒn S = R× [0, T ], T <∞, ta ®Òu cã

|u(x, t)− v(x, t)| < ε, ∀(x, t) ∈ S. (4.5)

Ta cã ®iÒu ph¶i chøng minh.

4.3 Gi¶i bµi to¸n Cauchy b»ng ph−¬ng ph¸p t¸ch biÕn

XÐt bµi to¸n Cauchy

∂u

∂t
= a2

∂2u

∂x2
, (x, t) ∈ R× (0,∞), (4.6)

u(x, 0) = g(x), x ∈ R, (4.7)

trong ®ã g lµ hµm liªn tôc vµ giíi néi cho tr−íc. Tr−íc tiªn ta t×m nghiÖm riªng giíi
néi cña (??) d−íi d¹ng

u(x, t) = X(x)T (t). (4.8)

Thay vµo (??) ta ®−îc

T 0(t)

a2T (t)
=
X 00(x)

X(x)
= −μ (= const .) (4.9)
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Tõ ®ã ta cã hÖ ph−¬ng tr×nh vi ph©n th−êng

T 0(t) + a2μT (t) = 0,

X 00(x) + μX(x) = 0.

V× nghiÖm giíi néi nªn μ > 0, ta ®Æt μ = λ2. Thay vµo hÖ ph−¬ng tr×nh ta ®−îc

T 0(t) + a2λ2T (t) = 0, (4.10)

X 00(x) + λ2X(x) = 0. (4.11)

Tõ ®ã

T (t) = e−a
2λ2t,

X(x) = A cosλx+B sinλx, (A, B lµ c¸c h»ng sè, cã thÓ phô thuéc λ.)

VËy nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh uλ(x, t) sÏ cã d¹ng

uλ(x, t) = e
−a2λ2t[A(λ) cosλx+B(λ) sinλx]. (4.12)

TÝch ph©n (??) theo λ ®−îc

u(x, t) =

Z ∞
−∞
e−a

2λ2t[A(λ) cosλx+B(λ) sinλx]dλ, (4.13)

Hµm nµy còng lµ nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh (??) nÕu tÝch ph©n héi tô ®Òu vµ cã thÓ ®¹o
hµm d−íi dÊu tÝch ph©n hai lÇn theo x vµ mét lÇn theo t. §Ó t×m nghiÖm cña bµi to¸n
Cauchy (??)-(??), ta ®i t×m c¸c hµm A(λ) vµ B(λ) tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ban ®Çu (??).

Ta gi¶ sö cã thÓ biÓu diÔn u(x, 0) = g(x) d−íi d¹ng tÝch ph©n Fourier

g(x) =
1

2π

Z ∞
−∞
dλ

Z ∞
−∞
g(ξ) cosλ(ξ − x)dξ

=
1

2π

Z ∞
−∞

�
cosλx

Z ∞
−∞
g(ξ) cosλξdξ + sinλx

Z ∞
−∞
g(ξ) sinλξdξ

¸
dλ.

Trong (??) cho t = 0 vµ ®ång nhÊt víi biÓu diÔn d−íi d¹ng tÝch ph©n Fourier cña hµm
g ë trªn ta t×m ®−îc A(λ) vµ B(λ) cã d¹ng

A(λ) =
1

2π

Z ∞
−∞
g(ξ) cosλξdξ, (4.14)

B(λ) =
1

2π

Z ∞
−∞
g(ξ) sinλξdξ, (4.15)

thay vµo (??) ta ®−îc

u(x, t) =
1

2π

Z ∞
−∞
dλ

Z ∞
−∞
g(ξ)e−a

2λ2t cosλ(ξ − x)dξ

=
1

π

Z ∞
0

dλ

Z ∞
−∞
g(ξ)e−a

2λ2t cosλ(ξ − x)dξ.
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Thay ®æi thø tù lÊy tÝch ph©n vµ sö dông c«ng thøcZ ∞
−∞
e−α

2λ2 cosβλdλ =

√
π

α
e−

β2

4α2 , (4.16)

ta ®−îc

u(x, t) =
1

2a
√
πt

Z ∞
−∞
e−

(ξ−x)2
4a2t g(ξ)dξ. (4.17)

C«ng thøc (??) ®−îc gäi lµ c«ng thøc Poisson ®èi víi bµi to¸n Cauchy (??)-(??). §Æt

F (ξ, τ ;x, t) =

⎧⎨⎩ 1

2a
√
π(t−τ)

e
− (ξ−x)2
4a2(t−τ) , víi τ < t,

0 ng−îc l¹i.
(4.18)

Khi ®ã c«ng thøc Poisson (??) cã d¹ng

u(x, t) =

Z ∞
−∞
F (ξ, 0; x, t)g(ξ)dξ. (4.19)

Hµm F (ξ, τ ; x, t) ®−îc gäi lµ nghiÖm c¬ b¶n cña ph−¬ng tr×nh truyÒn nhiÖt. Chó ý r»ng
khi (ξ, τ) 6= (x, t), ®èi víi biÕn (x, t) hµm F tho¶ m·n ph−¬ng tr×nh (??), cßn ®èi víi
biÕn (ξ, τ) hµm F tho¶ m·n ph−¬ng tr×nh liªn hîp víi ph−¬ng tr×nh (??)

−∂v
∂t
= a2

∂2v

∂x2
. (4.20)

Ta cã kh¼ng ®Þnh

§Þnh lý 4.23. Gi¶ sö hµm g(x) liªn tôc vµ giíi néi. Khi ®ã bµi to¸n Cauchy (??)-(??) cã
nghiÖm u(x, t) ®−îc x¸c ®Þnh b»ng c«ng thøc (??).

Chøng minh. §Ó chøng minh ®Þnh lý nµy, tr−íc hÕt ta kiÓm tra r»ng c«ng thøc (??) tho¶
m·n ph−¬ng tr×nh (??) víi t > 0. Chó ý r»ng nghiÖm c¬ b¶n (??) tho¶ m·n ph−¬ng
tr×nh (??), v× vËy ta chØ cÇn chøng minh r»ng cã thÓ ®¹o hµm d−íi dÊu tÝch ph©n hai
lÇn theo biÕn x vµ mét lÇn theo biÕn t, tøc lµ chøng minh r»ng tÝch ph©n nhËn ®−îc
b»ng c¸ch ®¹o hµm h×nh thøc biÓu thøc d−íi dÊu tÝch ph©n theo x hoÆc t lµ héi tô trong
miÒn ch÷ nhËt 0 6 t0 6 t 6 T , |x| 6 N , víi mäi t0, T,N tuú ý d−¬ng. §iÒu nµy ®óng
v× hµm g giíi néi, cßn hµm xme−ax

2
gi¶m vÒ 0 khi x → ∞ nhanh h¬n mäi hµm ®a

thøc, vµ khi ®ã hµm d−íi dÊu tÝch ph©n kh«ng lín h¬n C/(1 + ξ2). Sö dông tÝnh héi
tô cña tÝch ph©n

R∞
−∞

C
1+ξ2

dξ vµ tiªu chuÈn Weierstrass suy ra tÝch ph©n ®ang xÐt héi tô
®Òu, tøc lµ ®iÒu ta cÇn chøng minh.

TiÕp theo, ta chøng minh r»ng hµm cho bëi c«ng thøc (??) giíi néi trong miÒn
t > 0. §iÒu nµy dÔ dµng suy ra tõ tÝnh giíi néi cña hµm g, tøc lµ ta cã

|u(x, t)| 6 1

2a
√
πt

Z ∞
−∞
e−

(ξ−x)2
4a2t |g(ξ)|dξ

6 M

2a
√
πt

Z ∞
−∞
e−

(ξ−x)2
4a2t dξ =M. (¸p dông (??)).
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Cuèi cïng ta chøng minh hµm cho bëi c«ng thøc (??) tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ban ®Çu,
tøc lµ

lim
t→0
u(x, t) = g(x). (4.21)

VËy, tõ ®Þnh lý ?? vµ ?? ta suy ra

§Þnh lý 4.24. NÕu nghiÖm t×m trong líp hµm giíi néi víi d÷ kiÖn ban ®Çu giíi néi th×
bµi to¸n Cauchy (??)-(??) cña ph−¬ng tr×nh truyÒn nhiÖt trong miÒn t > 0 ®−îc ®Æt ®óng
®¾n.

Chó ý. NghiÖm cña bµi to¸n Cauchy cña ph−¬ng tr×nh truyÒn nhiÖt sÏ kh¶ vi mäi cÊp
trong miÒn t > 0, vµ mäi x ∈ R, kh«ng phô thuéc vµo viÖc hµm g cã ®¹o hµm trªn
R kh«ng. TÝnh chÊt nµy ph©n biÖt ph−¬ng tr×nh truyÒn nhiÖt víi ph−¬ng tr×nh truyÒn
sãng.

4.4 Bµi to¸n biªn ban ®Çu thø nhÊt

XÐt bµi to¸n biªn ban ®Çu thø nhÊt kh«ng cã vÕ ph¶i⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
ut = a

2uxx, (x, t) ∈ VT ,
u(x, 0) = ϕ(x), 0 6 x 6 l,
u(0, t) = u(l, t) = 0.

(IBVP)

Trong ®ã hµm ϕ(x) ®−îc gi¶ thiÕt liªn tôc, kh¶ vi tõng khóc, vµ ϕ(0) = ϕ(l) = 0. Ta
sÏ sö dông ph−¬ng ph¸p t¸ch biÕn Fourier ®Ó gi¶i bµi to¸n. Gi¶ sö nghiÖm giíi néi cña
bµi to¸n lµ u(x, t) = X(x)T (t). Thay vµo ph−¬ng tr×nh ta ®−îc

X(x)T 0(t) = a2X 00(x)T (t) ⇐⇒ X 00(x)

X(x)
=
T 0(t)

a2T (t)
= −λ.

Tõ ®ã suy ra mét hÖ ph−¬ng tr×nh vi ph©n th−êng sau

X 00(x) + λX(x) = 0, (4.22)

T 0(t) = λa2T (t) = 0. (4.23)

Lµm t−¬ng tù bµi to¸n hçn hîp hyperbolic ta ®−îc

λk =
k2π2

l2
k = 1, 2, 3, . . . .

Tõ ®ã suy ra d¹ng nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh lµ

Xk(x) = Ak sin
kπ

l
x, T (t) = Bke

−(kπal )
2
t,

uk(x, t) = Cke
−( kπal )

2
t sin

kπ

l
x.
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LÊy chuçi h×nh thøc

u(x, t) =
∞X
k=1

uk(x, t),

lµ nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh. Víi

Ck =
2

l

Z l

0

ϕ(ξ) sin
kπ

l
ξdξ

th× u lµ nghiÖm cña bµi to¸n. Ta cã thÓ chøng minh ®−îc r»ng víi c¸c gi¶ thiÕt trªn
cña hµm ϕ th× ta cã nghiÖm thùc sù cña bµi to¸n.

XÐt bµi to¸n biªn ban ®Çu thø nhÊt víi vÕ ph¶i kh¸c 0⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
ut = a

2uxx + f(x, t), (x, t) ∈ VT ,
u(x, 0) = 0, 0 6 x 6 l,
u(0, t) = u(l, t) = 0.

(IBVP-f)

Ta t×m nghiÖm giíi néi cña bµi to¸n d−íi d¹ng

u(x, t) =
∞X
k=1

Tk(t) sin
kπ

l
x.

Thay vµo ph−¬ng tr×nh ta ®−îc

∞X
k=1

Ã
T 0k(t) +

µ
kπa

l

¶2
Tk(t)

!
sin
kπ

l
x =

∞X
k=1

fk(t) sin
kπ

l
x,

trong ®ã

fk(t) =
2

l

Z l

0

f(ξ, t) sin
kπ

l
ξdξ.

V× {sin kπ
l
x} lµ hÖ trùc giao nªn ®¼ng thøc trªn x¶y ra t−¬ng ®−¬ng víi hÖ ph−¬ng tr×nh

vi ph©n th−êng

T 0k(t) +

µ
kπa

l

¶2
Tk(t) = fk(t), T (0) = 0.

Gi¶i ph−¬ng tr×nh trªn ta ®−îc

Tk(t) =

Z t

0

e−(
kπ
l )

2
(t−τ)fk(τ)dτ.

4.5 ý nghÜa vËt lý

NghiÖm cña bµi to¸n Cauchy, xÐt vÒ ph−¬ng diÖn vËt lý, m« t¶ nhiÖt ®é ph©n bè
trªn mét thanh dµi v« h¹n c¸ch nhiÖt víi m«i tr−êng xung quanh khi cho tr−íc ph©n
bè nhiÖt ®é ë thêi ®iÓm ban ®Çu. Mét c¸ch lý t−ëng, tõ c«ng thøc nghiÖm cña bµi to¸n
Cauchy ta cã thÓ thÊy chØ sau mét kho¶ng thêi gian t rÊt nhá, nhiÖt ®é ë mäi ®iÓm cña
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thanh ®Òu thay ®æi so víi tr¹ng th¸i ban ®Çu. Trong thùc tÕ ®iÒu nµy lµ v« lý nh−ng
khi xÐt t¹i nh÷ng ®iÓm ë rÊt xa gèc quan s¸t vµ t¹i nh÷ng thêi ®iÓm t rÊt nhá, ®iÒu nµy
kh«ng kh¸c mÊy so víi thùc tÕ. V× vËy c«ng thøc Poisson cã thÓ coi lµ biÓu diÔn kh¸
tèt quy luËt truyÒn nhiÖt trªn thanh.

Bµi tËp ch−¬ng 4
I. Gi¶i bµi to¸n

1.

(
ut = uxx, t > 0, x ∈ R,
u(x, 0) = cos 3x.

2.

(
ut = 9uxx, t > 0, x ∈ R,
u(x, 0) = sin 2x cos 4x.

3.

(
ut = 16uxx, t > 0, x ∈ R,
u(x, 0) = cos2 4x.

4.

(
ut = 4uxx, t > 0, x ∈ R,
u(x, 0) = e−x

2
.

5.

(
ut = 9uxx, t > 0, x ∈ R,
u(x, 0) = e−x

2+2x+2.

II. T×m nghiÖm kh«ng giíi néi cña bµi to¸n(
ut = uxx, t > 0, x ∈ R,
u(x, 0) = x2 − 2x+ 3.

III. Gi¶i bµi to¸n biªn ban ®Çu

1.

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
ut = 9uxx, t > 0, 0 6 x 6 π,

u(x, 0) = sinx(1− 4 cosx), 0 6 x 6 π,

u(0, t) = u(π, t) = 0, t > 0.

2.

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩
ut = a

2uxx, t > 0, 0 6 x 6 l,

u(x, 0) =

(
x 0 6 x 6 l/2,
1− x l/2 6 x 6 l,

u(0, t) = u(l, t) = 0, t > 0.
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Gi¶i mét sè bμi tËp

Ch−¬ng ??
I.4. uxx + 2uxy − 3uyy + 2ux + 6uy = 0.

Ta cã δ = 1 + 3 = 4 > 0. VËy ph−¬ng tr×nh nµy thuéc lo¹i hyperbolic. Ta ®−a
ph−¬ng tr×nh vÒ d¹ng chÝnh t¾c. XÐt ph−¬ng tr×nh ®−êng ®Æc tr−ng

y0
2 − 2y0 − 3 = 0 ⇐⇒

(
y0 = −1 ⇐⇒ y + x = C1,

y0 = 3 ⇐⇒ y − 3x = C2.

§Æt
ξ = y + x, η = y − 3x.

Khi ®ã v× ph−¬ng tr×nh thuéc lo¹i hyperbolic nªn a1 = c1 = 0. Ta cã

b1 = ξxξy + (ξxηy + ξyηx)− 3ηxηy
= 1 + (1− 3) + 9 = 8.

ux = uξξx + uηηx = uξ − 3uη,
uy = uξξy + uηηy = uξ + uη.

VËy ph−¬ng tr×nh chÝnh t¾c lµ
uξη − uξ = 0.

I.5. u00xx − 2 cosxu00xy − (3 + sin2 x)u00yy − yu0x = 0,.
Ta cã δ = cos2 x+ 3 + sin2 x = 4 > 0. VËy ph−¬ng tr×nh nµy thuéc lo¹i hyperbolic.

Ta ®−a ph−¬ng tr×nh vÒ d¹ng chÝnh t¾c. XÐt ph−¬ng tr×nh ®−êng ®Æc tr−ng

y0
2
+ 2 cos xy0 − (3 + sin2 x) = 0 ⇐⇒

(
y0 = − cosx+ 2 ⇐⇒ y + sinx− 2x = C1,
y0 = − cosx− 2 ⇐⇒ y + sinx+ 2x = C2.

§Æt

ξ = y + sinx− 2x, η = y + sinx+ 2x.

Suy ra

x =
η − ξ

4
, y =

ξ + η

2
− sin η − ξ

4
.

Khi ®ã v× ph−¬ng tr×nh thuéc lo¹i hyperbolic nªn a1 = c1 = 0. Ta tÝnh trùc tiÕp c¸c
®¹o hµm riªng cña u theo x, y qua c¸c ®¹o hµm riªng ξ, η.

ux =

µ
cos

η − ξ

4
− 2
¶
uξ +

µ
cos

η − ξ

4
+ 2

¶
uη,

57
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uy = uξ + uη,

uxy = (uy)x =

µ
cos

η − ξ

4
− 2
¶
uξξ + 2 cos

η − ξ

4
uξη +

µ
cos

η − ξ

4
+ 2

¶
uηη,

uxx = (ux)x =

µ
cos

η − ξ

4
− 2
¶2
uξξ − 2

µ
4− cos2 η − ξ

4

¶
uξη

+

µ
cos

η − ξ

4
+ 2

¶2
uηη − sin

η − ξ

4
uξ − sin

η − ξ

4
uη,

uyy = (uy)y = uξξ + 2uξη + uηη.

VËy ph−¬ng tr×nh chÝnh t¾c lµ

16uξη +

µ
ξ + η

2
− sin η − ξ

4

¶µ
cos

η − ξ

4
(uξ + uη) + 2(uξ − uη)

¶
= 0.

II.2. uxx − yuyy + 1
2
(ux − uy) = 0, x, y > 0.

Ta cã δ = xy > 0, vËy ph−¬ng tr×nh thuéc lo¹i hyperbolic. Ph−¬ng tr×nh ®−êng ®Æc
tr−ng cã d¹ng

xy02 − y = 0 ⇐⇒ y0 = ±
r
y

x
⇐⇒ √

y = ±√x+ C.

§Æt
ξ =
√
y +
√
x, η =

√
y −√x.

TÝnh to¸n c¸c ®¹o hµm riªng t−¬ng øng ta ®−îc

ux =
1

2(ξ − η)
uξ −

1

2(ξ − η)
uη,

uy =
1

2(ξ + η)
uξ +

1

2(ξ + η)
uη,

uxx = (ux)x =
1

4(ξ − η)2

µ
uξξ − 2uξη + uηη +

1

ξ − η
(uξ − uη)

¶
uyy = (uy)y =

1

4(ξ + η)2

µ
uξξ + 2uξη + uηη +

2

ξ + η
(uξ + uη)

¶
.

Thay vµo ph−¬ng tr×nh ban ®Çu ta ®−îc d¹ng chÝnh t¾c −uξη = 0. VËy ph−¬ng tr×nh
cã nghiÖm lµ

u(ξ, η) = g(ξ) + h(η) ⇐⇒ u(x, y) = g(
√
y +
√
x) + h(

√
y −√x),

víi mäi hµm g vµ h. (Chó ý r»ng ë ®©y ta vÉn sö dông hµm u ®èi víi biÕn sè ξ vµ η.)
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Ch−¬ng ??

II.a.

(
utt = 4uxx + xt,

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = x.

V× c¸c d÷ kiÖn Cauchy kh«ng ®−îc cho trªn ®−êng ®Æc tr−ng nªn bµi to¸n Cauchy
cã nghiÖm duy nhÊt. ¸p dông c«ng thøc nghiÖm cho ë c©u I. ta ®−îc c«ng thøc nghiÖm
cña bµi to¸n Cauchy lµ

u(x, t) = u0(x) + tu1(x) + f(x)

Z t

0

(t− τ)g(τ)dτ

= tx+ x

Z t

0

(t− τ)τdτ = tx+
t3x

6
.

IV.a.

(
utt = uxx,

u(x, 0) = φ(x), ut(x, 0) = ψ(x).

(⇒) Ta cã c«ng thøc nghiÖm tæng qu¸t cña ph−¬ng tr×nh lµ

u(x, t) = f(x+ t) + g(x− t),

víi mäi hµm f , g cã c¸c ®¹o hµm riªng cÊp hai liªn tôc. Ta sÏ t×m ®iÒu kiÖn rµng buéc
gi÷a c¸c gi¸ trÞ ban ®Çu. §¹o hµm nghiÖm theo t ta ®−îc

ut = f
0(x+ t)− g0(x− t).

Thay c¸c ®iÒu kiÖn ban ®Çu vµo nghiÖm vµ biÓu thøc võa nhËn ®−îc

u(x, y)|x+y=0 = f(2x) + g(0) = φ(x),

ut(x, y)|x+y=0 = f 0(2x)− g0(0) = ψ(x).

§¹o hµm ph−¬ng tr×nh thø nhÊt hai lÇn, thø hai mét lÇn råi khö f 00(2x) ta ®−îc

φ00(x) = 2ψ0(x). (4.24)

§©y chÝnh lµ ®iÒu kiÖn ®Ó bµi to¸n cã nghiÖm. Tõ biÓu thøc nghiÖm ë trªn ta suy ra
nghiÖm, nÕu cã, lµ v« sè.
(⇐) b©y giê ta chøng tá r»ng cã thÓ x¸c ®Þnh nghiÖm cña bµi to¸n tõ c¸c ®iÒu kiÖn

ban ®Çu ®−îc x¸c ®Þnh tõ (??). TÝch ph©n hai vÕ cña (??) ta ®−îc

φ0(x) = 2ψ(x) + 2λ. (4.25)
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Ta cã

f(2x) = φ(x)− g(0), (4.26)

f 0(2x) = ψ(x) + g0(0), (4.27)

®¹o hµm ph−¬ng tr×nh thø nhÊt,

f 0(2x) = φ0(x). (4.28)

Tõ (??), ®Æt ξ = 2x ta ®−îc

f(ξ) = φ

µ
ξ

2

¶
− g(0). (4.29)

Cho g(0) = α bÊt kú ta sÏ suy ra hµm f(ξ). §ång nhÊt (??) vµ (??) vµ sö dông (??) ta
®−îc

1

2
φ0(x) = ψ(x) + g0(0),

suy ra

g0(0) =
1

2
φ0(x)− ψ(x) = λ.

VËy, víi c¸c d÷ kiÖn ban ®Çu φ(x) vµ ψ(x) rµng buéc víi nhau theo (??), ta t×m ®−îc
hµm g ∈ C2 sao cho g(0) = α tuú ý, g0(0) = λ, vµ hµm f ∈ C2 ®−îc x¸c ®Þnh tõ (??).
HiÓn nhiªn nghiÖm cña bµi to¸n, ®−îc x©y dùng tõ hai hµm g vµ h, lµ v« sè.

V.a.

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
utt = 4uxx,

u(x, 0) = sinx, ut(x, 0) = −2 sinx+ 8 sin 2x, 0 6 x 6 π,

u(0, t) = 0, u(π, t) = 0, t > 0.
HiÓn nhiªn c¸c hµm cho ë d÷ kiÖn Cauchy tho¶ m·n ®iÒu kiÖn ®Ó bµi to¸n cã

nghiÖm. Ta sö dông ph−¬ng ph¸p Fourier ®Ó t×m nghiÖm bµi to¸n d−íi d¹ng

u(x, t) =
∞X
k=1

(Ak cos 2kt+Bk sin 2kt) sin kx, (4.30)

trong ®ã

Ak =
2

π

Z π

0

sinx sin kxdx, (4.31)

Bk =
1

kπ

Z π

0

(−2 sinx+ 8 sin 2x) sin kxdx. (4.32)

Sö dông tÝnh chÊt

π

2

Z π

0

sinmx sinnxdx =

(
0, m 6= n,
1, m = n,

(4.33)
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Ta suy ra c¸c hÖ sè cÇn t×m lµ

A1 =
2

π

Z π

0

sin2 xdx = 1,

Ak = 0, ∀k = 2, 3, . . . ,

B1 = −
2

2π

Z π

0

sin2 xdx = −1
2
,

B2 =
16

4π

Z π

0

sin2 2xdx = 2,

Bk = 0, ∀k = 3, 4, . . . .

VËy nghiÖm cÇn t×m lµ

u(x, t) = cos 2t sinx− 1
2
sin 2t sinx+ 2 sin 4t sin 2x.
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Ch−¬ng ??
IV.1. Gi¶i bµi to¸n Dirichlet(

(a) ∆u = 0 trong Ω,

(b) u|Γ = 3− 4y2 − 4xy2,
(4.34)

víi Ω lµ mÆt trong t©m 0 b¸n kÝnh 2, Γ lµ biªn cña Ω.
Trong hÖ to¹ ®é cùc r0θ, ph−¬ng tr×nh (??)(a) cã d¹ng

1

r

∂

∂r

µ
r
∂u

∂r

¶
+
1

r2
∂2u

∂θ2
= 0,

cßn ®iÒu kiÖn biªn (??)(b) trë thµnh

u|Γ = 3− 4r2 sin2 θ − 4r3 cos θ sin2 θ.

Sö dông ph−¬ng ph¸p t¸ch biÕn t×m nghiÖm cña bµi to¸n biªn Dirichlet trong trªn mÆt
trßn, ta cã c«ng thøc nghiÖm cña bµi to¸n biªn cã d¹ng

u(x, t) =
∞X
n=1

rn(An cosnθ +Bn sinnθ).

Tõ ®iÒu kiÖn biªn ta cã

u(r, θ) = 3− 4r2 sin2 θ − 4r3 cos θ sin2 θ
= 3− 16 sin2 θ − 32 sin2 θ cos θ
= 3− 8(1− cos 2θ)− 16 cos θ(1− cos 2θ)
= −5 + 8 cos 2θ − 16 cos θ + 16 cos θ cos 2θ
= −5 + 8 cos 2θ − 16 cos θ + 8(cos θ + cos 3θ)
= 8 cos 3θ + 8 cos 2θ − 8 cos θ − 5.

Sö dông c«ng thøc x¸c ®Þnh hÖ sè cña khai triÓn Fourier cña nghiÖm bµi to¸n (D) vµ
kÕt qu¶

1

2π

Z 2π

0

cosnθ cosmθdθ =

(
0 m 6= n,
1 m = n,

ta cã
A0 = −5, A1 = −8, A2 = 8, A3 = 8, An = 0, ∀n > 3.

VËy nghiÖm cÇn t×m cña bµi to¸n lµ

u(r, θ) = 8r3 cos 3θ + 8r2 cos 2θ − 8r cos θ − 5
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= 8r3(4 cos3 θ − 3 cos θ) + 8r2(2 cos2 θ − 1)− 8r cos θ − 5
= 32r3 cos3 θ + 16r2 cos2 θ − 24r3 cos θ − 8r cos θ − 8r2 − 5.

Thay (r, θ) bëi (x, y) ta ®−îc nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh

u(x, y) = 8x3 + 8x2 − 8y2 − 8x(3x2 + 3y2 + 1)− 5.

IV.2. §Æt v = u− x3/3. Khi ®ã bµi to¸n (D) víi u sÏ trë thµnh(
(a) ∆v = 0 trong Ω,

(b) v|Γ = x− 4
3
x3 + 2xy2.

(4.35)

IV.3. §−a bµi to¸n ®ang xÐt vÒ hÖ to¹ ®é cùc råi chuyÓn vÒ bµi to¸n Dirichlet trong
b»ng c¸ch ®Æt u(r, θ) = r0v(r0, θ), víi rr0 = 4. Khi ®ã bµi to¸n (D) víi u sÏ trë thµnh(

(a) ∆v = 0 trong Ω,

(b) v|Γ = 1 + 1
2
(y3 − x2y + x2 − y).

(4.36)

IV.4. Sö dông ph−¬ng ph¸p Fourier ®Ó t×m nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh Laplace d−íi d¹ng

u(r, θ) = R(r)Φ(θ) = C1 + C2 ln r +
∞X
n=1

(anr
n + bnr

−n) cosnθ + (cnr
n + dnr

−n) sinnθ.

Thay c¸c ®iÒu kiÖn biªn t−¬ng øng ta ®−îc

C1 = 0, C2 = 1,

a1 = 1, an = 0, n = 2, 3, . . . , bn = 0, n = 1, 2, . . . ,

d1 = −1, dn = 0, n = 2, 3, . . . , cn = 0, n = 1, 2, . . . .

VËy ta ®−îc nghiÖm cña bµi to¸n lµ

u(r, θ) = ln r + r cos θ − 1
r
sin θ,

hay biÓu diÔn theo (x, y)

u(x, y) =
1

2
ln(x2 + y2) + x− y

x2 + y2
.

V., VI. Sö dông c¸c c«ng thøc ®· biÕt vµ ph−¬ng ph¸p Fourier nªu trong bµi trªn.
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Ch−¬ng ??
I.1. Sö dông c«ng thøc Poisson ®Ó x¸c ®Þnh nghiÖm cña bµi to¸n(

ut = uxx, t > 0, x ∈ R,
u(x, 0) = cos 3x.

Ta cã nghiÖm cña bµi to¸n cã d¹ng

u(x, t) =
1

2
√
πt

Z ∞
−∞
exp

½
−(ξ − x)

2

4t

¾
cos 3xdx.

Thùc hiÖn phÐp ®æi biÕn z = ξ−x
2
√
t
, sö dông ®¼ng thøc

1√
π

Z ∞
−∞
e−α

2z2 cosβzdz =

√
π

α
e−

β2

4α2 ,

vµ chó ý r»ng tÝch ph©n 1√
π

R∞
−∞ e

−α2z2 sin βzdz = 0, ta suy ra nghiÖm cña bµi to¸n lµ

u(x, t) =
1√
π

Z ∞
−∞
e−z

2

cos(3x+ 6
√
tz)dz

=
1√
π

Z ∞
−∞
e−z

2

(cos 3x cos(6
√
tz)− sin 3x sin(6

√
tz))dz

=
cos 3x√

π

Z ∞
−∞
e−z

2

cos(6
√
tz)dz

= cos 3xe−9t.

Thö l¹i thÊy ®©y chÝnh lµ nghiÖm cña bµi to¸n cÇn t×m.
§¸p sè:

1. u(x, t) = cos 3xe−9t.

2. u(x, t) = 1
2
(e−81t cos 3x− e−324t cos 6x).

3. u(x, t) = 1
2
(1 + e−1024t cos 8x).

4. u(x, t) = (1 + 16t)−1/2 exp
n
− x2

1+16t

o
.

5. u(x, t) = (1 + 36t)−1/2 exp
n
−−x2+2x+2+108t

1+36t

o
.
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II. Ta cÇn x©y dùng nghiÖm kh«ng giíi néi cña bµi to¸n(
ut = a

2∆u, t > 0, x ∈ Rn,
u(x, 0) = f(x).

(Trong bµi nµy, a = 1, n = 1, vµ hµm f(x) = x2 − 2x+ 3.)
Ta chøng minh r»ng nghiÖm cña bµi to¸n trªn cã d¹ng

u(x, t) =
∞X
k=0

tka
2

k!
∆kf(x),

trong ®ã ∆kf(x) = ∆(∆k−1f(x)), ∆f(x) =
nP
i=1

uxixi . §iÒu chøng minh nµy kh«ng khã

chót nµo, chØ cÇn thö trùc tiÕp vµo ph−¬ng tr×nh ®Çu, cßn khi cho t→ 0 th× ta cã ®iÒu
kiÖn ®Çu ngay. Khi ®ã nghiÖm cña bµi to¸n cña chóng ta sÏ lµ

u(x, t) = x2 − 2x+ 3 + 2t.
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