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Bai 1
Khai niém truong

1.1 Céc tinh chat co ban ciia s6 thue

Tap cac s6 thuc duge ky hiéu 1a R. Ta d3 biét hai phép toan cong (+) va nhan (.)
thong thuong trén R co céc tinh chat sau:

e Phép cong co tinh chat két hop: (a +b) +¢c = a + (b+c), Va,b,c € R,

e C6s60 € R sao cho: O+a=a+0=a, Va R,

e V6i mdi s6 thuc @ c6 sd thuc dbi ciia a 1a —a sao cho: a + (—a) =
(—a) +a =0,

e Phép cong co tinh chat giao hoan: @ + b = b+ a, Va,b € R,

e Phép nhan c6 tinh chat két hop: (a.b).c = a.(b.c), Va,b,c € R,

e Phép nhan co tinh chét giao hoan: a.b = b.a, Va,b € R,

e C06 50 1 sao cho véi moi so thuc a taco: a.1 = 1.a = a,

~. 7 . 1
e V61 moi so thuc a # 0 [udn ¢o6 s6 thuc — saochoa.— =1,
a a
e Phép nhan phan phéi ddi v6i phép cong: a.(b+c¢) = a.b+a.cva(b+c).a =
b.a + c.avéimoia,b,c € R.

Tap cac sb thuc v4i hai phép toan co cac tinh chat noi trén du dé cho phép ta tién
hanh céc tinh toan trong thuc té va nhin chung, mot tap hop nao d6 dugc trang bi hai
phép toan théa mén cac tinh chat noi trén c6 thé coi 1a "di manh" dé ching ta xem
xét mot cach cu thé.
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1.2 Dinh nghia trueong

Dinh nghia 1.2.1

Cho tdp hop K ¢6 it nhdt hai phan tir. Trén K ¢6 hai phép todn la phép céng (ky
hiéu la +) va phép nhan (ky hiéu la . hoac X). K cung véi hai phép todn do duoc
goi la mét triuong néu théa méan 9 tinh chdt sau:

1.
2.

Phép cong co tinh chat két hop: (a +b) +c = a+ (b+c), Va,b,c € K.

Cé phan tir 0 € K sao cho: 0+a = a+0 = a, Ya € K. Phan tir 0 dwoc
goi la phan tir trung lap.

Véi méi phan tira € K ludn ton tai mét phan tira’ € K sao cho: a+ (a’) =
(a’) + a = 0. Phan tw @’ dwoc goi la phan tr doi cua a va duoc ky hiéu la
—a.

Phép céng cé tinh chdt giao hodn: a +b = b+ a, Va,b € K.
Phép nhan co tinh chat két hop: (a.b).c = a.(b.c), Va,b,c € K.

Cé phan tir 1 € K sao cho véi moi phan tir a ta ¢6: a.1 = 1.a = a. Phdn
tw 1 dwoc goi la phan tw don vi cua phép nhan trén K.

Véi moi phan tir @ # 0 luén c¢é phan tir @’ € K sao cho a.a’ = a’.a = 1.

Phan tir @’ dwoc goi la phc”fn tir nghich dao cua a va dwoc ky hiéu la a=?1.

Phép nhdn cé tinh chdt giao hodn: a.b = b.a, Va,b € K.

Phép nhdn phdn phoi déi véi phép cong: a.(b+c) = a.b+a.cva (b+c).a =
b.a + c.a, Va,b,c € K.

Cac tinh chdt trén con duoc goi la cdc tién dé cua truong.

Vi du:

e Tap hop cac s6 thuc R v&i phép toan cong va nhan thong thudng 1a
mot truong.
Xét cac tap hop s6 N,Z,Q cung hai phép toan cong va nhan thong
thuong.

e Phan tir 4 € N nhung khong c6 phantra € N saocho4 + a = 0
nén tap sd ty nhién N khong phai 1a mot trudng (tién dé 3 khong duge
thod man).

e S nguyén 2 # 0 nhung khong c6 mot sd nguyén x ndo thoa mén
2.x = 1, do d6 tip s6 nguyén Z khong phai 1a mot truong (tién dé 7
khong dugc thoa man).
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e Tap hop sb hitu ty Q véi cac phép toan cong va nhan thong thudng
12 mot truong vi nd thoa man ca 9 tién dé cua truong. SO 0 chinh 1a
phan tir trung 14p, s6 1 chinh la phan tr don vi cua truong Q. Néu

a € Q thi ddi cia a 13 —a, nghich dao ctaa # 01a —.
a

1.3 Mt so tinh chat ciia trudng

Cho K la mét truong, a, b, c € K, khi do:

Tinh chat 1.3.1 (Luit gidn wéc doi véi phép cong)
Néua+b=a-+c (1) thib=c

Chitng minh: Do K 12 mét trudng, @ € K nénaco d6ila —a € K. Cong vé phia
bén trai ciia dang thic (1) v6i —a, ta dugce:

(=a) + (a+b) = (—a) + (a+¢)

= [(—a)+a]+b=][(—a)+a]+c  (theotiéndé 1)
= 0+b=0+c (theo tién d¢é 3)
= b=c (theo tién dé 2).
O
Tinh chit 1.3.2 (Quy tic chuyén vé)
Pinh nghiaa — b = a + (=b). Khidénéua + b = ¢ (2) thia = ¢ — b.
Chirng minh: Cong cé hai vé cta (2) v6i —b, ta dugc:
(@+b) + (=b) =c+ (-d)
= a—+ b+ (=b)] =c+ (—b) (theo tién dé 1)
=3 a+0=c+ (—b) (theo tién dé 3)
= a=c+ (—b) (theo tién d¢ 2)
= a=c—b (theo dinh nghia).
O

Tinh chit 1.3.3

a.0 = 0.a = 0.

Chirng minh: Ta cé: a.0 = a.(0+ 0) = a.0 + a.0. Matkhac: a.0 = a.0 + 0.
Do d6: a.0 + a.0 = a.0 + 0. Gian udc cho a.0 ta dugc a.0 = 0. Tuong tu ta
duoc: 0.a = 0. O
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Tinh chit 1.3.4
Néu a.b = 0thia = 0 hoicb = 0.

Chirng minh: Gia st a.b = 0 (3) va a # 0. Ta s€ ching minh b = 0. That vay,
tir @ # 0, nhan hai vé ciia (3) véi a1, ta dugc:

at.(a.b) =at.0

= [at.a].b =a"t.0 (theo tién dé 5)
= 1.b=a"'.0 (theo tién dé 7)
= b=a"'.0 (theo tién dé 6)
= b=0 (theo tinh chét 1.3.3).

Tinh chit 1.3.5

a.(—b) = (—a).b = —(a.b).

Chitrng minh: Ta c6: a.(—b) + a.b = a.[(—b) + b] = a.0 = 0va (—a).b +
a.b = [(—a)+ a].b =0.b = 0. Dodo: a.(—b) = (—a).b = —(a.b). O

Tinh chit 1.3.6

a(b—c) = ab — ac.

Chirng minh: Ta ¢6 a.(b — ¢) = a.[b + (—¢)] = a.b + a.(—c) = a.b +
[—(ac)] = a.b — a.c. O

Tinh chat 1.3.7
Néua.b =a.cvia #0thib=c

Chirng minh: Tlr a # 0, ta nhan hai vé cta biéu thirc a.b = a.c véi a1, ta dugc:

= a '.(a.b) = a '.(a.c)

= (a t.a).b = (a t.a).c (theo tién dé 5)
= 1.b =1.c (theo tién dé 7)
= b=c (theo tién dé 6).
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1.4 Truwong so hiru ty

Dinh nghia 1.4.1

So thuc v dwoc goi la mot sé hivu ty néu ton tai hai so6 nguyén m,n(n # 0) sao
m

chor = —.
n

Nhan xét: Mot s6 hitu ty co thé biéu dién dudi dang mot $6 thap phan hitu han hoac
sO thap phéan v6 han tuan hoan.
Vi du:

23
e — — 2,875,

8

40 2 . T
° 13 = 3,0769230769230... (dugc viét gon lai thanh 3, 076923).

Nguoc lai, mdt ) thap phan hiru han hodc v6 han tuan hoan co thé viét duoc dudi
dang mdt phan so.

e Trudng hop sb thap phan hitu han: néu phan thap phan cia s d6 co k chir sd
thi nhan va chia s6 d6 véi 10%.

Vi du:
15723
r =15,723 = .
1000
e Trudng hop so thap phan vo han tuan hoan:
Vi du:
a. x = 12,357. Tac6d 1000x = 12357, 357, nén
. 12345 4115
1000x — x = 999x = 12345. Vayx = = .
999 333
b. y = 7,26. Tacod 100y = 726,6 va 10y = 72,6 nén 90y =
654.
Va 654 109
ayy = = :
YY" 90 T 15

1.5 Truong cic s6 nguyén modulo p
Cho p 13 mét s6 nguyén. Dit Z,=1{1,2,3,...,p — 1}. Trén Z , xac dinh hai
phép toan cong (+) va nhan (. hodc X) nhu sau:

a+b = (a+b) mod p,
a.b = (a.b) mod p.
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Vi du:

Phép cOng va nhan trong Z 7 dugc cho trong bang sau:

+10(1]2]3[4]|5|6 10111234516
0/0[1]2]3]4]|5|6 0/0/{0/0]0]0]O0|O0
11112/3]4[(5/6/|0 110123456
2121314/5/6/0/1 2/0/2/4]6/1|3|5
3/3(4[5/6/0(1]2 310(3/6(2[5]1 4
4/4(5/6/01|2|3 4/0/4/1/5/2]6/|3
5/15/6/0]1(2(3 4 500/5(3/1]6/4]2
6(6(0[1(2]3/4]|5 60654321

Ménh dé 1.5.1
Z p la mot truwong khi va chi khi p la SO nguyén 1.

Vi¢c chung minh ménh dé trén coi nhu bai tap danh cho cac ban sinh vién. Phan tir
trung 1ap cta phép cong 1a 0 va phan tir don vi ctia phép nhan 13 1. Déi cia 0 13 0,
néu0 < a < pthiddictaala —a = p — a. Néu0 < a < p thi nghich dao cua
alaphanti b (0 < b < p) saocho a.b =1 (mod p).

Vi du:

e TrongZrtacd: 171 =1,271 =431 =5,4"1=25"1=3,
6~ = 6.

e Truong Z o9 1a mot truong hitu han quan trong thuong dugc st dung
trong viéc ma hoa (29 1a s6 nguyén té nho nhat khong nho hon sb chir
cai trong bang chir cai tiéng Anh (26 chir)).

Ta co:

20 + 13 = (20 + 33) mod 29 = 33 mod 29 = 4.

20.13 = (20.13) mod 29 = 260 mod 29 = 28.

-7 =22, —12 =17.
Ta c6 nghich dao ctia mot s phan tir trong Z o9 nhu sau:

17 =1vil.1 =1mod 29 =1,

271 — 15vi2.15 = 30 mod 29 = 1.
Tuwong tw 3! = 10, 4~ =22, 1271 = 17.
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BAI TAP I

I1.  Chung minh Z , 12 mot truong khi va chi khi p 12 mot s6 nguyén tb.

I.2. Lap bang cOng va nhan trong truong 7Z 5.

I.3.  Tim phan tr d6i va phan tir nghich dao cta cac phan tir khac 0 trong trudng Z o9.
I.4. Cho K la mét truong, n € N*, ta dinh nghia a™ = g.a.....a. Quy udc

n lan
a® = 1. Chimg minh cac dang thirc sau:

n

a. (a+b)" = Z CFa" " b*,

k=0

b.a” —b" = (a—"b)(a" 1 +a"2b+... +ab” %+ a" ).

I.5.  Chuyén nhitng phan s6 sau vé s6 thap phan hiru han hodc v6 han tudn hoan

125

alc w = —,
8

b _ 379

AR
462

Co. 2 — —.
13

1.6. Chuyén nhitng so thap phan sau vé phan s6:
a. ¢ = 17,522,

b. y = 12,536,

c. z = 23,67.



Bai 2
Khong gian vecto va khong gian con

2.1 Dinh nghia khong gian vecto

Dinh nghia 2.1.1
Cho V' la mot tap hop ma cac phdn tr duoc ky hiéu la: o, B,y ..., K la mot
trieong ma cdc phdn tir dwege ky hiéu la a, b, ¢, €, y, z . ... Trén 'V ta cé hai phép
toan
o Phép cong hai phan tir ciia V. :
+: VXV —- V
(a,8) — a+p
e Phép nhdn mét phan tir cia V' véi mét phan tir ciia K :
K XV -V

(x, ) — z.«x

Gia sw doi voi moi o, B,y € V, moi x,y € K cdc diéu kién sau dwoc thoa man:

N(a+B)+ry=a+(B+)

N~

2. Tén tai vecto 0 saocho @ + o = a + 0 = «,

3. Véi méi o ¢ métphdn o' saochoa+a =a +a =20,
4 a+pB=0+«

5. z.(a+ B) = z.ao + .5,

6. (x+vy).a=za+y.q

7. (xy).a = z.(y.a),

8

. l.a = o, trong d6 1 la phdn tir don vi ciia truong K.
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Khi d6 ta néi rang V' la mét khéng gian vecto trén truong K (hodc V' 1a K — khéng
gian vecto). Ta ciing néi V' la khéng gian tuyén tinh trén truong K.

Chuy:

e Cac phan tir cia V' duoc goi 14 cac vecto. Phan tir @ duge goi 1a vecto khong, o
dugc goi 1a phan tir doi cia a va duge ky hiéu la (—a). Ta s€ viet a + (—)
la o — B va goi la hiéu cua hai vecto o, 3.

e Khi K = R (twong ung K = C) ta n61 V' la khong gian vecto thuc (twong
ung khong gian vecto phuc).

e Khi ta n6i V' 1a mot khong gian vecto, ta ngdm hiéu rang ta dang n6i dén V'
cung vo1 hai phép toan l1a phép cong hai phan tir cia V' va phép nhan mot phan
tor cua V' véi mot phan tir ciia K.

e Dé don gian trong cach viét, tir dy trd di ta sé ky hiéu phép nhan mot phan tir
x thudc truong K véi mot vecto o thude V' 13 xa thay vi viét z.ox.

2.2 Vidu vé khong gian vecto

1. Trong khong gian cho trudc mot diém O cb dinh. Tap tat ca cac vecto hinh
hoc trong khong gian, c¢6 gbc tai O cing véi phép cong cac vecto va phép nhan
mot s6 thue voi mot vecto 1a mot khong gian vecto thye. Khong gian vecto ndy
duoc goi 1a khong gian vecto hinh hoc va dugc ky hiéu 1a Eg.

2. Xét truong s thuc R va trudng s hitu ty Q . Doi v6i R, tong ciia hai s6 thuc
lamoétsé thuc vainduz € Q,a € R thi za € R. Tam diéu kién trong
dinh nghia mot khong gian vecto chinh 1a cac tinh chat quen thudc ciia sé thuec.
Vi vay R 1a mdt khong gian vecto trén Q. Tuy nhién Q khong la khong gian
vectotrén R vix € R, a € Q thindi chung xa € Q.

3. Cho R 1a trudng s thyc. Ky hiéu R ™ 1a tich Descartes ctia 2 ban R
R"™ = {(alyaZa-“,an) | a; € Ra": = 17n}'

Véia = (a1, az,...,a,), 3 = (by, ba,...,b,) la hai phan tir ty ¥ thude
R ™ va « 1a mot phan tir tuy ¥ thudc R, ta dinh nghia:

a"—ﬁz(alaa29"'9an)+(b1’b29"'9bn)
:(a1+b1,a2—|—b2,...,an—|—bn),

za = z(a,a2,...,a,) = (xay, xaz,...,xra,).
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Khi d6 R™ cung v4i phép todn cdng va nhan nhu trén 1a mdt khong gian vecto
thue.

4. Xét C[a, b] 1a tap hop tat ca cac ham so thuc lién tuc trén [a, b]. Tong cua hai
ham s f,g € C[a, b] laham sb f + g € CJa, b] dugc dinh nghia boi

(f +9)(x) = f(x) + g(x)

va tich ctia ctia mot s6 thuc » € R vé6i ham s6 f € Cla, b] 1a ham s6
rf € Cla, b] dugc dinh nghia boi

(rf)(x) = rf(z).

Khi d6 C[a, b] 1a mot khong gian vecto trén R ddi voi phép cong va phép nhan
duoc dinh nghia trén.

5. K lamoét truong. Voi mdi bd hitu han cac phén trthudécK: an,an_1,...,0a1,ag,
ta 1ap biéu thure hinh thuec:

p(x) = apx™ + an_1x" 1+ ...+ axx® + a1z + ao.

p(x) duge goi 1a mot da thirc ctia an x (hay bién x) véi hé s6 trén truong K .
V&im = 0 moi phan tir bat ky cta truong K déu 1a da thirc.

Da thirc o tat ca cac hé s6 bang khong duoc goi 1a da thire khong, ky hiéu 13 6.
Néu a,, # 0 thi s6 n goi la bac cia da thirc p(x), ky hiéu n = deg p(=). Ta
quy udc deg @ = —oo (hoic c6 thé xem nhu 0 khong co bac).

Ta ky hiéu K [x] 1a tap hop tat ca cac da thic an  v6i hé s6 trén K. Ta dinh
nghia hai phép toan cong va nhan vo huéng trén K [x] nhu sau: V&i mdi ciip
da the p(x), g(x),

p(x) = apx™ + ...+ a1z + aop,

q(z) = bpx™ + ... + by z" ™ + bz + ...+ bz + by.
e Gia su m > m. Khi do:
p(z)+q(x) = bpx™+. . .+by 12" - (an+by) " +. . .+ (ag+bo).
Gid st m = n. Khi do:
p(x) + q(z) = (an + bp)x" + ... + (a1 + b))z + (ao + bo).

e ap(x) = (aay)x™ + (aa,_1)x" ' + ...+ (aar)x + (aay).
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Véi hai phép toan dinh nghia nhu trén, K [x] 1a mdt khong gian vecto trén K.
Truong hop déc biét, khi K = R, ta co R [x] 1a mdt khong gian vecto thuc.

Trong subt quyén sich nay néu khong luu y gi thém thi ta ngam hiéu rang
Cla,b],K[z],R [z],R™ la cac khong gian vecto dugc dinh nghia trong cac vi
du trén.

2.3

Mt so tinh chat ciia khong gian vecto

Ménh dé 2.3.1
Gia sw'V' la mot khong gian vecto trén truong K, khi do

1.

~
S

O S N S RN

Vecto khéng 0 la duy nhat.

Véi méi o € V', vecto dbi ciia o la duy nhat.

Oa =0, Va e V.

x0 = 0, Vx € K.

xow = 0 khiva chi khi x = 0 hodac o« = 6.

z(—a) = —(zxa) = (—z)a, Ve € K,a € V.
r(a—p)=za—z8, Ve €K,a,B3 € V.

(x —y)a =z —ya, Ve,y e K,a € V.
Neva+~=0B+~thia =P8, Yo, B, € V (Ludt gidn wéc).
Neva+B=~thha=~—p8, Yo, B,v € V (Quy tic chuyén vé).

Chirng minh:

l.

2.

Gia sur ton tai @; € V ciing théa man diéu kién: 6; + o = a + 0, = «a V6i
moiaa € V. Tacd
0 — 0 + 01 — 01.

Viy vecto khong 6 13 duy nhét.
Giésﬁ’téntai ar € Vsasochoa+a; = a1 +a =60. Tacod
ar=a;+0=ao+ [a+ (—a)
= (ou +a) + (—a)
=04+ (—a) = —a.

Suy ra vecto ddi ctia a 1a duy nhat.
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3.00a = (0 + 0)ax = 0cx + Ocv.
Cong —0a vao ca hai vé cua dang thirc trén ta duoc

Oa + (—0a) = (0 4 0ar) + (—0ax).

Hay tuong duong
0 = 0a+ (0 + (—0a))

= 0 + 0 = Oav.

4. €0 = x(0 + 0) = x0 + x0. Cong —x0 vao ca hai vé cla déng thure trén ta
duoc
20 4+ (—x0) = (0 + x0) + (—=0).

Ding thirc nay twong duong véi
0 = x0 + [0 + (—x0)]
= x0 + 0 = x0.

5. Theo tinh chat 3. va 4. ta ¢6: néu x = 0 hoic o = 0 thi zax = 6.
Nguoc lai, gia st xax = 6. Néu z # 0 thi

a=1la=(—r)
x
1 1
= —(zxa) = —0
x x
= 0.
Vay xa = 0 kéo theo x = 0 hoac o = 6.
6. Pé chtig minh tinh chat ndy, ching ta nhan thay ring

0 =0a=[r+ (—2)|x

=za+ (—x)a.

Cong — () vao biéu thirc dau tién va cudi cung cua dang thic trén. Ta suy
ra: —(xa) = (—x)a. Mat khac,

0 =20 =z[a+ (—a)]

=za+ z(—a).
Cong —(zar) vao ca hai vé cua dang thirc trén ta dugc
—(za) = z(—a).

Tt céac 1ap luan trén, tinh chét duoc chirng minh.
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7. Taco
r(a — ) = zla+ (-B)] = va+ x(—pB)
= xza + (—x3)(theo tinh chit 6.)
= xza — xf.
8. Tacod

(x —y)a=[z+ (—y)la=za+ (—y)a
= xza + (—ya) (theo tinh chét 6.)
=To — Yo
Con luat gian wdc va quy tac chuyén vé dugc chimg minh twong ty phan truong
s€ danh cho cac ban nhu bai tap.

2.4 Khong gian vecto con

Dinh nghia 2.4.1

Gia sir V' la mét khéng gian vecto trén truong K. Tap con W khéc rong ciia V
dwoc goi la khéng gian vecto con (hay khong gian con) cia khéng gian vecto V' néu
cac diéu kién sau dwoc théa man

I.Ya,BEW :a+3€W.
2. Va e W :xza e W (Vx € K).

Ta c6 mot s6 nhan xét sau

1. ViW # @ nén3a € W. Theo diéu kién 2. tacd: 0 = 0 € W. Vay moi
khong gian con déu chua 6.

2. Gia st W 1a khong gian con ciia V. D@ thdy tam diéu kién trong dinh nghia
mot khong gian vecto dugc thdéa man, do d6 W 1a mot K — khdng gian vecto
. Nguoc lai, néu W 1a mot tap con cua V va W la mot K — khong gian vecto
d6i voi hai phép toan xac dinh trén V' thi W 1a mot khong gian con ctia V.

Ménh dé 2.4.2
Tip W khdc rong ciia Vla khong gian con ciia K — khéng gian vecto' V' khi va chi
khivoimoi o, 3 € W, moi ¢,y € K taco: xa+ y3 € W.

Chirng minh:
(=) Gia st W 1a khong gian con ciia V. Theo diéu kién 2. ta co za € W,
yB € W. Lai theo diéu kién 1. ta duoc zax + y3 € W.
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(<) Giastza+yB € Wvsimoia,3 €W, z,y € K. Liyz =1,y =1
ta co

ra+yB=1la+18=a+ 8 € W.
Liyy =0taco: zat+yB=za+08=za+0 =xza € W.
Nhu vay W thoa man hai diéu kién trong dinh nghia mot khong gian con do d6 W
la mgt khong gian con cuia V. O
Vi du:

1. Khong gian vecto V' bét ky déu c6 hai khong gian con 1a ban than tap
V va tap {0} gém chi mot vecto khong. Céc khong gian con niy
duoc goi 1a cac khong gian con tim thudng.

2. Trong khong gian vecto hinh hoc Eg, tap W gdm cic vecto goc tai
gbc toa do O va nam trén cuing mot mat phang (P) cho trude di qua O
la mot khong gian con cua [E3.

3. W = {(x1,22,0) | 1,22 € R } 1a mot khong gian con ciia khong
gian vecto R 3.

4. Véin > 0, dit
P,[z] = {p(x) € R[z] | degp(z) < n}.

Khi d6 P, [x] 1a mt khong gian con cua R [x].

2.5 Giao ciia mot s6 khong gian con

Ménh dé 2.5.1
Gia su W1, Wy, ..., Wy, la nhitng khong gian con cua mot khong gian vecto 'V

m
trén truong K. Khi do W = ﬂ W, la mot khong gian con cua 'V .

i=1
Ching minh: Vig € W;, t = 1,mnén 0 € W, dodo W # . Giastt o, 3

la hai vecto tuy y thugc W, ma W = ﬂ W;suyraa, 3 € W;, ¢ = 1, m. Hon
i=1

nita W; 13 nhitng khong gian con ctia V' nén theo ménh dé 2.5.1 véi moi &, y € K

tacoxa +yB € W;, 1 = 1, m. Tuday suy ra zax + y3 € W va nhu vay theo

ménh dé 2.5.1 ta c6 W 1a mot khong gian con cia V. O
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2.6 Tong hai khong gian con

Ménh dé 2.6.1
Gia s W1, Wy la hai khong gian con cua khong gian vecto'V trén truong K. Ta
dinh nghia

W ={o1+a| ar € Wi,as € Wi}.

Khi d6 W la mét khéng gian con ciia V' va dwoc goi la tong ciia hai khéng gian con
Wi, Wa.

Ching minh: Vi@ =0 +0nén @ € W,dodo W # .
Gia st a, 3 12 hai vecto tuy y thuoc W. Khi do

a=o1+ a2, B=7014 B2 voia,B1 € Wi; asz, 32 € Wha.

Véimoi x,y € K taco

o+ yB = x(ar + az) + y(B1 + B2) = (xau + yB1) + (xae + yB2).

batv, = xa1 +yB1, 72 = Tz + yB3s, theo ménh dé2.5.1tacod Y1 € Wi,v2 €
W,. Vay theo dinh nghia cuia W thi za + y8 = ~v1 + 72 € W. Lai theo m¢nh
dé 2.5.1 ta c6 W 1a mot khong gian con ctia V. O

2.7 To hop tuyén tinh

Dinh nghia 2.7.1
Cho V' la mot khong gian vecto trén truong K .

1. Gid sit a1y 2y« « oy Oy la M vecto thuge V- (m > 1). Néu o = xia1 +
Tooxg + -+ + Ty, ; € K, 2 = 1, m thi ta noi o la té hop tuyén tinh
cua m vecto dd cho hay o biéu dién tuyéen tinh qua hé m vecto da cho.

2. Gida sit S la tdp con ciia V' (56 phan tik ciia S ¢6 thé hitu han hodc vé han). Ta
noi o biéu dién tuyén tinh qua tdp S néu o biéu dién tuyén tinh qua mot hé hiru
han vecto thuoc S.

D@ thdy néu a biéu dién tuyén tinh qua tdp S va mdi vecto thuoc S lai bicu dién
tuyén tinh qua tap T (S.T 14 hai tip con ctia K — khéng gian vecto V) thi o biéu
dién tuyén tinh qua tap T'.

Vi du:

1. Néu o € S thi ¢ biéu dién tuyén tinh qua S, € biéu dién tuyén tinh qua tap
con bat ky cua V.
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2. Trong khong gian vecto V' = R 2 xét cc véc to
a=(2,3), oy =(0,1), s = (1,1)

Tinh toan ta thiy o = o3 + 2. Vay a 13 t6 hop tuyén tinh cta hai vecto
a1, 2.

3. Trong khong gian vecto R [z] xét ba da thirc véi hé sb thyc:
Bi=xz+3, B=22>+2c+1, B=x>+4x+9,5.

1 . .
Trong truong hop nay 8 = 331 + Eﬁz. Suy ra 3 1a t6 hgp tuyén tinh cua hai
vecto 61, /62.

2.8 Khong gian con sinh béi mdt so vecto

Ménh dé 2.8.1
Cho hé gom M vecto Oy, Otgy « « « 5 Qyy, clia khong gian vecto' V. trén truong K. Ta
dinh nghia

W = {x1i01 + 2200 + -+ + Tppa, | & €K, i = 1, m}.
Khi do

1. W la mot khong gian con cua V.

2. W chita a;y © = 1, m.

3. W la khéng gian con nhé nhat ciia V' chita oy 3 = 1, m.

Chirng minh: Ta chiing minh khang dinh dau con hai khang dinh sau dugc coi nhu
bai tap.

Vi = 0a; + 0z + -+ 0a;, € W nén W # . Mit khac léiy hai vecto
a, 3 tuy y thuoc W, khi do

a = a101 + @z + ¢+ + A Oy

B =bias + baz + .-+ + bay,
vaxz,y € K tuyy. Taco °

ra+ yB = x(arar + azaz + -+ - + amay) + y(brar + baas + - - - 4+ bauy)
= (xa1 + yb1)ays + (xaz + ybr)ag + - - - + (xam + yby,) o, € WL

Vay W 1a mot khong gian con cua V. O



2.8. Khéng gian con sinh b6i mjt s6 vecto 17

Dinh nghia 2.8.2

W xac dinh nhu trong ménh dé 2.8.1 dwoc goi la khong gian con sinh boi hé m vecto
A1y A2y . ooy vaduocky hicula: L(og, a2y ..., 0p). He{a1,ay..., 0}
dwoc goi la hé sinh cua W.

BAI TAP II
Bai tap vé khong gian vecto
IL1. Chimg minh rang cic tap C[a, b], R [a, b] ciing véi cac phép todn dugc dinh
nghia trong muc 2.2 1a khong gian vecto thuc.

II.2. Trong céc tap sau day tap nao la khong gian vecto

1. Tap cac s6 phitc C véi phép toan cong hai sé phirc va phép nhan mot s6 phirc
vo1 mot s6 thuc thong thuong.

2. Tap céac sd nguyén Z vai phép cong hai s6 nguyén va phép nhan mot sé nguyén
vo1 mot so thuc thong thuong.

3. Tép céac cac da thirc hé s hitu ty voi phép cong hai da thic va phép nhan mot
da thirc v6i mot sd hiru ty.
I1.3. Chimg minh ring cac tip sau day khong 1a khong gian vecto trén trudng sb
thuc véi phép cong va phép nhan 1a cac phép cong va phép nhan trong R 2
1. V= {($1,332)|£131 2 0, L2 2 0}
2.V = {((131,.’132)|w1£l32 Z O}
3. V.= {(z1, z2) |2} + 3 < 1}

II.4.  Chtng minh rang tap R 2 khong 1a khong gian vecto ddi voi phép cong va
phép nhan dugc dinh nghia nhu sau

1. (z1,22) + (Y1,Y2) = (T1 + Y1, T2 + Y2) va a(x1, T2) = (az1, x2).
2. (1, 22) + (Y1, Y2) = (21, 22) Va a1, z2) = (axi, axz).
3. (1, @2) + (y1,Y2) = (21 + Y1, T2 + Y2) va a(x1, T2) = (a’z1, a’x2).

IL5. Cho U, V la hai khong gian vecto trén truong K. Trén X = U X V'taxac
dinh phép cong hai phan ciia X

(1, x22) + (Y1, Y2) = (1 + Y1, T2 + Y2),
va phép nhan mot phan tir cia X voi mot phan tir cia trudng K

a(xy,x2) = (axy, axs).
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Chtng minh rang X 1a mot khong gian vecto trén K .
I1.6. ChoR 1 truong sb thuc. Ky hiéu

(R‘F)n: {(wl,mz,...,mn) | xT; ER,CBz > 0,'1,: ]_"n,}.

Véix = (€1, Toy ey Tn)y Y = (Y1, Y2, - -+ » Yn) batky thuoc (R )" via € R
bat ky ta dinh nghia

x4+ Yy = (T1Y1, T2Y25- - - » TuYn),ax = (2], x5, ..., x").
Chirng minh rang (R 7)™ 1a mot khong gian vecto thuec.
Bai tip vé khong gian con
I1.7. Chang minh ring
1. Q la khong gian con cua khong gian vecto R trén Q.

2. Tap P, [x] gdm céac da thire hé s thuc c6 bac khong vuot qua n 1a mot khong
gian con ctia khong gian vecto R [x].

II.8.  Tap con nao trong cac tdp con sau day la khong gian con cua khong gian
vecto R 3?

1. Wi = {(21,0,x3)}.

2. Wy = {(x1,x2,23) | 1 + 2 + x3 = 0}.
3. Wi = {(x1, 2, 23) | 1 + 2 + 3 = 1}.
4. W3 = {(x1, X2, x3) | T1 = x23}.

I1.9. Tép nao trong nhitng tap sau day la khong gian con cia khong gian vecto
C[0, 1]?

L. Wy ={f €C[0,1] | £(0) =1}.
2. Wy = {f €C[0,1] | £(0) = 0}.
3. Wo = {f € C[0,1] | fkhavitrén [0, 1]}.

I1.10.  Tap nao trong nhirng tap sau day la khong gian con ctuia khong gian vecto
R [x]?

1. Tap tat ca cac da thirc hé s6 thuc p thoa man p(0) = 0.

2. Tép tat ca cac da thirc hé s6 thuc co dang p(x) = ax,trongdda € R.
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3. Tép tat ca cac da thirc hé s thuc co dang p(x) = ax® + 1, trongdda € R.
I1.11.

1. Cho W 14 tap hop tét ca cac vecto c6 dang (2a, 0, 3a), trong d6 a 1a so thuc
tuy y. Tim mot vecto a € R 3 sao cho W; = L(«av).

2. Cho W 1a tip hop tt ca cac vecto co dang (3a + b, a, b), trong d6 a,b 1a cac
s6 thyc tiy y. Tim vecto o, 3 € R 3 sao cho W5 = L(a, 3).

I1.12.  Cho hé gom m vecto o, iz, . - . , Oty clia khong gian vecto V' trén trudng
K. Taky hi¢u

W = {azlal—l—wzaz—l—...—i—wmam’azi ek, 1= 1,m}.

Chtng minh rang W 1a khong gian con nho nhét trong cac khong gian con ciia V
chtra h¢ vecto a1, gy .« « y Oty
IL.13. Cho {W,,¢ € I} 1a mdt ho tuy y nhitng khong gian con cua mdt khong
gian vecto V. Chirng minh raing W = ﬂ W; 1a mot khong gian cua V.

icl
II.14. Cho W7, W5 1a hai khong gian con cua khong gian vecto V. Ching minh
rang W1 + W 1a giao cua tat ca cac khong gian con ctia V chira Wy va W,



Bai 3
Co s6 va so chiéu cua khong gian vecto

3.1 Poc lap va phu thudc tuyén tinh

Dinh nghia 3.1.1
Cho m vecto a1, Qay « « « s Oty clia khong gian vecto' V' trén truong K, m > 1.

1. Hévecto a1, aay . . . y Oy, dieoc goi la phu thuoc tuyén tinh néu ton tai m phdn
W X1, T2y .., Ty € K khong dong thoi bang 0 sao cho x101 + 2000 +
st xTpan, = 0.

2. Hé vecto a1, gy« ..y Oy duoc goi la doc ldp tuyén tinh néu né khong phu
thuoc tuyén tinh, hay mot cach twong duwong x1oy +xoas++ + ++ Ty, = 0
keo theoxy = x5 = +++ = x,,, = 0.

3. Tap S C V dwoc goi la doc lap tuyén tinh néu moi hé con hitu han ciia S déu
déc ldp tuyén tinh.

Vi du:

1. Trong khong gian hinh hoc E3
e Hai vecto ctng phuong 13 phy thudc tuyén tinh.
e Hai vecto khong cung phuong 1a doc 1ap tuyén tinh.
e Ba vecto dong phang 1a phu thudc tuyén tinh.
e Ba vecto khong dong phang 13 doc 1ap tuyén tinh.
e Bn vecto bat ky 1a phu thudc tuyén tinh.

2. Trong khong gian vecto R 3, hé vecto

a; = (1,—2,0), az = (0,1,2), ag = (—1,4,4)
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1a phu thudc tuyén tinh vi:

1(1a —2, 0) _ 2(()’ 1, 2) + 1(_19474)
=(1,—2,0) + (0, —2, —4) + (—1,4,4)
=(1+0—1,—-2—2+4,0—4+4) = (0,0,0).
H¢ vecto
B = (17090)7 Bz = (1a1a0)7 a3 = (17 1, 1)

1a doc lap tuyén tinh. That vay, néu

161 + 282 + 383 = 0

thi 21(1,0,0) + #2(1,1,0) + z3(1,1,1) = 6.
hay (x1 + @2 + 3,22 + x3,23) = (0,0,0).
Twr do suy ra
1 + 2 + 3 =0
xo + 3 =0
Ly = 0
Do ddé ;1 = 3 = x3 = 0.
3. Trong R — khong gian vecto P, [x] cac da thirc hé sb thuc mot bién
gém da thirc khong va cac da thirc ¢6 bac khong vuot qua n, hé cac
da thircc 1, z, 2, ..., 2™ 1a doc 1ap tuyén tinh. That vay, gia sir co

ap + a1 + axx® + -+ - + a,x” = 0,

trong d6 6 1a da thirc khong cua P, [z]. Bang cach dong nhat hé so &
haivétadu’gc a=as =---=a, = 0.

3.2 Mt so tinh chat ddc 1ap va phu thudc tuyén tinh

Ménh dé 3.2.1
1. Hé g5m mot vecto o doc ldp tuyén tinh khi va chi khi o« # 0.
2. Moi hé vecto chira vecto 0 déu phu thuoc tuyén tinh.

3. Moi hé vecto chira hai vecto ti ¢ voi nhau thi phu thuoc tuyén tinh.

4. Mot he g(;m m vecto (m > 1) la phu thugc tuyén tinh khi va chi khi co mot
vecto biéu thi tuyén tinh duwoc qua cac vecto con lai.

Chirng minh:
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1. (=) Gia s hé a doc lap tuyén tinh. Néu o = 6 ta c6 1l.aw = 6 tir 46 hé «
phu thudc tuyén tinh. Mau thudn ndy suy ra o # 6.
(<) Néu a # 0 thi tr za = @ suy ra = 0. Vay hé a doc lap tuyén tinh.

2. Gia st da cho hé vecto 0, a2y . . . y,. Choney = 1,290 = -+ = x,,, = 0,
ta co:
1.0 +0.a0 + -+ + 0.y, = 6.

3. Gid stt hé g, g, . - . oy, €O hai vecto oy, (2 7 J) ti 1§, tirc 1a
a; = zoj, ¢ € K.
Khi do6 ta co
0y + -+ 1loy+--+ (—x)oj + -+ - + Tz, = 6.
Vay hé ay, g, . . ., iy, phu thudc tuyén tinh.

4. (=) Gia st hé¢ m vecto aq, aia, . .« . , 0y, phu thudc tuyén tinh. Khi d6 ton tai
cac phan tir 1, T2, . - . , T thudc K khong dong thoi bang 0 sao cho

T101 + Ta0z + -+ + T + 0+ Tpay = 0,

Do ¢y, x2,...,x, khong déng thoi béng 0 nén ton tai ¢ dé x; # 0. Khi do

—T;; = 100 + T2 + 20+ T 106G + T 100G T+ T Qe
Nhan c4 hai vé cua dang thirc nay vo1r — ta duoc:
Lq
L1 2 Li—1 Li+1 Lm
Q= ——Qp — —0ig — +++ — o1 — Qip1 — **+ — — Q.

Nhu vay o biéu thi tuyén tinh dugc qua cac vecto con lai.
(<=) Gia str c6 vecto «; bicu thi tuyén tinh dugc qua cac vecto con lai, tirc la

o = T1001 + T202 + 0+ + Ti—10G—1 + Tit1®iqp1 000+ Ty Oy
Khi do
T10q + Tz + -+ X1 — Loy + T + 00 Ty, = 0.

Vay hé¢ da cho phu thude tuyén tinh.
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Ménh dé 3.2.2

Néu hé g&m cdc vecto a1y gy « « « y Oty dOC lap tuyén tinh va B3 la mot vecto khong
biéu thi tuyén tinh duwoc qua hé vecto da cho thi hé vecto iy, Qtay . o« y Oy, B cling
déc ldp tuyén tinh.

Chirng minh: Gia st z107 + 2002 + -+ - + Ty, + 8 = 0. Néu x # 0 thi
tor do suy ra

B=(—Dan+ (—Daz + -+ (——)an.

Piéu nay trai v6i gia thiét B khong biéu thi tuyén tinh dugc qua cac vecto
Ql1y X2y« oy Oyy. DO dO x = 0 va khi ay

100 + T2002 + ¢+ + T oy, = 0.
Vi hé vecto da cho doc 1ap tuyén tinh nén &1 = &y = - -+ = x,,, = 0. két hop véi
x = 0 suy ra hé vecto aq, aay . . . y iy B dOc 1ap tuyén tinh. O

Ménh dé 3.2.3
1. Néu ta them mot so vecto bat ky vao mot hé vecto phu thuoc tuyén tinh thi dwoc
mot hé vecto phu thuoc tuyén tinh.

2. Néu bét di mot s6 vecto bat ky cua mot hé vecto doc lap tuyén tinh thi dwoc mot
hé vecto doc lap tuyen tinh.

Chung minh:

1. Gia st hé vecto a1, aa, .« . . ty, phu thudc tuyén tinh. Khi d6 ton tai m phén
to 1, T2, ..., T, € K khong dong thoi bang 0 sao cho:

T, + T20ts + -+ - + o, = 0.
Néu thém vao hé di cho r vecto B1, B2, . . . , By thi voi
T+l = Tmg2 =+ = Tymyyr = 0
ta cling co
Ti0 + Tz + -+ + Ty + 0.8 +0.82 +--- + 0.8, = 0.
Vay hé vecto oty Oz, « « « » Oy B1, B2y « « + » By phu thudc tuyén tinh.

2. Suy ra tir ménh dé 3.2.2.
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3.3 Khai niém co s¢ cua mot khong gian vecto

Dinh nghia 3.3.1

Gia su'V la K — khong gian vecto. Mot hé vecto trong V' dwoc goi la mot hé sinh
ciia V' néu moi vecto ciia V- déu biéu thi tuyén tinh qua hé do. Néu'V' ¢é mot hé sinh

gom hitu han phan tir thi V- dwoc goi la K — khong gian vécto hiru han sinh.
Dinh nghia 3.3.2

Mot hé sinh doc lap tuyén tinh trong khong gian vecto V' dwoc goi la mot co so cua

V.
Vi du:

1. Trong khong gian vecto hinh hoc Es tap ba vecto khong dong phang

tuy y 1ap thanh mot co sé.

. Trong R - khong gian vecto R ™, hé gom céc vecto

e = (1,0,...,0),e5 = (0,1,...,0),...,e, = (0,0,...,1)

la mot co s6. That vay, moi vecto a = (aq, @z, ... a,) € R™déu
viet dugc dudi dang

a = (a,0,...,0) + (0,a2,...,0) +--+-+(0,0,...,ay,)
= a1€1 + Q282 + * * * + QpEy.
Hon nita, hé vecto 1, €2, . . . , €5, d0c 14p tuyén tinh vi néu
T1€1 + T262 + -+ - + Tpen, = 0

thi (wl, w2’ AR | wn) — (0, O, LRI 0) hay wl == w2 == e e e —
x, = 0.
Cosder,eay...,, duge goi la co so chinh tac cuia R ™.

. Trong R® hé 4 vecto ¢ = (1,0,0),e2 = (0,1,0),e3 =

(0,0,1),e4 = (1,1, 1) 1a hé sinh nhung khong doc 1ap tuyén tinh
Vi€4 =& —|—€2—|—€3.

. Khong gian vecto P, [x] gdbm da thirc khong va cac da thiic f(x) €

R [x] véideg f(x) < n cd mit co sd la

2

n—1
lL,z,z% ...,

9 wn
That vay, moi da thirc f(x) € P, [x] déu co dang
f(x) =ao+ax+ -+ an_12" ' + a,xz".

nén {1,x,x2,...,z" 1, 2"} 1a hé sinh cua P, [x].
Mt khéc theo vi du 3 muc 3.1 lai ¢6 {1, x, 2, ..., 2" 1, "} doc
1ap tuyén tinh.
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3.4 Su ton tai co s6

DPinh ly 3.4.1
Cho V la K — khéng gian vecto. Gia sir C la mét hé vecto déc Idp tuyén tinh trong
V., 8 la mét hé sinh cia V va € C 8. Khi d6 ton tai mét co sé B ciia V' sao cho
CCBCS.

Chung ta cong nhéan dinh 1y nay.

H¢ qua 3.4.2
Cho @€ la mot hé vecto cua khong gian vecto'V .

1. Néu @ la hé déc ldp tuyén tinh thi ¢é thé bo sung thém mot s6 vecto vao hé C dé
dwoc mot co so cua'V .

2. Néu @ la hé sinh ciia V' thi ¢é thé bét di mét sé vecto ciia hé C dé dwoc mét co
so cua'V.

Chirng minh:

1. H¢ € doc lap tuyén tinh trong khong gian vecto V', V' lai 1a mot h¢ sinh cua
chinh n6 nén theo dinh Iy 3.4.1 ¢c6 mot co s B cia V sao cho

CCBCV.

2. Léy mot vecto @ #Z 0, a € €. Khi d6 hé¢ a doc lap tuyén tinh ndm trong hé
sinh € cua V. Theo dinh 1y 3.4.1 c6 mot co sé B cua V sao cho

{a} C B CC.

H¢ qua 3.4.3
Moi khéng gian vecto' V' khéc {0} déu cé co so.

Chirng minh: Liy o € V, a # 0, ta c6 hé {a} doc lap tuyén tinh. V' 14 hé sinh
cua V' nén ap dung dinh 1y 3.4.1 ¢6 mdt co s& B cua V sao cho

{a}CBCV.

Vay khong gian vecto V' ¢6 mot co so. O
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3.5 Khai niém so chiéu ciia khong gian vecto hitru han sinh

Bo dé 3.5.1

Trong khong gian vecto V' cho hai hé vecto:
(6 SN HYIIIIPN 8 79 (1)
,61,,32,...,,33. (2)

Néu hé (1) doc Idp tuyén tinh va méi vecto ciia hé (1) la t6 hop tuyén tinh ciia hé (2)
thi r < s.

Chirng minh: Theo gia thiét ta c6

a; = x101 + 2202 + - - + 505,
Do hé (1) doc lap tuyén tinh nén ai; # 6 tir d6 suy ra cac vo huéng x; khong dong
thoi bang khong. Gia sir 2 # 0 khi do

x
Br=—a; — —0B2— - — —0s. (3)

Thay 3; trong (2) boi aq, ta dugc hé
a131827°'°7/83' (4)

Theo gia thiét moi vecto ctia hé (1) déu biéu thi tuyén tinh qua céc vecto cua hé (2),
theo cong thirc (3) mdi vecto ctia hé (2) déu biéu thi tuyén tinh qua cac vecto ctia hé
(4). Tir d6 mdi vecto ctia hé (1) déu biéu thi tuyén tinh qua cac vecto ctia hé (4). Do
do

a2 = Y101 + Y282 + - - + YsPs.
Hé (1) doc lap tuyén tinh nén trong sé cac hé sd ys, ..., ys phai c6 mot sd khac
khong, gia st yo # 0. Khi do

Y1 1 Y3 Ys
PBo=——a1+—ar— —03— -+ — —Ls. (5)
Y2 Y2 Y2 Y2
Ta lai thay 35 trong hé (4) boi az va duogc hé
Qay, 0z, B3, ..., Gs. (6)

Tir (3) va (5) suy ra moi vec to ctia hé (1) déu biéu thi tuyén tinh qua hé (6).
Néu r > s thi tiép tuc qua trinh trén sau mot s6 hitu han budc, hé (2) s€ duoc
thay thé bai hé
A1y X2y 00 O,y (7)
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trong d6 moi vecto ctia hé (1) déu biéu thi tuyén tinh qua hé (7). Diéu nay trai véi
gia thiét hé (1) doc lap tuyén tinh.
Do dor < s. O

Pinh ly 3.5.2
Neu 'V la mot khong gian vecto hitu han sinh thi V' co mot co so hitu han va so phan
tir ciia cdc co s6 trong V' déu bang nhau.

Chirng minh: Gia str tap hitu han 8§ 1a mot hé sinh ctia V. Theo hé qua 3.4.2, ta
6 thé b6t di mot sd vecto cia 8 dé duge mot co sé B cia V, B hiru han. Gia st
B’ ciing 12 mot co s¢ cia V. Do B’ doc 1ap tuyén tinh va B 1a mot hé sinh nén
theo bo dé 3.5.1 tacé | B’ |<| B |. Déi vai tro ciia hai co s¢ ndy cho nhau ta co
| B |<| B’ |. Vay moi co s ciia V' ¢6 s6 phan tir bang nhau. O

Dinh nghia 3.5.3

S6 cde vecto ciia mét co s& cua khong gian vecto hitu han sinh V' duoc goi la s6
chiéu ciia V, ky hiéu la dim V.

NéudimV = n thi V duoc goi la khéng gian vecto n chiéu.

Khéng gian chi gom cé mot vecto 0 khong c6 co so, quy woe dim{0} = 0.

Vi du:
I.dimK” =nviK"™ céd mot cosd la
e, = (1,0,...,0),e2 = (0,1,...,0),...,, = (0,0,...,1)

2. dimP,[x] = n 4+ 1 viP,[x] c6 mdt co so la

1,z,22,...,x"
3. dim Ey = 2 vi Eg c6 mét vecto co s¢ 1a hai vecto don viz = (1, 0)
vajg = (0,1).
dim[Es; = 3 vi E3 c6 mdt vecto co sé la ba vecto don vi
i = (1,0,0),
j = (0,1,0) vak = (0,0, 1).

3.6 Co sé trong khong gian vecto n chiéu

Ménh dé 3.6.1
Cho V' la mot khong gian vecto m chiéu va oy, Qay ..., Oy la hé gom m vecto
trong V.

1. Néu Ql1y Ay« o« Oy la W vecto doc lap tuyén tinh thi m < n.
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2. Néu oy, auay ..., Oy, ld hé sinh ciia V thi m > n.
Chung minh:

1. H¢ vecto a1, oy .« . .y Oy, dOc 13p tuyen tinh nén cé thé bo sung thém mat so6
vecto dé duoc mot co sé cua V. Do do m < n.

2. Hé vecto a1, oy . . ., iy, 12 hé sinh ctiia V' nén co6 thé bét d1 mot s6 vecto dé
duoc mdtcosdocua V. Dodo m > n.

O
H¢ qua 3.6.2
Trong khéng gian vecto chiéu V' c6 sé chieun, (n > 1)
1. Méi hé gém n vecto doc lap tuyén tinh déu la mét co sé cia V.
2. Moi hé sinh g&m n vecto déu la mét co sé ciia V.
Chirng minh: Ap dung hé qua 3.4.2 ta ¢6 ngay diéu phai chtirng minh. |

Vi du:
Heé vecto sau la co s& cua R 3.
o = (1,2, 1), Qy = (O, 1,2), a3 = (1,2,0)

That vay, do dim R 3 = 3 nén ta chi can chimg minh o, a2, g doc 1ap
tuyén tinh.
Gia st x1ov1 + xo0xs + 303 = 6. Taco

r1 + T3 =
2561 + o + 2333 =0
L1 + 2332 =0

Giai hé rata dugc 1 = 3 = 3 = 0. Vay h¢ a1, ag, ag ddc 1ap tuyén
tinh.

3.7 Toa d¢ cua mot vecto

Ménh dé 3.7.1
Gia su hé vecto a1y Qtay « « « Oy, dOC lap tuyén tinh. Néu

B = xia1 + a2 + -+ - + Ty,

thi cach biéu thi tuyén tinh nay cia 3 qua hé vecto da cho la duy nhat.
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Chitng minh: Gia st 3 con c6 cach biéu dién
B = y1a1 + Y22 + -+ + Y Qe
Khi do
(y1 — x1)ar + (y2 — xz2)az + + -+ + (Ym — Tm) oty = 6.

Vi h¢ gom cac vecto {1, g, . .« . 5 i, } d0c 18p tuyén tinh nén

Y — L1 =Yz — T2 =+ =Yy, — Ty, = 0.
hay y1 = 1, Y2 = 25+« « s Y = Tin- O
Tt ménh dé trén, ta c6 dinh nghia sau:
Dinh nghia 3.7.2

Cho coSG €1, €2, . . . » €, clia khdng gian vecto' V. Khi d6 méi o € V' ¢6 cdch biéu
dién duy nhat duéi dang

a = a1 +azes+ -+ anen, a; E K,z =1,n.

Bo n 5o (a1, az,...,ay,) dugc goi la toa do cia o doi vii co SO €1,E24 .+ 4 Ep
va a; dwoc goi la toa do thur ¢ cua o doi voi co so do.

Vi du:
Trong R 3 xét hai hé co s

(¢): &1 =(1,0,0), e, =(0,1,0), e3=(0,0,1)

(5,) - 5,1 = (1,0,0), 5,2 = (1,1,0), 5;, = (1,1,1)
via = (—2,—1,1).
Ta cod

a=(-2,-1,1) = —2(1,0,0)—1(0,1,0)+1(0,0,1) = —2e,—les+es,

nhu vay toa do ctia o ddi v6i co s (¢) 1a (—2, —1,1).
Mat khac,

a = —1(1,0,0) — 2(1,1,0) + 1(1,1,1) = —1¢&} — 2¢}, + €},

nén toa do ctia o d6i véi co s (&) 1a (—1, —2, 1).
Tt d6 ta thay toa d§ cia mdt vecto phu thudc vao co sé, trong cac co sé
khac nhau thi toa do 1a khac nhau.
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Ménh dé 3.7.3
Gia s doi voi mot co so cua khong gian vecto' V., aucétoadola (ar,as, ..., ay),
B ¢6 t0a dj Ia (br, ba, - . . , by). Khi d6

l. o+ Bcotoadsla(ay + by,as + bay ... a, + by).
2. xa co toa do la (xay, xasz, .. .,xan,).
Chirng minh:
1. Goieq, €2, ...,ep 12 co sd dang xét cia V. Theo gia thiét ta co:
a = ae1 +azes+ -+ ane,vad = bieg + baey + -+ - + buen.

Dodba+ 3 = (a1 + b1)er + (az + br)es + -+ - + (a, + b?)sn.
Vay o + B ¢6 toa d6 1a (a1 + by, a2 + by, ...,a, + b,) do6i véi co sO
€152y« .« yEn.

2. Thx = a1e1 + azes + - -+ + ane, tacling co
T = xrai€1 + xrases + -+ + xa,e,.

Vay xa co toa df la (xaq, xas, ..., xay,) doi voicosd e1,€2, ..., En.

3.8 So chiéu ciia khong gian con

Pinh Iy 3.8.1

Cho V la mét K — khéng gian vecto n chiéu, W la mét khéng gian vecto con ciia
V. Khi do ta co

. dimW < n.
2. NeudimW =nthiw =V,
Chung minh:

1. NéuW = {#} thidimW =0 < dim V.
Néu W # {6} khi d6 W 1a mot khong gian vecto khac {6} nén theo hé qua
3.4.3 trong W ¢6 mot co s& B. Ta c6 B la mdt hé vecto trong V', doc lap
tuyén tinh. Theo ménh dé 3.6.1, s6 vecto trong B khong vuot qua n. Do d6
dimW < n.

2. Néu dim W = dim V thi trong W c¢6 mdt co sé gom n vecto. Theo ménh
dé 3.6.2 thi day ciing chinh 1a mdt cosé caa V. Vay W = V.
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a

Dinh ly 3.8.2
Cho U va W la hai khéng gian con ciia khéng gian vecto hitu han chiéu V. Khi dé6

dim(U + W) = dimU + dim W — dim(U N W)

Chirng minh: Néu mot trong hai khong gian con bang {6}, chang han U = {6}
thidim U = 0 vataco

U+W =W, UnNnW = {6}.
Do do,
dim(U + W) =dimW = dimU + dim W — dim(U N W).

Néu ca hai khong gian con déu khac {8}. Goi o, a, ..., a, 1d mot co sé cia
U N W (trong truong hop U N W = {0} thi coir = 0.)

Viay, as, ..., doc lap tuyén tinh nén theo hé qua 3.4.2 co thé bo sung dé duoc
COSO Yy eee s QpyB1yeeeyBmclalU VACO SO Qpyevvy QpyY1ye--5Y AW,
Ta s€ ching minh a1y .« v sy By e e o s By Y15+ sV lacosocuall + W,
Xéty e U+ W, khiddby=a+Bvéiaece U, 3€ W. Taco

a:a1a1+-°'+arar+b1,31+"‘+bm/3m7

B=aa1+---+a,a,+civ+ -+ e
Do do

v = a+B = (a1tay)art - -+(ar+a,) o +biBits - +bpmBmtecivit: - - +eryi
c6 nghia la
O1yeeesOpyBryeeesBimsY1se--s Y lamothé sinh ctiaU + W. (1)
Gia su
rioq + o+ o+ Y1B1t+ o F YmBm 2z =0 (2)
Khi d6

Tron 4 -+ T + 1B+t YmBm = —211 — 0 — 2%

vé trai 1a mét vecto thude U, vé phai 1a mot vecto thugc W nén chung thudc vao
U N W. Dodo

—zZ171 — 0 — 2k = o + -0+ oy
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Twr d6 suy ra
tiag + -+ oy + z171 -0 + 2z = 6.
Do {a1,...y0QpyY1,s---,7k} doclap tuyén tinh nén
ti1=+-=t, =21 =+ =2, =0.
Thay vao hé thirc (2) ta dugc
Ty + o+ Tpor + Y1681 + 00+ YmBm = 0.
Laicohé¢ aqy. .., 00y B14...,8m doc 1ap tuyéntinhnén
Ty =+ =Xy =Y =-++ = Ym = O.
Nhu vay
OtyevesOryBlyeenyBmsYise -k doc lap tuyén tinh (3)
Tu (1) va (3) ta duoc
OllyevesOpyBryeeesBimsYiseoosVk
lacosdcualU + W. Tu do suy ra
dm(U+W)=r+m+k=r+m)+(r+k)—r
=dimU +dim W — dim(U N W). (3.1)
O
Vi du:

Trong khong gian vecto R 4, xét cac khong gian vecto con U sinh boi

a; = (1,0,0,2),a2 = (0,2,1,—1), 3 = (—1,1,0,1) va W sinh
boi

oy = (3,2,0,1), a5 = (1,2,1,1). Hiy tim s6 chiéu coa U, W, U +
W, U N W.

Tu 101 + 200 + 303 = 0ta dIIQC

z1(1,0,0,2) + z2(0,2, —1,1) + x3(—1,1,0,1) =

Hay (x1 — x3,2x2 + x3, 22,221 — 2 + x3) = (0,0,0,0) vatacod
hé

rr — rs = 0
2582 + rg = 0
L2 =0

2%1 — T2 + I3 =0
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Suyrax; = o = 3 = 0.

Vay hé {ay, ag, as} doc lap tuyén tinh do d6 dim U = 3.

Tuong tu ta ciing c6 hé {ay, a5} vahé {aq, as, as, oy} doc lap tuyén
tinh.

Do d6 dim W = 2 vadim(U + W) > 4. Laico U + W la khong
gian vecto con ciia R 4 nén

dim(U + W) < dimR* = 4.

Tu d6 dim(U + W) = 4.
Ap dung dinh 1y vé s6 chiéu cua giao va tong cac khong gian con ta c6

dim(UNW) =dimU +dim W —dim(U+W) =34+2—-4 = 1.

3.9 Hang cia mot hé vecto

Dinh nghia 3.9.1
Hang cua mot hé vecto oy, gy . . . y Oy, trong khong gian vecto'V' la so chiéu cua
khong gian vecto con sinh boi oy, Qtay . .« y Oy,

Nhan xét: Ky hi¢u W la khong gian con sinh boi h¢ vecto
A1y X290 0o g Qe (1)

ta c6 thé tim dugc mot hé con cta hé (1) ma la co sé cua W. D6 1a mot hé con doe
lap tuyén tinh c6 tinh chat moi vecto cua hé (1) déu biéu thi tuyén tinh qua n6. Mot
hé con nhu thé dugc goi la mdt hé con doc lap tuyén tinh toi dai cua hé (1). Nhu vay,
dé tim hang ctia mdt hé vecto, ta tim s6 vecto doc lap tuyén tinh t6i dai cta hé do.
Vi du:

Tim hang cua hé vecto:
a; =(—1,3,4), az=1(0,2,5), a3=(-2,4,3), ag=(1,—1,1)

trong khong vecto R 3.
Nhan théy hé a1, ap doc lap tuyén tinh. That vay, thr x1a; + 2002 = 0,

ta co
—I =0

3£B1 + 2$2 =0

4231 + 5%2 =0
Suyrax; = x2 = 0.
Mat khac a3 = 27 — a3 va oy = —a; + oz nén o, a2 1a hé con
doc lap tuyén tinh tdi dai cua h¢ a1, as, g, 4. Do d6 hang cua h¢ nay
bang 2.
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BAI TAP III

II.1.  Xét xem trong cac hé vecto sau trong R 3 hé nao doc 1ap tuyén tinh?
a. g1 = (1,1,0), eo = (0,1,1), e3 = (1,0, 1).

b. a; = (2,0,3), as = (5,—1,7), azg = (—1,2,—1).

c. B = (0,—2,3), B2 = (3,2,—1), 35 = (3,0,2).

d. v =(—=1,2,3), v2 = (2,0, —1), v3 = (—5,6,11).

III.2. Hé nio trong Py [x] dudi day phu thudc tuyén tinh?

a. 1, z, x2.

b. 1,x,xz%,2x? + 3.

c. a:2—|—:13—|—3,5:1;2—a:—i—2,—3a:2—}—3:c+4.

d. 1,4z?> + ¢+ 1, —x? + 6.

I1.3. Hay biéu dién vecto e thanh t6 hop tuyén tinh cta o, 3, 7.
a. ¢ =(1,2,0),aa=(1,2,-3),8=(2,5,—1),v = (0,1, 2).
b. e =(0,0,0),a = (2,3,3),8=(4,9,1),v = (1,3,—1).

IIl.4. Hay biéu dién cac da thirc sau thanh to hop tuyén tinh cia:
P=4x*+z+2, Po=—-32>—x+1, Ps=5x?2+2x+ 3

a. 0.

b. 2x? — 2.

c. 3x2 4+ 6x — 1.
d. 5% + = + 13.

IL5. Tim s6 thuc r dé cac vécto sau phu thudc tuyén tinh trong R 3:

-1 -1 -1 -1

a—(r,— _)/6_(_ _)7—(_ Tar)'

II1.6. Hay xac dinh r sao cho e 14 t6 hop tuyén tinh cua cac vecto con lai.
a. e =(9,12,7),a = (3,4,2), 3 = (6,8, 7).
b.e=(7,-2,r),a=(2,3,5), 8=(3,7,8).
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c.e=(4,-1,-3),a=(2,-3,r), 8 =(—1,4,2).
d.e=(53,r),a=(1,23), 8= (-1,0,1),7 = (1,2,0).
e.c =(1,3,5),a =(3,2,5),8=(2,4,7),v = (5,6, 7).

II.7. Cho a7, a2, a3, oy 1a mot hé vecto doc 1ap tuyén tinh trong K — khong
gian vecto V. Ching minh h¢ 31, B2, B3, B4 duoc xac dinh sau day cling doc lap
tuyén tinh:

a. B1=ai, B2 =a1t+as, B3 =a1tazt+as, B4 = a1 +az+ as+ ay,
b. 1 =, B2 = a3, B3 = a3, By = az + kay, k€EK, k#DO0,

c. 1 = a1+ az, B2=a; —az, B3 = az — oy, B4 = az + ay.

III.8. Céc hé vecto sau c6 phai 1a co s& cua khong gian vecto R 3 khong?

a. a1 = (0,0,1), ay = (0,1,1), a3 = (1,1, 1).

b. 1 = (4,1,-5), B2 = (—3,2,1), Bs = (—2,5,—3).

IIL9. Vi gia tri nao cia x thi hé vecto a; = (x,1,0), as = (1,x,1), oz =
(0, 1, ) 1ap thanh co s& cua khong gian vecto R3.

I1.10. Tim mdt co sd va sb chiéu ctia khong gian vecto con cia R 2 sinh bai hé
vecto sau:

a. oy = (1,—-1,2), oy = (2,—1,3), a3 = (—1,5,—6).
—1
b. a1 = (2, 4, ].), Qg = (3, 6, —2), g = (—1, 2, 7)

III.11. Cho W la khong gian vecto sinh béi cac da thirc

P =x3—-2x>+4x+1, P, =x3+6x—5,
Py =223 — 322 +9x — 1, Py =223 — 5x? + 7z + 5.

Tim mot co s& va so chiéu cuia W,

III.12. Xé4c dinh co s& cla cac khong gian con cta R 3.
a. Mit phang 3z — 2y + 5z = 0.
b. Mit phang x — y = 0.

c. Puong thang
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d. Cac vecto c¢6 dang (a, b, c), trongdo b = a + c.
II.13.  Trongkhong gian vecto P3[x] cac dathuc f(x) € R [x] cobic f(x) < 3.
a. Ching minh hai hé vecto

a1:1,a2=:c,a3=a:2,a4:a33,

,61:1,,82:(m—2),,83:(CU—2)2,,34:(ZB—2)3

1a hai co s& cua P3[x].
b. Hay tim toa d6 clia cac vecto trong co so thir nhat ddi véi co sd thi hai.
II1.14.  Cho hai hé vecto:
a; = (0,1,0,2), a2 = (1,1,0,1), a3 = (1,2,0,1), oy = (—1,0,2,1),

6 = (1,0,2,-1), 3. = (0,3,0,2), 33 =(0,1,3,1), 3, = (0,—1,0,1)
trong khong gian vecto R 4.

a. Ching minh rang chiing 13 hai co s¢ cua R*.

b. Tim toa do ciia o = (2,0, 4, 0) ddi voi timg co sé trén.

III.15. Trong R*xéttap: W = {(ay, as,as,ay4) | ay + az + a3+ ay = 0}.
a. Chung minh rang W 14 khong gian vecto con ctia R*.

b. Chimg minh rang cac vecto o; = (1,0,0,—1), oz = (0,1,0, —1), a3 =
(0,0,1,—1), oy = (1,1, —1, —1) thudc W.

c. Tim co s6 va sb chiéu cia W,
I1.16. Trong R — khong gian vecto R 3, chirg minh rang céac tip sau:

U = {(x1,z2,x3) | 1 = 0}
V = {(w1,$2,:133) | L2 = O}
W = {(331, 2, 133) | 1 —|— r3 = 0}

1a nhirng khong gian vecto con. Hay tim so chiéuctaU + V vaU +V 4+ W.

III.17.  Trong khong gian vecto R # xét cac khong gian vecto con W sinh béi
(1,0,0,2),(6,2,1,—1),(—1,6,3,7) va Z sinh boi (2,2,0,—1),(1,3,2,1).
Tim s6 chiucoa W, Z,W + Z, W N Z.

III.18. Trong R — khong gian vecto R 4, tinh hang cta cac hé vecto sau:
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a. oy = (1,2,1,3), a2 = (0,—1,1,3), a3 = (0,0,2,6), a4
(8,7,3,9).

b. ay = (—1,4,8,12), ay = (2,1,3,1), az = (—2,8,16,24), ay
(1,1,2,3).

V3 V3
c. a; = (0,0,0,0), as = (1,0,—1,3), az = (?,0, 5 V3).
V2 V2

d.cy = (0,-3,12,3), z = (3\/5,—7,2\/5, 7), Qs

(6,—1,4,1).

II.19. Trong R — khong gian vecto R [x] xét hé vecto

Py=5, P =2x+3, P,=2>+x+1, Py =8z +7, P, = 2x®>+4x +20.

Tim hang cua hé vecto trén.



Bai 4
Anh xa tuyén tinh

4.1 Pinh nghia anh xa tuyén tinh

Nhu ta d3 biét trong khong gian véc to ¢ hai phép toan cong va nhan vo hudng. Bai
nay s€ nghién ctiru nhitng 4nh xa bdo toan hai phép toan do.

Dinh nghia 4.1.1

Gia sirU va V' la hai khéng gian véc to trén truong K . Anhxa f: U — V duwoc
goi la anh xa tuyén tinh néu né théa man hai diéu kién sau:

e fla+p)=fl)+f(B), Va,B€el,
) fta) =tf(a), Va € U,t € K.

Anh xa tuyén tinh f : U — U duoc goi la phép bién doi tuyén tinh hay tw dong
cau ciia U.

Piéu kién thir nhat trong dinh nghia trén 1a tinh bao toan phép cong, con diéu kién
thir hai 1a tinh bao toan phép nhan. Tuy nhién ta c6 thé két hop hai diéu kién do lai
thanh mot diéu kién dugc phat biéu trong ménh dé sau.

Ménh dé 4.1.2
Gia sit U va V la hai khéng gian véc to trén truong K. Anhxa f: U — V la
dnh xa tuyén tinh khi va chi khi :

f(sa+tB8) = sf(a) +tf(B) Ve,B €U, Vs,t € K.

Chirng minh:
(=): Theo dinh nghia ctia 4nh xa tuyén tinh ta cé:

 flsa +18) = f(sa) + F(tB) = sf(a) + tF(B).
(<=): Tu dang thie f(sa 4+ tB8) = sf(a) + tf(6)
thay s =t = 1 tadugc f(a+ B) = f(a) + f(B), (1)
thay tiép t = 0 ta dugc f(sa) = sf(a) + 0f(B) = sf(). (2)
Tur (1) va (2) ta co diéu phai chirng minh. O
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Dinh nghia 4.1.3
Gia s U va V' la hai khong gian véc to trén truong K va f : U — V la mot

dnh xa tuyén tinh.

1.
2.
3.

4.2

f dwoc goi la don cau néu no la don dnh,
f dwoc goi la toan cau néu no la toan anh,

f dwoc goi la dang cdu néu né la song anh. Trong trwong hop ndy ta néi khéng
gian U va V dang cdu véi nhau, ky hiéulaU = V.

Vi du vé anh xa tuyén tinh

. Gia st U va V la hai khong gian véc to trén truong K, 8y 1a véc to "khong"

ciaV. Anhxa 9 : U — V xacdinh boi 9(a) = Oy véimoi a € U 1a
anh xa tuyén tinh va dugc goi 1a dong cau khong.

Cho V' 1la mot K —khong gian véc to, t 1a mot ph?m ttr ¢6 dinh cua K .
AnhxaD;: V-V
a— ta
la mot anh xa tuyén tinh, goi la phép vi tu ti s6 t.
e Khit = 0, D, 1a ddng cau "khong".
e Khit # 0, D, 1a mot tu dang ciu.

. Phép quay goc ¢ trong R 2.

Anhxa f: R?2 - R?2
(z,y) — (xcosp — ysinp, xsinp + y cos p)
1a 4nh xa tuyén tinh va 1a dang cau.

. Anhxa f:R?2% — RS2 xac dinh boi:

f(x1,x2) = (€1 — 2,221 + T2, 1 — 2x3) la dnh xa tuyén tinh.

. Gia st P, [z] 12 khong gian véc to gdm da thirc khong va cac da thic an « ¢6

bac khong vugt qua n trén truong R .
Anhxa d: P,[x] — P,_1[x] xac dinh boi d(f(x)) = f/(x) la 4nh xa
tuyén tinh.

. Anhxa f : K® — K™ (n > m) xac dinh boi:

F(x1, @2y ., xy) = (1,22, .- ., Ty ) 1 MOt toan céu.

Cho A 1a mdt khong gian con cia K —khong gian véc to V'
Anhxai: A —V
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o — @
1a anh xa tuyén tinh va 1a don cu.
Noi riéng, khi A = V thi ta ¢6 anh xa tuyén tinh idy : V — V, d6 la mot
tur dfmg cu cua V va duoc goi la anh xa déng nhét trén V.

4.3 Mot so tinh chat ciia anh xa tuyén tinh

Ménh dé 4.3.1

Gia sw U va'V la hai khong gian véc to trén truong K va f : U — V la anh xa
tuyén tinh thi:

a. f(HU) = ev.

b. f(tlal + t2a2 + I —|— tnan) = tlf(()él) —|— tzf(az) —|— e + tnf(an)

Chirng minh: Theo dinh nghia cua anh xa tuyén tinh va tinh chat cta khong gian
véc to ta co:

a. f(0v) = f(0a) =0f(a) =0y, aclU.
b. f(t1a1 + t2a2 + ...+ tnan) = f(tlal) + f(tzaz) + ...+ f(tnan)

=t1f(a1) +taf(az) + ...+t f(an).
O

Ménh dé 4.3.2

Gia sw U,V va W la ba khong gian véc to trén truong K, f : U — V va
g : V — W la hai anh xa tuyén tinh. Khi d6 dnh xa hop thanh go f : U — W
ciing la anh xa tuyén tinh.

Chirng minh: Tir dinh nghia cta anh xa hop thanh va anh xa tuyén tinh f va g
,Va,B € U, t € K, taco:

go fa+B)=g(f(a+pB)) =g(f(a)+ F(B))
=g(f(a)) +g9(f(B)) =go f(a) +go f(B),

go f(ta) = g(f(ta)) = g(tf(a)) = tg(f(a)) = tg o f(a).
Vay f o g la 4nh xa tuyén tinh. O
Ménh dé 4.3.3
Gia sit U va V' la hai khéng gian véc to trén truong K va f : U — V la dang
cau. Khidé f~': V — U ciing la ding cdu.
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Chitng minh: Ta di biét rang khi f 1a song anh thi £~ ciing 14 song anh do viy ta
chi can chung minh £~ 1a anh xa tuyén tinh. That vay, giast o, 3 € V, t € K.
bita’ = f7H(a), B’ = f1(B)

tacd f(&/) = a, f(B') =B va

e+ 8)=f1(f(&)+ £(8))
= (f@+8) = +8 = fHa)+ F(B),

fta) = F7UEf() = FFU(F() = td' = tfH (a).
Vay £~ 1a anh xa tuyén tinh. O

4.4 Anh va nhan ciia 4nh xa tuyén tinh

Nhic lai r?mg néu f : X — Y 1a mot anh xa, A 1a mot bo phan cia X, B la mot
bd phancua Y.

Tap hop {y | Ja € A, f(a) = y} duoc goi 1a anh cia A qua f va ky hiéu la
f(A).

Tap hop {x € X | f(x) € B} goi la anh nguoc cua B qua f va ky hi¢u 1a
f=(B).

Pinh ly 4.4.1

Cho U va V' la hai K —khong gian véc to trén truong K, f : U — V la dnh xa
tuyén tinh, khi do:

1. Néu U’ la khéng gian con ciia U thi f(U") la khéng gian con ciia V.
2. Néu V' la khéng gian con ciia V' thi £~ (V") la khéng gian con ciia U.
Chirng minh:

1. DoU’1akhong gianconnén U’ # 0,trd6 f(U’) # 0. Giast o, 3 € f(U’)
va s,t € K. Khi d6 ton tai oy, 31 € U’ sao cho o = f(a1), B = F(B1).
Suyrasa+t8 = sf(aq) +tf(B1) = f(sa1+t31). Do U’ 1a khong gian
conva oy, 31 € U' nén say + t6; € U'. Tw do f(say +tB1) € fF(U').
Vay f(U’) 1a khong gian con cua V.

2. Vi V' lakhong gianconnén Oy € V' ma f(0y) = Oy nén Oy € f-1(V'),
trdo F71(V') £ 0. Giasta, 3 € f~1 (V') vas,t € K. Xétsa + t3, ta
co f(sa + t8) = sf(c) + tf(8) € V' do f(a) € V', £(8) € V. Suy
rasa +t3 € £f~1(V’). Didu d6 chimg to £~1(V"’) la khong gian véc to con
cuaU.
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O
Ap dung ménh dé trén cho truong hop U’ = U va truong hop V/ = {6y} ta duge
két qua:

e f(U) lakhong gian con ctia V va f~1({6v}) la khong gian con cua U.
e f(U) duogc goi la anh cia anh xa tuyén tinh f va duoc ky hiéu 1a Im f.
o f~1({0v}) dugc goi la nhan cua 4nh xa tuyén tinh f va duoc ky hiéu la Ker f.

Ménh dé 4.4.2
Giasit f: U — V la mét dnh xa tuyén tinh. Khi d6 f la don cdu khi va chi khi
Ker f = {HU}

Chirg minh: (=): Gia st f la don ciu va o € Ker f. Khi d6 f(a) =
Oy = f(Oy). Do f la don anh nén tr f(ax) = f(Oy) suy ra @ = Oy. Vay
Ker f C {6y}. Bao ham thitc {0y} C Ker f ciing ding vi f(0y) = 0y. Vay
taco Ker f = {0y }.

(«): Gid sit Ker f = {0y} va f(a) = £(8) khi d6 f(a) — £(8) = f(a —
B) =0y suyraa — 3 € Ker f. Ma Ker f = {0y}, viy o« — 3 = 6Oy, hay
o = B. Vay f 1a don cau. O

Bo dé 4.4.3
Gia sw U va V' la hai khong gian véc to trén truong K, f : U — V la anh

Xa tuyén tinh va o1, 0z, ..., 0y (1) la mot hé véc to trén U. Khi do néu hé
floa), flaz)y..., fay) (2) la doc lap tuyén tinh hé (1) cing déc lap tuyén
tinh.

Chirng minh: Gia st c6 tioq + taos + . . . + tpoy, = Oy thé thi:
ftiay + teas + ... + t,a,) = f(Oy) = Oy. Suyra
tlf(al) + tzf(az) + ...+ tnf(an) = OV-

Ma hé (2) doc lap tuyén tinh, vy taco t; =ty = ... = t, = 0. Piéu d6 ching
to hé (1) doc 1ap tuyén tinh. O
Pinh 1y 4.4.4

Cho U va V la hai K —khéng gian véc tova f : U — V la dnh xa tuyén tinh.
Khi do:

dimU = dimIm f + dim Ker f.

Chirng minh: Truong hop Im f = {0y}, tic 1a f 1a anh xa khong, ta cé Ker f =
U vadimIm f = 0, dang thirc d3 néu la dung.
Khilm f # {6y} giast 31,82, ..., 8, (1)lamdtcosdcialm f. Do3; € Im f
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nén ton tai a; € U sao cho f(a;) = Bi, (4 = 1,...,n). Hé (1) doc 1ap tuyén
tinh nén theo bd dé 4.4.3 hé aq, s, ..., a, (2) cing doc lap tuyén tinh. Dit
W 1a khong gian sinh bdi hé (2). Thé thi dim W = mn. Ta hidy ching minh
U=Kerf+WvaKerfNW = {6y}.

Véimoiaw € Utacd f(a) € Im f suyratontaity,ts,...,t, € K

saocho f(a) = 181+ 1282+ ...+ .0,
wdo f(a) = tif(on) +taf(az) + . + taf (o)
= f(tion +taas + ... + t,o,).

bita' = tio; + taaa + ... + t,o, taco

fla) = f(&')suyra f(a — ') = Oyp.

Piéu d6 conghiala: o — o’ € Ker f. Pita — o’ = a”, tacd

a=ao"+ad €¢Kerf+WmaW,Ker f CUnénsuyraU = Ker f + W.
Dé chimg minh Ker f "W = {fy}tagiasia € Ker f N W. Do a € Ker f
nén f(a) = Oy. Doa € W nénnd c6 dang a = sy1xq + Saaa + + + - + Spauy.

Taco Oy = f(a) = f(sion + sz + -+ -+ + spap)
= s1f(a1) + s2f () + -+ - + snf(an)
= 8101 + 82082 + + -+ + $uOn-

Mahé B4, B2, . . . , Bn doc 1ap tuyén tinh, viy taphdicos; = s3 = ... = s, = O.
Suy ra @« = Oy. Nhu vay ta da chung minh duwgc U = Ker f + W va
Ker fNW = {6y}. Tudinhly 3.82suyra dimU = dim Ker f 4+ dim W
Ma dim W = n = dim Im f. Vay ta da ching minh dugc

dim U = dim Ker f 4+ dim Im f.

BAI TAP IV

IV.1. Trong cac anh xa sau day anh xa ndo 1 4nh xa tuyén tinh:

a. f:R3 > R?2, f(x1, 2, x3) = (1, —3)

b. f:R2 - R3, f(x1,x2) = (T2, Ty + 2x2, — 1)

c. f:R3 = R2, f(x1, 2, x3) = (£1 — T3, T3 + T2 + 1)
d. f:R2 - R2, f(x1,x2) = (122, T1 + T2)

e. f:R—R3 f(x) = (x?,z,0)
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f- f:R> = R?% f(x,y,2) = (2zy,6x + y — 2)

IV.2. Chtng minh cac 4nh xa sau 1a anh xa tuyén tinh:

a ¢ Rz] =R,  o(f(®) = £(0) Vf € 2]
(R [x] 14 khong gian céac da thic hé so thuc).

b. p: Rx] — Pq[x], o(f(z)) = r(=) trong d6 r(z) 1a phan du khi chia
da thire f () cho da thirc 22 4 1.(P;[x] 1a khong gian cac da thirc hé s6 thuc
bac khong vuot qua 1 va da thirc khong).

IV.3. Cho f: U — V lamot anh xa tuyén tinh. Ching minh rang

a. f 1a don ciu khi va chi khi f bién mdi hé doc lap tuyén tinh cua U thanh mot hé
doc lap tuyén tinh ctia V.

b. f 1a toan cau khi va chi khi f bién mdi hé sinh ctia U thanh mot hé sinh cta V.
c. f la dang cau khi va chi khi f bién moi co sé cua U thanh mot co sé cua V.

IV.4. Cho U va V la hai khong gian vecto hitu han chiéu. Chimg minh rang U
va V dang cdu khi va chi khi dim U = dim V..
IV.5. Chtng minh c4c 4nh xa sau la 4nh xa tuyén tinh.

a. Phép cho twong tmg mdi diém M trong mat phang thanh diém d6i xtng véi nd
qua truc O=x.

b. Phép cho twong ing mdi diém M trong khong gian thanh diém ddi xting véi né
qua mit phang Oxy.

IV.6. TimIm f,Ker f va dimIm f, dim Ker f cta anh xa tuyén tinh f sau:
a. f:R? - R3, f(x1,x2) = (1 + ®2y 1 — T2, 1 + 2T2),

b. f :R3 — Rga f(m1,$2,5132) = (ml + 2x2, 3 — XT3, L1 + T2 + CU3)a
c. f:R3 = R2, f(xq1, 2, x3) = (0,0,0).



Bai 5
Dinh thirc

5.1 Phép thé

Dinh nghia 5.1.1
Cho m la mét s6 tw nhién khdc 0. Mot song dnh o tir tap I, = {1,2,...,n} dén
chinh no dwoc goi la mot phep thé bdc n. Phép thé o bdc n dwoc biéu dién dudi

dang:
( 1 2 ... n )
o= .
a; az ... a,
Tap hop cac phép thé bac n dugc ki hidu boi S,,. Vi mdi phép thé bac n 1a mot hoan

vi clia tAp ¢6 n phan tr nén tap S,, ¢6 n! phan tir.
Vi du:

12 ... . . C s
oL = ( Z) l1a phép thé va n6 duogc goi la phép thé dong

i’) 13 mot phép thé bac 3.

3 4
1 2

wNn wWN

) khong phai 1a mot phép thé.

Dinh nghia 5.1.2

Cho o va T la hai phép thé bac n. Khi d6 hop thanh cia hai song anh T va o (ki
hiéu o o T) ciing la mét phép thé bic n va dwoc goi la tich ciia hai phép thé T va o
NO dwoc xac dinh nhw sau:

coTt(i) =o(7(d)) Vi=1,2,...,n.

Anh xa nguoc cua o ky hiéu la o~ ciing la mot phép thé bdc m, dwoc goi la nghich
ddo cua o
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Vi du:

Cho o va T 14 hai phép thé bac 4.

(1234 . (1
T=\2314) " 1
Khi d6 ta co:

(1234 (1234 ., (1234
79T =1{2 1 4 3)° —\3412)° —\312 4/

Chuy:

W N

e Do phép hop thanh céc anh xa (va do d6 tich cac phép thé) c6 tinh chat két hop
nén bang qui nap ngudi ta cling c6 thé md rong dinh nghia cho tich ctia nhiéu
phép thé. Pac biét, ta c6 dinh nghia 6™ = 6™ ' 0 0.

e Ciing do phép hop thanh cac song anh khéng c6 tinh chét giao hoan nén tich cac
phép thé ciing khong co tinh chét giao hoan.

Vi du:
]_ 2 3 4 5 N A J4 A A : 14 LN
Cho o = <2 15 3 4) 1a mot phép the bac 5. Khi do6 ta co:
2—12345%‘13—12345
T ~\12453)"M% T21345)"
Dinh nghia 5.1.3

Cho o la mét phép thé bicn. Neuvéil < i < j < mma tacé o(i) > o(j) thi
ta goi cdp (o (1), 0 (4)) la mét nghich thé cia o.

Dau cuia phép thé o, ky hiéu 1a s(o) va dugc tinh béi cong thirc s(o) = (—1)N (),
trong d6 IN (o) 14 s6 cac nghich thé cia o

Ta goi o 1a phép thé chan néu nhu s(o) = 1 va la phép thé 1é néu nhu s(o) = —1.
Vi du:

p— (; i 2 ‘11> ¢ 4 nghich thé 1a (2, 1), (4, 3), (4,1), (3, 1).

Suyra N (o) = 4. Vaydiuciao la s(o) = (—1)* = 1.
1 2 ..
1 2.

Suyra N(¢) = 0. Dducia ¢ las(e) = (—1)° = 1.

e Phép thé dong nhat ¢ = ( ) Z) khong c6 nghich thé nao.
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o7 = (:1)) ’ ‘;’> ¢6 2 nghich thé 1a (3, 1), (3, 2). Vay N(r) = 2.

Suy ra ddu cua T 1a s(7) = (—1)* = 1.

1 2 eee N , . £ 1
e p = <n n—1 ... 1) c6 cac nghich the 1a

(nvn_1)9(n9n_2)3(7"9"’_3)9"-3(”71)’
n—1,n—-2),(n—1,n—3),...,(n —1,1),

(3,2),(3,1),

(2,1).
Vay tong sd cac nghich thé cia ¢ 1a: N(p) = (n — 1) + (n —
nn—-1) . n(n-1)
2)+...+1= T.Daucuacplas(go) =(—1) =z .

Ta cong nhan ménh dé sau:

Ménh dé 5.1.4
Cho o va T la hai phép thé bic n. Khi dé ta cé:

s(ocoT) = s(o).s(1).
Tir ménh dé trén ta c6 thé chimg minh dugc:

Ménh dé 5.1.5
Néu o la mét phép thé vat € N thi:

1. s(ot) = s(o)t,
2. s(e™1) = s(o).

Mg¢nh dé 5.1.6 ol ol
Néun > 1 thi trong sé n! phép thé bic n, c6 Y phép thé chan va By phép thé 1é.

Chirng minh: C6 dinh mot phép thé 1¢ 7. Anh xa:

p: S, — S,

o — oO0T

12 mot song anh, bién mot phép thé chin thanh phép thé 1& va bién mot phép thé 1é
thanh phép thé chin. Vay trong S,, c6 mot ntra phép thé chin, mot nira phép thé 16.
O
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5.2

Khai niém dinh thirc

Dinh nghia 5.2.1
Ma trdn c6 m X n trén truong K la mét bang c6 m X n phan i ky hiéu a;; (2 =

1,m,j = 1,n) thuc truong K va duoc viét thanh m dong, n cét

aijix aiz2 ... Qipn
az1 Qaz2 ... Q2yp . (5.1)
aGm1 Am2 .. Amp

Cdc ma tran thuong duoc ki hiéu boi cac chir cai A, B,C,.... Ta thuong

viét ma trgn (5.1) con dwoc ki hiéu béi A = (@ij)mxn hodc A = (a;j),1 =
1,m,3 =1,n.

Tdp cdc ma trdn co m X n duoc ky hiéu la Mat(m,n,K).

Néu m = n thi ta goi A la ma trdgn vuéng cdp n. Khi dé cdc phdn tir
a;;(i = 1,—n) dwoc goi la cdac phcfn ttr nam trén dwong chéo chinh cua ma trgn
va a;ni1-i(1 = 1,n) duoc goi la cac phan tir nam trén dwong chéo phu ciia
ma tran.

Néum = 1 thi ta goi A la ma tran dong. Néun = 1 thi ta goi A la ma tran
cot

a;j goi la phan tik trén dong 1 va cot J cua ma trdn. Cac SO Q15 G2y« - + 5 Qin
goi la cac phan tu trén dong 1. Cdc sO @5, Q2jy . -« y Qmj g0i la cac phan tir
trén cot j.

Ma trdn nhdn dwoc tir ma tran A bang cdch chuyén dong thanh cét (va cét
thanh dong) dwoc goi la ma tran chuyén vi cua ma tran A va dwoc ki hiéu la
At

Vi du:
1 25 3
e A=|—-2 4 5 2| lamdétmatraincd 3 X 4.
0 359
1 2 4
e B=|7 5 —8] lamdtma trin vudng cap 3.
0 24 41

o C = (1 20 1) la mot ma tran dong.
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6

o D= 1 la mot ma tran cot.

3

Vay néu A 12 ma tran (5.1) thi

aijp a21 ... ami
At . aij2 A22 ... Am2
a/n]_ an2 e o o anm

e Vo1 A va B 1a hai ma tran & vi du trén thi ta co:

1 —-20
N P T S
A= D o S| waB'=|2 5 2
s o o 4 —8 41

Dinh nghia 5.2.2
Cho A = (aij;) la ma trdn vuong cd'p n trén truong K. Dinh thirc cua ma tran A
la mét phan tir thuée trieong K, ky hiéu boi det A hay | A| dwoc tinh boi cong thirc
sau: det A = Z s(a)ala(l)azc,(z) e oo Qpg(n)-

oES,

Pinh thirc cia mot ma tran vudng cip n duoc goi 1a dinh thire cap n.
Vi du:
1. Pinh thirc cap mot: Cho ma tran vudng cap 1: A = (aq1). Vi $y
. . 1
chi c6 mot phép thé duy nhat la ¢ = <1) vatadaco s(t) = 1nén

det A = s(¢).a11 = aq3.

. , Z . , ~ a a \ , . X
2. Dinh thirc cap hai: Xét matran A = ( 1 12> . ViS5 ¢6 hai phan
az1 a2z

(12 . (12 B _
tu’lab_<1 2>Va(p—<2 1),8(1,)_1,8((,0)_ 1.

Vaydet A = s(t)aj1a22+ s(p)ai2a21 = ai1a22 — aj2az;. Vay
dinh thirc cap hai bang tich cac phan tu trén duong chéo chinh tru tich
cac phan tir trén duong chéo phu.
) aix aiz2 Qais
3. Dinh thirc cap ba: Xétmatran A = | a2; ag2 asz |. Tap S3¢c6 6
azi1 az2 ass
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phan tir trong d6 c6 3 phép thé chén la:

1 2 3 1 2 3 1 2 3
123/)”\312)°>\231

va c6 3 phép thé 1¢ la:

1 2 3 1 23 1 23
213/)°\321)”\132)°

Vaydet A = aj1a22a33+ a12a23a31+ a13a21a32 — 13022031 —
a12a21033 — A11A230432.

4. Tinh dinh thirc cua ma tran sau:

>

|
SIS -
w o oo
N O AN
O = O

Ta thdy rang trong cong thtc tinh dinh thic ctia ma trdn A c6 4! =
24 sb hang twong tmg v4i 24 phép thé nhung hau hét cac sd hang déu
bang 0, chi con mot sb hang khac khong tng v6i phép thé sau:

(1 2 3 4
= \341 2
Do s(o) = 1 néndet A = 1.2.1.5.3 = 30.
5. Pinh thure cia cdc ma tran dang tam gidc:
Cac ma tran c6 dang sau dugc goi la ma tran dang tam giac:
ail 0 0 o o 0 \
as1 Qa22 0 o e 0
A= agy Aagz a4aAzg ... 0 ’

an]_ an2 ° o o e o 0 ann/

ajx a2 4aiz ... aln\
0 ag9 A23 ... QA2n
0 0 asz ... asnp ’

0 0 0 ...auw
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0 0 oo 0 0 A1n
O 0 e e 0 a2,n—1 a2n
C = 0 0 e oo a3,n_2 a/3,'n,—1 asn 9

ap1 Ap2 -«-.. a'n,n—2 a'n,n—l

a'nn
aijx; a2 ... A1 p—2 Ainpn-1 QAin

az; Q@22 ... Q2p_2 G241 O

D = asz; azz2 ... agnp—2 0 0

a,y 0 ... 0 0 0
Ta s€ tinh dinh thirc cia cac ma tran dang tam gidc trén:
Xét ma tran dang tam gidc A va B. Ta nhan thay rang trong n! so
hang tuong tng voi n! phép thé thi chi c6 so hang tng vdi phép thé
dong nhat ¢ 1a khac 0. Vay dinh thirc ciia ma tran tuong Ung trong
truong hop nay la:

det A =det B = aj1a12...an,,-

Xét ma tran dang tam giac C' va D. Ta nhan thiy rang trong n! sb
hang tuong g vd6i n! phép thé chi c6 so hang tuong ung vaoi phép

thé sau 1a khac 0:
. 1 2 cee N
P~ \nn-1...1)"

n(n—1)

Ta d4 biét rang s(p) = (—1)" z . Véy dinh thtc trong trudng hop
nay la:

n(n—1)

detC =detD = (—1) 2 aipnG2p—1---Qn1.

5.3 Cac tinh chit co bén cia dinh thic

Trong muc nay ta s& cong nhan mot sd tinh chat co ban cua dinh thirc ma khong
chirng minh.
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Tinh chit 5.3.1

Néu doi ché hai dong ciia dinh thire thi dinh thire doi dau

aii
asy

Tinh chit 5.3.2

a2
as2

o e a]_n

ai2
as2

Néu cdc phan tir trén ciing mét dong c6 cing thira sé chung k thi ta c6 thé dit thira

s6 chung k ra ngodi dinh thirc. Cu thé:

Tinh chit 5.3.3

ai;; ai2
k:a,il k:a,,-z
ani an2

e o o alln

oo k:a,,-n

cee Qpp

Néu cdc phan tir trén ciing mot dong ciia ma trdn viét thanh tong ciia 2 phan tir thi

dinh thirc ciing viét dwoc thanh tong ciia 2 dinh thirc twong ing:

aiy a2

ai1 + b1 a2 + b2

a/n]_ a/nz o o
ai
= | Qi1
an1
Tinh chat 5.3.4

Ain

QAin + bzn

Dinh thirc cua ma tragn A bang dinh thiec cua ma tran chuyén vi cua no. Tirc la

det A = det A°.

Tu nhiing tinh chét co ban ciia dinh thirc ta c6 thé suy ra cac tinh chat sau cua dinh

thirc.



5.4. Cac tinh chét ciia dinh thirc suy ra tir cic tinh chit co bin 53

5.4 Cac tinh chit ciia dinh thirc suy ra tir cac tinh chat co ban

Tinh chit 5.4.1
Néu dinh thirc ¢ hai dong giong nhau thi dinh thirc bang khéng.

Chitng minh: Gia s ma trin A c6 dong ¢ va dong j giéng nhau.Theo tinh chit
5.3.1 khi d6i chd hai dong 4 va j cho nhau thi dinh thire d6i ddu. Vay ta co:

aijx aiz ... Qaip apx ai2 ... Qin
a1 Q2 ... Qip a;1 Q2 ... Qip
det A=|... ... «v. ol =—|cee vee v ... = —det A.
a;1 a;2 ... Q;n ;1 ;2 «.. Qip
ani1 Ap2 ... QApp Ani1 Ap2 ... Anp
Vay det A = 0. O
Tinh chat 5.4.2

Néu dinh thirc ¢6 mot dong la 16 hop tuyén tinh cua cac dong con lai thi dinh thuc
bang khéng.

Chitng minh: Khong mét tinh téng quat ta co thé coi dong cudi 1a t6 hop tuyén tinh
i

cta i dong dau. Tuc la: an; = Z Kum@mj, 5 = 1,n. Theo tinh chat 5.3.3 ta ¢6

thé viét dinh thirc thanh tong cécnéi:nlh thirc tuong tng:

ai; a2 ... Qaip

a;1 ;2 «.. Q| =

a/n]_ a/nz e o 0 ann
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aii a2 cee  Qin aii a2 ... Qip
= a;1 a;2 o o Qin + ...+ a;1 a;2 o o A;n
kl.all kl.a12 oo klaln k,;.ail ki.aiz oo kiain
aij; a2 ... aQin aijp; ai2 ... aQip

:kl a;1 a;2 «.. Qip —I—.—I—kiz a;1 a2 «.. Qip| -

Vi s6 hang thr nhat trong tong 1a dinh thirc ¢6 dong 1 va dong n giéng nhau, ..., s6
hang thtr ¢ trong tong 1a dinh thirc c6 dong ¢ va dong n giong nhau nén theo tinh
chat 5.4.1 vira chirng minh & trén tat ca cac s6 hang trong tong trén déu bang 0. Vay
D = 0. O

Tinh chat 5.4.3
Néu dinh thirc ¢6 mét dong bang khéng thi dinh thire bang khéng.
Chirng minh: Ap dung tinh chit 5.3.2 véi k = 0 ta ¢6 diéu phai ching minh. O

Tinh chat 5.4.4

Néu nhén cdc phan tie ciia mét dong véi ciing mét phan tir ciia K réi ¢éng vdo cdc
phan tir twong g ciia mot dong khdc thi ta dwoc mét dinh thire bang dinh thire da
cho. Tuc la:

apx aiz2 ... Qip aii ai2 A1n
az1 a2 ... Q2p a1 az2 QA2n
R I aa e am |
i ag e ap|  |aj+ kan aj+ kaat ... aj+ kam
Gnt Gz eer G s G am
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Chirng minh: Ki hiéu vé trai 1a Dy, vé phai 13 D,. Ap dung tinh chét co ban 5.3.2
va 5.3.3 ta co:

ajx ai2 ... Qip apx aiz2 ... Qip
az; azz2 ... Qaz2p az; QA2 ... QA2
Dz — a;; Qa;2 QAin + k a;1 Qa;2 QAin
a1 Qaj;2 Qjn a;1 Qa2 Qin
an1 Ap2 ... QApp Ani1 Ap2 ... Anp
Lai &p dyng tinh chat 5.4.1 ta c6: Dy = Dy + 0 = D;. O

Chuy:
e Theo tinh chét 5.3.4 cta dinh thuc ta c6 det A = det At. Vi vay tat ca céc
tinh chat cua dinh thitc trén van con diing néu thay tir "dong" bang tir "cot".

Ta nhan thiy ring trong coéng thtrc tinh dinh thirc cip n c¢6 n! sb hang trong tong
turong Gmg voi n! phép thé. Nhu vdy, viée tinh dinh thirc cap 4 tré 1én bang cach sir
dung truc tiép dinh nghia gip rat nhiéu kho khin. Ta sé& sir dung céc tinh chét cia
dinh thtrc & phan trén dé xay dung cac phwong phéap tinh dinh thirc don gian va thuan
tién hon.

5.5 Tinh dinh thirc bang cach dwa vé dang tam giac

Ta goi cac phép bién d6i sau 1a cac phép bién ddi so cip trén cac dong hay cot cua
dinh thirc:

1. D6i chd hai dong hay hai cot cta dinh thirc.

2. Nhan mot dong (hay mdt cot) cua dinh thic v mat ph?m tur t cua truong K roi
cong vao mot dong (hay mot cot) khac.

Céac phép bién d6i loai thir nhat lam thay do6i ddu cua dinh thirc theo 5.3.1, con céac
phép bién ddi loai thir hai giit nguyén dinh thirc theo 5.3.2.

T mot dinh thie cho trude, ta ludn cé thé st dung mot $6 phép bién d6i so cép dé
dua vé dang tam gidc, tir 46 dé dang tinh duoc.

Vi du:

1. Tinh dinh thirc :
1 —1 3
D=|-2 5 T7|.
-1 7 2
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Nhan dong thu nhat véi 2 roi cong vao dong 2, ta dugc:

1 -1 3
D=0 3 13|.
-1 7 2

Lay dong 1 cong voi dong tht 3 ta c6:

1 -1 3
D=0 3 13|.
0O 6 5

Nhén dong 2 v&i —2 rdi cong v6i dong 3 ta co:

1 -1 3
D=0 3 13 |=1.3.(—21) = —63.
0O 0 -—-21
2. Tinh dinh thirc :
3 1 2 4
0O 0 -1 6
D= 2 1 3 1|°

2 -2 3 1

Do6i chd cot thir nhat va cot thit hai cho nhau ta dugc:

1 3 2 4
0 0 —1 6
D__1231'
-2 2 3 1

Nhan dong tht nhat véi —1 r6i cong vao dong thir 3, nhan dong thir
nhat véi 2 roi cong vao dong thir 4:

1 3 2 4
0 0 —1 6
D__0—1 1 -3/
0 8 7 9

Poi dong thir hai va ba cho nhau ta co:

1 3 2 4
O -1 1 -3
D= 0 0 —1 6]

O 8 7 9
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Nhan dong thtr 2 voi 8 cong vao dong thtr 4 va dua thira sé 15 ra

ngoai:
1 3 2 4 1 3 2 4
o -1 1 -3 0O -1 1 -3
D= 0 0 -1 6 | 15 0O 0 -1 6
0O 0 15 —15 O 0 1 -1

Lay dong 3 cong vao dong 4,

1 3 2 4
0 -1 1 -3

D=15, o | ¢ |=151.(=1).(=1).5 =75.
0 0 0 5

5.6 Khai trién dinh thirc theo mot dong hoic cot

Dinh nghia 5.6.1

Cho dinh thirc D cap m. Néu chon k dong va k cét ciia dinh thire (1 < k < n) thi
dinh thite M ciia ma trdn vudng cdp k gom cdc phan tir nam & giao cia k dong va
k cot nay duoc goi la mot dinh thirc con cdp k ciia D. Dinh thire M ciia ma trdn
thu dwoc sau khi xoa di k dong va k cot nay duoc goi la dinh thirc con bu cua dinh
thirc con M. Néu da chon cdc dong thir 11,12, ..., va cdc COt thit J14 2y« « « 3 Jk
thi biéu thirc

(_1)il+iz+u-+ik+j1+---+jkM'

dwoc goi la phc”in bu dai 56 cua dinh thirc con M.

Vi du:
Cho dinh thirc cap 5
3 012 -1
2 100 2
D=|—-1304 0
0O 512 1
—2001 O

e Néu chon dong thur hai va cot thir nhét thi ta c6 dinh thirc con cép mot:
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M = 2. Dinh thirc con bu cua M la:

012 —1
/ 304 O
M = 51 2 1
001 O
Phan bu dai s6 caa M 1a (—1)'*2M’ = —M'. Tong quat ta c6 thé

coi moi phﬁn tr a;; cua mot dinh thie la mot dinh thirc con cép mot
cua dinh thuc do.

e Néu chon dong 1 va 2, cot 2 va 3, ta ¢6 dinh thirc con cép hai la:

ey
Phan bu dai sd ctia M 1a:
-1 40
M/:(_1)1+2+2+3 0 2 1
—-210
Pinh ly 5.6.2

Cho dinh thitc D cdp n, ki hiéu A;; la phan bu dai so ciia phan tir a;;. Khi do:
1. Véiméiicodinh, 1 <i<mn
D = a;; A + aippAip + ... + @i Aip,
Céng thire khai trién dinh thirc theo dong &
2. Véiméij codinh,1 < j<mn
D = a1;A1; + azjAz; + ... 4+ anjAn;.
Céng thirc khai trién dinh thirc theo cét j

Nhan xét: Dinh 1y trén cho phép ta tinh dinh thitc cap n thong qua viéc tinh mot s6
dinh thic cdp n — 1. Do ta di biét cach tinh dinh thirc cip hai va ba, nén ta c6 thé
tinh dugc dinh thic cap bat ki.

Vi du:

Tinh dinh thirc sau:

0O 3 —1 2
-4 0 2 5
D= O 1 3 -2
0 0 4 6
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Ta nhan thay cot th nhit c6 nhiéu phan tir khong nén khai trién theo cot
thir nhat s& c6 nhiéu thuan lgi. Cu thé:

.D — O.All + (—4).A21 —I— 0.A31 + 0.A41

3 -1 2
= (—4)(-1)*']1 3 -2
0 4 6

— 4(54 + 8 + 24 + 6) = 4.92 = 368.

Nhén xét: Trong cong thirc ¢6 n sd hang trong tong. Vay khi khai trién ta s& chon
dong hodc cot c6 nhidu phan tir khong thi viée tinh toan s& duoc rat gon. Néu nhu
trong dinh thtrc ¢6 sin cac dong hoic cot nhu vy thi ta khai trién luén. Néu trong
dinh thirc chua c6, ta c¢6 thé dung tinh chat cua dinh thic dé bién d6i dua vé truong
hop trén.

Vi du:

Tinh dinh thirc sau:

-1 4 2 5
1 —4 3 6
D= 1 2 =50
3 0 4 1

Loi giai: LAy dong thi nhat cong vao dong thir hai va ba, nhan dong thir
nhat véi 3 161 cdng vao dong thur tu ta co:

-1 4 2 5
0 0 5 11
D=1y 6 —3 5
0 12 10 16

0 5 11

= (-1.(-1)'"*. |6 -3 5

12 10 16

= —(300 4 660 + 396 — 480) = —876.

Hodc ta c6 thé tinh
0O 5 11 0 5 11

6 —3 5|=16 —3 5|=6.(—1)"2%
12 10 16| |0 16 6

5 11
16 6

| = —876.
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5.7 Dinh ly Laplace

Trong muc ndy, ta phat biéu dinh 1y cho phép khai trién mot dinh thirc theo nhiéu
dong va nhiéu cot cung mot lac.

Dinh ly 5.7.1 (Dinh ly Laplace)

Gid s trong dinh thite D cdp n di chon k dong (cét) co dinh (1 < k < n) va
My, Ms, .., M, (r = C’fl’) la tat ca cdc dinh thire con cd’p k c6 thé thiét lap dwoc
tir k dong (cét) nay. A; la phdn bii dai s6 cia M;, i = 1, r. Khi do:

D — MlAl —|—M2A2 —I— e e —|—MTAT.

Vi du:
Tinh dinh thirc :
3 -1 5 2
6 0 3 O
D= 1 0 -2 0
4 7 0 =5

Ta chon ¢ dinh cot 2 va cot 4. Tir hai cot ndy ta thiét 1ap dugc C? = 6
dinh thirc cap hai nhung chi c6 duy nhat 1 dinh thirc con khac khong. Do

la:
—1 2
e[ Y=
Goi A la phén bu dai s6 cua M, ta co:
_ 1444244 |6 3 | _ _
A=(-1) ‘1 _o = (—1)(—15) = 15.

Vay D = —9.15 = —135.

Ngoai cac dinh 1y va phuong phap trén ta ciing co thé dung céc tinh chat cua dinh
thire d¢ tinh dinh thic.

BAI TAP V

V.1. Tinh dau ctia cac phép thé sau:

11234
"\2 14 3)°

) 123456
"\245 36 1)
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V.2.

(1 2. n n+1 n+2 ...
1Cho"_(24 . 2n 1 3
phép thé chan.

1 2 oo n
2.Ch07'—<n n— 1 1
V.3.

, : (123456
1. Chophepthea—(6 5194 3
ma khong can tinh IV (o).
R

a; asz . QAp

( 1 2
o =
a, Qap-1

V.4. Tinh cac dinh thirc sau:
3 5 -8
1. 4 12 -1},
2 5 —3
14 -5
3.101 3|,
7 0 —6
V.5. Dung dinh nghia dé tinh c4c dinh thuc sau:
2 -3 1 4 O
0O 3 —1 5 16
1.0 0 —4 10 8
O 0 0 -7 5
O 0 0o 0 4
102 a
3 20b6 0
13 ¢ 4 5|’
d 00O

2n

. 2n—1

= W= o

o= ORQ

) . Tim n dé 7 1a phép thé 1é.

4 5

w

= O =
O k= = N

o N O W
SN O O
U W N O,

24

).Timndéalé

) . Tinh o1%° va tir d6 suy ra dau cua o

) c¢6 k nghich thé. Hay tinh ddu cua phép thé sau:

—6 1 7

o = O O
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Bing cach khai trién theo dong hodc cot hdy tinh dinh thic ctia cic ma tran

V.6.

sau.:

0O 02 0 O

0 15 -10
2 37 3 1
1 04 -2 0

-1 20 —1 2

2.

o O .
- <f -
— - o OO
—~ ;o S -~ 3O u
- N < - O 8 O
e TR e T I | S v - -
<f ©
= - - ) -
o o V) M - NN M
e ) o M < -
) v e ] NN JF -~
M v v - ] - N N <
o Yo

Tinh dinh thtc sau bang cach dwa vé dang tam giac:

V.7.

9

™
» = B
o~ —
_7_4 MmMm MmN g
- m M Nn 3 M
o o < o ©
© & o 521_ eI I < I I
N I Mm M ™m
m T o - o
_ _ SH H MmN
N < o
5 -~
Yoo}
- =8 d - N ™ <o
M~ AN
- < © Lo B B IR S R N
— — ©
_51 - N M M M
~
N MmO —H NN NN
= —~ N <t o0 N S —
— o 0



5.7. Dinh ly Laplace

63

1 ay
1 a4+ b
7. 1 aq
1 aj
x+1 2
1 x+ 2
9. 1 2
1 2
1 2

as aq,
as an,
as + b, an ’ 8
a2 an"‘bn
3 4 5!
3 4 5]
r+3 4 5 |, 10.
3 xr+4 5!
3 4 x+5

1 2 3
-1 0 3
-1 -2 0
-1 -2 -3

0 —Qa2 a2
0 e
1 1 1

V.8. Tinh dinh thic sau bang cach ap dung dinh 1y Laplace:

3 -1 2 1 1 1200
0O 2 0 3 2 3400
1.0 0 2 —1 0], 2.0 0 21
1 0 3 5 O 0561
0O 0 2 3 0 0 00O
V.9. Dung cong thic truy hdi dé tinh cac dinh thtrc sau:
1+ x? x 0 0
x 1+ 2 x 0
1. D, = 0 €T 1+ 22 0 ,
0 0 0 x 14 x?
coso 1 0 0
1 2cosa 1 0
2.D,=| 0 1 2cosa ... 0
0 0 0 . 2coso
V.10.
ai; as as
1. Chom = |b;y by bs|. Tinh cac dinh thic sau:
Ci1 C2 C3
Ci1 C2 Cs3 a; b
a. bl bz b3 ) b. as b2 Col .

a; az as

az bz c3

© O ot O O

n
n
n,
0
0
0
—a, a,
1
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2. Chirng minh rang:
b+c¢c c¢c+a a-+b a b c

bi+c1 c1+ar ar+bi|=2|a1 by .

by +c2 ca+az az+ by az by c3

V.11. Giai cac phuong trinh sau:

1—=x 2
L g2 1—{—2:1:_0'
1 = 2 x3
1 2 4 8
2. 13 9 27_0'
1 4 16 64
2+ 1 2 2 2
2
N 2 2 +1 22 2 _o.
2 2 x2 4+ 1 2
2 2 2 2+ 1



Bai 6
Ma tran

6.1 Cac phép toan ma tran

Dinh nghia 6.1.1
Cho hai ma trgn A = (@ij)mxns B = (bij)mxn cing c6 m X n. Tong ciia hai
ma trgn A va B la mot ma tran dwoc ky hiéu la A + B va duoc xdc dinh nhu sau:

A 4 B = (¢ij)mxn, 0d6 cij = a;j + byj.

Vidu: Cho hai ma tran

6 1 —1 2 3 1 —1 2
A=|(23 0 1|,B=|131 4 2
50 2 2 2 2 3 22
Téng cta hai ma trin nay 13
9 2 -2 4
A4+B=\|3 34 4 3
7T 2 5 24

Dinh nghia 6.1.2
Cho ma trgn A = (Qij)mxn cO0m X n,vak € K. Tich cua k va ma tran A la
ma tran co'm X n ky hiéu kA xac dinh boi

kA = (bij)mxna o do bij = kaij.

Vidu: Cho
3 1 —1 2
1 31 4 2
A= -1 4 5 3
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Khi do
6 2 -2 4
2 62 8 4
24 = —2 8 10 6

4 4 6 44

Dinh nghia 6.1.3
Cho hai ma trdn A = (@ij)mxps B = (bij)pxn. Tich AB cia A va B la ma trdn
C = (Cij)mxn, 0 do cac phan tir cij dwoc xdc dinh nhw sau:

p
Cij = ailblj + Cl,igb2j + ...+ a,ipbpj = E aikbkj.
k=1

Vi du:
6 1 —1 2 i ;’;1 19 7 —1
23 0 1 oo 3 |= 10 11 12
50 2 2 10 o 21 9 5

6.2 Tinh chat ciia cac phép toan ma trin

Ky hiéu tap cac ma trdn ¢d m X m v&i cac phan tir thudc truong K 1a M at(m X
n,K).

. A+ B =B+ A,YA, B € Mat(m x n,K).
(A+B)+C=A+(B+C),VA,B,C € Mat(m X n,K).
30 € Mat(m X n,K)théamin A4+ O = A,VA € Mat(m X n,K).

> » N

VA € Mat(m X n,K) ton tai ma trin —A € Mat(m X n,K) sao cho
A+ (—A)=0.

5.k(A+B)=kA+ kB,VA,B € Mat(m x n,K),Vk € K.
(k+1)A=KkA+I1A,VA € Mat(m X n,K),Vk,l € K.
k(lA) = (kl)A,VA € Mat(m x n,K),Vk,l € K.

® NS

1A = A, VA € Mat(m X n,K),5d611adonvicuakK.

(Tam tinh chat trén cho thdy M at(m X n,K) cung vdi phép cong hai ma tran
va phép nhan mot phan tir cia K vi mot ma tran tao thanh mot khong gian véc
to trén truong K .)
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9.

10.

11.

12.

(AB)C = A(BC), v6i moi ma tran A, B, C sao cho cac phép toan ¢ hai
vé xédc dinh.

(A+ B)C = AC+ BCvaC(A+ B) = CA + CB, v6i moi ma tran
A, B, C sao cho cac phép toan & hai vé xac dinh.

k(AB) = (kA)B = A(kB), Vk € K, voi moi ma trdn A, B sao cho
A.B xac dinh.

Véin > 1, ky hiéu I, = (@i;j)nxn 1 ma trdn vudng cap n, & d6
0 néui#j,
a;; = L. .
1 néuz=7.

Véi moi ma tran A, B, néu A.I, xac dinh thi A.I,, = A, néu I,,.B xac dinh
thi I,,.B = B. (I,, dugc goi 1a ma tran don vi cép n)

Chu y: Phép nhan ma tran khong c6 tinh giao hoan.

6.3 Pinh thirc ciia tich hai ma tran vudéng cung cip

Pinh Iy 6.3.1
Cho A, B la hai ma trdn vuéng cap m, khi dé ta c6 det(AB) = det(A). det(B).

Ching minh: Gia st A = (a;;), B = (b;;). Ta xét dinh thtic cap 2n sau:

0 0 N 0 aijp; a2 ... aip

0 0 o o 0 az1 A22 ... Q2p

D— 0 o ... 0 anp1 Qp2 ... Qpp
bi1 b2 by, -1 0 0
b21 bzz bzn 0 —1 0

bpi bpz ... by, 0 0 ... —1

Khai trién Laplace dinh thirc trén theo n dong dau ta duoc:

D= (_1)n+1+n+2+...+2n+1+2+...+n|A|.|B| _ (_1)n2|A|.|B|.
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Nhan 1an luot cac dong thitn + 1, n + 2...., 2n tuong ung vdi a;1, a;2,
ro1 cong vao dong thur 2 ta duoc:

Ci1 C12 . Cin -1 0 N 0
Ca21 C22 ... Con 0 -1 ... 0
D= Cn1 Cn2 Cnn 0 0 —1
b1 bi2 b, -1 0 0
ba1 b2 b2y, 0 -1 0
bnl bn2 bnn 0 0 —1

trong do
n
Cil. — E aijbjk.
j=1

bat C la ma trn (¢;;) taco C = AB.
Khai trién Laplace dinh thitc D theo n dong dau ta dugc:

-1 0 ... O
D :(_1)2(1+2+...+n)|c| O —1 ... 0
0 o ... —1

:(_1)n(n+1).|c|.(_1)n _ (_1)n2|C|

Vay
|C| = [A].| B

hay
|AB| = |A|.|B|.

6.4 Nghich ddo cia ma tran vuong

Dinh nghia 6.4.1

IR 4 779

Cho A la mot ma trdan vuong cdp n. Ma trdn vuong B ccfp n duoc goi la ma trdn

nghich ddo ciia A néu AB = BA = I,.
Néu A cé ma trin nghich dao thi A duoc goi la ma tran kha nghich.

Pinh Iy 6.4.2
Diéu kién cdn va dii dé ma trdn vuéng A c6 nghich ddo la det(A) # 0.
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Chirng minh:

(=) Gid st matran vuéng A capn khanghichticlatontai Bdé AB = BA = I,,.
Theo dinh 1y 6.3.1 tac6 1 = det(I,) = det(AB) = det(A).det(B). Do d6
det(A) # 0.

(<) Gia su det(A) # 0 ta s€ chiing minh ma tran B xac dinh theo cong thurc sau
la nghich dao cua A.

All A21 o o o An]_

1 A Ay ... A,
B 12 Az n2
det(A)

Aln A2n s Ann

(trong do A;; la phan bu dai s6 ciia phan tir a;j).

1
That vay, gia st A.B = (Cij)nxn. Khidod ¢;; = dot(A) .c;j, g do
e

C;j = ailAjl + aizAjz + ...+ ainAjn (1 S 'ivj S ’I’L)

Ta c6 c, la khai trién theo dong ¢ dinh thirc ctia ma tran A, do do c, = det(A).
c; j v6i 4 # 7 1a khai trién theo dong 5 cua dinh thirc nhan dugc tir dinh thirc cia ma
tran A khi thay hang j béi hang 4. Dinh thirc nay bang khong do c6 hai dong giong
nhau. Do d6 c;j = 0,Vi # j. Tom lai ta co

g 0 néu ¢ # j,
" det(A) néui = j.

Suy ra

{0 néu i # j,

Cij = L. .

1 néuz=7.

Diéu d6 chung t6 AB = I,,. Tuong tu ta chitng minh dugc BA = I,,.

Vay B la ma tran nghich ddo ctia A. O

Vidu: Cho ma tran

S

I
SO R
- N
N - W
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det(A) = 1.3.2 4+ 2.1.3 + 3.2.1 — 3.3.3 — 1.1.1 — 2.2.2 = —18 # 0. Do
d6 ma tran A kha nghich. Ta co:

31 2 1
An = DT L1=5 A = A= (DT 2‘ =-b
2 3
A13 = —1)1+3 3 1| :—77
2 3 13
An = (D] Sl=-1, An = (-1)*7|] 2' = -7,
1 2
— (_1)2+3 —
A = (-1)*|, 1| =5,
2 3 13
A31 = (_1)3+1 3 1 :_7’ A32 = (_1)3+2 2 1‘ :5’
1 2
— (_1)3+3 - _1.
Ass = (—1) 5 3 1
Ma tran nghich dao cua A Ia
4[5 -1 -7 —5/18 1/18 7/18
A'l'=_—_|-1 -7 5 |=|1/18 7/18 —5/18
B \_7 5 1 7/18 —5/18 1/18

Ta c6 mot phuong phép khac dé tim ma tran nghich dao ctia mot ma tran vudng kha
nghich A, d6 1a phuong phap Gauss-Jordan. Phwong phap ndy gdm cac budc nhu
sau:

e Viét ma tran don vi I bén phai ma tran A.

e Dung cac phép bién doi so cap trén cac dong dé€ dua ma tran A vé ma tran don
vi I, dong thoi cling dung cac phép bién doi do vo1 ma tran phia bén phai.

e Khi ma trin A duoc bién ddi thanh ma tran don vi I thi ma tran I cling duoc
bién d6i thanh ma trdn nghich dao A~ cta A.

Vi du:

Tim ma tran nghich ddo cua ma tran

311
A=1|1 31
113
Viét ma tran don vi vao bén phai ctia A:
311|100
131010
113|001
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Cong dong 3 va dong 2 vao dong 1:

555|111
131,010
113001
1
Nhan dong 1 véi g:
111|1/5 1/5 1/5
131 0 1 0
113 0 0 1

Nhén dong 1 voi —1 rdi cong vao dong 2 va dong 3:
1/5 1/5 1/5

111
020| —-1/5 4/5 —1/5
002|—-1/5 —1/5 4/5

1 1
Nhan dong 2 véi 2’ dong 3 voi 5:

111 1/5 1/5 1/5
010| —1/10 2/5 —1/10
001| —1/10 —1/10  2/5

Nhan dong 2 véi —1, dong 3 véi —1 rdi cong vio dong 1:

100 2/5 —1/10 —1/10
010 —1/10 2/5 —1/10
001| —1/10 —1/10  2/5

Vay ta da tim dugc ma tran nghich ddo ciia ma tran A Ia

2/5 —1/10 —1/10
Al=|-1/10 2/5 —-1/10
—1/10 —1/10 2/5

6.5 Mot irng dung vui: ma hoa

Muc nay néu mot ing dung ciia phép nhan ma trdn vao viéc ma héa. Cho A = (a;;)s3
la mdt ma trdn vuong cap 3 vdi hé so thudc truong Z o9 va det(A) # 0 (trong Z 29).
Chia céc chit cai cua tir can ma hoa thanh cac nhém 3 chit cai. Néu nhom cudi cung
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chi c6 1 chit cai thi ta thém 2 ddu + va —, néu nhom cudi cung chi c6 2 chir cai thi
ta thém dau *. Sau d6 thay cac ky tu nay boi cac so tr 0 — 28 theo twong ing sau:

ABCDUEVFGHTIJKULMNOUZPOAQQRST
01 2 3 4 5 6 7 89 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19

uv w XY Z 4+ — =«
20 21 22 23 24 25 26 27 28

Mobi nhém 3 ky tu dugc chuyén thanh mét nhom 3 s6 trong Z 29, dugc xem nhu mat
ma trdn ¢& 1 X 3. Chang han ta ¢6 ma tran (x; @2 x3). Nhan voi A ta dugc ma tran

(122 23)A = (Y1 Y2 Y3)-
Chuyén cic nhom sé nay thanh nhitng nhém ky ty theo tuong (mg néu trén va sap

xép theo dung thi tu cac nhém ban dau ta dugc ma hoa ciia tir dd cho bdi ma trin A.
Vidu: Ma hoa tir "Student" bdi ma tran

1 -1 3
A=1|5 1 2
1 4 -1

Ta c6 det(A) = 41 mod 29 = 12 # 0.
Nhom tur trén thanh 3 nhom (S T U) (D E N) (T +-).
(S T U)— (18 19 20) —

1 -1 3
(18 19 20)(5 1 2 | =(133mod 29 81 mod 29 72 mod 29)
1 4 -1

— (17 23 14)— (R X O).
(D E N)— (3 4 13) —

1 -1 3
(3 4 13)[5 1 2 | =(36mod29 53 mod29 4 mod 29)
1 4 -1

=(7 24 49— (H Y E).
(T + -)— (19 26 27)—
1 -1 3

(19 26 27)[5 1 2 | = (176 mod 29 115 mod 29 82 mod 29)
1 4 -1
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=(2 28 24) — (C =* Y).
Vay "STUDENT" dugc ma hoa thanh "RXOHYEC*Y".

Qua trinh gidi ma dugc thuc hién tuong ty nhu qua trinh ma hoa nhung thay ma
trin A bdi ma trin A1,
Vidu: Giai ma tir da dugc ma hoa boi ma tran A thanh "L X C-F L".
Trudc tién ta tim ma trin A~! (trong Z a9).
Taco det(A) = 12 nén (det(A))~! = 1271 = 17.

1 2 o 2
Ap = (1) 4 _1|=—9, A = (=1)'*? 1 _1‘ =17,
51
_ (_1\1+3 _
Ay = (-3 4‘ 19,
-1 3 1 3
1 —1
_ (_1)2+3 - _
Asxs = (—1) 1 4 5,
-1 3 1 3
Az = (—1)*1 1 o= 7% Am = (—1)* 5 2| =13,
1 —1
= — 3+3 = 0.
Ass (—1) 5 1 6
Ma tran nghich dao cua A Ia
-9 11 -5
A7l = (det(A)'| 7 —4 13
19 —5 6
-9 11 -5 —8 13 2
=171 7 —4 13| = 3 -—-10 —-11
19 -5 6 4 2 15

Ta nhém "LXC-FL" thanh hai nhom (L X C) va (- F L).

(L X C)— (11 23 2)

—8 13 2
— (11 23 2)( 3 —10 —11
4 2 15

=(—11mod 29 —83mod29 — 201 mod 29)
=(18 4 2)— (S E ().
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(— F L)— (27 5 11)

—8 13 2
— (27 5 11) 3 —10 —11
4 2 15

= (—157 mod 29 323 mod 29 164 mod 29)
=(17 4 19 - (R E T).

Vay tir can tim 1a "SECRET".

6.6 Hang cia m{t ma tran

Dinh nghia 6.6.1
Chomatrdan Acom X n

ail a2 ... QaQip
A _ asy as2 ... QA2pn
aml aimz e o o amn

Coi moi dong ciia ma tran A nhu mét véc to trong khong gian K ™:

a1 = (11, Q125 - -+ 5 Q1n)
oz = (a1, a2, .., 02,)
Oy — (a'mla A2y« ooy amn)
Hang cua hé véc to dong oy . . .« Oty 201 la hang dong cua ma tragn A.

Coi moi cot ciia ma tran A nhuw mét véc to trong khéng gian K™:

B = (011, A219 ey a'ml)
B2 = (012, A229 ¢« oy a'mZ)

Hang cua hé véc to cot By, . . . s Bm g0i la hang cot cua ma tran A.

Ta cong nhan dinh ly sau:

Pinh ly 6.6.2

Hang dong ciia ma trdn A bang hang cét ciia A va bang cdp cao nhdt ciia cac dinh
thire con khac khong cua no.
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Dinh nghia 6.6.3
Hang ciia ma trdn A la hang dong ciia ma trdn A (va ciing bang hang cét ciia ma
trgn A). Ky hiéu hang cia ma trgn A la rank(A) hodc r(A).

Tim hang ciia mdt ma tran bang cach dwa vé dang hinh thang:

Cac phép bién d6i so cip sau khong lam thay d6i hang ctia ma tran

- Pbi chd 2 dong (hoac hai c¢gt) cua ma tran.

- Nhan 1 dong (hay cot) véi mot phan tir ¢ # 0 cua trudng K .

- Nhan 1 dong (hay 1 cot) voi t € K 1di cong vao mot dong (hay mot cot ) khac.
Tir mot ma tran cho trude ludn cé thé st dung mot sé phép bién dbi so cap dé
dua vé mot ma tran c¢6 dang hinh thang, tirc 1a mot ma trin A = (@ij)mxn €O
tinh chat: 3r < min(m,n) d&é a;; = 0, Vi, j théamin i < j hay i > r va

a110a22oooalrr¢0.
/all * cee eee see e *\

0 A22 eee¢ oo ooe oo *
A= 0 0 ... an, * ... *
0 o ... 0 ... ... O

\0 0 ... 0 ...... 0)
RO rang hang cua ma tran hinh thang nay 1a ».

Vidu: Tim hang cia ma tran

1 2 -1 3 1 2 -1 3
A=1|(21 0 1| — —- 10 -1 3 —4
23 1 2 0 -3 2 =5

2 -1 3
-1 3 —4
o -7 7

2 -1 3
-3 2 =5
-1 3 -4
B

C O = OO -

Cac budc bién doi:

e nhan dong 1 véi (—2) rdi cong vao dong 2; nhan dong 1 véi (—2) rdi cong
vao dong 3,
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e d6i vi tri dong 2 va dong 3,
e nhan dong 2 voi (—3) rdi cong vao dong 3.

Ma tran B c6 dang hinh thang va c6 hang 1a 3. Tuw d6 r(A) = 3.

6.7 Ma tran ciia anh xa tuyén tinh

Dinh nghia 6.7.1

Cho V va V' la hai K khéng gian véc to hitu han chiéu, €1, . . . , ep, (1) la mot co
socuaV, €1y bn (2) la mét co sé ciia V' va f la mét anh xa tuyén tinh tir V
dén V', Gia sir cac f(e;) (4 = 1,2, ...,n) biéu thi tuyén tinh qua co sé (2) nhu
sau:

fler) = ann&a + ...+ amibm,
f(e2) = a12.é1 + ... + am2.&ms

f(gn) = a1n°£1 + ...+ amn*ém-

Khi do ma tran
aiy a2 ... QQip
A — az; Qa2 ... Qaz2p

aml am2 o o o a/mn

dwoc goi la ma trgn cia dnh xa tuyén tinh f doi véi 2 co s6 (1) va (2). Ky hiéu
_ as®2

A=M ) f. o ,

KhiV = V'va (1) trang vdi (2), ta goi A la ma trgn cua phép bién doi tuyén tinh

f doi voi co so (1).
Vi du:

1. Cho khong gian véc to V', ¢o s6 chiéu 1a . Ma tran cua anh xa tuyén tinh d@)ng nhét
1dy d6i v6i mot co so bat ky 1a ma tran cap 7

1 O 0
I, — 0 1 0
0O O 1

2. Trong R 3 va R 4 xét cac co so chinh tic:
€1 = (1, 0, 0), €9 = (O, ]_, 0), €3 = (O, O, 1) (1) va
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51 — (]-7 0,0, 0)9 52 — (07 1,0, 0)7 53 — (09 0,1, 0)7 €4 — (07 0,0, ]-) (2).
Anh xa tuyén tinh g : R3 — R4 xac dinh boi:
g(x1, 2, x3) = (1 + 322, 221 — 22 + 3, T2 + 43, T1 + 222 + 3T3).
Khi do:

g(e1) = (1,2,0,1) = & + 2§ + &4,

9(52) = (3a —2,1, 2) = 3&1 — 2&2 + &3 + 2&4,

9(53) - (Oa 1,4, 3) = &> + 4€3 + 3&4.

Vay ma tran cua anh xa tuyén tinh g d6i vdi 2 co sd da néu la

1 3 0
2 =21
0O 1 4
1 2 3

Ménh dé 6.7.2

Cho V va V' la hai K khéng gian véc to hitu han chiéu, €1,...,e, (1) va
£1,...,& (2) lan lwot la hai co sé ciia V va V'. Gidsit f : V. — V' la mét
danh xq tuyén tinh c6 ma tran doi véi hai co sé (1) va (2) la A = (@ij)mxn. Khi
do néu oo € V ¢6 toa do trong co 56 (1) la (21, Ty - .., xy) thi f(a) c6 toa do
trong co 5o (2) la (Y1, Y2y« + s Ym), 0 do

(7)1 I
V21 _ 4| 2
Ym T,

Chiung minh: 7a co

flo) = f(z Tig;) = sz’f(si)

=) () ai&) =) (D wiau)é
=1 7j=1 7j=1 =1
Suy ra

n n
= E LiAj; = E Q;;L;
=1

=1
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Dinh nghia 6.7.3
Gia sir (€) = {e15.-.5en}, (") = {e1/y...,en'} la hai co so cia khong gian
véc to'V va

®
e
|

= a11€1 + a21€2 + ... + Ap1€y
€2 = Q1281 t Q2282 + ...+ Qp2En
En = Q1p€1 + A2p€2 + ... + AppEnp.

Khi do ma tran
aij;p; a2 ... ain
T — az1 A22 ... a9y

Anp1 Ap2 «.. App
dieoc goi la ma trdn chuyén tir co sé (&) sang co sé (€').
Nhin xét: Ma tran chuyén tir co sé (&) sang co so (¢’) ctia V' chinh la ma tran ciia
anh xa tuyén tinh idy d6i voi 2 co s (¢’) va (g).
Vidu: Trong R 3 xét hai co s6:
(1) : e = (0,1,0), &3 = (2,0,0),e5 = (0,0, —1),

(2): €, = (2,1,1),&, = (1,2,1),¢, = (1,1,2).
Khi do:
el =e14+ex—e3

g = 2e1 + 582 — €3

63, =1+ 562 — 283.
Ma tran chuyén tir co s& (1) sang co s6 (2) la:
1 2 1
T=1|(1 1/2 1/2
-1 -1 -2

6.8 Tinh chit ciia ma tran ciia anh xa tuyén tinh

DPinh ly 6.8.1
Cho ba K-khéng gian véc to' Vi, Va, V. Gid sir (1), (2), (3) ldn lwot la nhitng co
so cua Vi1, Vo, V3. Cho hai anh xa tuyén tinh f : Vi — Vo, g : Vo — V3. Khido

M gf = MDg. M2y,
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H¢ qué 6.8.2
(i) Néu f : Vi — Vy dang cau va (1) la I co 56 ciia V4, (2) la 1 co 56 ciia Vs
thi:
1) oo 2) py—
(i) Cho f : Vi — V4 la mét dnh xa tuyén tinh, (1) va (1) la 2 co so cua V4,
(2) va (2") la 2 co s6 ciia Va, S la ma trdn chuyén tir co so (1) sang co s6
(1"), T la ma trdn chuyén tir co so (2) sang co so (2). Khi do:

2) 2/ —
MG f = S.MG) f.T7

BAI TAP VI
VI.1. Cho cac ma tran:
3 1 4 1 3 0
A=10 -3 =7 =2 C=16 -5
5 2 —1 5 1 4

Tinh:

a. A+B-C
b. 2A—-5B+C
c. A+2B—3C

VI.2. Cho cac ma tran:
4 3 -7 2 —1 5
A_<20 1> B_(43—3>
Tim ma trdn X sao cho:
a. A—2X =B

b. 3 B-—-X=A
VI.3. Cho dathirc f(x) = x? — 2z + 3 va ma tran:

1 2
= (50)
Tinh: f(A)

VI.4. Chang minh rang moi ma tran cap 2:

A= (2 )

déu théa man phuong trinh X2 — (a 4+ d)X + (ad — be)I =0
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VL.5. Tim ma tran nghich ddo ctia cac ma tran sau:

1 1 -1
A:C’l g) B=|[2 -1 2 C =
3 0 1
13 -5 7 011
01 2 -3 101
D= 00 2 1 B= 110
00 0 3 111
VI.6. Giai cac phuong trinh ma tran sau:
1 1 -1 1 -1 3
a. X |2 1 0 |]|=1|4 3 2
1 -1 1 1 -2 5
1111 2100
0111 1210
b. 0011 X = 0121
0001 0012

VL7. Cho A, B la hai ma trin vudng cap n
1. Cho det(A) = 2 hay tinh det(A3) va det(A?®).
2. Cho biét A kha nghich va det(A) = 5, tinh det(A™1).
3. Cho det(A) = 4 va B® = A, tinh det(B).
4. Cho det(A) = 6, tinh det(A2A*A).

VI.8. Dung ma tran

AN

I
=N
[
N =

hay ma hoa céc tur sau:
1. "HOUSEHOLD ".
2. "VIETNAM".
3. "QUESTION ".
4. "TIMESCALE ".
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VL.9. Céc tu dudi day da dugc ma hoa bdi ma tran A trong bai tap trén, hay giai
ma céc tu do.

1. "FZIWGP ".
2. "GMPHSC".
3. "YCINQIOQR".

VI.10. Tim hang ctua cac ma tran sau

1 —4 8 1 2 —-31 3
a. A=1|3 —2 4 b. B=|01 3 45
4 —6 12 02 3 18
113 Sio o1
c. C=12 —1 3 d. D=
3 1 3 2 1 —1 0
0O 2 2 4
VI.11. Tim hang cua cac ma tran sau
2 -1 3 —2 4 ;_31_53_41
a. A=14 —2 5 1 7 b. B =
2 -1 1 8 2 5 1 -1 7
7T 7 9 1
3 1 3 2 5 4 3 —=5 2 3
5 _3 92 3 4 8 6 —7 4 2
c. C = d. D=4 3 -8 2 7
1 -3 -5 0 -7
v _5 1 4 1 4 3 1 2 —5
8 6 —1 4 —6

VI.12. Tim x dé hang cia ma tran sau bang 2

2 1 3
A=11 -2

0
4 x 6

VI.13. Tim ma trin chuin tic twong ng v&i cac anh xa tuyén tinh sau:
. f:R2 >R f(z,y) =z +y.

2. f:R3* >R f(z,y,z) =2z — 3y + z.
3. f:R3* > R? f(x,y,2) = 2z —y,x +y — 2z2).
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4. f:R? - R3 f(z,y) = 2z +y,z — 2y,y).

5. f:R2 5 R4 f(z,y) = (—z — 2y, 32,0, —z + y).
6. f:R3 > R3 f(z,y) = 2z + z,x — 2,y).

7. f:R3 SR f(z,y,2) = — y.

8. f:R3 5 R3 f(z,y,2) = (0,y, —22).

9. f:R®* > R?® f(x,y,2) = (x,0,0).

10. f:R3 > R3 f(z,y,2) = (z, —x, 22).

1. f:R - R3 f(x) = (3z, —=x, 2x).

VL14.  Cho 4anh xa tuyén tinh f : R® — R 2 x4c dinh boi f(x1, z2, 23) =
(221, x2 — x3).

a. Chung minh rang f 1a anh xa tuyén tinh

b. Chimg minh ring hé véc to sau la co so cia R3: g = (1,1,1),e3 =
(0,1,2),e3 = (0,0,1).

c. Chimg minh rang a; = (1, 2), a3 = (1, 1) la mét co sé cua R 2.
d. Tim ma tran ciia anh xa f d6i v6i hai co so (&) ctia R3 va () ctia R 2.

VI.15. Cho V la khong gian véc to c6 dimV = 2. Goi €1,€2. 1a co sO
cia V. Cho f la phép bién doi tuyén tinh ciia V' c6 ma tran trong co sé (&) la

A= @, _21> Tinh f (), f(c), f(as) véi:

a. o1 = —381 -+ 582.
b. Oy = €1 — 382.
c. g = 201 — 30s.

VL16. Cho 4nh xa tuyén tinh f : R® — R3 xac dinh béi f(xy1, x2, x3) =
(x2 — 23, 2 + X1, 21)-

a. Tim ma trin cua anh xa tuyén tinh f dbi véi co so ey = (1,1,0),e5 =
(0,1,1),e5 = (1,0,1).

b. Tim 4nh xa tuyén tinh g biét rang ma tran biéu dién g trong co s& & ciu (a) 1a
12 0
01 —2
12 1
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VL.17.  Cho 4nh xa tuyén tinh f : R2 — R 2 x4c dinh boi f(z,y) = (z +
Yy, — — y). Tim mdt co s& trong R 2 sao cho f ¢6 ma trin biéu dién trong co s¢ d6

.._ (00
laA_<1 0)

VI.18. Cho anh xa tuyén tinh f : R® — R 3 thoa man

1 2 2 0 3 —2
1 —1 0 —2 1 1

Tim ma tran cta f dbi v6i co so chudn tic cua R 3.
VL19. Goi P la khong gian véc to gdm da thirc O va cac da thiic f(z) € R [x]
co6 bac khong vuot qua 3.

a. Chung minh rang hai hé véc to
o =1,00 = z,a3 = 2, 0y = 23;

/31 = 1’/82 = (a:—2),,83 - (28—2)2,,64: (zc—2)3

la hai co sé cua Ps.
b. Tim ma tran chuyén tir co s¢ thir nhat sang co sé thur hai.
c. Tim toa d0 cua véc to ¢ = =3 — 2 + 1 doi voi co so tha hai.

V1.20. Cho hai hé véc to:

(1) a1 = (0,1,0,2), ap = (1,1,0,1), a3 = (1,2,0,1),
ay = (_17 0, 2, 1);

(2) B1 = (1, 0, 2, _1)’ B2 = (Oa 3,0, 2)9 Bs = (O’ 1,3, 1),
B4 = (0,—1,0,1);

trong khong gian véc to R 4.

a. Ching minh (1) va (2) 1a hai co s¢ cua R 4.

b. Tim ma tran chuyén tir co s& (1) sang co s& (2).

c. Tim toa do ciia o = (2,0, 4, 0) ddi vdi co so (2).

d. Tim toa d0 cua a doi vdi co so (1).



Bai 7
Hé phwong trinh tuyén tinh

7.1 Khai niém

Dinh nghia 7.1.1

Cho K la mét trwong. Hé m phwong trinh n én @1, X2, ... T, dang:
(011331 + a2+ ... +axe, = by
< .a21$1 + a2 + ...+ A2, T, = .bz (7.1)
| @m1T1 + Gm2®2 + ++* + Cmn®n = by

trong do cac a;j,b; € K duoc goi la mot hé phwong trinh tuyén tinh .

Mot phan tie (c1yC2y ... yCn) € K™ goi la mot nghiém cia hé phwong trinh da cho
néu khi thay ; boi c; thi cac phwong trinh trong hé tré thanh nhitng dang thirc diing.
Hé (7.1) ¢6 thé viét gon dwdi dang:

n
Zaijwj = bi, 1= 1,m.
j=1
Cdc phan tir b; goi la cdc hé s6 tw do.
Ma tran
aii aij2 ... AQin

asy as2 ... QA2pn

am]_ am2 ° o 0 amn
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dwoc goi la ma trdn cdc hé sé ciia hé phwong trinh (7.1).
Ma tran
aj; ai2 ... Qaip bl
ag1 QA22 ... QA2p b2

Abs —

a/m]_ a/m2 e o o amn bm

diege goi 1 ma trgn bé sung ciia hé phwong trinh (7.1).

L1 bl
. T2 . b2 \ S . A
Dat X = ] va B = ) thi (7.1) co the viéet dwoi dang ma tran:
T b

AX =B

Néu coi céc vecto cot cua ma trgn Aps nhu nhitng vecto trong K™
a; = (@15, Qzjs -+ 5 Amj), § = 1,0

B - (b17 b29 tee bm)

thi hé (7.1) co thé viet duoi dang vecto nhuw sau:

101 + Loy + -+ - + xpo, = B.

7.2 Tiéu chuan c6 nghi¢ém

Pinh ly 7.2.1
Heé phuong trinh (7.1) co nghiém khi va chi khi rank A = rank Ay;.

Chirng minh:
(=>)Gia st hé (7.1) c6 nghiém 1a (¢q, c2, . . . , ) tic la:

ciay + ciag + -+ + i = G

Nhu vay, 3 1a mot to hop tuyén tinh cua hé vecto a1, g,y . . ., .

Suy ra L(ay, aig, e any B) = L, gy e ooy ay).

biéu do chung to raing rank A = rank Ay;.

(<) Gia sit rank A = rank A,,. Diéu d6 co6 nghia 1a hang cia hé
vecto oup, (g, ..., Oy, 3 bing hang ctia hé vecto oy, z,...,0,. Suy ra
dimL(ay, a2y ..., 0, 8) = dimL(ay, agz,...,ap)

Te d6 L(a,azy...,04,8) = L(aj,az,...,a,) va do d6 B €
L(ag, gy .« 5 ) hay t6n tai cac phan tir ¢1, €2, . . . , ¢, € K sao cho

ciog + coe + -+ - + e, = B

Vay h¢ (7.1) c6 nghiém. O
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7.3 He¢ Cramer

Dinh nghia 7.3.1
H¢ phuong trinh (7.1) duoc goi la hé Cramer néu ma tran hé sé A la mét ma trén
vuong kha nghich tirc la m = m va dinh thirc:

aij; a2 «.. QaQip

az; Qs ... a
detA=| 2+ "% o £o.
ap1 Ap2 ... Qpp

Pinh 1y 7.3.2 (Quy tic Cramer)

H¢ phuong trinh Cramer:
(apx; +apmet ...+ apEn, = by
< a1 r1 “+azx2+ ...+ apT, = b
| An1T1 +TAn2Ta+ -+ AppTn = b,

co nghiém duy nhat (x1, 2, . . . , Ty) dwoc xdc dinh nhw sau:

trong do D la dinh thirc cua ma tragn hé $6 va

a; ... aij—1 bl aij+1 .. Qin
azy ... Qa1 b2 azj+1 ... Q2n

D; =

a/n]_ e o 0 anj_l bn a/nj+1 ¢ o 0 a/nn

Chirng minh: Viét hé phuong trinh dudi dang ma train AX = B. Dodet A # 0
nén A c6 ma tran nghich dao A~'. Nhan A~ vao hai vé ctia phuong trinh trén ta
dugc X = A~!B. Nhu vay hé c6 nghiém duy nhat (X1, X2y .oy Ty).

Thay b; = a;121 + ajexe + ... + a;,x,b; ta dugc:

a; ... Q1j—1 Q@111+ 122 + ...+ 1Ty ... Q141 A1p

D. — azy ... Q2j_1 Q211 + Q222 + ...+ A2y, ... Q2511 Q2q

an1 .. Qpj—1 Ap1T1 + Ap22 + < + QppTy ... Anj+1 Qnn
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Do tinh chit cta dinh thire ta c¢6 thé viét

ajp ... Qi1 ... QAQip
_Dj:gjl 0,:21 SN 0,:21 o e (1,:2n+...
Apl ¢+ Ap1 .. App
ai; ... ai; ... Qin

az; ... Qa2; ... Qazp

taj| N

ail .. A1 .. QA1p

asy «.. A2 «.. a2pn
+ xy

anl e o e a/nn e o ann

Dinh thire tht § & vé phai bang D con cac dinh thire khac bang 0 cho nén D; =x;D.
Do do

D; 1,2
€Xr o — n
7 D’ .7 9 9 9
O
Vi du:
Giai h¢ phuong trinh:
x 4+ z = 2
—x + 2y + =z = 2
22 — vy + 2z = 3
Loi giai: Ta co:
1 0 1
D=|—1 2 1|=2#0
2 —1 2
Do d6 hé da cho 1a hé Cramer.

2 0 1 1 21
D=2 2 1|=2; Dy=|—1 2 1| = 2;
3 —1 2 2 3 2

1 0o 2
Dy3=|—1 2 2/ =2
2 —1 3
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Ap dung cong thirc nghiém cho hé Cramer ta c6:

r Dl/D :1,
Yy DZ/D =1,
z = D3/D =1.

Hé c6 nghiém duy nhét: (1,1,1).

7.4 Phwong phap Gauss

Céc phép bién d6i sau khong 1am thay doi tap nghiém ciia mot hé phuong trinh:
1. Doi chd hai phwong trinh cta hé cho nhau.
2. Nhén hai vé cia mot phuong trinh ctia hé véi mot phan tr k # 0 cia K .

3. Nhan hai vé€ cia mot phuong trinh ctia h¢ vd1 mot s6 k € K 161 cong vé voi vé
vao mot phuong trinh khac cua h¢.

T mot hé phuong trinh tuyén tinh bat ky cho trude bao gio ciing ¢ thé sir dung mot
s0 phép bién doi so cap dé dua dugc vé mot hé phuong trinh ma ma tran hé so cua
no c6 dang hinh thang.

(a’ll a:12 e e a:m\
0 a,, cen N Y
0O O .al. al.
0 0 0
\0 0 0... ... 0)
Ky hi¢u b’, bl, ..., b’ lacac h¢ so ty do clia hé phuong trinh méi. Néu 3i > r dé

b # 0 thi h¢ v6 nghiém. Néu b, = 0,Vi > r, tr r dong dau tién cta ma tran trén
ta luon dugc mot dinh con dang chéo cap » khac 0. Khong mat tinh tong quat ta gia
SU @)1, Ahoy - - - 5@ 7 0thih¢ (7.1) tuong duong voi hé sau:

/ / / _ /
aj;1 + a2 + ... + apx, = b
I4 / - /

ayTz + ... + a,x, = b

/ / — /

a. ., + ... + a, T, = Db,

D¢ giai hé nay ta chuyén ta chuyén cac s6 hang chira cac x; véi ¢ > r qua vé phai
(cac an nay duogc goi la cac an ty do ). Tur phuong trinh cudi, tinh dugc x,. (qua céc
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&9

an tu do). Thay x, vao phuong trinh thir  — 1 ta tinh dugc x,_1. Tiép tuc qua trinh

do ta tinh duoc x,_2, ..., T2, 1
Vi du:
Giai h¢ phuong trinh:
2131 -+ 5$2 —
4331 + 3332 —
2$1 + 3.’,132 —
1 + 8xry —
Loi giai:
2 5
4 3
Avs = | 9 5 _
1 8

Poi chd dong thir nhat cho dong thir tu:

1 8 -7
4 3 -9
2 3 =5
2 5 —8

8333 = 8
9:133 = 9
5333 = 7
7333 = 12
8 8
9 9
5 7
7| 12
12

9

7

8

Nhan dong tht ba voi —2 cong vao dong 1, nhan dong thi tu véi —1 1di
cong vao dong thir ba, nhan dong thir nhat vo1 —2 r61 cng vao dong thir

tu ta duoc:
1 8 —7
0o -3 1
o —2 3
0 —11 6

Nhan dong thtr ba voi —1 rdi cong vao dong thir tw, nhan dong thir hai véi

—2/3 10i cong vao dong thir ba:

1 8 —7
0 -3 1
0 0 7/3
0 -9 3

12
—5
7/3
—15

Nhan dong tht hai v6i —3 rdi cong vao dong thir tu, nhan dong thit ba véi
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3:
1 8 —7 12
0O -3 1| —5
O 0 7 7
O 0 O 0
Vay ta duoc h¢ sau:
r1 + 8582 — 76133 = 12
— 3122 + Irs3 = —5
7£U3 = 7

Tt phuong trinh cudi rat ra duge 3 = 1 thay 1én hai phuong trinh trén ta
c6 £ = 2, 3 = 3 (Phuong trinh cudi ludn dang).
Vay nghiém ctia hé 1a: (3, 2, 1) (Khong c6 an tu do).

7.5 Bién luan vé so nghiém

Cho hé phuong trinh tuyén tinh 7 an v6i ma tran hé s6 14 A va ma tran bo sung la
Abs

e Néu hang A # hang Ay thi hé vo nghiém.
e Giai st hang A = hang A, = 7, c6 hai truong hop: »r = nvar < n.

1. Truong hop hang A = hang Ay = r = n. HE phuong trinh tuong
duong véi hé c6 dang:

/ / 14 _ /
aj;T1 + aj,r2 + ... + al,xr, = b
/ / _ /

ayTz + ... + a5 xT, = b

/ _ /

a, T, = b

trong do (a},, as,, a, # 0).
Hé nay c6 nghiém duy nhat.

2. Truong hop hang A = hang Aps = r < n, H¢ phuong trinh(7.1) twong
duong vai hé ¢ dang:

o
b2

I4 / I4
a’llwl + 0,12.132 + LRI + alnwn
4 /
Ay,T2 + ... + ay, Tnp

/ / _ 4
a. ., + ... + a, xr, = b



7.6. H¢ phwong trinh tuyén tinh thuin nhat 91

Cho cac an Tpi1, Tpy2, ...,y (CAC an tu do) nhitng gia tri tuy y ta tinh
duoc x4, x2, . .. ,x, qua cac an tuy do d6. Diéu d6 ching té h¢ phuong trinh
c6 vo s nghiém.

Tom lai:

- Néu hang A # hang Ay, hé phuong trinh vo nghiém.

- hang A = hang A, = n: hé phuong trinh c6 nghiém duy nhat.

- hang A = hang A,; < m: hé phuong trinh ¢6 v6 s6 nghiém.

7.6 Hé phwong trinh tuyén tinh thuin nhat

Dinh nghia 7.6.1

Hé phuong trinh tuyén tinh trong dé cdc hé sé tw do déu bang 0 dwoc goi la hé
phuwong trinh tuyén tinh thuan nhdt. Nhw vy hé phirong trinh tuyén tinh thudn nhat
co dang:

Z a;jx; =0, 1=1,m (7.2)
j=1

Nhin xét:  Hé phuong trinh tuyén tinh thuan nhét luén nhan (0,0, ..., 0) lam
mot nghiém. Nghiém d6 goi 1a nghiém tdm thudng cua hé.

Ménh dé 7.6.2

Piéu kién can va du dé hé m phirong trinh tuyén tinh thudan nhdt n an c6 nghiém
khéng tam thiong la det A = 0.

Chirng minh: Hé (7.2) c6 nghiém khong tim thudng twong duong hé co vo sd
nghié¢m, theo phén bién luan vé sd nghiém, muc 7.5. Diéu nay tuong duong voi
rank A = r < nticladet A = 0. O

7.7 Khong gian nghiém ciia hé phwong trinh tuyén tinh thuan
nhat

Ménh dé 7.7.1
Goi G la tdp hop cdc nghiém ciia hé phwong trinh tuyén tinh thudan nhat (1.2). Ta cé:

1. G la mot khong gian con cua K™.

2. dim G = n — rank A.
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Chirng minh:

1. Vi (7.2) ludn c6 nghiém tam thudng nén G # 0.
Giastvy = (c1,C25...5¢p) van = (dy,da,...,dy,) thuoc G; k, I € K;
ta ching minh kv + ln € G.
Viét hé (7.2) duédi dang vecto:

=1

Vi~, nlanghiémcia (7.2)nén ) c;a; = 0va ) d;a; = 60

=1 =1
Suy ra:
=1 =1 =1
=1 =1
=0+60=20

Diéu d6 ching t6 k~ + In 1a nghiém ciia hé (2), hay kv +In € G . Vado
do6 G 1a khong gian con cua K 3.

2. Xét anh xa tuyén tinh:
p: K" —K"

cho boi:p(x1, T2y ..., xy) = (Zl ai;x;, '21 A2 Ly ey '21 anjz;) Tap
nghiém G cua h¢é phuong trinh Chilj’lh la ker cpj. Theo dinh 1y (1.4.4) ta co:
dimGg =dimK"” —dimImp = n — dim Im ¢.

Ta c6 Im ¢ dugc sinh bdi p(eq1), p(e2), ..., p(e,) 6 do:

er1 = (1,0,...,0), e2 = (0,1,...,0), e, = (0,0,...,1).

Ma 50(61) = (0,11, Q219 aml)a s Qo(en) = (a1n7 A2ny e ooy a'mn)-
Vay dim Im ¢ = rank{p(e1), p(e2), ....o(e,)} rank (a;;)mxn.

Suy ra dim G = n—rank (@;;)mxn-

a

Dinh nghia 7.7.2
Moi co so cua khong gian nghiém G cua mot hé phwong trinh tuyén tinh thuan nhat
dwoc goi la mot hé nghiém co ban cua hé do.

Pé tim mot hé nghiém co ban cua hé phuong trinh tuyén tinh thuan nhét, trude tién
ta giai hé (chang han bang phuong phap Gauss) dé tim nghiém tong quat ctia né. Gia
st hang cua ma tran 1a = va s6 an l1a n.
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Néu r = n thi khong gian nghiém 13 {0} va khong c6 co sé.

Néu r < n thi n — r an duoc chon 1am an ty do. Cho céc an tu do nay nhan
cac bo gia tri: (1,0,...,0), (0,1,...,0)...,(0,0,...,1) va tinh cac nghiém
Y15 Y2s -+ - 5 Y Ung voi cac gia tri d6. Khi do h¢ v1, v24 . . -, ¥ 1a mot co so cua
khong gian nghiém hay 1a mot hé nghiém co ban Chua y rang mot khong gian véc
to c6 nhiéu co s khac nhau nén mot hé phuong trinh tuyén tinh c6 thé c6 nhiéu hé
nghiém co ban khac nhau.

Vi du:

Tim h¢ nghi¢ém co ban cua hé phuong trinh:

Ty — T2 + T3 + 3x4 =0
22131 + T2 + 2333 + 6335 =0
2.’131 + L3 + 3&34 + 3565 =0
Loi giai: Dua hé phuong trinh vé dang:
Ty — T2 + 3 + 3T4 =0
Lo — 2134 + 2335 =0
— x3 + x4 — x5 = 0

Chon hai an tu do x4, xs.

Cho ¢4 = 1, x5 = 0 ta tim dugc nghiéme; = (—2,2,1,1,0).
Cho x4 = 0, x5 = 1 ta tim dugc nghiém e, = (—1,—2,—1,0,1).
Ta tim dugc mdt hé nghiém co ban cua h¢ da cho la

{e1 = (—2,2,1,1,0), e = (—1,—2,—1,0,1)}.

7.8 H@ phwong trinh tuyén tinh thuin nhat lién két

Dinh nghia 7.8.1
Cho hé phwong trinh tuyén tinh:
(
a11T1 + a122 + ... + A1 Ty = b1
a21T1 + Q222 + ... + A2, Ty, = b

3 (7.3)

\amlwl + ama22 + e 4+ Amndn — bm
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H¢é phwong trinh tuyén tinh thuan nhat:

.

a11T1 + a122 + ... + A1 Ty = 0
< .621331 + agexa + ... 4+ azpx, = 0 (7.4)
\amlml + Q22 + ¢+ ATy = 0

goi la hé phuong trinh lién két véi hé (7.3).

Ménh dé 7.8.2

Cho o la mét nghiém ndao dé (cé dinh) cia hé (1.3). Khi dé o la nghiém ciia (7.3)
khi va chi khi o co dang ag + € o do € la mot nghiém cua hé phuwong trinh thuan
nhat lién két (1.3).

Chirng minh: Viét hé duéi dang vec to, vi aig = (c1,Cay ..., Cp) 1a MOt nghiém

cua (7.3) nén ta co:
n
Z cio; = 3
1=1

Khi d6 n = (d1,da, . . . , dy) 1a mot nghiém nao do cua (7.3) khi va chi khi:

Y dia; =
i=1
Tuong duong voi
Z(dz — ci)ai =0
i=1

ticlan —a € G. O
Nhin xét: Ménh dé trén thuong duoc ap dung trong hai trudong hop:

e Vi mot 1i do nao dé ta biét truéc mot nghiém riéng cua hé (7.3).

e Can phai giai nhiéu hé phuong trinh tuyén tinh ma ching c6 chung mot hé thuan
nhat lién két.

BAI TAP VII

VIIL.1. Hg phuong trinh nao sau day c6 nghiém:

2$1 + 3332 = 5
a. 3%1 + g = 4
I + Lo = 2
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L1
b. I
5331

o 2%1
. 2:1;1
L1

2331

L1
4(131

d. <

2331
1

\

+

+ 4t

+ +

L2
L2
5%2

2332
L2

2132
3z,
3&32
45132

3%2
I2
T2

+
_|_
_|_

_|_

T3
2$3
8:133

3w3
L3

33’)3
L3
L3

3583

3%3

I3
2133
4xs

+
_|_

2:134
Ly
72134

4334
3$4

4$4

Ly
25134
3334

3284
55(34
42134

Ly

VIL.2. Tim diéu kién dé hé sau c6 nghiém

ar; + T2+ x3 =1

a.q 1 +axrs+ x3 =1

T+ T2+ axrs =1

p—

+ +

W N =

w

10

I
LW N =

x1 + axs + a*xrs = a®

L1 + bCCz + b2213‘3 = b3

1 + cxrs + c2m3 = c3
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VIL.3. Giai cac hé phuong trinh sau:

a {3331 + 2$2 + rs — ry4 — s = 7
) 2561 + 3%2 + 2333 — 2664 — 2%5 = 8
( 2281 + 3132 + rs = 1
b.< 4(131 + 6%2 — 5.’133 = 2
L 6331 + 9$2 — 4{[33 = 2
( 32E1 + ro — 2333 + g4 — Iy = 1
c. 4 2331 — i) + 7333 — 3(B4 + 5335 = 2
1 + 3262 — 2$3 + 5334 — 7335 = 3
. 3331 — 2662 —|— 7:1:3 — 5$4 + 8.’135 = 3
(1 + x2 — 3 + x4 = O
d< 2561 + 2%2 + 52B3 — 3334 = 0
7333 — 5334 = —1
L 3:1;1 + 3:1;2 -+ 4333 — 2%4 = 3
( I + I = 1
Ty + x2 + a3 = 4
€.< o + I3 + L4 = —3
T3 + T4 + 5 = 2
. L4 + rs = —1
VIL4. Giai va bién luan cac hé phuong trinh sau theo tham sé a:
( 3331 + 2132 + I3 = -1
a.{ 7Tx; + 6xs + bdxz3 = a
L 55131 + 4%2 + 3$3 = 2
(az; + 22 + a3 = O
b.{ x + axy + x3 = 2
(| T1 + x2 + axrs = —3
( r — 2y + 3z + t
c. ! 2x — 2y + Tz —+ t
) r — 2y + (a+3)z + 2t
(e —3)z — (2a —6)y — 9z + (a®—6)t
(2 + 3y + =z + 2t = 3
d.<4sc—|— 6y + 3z + 4t = 5
6x + 9y + 5z + 6t = 7
8 + 12y 4+ 7z + at = 9
VIL5.  Tim da thirc f () bac nhé hon hay bang 4 théa man:

3a — 13

f(—=1) =3, f(1) = =3, fr(1) = =3, fP(1) = 12, fO (1) = 42.
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VIL.6. Tim dathac f(x) bac 2 thoaman: f(1) = —1, f(—1) =9, f(2) = —3.
VIL7.  Tim da thac f(x) bac 3 thoa man: f(—1) = 0, f(1) = 4, f(2) = 3,
f(3) = 16.

VIL8. Ap dung dinh 1y Cramer giai cac hé sau:

20 — 2y — z = —1 3 + 2y + =z = S
a. y + z = 1 b.{ 2x + 3y + =z = 1

—x + y + z = —1 2¢ + y + 3z = 11
VILY9. Tim diéu kién dé hé sau c6 nghiém khong tam thudng:

ar — 3y + =z =0

(1—a)x + 2y =

K2 = .
a r + Yy + =z 0 b{ 2 + (4—a)y =

3 + 2y — 2z = 0

VIL10. Ching minh rang mot da thirc bac nho hon hay bang . hoan toan xac dinh néu
biétn 4+ Lgiatiy, = f(x;) véii =0,1,...,n, x; #xj, ViF j. Ticlitdn
tai da thirc duy nhét f () thoa min

f(xzi) =yi, t=0,n

VII.11. * Giai hé phuong trinh sau:

( n—1
Tp +01Tp—1+...+a; x+al =0

n—1
Tp+ A2Tp_1+...+ay 1 +ay =0

a.q T o (15)
| Zn +a, -1+ ...+ az_lwl +a; =0
’:131 +ajxy+ ...+ a?_lwn = b

5 <a:1—i—aza:2—|—...—|—a§‘_1:cn=b2

—1
\wl—l—anzcz—i—...—l—az x, = b,

(a; d6i mot khac nhau )

VII.12. Tim hé con doc 1ap tuyén tinh t6i dai ctia hé véc to sau trong R 4.

a; = (1,2,0,—1); &> = (0,1,3,—2); a3 = (—1,0,2,4); &y = (1,1,2,3)

VII.13. Tim nghiém tong quat va mot hé nghiém co ban ciia mdi hé phuong trinh tuyén
tinh thuan nhét sau day:
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a 3.’,131 — 42132 + rs — Lg4 = 0
' 6%1 — 8332 + 2$3 + 3%4 =0

( rKT — 2£B2 + 3333 — ry4 = 0
b. < I + Lo — I3 + 23’34 =0
L 42131 — 5%2 -+ 8:1;3 + ry = 0
( 1 + 3%2 — I3 + 4334 — XLy = 0
c. ! 1 + 3x2 — w3 + 4xy + 5 = 0
' 2%1 + 6332 — 2$3 + 4 =0
L 3331 + 9213‘2 — 333‘3 + L4 + s = 0
( 2331 — X2 + s + 3384 =0
d. ! 1 + 2 + 3x3 + x4 = 0
' 42131 + T2 + 7333 -+ 5334 =0
L 5$1 — I2 -+ 5$3 + 7334 =0
( 3331 + T2 + rs — 6(134 — 12CU5 + 3336 =0
c. < r1 + + ax3 — Ly — 5$5 =0
\ T2 + x3 —  3x5 =0
VIL.14. Cho hé vecto trong khong gian R 3
ar = (—1,2,—-4); a2 = (2,1,5); as = (12,1, 33)

Hay tim cac s6 x1, T2, T3 sao cho 101 + To0a + 33 = 0.

Tir d6 két luan hé { vy, iz, a3} c6 doc 1ap tuyén tinh hay khong?

VIL.15.  Trong khong gian vecto R 4 cho cac vecto:

o = (1,1,1,1), oy = (2,2,2,2), a3 = (3,0,—1,1)

Hay biéu thi oy = (—12, 3, 8, —2) qua h¢ vecto da cho.

VII.16. Ching minh hé phuong trinh sau c¢6 nghiém khac O:
—2002x; + Oxs + 3243 — 534xy — 723x5 = 0
—2004x; + 534xs — T23x3 + Oxy + 2315 = O

L 155331 + 723%2 + 71$3 — 231$4 + 0%5 =0




Tai liéu tham khao

[1] Poan Quynh, Khu Quéc Anh, Nguyén Anh Kiét, Ta Man, Nguyén Dodn Tuén,
Gidao trinh Todan Pai cuong, Phan 1, Pai s6 tuyén tinh va Hinh hoc Gidi tich,
NXB Dai hoc Qubc Gia Ha Noi, 6 - 1997.

[2] Nguyén Pinh Tri, Ta Vin Dinh, Nguyén H6 Quynh, Todn hoc Cao cdp, Tép 1,
Pai s6 va Hinh hoc Gidi tich, NXB Giao Duc, 2003.

[3] Nguyén Duy Thuan, Todn Cao cdp Al - Phan Pai sé tuyén tinh, NXB Giao
Duc, 2000.

[4] Phan Huy Pha, Nguyén Doan Tuan, Bai tdp Pai sé tuyén tinh, NXB Pai hoc
Quéc Gia Ha Noi, 3 - 2001.

[5] Ngb Thuac Lanh, Dai s6 tuyén tinh, NXB Dai hoc va Trung hoc chuyén nghiép,
Ha Noi, 1970.

[6] Nguyén Hiru Viét Hung, Pai s6 tuyén tinh, NXB Dai hoc Qudc Gia Ha Noi,
2000.

[7] Hoang Hién Quang, Linear algebra, McGraw - Hill Book Company, 1968.



Chi muc

A
anh xadongnhat................... 40
anhxatuyéntinh................... 38
anh ............. ... 41
ciia anh xa tuyén tinh............ 42
anhnguoc......................... 41
B
biéu dién tuyéntinh................. 15
C
CO SO e ettt ettt 24
chinhtic....................... 24
htruhan........................ 27
D
dangtamgiac...................... 50
b
doncau ................. ... 39
duong chéochinh.................. 48
duongchéophu.................... 48
daNg CAU .. ... 39
dinhly Laplace .................... 60
dinh thuc
dinh thirc concap k ............. 57
khai trién theo ¢Ot............... 58
khai trién theo dong . ............ 58
khai trién theo nhiéu dong (cot). .. 60
phanbudaisd.................. 57
tinh chtcoban................. 51
dinh thircciamatran............... 49
déng caukhdng .................... 39

doc lap tuyéntinh .................. 20
01 dai. 33
G
giao cac khong giancon............. 14
H
hang
COt. ot 74
cuamatran..................... 74
dong...........iiiL 74
hévecto............ooovii... 33
hé phuong trinh
tuyéntinh...................... 84
hé phuong trinh tuyén tinh thuan nhat 91
hésinh......................... 17, 24
hé vecto
doc lap tuyén tinh téi dai......... 33
K
khong giancon..................... 13
khong gian con sinh bd1 mot hé vecto 17
khong gian vecto.................... 9
hinhhoc..................... 9, 24
hitu han chiu................... 31
httruhansinh.................... 24
khong giandathuc.............. 11
khai trién theo ¢t .................. 58
khai trién theo dong . ............... 58
M
Matran..........c.coouiiiininnnn.. 48
anhxatuyéntinh................ 78

100



CHI MUC 101
duong chéochinh............... 48 tich ctia nhiéu phép thé .......... 46
duong chéophu................. A8 phép vituw ..o 39
COt. v 48 | phuong phap tim ma tran nghich dao
chuyén vi....................... 48 Gauss-Jordan................... 70
dONg . ..o 48 |phanbudaisd ..., 57
dangtamgidc................... 50 | phan tr ddi ..o 9
phantr............ ... ... ..... 48 | phy thudc tuyéntinh................ 20
720 1) 1V 48
cua anh xa tuyén tinh............ 76|, S
chuyén COSO . oo 78, 79 S(? chi€u.............. ... oL, 27
kha nghich ..........ccoooiii., 68 | SO hruty ... 5
nghich dé}o ..................... 68 T

ma tran h¢ s6 cua hé phuong trinh. ... 85 tpcacmatran..................... 48

N topaddocuavecto.................... 28

nghichthé......................... 46 | to hop tuyéntinh................... 15

nghiém cua hé phuong trinh .. ... .. .. 84 | tong hai khong giancon............. 15

nhan cta anh xa tuyén tinh . ......... 42 | tu d()r}g CAU. ..o, 38

tién dé
a4 P, cuatrudng.............oovvunn... 2

phép blfn doi tuyén tinh............. 381 t0an AU oo 39

phép ‘the . 1900 (0 0V 2
dongnhat ...................... 45
nghichthé...................... 46 \Y%
tich ctia hai phép thé............. 45 |vectokhdong............ ... ... L. 9




	Khái niệm trường
	Các tính chất cơ bản của số thực
	Định nghĩa trường
	Một số tính chất của trường
	Trường số hữu tỷ
	Trường các số nguyên modulo p

	Không gian vectơ và không gian con
	Định nghĩa không gian vectơ
	Ví dụ về không gian vectơ
	Một số tính chất của không gian vectơ
	Không gian vectơ con
	Giao của một số không gian con
	Tổng hai không gian con
	Tổ hợp tuyến tính
	Không gian con sinh bởi một số vectơ

	Cơ sở và số chiều của không gian vectơ
	Độc lập và phụ thuộc tuyến tính
	Một số tính chất độc lập và phụ thuộc tuyến tính
	Khái niệm cơ sở của một không gian vectơ
	Sự tồn tại cơ sở
	Khái niệm số chiều của không gian vectơ hữu hạn sinh
	Cơ sở trong không gian vectơ n chiều
	Tọa độ của một vectơ
	Số chiều của không gian con
	Hạng của một hệ vectơ

	Ánh xạ tuyến tính
	Định nghĩa ánh xạ tuyến tính
	Ví dụ về ánh xạ tuyến tính
	Một số tính chất của ánh xạ tuyến tính
	Ảnh và nhân của ánh xạ tuyến tính

	Định thức
	Phép thế 
	Khái niệm định thức
	Các tính chất cơ bản của định thức
	Các tính chất của định thức suy ra từ các tính chất cơ bản
	Tính định thức bằng cách đưa về dạng tam giác
	Khai triển định thức theo một dòng hoặc cột
	Định lý Laplace

	Ma trận
	Các phép toán ma trận
	Tính chất của các phép toán ma trận
	Định thức của tích hai ma trận vuông cùng cấp
	Nghịch đảo của ma trận vuông 
	Một ứng dụng vui: mã hóa
	Hạng của một ma trận
	Ma trận của ánh xạ tuyến tính
	Tính chất của ma trận của ánh xạ tuyến tính

	Hệ phương trình tuyến tính
	Khái niệm
	Tiêu chuẩn có nghiệm
	Hệ Cramer
	Phương pháp Gauss
	Biện luận về số nghiệm
	Hệ phương trình tuyến tính thuần nhất
	Không gian nghiệm của hệ phương trình tuyến tính thuần nhất
	Hệ phương trình tuyến tính thuần nhất liên kết

	Tài liệu tham khảo
	Chỉ mục

