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1.1.7 Da.ng mũ cu’a số phú.c . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
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5.1 Phu.o.ng pháp thác triê’n cu’a Weierstrass . . . . . . . . . . . . 370
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7.2.6 D- i.nh lý Riemann . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 548
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Lò.i nói dà̂u

Co. so.’ lý thuyết hàm biến phú.c (LTHBP) du.o.
.c dă.t nè̂n móng tù. giũ.a thế

ky’ XVIII bo.’ i các công tr̀ınh cu’a L. Euler. Vó.i tu. cách mô.t nhánh dô.c lâ.p,

LTHBP du.o.
.c h̀ınh thành vào giũ.a thế ky’ XIX nhò. các công tr̀ınh cu’a O.

Cauchy, C. Weierstrass và B. Riemann.

Ngày nay LTHBP là mô.t trong nhũ.ng phà̂n quan tro.ng nhất cu’a toán

ho.c. Dó là khoa ho.c vù.a cô’ diê’n vù.a hiê.n da. i, vù.a gắn bó mâ.t thiết vó.i

các nhánh hiê.n da. i nhất cu’a toán ho.c lý thuyết la. i vù.a gá̆n bó vó.i nhiè̂u bài

toán vâ.t lý và co. ho.c cu. thê’. Tu. tu.o.’ ng và kết qua’ cu’a nó dã thâm nhâ.p sâu

vào nhiè̂u phà̂n khác nhau cu’a toán ho.c. Các phu.o.ng pháp cu’a LTHBP dã

tro.’ thành quen thuô.c ca’ trong nhiè̂u ngành ú.ng du.ng nhu. thu’y dô.ng ho.c,

và kh́ı dô.ng ho.c, lý thuyết dàn hò̂i,... Vı̀ lý do dó mà LTHBP là môn ho.c

bá̆t buô. c, là mô.t phà̂n tất yếu cu’a giáo du.c toán ho.c dối vó.i các hê. dào ta.o:

Toán, Toán - Co., Toán - Tin ú.ng du.ng cu’a tru.̀o.ng Da. i ho.c Khoa ho.c Tu.
.

nhiên (Da. i ho.c Quốc gia Hà Nô. i).

Giáo tr̀ınh “Co. so.’ lý thuyết hàm biến phú.c” này du.o.
.c biên soa.n theo

sát chu.o.ng tr̀ınh Hàm biến phú.c du.o.
.c Da. i ho.c Quốc gia Hà Nô. i ban hành.

Khối lu.o.
.ng và cấu trúc chung cu’a cuốn sách là hoàn toàn tu.o.ng ú.ng vó.i nô. i

dung và cấu trúc cu’a chu.o.ng tr̀ınh hiê.n hành cu’a Da.i ho.c Quốc gia Hà Nô. i.

Nó du.o.
.c biên soa.n du.

.a trên nô. i dung cuốn sách “Co. so.’ lý thuyết Hàm biến

phú.c” tru.́o.c dây cu’a tác gia’ và kinh nghiê.m tr̀ınh bày LTHBP o.’ tru.̀o.ng Da. i

ho.c Tô’ng ho.
.p Hà Nô. i tru.́o.c dây và Da.i ho.c Quốc gia Hà Nô. i ngày nay.

Nhà̆m mu.c d́ıch giúp sinh viên hiê’u thấu dáo co. so.’ lý thuyết cu’a LTHBP,

khi biên soa.n giáo tr̀ınh này chúng tôi dã cố gá̆ng du.a vào nhiè̂u v́ı du. minh
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ho.a du.o.
.c cho.n lo.c kỹ càng và du.o.

.c gia’ i mô.t cách chi tiết.

Chúng tôi hy vo.ng rà̆ng giáo tr̀ınh này cùng vó.i giáo tr̀ınh “Hu.́o.ng dẫn

gia’i Bài tâ. p Hàm biến phú.c” (Nhà Xuất ba’n Da.i ho.c Quốc gia Hà Nô. i, 2003)

cu’a chúng tôi sẽ là bô. sách dáp ú.ng du.o.
.c nhũ.ng yêu cà̂u co. ba’n vè̂ LTHBP

cu’a DHQG Hà Nô. i.

Chúng tôi chân thành bày to’ lòng biết o.n dến Bô. môn Gia’ i t́ıch, Khoa

Toán - Co. - Tin ho.c tru.̀o.ng Da. i ho.c Tô’ng ho.
.p Hà Nô. i tru.́o.c dây và tru.̀o.ng

Da.i ho.c Khoa ho.c Tu.
. nhiên ngày nay dã ta.o diè̂u kiê.n cho tôi hoàn thành

ba’n tha’o giáo tr̀ınh này.

Chúng tôi chân thành ca’m o.n GS. TSKH Nguyẽ̂n Văn Mâ.u và PGS. TS

Nguyẽ̂n Minh Tuấn dã có nhũ.ng trao dô’i và dóng góp nhiè̂u ý kiến quý báu

cho tác gia’ khi chuâ’n bi. ba’n tha’o giáo tr̀ınh này.

Tác gia’ chân thành mong nhâ.n du.o.
.c su.

. quan tâm và góp ý cu’a ba.n do.c

xa gà̂n vè̂ nô. i dung và h̀ınh thú.c dê’ giáo tr̀ınh ngày du.o.
.c hoàn thiê.n ho.n.

Hà Nô. i, Mùa thu 2005

Tác gia’
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1.3 Hàm biến phú.c . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
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1.1 Tâ.p ho.
.p số phú.c, mă. t phă’ng phú.c

Tâ.p ho.
.p số phú.c có hai cấu trúc: cấu trúc da. i số cu’a mô.t tru.̀o.ng và dò̂ng

thò.i nó có cấu trúc tôpô cu’a mô. t không gian (không gian Euclide hai chiè̂u,
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tú.c là mă.t phă’ng). Do dó tâ.p ho.
.p các số phú.c có ca’ t́ınh chất da. i số lã̂n

t́ınh chất tôpô. Trong mu.c này ta sẽ nghiên cú.u các t́ınh chất da. i số cu’a tâ.p

ho.
.p số phú.c.

1.1.1 D- i.nh ngh̃ıa số phú.c

Ta xét phu.o.ng tr̀ınh

x2 + 1 = 0.

Rõ ràng là phu.o.ng tr̀ınh này không có nghiê.m thuô.c R v̀ı x2+1 > 1, ∀x ∈ R.

Do dó mô.t vấn dè̂ tu.
. nhiên dă.t ra là t̀ım mô.t tâ.p ho.

.p (ta ký hiê.u là C) tho’a

mãn các diè̂u kiê.n sau dây:

1. C là mô.t tru.̀o.ng;

2. R ⊂ C;

3. Phu.o.ng tr̀ınh x2 + 1 = 0 có nghiê.m trong C.

Vı̀ tâ.p ho.
.p các số thu.

.c R là mô.t tâ.p ho.
.p con cu’a C nên khi xác di.nh các

phép t́ınh số ho.c co. ba’n trên các số phú.c ta cà̂n dòi ho’i rà̆ng khi áp du.ng cho

các số thu.
.c các phép toán dó du.a la. i kết qua’ nhu. kết qua’ thu du.o.

.c trong số

ho.c các số thu.
.c. Mă.t khác, nếu ta mong muốn các số phú.c có nhũ.ng ú.ng

du.ng trong các vấn dè̂ cu’a gia’ i t́ıch th̀ı ta cà̂n dòi ho’i rà̆ng các phép toán co.

ba’n du.o.
.c du.a vào dó pha’ i tho’a mãn các tiên dè̂ thông thu.̀o.ng cu’a số ho. c các

số thu.
.c.

D- i.nh ngh̃ıa 1.1.1. Mõ̂i că.p số thu.
.c có thú. tu.

. (a, b) ∀ a ∈ R, ∀ b ∈ R du.o.
.c

go. i là mô.t số phú.c nếu trên tâ.p ho.
.p các că.p dó quan hê. bà̆ng nhau, phép

cô.ng và phép nhân du.o.
.c du.a vào theo các di.nh ngh̃ıa (tiên dè̂) sau dây:

I. (a, b) = (c, b) ⇔




a = c

b = d.

II. Phép cô. ng: (a, b) + (c, d)
def
= (a+ c, b+ d) 1 và că.p (a+ c, b+ d) du.o.

.c

go. i là tô’ng cu’a các că.p (a, b) và (c, d).

1Def. là cách viết tá̆t cu’a tù. tiếng Anh definition (di.nh ngh̃ıa)
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III. Phép nhân: (a, b)(c, d)
def
= (ac− bd, ad+ bc) và că.p (ac− bd, ad+ bc)

du.o.
.c go. i là t́ıch cu’a các că.p (a, b) và (c, d).

IV. Că.p (a, 0) du.o.
.c dò̂ng nhất vó.i số thu.

.c a, ngh̃ıa là

(a, 0)
def
≡ a.

Tâ.p ho.
.p các số phú.c du.o.

.c ký hiê.u là C.

Nhu. vâ.y mo.i phà̂n cu’a di.nh ngh̃ıa số phú.c dè̂u du.o.
.c phát biê’u bà̆ng ngôn

ngũ. số thu.
.c và các phép toán trên chúng.

Trong di.nh ngh̃ıa này ba tiên dè̂ dà̂u thu.
.c chất là di.nh ngh̃ıa các khái

niê.m khác nhau: di.nh ngh̃ıa khái niê.m bà̆ng nhau, tô’ng và t́ıch các số phú.c.

Do dó viê.c dối chiếu các tiên dè̂ dó vó.i nhau sẽ không dã̂n dến bất cú. mâu

thuã̂n nào. Diè̂u duy nhất có thê’ gây ra dôi chút lo nga. i là tiên dè̂ IV. Vấn

dè̂ là o.’ chõ̂: vốn d̃ı các khái niê.m bà̆ng nhau, tô’ng và t́ıch các số thu.
.c có ý

ngh̃ıa hoàn toàn xác di.nh và do dó nếu các khái niê.m này không tu.o.ng th́ıch

vó.i nhũ.ng khái niê.m du.o.
.c dè̂ câ.p dến trong các tiên dè̂ I - III khi xét các số

thu.
.c vó.i tu. cách là các că.p da.ng dă.c biê.t th̀ı buô.c pha’i loa. i trù. tiên dè̂ IV.

Do dó ta cà̂n dối chiếu tiên dè̂ IV vó.i các tiên dè̂ I, II và III.

1) I - IV. Gia’ su.’ hai số thu.
.c a và b bà̆ng nhau nhu. nhũ.ng că.p da.ng

dă.c biê.t dò̂ng nhất vó.i chúng: (a, 0) = (b, 0). Khi dó theo tiên dè̂ I ta có

(a, 0) = (b, 0) ⇔ a = b, tú.c là nếu chúng bằng nhau theo ngh̃ıa thông thu.̀o.ng.

2) II - IV. Theo tiên dè̂ II, tô’ng hai số thu.
.c a và c du.o.

.c xét nhu. nhũ.ng

că.p (a, 0) và (c, 0) là bằng că.p (a+ c, 0 + 0) = (a+ c, 0). Nhu.ng theo tiên dè̂

IV th̀ı (a+ c, 0) ≡ a+ c. Nhu. vâ.y

(a, 0) + (c, 0) = (a+ c, 0 + 0) = (a+ c, 0) ≡ a+ c

tú.c là dò̂ng nhất bà̆ng tô’ng a+ c theo ngh̃ıa thông thu.̀o.ng.

3) III - IV. Theo tiên dè̂ III, t́ıch các số thu.
.c a và b du.o.

.c xét nhu. nhũ.ng

că.p (a, 0) và (c, 0) là bà̆ng că.p

(ac− 0 · 0, a · 0 + 0 · c) = (ac, 0)
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và theo tiên dè̂ IV ta có (ac, 0) ≡ ac. Nhu. vâ.y

(a, 0)(c, 0)
(III)
= (ac, 0)

(IV )
= ac

tú.c là dò̂ng nhất bà̆ng t́ıch a vó.i c theo ngh̃ıa thông thu.̀o.ng.

Nhu. vâ.y tiên dè̂ IV tu.o.ng th́ıch vó.i các tiên dè̂ I, II và III.

Ta cũng lu.u ý công thú.c sau dây du.o.
.c suy tru.

.c tiếp tù. III và IV:

m(a, b) = (ma,mb), m ∈ R.

Thâ.t vâ.y tù. IV và III ta có

m(a, b) = (m, 0)(a, b) = (ma− 0 · b,mb+ 0 · a)
= (ma,mb).

Nếu m ∈ N th̀ı theo II ta có

(a, b) + (a, b) = (2a, 2b);

(2a, 2b) + (a, b) = (3a, 3b), . . .

tú.c là (ma,mb) là kết qua’ cu’a phép cô.ng liên tiếp m số ha.ng bà̆ng (a, b).

Diè̂u dó phù ho.
.p vó.i biê’u tu.o.

.ng thông thu.̀o.ng là phép nhân vó.i số tu.
. nhiên

tu.o.ng ú.ng vó.i phép cô.ng m số ha.ng bà̆ng nhau.

Dẽ̂ dàng thấy rà̆ng các tiên dè̂ II và III là tu.o.ng th́ıch vó.i nhau và các

quy luâ.t thông thu.̀o.ng cu’a các phép t́ınh thu.
.c hiê.n trên các số vã̂n du.o.

.c

ba’o toàn khi chuyê’n sang số phú.c (du.o.ng nhiên pha’i cá̆t bo’ mo.i quy luâ.t có

quan hê. tó.i dấu >).

D- i.nh ngh̃ıa 1.1.2. Gia’ su.’ z = (a, b) ∈ C. Khi dó số phú.c (a,−b) du.o.
.c go. i

là số phú.c liên ho.
.p vó.i số phú.c z và du.o.

.c ký hiê.u là z:

z = (a,−b).

Ta có di.nh lý sau dây:
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D- i.nh lý 1.1.1. Tâ. p ho.
.p C lâ. p thành mô. t tru.̀o.ng tho’a mãn các diè̂u kiê.n:

1. C ⊃ R;

2. C chú.a phà̂n tu.’ i vó.i t́ınh chất i2 = −1; phà̂n tu.’ i này du.o.
.c go. i là

do.n vi. a’o.

Chú.ng minh. 1. C là mô. t tru.̀o.ng. Hiê’n nhiên, phà̂n tu.’ do.n vi. cu’a C là că.p

(1, 0) v̀ı rà̆ng (a, b)(1, 0) = (a · 1 − b · 0, a · 0 + b · 1) = (a, b); và phà̂n tu.’ -

không cu’a C là că.p (0, 0) v̀ı rà̆ng (a, b) + (0, 0) = (a+ 0, b+ 0) = (a, b).

Dê’ chú.ng to’ C là mô.t tru.̀o.ng ta chı’ cà̂n kiê’m nghiê.m su. tò̂n ta. i phà̂n tu.’

nghi.ch da’o (viê.c kiê’m nghiê.m các tiên dè̂ còn la. i dối vó.i mô. t tru.̀o.ng là hiê’n

nhiên). Gia’ su.’ z = (a, b) 6= (0, 0) (tú.c là a2 + b2 > 0). Ta sẽ t̀ım z′ = (a′, b′)

sao cho

(a, b)(a′, b′) = (1, 0).

Tù. I và III suy ra

aa′ − bb′ = 1,

ba′ + ab′ = 0.

}

Tù. dó rút ra a′ =
a

a2 + b2
, b′ = − b

a2 + b2
. Nhu. vâ.y

z′ =
( a

a2 + b2
,− b

a2 + b2

)
,

và rõ ràng là

z · z′ = (a, b)
( a

a2 + b2
,− b

a2 + b2

)

=
(a2 + b2

a2 + b2
,−−ab+ ab

a2 + b2

)
= (1, 0).

Vè̂ sau phà̂n tu.’ nghi.ch da’o z′ cu’a z thu.̀o.ng du.o.
.c ký hiê.u là z−1.

2. R ⊂ C. Xét các că.p da.ng (a, 0). Dẽ̂ dàng thấy rằng tâ.p ho.
.p R′ =

{(a, 0), a ∈ R} lâ.p thành mô.t tru.̀o.ng con cu’a C. Ta xét ánh xa. tù. R vào R′

a 7→ (a, 0).
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Hiê’n nhiên rằng nếu (a, 0) = (a′, 0) th̀ı a = a′ và ngu.o.
.c la. i, dò̂ng thò.i

a+ b 7→ (a+ b, 0) = (a, 0) + (b, 0),

ab 7→ (ab, 0) = (a, 0)(b, 0).

Do dó ánh xa. vù.a xét là mô.t dă’ng cấu giũ.a R và R′ và phép dă’ng cấu này

cho phép ta xem R nhu. là mô.t tru.̀o.ng con cu’a C.

3. Phu.o.ng tr̀ınh x2 + 1 = 0 có nghiê.m trong C, tú.c là C chú.a phà̂n tu.’ i

mà i2 = −1.

Thâ.t vâ.y, gia’ su.’ x = (a, b) ∈ C. Khi dó trong C phu.o.ng tr̀ınh x2 +1 = 0

có da.ng:

(a, b)(a, b) + (1, 0) = (0, 0),

hay là

a2 − b2 + 1 = 0,

2ab = 0.

Tù. dó rút ra a = 0, b = 1 và a = 0, b = −1. Ta ký hiê.u hai nghiê.m dó là

i = (0, 1) và −i = (0,−1).

1.1.2 Da.ng da. i số cu’a số phú.c

Ta có di.nh lý sau dây

D- i.nh lý 1.1.2. Mo. i số phú.c z = (a, b) ∈ C dè̂u có thê’ biê’u diẽ̂n du.́o.i da. ng

z = (a, b) = a+ ib.

Chú.ng minh. Thâ.t vâ.y, ta có

z = (a, b) = (a, 0) + (b, 0)(0, 1) = a+ ib.

Phép biê’u diẽ̂n số phú.c z = (a, b) du.́o.i da.ng a+ ib du.o.
.c go. i là da. ng da. i

số hay da. ng Descartes cu’a số phú.c. Số a du.o.
.c go. i là phà̂n thu.

.c cu’a số phú.c
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z và ký hiê.u là a = Re [z], số b du.o.
.c go. i là phà̂n a’o cu’a nó và ký hiê.u là

b = Im[z].2

Nếu z = Re [z] th̀ı z là mô.t số thu.
.c. Nếu z = iIm [z] th̀ı z là mô. t số

thuà̂n a’o. Vó.i quan diê’m các phép toán trong tru.̀o.ng các số phú.c, số thuà̂n

a’o bi có thê’ hiê’u nhu. là t́ıch cu’a số thu.
.c b vó.i do.n vi. a’o i và mõ̂i số phú.c

a+ ib nhu. là tô’ng cu’a số thu.
.c a vó.i số thuà̂n a’o ib.

Do dó trong cách xây du.
.ng số phú.c này ta dã su.’ du.ng các ký hiê.u có

mô.t ý ngh̃ıa hoàn toàn cu. thê’ và v̀ı thế tránh du.o.
.c t́ınh h̀ınh thú.c do ký

hiê.u do.n vi. a’o i mang la. i.

Hê. qua’. Gia’ su.’ z = a+ ib ∈ C. Khi dó số phú.c liên ho.
.p z có thê’ biê’u diên

du.́o.i da. ng z = a− ib.

Phép chuyê’n tù. số phú.c dã cho sang số phú.c liên ho.
.p vó.i nó du.o.

.c go. i là

phép lấy liên ho.
.p.

D- i.nh lý 1.1.3. Gia’ su.’ z, z1 và z2 ∈ C. Khi dó

1. z1 + z2 = z1 + z2;

2. z1z2 = z1 · z2, αz = αz, ∀α ∈ R;

3. z = z.

Chú.ng minh. 1. Thâ.t vâ.y, gia’ su.’ z1 = a1 + ib1, z2 = a2 + ib2. Khi dó

z1 + z2 = (a1 + a2) − i(b1 + b2)

= (a1 − ib1) + (a2 − ib2) = z1 + z2.

2. Tu.o.ng tu.
.

z1z1 = (a1a2 − b1b2) − i(a1b2 + a2b1)

= (a1 − ib1)(a2 − ib2) = z1 · z2.

3. Hiê’n nhiên.

2Các ký hiê.u Re và Im xuất hiê.n do viê.c viết tá̆t các tù. tiếng Pháp Reel (thu..c) và
Imaginaire (a’o)
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Mô.t số phú.c trùng vó.i số liên ho.
.p vó.i nó khi và chı’ khi nó là số thu.

.c.

Dẽ̂ thấy ánh xa. tù. tâ.p ho.
.p tất ca’ các số phú.c vào tâ.p ho.

.p các số phú.c

liên ho.
.p vó.i chúng:

C 3 z 7→ z ∈ C

là mô.t tu.
. dă’ng cấu cu’a C (Ba.n do.c hãy tu.

. kiê’m tra !).

1.1.3 Phép trù. và phép chia số phú.c

Các phép toán trù. và chia du.o.
.c di.nh ngh̃ıa nhu. các phép toán ngu.o.

.c vó.i

phép cô.ng và nhân. Dối vó.i phép trù. ta có

D- i.nh lý 1.1.4. Gia’ su.’ z1 và z2 ∈ C. Khi dó tò̂n ta. i mô. t và chı’ mô. t số phú.c

z sao cho z1 + z = z2, cu. thê’ là z = (−z1) + z2.

Chú.ng minh. 1. Ta có z1 + ((−z1) + z2) = (z1 + (−z1)) + z2 = 0 + z2 = z2

và nhu. vâ.y z = (−z1) + z2 tho’a mãn dòi ho’i cu’a di.nh lý.

2. Ngu.o.
.c la. i, nếu z1 + z = z2 th̀ı (−z1) + (z1 + z) = (−z1) + z2. Tù. dó

z = (−z1) + z2 và nhu. vâ.y di.nh lý du.o.
.c chú.ng minh.

Số phú.c z = (−z1)+ z2 du.o.
.c go. i là hiê.u cu’a các số phú.c z2 và z1. Thông

thu.̀o.ng hiê.u dó du.o.
.c ký hiê.u là

z = z2 − z1,

và nếu z1 = a1 + ib1, còn z2 = a2 + ib2 th̀ı

z = z2 − z1 = (a2 − a1) + i(b2 − b1).

Dối vó.i phép chia ta có

D- i.nh lý 1.1.5. Gia’ su.’ z1 và z2 ∈ C, z2 6= 0. Khi dó tò̂n ta. i mô. t và chı’ mô. t

số phú.c z sao cho z2z = z1, cu. thê’ là: z = z−1
2 z1.

Chú.ng minh. 1. Nếu z = z−1
2 z1 th̀ı z2z = z2(z

−1
2 z1) = z1.

2. Nếu z2z = z1 ⇒ z = z−1
2 (z2z) = z−1

2 z1.
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Nhu. vâ.y số z−1
2 z1 là thu.o.ng cu’a phép chia z1 cho z2.

Số thu.o.ng thu.̀o.ng du.o.
.c ký hiê.u là

z1

z2
hoă. c z1/z2.

Gia’ su.’ z1 = a1 + ib1, z2 = a2 + ib2. Khi dó ta có thê’ viết:

z =
z1

z2

=
z1 · z2

z2 · z2

=
(a1 + ib1)(a2 − ib2)

a2
2 + b22

=
a1a2 + b1b2
a2

2 + b22
+ i

a2b1 − a1b2
a+ 22 + b22

·

Nhu. vâ.y

z =
a1a2 + b1b2
a2

2 + b22
+ i

a2b1 − a1b2
a2

2 + b22
·

Và tù. dó suy ra rà̆ng phép chia cho số phú.c z 6= 0 bất kỳ là luôn luôn thu.
.c

hiê.n du.o.
.c.

1.1.4 Mă.t phă’ng phú.c

Gia’ su.’ trên mă.t phă’ng R2 cho hê. to.a dô. Descartes vuông góc xOy. Nhu. dã

biết, hai diê’m du.o.
.c xác di.nh bo.’ i các to.a dô. Descartes vuông góc trùng nhau

khi và chı’ khi chúng có hoành dô. bà̆ng nhau và tung dô. bà̆ng nhau. Do dó

ta có thê’ xác lâ.p mô.t phép tu.o.ng ú.ng do.n tri. mô.t - mô.t giũ.a các diê’m cu’a

mă.t phă’ng R2 vó.i các số phú.c cu’a C, trong dó mõ̂i số phú.c z = x+iy ∈ C sẽ

tu.o.ng ú.ng vò.i diê’m hoàn toàn xác di.nh M(x, y) ∈ R2 và ngu.o.
.c la. i mõ̂i diê’m

M(x, y) ∈ R2 sẽ tu.o.ng ú.ng vó.i số phú.c hoàn toàn xác di.nh z = x+ iy ∈ R2.

Nhu. vâ.y phép tu.o.ng ú.ng

R2 3 (x, y) 7→ x+ iy ∈ C

là do.n tri. mô.t - mô.t. Tù. dó ta thấy rà̆ng mo.i số phú.c dè̂u có thê’ biê’u diẽ̂n

bo.’ i diê’m cu’a mă.t phă’ng và nhu. vâ.y các thuâ.t ngũ. “số phú.c z” và “diê’m z”

du.o.
.c dùng nhu. nhũ.ng tù. dò̂ng ngh̃ıa.

D- i.nh ngh̃ıa 1.1.3. Mă.t phă’ng vó.i phép tu.o.ng ú.ng do.n tri. mô.t - mô.t

R2 3 (x, y) 7→ x+ iy ∈ C
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nhu. dã mô ta’ o.’ trên du.o.
.c go. i là mă. t phă’ng phú.c và cũng du.o.

.c ký hiê.u là C.

Có thê’ nói mô.t cách khác: mă. t phă’ng mà các diê’m cu’a nó du.o.
.c dùng

dê’ mô ta’ số phú.c go. i là mă. t phă’ng phú.c. Các số thu.
.c du.o.

.c mô ta’ bo.’ i các

diê’m trên tru.c Ox nên tru.c dó du.o.
.c go. i là tru. c thu.

.c. Các số thuà̂n a’o du.o.
.c

mô ta’ bo.’ i các diê’m trên tru.c Oy nên tru.c Oy du.o.
.c go. i là tru. c a’o.

Ta cũng có thê’ xác lâ.p phép tu.o.ng ú.ng giũ.a các phà̂n thu.
.c và phà̂n a’o

cu’a số phú.c vó.i các to.a dô. cu’a vecto. vó.i gốc, chă’ng ha.n, ta. i gốc to.a dô. . Su.
.

tu.o.ng ú.ng giũ.a các số phú.c và các vecto. trên mă.t phă’ng phú.c vó.i gốc ta. i

O là mô.t phép tu.o.ng ú.ng do.n tri. mô.t - mô.t. Do dó số phú.c z còn có thê’

biê’u diẽ̂n bo.’ i mô. t vecto. vó.i gốc ta. i O và dà̂u mút ta. i diê’m z và ta có thê’ su.’

du. ng thuâ.t ngũ. “số phú.c z” và “vecto. z” nhu. nhũ.ng thuâ.t ngũ. dò̂ng ngh̃ıa.

Nhò. cách minh ho.a vecto. dối vó.i các số phú.c, vè̂ mă. t h̀ınh ho.c ta có thê’

thu.
.c hiê.n phép cô.ng và trù. các số phú.c theo các quy tá̆c cô.ng và trù. các

vecto..

1.1.5 Môdun và acgumen cu’a số phú.c

Bây giò. ta xét các to.a dô. cu.
.c cu’a diê’m biê’u diẽ̂n số phú.c z bà̆ng cách cho.n

gốc to.a dô. làm gốc-cu.
.c và phà̂n du.o.ng cu’a tru.c thu.

.c làm tru.c cu.
.c.

Nhu. ta biết, các to.a dô. cu.
.c cu’a diê’m gò̂m có bán ḱınh vecto. cu’a nó (bà̆ng

khoa’ng cách tù. diê’m z dến gốc cu.
.c) và góc cu.

.c ta.o nên bo.’ i hu.́o.ng du.o.ng

cu’a tru.c cu.
.c và vecto. di tù. cu.

.c dến diê’m z.

D- i.nh ngh̃ıa 1.1.4. Dô. dài cu’a bán ḱınh-vecto. cu’a diê’m biê’u diẽ̂n số phú.c

z du.o.
.c go. i là môdun cu’a số phú.c và ký hiê.u là |z|.

Rõ ràng là nếu z = a+ ib th̀ı

|z| =
√
zz = (a2 + b2)1/2.

Dối vó.i số phú.c z ∈ C bất kỳ môdun cu’a nó xác di.nh mô.t cách do.n tri..

Trong tru.̀o.ng ho.
.p khi z là số thu.

.c th̀ı môdun cu’a z trùng vó.i giá tri. tuyê.t

dối cu’a nó.
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D- i.nh lý 1.1.6. Môdun cu’a số phú.c z có các t́ınh chất sau dây:

1. |z| > 0, |z| = 0 ⇔ z = 0;

2. |z1z2| = |z1| |z2|,
3. |z1 + z2| 6 |z1| + |z2| (bất dă’ng thú.c tam giác).

Chú.ng minh. 1. Du.o.
.c suy tù. di.nh ngh̃ıa.

2. Ta có |z1z2|2 = z1z2 · z1z2 = z1z1 · z2z2 = |z1|2|z2|2. Do dó |z1z2| =

|z1| |z2|.
3. Ta có

|z1 + z2|2 = (z1 + z2)(z1 + z2) = |z1|2 + |z2|2 + 2Re(z1z2).

Do dó, dê’ ý dến bất dă’ng thú.c

−|z1z2| 6 Re(z1z2) 6 |z1z2|

ta suy ra

|z1 + z2|2 6 |z1|2 + |z2|2 + 2|z1z2| = (|z1|2 + |z2|2)2

thành thu.’

|z1 + z2| 6 |z1| + |z2|

Nhâ. n xét. Tù. di.nh lý vù.a chú.ng minh suy ra rằng

|z1 − z2| = d(z1, z2)

là khoa’ng cách giũ.a hai diê’m z1 và z2 và da. i lu.o.
.ng |z| là dô. dài cu’a bán

ḱınh-vecto. z.

Hê. qua’

a) |z1 − z2| 6 |z1| + |z2|;
b) |z1 + z2| > |z1| − |z2|;
c) |z1 − z2| > |z1| − |z2|;
d) |z1 + z2| >

∣∣|z1| − |z2|
∣∣;

e) |z1 − z2| >
∣∣|z1| − |z2|

∣∣.
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Chú.ng minh. a) Thâ. t vâ.y, v̀ı |z2| = | − z2| nên

|z1 − z2| = |z1 + (−z2)| 6 |z1| + | − z2| = |z1| + |z2|.

b) Dê’ chú.ng minh b) ta áp du.ng a) cho

z1 = (z1 + z2) − z2.

Ta có

|z1| 6 |z1 + z2| + |z2| ⇒ |z1 + z2| > |z1| − |z2|.

c) |z1 − z2| = |z1 + (−z2)| > |z1| − | − z2| = |z1| − |z2|.
d) Ta có |z1 + z2| > |z1| − |z2| và |z1 + z2| > |z2| − |z1|. Do dó

−|z1 + z2| 6 |z1| − |z2| 6 |z1 + z2| ⇔
∣∣|z1| − |z2|

∣∣ 6 |z1 + z2|.

e) Bất dă’ng thú.c e) thu du.o.
.c tù. d) sau khi thay z2 bo.’ i −z2.

Tù. bất dă’ng thú.c tam giác, dẽ̂ dàng suy ra rà̆ng

∣∣∣
n∑

k=1

zk

∣∣∣ 6
n∑

k=1

|zk|. (1.1)

Tù. bất dă’ng thú.c này và a) suy ra

|z1 + z2 + · · · + zn| > |z1| − |z2 + z3 + · · · + zn|
> |z1| − |z2| − · · · − |zn|. (1.2)

Có thê’ xem các bất dă’ng thú.c (1.1) và (1.2) nhu. nhũ.ng bất dă’ng thú.c

tô’ng quát dối vó.i bất dă’ng thú.c tam giác và bất dă’ng thú.c a).

Bây giò. ta chuyê’n sang di.nh ngh̃ıa acgumen cu’a số phú.c z = a+ ib 6= 0.

Ta dă.t r = |z| =
√
a2 + b2. Vı̀ a2 6 r2, b2 6 r2 nên

∣∣∣a
r

∣∣∣ 6 1 và
∣∣∣b
r

∣∣∣ 6 1.
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Nhu. ta biết, vó.i mo.i x ∈ [0, 1] tò̂n ta. i mô.t và chı’ mô.t số y ∈
[
0,
π

2

]
sao

cho sin y = x. Tù. dó suy rà̆ng tò̂n ta. i số α0 sao cho

a) 0 6 α0 6
π

2
, b) sinα0 =

∣∣∣b
r

∣∣∣.
Nhu.ng v̀ı

(a
r

)2

+
(b
r

)2

= 1

nên

a

r
= ± cosα0,

b

r
= ± sinα0.

Dă.t α = α0. Nếu a < 0 th̀ı thay α bà̆ng π − α. Nếu b < 0 th̀ı thay α

bà̆ng −α. Do dó ta thu du.o.
.c số α tho’a mãn diè̂u kiê.n

a

r
= cosα,

b

r
= sinα. (1.3)

Ta có di.nh ngh̃ıa sau dây.

D- i.nh ngh̃ıa 1.1.5. Số thu.
.c α tho’a mãn hê. (1.3) du.o.

.c go. i là acgumen cu’a

số phú.c z và du.o.
.c ký hiê.u là Arg z.

Tù. di.nh ngh̃ıa này dẽ̂ dàng nhâ.n thấy rà̆ng acgumen cu’a z là góc ta.o nên

giũ.a hu.́o.ng du.o.ng cu’a tru.c thu.
.c vó.i vecto. z nhâ.n hu.́o.ng ngu.o.

.c chiè̂u kim

dò̂ng hò̂ làm hu.́o.ng biến thiên du.o.ng.

Dối vó.i số z = 0 acgumen không có giá tri. xác di.nh và dó cũng là diê’m

duy nhất có acgumen không xác di.nh. Thâ. t vâ.y, z = 0 ⇔ Re z = Im z = 0,

do dó tù. (1.3) suy ra arg 0 không xác di.nh.

Acgumen cu’a số phú.c du.o.
.c xác di.nh không do.n tri.. Ta sẽ nói rõ dă.c diê’m

cu’a t́ınh da tri. cu’a acgumen.

Gia’ su.’ ϕ0 là giá tri. bé nhất cu’a acgumen cu’a z du.o.
.c t́ınh theo hu.́o.ng

du.o.ng. Sau khi thu.
.c hiê.n mô.t số vòng quay toàn phà̂n vecto. z xung quanh

cu.
.c theo hu.́o.ng du.o.ng ta sẽ di dến giá tri. acgumen là ϕ0 + k · 2π, trong dó

k ∈ Z, k > 0 là số vòng quay vecto. z. Số do do.n gia’n nhất cu’a acgumen theo
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hu.́o.ng âm sẽ là −(2π−ϕ0) = ϕ0−2π. Do dó nếu thu.
.c hiê.n tiếp s vòng quay

vecto. z xung quanh cu.
.c theo hu.́o.ng âm th̀ı ta sẽ di dến giá tri. acgumen là

ϕ0 − (s + 1)2π, s > 0. Do dó, tất ca’ các giá tri. có thê’ có cu’a acgumen cu’a

z sẽ du.o.
.c cho bo.’ i công thú.c ϕ = ϕ0 + 2kπ, k ∈ Z. Nhu. vâ.y, mo.i số phú.c

z 6= 0 dè̂u có vô số giá tri. acgumen liên hê. vó.i nhau mô.t cách do.n gia’n: hai

giá tri. bất kỳ cu’a acgumen khác nhau mô.t bô. i nguyên cu’a 2π.

Ta có thê’ tránh du.o.
.c t́ınh da tri. cu’a acgumen nếu dă.t thêm diè̂u kiê.n

dê’ tách mô.t trong các giá tri. có thê’ có cu’a acgumen, chă’ng ha.n diè̂u kiê.n

0 6 ϕ < 2π, hoă. c −π < ϕ 6 π.

Giá tri. cu’a acgumen cu’a z tho’a mãn diè̂u kiê.n vù.a nêu du.o.
.c go. i là giá

tri. ch́ınh cu’a acgumen và du.o.
.c ký hiê.u là arg z. Thông thu.̀o.ng ta sẽ xét giá

tri. acgumen tho’a mãn diè̂u kiê.n

−π < arg z 6 π.

Trù. tru.̀o.ng ho.
.p z = 0, còn dối vó.i số phú.c z bất kỳ luôn luôn tò̂n ta. i giá

tri. duy nhất cu’a acgumen tho’a mãn diè̂u kiê.n vù.a nêu.

Tù. di.nh ngh̃ıa giá tri. ch́ınh cu’a arg z ta có hê. thú.c

arg z =





arctg
b

a
, khi a > 0

arctg
b

a
+ π , khi a < 0, b > 0,

arctg
b

a
− π , khi a < 0, b < 0.

Chú.ng minh. Thâ.t vâ.y, v̀ı giá tri. ch́ınh cu’a arctg
b

a
thuô.c khoa’ng

(
− π

2
,
π

2

)
nên ta có:

a) nếu diê’m z nà̆m trong góc phà̂n tu. thú. I và IV (a > 0) th̀ı arg z =

arctg
b

a
;

b) nếu diê’m z nà̆m trong góc phà̂n tu. thú. II (a < 0, b > 0) th̀ı

−π
2
< arctg

b

a
6 0
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và

arg z = arctg
b

a
+ π;

c) cuối cùng nếu z nà̆m trong góc phà̂n tu. thú. III th̀ı 0 < arctg
b

a
<
π

2
và

arg z = arctg
b

a
− π.

Nhâ. n xét. Nếu 0 6 arg z < 2π và −π
2
< arctg

b

a
<
π

2
là nhũ.ng giá tri.

ch́ınh th̀ı tu.o.ng tu.
. ta có

arg(a+ ib) =





arctg
b

a
nếu a > 0, b > 0,

arctg
b

a
+ 2π nếu a > 0, b < 0,

arctg
b

a
+ π nếu a < 0.

Vó.i khái niê.m môdun và acgumen cu’a số phú.c ta có thê’ biê’u diẽ̂n số

phú.c o.’ mô.t da.ng khác tiê.n lo.
.i ho.n trong viê.c thu.

.c hiê.n phép nhân và phép

chia.

D- i.nh ngh̃ıa 1.1.6. Gia’ su.’ z ∈ C và z 6= 0; r = |z|. α = arg z. Khi dó tù.

(1.3) ta có

z = r(cosα+ i sinα). (1.4)

Hê. thú.c (1.4) du.o.
.c go. i là da. ng lu.o.

.ng giác cu’a số phú.c z.

D- i.nh lý 1.1.7. Mo. i số phú.c z 6= 0 dè̂u có thê’ biê’u diẽ̂n du.́o.i da. ng lu.o.
.ng

giác, trong dó r = |z| xác di.nh do.n tri., còn Arg z, z 6= 0 xác di.nh vó.i su.
. sai

khác mô. t số ha. ng bô. i nguyên cu’a 2π.

Chú.ng minh. Gia’ su.’ z = a+ ib 6= 0. Khi dó

z = a+ ib = |z|
( a
|z| + i

b

|z|

)
= r(cosα+ i sinα).
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Nếu cho hai da.ng lu.o.
.ng giác cu’a số z là: r(cosα1 + i sinα1) = r(cosα2 +

i sinα2) th̀ı khi z 6= 0 ta có r 6= 0 và do dó cosα1 = cosα2 và sinα1 = sinα2.

Do dó

α1 = α2 + 2kπ, k ∈ Z.

Vè̂ sau, thay v̀ı viết α1 = α2 + 2kπ, k ∈ Z ta sẽ viết

α1 ≡ α2(mod 2π).

Diè̂u dó có ngh̃ıa là hiê.u α1 − α2 chia hết cho 2π.

D- i.nh lý 1.1.8. Gia’ su.’ z1 = ρ1(cosϕ1+i sinϕ1) và z2 = ρ2(cosϕ2+i sinϕ2).

Khi dó

1. z1 = z2 ⇔ ρ1 = ρ2 và ϕ1 ≡ ϕ2(mod2π).

2. z1z2 = ρ1ρ2[cos(ϕ1 + ϕ2) + i sin(ϕ1 + ϕ2)].

3.
z1

z2
=
ρ1

ρ2
[cos(ϕ1 − ϕ2) + i sin(ϕ1 − ϕ2)], z2 6= 0.

Chú.ng minh. Phép chú.ng minh du.o.
.c suy tru.

.c tiếp tù. công thú.c (1.4).

Hê. qua’.

1. |z1z2| = |z1| |z2|,

arg(z1z2) ≡ arg z1 + arg z2(mod 2π).

2.
∣∣∣z1

z2

∣∣∣ = |z1|
|z2|

,

arg
z1

z2
≡ arg z1 − arg z2(mod 2π).

Bà̆ng phu.o.ng pháp quy na.p, công thú.c 1) trong hê. qua’ dẽ̂ dàng du.o.
.c

khái quát cho tru.̀o.ng ho.
.p mô.t số hũ.u ha.n n thù.a số. Cu. thê’ ta có

|z1z2 · · · zn| = |z1| · |z2| · · · |zn|,
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arg(z1z2 . . . zn) ≡ arg z1 + arg z2 + · · · + arg zn(mod 2π).

Bây giò. gia’ su.’ z1 = z2 = · · · = zn = z = ρ(cosϕ + i sinϕ). Khi dó

dẽ̂ thấy là: |zn| = |z|n, arg(zn) ≡ narg z(mod2π) [ρ(cosϕ + i sinϕ)]n =

ρn(cos nϕ+ i sinnϕ). Khi ρ = 1 ta thu du.o.
.c công thú.c Moivre:

(cosϕ + i sinϕ)n = cosnϕ+ i sin nϕ.

Công thú.c Moivre vẫn còn dúng ca’ khi n = 0 và n là số nguyên âm. Vó.i

n = 0, dó là diè̂u hiê’n nhiên v̀ı (cosϕ + i sinϕ)0 = cos 0 + i sin 0 = 1. Bây

giò. dă.t k = −n, n ∈ N.

Ta có

(cosϕ+ i sinϕ)k = (cosϕ+ i sinϕ)−n =
1

(cosϕ+ i sinϕ)n

=
1

(cos nϕ+ i sinnϕ)
=

(cos nϕ− i sinnϕ)

(cos2 nϕ+ sin2 nϕ)

= cos(−nϕ) + i sin(−nϕ) = cos kϕ+ i sin kϕ.

Nhu. vâ.y công thú.c Moivre dúng vó.i mo. i n ∈ Z.

Nhâ. n xét 1. Tù. di.nh lý 1.1.8 suy rằng phép nhân số phú.c z1 vó.i số phú.c

z2 du.o.
.c dã̂n vè̂ phép quay vecto. z1 xung quanh gốc to.a dô. mô.t góc bà̆ng

arg z2 và tiếp dến là phép giãn |z2| là̂n (nếu |z2| > 1) hoă. c co |z2| là̂n vecto.

z1 (nếu |z2| < 1).

2. Phép chia z1 cho z2 du.o.
.c xem nhu. phép nhân z1 vó.i 1/z2. Bây giò. ta

nêu ra su.
. gia’ i th́ıch h̀ınh ho.c phép toán w = 1/z.

Gia’ su.’ |z| < 1. Tù. diê’m z ta ke’ du.̀o.ng vuông góc vó.i tia Oz cá̆t du.̀o.ng

tròn do.n vi. {|z| = 1} ta. i diê’m ζ. Tù. diê’m ζ ta ke’ tiếp tuyến vó.i du.̀o.ng

tròn do.n vi. và gia’ su.’ tiếp tuyến dó cá̆t tia Oz ta. i diê’m ω. Hiê’n nhiên rằng

arg ω = arg z, |ω| =
1

|z|.

Nhu. vâ.y số ω liên ho.
.p vó.i 1/z: ω = 1/z. Bu.́o.c chuyê’n tù. diê’m z dến

diê’m 1/z du.o.
.c go. i là phép dối xú.ng qua du.̀o.ng tròn do.n vi.. Bây giò. dê’ thu

du.o.
.c 1/z ta chı’ cà̂n xác di.nh diê’m dối xú.ng vó.i ω qua tru.c thu.

.c.

Trong tru.̀o.ng ho.
.p |z| > 1 th̀ı phép du.

.ng dã mô ta’ cà̂n tiến hành theo

thú. tu.
. ngu.o.

.c la. i.
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1.1.6 Phép khai căn số phú.c

Bây giò. ta chuyê’n sang xét phép khai căn các số phú.c. Dối vó.i số phú.c

z ∈ C cho tru.́o.c, ta gia’ i phu.o.ng tr̀ınh z = wn. Tâ.p ho.
.p các nghiê.m cu’a

phu.o.ng tr̀ınh này du.o.
.c ký hiê.u là n

√
z và go. i dó là căn bâ. c n cu’a số phú.c z.

D- i.nh lý 1.1.9. Gia’ su.’ z ∈ C và n ∈ N. Khi dó tò̂n ta. i dúng n giá tri. cu’a

căn bâ. c n cu’a số phú.c khác 0: z = ρ(cosϕ + i sinϕ). Các giá tri. dó du.o.
.c

cho bo.’ i công thú.c

n
√
z = ρ1/n

(
cos

ϕ+ 2kπ

n
+ i sin

ϕ+ 2kπ

n

)
, (1.5)

trong dó gia’ thiết k nhâ. n các giá tri., chă’ng ha. n 0, 1, 2, . . . , n − 1.

Chú.ng minh. 1. Ta sẽ t̀ım w du.́o.i da.ng lu.o.
.ng giác w = r(cosα + i sinα).

Khi dó dă’ng thú.c wn = z du.o.
.c viết du.́o.i da.ng

rn[cos nα+ i sinnα] = ρ(cosϕ+ i sinϕ).

Tù. di.nh lý 1.1.8 suy ra

rn = ρ

nα ≡ ϕ(mod 2π)

}
⇒





r = n
√
ρ ,

α ≡ ϕ+ 2kπ

n
, k ∈ Z.

Do dó các căn bâ.n n cu’a số z tò̂n ta. i và du.o.
.c t́ınh theo công thú.c

wk = ρ1/n
(

cos
ϕ+ 2kπ

n
+ i sin

ϕ+ 2kπ

n

)
(1.6)

vó.i k ∈ Z bất kỳ.

2. Bây giò. ta chú.ng minh rà̆ng wk1 = wk2 ⇔ k1 ≡ k2(mod n). Thâ. t vâ.y

wk1 = wk2 ⇔ ϕ + 2k1π

n
=
ϕ+ 2k2π

n
+ 2πm, m ∈ Z.

Nhu.ng dă’ng thú.c vù.a viết la. i tu.o.ng du.o.ng vó.i dă’ng thú.c

k1 − k2

n
= m ∈ Z ⇒ k1 = k2(mod n).
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Nhu. vâ.y

wk1 = wk2 ⇔ k1 = k2(mod n).

3. Vı̀ hai số nguyên khác nhau cu’a dãy số 0, 1, . . . , n− 1 d̂èu có hiê.u (lấy

số ló.n trù. cho số bé) bé ho.n n và do dó không chia hết cho n. Do dó ta t̀ım

du.o.
.c tất ca’ các giá tri. khác nhau cu’a wk nếu k = 0, 1, . . . , n− 1.

Vı́ du. . Ta có 1 = cos 0 + i sin 0, tù. dó căn bâ.c n cu’a do.n vi. du.o.
.c biê’u diẽ̂n

bo.’ i công thú.c

εk = cos
2kπ

n
+ i sin

2kπ

n
, k = 0, 1, . . . , n− 1. (1.7)

Vè̂ phu.o.ng diê.n h̀ınh ho.c, các diê’m w0, w1, . . . , wn−1 ch́ınh là các dı’nh cu’a

mô.t da giác dè̂u n ca.nh nô. i tiếp trong du.̀o.ng tròn bán ḱınh R = ρ1/n. Thâ. t

vâ.y môdun cu’a mo.i wk, k = 0, 1, . . . , n− 1 dè̂u bà̆ng nhau và khi chuyê’n tù.

wk dến wk+1 acgumen du.o.
.c tăng lên 2π/n. Sau n là̂n chuyê’n nhu. thế ta tro.’

la. i giá tri. căn dà̂u tiên rò̂i sau dó la. i nhâ.n du.o.
.c các giá tri. cu’a nó mà ta dã

lâ.p.

1.1.7 Da.ng mũ cu’a số phú.c

Dê’ do.n gia’n cách viết các số phú.c ta dă.t

cosϕ+ i sinϕ
def
= eiϕ. (1.8)

(Dê’ ý rằng dến bây giò. ta chu.a di.nh ngh̃ıa phép toán nâng mô.t số phú.c lên

lũy thù.a a’o. Trong chu.o.ng II ta sẽ chú.ng to’ su.
. dúng dá̆n cu’a công thú.c

(1.8)).

Tù. (1.8) ta có

z = ρeiϕ. (1.9)

Dó là da.ng số mũ cu’a số phú.c.

Dẽ̂ dàng chú.ng minh rằng nếu z1 = ρ1e
iϕ1 và z2 = ρ2e

iϕ2 th̀ı
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1. z1z2 = ρ1ρ2e
i(ϕ1+ϕ2)

2.
z1

z2
=
ρ1

ρ2
eiϕ1−ϕ2).

3. zn = ρneinϕ.

4. wk = n
√
z = n

√
ρei

ϕ+2kπ
n , k = 0, 1, . . . , n− 1.

Tu. (1.8) và (1.9) và bằng cách thay ϕ bo.’ i −ϕ ta có

cosϕ =
1

2
(eiϕ + ie−iϕ),

sinϕ =
1

2i
(eiϕ − e−iϕ).





(1.10)

Các công thú.c (1.10) du.o.
.c go. i là công thú.c Euler.

1.1.8 Khái niê.m vè̂ mă.t phă’ng mo.’ rô.ng

Trong không gian Euler ba chiè̂u vó.i hê. to.a dô. Descartes vuông góc (ξ, η, ζ)

ta xét mă.t cà̂u vó.i tâm ta. i diê’m
(
0, 0,

1

2

)
vó.i bán ḱınh bằng

1

2
(h̀ınh I.1)

S =
{

(ξ, η, ζ) : ξ2 + η2 +
(
ζ − 1

2

)2

=
1

4

}

sao cho nó tiếp xúc vó.i mă.t phă’ng z ta. i gốc to.a dô. và tru.c thu.
.c cu’a mă.t

phă’ng z trùng vó.i tru.c {η = 0, ζ = 0}, còn tru.c a’o th̀ı trùng vó.i tru.c

{ξ = 0, ζ = 0}.
Ta xét phép chiếu π vó.i cu.

.c bá̆c ta. i diê’m P (0, 0, 1). Gia’ su.’ z ∈ C là diê’m

tùy ý. Nối diê’m z ∈ C vó.i cu.
.c bá̆c P bà̆ng doa. n thă’ng. Doa.n thă’ng này cá̆t

mă.t cà̂u S ta. i diê’m A(z). Và ngu.o.
.c la. i, gia’ su.’ A ∈ S là mô.t diê’m tùy ý cu’a

mă.t cà̂u. Khi dó tia PA sẽ cá̆t mă.t phă’ng phú.c ta. i diê’m z. Hiê’n nhiên rằng

dó là mô.t phép tu.o.ng ú.ng do.n tri. mô.t-mô. t.
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Hı̀nh I.1

D- i.nh ngh̃ıa 1.1.7. Phép tu.o.ng ú.ng

π : C 3 z 7→ A(z) ∈ S

nhu. dã mô ta’ o.’ trên du.o.
.c go. i là phép chiếu nô’i vó.i cu.

.c ta. i diê’m P . Diê’m

A(z) ∈ S du.o.
.c go. i là a’nh nô’i hay là a’nh cà̂u cu’a diê’m z.

D- i.nh lý 1.1.10. Trong phép chiếu nô’i

π : C 3 z 7→ A(z) ∈ S

diê’m x = x+ iy ∈ C sẽ tu.o.ng ú.ng vó.i diê’m A(z) ∈ S có to. a dô. là

ξ =
x

1 + |z|2 , η =
y

1 + |z|2 , ζ =
|z|2

1 + |z|2 · (1.11)

Công thú.c (1.11) du.o.
.c go. i là công thú.c cu’a phép chiếu nô’i.

Chú.ng minh. Thâ. t vâ.y, v̀ı ba diê’m P (0, 0, 1), A(z) = (ξ, η, ζ) và z = (x, y, 0)

cùng nà̆m trên mô.t du.̀o.ng thă’ng nên các to.a dô. cu’a chúng pha’i tho’a mãn

hê. thú.c

ξ − 0

x− 0
=
η − 0

y − 0
=
ζ − 1

0 − 1
,

hay là

x =
ξ

1 − ζ
, y =

η

1 − ζ
, z =

ξ + iη

1 − ζ
· (1.12)

Dê’ ý rà̆ng

|z|2 =
ξ2 + η2

(1 − ζ)2
và ξ2 + η2 +

(
ζ − 1

2

)2

=
1

4

ta thu du.o.
.c

|z|2 =
ζ

1 − ζ
,
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và do dó ζ =
|z|2

1 + |z|2 . Thế giá tri. ζ vào (1.12) ta t̀ım du.o.
.c

ξ =
x

1 + |z|2 , η =
y

1 + |z|2 ·

Hiê’n nhiên trong phép biến dô’i π, diê’m P (0, 0, 1) không tu.o.ng ú.ng vó.i

diê’m z nào cu’a mă.t phă’ng C. Bây giò. ta xét số phú.c “lý tu.o.’ ng” z = ∞ và

“bô’ sung” cho mă.t phă’ng phú.c C bà̆ng cách thêm cho nó diê’m xa vô cùng

duy nhất (go. i tá̆t diê’m vô cùng) tu.o.ng ú.ng vó.i số phú.c z = ∞.

D- i.nh ngh̃ıa 1.1.8. Tâ.p ho.
.p lâ.p nên tù. mă.t phă’ng phú.c C và diê’m vô cùng

(ký hiê.u là ∞) du.o.
.c go. i là mă. t phă’ng phú.c mo.’ rô. ng và ký hiê.u là C.

Nhu. vâ.y C = C∪{∞} và C không pha’i là mô.t tru.̀o.ng. Tù. di.nh lý 1.1.10

suy rà̆ng phép chiếu nô’i π xác lâ.p su.
. tu.o.ng ú.ng do.n tri. mô.t-mô.t giũ.a các

diê’m cu’a C và các diê’m cu’a S \ {P}.
Hiê’n nhiên khi |z| → ∞ th̀ı diê’m A(z) sẽ dà̂n dến diê’m P (0, 0, 1). Thâ.t

vâ.y, tù. t́ınh dò̂ng da.ng cu’a hai tam giác zOP và APO suy rằng

AP =
1√

1 + |z|2

và do dó AP → 0 khi |z| → ∞.

Tù. su.
. lý luâ.n dó ta rút ra kết luâ.n rà̆ng phép chiếu nô’i π : C 7→ S \ {P}

có thê’ thác triê’n vào C thành

π∗ : C → S

bà̆ng cách dă.t

π∗∣∣
C = π, z ∈ C

và

π(∞) = P (0, 0, 1).
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Do dó, mô.t cách tu.
. nhiên ta có thê’ cho rà̆ng diê’m z = ∞ tu.o.ng ú.ng vó.i

“cu.
.c bá̆c” P cu’a mă.t cà̂u S và mo.i diê’m trên mă.t cà̂u S có thê’ xem nhu.

là mô ta’ diê’m tu.o.ng ú.ng cu’a mă.t phă’ng C. Phu.o.ng pháp biê’u diẽ̂n h̀ınh

ho.c các số phú.c nhu. trên du.o.
.c go. i là phu.o.ng pháp biê’u diẽ̂n cà̂u cu’a các số

phú.c. Mă.t cà̂u S, v̀ı lý do dó, du.o.
.c go. i là mă. t cà̂u số phú.c Riemann. Tı́nh

u.u viê.t cu’a mă.t cà̂u Riemann là o.’ chõ̂ trên mă.t cà̂u Riemann diê’m vô cùng

duy nhất cu’a mă.t phă’ng phú.c du.o.
.c mô ta’ mô.t cách khá tru.

.c quan. Sau này

khi nghiên cú.u mô.t vấn dè̂ nào dó nếu muốn xét ca’ diê’m z = ∞ th̀ı ta sẽ

tiến hành các lâ.p luâ.n trên mă.t cà̂u Riemann.

1.1.9 Khoa’ng cách trên C

Tu.o.ng ú.ng vó.i hai phu.o.ng pháp biê’u fiẽ̂n h̀ınh ho.c số phú.c dã du.o.
.c mô

ta’ , ta sẽ du.a vào trong C hai mêtric. Trong mêtric thú. nhất khoa’ng cách

giũ.a hai diê’m z1, z2 ∈ C du.o.
.c gia’ thiết bà̆ng dC = dC(z1, z2)

def
= |z1 − z2| =√

(x1 − x2)2 + (y1 − y2)2. Mêtric này là mêtric Euclide thông thu.̀o.ng trong

mă.t phă’ng R2. Trong mêtric thú. hai (go. i là mêtric cà̂u) khoa’ng cách giũ.a

hai diê’m z1 và z2 ∈ C du.o.
.c hiê’u là khoa’ng cách (trong không gian ξ, η, ζ)

giũ.a các a’nh cà̂u cu’a chúng. Khoa’ng cách này du.o.
.c go. i là khoa’ng cách cà̂u

hay khoa’ng cách Jordan giũ.a hai diê’m z1 và z2 ∈ C:

dC
def
= dC(z1, z2).

D- i.nh lý 1.1.11. Gia’ su.’ dC = dC(z1, z2) là khoa’ng cách cà̂u giũ.a các diê’m

z1 = x1 + iy1 và z2 = x2 + iy2. Khi dó

1.

dC(z1, z2) =
|z1 − z2|

(1 + |z1|2)1/2 · (1 + |z2|2)1/2
; (1.13)

2. Nếu z2 = ∞ th̀ı

dC(z1,∞) =
1√

1 + |z1|2
; (1.14)

3. Khoa’ng cách cà̂u tho’a mãn các tiên dè̂ thông thu.̀o.ng cu’a mô. t mêtric.



htttp://www.ebook.edu.vn
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Chú.ng minh. 1. Thâ. t vâ.y, tù. công thú.c (1.11) ta có

dC(z1, z2) = [(ξ1 − ξ2)
2 + (η1 − η2)

2 + (ζ1 − ζ2)
2]1/2

= [ζ1 + ζ2 − 2(ξ1ξ2 + η1η2 + ζ1ζ2)]
1/2 =

=
{ |z1|2

1 + |z1|2|
+

|z2|2

1 + |z2|2
− 2
[ x1x2

(1 + |z1|2)(1 + |z2|2)

+
y1y2

(1 + |z1|2)(1 + |z2|2)
+

|z1|2|z2|2

(1 + |z1|2)(1 + |z2|2)

]}1/2

=

{
|z1|2(1 + |z2)

2) + |z2|2(1 + |z1|2) − 2(x1x2 + y1y2) − 2|z1|2|z2|2
}1/2

√
1 + |z1|2

√
1 + |z2|2

=

[
|z1|2 + |z2|2 − 2x1x2 − 2y1y2

]1/2
√

1 + |z1|2
√

1 + |z2|2
=

[
(x1 − x2)

2 + (y1 − y2)
2
]1/2

√
1 + |z1|2

√
1 + |z2|2

=
|z1 − z2|√

1 + |z1|2
√

1 + |z2|2
·

Công thú.c (1.13) du.o.
.c chú.ng minh.

2. Trong tru.̀o.ng ho.
.p khi z2 = ∞ ta có

dC(z1,∞) =
√
ξ2
1 + η2

1 + (1 − ζ1)2 = (v̀ı z2 = ∞ nên ζ2 = 1)

=
√

1 − ζ1 =
1

(1 + |z + 1|2)1/2
·

3. Hiê’n nhiên rà̆ng dC(z1, z2) > 0 và dC(z1, z2) = 0 ⇔ z2 = z2 và

dC(z1, z2) = dC(z2, z1). Ta còn pha’i chú.ng minh rằng dC(z1, z3) 6 dC(z1, z2)+

dC(z2, z3).

Dối vó.i z1, z2 và z3 ta có dò̂ng nhất sau

(z1 − z2)(1 + z3z3) = (z1 − z3)(1 + z2z3) + (z3 − z2)(1 + z1z3).

Tù. dó

|z1 − z2|(1 + |z3|2) 6 |z1 − z3|(|1 + z2z3|) + |z3 − z2|(|1 + z1z3|). (1.15)
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Nhu.ng dê’ ý rằng

(1 + uv)(1 + u v) 6 (1 + |u|2)(1 + |v|2)

cho nên

|1 + z2z3|2 = (1 + z2z3)(1 + z2z3) 6 (1 + |z2|2)(1 + |z3|2) (1.16)

và

|1 + z1z3|2 6 (1 + |z1|2)(1 + |z3|2). (1.17)

Tù. các hê. thú.c (1.13) và (1.15) - (1.17) ta thu du.o.
.c diè̂u pha’i chú.ng

minh.

Ta nhâ.n xét rà̆ng trên các tâ.p ho.
.p bi. chă.n M ⊂ C (tú.c là nhũ.ng tâ.p

ho.
.p du.o.

.c chú.a trong h̀ınh tròn cố di.nh nào dó {|z| 6 R,R <∞}) hai mêtric

Euclide và mêtric - cà̂u là tu.o.ng du.o.ng vó.i nhau.

Thâ.t vâ.y, nếu M ⊂ {|z| 6 R} th̀ı tù. (1.13) ta có

|z1 − z1|
1 +R2

6 dC(z1, z2) 6 |z1 − z2|, ∀ z1, z2 ∈M.

Do dó mêtric cà̂u thu.̀o.ng du.o.
.c áp du. ng khi xét các tâ.p ho.

.p không bi.
chă.n. Và nói chung, khi tiến hành các lâ.p luâ.n trên C ta su.’ du.ng mêtric

Euclide dC, còn trên C th̀ı su.’ du.ng mêtric - cà̂u dC.

Tù. diè̂u vù.a chú.ng minh trên dây cũng suy ra rà̆ng viê.c du.a vào mõ̂i

mêtric trên dây dè̂u biến C thành không gian mêtric.

1.2 Các khái niê.m tôpô co. ba’n trên mă. t

phă’ng phú.c

Trên C và C ta dã du.a vào các mêtric tu.o.ng ú.ng biến C và C thành nhũ.ng

không gian mêtric. Bây giò. ta du.a vào các tâ.p ho.
.p du.o.

.c xét nhũ.ng tôpô

tu.o.ng ú.ng vó.i các mêtric ấy và qua dó tr̀ınh bày vắn tá̆t nhũ.ng t́ınh chất

tôpô co. ba’n cu’a mă. t phă’ng phú.c.
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1.2.1 Tôpô trên C

D- i.nh ngh̃ıa 1.2.1. 1) Tâ.p ho.
.p nhũ.ng diê’m z ∈ C tho’a mãn hê. thú.c

U(z0, ε) = {z ∈ C : |z − z0| < ε}.

trong dó ε là số du.o.ng cho tru.́o.c, du.o.
.c go. i là ε - lân câ. n cu’a diê’m z0. Dó là

h̀ınh tròn vó.i tâm ta. i z0 và bán ḱınh ε.

2) Tâ.p ho.
.p nhũ.ng diê’m z ∈ C tho’a mãn hê. thú.c dC(z, z0) < ε, z0 ∈ C,

du.o.
.c go. i là ε - lân câ. n cu’a diê’m z0.

Tù. hê. thú.c (1.14) suy ra rà̆ng

dC(z,∞) < ε⇔ |z| >
√

1

ε2
− 1.

Do dó ta sẽ hiê’u ε - lân câ.n cu’a diê’m ∞ là tâ.p ho.
.p

U(∞, ε) =
{
z ∈ C : |z| > 1

ε

}
.

Dó là phà̂n ngoài h̀ınh tròn vó.i tâm ta. i gốc to.a dô. và bán ḱınh r =
1

ε
.

Trong nhiè̂u tru.̀o.ng ho.
.p ta còn dùng thuâ.t ngũ. “lân câ.n thu’ng”. Theo

di.nh ngh̃ıa, ε-lân câ. n thu’ng cu’a diê’m z0 ∈ C du.o.
.c hiê’u là

U̇ (z0, ε) = U(z0, ε) \ {z0} = {z : 0 < |z − z0| < ε}.

Tu.o.ng tu.
., ε-lân câ. n thu’ng cu’a diê’m z0 ∈ C là tâ.p ho.

.p

U̇ (z0, ε) = {z : 0 < dC(z, z0) < ε}.

D- i.nh ngh̃ıa 1.2.2. Gia’ su.’ tâ.p ho.
.p con M ⊂ C (hoă. c C). Diê’m z0 du.o.

.c go. i

là diê’m trong cu’a M nếu ∃ ε > 0 sao cho ε - lân câ.n cu’a diê’m z0 là thuô.c M .

D- i.nh ngh̃ıa 1.2.3. Tâ.p con A ⊂ C (hoă. c C) du.o.
.c go. i là tâ. p ho.

.p mo.’ nếu

mo.i diê’m z ∈ A dè̂u là diê’m trong cu’a nó.
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D- i.nh lý 1.2.1. Ho. các tâ. p con mo.’ cu’a C tho’a mãn các t́ınh chất sau dây

(các tiên dè̂ cấu trúc tôpô):

1. ∅ và C là nhũ.ng tâ. p ho.
.p mo.’ .

2. Ho.
.p cu’a mô. t số hũ.u ha. n hay vô ha. n bất kỳ các tâ. p ho.

.p mo.’ là mô. t

tâ. p ho.
.p mo.’ .

3. Giao cu’a mô. t số hũ.u ha. n tâ. p ho.
.p mo.’ là tâ. p ho.

.p mo.’ .

Chú.ng minh. 1. Hiê’n nhiên.

2. Gia’ su.’ {Uλ} là ho. các tâ.p con mo.’ nào dó. Nếu z0 ∈ Uµ nào dó th̀ı

∃ r > 0 sao cho U(z0, r) ⊂ Uµ ⊂ U =
⋃
λ

Uλ.

3. Gia’ su.’ U1, . . . , Un là nhũ.ng tâ.p ho.
.p mo.’ . Nếu U0 =

n⋂
i=1

Ui = ∅ th̀ı U mo.’

(theo 1.). Gia’ su.’ U0 6= ∅ và z0 ∈ U0. Khi dó, vó.i mõ̂i giá tri. i (i = 1, 2, . . . , n)

sẽ tò̂n ta. i εi > 0 sao cho

U(z0, εi) ⊂ Ui.

Hiê’n nhiên rà̆ng U(z0, ε) ⊂ U0, trong dó

ε = min
i=1,n

|εi| > 0.

Vó.i cách du.a vào khái niê.m tâ.p ho.
.p mo.’ nhu. vâ.y C và C tro.’ thành không

gian tôpô.

D- i.nh lý 1.2.2. (tiên dè̂ tách Hausdorff). Gia’ su.’ z1 và z2 là nhũ.ng diê’m

khác nhau cu’a C. Khi dó tò̂n ta. i nhũ.ng lân câ. n
3 U(z1, .) và U(z2, .) sao cho

U(z1, .) ∩ U(z2, .) = ∅.

Chú.ng minh. 1. Gia’ su.’ z1, z2 ∈ C. Dă.t ε =
1

4
|z1 − z2| và U(zi, .) = U(zi, ε),

i = 1, 2. Gia’ su.’ ∃ z ∈ U(z1, ε) ∩ U(z2, ε). Khi dó

4ε = |z1 − z2| 6 |z1 − z|+ |z − z2| < ε+ ε = 2ε.

3O.’ dây ta ký hiê.u U (z; .) là h̀ınh tròn vó.i tâm ta.i diê’m z và vó.i bán ḱınh “.” sẽ du.o..c
xác di.nh trong quá tr̀ınh chú.ng minh
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Diè̂u này vô lý. Vâ.y

U(z1, ε) ∩ U(z2, ε) = ∅.

2. Bây giò. gia’ su.’ z1 ∈ C, z2 = ∞. Ta sẽ chú.ng minh rằng lân câ.n U(z1; 1)

và U
(
∞,

1

|z1| + 2

)
không giao nhau. Gia’ su.’ z ∈ U(z1, 1) ∩ U

(
∞,

1

|z1| + 2

)
.

Vı̀ z ∈ U(z1, 1) nên

ρ(z, 0) 6 ρ(z, z1) + ρ(z1, 0) < 1 + |z1|.

Mă.t khác v̀ı z ∈ U
(
∞,

1

|z1| + 2

)
nên ρ(z, 0) > |z1| + 2. Dó là diè̂u mâu

thuã̂n.

D- i.nh ngh̃ıa 1.2.4. Tâ.p ho.
.p con A ⊂ C (hoă.c C) du.o.

.c go. i là tâ. p dóng nếu

phà̂n bù CCA cu’a nó là tâ.p mo.’ .

D- i.nh lý 1.2.3. Hê. các tâ. p ho.
.p dóng tho’a mãn các t́ınh chất sau dây:

1. C và ∅ là nhũ.ng tâ. p dóng.

2. Ho.
.p cu’a mô. t số hũ.u ha. n tâ. p ho.

.p dóng là tâ. p ho.
.p dóng.

3. Giao cu’a mô. t số hũ.u ha. n hay vô ha. n bất kỳ các tâ. p ho.
.p dóng là tâ. p

ho.
.p dóng.

Chú.ng minh. Suy tru.
.c tiếp tù. di.nh lý 1.2.1 và các quy tắc lấy phà̂n bù.

Nhâ. n xét 1.2.1. Tù. di.nh lý 1.2.1 và 1.2.3 suy ra rà̆ng trên mă.t phă’ng phú.c

C chı’ có ch́ınh C và tâ.p ho.
.p ∅ là dò̂ng thò.i vù.a dóng vù.a mo.’ trong C.

1.2.2 Phà̂n trong và phà̂n ngoài

D- i.nh ngh̃ıa 1.2.5. Gia’ su.’ A ⊂ C, A 6= ∅. Tâ.p ho.
.p các diê’m trong cu’a A

du.o.
.c go. i là phà̂n trong cu’a A và du.o.

.c ký hiê.u là
◦
A.

Tù. di.nh lý 1.2.1 suy ra rà̆ng
◦
A là tâ.p ho.

.p mo.’ .

D- i.nh ngh̃ıa 1.2.6. Phà̂n trong

◦
_

CCA du.o.
.c go. i là phà̂n ngoài cu’a tâ.p ho.

.p A.
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Ta có

D- i.nh lý 1.2.4. Diê’m z0 ∈ C là diê’m ngoài cu’a tâ. p ho.
.p A khi và chı’ khi

d(z0, A) > 0, trong dó khoa’ng cách

d(z0, A) = inf
z′∈A

d(z0, z
′).

Chú.ng minh. 1. Vı̀ d(z0, A) > 0 ⇒ U(z0, d(z0, A)) ⊂ CA, do dó z0 là diê’m

trong cu’a CA, tú.c là diê’m ngoài cu’a A.

2. Nếu z0 là diê’m ngoài cu’a A th̀ı tò̂n ta. i h̀ınh tròn U(z0, r), r > 0, nà̆m

trong CA. Nhu. vâ.y dối vó.i diê’m z ∈ A bất kỳ ta có d(z0, z) > r và do dó

d(z0, A) > r.

1.2.3 D- iê’m tu.

Ta xét diê’m tu. cu’a tâ.p ho.
.p và cu’a dãy diê’m trên C.

D- i.nh ngh̃ıa 1.2.7. Diê’m z0 ∈ C du.o.
.c go. i là diê’m tu. (hay diê’m gió.i ha. n)

cu’a tâ.p ho.
.p A ⊂ C nếu trong lân câ.n bất kỳ cu’a nó có vô số diê’m cu’a A.

Tâ.p ho.
.p các diê’m tu. cu’a tâ.p ho.

.p A thu.̀o.ng du.o.
.c ký hiê.u là A′. Tù. di.nh

ngh̃ıa 1.2.7 suy rà̆ng lân câ.n bất kỳ cu’a diê’m z giao vó.i A khi và chı’ khi

hoă.c z ∈ A, hoă. c z là diê’m tu. cu’a A. Vı̀ vâ.y, có thê’ mô ta’ khái niê.m tâ.p

ho.
.p dóng theo ngôn ngũ. lân câ.n nhu. sau:

D- i.nh ngh̃ıa 1.2.4’. Tâ.p ho.
.p A ⊂ C du.o.

.c go. i là dóng nếu nó chú.a mo.i

diê’m tu. cu’a nó.

Ho.
.p cu’a tâ.p ho.

.p A ⊂ C vó.i tâ.p ho.
.p mo.i diê’m tu. cu’a nó du.o.

.c go. i là bao

dóng cu’a tâ.p ho.
.p A và ký hiê.u là A.

Nhu. vâ.y A = A ∪A′.

D- i.nh ngh̃ıa 1.2.8. Ánh xa. zn : N → C du.o.
.c go. i là mô.t dãy diê’m trên C và

ký hiê.u là
{
zn
}
n>0

. Dãy {zn} ⊂ C du.o.
.c go. i là hô. i tu. tó.i diê’m z (hay z là gió.i

ha. n cu’a dãy {zn}) nếu: vó.i mỗi lân câ.n V cu’a z, dè̂u ∃m0 ∈ N : ∀m ∈ N,

m > m0 th̀ı zm ∈ V .
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Tù. di.nh lý 1.2.2 (tiên dè̂ Hausdorff) ta có

D- i.nh lý 1.2.5. Trong C mo. i dãy hô. i tu. dè̂u có gió.i ha. n duy nhất.

Chú.ng minh. Nếu dãy hô. i tu. zn có hai gió.i ha.n z0 và z̃0 (z0 6= z̃0) th̀ı t̀ım

du.o.
.c hai lân câ.n U và V cu’a z0 và z̃0 tu.o.ng ú.ng sao cho U ∩ V = ∅.
Theo di.nh ngh̃ıa gió.i ha.n th̀ı ∃m0 ∈ N; n0 ∈ N sao cho: zn ∈ U , ∀n > m0,

zn ∈ V , ∀n > n0, v̀ı vâ.y zn ∈ U ∩ V khi n > max(m0, n0). Nhu.ng diè̂u này

không thê’ xa’y ra.

Nhâ. n xét 1.2.2. Giũ.a các khái niê.m diê’m tu. cu’a dãy {zn} và cu’a tâ.p ho.
.p

các giá tri. {zn} có su.
. khác nhau. Vı́ du. , dãy xn = 1, n = 0, 1, 2, . . . có diê’m

tu. x = 1, còn tâ.p {zn} chı’ gò̂m mô.t diê’m zn = 1 không có diê’m tu. .

1.2.4 Biên cu’a tâ.p ho.
.p

D- i.nh ngh̃ıa 1.2.9. Tâ.p ho.
.p nhũ.ng diê’m cu’a C không thuô.c phà̂n trong và

không thuô.c phà̂n ngoài cu’a tâ.p ho.
.p A ⊂ C du.o.

.c go. i là biên cu’a A và ký

hiê.u là ∂A.

Vı̀
◦
A ∪

◦
_

CA là tâ.p ho.
.p mo.’ nên ∂A là tâ.p ho.

.p dóng.

D- i.nh lý 1.2.6. Diê’m a ∈ ∂A khi và chı’ khi lân câ. n bất kỳ cu’a diê’m a dò̂ng

thò.i chú.a diê’m cu’a A và cu’a CA.

Chú.ng minh. Gia’ su.’ lân câ.n V bất kỳ cu’a diê’m a dò̂ng thò.i giao vó.i A và

CA:

V ∩A 6= ∅; V ∩ CA 6= ∅.

Khi dó V 6⊂ A và V 6⊂ CA. Suy ra a 6∈
◦
A và a 6∈

◦
_

CA. Vâ.y a ∈ ∂A.

Ngu.o.
.c la. i, gia’ su.’ a ∈ ∂A và V là lân câ.n nào dó cu’a a. Khi dó V ∩A 6= ∅

v̀ı nếu V ∩ A = ∅ th̀ı V ⊂ CA suy ra a thuô.c phà̂n ngoài cu’a A. Tu.o.ng tu.
.

V ∩ CA 6= ∅.
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1.2.5 Tâ.p ho.
.p compá̆c

D- i.nh ngh̃ıa 1.2.10. 1. Tâ.p ho.
.p A ⊂ C du.o.

.c go. i là tâ. p ho.
.p compắc nếu nó

dóng và bi. chă.n.

2. Tâ.p ho.
.p A ⊂ C du.o.

.c go. i là tâ.p compá̆c nếu A là tâ.p ho.
.p dóng trong

C.

Gia’ su.’ {U} là ho. tùy ý các tâ.p ho.
.p mo.’ phu’ tâ.p ho.

.p compá̆c A, tú.c là

mõ̂i diê’m z ∈ A dè̂u thuô.c ı́t nhất là mô.t tâ.p ho.
.p cu’a ho. {U}. Ngu.̀o.i ta

cũng nói rà̆ng ho. {U} là mô.t phu’ mo.’ cu’a A. Dối vó.i các tâ.p ho.
.p A ⊂ C hai

diè̂u kiê.n sau dây là tu.o.ng du.o.ng vó.i nhau:

(I) A là tâ.p ho.
.p compá̆c;

(II) tù. mo.i phu’ mo.’ cu’a A dè̂u có thê’ tŕıch ra mô.t phu’ con hũ.u ha.n, tú.c

là có mô.t số hũ.u ha.n chı’ số i1, i2, . . . , in sao cho

A ⊂ Ui1 ∪ Ui2 ∪ · · · ∪ Uin, Uik ∈ {U}, k = 1, 2, . . . , n.

Dó ch́ınh là nô. i dung cu’a bô’ d̂è Heine - Borel - Lebesgue.

Mô.t trong nhũ.ng hê. qua’ quan tro.ng nhất cu’a bô’ dè̂ Heine - Borel -

Lebesgue là nguyên lý Bozano - Weierstrass.

D- i.nh lý 1.2.7. (nguyên lý Bolzano - Weierstrass). Dãy vô ha. n bất kỳ

{zn}, n = 1, 2, . . . (1.18)

các diê’m cu’a tâ. p ho.
.p compá̆c K ⊂ C có ı́t nhất mô. t diê’m tu. .

Chú.ng minh. Gia’ thiết rà̆ng không mô.t diê’m nào cu’a K là diê’m gió.i ha.n

cu’a dãy (1.18). Diè̂u dó có ngh̃ıa là ∀ z ∈ K, ∃ δ > 0 sao cho U(z, δ) chú.a

không quá mô.t số hũ.u ha.n diê’m cu’a dãy (1.18). Ta ký hiê.u U là ho. các tâ.p

ho.
.p mo.’ U(z, δ) khi z cha.y trên K. Dó là phu’ mo.’ cu’a K và theo bô’ dè̂ Heine

- Borel - Lebesgue có thê’ tŕıch phu’ con hũ.u ha.n phu’ K:

[U(z′1, δ1), U(z′2, δ2), . . . , U(z′n, δn)].

Vı̀ mõ̂i U(z′k, δk) chú.a không quá mô.t số hũ.u ha.n diê’m cu’a dãy (1.18) nên

dãy (1.18) không thê’ là dãy vô ha.n. Ngh̃ıa là gia’ thiết cu’a chúng ta không

dúng. Do dó nguyên lý Bolzano - Weierstrass du.o.
.c chú.ng minh.
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CÁC VÍ DU.

1. Tâ.p ho.
.p mô.t diê’m là tâ.p ho.

.p compá̆c.

2. Tâ.p ho.
.p hũ.u ha.n diê’m là tâ.p ho.

.p compá̆c.

3. Tâ.p ho.
.p C không pha’i là tâ.p ho.

.p compá̆c. Thâ. t vâ.y, nếu ta xét phu’

mo.’ vó.i tâm ta. i gốc to.a dô. và bán ḱınh > 0 th̀ı rõ ràng là mô.t số hũ.u ha.n

bất kỳ các h̀ınh tròn này nằm tro.n trong mô.t h̀ınh tròn bán ḱınh hũ.u ha.n.

Do dó nó không phu’ toàn C du.o.
.c.

4. Tâ.p ho.
.p C là tâ.p ho.

.p compá̆c. Dê’ chú.ng minh diè̂u này ta cu. thê’ hóa

tôpô dã trang bi. cho C o.’ dà̂u mu.c nhu. sau:

a) Tâ.p ho.
.p U không chú.a diê’m ∞ là mo.’ trong C nếu nó mo.’ trong C;

b) Tâ.p ho.
.p U(∞) chú.a diê’m ∞ là mo.’ trong C nếu phà̂n bù CCU(∞) là

compá̆c trong C.

Ba.n do.c có thê’ tu.
. kiê’m chú.ng rà̆ng tôpô này ch́ınh là tôpô dã xác di.nh

o.’ trên. Vó.i tôpô dã cu. thê’ hóa này o.’ trong C ta dẽ̂ dàng chú.ng minh du.o.
.c

rà̆ng C là compắc. Thâ. t vâ.y, nếu {Ui} là mô.t phu’ mo.’ cu’a C, th̀ı mô.t trong

các Ui sẽ chú.a diê’m ∞. Ta ký hiê.u dó là U(∞). Khi dó phà̂n bù cu’a nó là

compá̆c K ⊂ C nào dó. Vı̀ K compá̆c nên nó du.o.
.c phu’ bo.’ i mô.t số hũ.u ha.n

tâ.p ho.
.p Ui1 , Ui2, . . . , Uin. Tù. dó suy ra rà̆ng các tâ.p ho.

.p Ui1 , Ui2, . . . , Uin và

U(∞) là phu’ con hũ.u ha.n cu’a C.

Vı̀ mă.t phă’ng phú.c C là tâ.p ho.
.p compá̆c, nên tù. nguyên lý Bolzano -

Weierstrass suy ra: trong C dãy vô ha. n bất kỳ có ı́t nhất là mô. t diê’m tu. .

Hiê’n nhiên rằng trong C tò̂n ta. i nhũ.ng dãy diê’m không có diê’m gió.i ha.n

thuô. c C. Chă’ng ha.n dãy 1, 2, . . . , n, . . . không có diê’m gió.i ha.n trong C.

1.2.6 Tâ.p ho.
.p liên thông

Gia’ su.’ A là tâ.p ho.
.p con cu’a mă.t phă’ng phú.c C. Ta có:

D- i.nh ngh̃ıa 1.2.11. Tâ.p ho.
.p A ⊂ C du.o.

.c go. i là tâ. p ho.
.p liên thông nếu

không tò̂n ta. i hai tâ.p ho.
.p mo.’ A1 và A2 trong C sao cho:

1. A ∩A1 6= ∅, A ∩A2 6= ∅;
2. A ∩A1 ∩ A2 = ∅;



htttp://www.ebook.edu.vn
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3. A ⊂ A1 ∪A2.

Bây giò. ta xét tâ.p ho.
.p A trong tôpô ca’m sinh 4 bo.’ i tôpô cu’a C. Nhu. ta

dã biết, khi dó tâ.p ho.
.p A sẽ tro.’ thành không gian tôpô con cu’a C. Do dó

gia’ su.’ A = A∗
1∪A∗

2, trong dó A∗
1 và A∗

2 là nhũ.ng tâ.p ho.
.p mo.’ không trống và

không giao nhau dối vó.i A. Khi dó, tò̂n ta. i nhũ.ng tâ.p ho.
.p mo.’ không giao

nhau A1 và A2 cu’a C sao cho:

A∗
1 = A1 ∩A, A∗

2 = A2 ∩A.

Vı̀ tâ.p ho.
.p A∗

1 và A∗
2 là nhũ.ng tâ.p ho.

.p bù nhau mô. t cách tu.o.ng hõ̂ dối

vó.i A nên A∗
1 và A∗

2 là nhũ.ng tâ.p ho.
.p dò̂ng thò.i dóng và mo.’ trong A. Tù.

dó ta có di.nh ngh̃ıa tu.o.ng du.o.ng sau dây:

D- i.nh ngh̃ıa 1.2.12. Tâ.p ho.
.p A ⊂ C du.o.

.c go. i là tâ.p ho.
.p liên thông nếu

trong A không tò̂n ta. i mô.t tâ.p ho.
.p con nào dò̂ng thò.i vù.a dóng vù.a mo.’

trong A trù. ch́ınh tâ.p ho.
.p A và tâ.p ho.

.p ∅.

CÁC VÍ DU.

1. Tâ.p ho.
.p trống và tâ.p ho.

.p gò̂m mô.t diê’m là nhũ.ng tâ.p ho.
.p liên thông.

2. Tâ.p ho.
.p C là tâ.p ho.

.p liên thông.

3. Tâ.p ho.
.p C \ {mô.t số hũ.u ha.n diê’m} là tâ.p ho.

.p liên thông.

4.Doa.n thă’ng I = [a, b] ⊂ R là tâ.p ho.
.p liên thông.

Dối vó.i tâ.p ho.
.p mo.’ không trống cu’a mă.t phă’ng C ta có:

D- i.nh lý 1.2.8. Gia’ su.’ U là tâ. p ho.
.p mo.’ trong C. Hai diè̂u kiê. n sau dây là

tu.o.ng du.o.ng

1. Tâ. p ho.
.p U liên thông.

2. Qua hai diê’m tùy ý cu’a tâ. p ho.
.p U có thê’ nối chúng bà̆ng mô. t du.̀o.ng

gấp khúc nà̆m tro. n trong U .

4Tôpô cu’a tâ.p ho..p A ⊂ C, trong dó lân câ.n cu’a các diê’m là giao cu’a A vó.i các lân
câ.n cu’a ch́ınh các diê’m ấy trong tôpô cu’a C du.o..c go.i là tôpô ca’m sinh
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Chú.ng minh. Ta chú.ng minh tù. (1) suy ra (2). Gia’ su.’ a ∈ U là diê’m bất

kỳ cho tru.́o.c. Ta ký hiê.u E là tâ.p ho.
.p nhũ.ng diê’m cu’a U mà ta có thê’ nối

chúng vó.i diê’m a bà̆ng nhũ.ng du.̀o.ng gấp khúc trong U . Tâ.p ho.
.p E có các

t́ınh chất sau dây:

a) Tâ.p ho.
.p E 6= ∅ v̀ı nó chú.a ı́t nhất là diê’m a.

b) Tâ.p E là mo.’ . Thâ.t vâ.y, v̀ı U mo.’ nên vó.i mõ̂i diê’m c0 ∈ U tò̂n ta. i

mô.t lân câ.n h̀ınh tròn vó.i tâm là c0 nà̆m tro.n trong U . Mõ̂i diê’m cu’a h̀ınh

tròn này dè̂u có thê’ nối vó.i c0 bà̆ng mô. t du.̀o.ng gấp khúc (chă’ng ha.n, nối

theo bán ḱınh). Nhu. vâ.y, nếu diê’m c0 có thê’ nối vó.i diê’m a bà̆ng du.̀o.ng gấp

khúc nà̆m tro.n trong U th̀ı tò̂n ta. i mô.t lân câ.n cu’a diê’m c0 mà mo.i diê’m cu’a

nó dè̂u có thê’ nối vó.i a bà̆ng du.̀o.ng gấp khúc ∈ U . Do dó E là tâ.p ho.
.p mo.’ .

c) E là tâ.p ho.
.p dóng. Thâ. t vâ.y, gia’ su.’ diê’m c0 ∈ U là diê’m tu. cu’a E.

Ta sẽ chú.ng minh rằng c0 ∈ E. Vó.i r > 0 nào dó, h̀ınh tròn S = S(c0, r)

vó.i bán ḱınh r và vó.i tâm ta. i c0 du.o.
.c chú.a trong U . Vı̀ diê’m c0 là diê’m gió.i

ha.n cu’a E nên t̀ım du.o.
.c diê’m c ∈ S(c0, r)∩E. Diê’m c có thê’ nối vó.i diê’m a

v̀ı c ∈ E và diê’m c cũng có thê’ nối vó.i c0 bo.’ i doa.n thă’ng trong U . Nhu. vâ.y

tò̂n ta. i du.̀o.ng gấp khúc nà̆m trong U vó.i gốc ta. i a và diê’m cuối ta. i c0. Tù.

dó suy rà̆ng c0 ∈ E và E là tâ.p ho.
.p dóng.

Nhu. vâ.y, E là tâ.p ho.
.p không trống, dò̂ng thò.i vù.a dóng vù.a mo.’ trong

U , do dó

E ≡ U.

Bây giò. ta chú.ng minh tù. (2) suy ra (1). Gia’ su.’ diè̂u kiê.n (2) xa’y ra và

tâ.p ho.
.p mo.’ U không liên thông, tú.c là theo di.nh ngh̃ıa 1.2.11 tò̂n ta. i hai

tâ.p mo.’ U1, U2 sao cho:

U ∩ U1 6= ∅, U ∩ U2 6= ∅; U ∩ U1 ∩ U2 = ∅;
U ⊂ U1 ∪ U2.

Gia’ su.’ z1 ∈ U1, z2 ∈ U2. Ta chú.ng minh rằng các diê’m z1 và z2 không thê’

nối vó.i nhau bà̆ng du.̀o.ng gấp khúc nà̆m trong U . Gia’ su.’ ngu.o.
.c la. i, không

gia’m tô’ng quát ta có thê’ cho rà̆ng z1 và z2 du.o.
.c nối vó.i nhau bo.’ i mô.t doa.n
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thă’ng I nà̆m tro.n trong U .

z = z1 + t(z2 − z1), t ∈ [0, 1].

Khi dó theo trên ta có I ⊂ U1∪U2, I∩U1∩U2 = ∅, I∩U1 6= ∅, I∩U2 6= ∅.
Nhu.ng diè̂u này phi lý v̀ı doa.n thă’ng I là tâ.p ho.

.p liên thông.

Ta có di.nh ngh̃ıa quan tro.ng sau dây.

D- i.nh ngh̃ıa 1.2.13. Tâ.p ho.
.p D ⊂ C du.o.

.c go. i là mô.t miè̂n nếu nó tho’a

mãn hai diè̂u kiê.n sau dây:

1. D là tâ.p ho.
.p mo.’ ;

2. D là tâ.p ho.
.p liên thông.

Trong tru.̀o.ng ho.
.p khi D là tâ.p ho.

.p dóng liên thông th̀ı D du.o.
.c go. i là

mô.t continum.

Bây giò. gia’ su.’ D là tâ.p ho.
.p mo.’ tùy ý và z0 là mô.t diê’m nào dó cu’a nó.

Gia’ su.’ E là tâ.p tất ca’ các diê’m cu’a D mà có thê’ nối chúng vó.i diê’m z0 bà̆ng

nhũ.ng du.̀o.ng gấp khúc nà̆m trong D. Tù. chú.ng minh di.nh lý 1.2.8 suy ra

rà̆ng tâ.p ho.
.p E = E(z0) dó có ba t́ınh chất:

a) E(z0) 6= ∅;
b) E(z0) là tâ.p ho.

.p mo.’ ;

c) Qua hai diê’m tùy ý cu’a E(z0) dè̂u có thê’ nối chúng bằng mô.t du.̀o.ng

gấp khúc nà̆m trong E(z0).

Do dó E(z0) là tâ.p ho.
.p liên thông. Tâ.p ho.

.p E(z0) du.o.
.c go. i là thành

phà̂n liên thông (chú.a diê’m z0) cu’a tâ.p ho.
.p mo.’ D. Thành phà̂n liên thông

cu’a tâ.p ho.
.p mo.’ D cũng có thê’ dă.c tru.ng nhu. mô.t miè̂n ló.n nhất du.o.

.c chú.a

trong D và chú.a diê’m z0 cho tru.́o.c.

Hiê’n nhiên hai thành phà̂n liên thông cu’a mô.t tâ.p ho.
.p mo.’ D cùng chú.a

mô.t diê’m chung pha’i trùng nhau. Do dó hai thành phà̂n liên thông cu’a mô. t

tâ.p ho.
.p hoă. c không giao nhau, hoă. c trùng nhau hoàn toàn.
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1.2.7 Hàm phú.c biến thu.
.c. Tuyến và du.̀o.ng cong

Bây giò. ta chuyê’n sang làm quen vó.i khái niê.m hàm phú.c biến thu.
.c (dà̂y

du’ ho.n là: hàm giá tri. phú.c biến thu.
.c).

D- i.nh ngh̃ıa 1.2.14. Gia’ su.’ I = [a, b] ⊂ R. Mô. t hàm phú.c biến thu.
.c

γ : [a, b] → C

là mô.t quy tá̆c cho ú.ng mõ̂i t ∈ [a, b] vó.i mô.t số phú.c z = γ(t).

Nói cách khác, mô.t hàm phú.c biến thu.
.c là mô.t ánh xa. tù. tâ.p ho.

.p con

nào dó cu’a R vào C.

Viê.c cho mô.t hàm phú.c biến thu.
.c z = γ(t) tu.o.ng du.o.ng vó.i viê.c cho hai

hàm thu.
.c x = x(t), y = y(t) sao cho

z = γ(t) = (x(t), y(t)) = x(t) + iy(t); t ∈ [a, b].

Ta nói rà̆ng z0 là gió.i ha.n cu’a hàm z(t) khi t → t0: z0 = lim
t→t0

z(t) nếu:

∀ ε > 0, ∃ δ > 0 : ∀ t ∈ {t ∈ [a, b] : |t − t0| < δ} dè̂u có bất dă’ng thú.c

|z(t) − z0| < ε.

Trong tru.̀o.ng ho.
.p

lim
h→0

z(t0 + h) = z(t0)

th̀ı ta nói rằng hàm z(t) liên tu.c ta. i diê’m t = t0, ngh̃ıa là ∀ ε > 0, ∃ δ > 0 :

∀ t ∈ {t ∈ [a, b] : |t− t0| < δ} th̀ı |z(t) − z(t0)| < ε.

Xét ty’ số

δ(h) =
z(t+ h) − z(t)

h
·

Ta có di.nh ngh̃ıa sau dây:

D- i.nh ngh̃ıa 1.2.15. Nếu tò̂n ta. i gió.i ha.n

lim
h→0

δ(h) = lim
h→0

{x(t+ h) − x(t)

h
+ i

y(t+ h) − y(t)

h

}
(1.19)
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th̀ı gió.i ha.n dó du.o.
.c go. i là da. o hàm cu’a hàm z(t) ta. i diê’m t và ký hiê.u là

dz(t)

dt
= z′(t) = x′(t) + iy′(t).

Ta lu.u ý thêm rằng da.o hàm cu’a hàm z(t) ta. i các dà̂u mút cu’a doa.n [a, b]

du.o.
.c hiê’u là gió.i ha.n (1.19) tu.o.ng ú.ng du.o.

.c lấy tù. ph́ıa pha’i diê’m a và ph́ıa

trái ta. i diê’m b.

Bây giò. ta chuyê’n sang xét khái niê.m vè̂ tuyến.

D- i.nh ngh̃ıa 1.2.16. Ánh xa. liên tu.c

γ : [a, b] → C, [a, b] ⊂ R

du.o.
.c go. i là mô.t tuyến (hay tuyến tham số hóa) trong mă.t phă’ng phú.c C,

diê’m γ(a) go. i là diê’m dà̂u, γ(b) go. i là diê’m cuối. Nếu γ(a) = γ(b) th̀ı tuyến

du.o.
.c go. i là tuyến dóng.

Tù. di.nh ngh̃ıa ta thấy rằng tuyến - dó là hàm giá tri. phú.c z = γ(t) cu’a

biến thu.
.c t liên tu.c ta. i mo.i diê’m t ∈ [a, b].

Không nên nhà̂m lã̂n ánh xa. nói trong di.nh ngh̃ıa 1.2.16 vó.i a’nh cu’a doa.n

[a, b] ⊂ R - là a’nh cu’a tuyến qua ánh xa. dó.

Nếu ánh xa. γ là hà̆ng ánh (γ(t) ≡ const) th̀ı a’nh cu’a tuyến chı’ là mô. t

diê’m. Trong tru.̀o.ng ho.
.p này ta có thê’ nói: tuyến γ co thành mô. t diê’m.

Nhu.ng ta nhấn ma.nh rà̆ng: tuyến là cái g̀ı dó khác vó.i tâ.p ho.
.p diê’m thu

du.o.
.c trong ánh xa.. Tu.o.ng tu.

. nhu. vâ.y, lemniscat Bernoulli có thê’ “vòng

quanh” theo hai hu.́o.ng khác nhau trong khi nó chı’ là mô.t tâ.p ho.
.p diê’m trên

mă.t phă’ng phú.c trong ca’ hai tru.̀o.ng ho.
.p. Hai phu.o.ng pháp vòng quanh sẽ

tu.o.ng ú.ng vó.i hai tuyến khác nhau, ngh̃ıa là tu.o.ng ú.ng vó.i hai ánh xa. khác

nhau tù. doa. n thă’ng cu’a R vào C.

Cà̂n pha’i nói rà̆ng trong số nhũ.ng tuyến tho’a mãn di.nh ngh̃ıa 1.2.16 ta

cũng gă.p nhũ.ng tuyến rất ı́t phù ho.
.p vó.i biê’u tu.o.

.ng tru.
.c giác thông thu.̀o.ng

cu’a chúng ta. Chă’ng ha.n, ngu.̀o.i ta dã chú.ng minh rằng có thê’ xây du.
.ng ánh

xa. liên tu.c doa. n thă’ng cu’a tru.c thu.
.c R lên mô.t h̀ınh vuông (tuyến Peano !).

Do dó, vè̂ sau ta sẽ tách ra nhũ.ng tuyến có t́ınh chất tru.
.c quan ho.n bà̆ng

nhũ.ng diè̂u kiê.n bô’ sung.
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D- i.nh ngh̃ıa 1.2.17. 1. Nếu ánh xa. γ : [a, b] → C liên tu.c và do.n tri. mô.t -

mô.t th̀ı tuyến z = γ(t), t ∈ [a, b] du.o.
.c go. i là tuyến Jordan (tuyến do.n !).

2. Tuyến z = γ(t), t ∈ [a, b] du.o.
.c go. i tuyến tro.n nếu ta. i mo.i diê’m t ∈ [a, b]

dè̂u tò̂n ta. i da.o hàm liên tu.c γ
′(t) (ta. i các dà̂u mút cu’a [a, b] - tò̂n ta. i da.o

hàm mô.t ph́ıa) và γ ′(t) 6= 0.

3. Tuyến z = γ(t) du.o.
.c go. i là tro.n tù.ng khúc nếu hàm z = γ(t) liên tu.c

trên = [a, b] và [a, b] có thê’ chia thành mô.t số hũ.u ha.n doa.n thă’ng sao cho

ha.n chế cu’a γ(t) trên mõ̂i doa.n dó dè̂u xác di.nh tuyến tro.n (ngh̃ıa là hàm

γ(t) liên tu.c, kha’ vi tù.ng khúc trên [a, b] và γ′(t) 6= 0).

4. Tuyến z = γ(t), t ∈ [a, b] go. i là do du.o.
.c nếu hàm γ(t) có biến phân bi.

chă.n.

CÁC VÍ DU.
1. Tuyến z = eit, t ∈ [0, 2π] là tuyến tro.n Jordan do du.o.

.c.

2. Tuyến

γ(t) =





eit, −π
2

6 t 6 π,

3t

4
− 4, π < t 6 2π,

là tuyến tro.n tù.ng khúc do du.o.
.c (không Jordan).

3. Tuyến

γ(t) = t
(
1 + i sin

1

t

)
, t ∈

[
−

1

π
,
1

π

]

là tuyến Jordan không do du.o.
.c.

D- i.nh ngh̃ıa 1.2.18. Hai tuyến z = γ1(t) : [a, b] → C và z = γ2(τ ) : [c, d] →
C du.o.

.c go. i là tu.o.ng du.o.ng vó.i nhau (γ1 ∼ γ2) nếu tò̂n ta. i hàm τ = g(t) liên

tu.c và do.n diê.u tăng trên [a, b] và ánh xa. (do.n tri. mô.t - mô.t !) [a, b] lên [c, d]

sao cho γ1(t) = γ2[g(t)], ∀ t ∈ [a, b].

Dẽ̂ dàng thấy rà̆ng dối vó.i tuyến z = γ(t) : [a, b] → C bất kỳ luôn luôn

có thê’ t̀ım du.o.
.c tuyến z = β(t) : [0, 1] → C tu.o.ng du.o.ng vó.i nó du.o.

.c xác
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di.nh bo.’ i hê. thú.c β(t) = γ[a + t(b − a)], t ∈ [0, 1]. Do dó vè̂ sau ta sẽ xem

mo.i tuyến dè̂u du.o.
.c tham số hóa bo.’ i doa. n [0, 1].

CÁC VÍ DU.
1. Hai tuyến γ1(t) = t, t ∈ [0, 1] và γ2(t) = sin t, t ∈ [0, π/2] là hai tuyếm

tu.o.ng du.o.ng.

2. Hai tuyến γ1(t) = t, t ∈ [0, 1] và γ2(t) = sinπt, t ∈ [0, 1] không tu.o.ng

du.o.ng vó.i nhau v̀ı không tò̂n ta. i phép biến dô’i tham số tho’a mãn diè̂u kiê.n

cu’a di.nh ngh̃ıa 1.2.18 biến hàm này thành hàm kia. Thâ.t vâ.y, nếu tò̂n ta. i

phép biến dô’i nhu. vâ.y, th̀ı hàm do.n diê.u γ1 = t sau khi biến dô’i cũng là hàm

do.n diê.u trong khi dó hàm sinπt không do.n diê.u trong khoa’ng [0, 1].

Ba.n do.c có thê’ dẽ̂ dàng kiê’m tra rà̆ng quan hê. du.o.
.c xác di.nh trong di.nh

ngh̃ıa 1.2.18 là mô.t quan hê. tu.o.ng du.o.ng, tú.c là quan hê. có các t́ınh pha’n

xa. , dối xú.ng và bá̆c cà̂u (dùng di.nh lý vè̂ hàm ngu.o.
.c và hàm ho.

.p). Quan

hê. tu.o.ng du.o.ng này dã chia tâ.p ho.
.p các tuyến thành các tâ.p ho.

.p con go. i là

các ló.p tu.o.ng du.o.ng - mỗi ló.p gò̂m tất ca’ các tuyến tu.o.ng du.o.ng vó.i nhau.

D- i.nh ngh̃ıa 1.2.19. Ló.p các tuyến tu.o.ng du.o.ng du.o.
.c go. i là mô.t du.̀o.ng

cong.

CÁC VÍ DU.
1. Hai tuyến z = γ1(t) = t, 0 6 t 6 1 và z = γ2(t) = t2, 0 6 t 6 1, xác

di.nh mô.t du.̀o.ng cong liên tu.c du.o.
.c tham số hóa bo.’ i doa. n [0, 1] ⊂ R.

2. Ta xét tâ.p ho.
.p

Γ =
{

(x, y) ∈ R2 : x2 + y2 = 1, y > 0
}
.

Vè̂ mă.t h̀ınh ho.c Γ là nu.’ a trên cu’a du.̀o.ng tròn do.n vi.. Gia’ su.’ I = [−1, 1].

Khi dó hê. thú.c γ(t) = (−t,
√

1 − t2), t ∈ I sẽ là ánh xa. liên tu.c doa. n thă’ng

I vào R2 và γ(−1) = (1, 0), và γ(+1) = (−1, 0) và γ(I) = Γ.

Nhu. vâ.y ánh xa. γ cho phép ta xem Γ nhu. là tuyến tham số hóa. Bây

giò. ta xét hê. thú.c γ̃(t∗) = (cos t∗, sin t∗), t ∈ I∗ = [0, π]. Rõ ràng γ̃(t∗) cũng

là phép tham số hóa cu’a Γ. Hai tuyến γ(t) và γ̃(t) tu.o.ng du.o.ng vó.i nhau

v̀ı g(t∗) = − cos t∗ là phép biến dô’i tham số tù. I∗ dến I và γ̃ = γ0g.
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3. Hai tuyến z = γ1(t), 0 6 t 6 1 và z = γ2(t) = sinπt, 0 6 t 6 1

xác di.nh hai du.̀o.ng cong khác nhau v̀ı không tò̂n ta. i phép biến dô’i tham số

chuyê’n du.̀o.ng cong này thành du.̀o.ng cong kia.

Bây giò. ta muốn dè̂ câ.p dến hu.́o.ng trên du.̀o.ng cong. Tù. di.nh ngh̃ıa

1.2.18 và 1.2.19 ta thấy rà̆ng các phép biến dô’i tham số khác nhau g(t) sẽ

tu.o.ng ú.ng vó.i các phép tham số hóa khác nhau cu’a cùng mô.t du.̀o.ng cong.

Gia’ su.’ z = γ(t), t ∈ [0, 1] là mô.t phép tham số hóa (còn go. i là phu.o.ng tr̀ınh

tham số) cu’a du.̀o.ng cong Γ. Tù. lý luâ.n o.’ trên ta thấy rà̆ng diê’m z = γ(t),

t ∈ [0, 1] sẽ lâ.p thành ho.
.p diê’m M(γ) khác vó.i ba’n thân du.̀o.ng cong. Diè̂u

khác biê.t thú. nhất là: du.̀o.ng cong Γ là tâ.p ho.
.p diê’m sá̆p du.o.

.c. Diè̂u khác

biê.t thú. hai là các diê’m khác nhau cu’a du.̀o.ng cong có thê’ tu.o.ng ú.ng vó.i

chı’ mô.t diê’m cu’a mă.t phă’ng: cu. thê’ nếu γ(t1) = γ(t2) khi t1 6= t2 th̀ı diê’m

z1 = γ(t1) và z2 = γ(t2) là nhũ.ng diê’m khác nhau trên du.̀o.ng cong Γ nhu.ng

la. i là nhũ.ng diê’m trùng nhau trên mă.t phă’ng. Nhũ.ng diê’m dó go. i là nhũ.ng

diê’m tu.
. cá̆t. (O

.’ dây ta sẽ không xem su.
. trùng nhau giũ.a diê’m dà̂u và diê’m

cuối là tu.
. cá̆t).

Trên du.̀o.ng cong Γ ta sẽ xác di.nh mô.t hu.́o.ng bà̆ng cách cho rà̆ng diê’m

vó.i giá tri. tham số bé là dú.ng tru.́o.c diê’m vó.i giá tri. tham số ló.n, tú.c là diê’m

γ(t1) dú.ng tru.́o.c diê’m γ(t2) (hay γ(t2) dú.ng sau γ(t1)) ∀ t1, t2, t1 < t2. Bà̆ng

cách di.nh hu.́o.ng nhu. vâ.y, du.̀o.ng cong mà trên dó du.o.
.c xác lâ.p mô.t hu.́o.ng

go. i là du.̀o.ng cong du.o.
.c di.nh hu.́o.ng hay du.̀o.ng cong có hu.́o.ng. Hu.́o.ng

chuyê’n dô.ng cu’a diê’m z = γ(t) theo du.̀o.ng cong Γ tu.o.ng ú.ng vó.i hu.́o.ng

tăng cu’a tham số t du.o.
.c go. i là hu.́o.ng du.o.ng.

Bây giò. ta dè̂ câ.p dến du.̀o.ng cong có hu.́o.ng ngu.o.
.c la. i. Dối vó.i doa.n

I ⊂ R bất kỳ, ta xác di.nh doa.n −I = {t ∈ R : −t ∈ I}. Nếu γ : I → C
là mô.t tuyến tham số hóa nào dó th̀ı ta sẽ xác di.nh tuyến tham số hóa

γ− : −I → C bo.’ i diè̂u kiê.n γ−(t) = γ(−t). Ta có γ−(−I) = γ(I). Do dó

γ− và γ có cùng a’nh. Nếu I = [a, b] th̀ı −I = [−b,−a] và γ−(−b) = γ(b),

γ−(−a) = γ(a). Nhu. vâ.y khi chuyê’n tù. γ dến γ− th̀ı diê’m dà̂u và diê’m cuối

dô’i vai trò cho nhau. Có thê’ chú.ng minh rằng nếu γ cha.y suốt mô.t ló.p tu.o.ng

du.o.ng Γ nào dó cu’a các tuyến th̀ı tất ca’ các tuyến γ− cũng sẽ nà̆m trong
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mô.t ló.p tu.o.ng du.o.ng ký hiê.u là Γ−. Ta nói rằng du.̀o.ng cong Γ− thu du.o.
.c

tù. Γ bà̆ng phép dô’i hu.́o.ng.

Trong nhiè̂u vấn dè̂ ta cũng su.’ du.ng su.
. gia’ i th́ıch h̀ınh ho.c dối vó.i du.̀o.ng

cong và khi dó hiê’u du.̀o.ng cong là tâ.p ho.
.p diê’m

Γ = {z ∈ C : z = γ(t), t ∈ [0, 1]}

trùng vó.i a’nh liên tu.c cu’a doa.n [0, 1] ⊂ R còn z = γ(t), t ∈ [0, 1] du.o.
.c

xem nhu. là mô.t trong các phép tham số hóa cu’a Γ. Vó.i quan diê’m dó ta

có thê’ nói vè̂ t́ınh Jordan, t́ınh tro.n, t́ınh tro.n tù.ng khúc và t́ınh do du.o.
.c

cu’a du.̀o.ng cong tu.o.ng ú.ng trong các tru.̀o.ng ho.
.p tuyến Jordan, tuyến tro.n,

tuyến tro.n tù.ng khúc và tuyến do du.o.
.c tham số hóa du.̀o.ng cong ấy.

Chă’ng ha.n ta có:

D- i.nh ngh̃ıa 1.2.20. Du.̀o.ng cong Γ go. i là du.̀o.ng cong Jordan (du.̀o.ng cong

do.n) nết tò̂n ta. i phép tham số hóa γ : [0, 1] → C cu’a nó sao cho γ(t) do.n

diê.u mô.t - mô.t trên doa. n [0, 1] (du.̀o.ng cong không tu.
. cá̆t nhu.ng các dà̂u mút

có thê’ trùng nhau). Nếu γ(0) = γ(1) th̀ı Γ là du.̀o.ng cong dóng Jordan.

D- i.nh ngh̃ıa 1.2.21. 1. Du.̀o.ng cong du.o.
.c go. i là tro.n nếu tò̂n ta. i phép tham

số hóa kha’ vi liên tu.c cu’a nó γ : [0, 1] → C sao cho da.o hàm γ ′(t) 6= 0

∀ t ∈ [0, 1].

2. Du.̀o.ng cong du.o.
.c go. i là tro.n tù.ng khúc nếu tò̂n ta. i phép tham số hóa

γ(t) : t ∈ [0, 1] → C cu’a nó sao cho doa.n [0, 1] có thê’ chia thành n doa. n con

bo.’ i các diê’m tk, 0 = t0 < t1 < · · · < tn = 1 mà trong mõ̂i doa.n con dó hàm

γ(t) có da.o hàm γ ′(t) liên tu.c và 6= 0, còn ta. i các diê’m chia tk th̀ı tò̂n ta. i da.o

hàm bên pha’i và bên trái khác 0.

Di.nh ngh̃ıa các loa. i du.̀o.ng cong mô.t cách chă.t chẽ du.
.a trên di.nh ngh̃ıa

các tuyến tu.o.ng du.o.ng vó.i các ha.n chế bô’ sung dối vó.i ánh xa. τ = g(t) xin

mò.i xem giáo tr̀ınh cu’a B. V. Sabat “Nhâ.p môn gia’ i t́ıch phú.c”, phà̂n I, trang

20-23, Hà Nô. i 1979. O
.’ dây chúng tôi muốn dă.c biê.t lu.u ý ba.n do.c rà̆ng khái

niê.m tro.n không pha’i là bất biến dối vó.i phép biến dô’i tham số τ = g(t) (xem

di.nh ngh̃ıa 1.2.18). Chă’ng ha.n, ta xét ánh xa. γ(t) = (t, t), I = [−1,+1]. Dó
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là phép tham số hóa du.̀o.ng cong tro.n Γ = {(x, y) : x = y, |x| 6 1} và rõ

ràng γ(t) là tuyến tro.n (xem di.nh ngh̃ıa 1.2.17). Xét phép biến dô’i tham số

τ = g(t) = t3 ánh xa. doa.n thă’ng I lên ch́ınh nó. Khi dó ánh xa. γ
∗ = γ ◦ g

là tuyến không tro.n. Thâ. t vâ.y γ∗(t) = (t3, t3), γ∗
′
(t) = (3t2, 3t2) và do dó

γ∗
′
(0) = (0, 0).

Nhũ.ng diê’m cu’a du.̀o.ng cong mà ta. i dó t́ınh tro.n bi. phá võ. du.o.
.c go. i

là nhũ.ng diê’m góc; nhũ.ng diê’m còn la. i du.o.
.c go. i là diê’m ch́ınh quy. Ta. i

mo.i diê’m ch́ınh quy cu’a du.̀o.ng cong Jordan tro.n tù.ng khúc dè̂u tò̂n ta. i tiếp

tuyến. Ta. i các diê’m góc, du.̀o.ng cong Jordan tro.n tù.ng khúc không có tiếp

tuyến: các tiếp tuyến mô.t ph́ıa ta. i nhũ.ng diê’m này ta.o nên mô.t góc vó.i dô.
ló.n nào dó. Dó cũng là lý do ta. i sao ta go. i các diê’m mà t́ınh tro.n cu’a du.̀o.ng

cong bi. phá võ. là nhũ.ng diê’m góc.

Dê’ kết thúc tiết này ta nói vài lò.i vè̂ dô. dài cu’a du.̀o.ng cong Γ. Gia’ su.’

R = (0 = t0 < t1 < t2 < · · · < tn = 1) là mô.t phép phân hoa.ch doa.n [0, 1].

Ta lâ.p tô’ng

LR(Γ) =
n−1∑

j=0

|γ(tj+1) − γ(tj)|,

trong dó z = γ(t), t ∈ [0, 1] là mô.t phép tham số hóa nào dó cu’a Γ. Hiê’n

nhiên LR(Γ) là dô. dài cu’a du.̀o.ng gấp khúc nô. i tiếp trong du.̀o.ng cong Γ. Số

L(Γ) = sup
R
LR(Γ)

du.o.
.c go. i là dô. dài cu’a du.̀o.ng cong Γ. Du.̀o.ng cong Γ go. i là do du.o.

.c nếu

L(Γ) <∞. Có thê’ chú.ng minh rà̆ng (xem H. Grauert, I. Lieb và W. Fisher.

Phép t́ınh vi phân và t́ıch phân, phà̂n I, trang 332-339, Hà Nô. i 1977) dô. dài

cu’a du.̀o.ng cong di.nh ngh̃ıa nhu. vâ.y không phu. thuô.c vào viê.c cho.n phép

tham số hóa cu’a du.̀o.ng cong ấy. Nếu du.̀o.ng cong Γ có phép tham số hóa

kha’ vi liên tu. c γ : [0, 1] → C th̀ı Γ do du.o.
.c và

L(Γ) =

1∫

0

|γ′(t)|dt.

Vè̂ sau, dô. dài cu’a du.̀o.ng cong Γ thu.̀o.ng du.o.
.c ký hiê.u là |Γ|.
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1.2.8 Phép dò̂ng luân

Ý ngh̃ıa cu’a khái niê.m dò̂ng luân dối vó.i gia’ i t́ıch (dă.c biê.t dối vó.i lý thuyết

hàm chı’nh h̀ınh) là o.’ chõ̂ nhiè̂u da. i lu.o.
.ng du.o.

.c xác di.nh nhu. mô.t hàm cu’a

tuyến nhu.ng trên thu.
.c tế la. i không phu. thuô.c vào tuyến mà chı’ phu. thuô.c

vào ló.p các tuyến dò̂ng luân.

Vè̂ phép biến da.ng liên tu.c mô.t tuyến vào mô.t tuyến khác, ta có thê’

tu.o.’ ng tu.o.
.ng mô.t cách khá tru.

.c quan vè̂ mă.t h̀ınh ho.c. Sau dây sẽ nêu ra

di.nh ngh̃ıa khái niê.m này mô.t cách chă.t chẽ vè̂ mă. t gia’ i t́ıch.

D- i.nh ngh̃ıa 1.2.22. 1. Gia’ su.’ hai tuyến

γ0 : I → D

γ1 : I → D

}
, I = [0, 1]

có chung diê’m dà̂u và diê’m cuối, ngh̃ıa là

γ0(0) = γ1(0); γ0(1) = γ1(1).

Hai tuyến γ0 và γ1 du.o.
.c go. i là dò̂ng luân vó.i nhau trong miè̂n D nhu. là

nhũ.ng tuyến có dà̂u mút bất dô.ng nếu tò̂n ta. i ánh xa. liên tu.c δ:

I × I 3 (t, u) 7→ δ(t, u) ∈ D

sao cho



δ(t, 0) = γ0(t),

δ(0, u) = γ0(0) = γ1(0),


δ(t, 1) = γ1(t),

δ(1, u) = γ0(1) = γ1(1).

2. Hai tuyến dóng

γ0 : I → D, γ1 : I → D
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du.o.
.c go. i là dò̂ng luân vó.i nhau trong miè̂n D, nếu tò̂n ta. i ánh xa. liên tu.c δ:

I × I 3 (t, u) 7→ δ(t, u) ∈ D,

sao cho

δ(t, 0) = γ0(t); δ(t, 1) = γ1(t); δ(0, u) = δ(1, u), ∀u ∈ I.

Trong tru.̀o.ng ho.
.p khi tuyến γ1 là mô.t hà̆ng ánh γ1(t) = const (tú.c là:

γ1 ánh xa. doa. n I = [0, 1] thành mô.t diê’m) và γ0 dò̂ng luân vó.i γ1 th̀ı ta nói

rà̆ng γ0 du.o.
.c co vè̂ mô.t diê’m, hay là: γ0 dò̂ng luân vó.i không.

Ta chı’ t́ınh dò̂ng luân giũ.a các tuyến bo.’ i ký hiê.u “ ≈ ”.

Dê’ làm cho di.nh ngh̃ıa này dẽ̂ hiê’u ho.n, ta tu.o.’ ng tu.o.
.ng rà̆ng h̀ınh vuông

I × I du.o.
.c cấu thành bo.’ i các doa.n thă’ng nằm ngang Su0 mà mõ̂i giá tri.

u0 ∈ I sẽ tu.o.ng ú.ng vó.i mô.t doa.n nhu. thế (h̀ınh I.2). Ha.n chế cu’a ánh xa.
δ trên Su0 sẽ xác di.nh tuyến

γu0 : [0, 1] → D

bo.’ i diè̂u kiê.n

γu0(t) = δ(t, u0).

Nhu. vâ.y, ta thu du.o.
.c mô.t ho. các tuyến mà mõ̂i tuyến sẽ tu.o.ng ú.ng vó.i

giá tri. u0 ∈ [0, 1].

Hı̀nh I.2
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Do dó, nếu cho rằng da. i lu.o.
.ng biến thiên là thò.i gian th̀ı ho. các tuyến

này có thê’ xem nhu. là các vi. tŕı khác nhau cu’a mô.t tuyến di dô.ng duy nhất.

Diè̂u này cũng gia’ i th́ıch v̀ı sao ngu.̀o.i ta go. i phép dò̂ng luân là phép biến

da. ng.

Nhu. vâ.y, mỗi diê’m cu’a tuyến γ0 di.ch chuyê’n theo tuyến liên tu.c dến

diê’m cu’a tuyến γ1. Tuyến liên tu.c này có thê’ biê’u diẽ̂n nhò. tham số u, nhu.

δ(t, u), u ∈ [0, 1]. Ta dòi ho’i δ(t, u) liên tu. c theo hai biến t và u, và vó.i mõ̂i

giá tri. cố di.nh u0 nó cho ta tuyến nối γ0(0) = γ1(0) vó.i γ0(1) = γ1(1).

CÁC VÍ DU.

1. Hàm δ(t, u) = [x0(t) + iy0(t)](1 − u) + [x1(t) + ty1(t)]u là phép dò̂ng

luân trong C biến tuyến

γ0(t) = x0(t) + iy0(t)

vào tuyến γ1(t) = x1(t) + iy1(t) vó.i các dà̂u mút chung bất dô.ng. Do dó

γ0 ≈ γ1.

2. Nếu γ1 ≈ γ2 vó.i các dà̂u mút chung th̀ı (γ1 ∪ γ2) ≈ 0.

3. Gia’ su.’ cho vành tròn

V = {z ∈ C : 1 < |z| < 3}

và gia’ su.’ rà̆ng γ1 là tuyến thuô.c V nà̆m tro.n trong nu.’ a vành tròn trên

(Im z > 0) và nối hai diê’m z = 2 và z = −2. Nếu γ2 là tuyến cũng có các

t́ınh chất dó th̀ı γ1 ≈ γ2. Nếu γ2 nà̆m trong nu.’ a vành tròn du.́o.i (Im z < 0)

và nối hai diê’m z = 2 và z = −2 th̀ı γ1 không dò̂ng luân vó.i γ2 trong V v̀ı

γ1 không thê’ biến da.ng vào γ2 mà không cá̆t du.̀o.ng tròn do.n vi. |z| = 1.

Quan hê. dò̂ng luân giũ.a hai tuyến γ1 ≈ γ2 là quan hê. tu.o.ng du.o.ng. Ta

sẽ chú.ng minh diè̂u dó.

1. γ ≈ γ vó.i phép biến da.ng dò̂ng nhất δ(t, u) = γ(t).

2. Nếu γ1 ≈ γ2 th̀ı γ2 ≈ γ1.

3. Nếu γ1 ≈ γ2, γ2 ≈ γ3 th̀ı γ1 ≈ γ3. Thâ. t vâ.y, nếu δ(t, u) biến da.ng γ1
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vào γ2, còn δ2(t, u) biến da.ng γ2 vào γ3 th̀ı

δ(t, u) =





δ1(t, 2u), 0 6 u 6
1

2

δ2(t, 2u− 1),
1

2
6 u 6 1

sẽ biến da.ng γ1 vào γ3.

Do dó, trong miè̂n cho tru.́o.c, mo.i tuyến vó.i dà̂u mút chung hay là các

tuyến dóng có thê’ chia thành các ló.p mà mõ̂i ló.p bao gò̂m các tuyến dò̂ng

luân vó.i nhau. Nhũ.ng ló.p này du.o.
.c go. i là nhũ.ng ló.p dò̂ng luân.

Nhâ. n xét 1.2.3. Vı̀ t́ınh dò̂ng luân cu’a hai tuyến không bi. phá võ. trong các

phép thay tham số nên khái niê.m dò̂ng luân cũng du.o.
.c chuyê’n sang cho

du.̀o.ng cong. Cu. thê’ là: hai du.̀o.ng cong vó.i dà̂u mút chung, hoă. c là dóng

du.o.
.c go. i là dò̂ng luân vó.i nhau trong miè̂n D nếu trong miè̂n D các tuyến

γ1 và γ2 - da. i diê.n là̂n lu.o.
.t cho các du.̀o.ng cong này, là dò̂ng luân vó.i nhau.

1.2.9 Miè̂n do.n liên và da liên

Bây giò., du.
.a vào khái niê.m dò̂ng luân ta sẽ phân loa. i các miè̂n trên C.

D- i.nh ngh̃ıa 1.2.23. Miè̂n D ⊂ C du.o.
.c go. i là miè̂n do.n liên nếu mo.i tuyến

dóng γ o.’ trong D dè̂u dò̂ng luân vó.i không (γ ≈ 0).

Nhũ.ng miè̂n không có t́ınh chất này du.o.
.c go. i là miè̂n da liên.

Dối vó.i miè̂n do.n liên, hai tuyến bất kỳ vó.i dà̂u mút chung là dò̂ng luân

vó.i nhau.

Hiê’n nhiên rằng biên cu’a miè̂n do.n liên là mô.t tâ.p ho.
.p liên thông, còn

biên cu’a miè̂n da liên là tâ.p ho.
.p không liên thông. Số thành phà̂n liên thông

cu’a biên cu’a miè̂n dã cho du.o.
.c go. i là cấp liên thông cu’a miè̂n dó. Nếu số

thành phà̂n liên thông cu’a miè̂n là vô ha.n th̀ı miè̂n du.o.
.c go. i là vô ha.n - liên

thông.

CÁC VÍ DU.
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1. Miè̂n lò̂i D bất kỳ là miè̂n do.n liên. Vı̀ D lò̂i nên nó chú.a mo.i doa.n

thă’ng nối hai diê’m bất kỳ cu’a nó. Gia’ su.’ a ∈ D và 0 6 k 6 1. Khi dó phép

vi. tu.
. vó.i tâm ta. i a và hê. số k biến miè̂n D vào nó và khi k biến thiên tù. 1

dến 0, phép vi. tu.
. dó sẽ là phép dò̂ng luân biến du.̀o.ng cong thành mô.t diê’m.

2. Miè̂n nà̆m giũ.a hai du.̀o.ng tròn tiếp xúc trong là miè̂n do.n liên (biên

cu’a nó là tâ.p ho.
.p liên thông !). Thâ. t vâ.y, ta có thê’ xem hai du.̀o.ng tròn γ1

và γ2 tiếp xúc trong ta. i diê’m S nào dó là hai du.̀o.ng cong có chung diê’m dà̂u

và diê’m cuối (dè̂u ta. i diê’m S) nên tù. n◦8 suy ra γ1 ≈ γ2 và do dó

γ1 ∪ γ−1
2 ≈ 0.

3. Mă.t phă’ng C là miè̂n do.n liên. Thâ. t vâ.y, hàm

δ(t, u) = γ0(t)u+ γ1(t)(1 − u)

sẽ thu.
.c hiê.n phép dò̂ng luân hai tuyến γ0 và γ1.

4. Tâ.p ho.
.p C \ {z0} là miè̂n nhi. liên.

5. Vành tròn

V = {z ∈ C : r < |z − z0| < R}

là miè̂n nhi. liên.

6. Gia’ su.’ có các du.̀o.ng cong Jordan γ0, γ1, . . . , γn tho’a mãn các diè̂u kiê.n

sau dây:

a) γ0 là du.̀o.ng cong dóng;

b) Các du.̀o.ng cong γk (k = 1, 2, . . . , n) nà̆m bên trong γ0;

c) Mỗi du.̀o.ng cong γk, k = 1, . . . , n dè̂u nằm ngoài nhau và không giao

nhau. Tâ.p ho.
.p các diê’m nà̆m bên trong γ0 và nà̆m bên ngoài mo.i γk, k =

1, 2, . . . , n là miè̂n (n+1) - liên thông D. Các du.̀o.ng cong γk, k = 0, 1, . . . , n

là các thành phà̂n cu’a biên ∂D cu’a miè̂n D. Mô.t dôi khi biên cu’a miè̂n còn

du.o.
.c go. i là chu tuyến cu’a miè̂n.

Hiê’n nhiên rằng miè̂n D = C \ γ, trong dó γ là mô.t du.̀o.ng cong Jordan

dóng. Ta có di.nh lý quan tro.ng sau dây:



htttp://www.ebook.edu.vn

58 Chu.o.ng 1. Mă.t phă’ng phú.c và hàm biến phú.c

D- i.nh lý Jordan. Mo. i du.̀o.ng cong dóng Jordan dè̂u chia mă. t phă’ng phú.c

mo.’ rô. ng C thành hai miè̂n do.n liên mà nó là biên cu’a mõ̂i miè̂n: mô. t miè̂n

là phà̂n trong (không chú.a dê’m vô cùng) và miè̂n kia là miè̂n ngoài chú.a

diê’m vô cùng.

Dê’ kết thúc mu.c này ta sẽ dè̂ câ.p dến biên có hu.́o.ng cu’a mô.t miè̂n bất

kỳ mà ta sẽ xét sau.

D- i.nh ngh̃ıa 1.2.24. Gia’ su.’ D là miè̂n cu’a mă.t phă’ng phú.c C du.o.
.c gió.i

ha.n bo.’ i tâ.p ho.
.p {Γi}n0 gò̂m mô.t số hũ.u ha.n du.̀o.ng cong Γi, i = 0, 1, . . . , n.

Tâ.p ho.
.p {Γi}n0 du.o.

.c go. i là biên có di.nh hu.́o.ng (go. i tá̆t là biên có hu.́o.ng)

cu’a miè̂n D nếu nó tho’a mãn các diè̂u kiê.n sau dây:

1. Du.̀o.ng cong Γ0 là du.̀o.ng cong dóng và mo.i du.̀o.ng cong Γi, i =

1, 2, . . . , n dè̂u thuô.c phà̂n trong cu’a Γ0.

2. Mo.i du.̀o.ng cong Γk dè̂u nà̆m trong phà̂n ngoài cu’a miè̂n gió.i ha.n bo.’ i

Γj , k 6= j; k, j = 1, 2, . . . , n.

3. Các du.̀o.ng cong Γi, i = 0, 1, . . . , n du.o.
.c di.nh hu.́o.ng sao cho khi vòng

quanh theo Γi phà̂n trong cu’a miè̂n D luôn luôn nằm bên trái. Phép di.nh

hu.́o.ng dó du.o.
.c go. i là phép di.nh hu.́o.ng du.o.ng. Biên cu’a miè̂n vó.i phép di.nh

hu.́o.ng du.o.ng du.o.
.c ký hiê.u là ∂D.

Ta gia’ i th́ıch diè̂u kiê.n 3. Nếu γ = γi(t), i = 0, 1, . . . , n, 0 6 t 6 1 là

phu.o.ng tr̀ınh cu’a du.̀o.ng cong Γi du.o.
.c di.nh hu.́o.ng nhu. vâ.y th̀ı ta. i mo.i diê’m

z = γi(t) mà ta. i dó tò̂n ta. i da.o hàm γ ′i(t) 6= 0 th̀ı vecto. γ′i(t) có t́ınh chất là:

nếu quay vecto. ấy mô.t góc
π

2
ngu.o.

.c chiè̂u kim dò̂ng hò̂ th̀ı vecto. sẽ hu.́o.ng

vào trong miè̂n.

Ta lu.u ý rằng nếu miè̂n D bi. chă.n th̀ı chu tuyến ngoài Γ0 (ngh̃ıa là chu

tuyến mà mô.t phà̂n bù cu’a nó là miè̂n chú.a diê’m z = ∞ và không chú.a các

diê’m cu’a D) có di.nh hu.́o.ng du.o.ng là hu.́o.ng ngu.o.
.c chiè̂u kim dò̂ng hò̂, còn

các chu tuyến trong (các chu tuyến còn la. i) có di.nh hu.́o.ng du.o.ng là hu.́o.ng

theo chiè̂u kim dò̂ng hò̂. Nếu miè̂n D 3 ∞ th̀ı tất ca’ các chu tuyến biên có

di.nh hu.́o.ng du.o.ng là hu.́o.ng theo chiè̂u kim dò̂ng hò̂.
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1.3 Hàm biến phú.c

Khái niê.m hàm biến phú.c là mô.t tru.̀o.ng ho.
.p riêng cu’a khái niê.m vè̂ hàm.

Phà̂n tru.́o.c (xem 1.2) ta xét các hàm phú.c biến thu.
.c γ : (a, b) → C, (a, b) ⊂

R.

Nói chung ta sẽ go. i ánh xa.

f : C → C

là hàm phú.c mô.t biến phú.c (hay mô. t cách do.n gia’n là mô.t hàm biến phú.c).

Khái niê.m hàm còn du.o.
.c mo.’ rô.ng nếu ta xét các ánh xa. tù. tâ.p ho.

.p nào dó

cu’a C vào C.

Trong mu.c này, ta sẽ tr̀ınh bày khái niê.m hàm biến phú.c, t́ınh C - liên

tu.c cùng các t́ınh chất co. ba’n cu’a nó.

1.3.1 D- i.nh ngh̃ıa hàm biến phú.c

Trên mă.t phă’ng phú.c mo.’ rô.ng cu’a biến z và w (dè̂u du.o.
.c ký hiê.u là C) ta

xét là̂n lu.o.
.t các tâ.p ho.

.p D và D∗ (có thê’ chú.a ca’ diê’m vô cùng).

D- i.nh ngh̃ıa 1.3.1. Gia’ su.’ D ⊂ C là mô.t tâ.p ho.
.p tùy ý cho tru.́o.c. Mô. t

hàm biến phú.c

f : D → C

là mô.t quy tá̆c cho ú.ng mõ̂i diê’m z ∈ D vó.i mô.t diê’m duy nhất w = f(z) ∈ C.

Dê’ chı’ mô.t hàm biến phú.c, ta còn dùng các ký hiê.u sau dây:

z 7→ f(z),

w = f(z), . . .

CÁC VÍ DU.

Ánh xa. z 7→ f(z) = az+ b xác di.nh mô.t hàm nguyên tuyến t́ınh trong C.
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Ánh xa. z 7→ f(z) =
az + b

cz + d
, c 6= 0 xác di.nh mô.t hàm phân tuyến t́ınh

trên tâ.p ho.
.p D = C \

{
− d

c
,∞
}

(gia’ thiết bc− ad 6= 0).

Ánh xa. z 7→ 1

2

(
z +

1

z

)
xác di.nh mô.t hàm thu.̀o.ng go. i là hàm Jukovski

trên tâ.p D = C \ {0}.
Trong tru.̀o.ng ho.

.p khi w = f(z) ∈ D∗, ∀ z ∈ D th̀ı ta viết f : D → D∗,

và nói rằng diê’m w ∈ D∗ là a’nh cu’a diê’m z ∈ D, còn z là nghi.ch a’nh cu’a

diê’m w. Dê’ chı’ nghi.ch a’nh, ta dùng ký hiê.u z = f−1(w).

Theo di.nh ngh̃ıa hàm dã tr̀ınh bày o.’ trên, mo.i hàm dè̂u là hàm do.n tri.:

ngh̃ıa là vó.i mõ̂i giá tri. cu’a z ta có tu.o.ng ú.ng mô.t giá tri. duy nhất cu’a f(z).

Khái niê.m hàm da tri. sẽ du.o.
.c tr̀ınh bày trong chu.o.ng V.

Gia’ su.’ tâ.p ho.
.p D ⊂ C và f : D → C là hàm du.o.

.c cho trên D. Hiê’n

nhiên rằng phà̂n thu.
.c, phà̂n a’o cu’a f là nhũ.ng số thu.

.c phu. thuô.c vào z,

z ∈ D. Dó là nhũ.ng hàm thu.
.c biến phú.c z:

u(z) : D → R,
v(z) : D → R,

}
D ⊂ C

và do dó có thê’ viết f(z) = u(z) + iv(z).

Vı̀ mă.t phă’ng C du.o.
.c dò̂ng nhất vó.i mă.t phă’ng R2 nên mõ̂i z ∈ D du.o.

.c

dò̂ng nhất vó.i (x, y) ∈ R2. Nhu. vâ.y:

f(x, y) = u(x, y) + iv(x, y).

Ngu.o.
.c la. i, nếu trên tâ.p D cho hai hàm nhâ.n giá tri. thu.

.c dô.c lâ.p vó.i

nhau: u = u(x, y); v = v(x, y) th̀ı cũng có ngh̃ıa là dã cho mô.t hàm phú.c

w = u+ iv = u(x, y) + iv(x, y) = f(x, y) = f(z).

Do dó, viê.c cho hàm f trên D tu.o.ng du.o.ng vó.i viê.c cho hai hàm thu.
.c

hai biến thu.
.c:

u = u(z) = u(x, y) : D → R,

v = v(z) = v(x, y) : D → R.
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Tù. nhâ.n xét trên dây, toàn bô. lý thuyết hàm biến phú.c có thê’ gia’ i th́ıch

nhu. là lý thuyết các că.p hàm cu’a hai biến thu.
.c x và y.

D- i.nh ngh̃ıa 1.3.2. Mô.t hàm

f : D → D∗

du.o.
.c go. i là do.n tri. mô.t-mô.t hay do.n diê. p nếu các a’nh cu’a nhũ.ng diê’m khác

nhau cu’a D là khác nhau. Cu. thê’ ho.n: f(z) là do.n diê.p nếu hai diê’m bất

kỳ z1, z2 ∈ D, z1 6= z2, th̀ı a’nh f(z1) 6= f(z2). Diè̂u dó tu.o.ng du.o.ng vó.i diè̂u

kiê.n nghi.ch a’nh cu’a mõ̂i diê’m thuô.c D
∗ chı’ gò̂m dúng mô.t diê’m.

Tù. di.nh ngh̃ıa 1.3.2 ta thấy rà̆ng ánh xa. w = f(z) là ánh xa. do.n diê.p

nếu không nhũ.ng diê’m z1 có mô.t a’nh duy nhất w1 mà diê’m w1 ∈ D∗ bất kỳ

cũng chı’ là a’nh cu’a mô.t diê’m z1 ∈ D.

Trong ánh xa. do.n diê.p w = f(z), nghi.ch a’nh z = f−1(w) có thê’ xem nhu.

là mô.t hàm do.n tri. biến w. Hàm này du.o.
.c go. i là hàm ngu.o.

.c dối vó.i hàm

w = f(z). Hiê’n nhiên dối vó.i hàm do.n tri. (nhu.ng không do.n diê.p) ta cũng

có thê’ nói vè̂ hàm ngu.o.
.c z = f−1(w), nhu.ng khi dó hàm ngu.o.

.c này không

do.n tri.. Rõ ràng là ánh xa. w = f(z) là ánh xa. do.n diê.p khi và chı’ khi ca’ hai

hàm f và f−1 dè̂u do.n tri..

D- i.nh ngh̃ıa 1.3.3. Gia’ su.’ các hàm

f : D → D∗; g : D∗ → D∗∗

du.o.
.c cho theo so. dò̂

D
f−→ D∗ g−→ D∗∗ (f(D) ⊆ D∗).

Khi dó ta có thê’ xác di.nh du.o.
.c mô.t hàm

h : D → D∗∗

bà̆ng cách cho ú.ng mõ̂i diê’m z ∈ D vó.i diê’m

h(z) = g[f(z)] ∈ D∗∗.
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Hàm h này du.o.
.c go. i là hàm ho.

.p cu’a các hàm f và g dã cho và du.o.
.c ký

hiê.u là

h = g ◦ f : D → D∗∗.

Chă’ng ha.n, nếu ánh xa. w = f(z) do.n diê.p và f−1(w) = ϕ(w) là hàm

ngu.o.
.c cu’a nó th̀ı

ϕ[f(z)] = z.

1.3.2 Các v́ı du. vè̂ ánh xa. do.n diê.p

Bây giò. ta sẽ làm sáng to’ nhũ.ng khái niê.m du.a ra o.’ trên bà̆ng mô.t số v́ı du. .

a. Ánh xa. phân tuyến t́ınh. Ánh xa.

w =
az + b

cz + d
, (1.20)

ad− bc 6= 0, (1.21)

trong dó a, b, c, d là nhũ.ng số phú.c xác di.nh tho’a mãn diè̂u kiê.n ad−bc 6= 0,

du.o.
.c go. i là ánh xa. phân tuyến t́ınh.

Ánh xa. (1.20) do.n diê.p khi và chı’ khi các hê. số a, b, c, d tho’a mãn hê.
thú.c (1.21). Thâ. t vâ.y, gia’ su.’ z1, z2 ∈ C, z1 6= z2. Khi dó

w1 =
az1 + b

cz1 + d
, w2 =

az2 + b

cz2 + d

và do dó

w2 − w1 =
(bc− ad)(z1 − z2)

(cz1 + d)(cz2 + d)
·

Tù. dó suy ra diè̂u cà̂n khă’ng di.nh.

Vı̀ vâ.y, hê. thú.c (1.21) là diè̂u kiê.n cà̂n và du’ dê’ tò̂n ta. i ánh xa. ngu.o.
.c cu’a

(1.20), trong dó:

z =
dw − b

−cw + a
·
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Dă.c biê.t, khi c = 0, d = 1, tù. (1.21) ta có

a 6= 0. (1.22)

Diè̂u kiê.n (1.22) da’m ba’o t́ınh do.n diê.p cu’a ánh xa. tuyến t́ınh w = az+ b

vó.i ánh xa. ngu.o.
.c là

z =
w

a
− b

a
·

Khi xét ánh xa. (1.20), ta loa. i trù. tru.̀o.ng ho.
.p d = c = 0. Trong các

tru.̀o.ng ho.
.p còn la. i, diè̂u kiê.n ad− bc = 0 tu.o.ng du.o.ng vó.i diè̂u kiê.n

w = const

và do dó nó không có miè̂n do.n diê.p.

b. Ánh xa. w = zn, n ∈ N. Dê’ t̀ım miè̂n do.n diê.p cu’a ánh xa. này, ta xét các

giá tri.:

z1 = |z1|eiϕ1 và z2 = |z1|eiϕ2.

Khi dó

w1 −w2 = |z1|n(einϕ1 − einϕ2).

Rõ ràng là ánh xa. w = zn do.n diê.p trong mõ̂i góc vó.i dô. mo.’
2π

n
vó.i dı’nh

ta. i gốc to.a dô. .

c. Ánh xa. Jukovski. Ánh xa.

w =
1

2

(
z +

1

z

)
(1.23)

du.o.
.c go. i là ánh xa. Jukovski. Nó do.n diê.p trong miè̂n D nào dó khi và chı’

khi miè̂n D không chú.a nhũ.ng că.p diê’m khác nhau z1, z2 liên hê. vó.i nhau

bo.’ i hê. thú.c

z1z2 = 1. (1.24)
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Thâ.t vâ.y, gia’ su.’

1

2

(
z1 +

1

z1

)
=

1

2

(
z2 +

1

z2

)

khi dó

(z1 − z2)
(
1 − 1

z1z2

)
= 0.

Tù. dó: hoă.c z1 = z2 hoă. c z1z2 = 1.

Vè̂ mă.t h̀ınh ho.c, dă’ng thú.c (1.24) chú.ng to’ rà̆ng diê’m z2 =
1

z1

thu du.o.
.c

bà̆ng phép dối xú.ng kép qua du.̀o.ng tròn do.n vi. và tru.c thu.
.c:

w =
1

z
; w = w1.

Nhu. vâ.y, ánh xa. (1.23) do.n diê. p trong miè̂n D khi và chı’ khi D không

chú.a nhũ.ng că. p diê’m khác nhau mà diê’m này thu du.o.
.c tù. diê’m kia nhò.

phép dối xú.ng kép: qua du.̀o.ng tròn do.n vi. và tru. c thu.
.c.

Ánh xa. (1.23) do.n diê.p trong các miè̂n sau dây:

{|z| > 1} - phà̂n ngoài h̀ınh tròn do.n vi.,

{|z| < 1} - h̀ınh tròn do.n vi..

1.3.3 Gió.i ha.n cu’a hàm

Bây giò. ta chuyê’n sang xét khái niê.m co. ba’n cu’a gia’ i t́ıch - khái niê.m gió.i

ha.n.

Gia’ su.’ cho hàm

f : D → C

và z0 là diê’m gió.i ha.n cu’a tâ.p ho.
.p D.

D- i.nh ngh̃ıa 1.3.4. Số w0 du.o.
.c go. i là gió.i ha. n cu’a hàm f khi z → z0 nếu:

∀ ε > 0 ∃ δ(ε) > 0 : ∀ z ∈ D ∩ U̇(z0, δ)

⇒ |f(z) − w0| < ε.



htttp://www.ebook.edu.vn
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Ký hiê.u

w0 = lim
z→z0

f(z), (1.25)

(trong dó U̇(z0, δ) là δ - lân câ.n thu’ng cu’a diê’m z0).

Ta có di.nh lý sau dây:

D- i.nh lý 1.3.1. Gia’ su.’ w0 = u0 + iv0 ∈ C và f(z) = u(z) + iv(z). Khi dó

gió.i ha. n lim
z→z0

f(z) tò̂n ta. i khi và chı’ khi tò̂n ta. i hai gió.i ha. n

u0 = lim
z→z0

Re[f(z)] = lim
z→z0

u(z),

v0 = lim
z→z0

Im[f(z)] = lim
z→z0

v(z).

Nói cách khác, dă’ng thú.c

w0 = lim
z→z0

f(z) (1.26)

tu.o.ng du.o.ng vó.i hai dă’ng thú.c:

u0 = lim
z→z0

u(z), v0 = lim
z→z0

v(z). (1.27)

Chú.ng minh. Thâ. t vâ.y, gia’ su.’ f tho’a mãn (1.26), khi dó vó.i ε > 0 bất kỳ,

∃ δ(ε) > 0 sao cho

|f(z) − w0| < ε

khi |z − z0| = [(x− x0)
2 + (y − y0)

2]1/2 < δ(ε).

Nhu.ng

|u(z)− u0| = |Re[f(z) − w0]| 6 |f(z) − w0| < ε,

|v(z)− v0| = |Im[f(z) − w0]| 6 |f(z) − w0| < ε,

và tù. dó suy ra (1.27).
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Bây giò., gia’ su.’ (1.27) du.o.
.c tho’a mãn. Khi dó ∀ ε > 0:

|u(z)− u0| <
ε√
2
, |v(z)− v0| <

ε√
2
·

Nếu
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 = |z − z0| < δ′(ε) th̀ı

|f(z) − w0| = |(u− u0)
2 + (v − v0)

2]1/2 < ε.

Tù. t́ınh tu.o.ng du.o.ng vù.a du.o.
.c chú.ng minh giũ.a (1.26) và (1.27) suy

rà̆ng nhũ.ng di.nh lý so. cấp vè̂ gió.i ha.n cu’a hàm trong gia’ i t́ıch thu.
.c du.o.

.c

chuyê’n sang cho gia’ i t́ıch phú.c không mô.t su.
. thay dô’i nào. Cu. thê’ là, nếu

lim
z→z0

f(z) = w0, lim
z→z0

ϕ(z) = w̃0

th̀ı tò̂n ta. i các gió.i ha.n cu’a f(z)±ϕ(z), f(z) ·ϕ(z), f(z)/ϕ(z) (khi ϕ(z) 6= 0)

khi z → z0 và:

lim
z→z0

[f(z) ± ϕ(z)] = w0 ± w̃0,

lim
z→z0

[f(z) ϕ(z)] = w0w̃0,

lim
z→z0

f(z)

ϕ(z)
=
w0

w̃0

, w̃0 6= 0.

Nhâ. n xét 1.3.1. Ta cà̂n lu.u ý rà̆ng di.nh ngh̃ıa 1.3.4 vè̂ gió.i ha.n vã̂n dúng ca’

trong các tru.̀o.ng ho.
.p: hoă. c z0, hoă. c w0 hoă. c ca’ z0 và w0 bà̆ng vô cùng.

Chă’ng ha.n, khi z0 6= ∞, w0 = ∞ th̀ı hàm f tho’a mãn (1.25) nếu tù. bất

dă’ng thú.c

0 < |z − z0| < δ(ε)

suy ra

|f(z)| > ε.



htttp://www.ebook.edu.vn
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Vı́ du. . Chú.ng minh rằng

lim
z→∞

[a0 + a1z + · · · + anz
n] = ∞, n > 1

vó.i an 6= 0.

Thâ.t vâ.y, ta có

a0 + a1z + a2z
2 + · · · + anz

n = zn
[a0

zn
+

a1

zn−1
+ · · · + an

]
.

Hiê’n nhiên rà̆ng

lim
z→∞

[a0

zn
+

a1

zn−1
+ · · · + an−1

z

]
= 0.

Diè̂u dó có ngh̃ıa rằng: ∀ ε > 0, ∃R > 0 : ∀ z : |z| > R

⇒
∣∣∣a0

zn
+

a1

zn−1
+ · · · + an−1

z

∣∣∣ < ε.

Ta lấy ε < |an|. Do dó khi |z| > R ta có

∣∣∣an +
(an−1

z
+ · · · + a0

zn

)∣∣∣ > |an| −
∣∣∣an−1

z
+
an−2

z2
+ · · · + a0

zn

∣∣∣

> |an| − ε.

Tù. dó suy ra rằng

|a0 + a1z + a2z
2 + · · · + anz

n| > |z|n(|an| − ε), |z| > R

và do dó vế pha’ i tăng vô ha.n khi z → ∞ và hiê’n nhiên khi dó vế trái tăng

vô ha.n, tú.c là

lim
z→∞

[a0 + a1z + · · · + anz
n] = ∞.

1.3.4 Tı́nh liên tu. c và liên tu. c d̂èu

Gia’ su.’ hàm w = f(z) du.o.
.c cho trên tâ.p ho.

.p D ⊂ C.
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D- i.nh ngh̃ıa 1.3.5. 1. Hàm f(z) du.o.
.c go. i là liên tu. c (hay C - liên tu. c) ta. i

diê’m z0 ∈ D nếu

f(z0) 6= ∞ và lim
z→z0

f(z) = f(z0), z ∈ D.

2. Nếu hàm f(z) liên tu.c ta. i mo.i diê’m z ∈ D th̀ı hàm f(z) du.o.
.c go. i là

liên tu. c trên tâ. p ho.
.p D.

Tâ.p ho.
.p mo.i hàm liên tu.c trên tâ.p ho.

.p D ⊂ C du.o.
.c ký hiê.u là C(D).

Di.nh ngh̃ıa 1.3.5 còn có thê’ phát biê’u du.́o.i da.ng tu.o.ng du.o.ng sau dây.

Hàm f(z) du.o.
.c go. i là liên tu. c ta. i diê’m z0 ∈ D nếu ∀ ε > 0, ∃ δ(ε, z0) > 0:

∀ z ∈ {|z − z0| < δ(ε, z0)} (1.28)

th̀ı

|f(z) − f(z0)| < ε. (1.29)

Tu.o.ng tu.
. nhu. vâ.y, ta cũng có thê’ nói dến t́ınh C - liên tu.c theo mô.t

tuyến (hoă. c du.̀o.ng cong) và hiê’u nhu. sau: nhũ.ng hê. thú.c (1.28) - (1.29) chı’

du.o.
.c tho’a mãn ta. i nhũ.ng diê’m thuô.c tuyến (hoă. c du.̀o.ng cong) ấy mà không

dê’ ý dến các giá tri. cu’a hàm ta. i các diê’m khác.

CÁC VÍ DU.

1. Hàm f(z) =
z + a

z + b
(a 6= b) liên tu.c ta. i mo.i diê’m z0 6= −b trong mă.t

phă’ng z.

Thâ.t vâ.y, gia’ su.’ cho tru.́o.c ε > 0. Ta dă.t |z0 + b| = 2d. Gia’ su.’ thêm rà̆ng

|z − z0| < d. Ta có

z + b = z0 + b+ z − z0

⇒ |z + b| >
∣∣|z0 + b| − |z − z0|

∣∣ > 2d − d = d

⇒ |z + b| > d.

Tù. dó suy ra

∣∣∣z + a

z + b
− z0 + a

z0 + b

∣∣∣ = |a− b| |z − z0|
|z + b| |z0 + b| 6

|a− b| |z − z0|
2d2

·
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Nếu
|a− b| |z − z0|

2d2
< ε (ngh̃ıa là |z − z0| <

2εd2

|a− b|) và |z − z0| < d th̀ı

ta sẽ có
∣∣∣z + a

z + b
− z0 + a

z0 + b

∣∣∣ < ε.

Do dó hê. thú.c

∣∣∣z + a

z + b
− z0 + a

z0 + b

∣∣∣ < ε

du.o.
.c tho’a mãn nếu

|z − z0| < min
(1

2
|z0 + b|, |z0 + b|2

2|a− b|

)
.

2. Hàm f(z) = zn, n ∈ N liên tu.c vó.i mo.i z = a hũ.u ha.n. Ta có

zn − an = (z − a)(zn−1 + azn−2 + · · · + an−1)

do dó

|zn − an| 6 |z − a|(|z|n−1 + · · · + |a|n−1).

Ta xét h̀ınh tròn {|z| 6 r} và gia’ su.’ z và a thuô.c h̀ınh tròn dó, |z| < r,

|a| < r. Khi dó

|zn − an| 6 nrn−1|z − a|.

và ta có thê’ cho.n số δ(ε) là bà̆ng

min
( ε

nrn−1
, r + |a|

)
.

Diè̂u dó chú.ng to’ rà̆ng zn là hàm liên tu.c ∀ z ∈ {|z| 6 r}, trong dó r có thê’

ló.n tùy ý. Và nhu. vâ.y z
n là hàm liên tu.c ∀ z ∈ C.

D- i.nh lý 1.3.2. 1. Hàm f(z) liên tu. c ta. i diê’m z0 = x0 + iy0 khi và chı’ khi

u(x, y) và v(x, y) liên tu. c ta. i diê’m (x0, y0).

2. Nếu hàm f(z) liên tu. c th̀ı hàm |f(z)| cũng liên tu. c.
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Chú.ng minh. Tru.́o.c hết ta lu.u ý rà̆ng

|u(x, y)− u(x0, y0)|
|v(x, y)− v(x0, y0)|

}
6 |f(z) − f(z0)| 6 |u(x, y)− u(x0, y0)| + |v(x, y)− v(x0, y0)|

1. Gia’ su.’ hàm f(z) liên tu.c ta. i diê’m z0. Ta có

|u(x, y)− u(x0, y0)| 6 |f(z) − f(z0)| < ε

khi |z − z0| < δ.

Nhu.ng |z − z0| < δ khi dò̂ng thò.i có |x− x0| <
δ√
2

và |y − y0| <
δ√
2
, do

dó hàm u(x, y) liên tu.c. Tu.o.ng tu.
. v(x, y) liên tu.c.

Ngu.o.
.c la. i, nếu u và v là các hàm liên tu. c th̀ı hàm f liên tu.c (ba.n do.c có

thê’ suy luâ.n dẽ̂ dàng).

2. Phà̂n thú. hai cu’a di.nh lý du.o.
.c suy tù. bất dă’ng thú.c

∣∣|f(z)| − |f(z0)|
∣∣ 6 |f(z) − f(z0)|.

Tù. di.nh lý 1.3.2 suy ra rà̆ng nhũ.ng di.nh lý so. cấp vè̂ các phép t́ınh dối

vó.i các hàm liên tu.c ta. i mô.t diê’m vã̂n dúng trong gia’ i t́ıch phú.c, t́ınh liên

tu.c o.’ dây là t́ınh C - liên tu.c.

D- i.nh ngh̃ıa 1.3.6. Hàm f(z) du.o.
.c go. i là liên tu. c dè̂u trên tâ.p ho.

.p D ⊂ C
nếu

∀ ε > 0, ∃ δ = δ(ε) > 0 : ∀ z ∈ D,∀ z′ ∈ D : d(z, z′) < δ(ε),

⇒|f(z) − f(z′)| < ε.

Tù. t́ınh liên tu.c d̂èu cu’a f(z) suy ra rà̆ng f là liên tu.c. Diè̂u khă’ng di.nh

ngu.o.
.c la. i, nói chung là không dúng. Diè̂u dó du.o.

.c chú.ng to’ bo.’ i v́ı du. sau

dây.

Gia’ su.’ f(z) =
1

z
và D = {z ∈ C : 0 < |z| < 1}.
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Hàm f(z) liên tu.c trong D, nhu.ng không liên tu.c dè̂u trong dó. Thâ. t vâ.y,

gia’ su.’ ngu.o.
.c la. i: hàm f(z) liên tu.c dè̂u trong D. Khi dó vó.i ε = 1, pha’i tò̂n

ta. i số δ = δ1 > 0 sao cho mo.i că.p diê’m z′ và z′′ ta có

∣∣∣ 1
z′

− 1

z′′

∣∣∣ < ε, 0 < |z′ − z′′| < δ1.

Tù. dãy số n = 2, 3, . . . ta sẽ cho.n số n0 sao cho

∣∣∣ 1

n0
− 1

2n0

∣∣∣ < δ1.

Khi dó, dă.t z
′ =

1

n0
, z′′ =

1

2n0
ta thu du.o.

.c

∣∣∣ 1
z′

− 1

z′′

∣∣∣ =
∣∣∣ 1

1/n0
− 1

1/2n0

∣∣∣ = n0 > 1.

0 < |z′ − z′′| < δ1.

Dó là diè̂u mâu thuã̂n.

Tuy nhiên, ta cũng nhâ.n xét rà̆ng hàm dã cho liên tu.c d̂èu trong miè̂n

D̃ = {z ∈ C : 0 < R 6 |z| < 1}.

Thâ.t vâ.y, vó.i că.p diê’m z′ và z′′ ∈ D̃ bất kỳ ta có

∣∣∣ 1
z′

− 1

z′′

∣∣∣ = |z′ − z′′|
|z′| |z′′| 6

|z′ − z′′|
R2

·

Gia’ su.’ ε > 0 là số tùy ý. Khi dó nếu lấy δ = εR2, th̀ı tù. bất dă’ng thú.c vù.a

viết suy ra rà̆ng vó.i că.p diê’m z′, z′′ ∈ D̃ bất kỳ tho’a mãn hê. thú.c

|z′ − z′′| < δ (δ = εR2)

ta có

∣∣∣ 1
z′

− 1

z′′

∣∣∣ < ε. ′d.p.c.m.
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D- i.nh ngh̃ıa 1.3.7. Ánh xa. f du.o.
.c go. i là mô.t dò̂ng phôi (ánh xa. tôpô) nếu:

1. f do.n diê.p;

2. f và f−! liên tu.c.

CÁC VÍ DU.

1, Ánh xa. w =
z

1 + |z| là mô.t phép dò̂ng phôi biến mă.t phă’ng C lên h̀ınh

tròn do.n vi. {|w| < 1}.
2. Ánh xa.

w =
2R

π

z

|z|arctg |z|,

w(0) = 0





là mô.t phép dò̂ng phôi biến C lên h̀ınh tròn mo.’ {|w| < R}.
Vè̂ sau ta thu.̀o.ng su.’ du.ng các t́ınh chất sau dây cu’a hàm liên tu.c.

1. A’nh liên tu.c cu’a tâ.p ho.
.p compá̆c là tâ.p ho.

.p compá̆c.

2. A’nh liên tu.c cu’a tâ.p ho.
.p liên thông là tâ.p ho.

.p liên thông.

3. Gia’ su.’ compá̆c K ⊂ C và f là hàm liên tu.c trên K. Khi dó

a) f bi. chă.n, ngh̃ıa là |f(z)| < A, ∀ z ∈ K, A = const

b) Da.t sup và inf cu’a nó trên K, tú.c là ∃ z1, z2 ∈ K sao cho

|f(z)| 6 |f(z1)|, |f(z)| > |f(z2)|, ∀ z ∈ K.

4. Gia’ su.’ f liên tu.c trên tâ.p ho.
.p compá̆c D ⊂ C. Khi dó f liên tu.c dè̂u

trên D (di.nh lý Cantor trong miè̂n phú.c).

1.4 Lý thuyết dãy và chuõ̂i trong miè̂n phú.c

1.4.1 Gió.i ha.n cu’a dãy diê’m

Trong mu.c 1.1.5 ta dã dè̂ câ.p dến gió.i ha.n cu’a dãy diê’m trong miè̂n phú.c.

O
.’ dây ta sẽ nói dến gió.i ha.n cu’a dãy mô.t cách cu. thê’ ho.n.
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D- i.nh ngh̃ıa 1.4.1. 1. Gia’ su.’ trong C cho dãy

z1, z2, . . . , zn, . . . (1.30)

Diê’m z0 (∈ C) du.o.
.c go. i là gió.i ha. n cu’a dãy (1.30) nếu ∀ ε > 0, ∃N = N(ε)

sao cho zn ∈ U(z0, ε) ∀n > N .

Dãy có gió.i ha.n thuô.c C du.o.
.c go. i là dãy hô. i tu. . Dãy không có gió.i ha.n

hoă.c có gió.i ha.n bà̆ng ∞ du.o.
.c go. i là dãy phân kỳ. Trong tru.̀o.ng ho.

.p dãy

phân kỳ có gió.i ha.n duy nhất là ∞ ta viết

lim
n→∞

zn = ∞. (1.31)

Dă’ng thú.c (1.31) có ngh̃ıa là: ∀ ε > 0, ∃N = N(ε) (N ∈ N): sao cho

zn ∈ CU(0, ε) vó.i mo.i n > N .

Su.
. minh ho.a Riemann dối vó.i các số phú.c cho phép ta hiê’u dă’ng thú.c

(1.31) mô.t cách rất tru.
.c quan. Thâ. t vâ.y, theo công thú.c (1.11), 1.1.8, a’nh

cà̂u cu’a dãy (1.30) là dãy {Ak(ξk, ηk, ζk)} vó.i các to.a dô. :

ξk =
xk

1 + |zk|2
, ηk =

yk
1 + |zk|2

, ζk =
|zk|2

1 + |zk|2
(*)

Tù. công thú.c (*) và các hê. thú.c |xk| 6 |zk|, |yk| 6 |zk| ta suy ra rà̆ng

dãy {Ak} hô. i tu. dến cu.
.c bá̆c P cu’a mă.t cà̂u Riemann.

Tù. di.nh ngh̃ıa gió.i ha.n cu’a dãy suy ra rằng nếu dãy {zn} và {z′n} hô. i tu.
th̀ı dãy {zn ± z′n}; {zn · z′n}

{zn
z′n

}
(z′n 6= 0, lim

n→∞
z′n 6= 0) hô. i tu. và:

lim
n→∞

(zn ± z′n) = lim
n→∞

z′n ± lim
n→∞

z′n,

lim
n→∞

(zn · z′n) = lim
n→∞

zn · lim
n→∞

z′n,

lim
n→∞

zn
z′n

=
lim
n→∞

zn

lim
n→∞

z′n
·





(1.32)

Viê.c chú.ng minh các hê. thú.c (1.32) không có g̀ı khác biê.t vó.i viê.c chú.ng

minh các diè̂u khă’ng di.nh tu.o.ng ú.ng trong gia’ i t́ıch thu.
.c. (Dè̂ nghi. ba.n do.c

tu.
. thu.

.c hiê.n).
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Trong nhiè̂u tru.̀o.ng ho.
.p, khi kha’o sát su.

. hô. i tu. cu’a dãy ta cũng thu.̀o.ng

su.’ du.ng tiêu chuâ’n Cauchy dă.c tru.ng cho dãy hô. i tu. :

Dãy {zn} hô. i tu. khi và chı’ khi

∀ ε > 0, ∃N = N(ε) : ∀m,n ∈ N : m,n > N ⇒
⇒ |zn − zm| < ε.

Phép chú.ng minh di.nh lý này hoàn toàn du.
.a trên chú.ng minh di.nh lý

“thu.
.c” tu.o.ng ú.ng. Cũng nhu. trong tru.̀o.ng ho.

.p thu.
.c, dãy tho’a mãn diè̂u

kiê.n này du.o.
.c go. i là dãy co. ba’n hay dãy Cauchy.

Thông thu.̀o.ng viê.c t̀ım gió.i ha.n cu’a dãy (1.30) du.o.
.c du.a vè̂ t̀ım gió.i ha.n

cu’a dãy các số thu.
.c {xn} và {yn}. Diè̂u khă’ng di.nh này du.

.a trên co. so.’ di.nh

lý sau dây:

D- i.nh lý 1.4.1. Gia’ su.’ z0 = x0 + iy0. Khi dó lim
n→∞

zn = z0 khi và chı’ khi

lim
n→∞

xn = x0, lim
n→∞

yn = y0.

Chú.ng minh. Thâ.t vâ.y, kết luâ.n cu’a di.nh lý 1.4.1 du.o.
.c suy tru.

.c tiếp tù. các

bất dă’ng thú.c

|x− x0| 6 |zn − z0|, |yn − y0| 6 |zn − z0|;
|zn − z0| 6 |xn − x0| + |yn − y0|

và di.nh ngh̃ıa gió.i ha.n cu’a dãy.

Nhâ. n xét 1.4.1. Gia’ su.’ zn = rn · eiϕn, trong dó |rn| = |zn|, ϕn = arg zn. Nếu

lim
n→∞

rn = ρ và lim
n→∞

ϕn = α th̀ı lim
n→∞

zn = ρeiα.

Diè̂u kết luâ.n này du.o.
.c suy tù. di.nh lý 1.4.1 và hê. thú.c

zn = rn(cosϕn + i sinϕn).

Vı́ du. 1. Gia’ su.’ z = x + iy là mô.t số phú.c tùy ý, xác di.nh. Ta sẽ chú.ng

minh rằng dãy

an =
(
1 +

z

n

)n
có gió.i ha.n.
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Ta có:

|an| =
∣∣∣1 +

z

n

∣∣∣
n

=
(
1 +

2x

n
+
x2 + y2

n2

)n/2
,

arg an = narg
(
1 +

z

n

)
= narctg

y

n

1 +
x

n

·

Hiê’n nhiên rằng

lim
n→∞

|zn| = lim
n→∞

(
1 +

2x

n

)n/2
= ex

và

lim
n→∞

arg an = lim
n→∞

ny

n+ x
= y.

Do dó

lim
n→∞

(
1 +

z

n

)n
= ex(cos y + i sin y).

1.4.2 Chuỗi số phú.c và su.
. hô. i tu. cu’a nó

Gia’ su.’ ta có dãy số phú.c hoàn toàn xác di.nh và khác ∞:

z1, z2, . . . , zn, . . . , zn = xn + iyn.

Biê’u thú.c

∑

n>1

zn = z1 + z2 + · · · + zn + . . . (1.33)

du.o.
.c go. i là mô.t chuõ̂i số trên C, còn biê’u thú.c

Sn =
∑

16k6n

zk (1.34)

du.o.
.c go. i là tô’ng riêng (thú. n) cu’a chuõ̂i (1.33).

Ta có di.nh ngh̃ıa sau dây.



htttp://www.ebook.edu.vn
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D- i.nh ngh̃ıa 1.4.2. Chuõ̂i (1.33) du.o.
.c go. i là hô. i tu. nếu tò̂n ta. i gió.i ha.n hũ.u

ha.n

lim
n→∞

Sn = S.

Ngh̃ıa là: ∀ ε > 0, ∃N = N(ε), N ∈ N : ∀n > N

⇒ |Sn − S| < ε.

Số S du.o.
.c go. i là tô’ng cu’a chuõ̂i (1.33). Nếu lim

n→∞
Sn không tò̂n ta. i hoă. c

bà̆ng ∞ th̀ı ta nói chuỗi (1.33) phân kỳ.

Diè̂u kiê.n cà̂n dối vó.i su.
. hô. i tu. cu’a chuõ̂i (1.33) thu du.o.

.c tù. viê.c chuyê’n

qua gió.i ha.n dă’ng thú.c

Sn − Sn−1 = zn

và nó có da.ng

lim
n→∞

zn = 0. (1.35)

Diè̂u kiê.n dó chı’ là diè̂u kiê.n cà̂n chú. không pha’i là diè̂u kiê.n du’ : ngh̃ıa là nếu

diè̂u kiê.n (1.35) không du.o.
.c tho’a mãn th̀ı chuỗi không thê’ hô. i tu. . Nhu.ng có

nhũ.ng chuõ̂i (v́ı du.
∑
n>1

1

n

)
tho’a mãn diè̂u kiê.n (1.35) nhu.ng la. i phân kỳ.

Dê’ kha’o sát su.
. hô. i tu. cu’a chuõ̂i trong C ta có:

D- i.nh lý 1.4.2. Chuõ̂i số phú.c
∑
n>1

zn, zn = xn + iyn hô. i tu. khi và chı’ khi

các chuỗi
∑

n>1

xn;
∑

n>1

yn

dò̂ng thò.i hô. i tu. .

Chú.ng minh. Thâ.t vâ.y, ta dă.t

Sn = σn + iτn =
∑

16k6n

xk + i
∑

16k6n

yk.

Tù. dó suy ra kết luâ.n cu’a di.nh lý.
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Di.nh lý 1.4.2 cho phép ta du.a viê.c kha’o sát su.
. hô. i tu. cu’a chuõ̂i trong

miè̂n phú.c vè̂ kha’o sát các chuõ̂i số thu.
.c dã quen biết.

Cha’ng ha.n, bà̆ng cách áp du.ng tiêu chuâ’n Cauchy cho dãy Sn ta thu

du.o.
.c tiêu chuâ’n Cauchy dối vó.i các chuỗi: Chuỗi số phú.c (1.33) hô. i tu. khi

và chı’ khi ∀ ε > 0, ∃N = N(ε) : ∀n > N(ε) và ∀ p ∈ N ⇒ |Sn+p − Sn| < ε.

Cùng vó.i viê.c xét chuỗi (1.33) ngu.̀o.i ta còn xét chuõ̂i lâ.p nên tù. các môdun

cu’a các số ha.ng cu’a chuõ̂i ấy

∑

k>1

|zk|. (1.36)

Vı̀
∣∣∣
∑

16k6m

zN+k

∣∣∣ 6
∑

16k6m

|zN+k|

nên theo tiêu chuâ’n hô. i tu. Cauchy ta kết luâ.n rà̆ng nếu chuỗi (1.36) hô. i tu.
th̀ı chuõ̂i (1.33) cũng hô. i tu. .

D- i.nh ngh̃ıa 1.4.3. Chuõ̂i (1.33) du.o.
.c go. i là hô. i tu. tuyê. t dối nếu chuỗi (1.36)

hô. i tu. .

Tù. tiêu chuâ’n hô. i tu. Cauchy suy ra:

D- i.nh lý 1.4.3. Gia’ su.’ zn = xn + iyn. Chuỗi (1.33) hô. i tu. tuyê. t dối khi và

chı’ khi các chuõ̂i

∑

n>1

xn và
∑

n>1

yn

dò̂ng thò.i hô. i tu. tuyê. t dối.

Chú.ng minh. Thâ. t vâ.y, diè̂u kết luâ.n cu’a di.nh lý du.o.
.c suy tru.

.c tiếp tù. bất

dă’ng thú.c kép sau dây:

|xn|
|yn|

}
6 |zn| 6 |xn| + |yn|.
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Giống nhu. chuõ̂i số thu.
.c su.

. hoán vi. tùy ý các số ha.ng cu’a chuõ̂i hô. i tu.
tuyê.t dối không làm thay dô’i tô’ng cu’a chuõ̂i.

Nhâ. n xét. Dê’ kha’o sát su.
. hô. i tu. tuyê.t dối cu’a chuõ̂i (1.33) ta có thê’ su.’ du.ng

tiêu chuâ’n hô. i tu. dã biết dối vó.i các chuõ̂i vó.i số ha.ng không âm.

Vı́ du. 2. Kha’o sát su.
. hô. i tu. cu’a chuõ̂i

∑

n>1

n(2 + i)n

3n
·

Ta xét chuõ̂i các môdun

∑

n>1

n|2 + i|n

3n
=
∑

n>1

n
√

5n

3n
·

Áp du.ng dấu hiê.u hô. i tu. D’Alambert, ta có

lim
n→∞

[(n+ 1)
√

5n+1

3n+1
:
n
√

5n

3n

]
=

√
5

3
< 1.

Vâ.y chuõ̂i dã cho hô. i tu. .

Vı́ du. 3. Kha’o sát su.
. hô. i tu. cu’a chuõ̂i:

∑

n>1

in

n
·

Ta có

∑

n>1

in

n
=
∑

n>1

(−1)k

2k
+ i
∑

n>0

(−1)k

2k + 1
·

Vı̀ vâ.y chuõ̂i dã cho hô. i tu. .

Xét chuõ̂i các môdun

∑

n>1

|i|n

n
=
∑

n>1

1

n
·
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Chuõ̂i này là chuõ̂i diè̂u hòa và nhu. ta biết, nó là chuõ̂i phân kỳ. Do dó

chuõ̂i dã cho hô. i tu. song không hô. i tu. tuyê.t dối.

Vı́ du. 4. Kha’o sát su.
. hô. i tu. cu’a chuõ̂i

∑

n>0

zn.

Ta có Sn = 1 + z + · · · + zn−1,

Sn =
1 − zn

1 − z
khi z 6= 1.

Do dó
∣∣∣Sn −

1

1 − z

∣∣∣ = |z|n
|1 − z| ,

và

lim
n→∞

Sn =
1

1 − z
khi |z| < 1.

Khi |z| > 1 th̀ı v̀ı

lim
n→∞

|z|n =





1, nếu |z| = 1,

∞, nếu |z| > 1

nên chuõ̂i phân kỳ.

Nhu. vâ.y, chuõ̂i
∑
n>0

zn hô. i tu. vó.i |z| < 1 và phân kỳ vó.i |z| > 1.

1.4.3 Dãy và chuõ̂i hàm

Trong nhiè̂u chú.ng minh o.’ nhiè̂u phà̂n cu’a lý thuyết hàm biến phú.c, ngu.̀o.i

ta su.’ du.ng rất rô.ng rãi nhũ.ng t́ınh chất dă.c biê.t cu’a dãy hàm hô. i tu. . Nhò.

nhũ.ng t́ınh chất này mà các chú.ng minh dó tro.’ nên rất do.n gia’n và de.p dẽ.

Gia’ su.’ ta có dãy hàm

f1(z), f2(z), . . . , fn(z), . . . (1.37)
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xác di.nh trên tâ.p ho.
.p D ⊂ C nào dó.

Dãy (1.37) du.o.
.c go. i là hô. i tu. ta. i diê’m z0 ∈ D nếu dãy số {fn(z0)} hô. i tu. .

Dãy hàm (1.37) du.o.
.c go. i là hô. i tu. trên D nếu nó hô. i tu. ta. i mo.i diê’m cu’a D.

Trong tru.̀o.ng ho.
.p này ta có thê’ nói dến hàm gió.i ha.n xác di.nh trên D:

f(z) = lim
n→∞

fn(z).

Di.nh ngh̃ıa hô. i tu. cu’a dãy hàm tó.i hàm gió.i ha.n f(z) có thê’ phát biê’u

bà̆ng ngôn ngũ. ε, δ.

D- i.nh ngh̃ıa 1.4.4. Dãy (1.33) hô. i tu. dến hàm f(z) nếu ∀ ε > 0, và vó.i

z ∈ D bất kỳ, tò̂n ta. i số tu.
. nhiên N = N(ε) sao cho vó.i mo. i n > N ta có

|f(z) − fn(z)| < ε.

Cà̂n nhấn ma.nh rà̆ng: vó.i mô.t ε > 0, số hiê.u N mà khi n > N th̀ı có

|f(z) − fn(z)| < ε có thê’ khác nhau vó.i các diê’m khác nhau cu’a D.

D- i.nh ngh̃ıa 1.4.5. Dãy hàm (1.37) du.o.
.c go. i là hô. i tu. dè̂u trên D dến hàm

f(z) nếu:

∀ ε > 0, ∃N = N(ε) (chı’ phu. thuô.c vào ε): ∀n ≥ N ∀ z ∈ D ⇒
|f(z) − fn(z)| < ε.

Dẽ̂ dàng chú.ng minh rà̆ng dãy hàm (1.37) hô. i tu. d̂èu dến hàm f(z) khi

và chı’ khi ∀ ε > 0, ∃N = N(ε) : ∀m,n > N , ∀ z ∈ D ⇒ |fm(z)− fn(z)| < ε.

Nếu dãy hàm (1.37) hô. i tu. dè̂u dến hàm f(z) trên D th̀ı nó hô. i tu. dến

hàm f(z). Diè̂u ngu.o.
.c la. i nói chung là không dúng.

Vı́ du. 5. Kha’o sát su.
. hô. i tu. cu’a dãy hàm

f(z) =
1 − zn

1 − z
; n = 1, 2, . . . , |z| < 1. (1.38)

Trong v́ı du. 3 mu.c tru.́o.c, ta dã chú.ng minh rằng dãy (1.38) hô. i tu. trong

h̀ınh tròn do.n vi. và hàm gió.i ha.n là

f(z) =
1

1 − z
·
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Ta sẽ chú.ng minh rằng dãy (1.38) hô. i tu. d̂én f(z) không dè̂u trong h̀ınh

tròn do.n vi..

Thâ.t vâ.y, nếu dãy (1.38) hô. i tu. dè̂u dến hàm f(z) th̀ı theo di.nh ngh̃ıa

suy ra rằng:

∀ ε > 0, ∃N = N(ε) : ∀n > N, ∀ z ∈ {|z| < 1}

ta có:
∣∣∣ 1

1 − z
− 1 − zn

1 − z

∣∣∣ =
∣∣∣ zn

1 − z

∣∣∣ < ε.

Dă.c biê.t là khi ε = 1, vó.i mo.i z thu.
.c:

z = x; 0 < x < 1

ta có:

xn

1 − x
< 1, n = 2, 3, . . .

Nhu.ng ta nhâ.n xét rằng

lim
x→1

xn

1 − x
= ∞ (n = 2, 3, . . . )

Hai hê. thú.c này không thê’ dò̂ng thò.i tho’a mãn. Do dó dãy hàm hô. i tu.
không dè̂u.

Dẽ̂ dàng chú.ng minh rà̆ng dãy (1.38) hô. i tu. dè̂u trong h̀ınh tròn {|z| 6
R < 1}. Thâ. t vâ.y, trong h̀ınh tròn này ta có:

∣∣∣ zn

1 − z

∣∣∣ 6
Rn

1 −R

và vó.i ε > 0 tùy ý, số hiê.u N du.o.
.c xác di.nh tù. bất dă’ng thú.c

Rn

1 −R
< ε, n >

∣∣∣ ln[ε(1 −R)]

lnR

∣∣∣

Do dó, nếu dă.t

N = N(ε) = E
(∣∣∣ ln[(1 −R)]

lnR

∣∣∣
)
,
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trong dó E(t) là phà̂n nguyên cu’a t, th̀ı vó.i n > N(ε) và vó.i mo.i z ∈ {|z| 6
R < 1} ta có:

∣∣∣ 1

1 − z
− 1 − zn

1 − z

∣∣∣ < ε.

D- i.nh lý 1.4.4. Gia’ su.’ các hàm fn(z) cu’a dãy (1.37) là nhũ.ng hàm liên tu. c

trên D và dãy hàm (1.37) hô. i tu. dè̂u trên D dến hàm f(z). Khi dó hàm f(z)

liên tu. c trên D.

Chú.ng minh. Thâ.t vâ.y, gia’ su.’ z0 ∈ D; vó.i ε > 0 cho tru.́o.c, tò̂n ta. i số hiê.u

n sao cho vó.i mo.i z ∈ D ta có

|fn(z)− f(z)| < ε

3
·

Tiếp theo, tò̂n ta. i số δ > 0 sao cho vó.i mo.i z ∈ D ∩ U(z0, δ) ta có:

|fn(z) − fn(z0)| <
ε

3
·

Do dó vó.i mo.i z ∈ D ∩ U(z0, δ) ta có

|f(z) − f(z0)| 6 |f(z) − fn(z)|+ |fn(z) − fn(z0)| + |fn(z0) − f(z0)|

<
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.

Bây giò. ta xét chuõ̂i hàm:

f0(z) + f1(z) + · · · + fn(z) + · · · =
∑

n>0

fn(z). (1.39)

Vı̀ ta. i diê’m z0 ∈ D cố di.nh th̀ı chuỗi (1.39) là mô.t chuỗi số nên theo di.nh

ngh̃ıa, su.
. hô. i tu. cu’a nó dến tô’ng S(z0) có ngh̃ıa là

∀ ε > 0, ∃N = N(ε, z0) : ∀n > N ta có

|S(z0) − Sn(z0)| < ε, Sn(z0) =
∑

06k6n

fk(z0).

Chuõ̂i (1.39) du.o.
.c go. i là chuỗi hô. i tu. trên tâ. p D nếu nó hô. i tu. ta. i mo.i

diê’m z ∈ D. Hiê’n nhiên tô’ng S cu’a nó là hàm cu’a biến z, xác di.nh ta. i mo.i

diê’m z ∈ D.
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D- i.nh ngh̃ıa 1.4.6. Chuõ̂i hàm (1.39) du.o.
.c go. i là hô. i tu. dè̂u trên tâ.p ho.

.p

D nếu:

∀ ε > 0, ∃N = N(ε) : ∀n > N, ∀ z ∈ D và

∀ p ∈ N ⇒ |Sn+p(z) − Sn(z)| < ε.

Tù. di.nh ngh̃ıa này ta suy ra rà̆ng chuõ̂i hô. i tu. dè̂u trên tâ.p ho.
.p D th̀ı

hô. i tu. ta. i mo.i diê’m cu’a tâ.p ho.
.p dó. Diè̂u ngu.o.

.c la. i nói chung không dúng.

Vı́ du. 6. Xét chuỗi

1 + z + z2 + · · · + zn + . . . (1.40)

Trong v́ı du. 3 o.’ mu.c tru.́o.c ta dã chú.ng minh rà̆ng chuõ̂i (1.40) hô. i tu.

trong h̀ınh tròn do.n vi. và tô’ng cu’a nó bà̆ng
1

1 − z
.

Tuy nhiên, chuỗi (1.40) hô. i tu. không dè̂u trong h̀ınh tròn do.n vi.. Thâ. t

vâ.y, ta có

|Sn+p(z)− Sn(z)| = |zn+1(1 + z + · · · + zn−1)|

=
|z|n+1|1 − zp|

|1 − z| >
|z|n+1(1 − |z|p)

|1 − z| ·

Ta lấy số n ∈ N tùy ý và dă.t p = n, zn =
n

n+ 1
. Khi dó:

|S2n(zn) − S(zn)| >

( n

n+ 1

)n+1[
1 −

( n

n + 1

)p]

1

1 + n

= n ·
1 −

(
1 +

1

n

)−p

(
1 +

1

n

)n → ∞ (khi n→ ∞).

Nhu. vâ.y, vó.i n du’ ló.n tùy ý, tò̂n ta. i nhũ.ng số p (= n) và nhũ.ng diê’m

zn ∈ {|z| < 1} mà: |S2n(zn) − Sn(zn)| ló.n bao nhiêu tùy ý.

Tù. dó suy rà̆ng chuõ̂i dã cho hô. i tu. không dè̂u trong h̀ınh tròn do.n vi..

Werierstrass dã chú.ng minh dấu hiê.u do.n gia’n vè̂ su.
. hô. i tu. dè̂u sau dây.
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D- i.nh lý 1.4.5. Gia’ su.’ bá̆t dà̂u tù. số hiê.u k0 nào dó và vó.i mo. i z ∈ D:

1. |fn(z)| 6 an, an > 0, ∀n > k0.

2. Chuõ̂i số
∑

n>1

an hô. i tu. . (1.41)

Khi dó chuõ̂i (1.39) hô. i tu. dè̂u (và tuyê. t dối) trên tâ. p ho.
.p D.

Chú.ng minh. Vı̀ chuỗi (1.41) hô. i tu. nên ∀ ε > 0, ∃N(ε) > k0 sao cho∣∣∣
∑

16k6m
aN+k

∣∣∣ < ε vó.i m ∈ N bất kỳ.

Do dó ta có
∣∣∣
∑

16k6m

fN+k(z)
∣∣∣ 6

∑

16k6m

|fN+k(z)
∣∣∣ 6

∑

16k6m

aN+k < ε.

Vı̀ vâ.y, theo di.nh ngh̃ıa, chuỗi (1.39) hô. i tu. dè̂u trên D.

D- i.nh lý 1.4.6. Gia’ su.’ chuỗi (1.39) hô. i tu. dè̂u trên D và mõ̂i số ha. ng cu’a

nó dè̂u là nhũ.ng hàm liên tu. c trên D. Khi dó tô’ng S(z) cu’a chuỗi cũng là

hàm liên tu. c trên D.

Chú.ng minh. Gia’ su.’ z0 ∈ D là diê’m cố di.nh bất kỳ. Ta cà̂n chú.ng minh

rà̆ng:

∀ ε > 0, ∃ δ = δ(z0, ε), sao cho ∀ z ∈ D ∩ U(z0, δ) dè̂u có:

|S(z) − S(z0)| < ε.

Thâ.t vâ.y, v̀ı chuỗi (1.39) hô. i tu. dè̂u nên

∀ ε > 0, ∃N = N(ε), N ∈ N sao cho

|S(z) − SN (z)| < ε

3
, z ∈ D.

Vı̀ hàm SN(z) liên tu.c nên vó.i ε > 0 dã cho.n, tò̂n ta. i số δ = δ(z0, ε) sao

cho

|SN(z) − SN(z0)| <
ε

3
, ∀ z ∈ D ∩ U(z0, δ).
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Tù. các hê. thú.c này thu du.o.
.c:

|S(z) − S(z0)| 6 |S(z) − SN(z)| + |SN(z) − SN (z0)| + |S(z0) − SN (z0)|

6
ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.

Ló.p các chuõ̂i hàm do.n gia’n nhất và là công cu. có ý ngh̃ıa dă.c biê.t quan

tro.ng dê’ nghiên cú.u các hàm biến phú.c là các chuõ̂i lũy thù.a.

1.4.4 Chuỗi lũy thù.a

Chuõ̂i hàm da.ng
∑

k>0

ak(t− z0)
k, (1.42)

trong dó z0, ak, k = 0, 1, 2, . . . là nhũ.ng số phú.c cho tru.́o.c, du.o.
.c go. i là chuỗi

lũy thù.a. Số z0 du.o.
.c go. i là tâm cu’a chuõ̂i, ak, k = 0, 1, 2, . . . du.o.

.c go. i là

nhũ.ng hê. số cu’a chuõ̂i lũy thù.a.

Nếu dă.t z = t− z0 th̀ı có thê’ viết chuỗi (1.42) du.́o.i da.ng
∑

n>0

anz
n. (1.43)

Dà̂u tiên ta sẽ nghiên cú.u cấu trúc cu’a tâ.p ho.
.p diê’m hô. i tu. cu’a chuõ̂i

(1.43). Hiê’n nhiên tâ.p ho.
.p dó không trống v̀ı trong mo.i tru.̀o.ng ho.

.p chuỗi

(1.43) hô. i tu. ta. i diê’m z = 0 vó.i tô’ng bà̆ng a0.

Tò̂n ta. i nhũ.ng chuõ̂i lũy thù.a vó.i tâ.p ho.
.p diê’m hô. i tu. gò̂m mô.t diê’m

z = 0 duy nhất. Chă’ng ha.n, ta xét chuõ̂i

1 +
∑

n>1

nn · zn.

Vó.i mõ̂i z 6= 0 cố di.nh, tò̂n ta. i số hiê.u n0 mà bá̆t dà̂u tù. dó |nz| > 2 và do

dó |nn · zn| > 2n. Vı̀ vâ.y

lim
n→∞

nn · zn 6= 0
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tú.c là diè̂u kiê.n cà̂n cho su.
. hô. i tu. không tho’a mãn.

Bây giò. ta xét chuõ̂i

1 +
∑

n>1

zn

nn
·

Vó.i mõ̂i z hũ.u ha.n, bá̆t dà̂u tù. số hiê.u n0 xác di.nh, ta có

∣∣∣ z
n

∣∣∣ 6 1

2

tú.c là
∣∣∣ z

n

nn

∣∣∣ < 1

2n
·

Vı̀ chuỗi
∑
n>1

1

2n
hô. i tu. nên chuỗi lũy thù.a hô. i tu. trong toàn mă.t phă’ng.

Tò̂n ta. i nhũ.ng chuõ̂i lũy thù.a hô. i tu. ta. i nhũ.ng diê’m này, phân kỳ ta. i

nhũ.ng diê’m khác. Chă’ng ha.n chuỗi dã xét trong Vı́ du. 6 hô. i tu. trong h̀ınh

tròn và phân kỳ ngoài h̀ınh tròn do.n vi..

Dê’ nghiên cú.u cấu trúc cu’a tâ.p ho.
.p diê’m hô. i tu. , ta chú.ng minh:

D- i.nh lý 1.4.7. (N. Abel) Nếu chuỗi lũy thù.a (1.43) hô. i tu. ta. i diê’m z0 6= 0

th̀ı nó hô. i tu. tuyê. t dối trong h̀ınh tròn
{
|z| < |z0|

}
.

Chú.ng minh. Vı̀ chuỗi (1.43) hô. i tu. ta. i diê’m z0 nên

lim
n→∞

anz
n
0 = 0.

Nhu.ng mo.i dãy hô. i tu. dè̂u bi. chă.n, nên tò̂n ta. i hà̆ng số du.o.ng M sao cho

|anzn0 | 6 M, n = 0, 1, 2, . . .

Dê’ ý dến bất dă’ng thú.c này ta có:

|anzn| =
∣∣∣anzn0 ·

( z
z0

)n∣∣∣ 6 M · qn;
∣∣∣ z
z0

∣∣∣ = q < 1.

Vı̀ chuỗi số
∑
n

qn hô. i tu. nên tù. dó suy ra kết luâ.n cu’a di.nh lý.
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Hê. qua’ 1.4.1. Nếu chuõ̂i (1.43) phân kỳ ta. i diê’m z = z1 th̀ı nó cũng phân

kỳ ta. i mo. i diê’m z mà |z| > |z1|.

Chú.ng minh. Thâ. t vâ.y, nếu chuõ̂i (1.43) hô. i tu. ta. i diê’m z̃, |z̃| > |z1| th̀ı theo

di.nh lý Abel, chuõ̂i dó hô. i tu. trong h̀ınh tròn
{
|z| < |z̃|

}
và do dó ca’ ta. i diê’m

z1.

Trên co. so.’ di.nh lý Abel, ta sẽ chú.ng minh rằng tò̂n ta. i số R > 0 sao cho

chuõ̂i (1.43) hô. i tu. khi |z| < R và phân kỳ khi |z| > R.

Hiê’n nhiên, dối vó.i các chuõ̂i lũy thù.a hô. i tu. ta. i mô.t diê’m duy nhất z = 0

hoă.c trên toàn mă.t phă’ng th̀ı số R tu.o.ng ú.ng bà̆ng 0 hoă. c ∞. Vấn dè̂ còn

la. i là xét tru.̀o.ng ho.
.p khi chuõ̂i (1.43) hô. i tu. ta. i mhũ.ng diê’m này và phân

kỳ ta. i nhũ.ng diê’m kia.

Ta có di.nh lý sau dây:

D- i.nh lý 1.4.8. Miè̂n hô. i tu. cu’a chuỗi lũy thù.a (1.43) là h̀ınh tròn

S = {z ∈ C : |z| < R}

vó.i bán ḱınh R xác di.nh, phu. thuô. c vào các hê. số cu’a chuỗi. Số R go. i là

bán ḱınh hô. i tu. cu’a chuõ̂i.

Chú.ng minh. Theo di.nh lý Abel, trên nu.’ a tru.c du.o.ng R+ tò̂n ta. i doa. n thă’ng

[a1, b1] mà a1 là diê’m hô. i tu. , b1 là diê’m phân kỳ cu’a chuõ̂i (1.43). Do dó,

chuõ̂i (1.43) sẽ hô. i tu. khi |z| < a1 và phân kỳ khi |z| > b1. Vấn dè̂ còn la. i là

xét su.
. hô. i tu. trong vành tròn

V1 = {a1 < |z| < b1}.

Ta ký hiê.u [a2, b2] là nu.’ a doa.n thă’ng cu’a [a1, b1] mà dà̂u mút bên trái là

diê’m hô. i tu. cu’a chuõ̂i (1.43), còn dà̂u mút bên pha’i là diê’m phân kỳ. Theo

di.nh lý Abel, chuỗi (1.43) hô. i tu. khi |z| < a2 và phân kỳ khi |z| > b2 và ta

tiếp tu.c xét su.
. hô. i tu. trong vành

V2 = {a2 < |z| < b2} ⊂ V1.



htttp://www.ebook.edu.vn
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Bà̆ng cách tiếp tu.c quá tr̀ınh này vô ha.n là̂n, ta thu du.o.
.c mô.t dãy doa.n

thă’ng lò̂ng nhau

[a1, b1] ⊃ [a2, b2] ⊃ · · · ⊃ [an, bn] ⊃ . . .

vó.i bn − an → 0 khi n→ ∞.

Theo nguyên lý Cantor vè̂ các doa. n thă’ng lò̂ng nhau, tò̂n ta. i suy nhất

mô.t diê’m a thuô.c mo.i doa.n thă’ng [an, bn] n = 1, 2, . . .

Ta dă.t R = a và chú.ng minh rà̆ng chuõ̂i (1.43) hô. i tu. trong h̀ınh tròn

{|z| < R} và phân kỳ o.’ ngoài h̀ınh tròn dó.

Thâ.t vâ.y, gia’ su.’ |z| < R. Vı̀ an là dãy tăng dà̂n dến R nên t̀ım du.o.
.c ap

sao cho:

|z| < ap < a = R.

Do dó, theo di.nh lý Abel, chuõ̂i hô. i tu. ta. i diê’m z. Bây giò. gia’ su.’ z′ :

|z′| > R. Vı̀ bn là dãy gia’m dà̂n dến R nên t̀ım du.o.
.c số bq sao cho

|z′| > bq > R.

Do dó chuõ̂i phân kỳ ta. i diê’m z′. Di.nh lý hoàn toàn du.o.
.c chú.ng minh.

Bây giò., tù. các hê. số an cu’a chuõ̂i ta thành lâ.p dãy:

|a1|, |a2|1/2, . . . , |an|1/n, . . .

và dă.t

ρ = lim
n→∞

|an|1/n.

(Hiê’n nhiên số ρ bao giò. cũng tò̂n ta. i, có thê’ bà̆ng ∞)

D- i.nh lý 1.4.9. (Cauchy - Hadamard) Bán ḱınh hô. i tu. R cu’a chuỗi lũy

thù.a (1.43) du.o.
.c t́ınh theo công thú.c

R =
1

ρ
=

1

lim
n→∞

|an|1/n
, (1.44)

trong dó ta dă. t R = 0 nếu ρ = +∞ và R = +∞ nếu ρ = 0.
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Công thú.c (1.44) du.o.
.c go. i là công thú.c Cauchy - Hadamard.

Chú.ng minh. Ta lu.u ý rà̆ng gió.i ha.n trên cu’a dãy số thu.
.c un du.o.

.c di.nh

ngh̃ıa nhu. sau:

lim
n→∞

un = lim
p→∞

(
sup
n>p

un

)
.

Dê’ chú.ng minh công thú.c (1.44) ta sẽ su.’ du.ng dấu hiê.u hô. i tu. cu’a Cauchy.

Dă.t un = |an| · rn. Khi dó limu
1/n
n = r ·

(
lim |an|1/n

)
, và chuõ̂i

∑
n

un =

∑
n

|an|rn hô. i tu. khi lim
n→∞

u
1/n
n = r ·

(
lim
n→∞

|an|1/n
)
< 1, tú.c là lim

n→∞
|an|1/n <

1

r
.

Tù. dó suy ra kết luâ.n cu’a di.nh lý.

D- i.nh lý 1.4.10. Chuõ̂i lũy thù.a (1.43) hô. i tu. dè̂u trong h̀ınh tròn dóng

{|z| 6 r < R}, trong dó R là bán ḱınh hô. i tu. cu’a chuỗi.

Chú.ng minh. Vı̀ diê’m z = r nà̆m trong h̀ınh tròn hô. i tu. nên chuỗi số
∑
n

|an|rn

hô. i tu. . Ngoài ra, khi |z| 6 r ta có

|anzn| 6 |an|rn, ∀n,

và v̀ı vâ.y kết luâ.n cu’a di.nh lý du.o.
.c suy tù. dấu hiê.u hô. i tu. cu’a Weierstrass.

Hê. qua’ 1.4.2. Tô’ng cu’a chuõ̂i lũy thù.a là hàm liên tu. c ta. i mo. i diê’m z nà̆m

trong h̀ınh tròn hô. i tu. cu’a nó.

Dê’ kết thúc mu.c này, ta xét các phép toán số ho.c co. ba’n dối vó.i các chuõ̂i

lũy thù.a.

Gia’ su.’ bán ḱınh hô. i tu. R cu’a chuõ̂i (1.43) khác 0 và r là số tùy ý tho’a

mãn diè̂u kiê.n

0 < r < R.

Ta có di.nh lý sau dây (go. i là di.nh lý vè̂ t́ınh duy nhất cu’a chuõ̂i lũy thù.a).
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D- i.nh lý 1.4.11. Nếu tô’ng S(z) cu’a chuỗi lũy thù.a (1.43) bà̆ng 0 khắp no.i

trong h̀ınh tròn {|z| < r} th̀ı an = 0, ∀n = 0, 1, 2, . . .

Chú.ng minh. Ta chú.ng minh di.nh lý bằng phu.o.ng pháp pha’n chú.ng. Gia’

su.’ am là hê. số 6= 0 dà̂u tiên cu’a chuõ̂i (1.43). Khi dó

S(z) = amz
m + am+1z

m+1 + · · · = zm[am + am+1z + . . . ]

= zm
∑

k>0

am+kz
k = zm · S0(z).

Theo gia’ thiết, tô’ng S0(z) cu’a chuõ̂i
∑
k>0

am+kz
k bà̆ng 0 khá̆p no.i trong

vành tròn {|z| < r} \ {0}. Ta dă.t:

S̃0(z) =
∑

k>1

am+kz
k.

Hàm S̃0(z) liên tu.c khi |z| 6 r và S̃0(0) = 0. Do dó tò̂n ta. i số δ > 0 sao cho

khi |z| 6 δ ta có:

|S̃0(z)| =
∣∣∣
∑

k>1

am+kz
k
∣∣∣ < 1

2
|am|

và tù. dó:

|S0(z)| = |am + S̃0(z)| =
∣∣∣am +

∑

k>1

am+kz
k
∣∣∣

> |am| −
∣∣∣
∑

k>1

am+kz
k
∣∣∣ > |am| −

1

2
|am| =

1

2
|am|.

Nhu.ng diè̂u này mâu thuẫn vó.i dă’ng thú.c

S0(z) = 0, ∀ z ∈ {0 < |z| 6 δ}.
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Bây giò. gia’ su.’ R1 > 0, R2 > 0 là bán ḱınh hô. i tu. tu.o.ng ú.ng cu’a chuõ̂i

lũy thù.a

S1(z) =
∑

n>0

anz
n, (1.45)

S2(z) =
∑

n>0

bnz
n. (1.46)

Dă.t ρ = min(R1, R2). Vı̀ h̀ınh tròn {|z| < ρ} là h̀ınh tròn hô. i tu. chung

cu’a các chuõ̂i (1.45), (1.46) nên ta. i mõ̂i diê’m z cu’a nó ta có thê’ nói vè̂ tô’ng

và hiê.u cu’a hai chuỗi (1.45) và (1.46).

∑

n>0

anz
n +

∑

n>0

bnz
n =

∑

n>0

(an ± bn)z
n =

∑

n>0

cnz
n. (1.47)

Theo di.nh lý Abel, bán ḱınh hô. i tu. R cu’a chuõ̂i (1.47) ló.n ho.n hoă. c bà̆ng

ρ, R > ρ.

Thâ.t vâ.y, ta dă.t

γn = |an| + |bn|.

khi dó |cn| < γn. Nếu r < ρ th̀ı các chuõ̂i

∑
|an|rn và

∑
|bn|rn

dè̂u hô. i tu. và do dó
∑
n>0

γnr
n < +∞. Do dó chuõ̂i

∑
n>0

(an ± bn)z
n hô. i tu. .

Vâ.y mo.i r < ρ dè̂u bé ho.n bán ḱınh hô. i tu. cu’a chuõ̂i (1.47). Do dó R > ρ.

Vı̀ hai chuỗi (1.45) và (1.46) hô. i tu. tuyê.t dối khi |z| < ρ nên có thê’ nhân

hai chuõ̂i vó.i nhau và thu du.o.
.c chuõ̂i lũy thù.a

∑

n>0

dnz
n, dn =

∑

06k6n

ak · bn−k. (1.48)

Ta sẽ chú.ng minh rằng bán ḱınh hô. i tu. cu’a chuõ̂i (1.48) không bé ho.n ρ.

Thâ.t vâ.y, ta dă.t

δn =
∑

0≤k≤n

|ak| · |bn−k|.
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Khi dó |dn| 6 δn.

Nếu r < ρ th̀ı các chuỗi
∑
n>0

|an|rn và
∑
n>0

|bn|rn hô. i tu. và do dó

∑

n>0

δn · rn =
(∑

p>0

|ap|rp
)(∑

q>0

|bq|rq
)
< +∞.

Nhu. vâ.y, không mô.t số r nào, r < ρ có thê’ vu.o.
.t quá bán ḱınh hô. i tu. cu’a

chuõ̂i (1.48). Do dó bán ḱınh hô. i tu. cu’a chuõ̂i (1.48) ló.n ho.n hoă.c bà̆ng ρ.

Ta nhâ.n xét rà̆ng khi b0 6= 0, ta có thê’ xét thu.o.ng cu’a hai chuõ̂i (1.45)

và (1.46) và thu du.o.
.c chuỗi lũy thù.a

∑
n>0

d̃nz
n. Do b0 6= 0 nên các hê. số d̃n

cu’a chuõ̂i dó du.o.
.c xác di.nh do.n tri. tù. các hê. thú.c truy hò̂i sau:

∑

06k6n

bkd̃n−k = an, n = 0, 1, 2, . . .

và có thê’ chú.ng minh rà̆ng khi b0 6= 0 th̀ı bán ḱınh hô. i tu. cu’a chuõ̂i
∑

n>0

d̃nz
n

là khác 0 nếu R1 6= 0, R2 6= 0.

1.4.5 Su.
. hô. i tu. d̂èu trên tù.ng compá̆c

Gia’ su.’ D là miè̂n cu’a mă.t phă’ng phú.c C. Ta sẽ ký hiê.u C(D) là tâ.p ho.
.p

các hàm liên tu.c trong D. Trong lý thuyết các hàm chı’nh h̀ınh, su.
. hô. i tu.

dè̂u cu’a dãy (chuõ̂i) trên mõ̂i tâ.p ho.
.p dóng và bi. chă.n thuô.c D là rất quan

tro.ng. Ta sẽ go. i su.
. hô. i tu. dó là su.

. hô. i tu. dè̂u trên tù.ng compắc cu’a miè̂n D

dê’ phân biê.t vó.i su.
. hô. i tu. dè̂u trong miè̂n D.

D- i.nh ngh̃ıa 1.4.7. Gia’ su.’ cho dãy hàm fn ∈ C(D). Dãy hàm fn du.o.
.c go. i

là dãy hô. i tu. dè̂u trên tù.ng compắc cu’a miè̂n D nếu vó.i mo.i compá̆c K ⊂ D

dãy các ha.n chế {fn|K} hô. i tu. dè̂u.

Ta nhâ.n xét rà̆ng mo.i dãy hô. i tu. dè̂u trong miè̂n D th̀ı hô. i tu. dè̂u trên

tù.ng compá̆c cu’a miè̂n dó. Diè̂u khă’ng di.nh ngu.o.
.c la. i, nói chung, là không

dúng.
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Ta sẽ chú.ng to’ diè̂u dó bà̆ng v́ı du. sau dây. Ta xét dãy hàm

fn(z) = 1 + z + · · · + zn.

1. Dãy dã cho hô. i tu. trong h̀ınh tròn do.n vi. (xem v́ı du. 4 mu.c tru.́o.c).

2. Dãy fn hô. i tu. dè̂u trên tù.ng compá̆c cu’a h̀ınh tròn do.n vi.. Thâ. t vâ.y,

gia’ su.’ K ⊂ U = {|z| < 1} là compắc nào dó và δ > 0 là khoa’ng cách tù. K

dến ∂U . Khi dó, vó.i mo.i z ∈ K ta có

|z| 6 1 − δ,

và

|fn+p − fn| = |zn+1 + · · · + zn+p| =
∣∣∣zn+1 1 − zp

1 − z

∣∣∣

6 |z|n+1 1 + |z|p

1 − |z| 6 (1 − δ)n+1 2

δ
·

Hiê’n nhiên rằng da. i lu.o.
.ng (1− δ)n+1 2

δ
dà̂n dến 0 khi n→ ∞ nên có thê’ làm

cho nó bé ho.n ε > 0 khi n > N(ε).

3. Dãy hàm dã cho không hô. i tu. dè̂u trong h̀ınh tròn do.n vi.. Diè̂u này

du.o.
.c chú.ng minh trong v́ı du. 6 mu.c tru.́o.c.

D- i.nh lý 1.4.12. Nếu dãy hàm fn ∈ C(D) hô. i tu. dè̂u trên tù.ng compắc cu’a

miè̂n D th̀ı hàm gió.i ha. n f ∈ C(D).

Chú.ng minh. Nếu dãy hàm liên tu.c fn hô. i tu. dè̂u trên tù.ng compá̆c K th̀ı

hàm gió.i ha.n f có ha.n chế f |K trên tù.ng compá̆c K ⊂ D liên tu.c. Vı̀ D là

miè̂n ⊂ C nên mo.i diê’m z0 ∈ D dè̂u có lân câ.n compá̆c U(z0, ε) nà̆m trong

D. Tù. dó suy ra t́ınh liên tu.c cu’a hàm f trong D.

Ta sẽ chú.ng minh tiêu chuâ’n sau dây vè̂ su.
. hô. i tu. dè̂u trên tù.ng compá̆c.

D- i.nh lý 1.4.13. Dãy hàm fn ∈ C(D) hô. i tu. dè̂u trên tù.ng compắc cu’a miè̂n

D khi và chı’ khi dối vó.i mỗi diê’m z0 ∈ D tò̂n ta. i lân câ. n mà ta. i dó dãy hô. i

tu. dè̂u.
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Chú.ng minh. 1. Diè̂u kiê.n cà̂n. Diè̂u kiê.n cà̂n o.’ dây là hiê’n nhiên v̀ı nếu

{|z − z0| 6 ρ} ⊂ D th̀ı dãy pha’i hô. i tu. dè̂u trên dó và v̀ı vâ.y nó sẽ hô. i tu.
dè̂u trong lân câ.n {|z − z0| < ρ}.

2. Diè̂u kiê. n du’ . Ta sẽ chú.ng minh diè̂u kiê.n du’ bà̆ng phu.o.ng pháp pha’n

chú.ng. Gia’ su.’ diè̂u kiê.n cu’a di.nh lý du.o.
.c tho’a mãn nhu.ng dãy hô. i tu. không

dè̂u trên compắc K ⊂ D nào dó. Khi dó cà̂n pha’i tò̂n ta. i số du.o.ng ε0, nhũ.ng

số tu.
. nhiên nk (nk < nk+1) ló.n bao nhiêu tùy ý và nhũ.ng diê’m zk ∈ K sao

cho

|f(zk) − fnk
(zk)| > ε0,

trong dó f là hàm gió.i ha.n cu’a dãy.

Tù. dãy diê’m {zk} ta có thê’ cho.n dãy con {z′k} hô. i tu. dến diê’m z0 ∈ K nào

dó. Vı̀ z0 là diê’m cu’a miè̂n D nên theo diè̂u kiê.n cu’a di.nh lý, tò̂n ta. i lân câ.n

U(z0, δ) ⊂ D mà trong dó dãy hô. i tu. dè̂u. Do dó ta. i mo.i diê’m z ∈ U(z0, δ)

ta có

|f(z) − fn(z)| < ε0

vó.i n du’ ló.n.

Mă.t khác, tù. gia’ thiết cu’a chúng ta suy ra rà̆ng tò̂n ta. i nhũ.ng chı’ số nk,

ló.n tùy ý sao cho ta. i các diê’m z′k nà̆m trong U(z0, δ) (mo.i diê’m z′k bá̆t dà̂u

tù. mô.t số hiê.u nào dó dè̂u thuô.c U(z0, δ)), ta có bất dă’ng thú.c ngu.o.
.c la. i

|f(z′k) − fn(z
′
k)| > ε0.

Tù. mâu thuã̂n dó suy ra rà̆ng gia’ thiết cu’a chúng ta là không dúng. Di.nh

lý du.o.
.c chú.ng minh.

Nhâ. n xét. 1. Tù. su.
. phân t́ıch trên dây suy ra rà̆ng t́ınh hô. i tu. dè̂u cu’a dãy

hàm trên tù.ng compắc có dòi ho’i yếu ho.n so vó.i t́ınh hô. i tu. dè̂u trong miè̂n

D.

2. Vı̀ có thê’ xem dãy hàm nhu. là dãy các tô’ng riêng cu’a mô.t chuỗi nên

các kết qua’ dã tr̀ınh bày trên dây du.o.
.c chuyê’n sang cho các chuõ̂i hô. i tu. dè̂u

mô.t cách tu.
. nhiên.
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1.5 Hàm arg z

1.5.1 Tı́nh liên tu. c cu’a hàm arg z

Gia’ su.’

Γ = {0,∞eiα}

là nhát cắt theo tia lâ.p vó.i hu.́o.ng du.o.ng cu’a tru.c thu.
.c góc α và di tù. gốc

to.a dô. dến diê’m ∞, và Dα = C \ Γ. Rõ ràng Dα là miè̂n do.n liên. Khi

dó hàm ϕ(z) = arg z du.o.
.c xác di.nh mô.t cách do.n tri. bo.’ i hê. phu.o.ng tr̀ınh

x = r cosϕ(z), y = r sinϕ(z) (v̀ı α < ϕ(z) < α+ 2π, ∀ z ∈ Dα).

Vı́ du. 1. Gia’ su.’ Dα = C \ Γ(0,∞eiα). Khi dó hàm acgumen ϕ = arg z là

hàm liên tu.c ∀ z ∈ Dα.

Chú.ng minh. Thâ. t vâ.y, ta cố di.nh diê’m z0 ∈ C \ (0,∞eiα) tùy ý và gia’ su.’

ε > 0 cho tru.́o.c. Ta xét δ - lân câ.n thuô.c Dα cu’a diê’m z0:

U(z0, δ) = {z ∈ Dα : |z − z0| < δ}.

Dẽ̂ dàng thấy rằng ∀ z ∈ U(z0, δ) ta có

|ϕ(z) − ϕ(z0)| < arcsin
δ

|z0|
·

Nhu.ng v̀ı khi x > 0 ⇒ arcsinx < 2x nên

|ϕ(z) − ϕ(z0)| <
2δ

|z0|
< ε, ∀ z ∈ U(z0, δ).

Tù. dó suy ra diè̂u pha’i chú.ng minh.

Ta lu.u ý rà̆ng trên nhát cá̆t Γ hàm ϕ(z) có gián doa.n. Hiê.u các giá tri.
gió.i ha.n cu’a ϕ(z) khi z dà̂n dến diê’m trên bò. bên pha’i và bò. bên trái là bằng

2π.

Trong tru.̀o.ng ho.
.p nhát cá̆t da.ng phú.c ta.p ho.n, ϕ(z) không thê’ xác di.nh

nhò. bất dă’ng thú.c α < ϕ < α + 2π du.o.
.c. Không di sâu vào chi tiết, ta chı’

lu.u ý rằng trong tru.̀o.ng ho.
.p này ϕ(z) cũng du.o.

.c xác di.nh do.n tri. và là mô. t

hàm liên tu.c cu’a z.



htttp://www.ebook.edu.vn
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1.5.2 Số gia cu’a acgumen do.c theo du.̀o.ng cong

D- i.nh ngh̃ıa 1.5.1. Gia’ su.’ du.̀o.ng cong γ không di qua gốc to.a dô. z = 0.

Khi dó góc quay cu’a vecto. z khi diê’m z chuyê’n dô.ng theo du.̀o.ng cong γ tù.

diê’m dà̂u dến diê’m cuối du.o.
.c go. i là số gia cu’a acgumen z do.c theo du.̀o.ng

cong γ và ký hiê.u là ∆γarg z.

Vı́ du. 2

1. Nếu γ là doa.n thă’ng vó.i diê’m dà̂u 1−i và diê’m cuối 1+i th̀ı ∆γarg z =
π

2
.

2. Nếu γ+ = {z : |z| = 1, Im z > 0} vó.i hu.́o.ng ngu.o.
.c chiè̂u kim dò̂ng hò̂

th̀ı ∆γ+arg z = π.

3. Nếu γ− = {z : |z| = 1, Im z 6 0} vó.i hu.́o.ng cùng chiè̂u kim dò̂ng hò̂

th̀ı ∆γ−arg z = −π.

Bây giò. ta nêu ra công thú.c biê’u diẽ̂n dối vó.i ∆γarg z. Vı̀

x = r cosϕ, y = r sinϕ,

nên

dx = cosϕdr − r sinϕdϕ,

dy = sinϕdr + r cosϕdϕ.

Do dó

rdϕ = − sinϕdx+ cosϕdy

và

dϕ = d(arg z) =
−ydx+ xdy

x2 + y2
· (1.49)

Bây giò. ta xét

∫

γ

d(arg z). Tı́ch phân này bằng hiê.u giũ.a giá tri. acgumen

z ta. i diê’m dà̂u và diê’m cuối cu’a du.̀o.ng cong γ, ngh̃ıa là bằng ∆γarg z. Nhu.
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vâ.y

∆γarg z =

∫

γ

−ydx+ xdy

x2 + y2
· (1.50)

Số gia ∆γarg z có các t́ınh chất sau dây.

(I) Gia’ su.’ D = C \ {0} (tú.c là D = {z ∈ C : 0 < |z| < ∞} và γ1, γ2 là

nhũ.ng du.̀o.ng cong dò̂ng luân vó.i nhau (γ1 ≈ γ2) trong D. Khi dó

∆γ1arg z = ∆γ2arg z. (1.51)

Chú.ng minh. Gia’ su.’ γ1 và γ2 di tù. diê’m A dến diê’m B. Dă. t γ = γ1 ∪ γ2. Vı̀

γ1 ≈ γ2 trong D và

∂

∂y

( −y
x2 + y2

)
=

∂

∂x

( x

x2 + y2

)

nên 5 t́ıch phân cu’a −ydx+xdy
x2+y2

lấy theo du.̀o.ng cong nối diê’m A vó.i diê’m B

không phu. thuô.c vào da.ng cu’a du.̀o.ng cong. Do dó

∫

γ1

−ydx+ xdy

x2 + y2
=

∫

γ2

−ydx+ xdy

x2 + y2
· (1.52)

Tù. (1.50) và (1.52) suy ra (1.51).

Dă.c biê.t tù. t́ınh chất (I) rút ra

(II) Nếu γ ⊂ D là du.̀o.ng cong dóng và γ ≈ 0 trong D th̀ı

∆γarg z = 0. (1.53)

Nhâ. n xét. 1. Ta lu.u ý rằng dă’ng thú.c (1.51) du.o.
.c tho’a mãn không pha’i vó.i

γ1 và γ2 bất kỳ (vó.i các dà̂u mút chung) trong D. Thâ.t vâ.y, vó.i γ+ và γ−

dã xét trong các v́ı du. 2) và 3) ta có ∆γ1arg z 6= ∆γ2arg z2. Hiê’n nhiên trong

tru.̀o.ng ho.
.p này γ1 không dò̂ng luân vó.i γ2 trong D.

5Xem G. M. Fichtengon. Co. so.’ gia’i t́ıch toán ho.c, tâ.p II, trang 230-232. Nhà xuất
ba’n Da.i ho.c và Trung ho.c Chuyên nghiê.p, Hà Nô.i 1972.
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2. Cũng nhu. vâ.y, dă’ng thú.c (1.53) du.o.
.c tho’a mãn không pha’i dối vó.i

du.̀o.ng cong dóng γ bất kỳ trong D. Chă’ng ha.n nếu γ = {|z| = 1} có hu.́o.ng

ngu.o.
.c chiè̂u kim dò̂ng hò̂ th̀ı ∆γarg z = 2π. Hiê’n nhiên o.’ dây γ không dò̂ng

luân vó.i 0.

(III) Nếu du.̀o.ng cong γ không di qua diê’m z = 0 th̀ı

∆γarg z = −∆γ−arg z. (1.54)

Dă’ng thú.c (1.54) du.o.
.c suy tù. (1.50) và t́ınh di.nh hu.́o.ng cu’a t́ıch phân

du.̀o.ng.

(IV) Nếu du.̀o.ng cong γ không di qua diê’m z = 0 và du.o.
.c biê’u diẽ̂n du.́o.i

da.ng γ = γ1 ∪ γ2, trong dó γ1, γ2 là các cung cu’a nó th̀ı

∆γ1∪γ2arg z = ∆γ1arg z + ∆γ2arg z.

Diè̂u dó du.o.
.c suy tù. (1.50) và t́ınh cô.ng t́ınh cu’a t́ıch phân du.̀o.ng.

1.5.3 Nhánh do.n tri. liên tu. c cu’a hàm arg z

Gia’ su.’ miè̂n D ⊂ C. Theo di.nh ngh̃ıa, hàm do.n tri. liên tu.c f(z) trong miè̂n

D du.o.
.c go. i là mô. t nhánh do.n tri. liên tu. c cu’a hàm da tri. F (z) nếu ta. i mo.i

diê’m z ∈ D giá tri. f(z) trùng vó.i mô.t trong các giá tri. cu’a F (z) ta. i diê’m

dó. Nếu dối vó.i hàm F (z) tò̂n ta. i dù chı’ mô.t nhánh do.n tri. liên tu. c trong

miè̂n D cho tru.́o.c th̀ı ngu.̀o.i ta nói rà̆ng F (z) cho phép tách các nhánh do.n

tri. liên tu. c trong D.

Vè̂ sau ta thu.̀o.ng xét dến miè̂n D0 = C \ R− (tú.c là tru.̀o.ng ho.
.p nhát

cá̆t di theo bán tru.c thu.
.c âm). Gia’ su.’ z0 là diê’m cố di.nh tùy ý thuô.c D,

γ(z0, z) ⊂ D0 là du.̀o.ng cong do.n liên tu.c di tù. z0 dến z, z ∈ D0 (nếu z = z0

th̀ı γ(z0, z) là du.̀o.ng cong dóng). Ta. i diê’m z0 ta cố di.nh mô.t trong các giá

tri. cu’a arg z0 và ký hiê.u ϕ0 = arg z0. Ta xét hàm

ϕ∗(z) =





arg z0, z = z0,

∆γ(z0,z)arg z, z ∈ D, z 6= z0.
(1.55)
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Hàm ϕ∗(z) có các t́ınh chất sau dây:

1. ϕ∗(z) là hàm do.n tri. trong D0. Thâ. t vâ.y, gia’ su.’ γ1(z0, z) và γ2(z0, z)

là hai du.̀o.ng cong do.n liên tu. c thuô.c D0. Vı̀ ca’ γ1 và γ2 dè̂u không bao diê’m

0 nên tù. t́ınh chất (I) và (II) suy ra ∆γ1(z0 ,z)arg z = ∆γ2(z0,z)arg z. Do dó

ϕ∗(z) do.n tri. ta. i diê’m z ∈ D0 bất kỳ. Do dó nó do.n tri. trong D0.

2. ϕ∗(z) là hàm liên tu.c trong D0. Chú.ng minh hê.t nhu. trong n◦1 cu’a

mu.c này.

Tù. diè̂u vù.a chú.ng minh suy ra rà̆ng vó.i giá tri. du.o.
.c cho.n ϕ0, hàm ϕ∗(z)

là mô.t nhánh do.n tri. liên tu.c cu’a hàm da tri. arg z và nhánh do.n tri. liên tu.c

cu’a hàm arg z trong D0 hoàn toàn du.o.
.c xác di.nh bo.’ i giá tri. cu’a nó ta. i mô. t

diê’m z0 ∈ D0.

Tiếp theo ta xét các hàm

ϕm(z) =





arg z0 + 2mπ, z = z0,m ∈ Z,

∆γ(z0 ,z)arg z, z ∈ D, z 6= z0.
(1.56)

Dó là nhũ.ng nhánh do.n tri. liên tu.c cu’a hàm da tri. arg z trong D0 (khi

m = 0 ta có ϕ0(z) = ϕ∗(z)).

Tù. công thú.c (1.56) ta thấy rà̆ng d̂e’ hàm (1.56) là do.n tri. trong miè̂n D

nào dó, diè̂u kiê.n cà̂n và du’ là số gia cu’a acgumen ∆γarg z không phu. thuô.c

vào du.̀o.ng cong γ, ngh̃ıa là dối vó.i du.̀o.ng cong dóng γ̃ ⊂ D bất kỳ ta có

∆γ̃arg z = 0.

Nói cách khác, miè̂n D không chú.a nhũ.ng du.̀o.ng cong dóng Jordan bao

gốc to.a dô.. Vı́ du. vè̂ mô.t miè̂n nhu. vâ.y là

Dα = C \ [0, αeiα].

Ta dã nói rõ v̀ı sao khi miè̂n D ⊃ {z = 0} th̀ı trong D không thê’ tách

nhánh do.n tri. liên tu.c cu’a hàm arg z.

Gia’ su.’ ngu.o.
.c la. i, trong D tò̂n ta. i nhánh do.n tri. liên tu.c ϕ̃(z) cu’a hàm

arg z. Gia’ su.’ ta. i diê’m cố di.nh z0 ∈ D ta có ϕ̃(z0) = arg z0 + 2k0π, k0 ∈ Z+

là số cố di.nh nào dó. Gia’ su.’ γ là du.̀o.ng cong dóng qua z0 và bao gốc to.a

dô. z = 0. Khi diê’m z vòng quanh γ theo hu.́o.ng du.o.ng tù. diê’m z0 th̀ı
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ϕ̃(z) sẽ biến thiên liên tu.c và khi z tro.’ vè̂ diê’m z0 th̀ı ϕ̃(z) sẽ nhâ.n giá tri.
2k0π + arg z + 2π = ϕ̃(z) + 2π. Diè̂u dó có ngh̃ıa là nhánh du.o.

.c tách ϕ(z)

không do.n tri.. Diè̂u dó chú.ng to’ rà̆ng trong miè̂n D bất kỳ chú.a gốc to.a dô.
không thê’ tách nhánh do.n tri. liên tu.c cu’a hàm arg z.

1.6 Bài tâ.p

1. Cho di.nh thú.c

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 z11 . . . z1n z11 . . . z1n

a2 z21 . . . z2n z21 . . . z2n

...
... . . .

...
... . . .

...

a2n+1 z2n+1,1 . . . z2n+1,n z2n+1,1 . . . z2n+1,n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

trong dó ai là số thu.
.c, zij là số phú.c. Chú.ng minh rà̆ng Dn là số thu.

.c nếu

n là số chã̆n và Dn là số thuà̂n a’o nếu n là số le’.

2. Chú.ng minh các dă’ng thú.c sau:

1) |a|+ |b| =
∣∣∣1
2
(a+ b) −

√
ab
∣∣∣+
∣∣∣1
2
(a+ b) +

√
ab
∣∣∣, a, b ∈ C.

2) |ab+ 1|2 + |a− b|2 = (1 + |a|2)(1 + |b|2), a, b ∈ C.

3) |a+ b|2 + |a− b|2 = 2(|a|2 + |b|2), a, b ∈ C.

4) Nếu a = Reiα, b = Reiβ, 0 6 α < β < 2π th̀ı b− a = |b− a|ieiα+β
2 .

5) Nếu |z1| = |z2| = |z3| th̀ı arg
z3 − z2

z3 − z1
=

1

2
arg

z2

z1
.

3. Chú.ng minh rằng nếu 0 6 arg z < 2π và −π
2
< arctg x 6

π

2
là nhũ.ng giá

tri. ch́ınh th̀ı

arg(a+ ib) =





arctg
b

a
nếu a > 0, b > 0,

arctg
b

a
+ 2π nếu a > 0, b < 0,

arctg
b

a
+ π nếu a < 0.

4. Chú.ng minh các bất dă’ng thú.c sau
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1)
∣∣∣ a|a| − 1

∣∣∣ 6 |arg z|, a ∈ C .

2) |a+ b| >
1

2

(
|a|+ |b|

)∣∣∣ a|a| +
b

|b|

∣∣∣, a, b ∈ C, a 6= 0, b 6= 0.

3) |z − 1| 6
∣∣|z| − 1

∣∣+ |z||arg z|, z ∈ C.

4) Gia’ su.’ a ∈ C và |a| < 1. Chú.ng minh rằng các bất dă’ng thú.c |z| 6 1,∣∣∣ z − a

1 − az

∣∣∣ 6 1 là tu.o.ng du.o.ng vó.i nhau và trong ca’ hai tru.̀o.ng ho.
.p dấu bà̆ng

da.t du.o.
.c vó.i cùng mô.t giá tri. z.

5) Nếu Re z > 0 th̀ı |1 + z| > 1 + |z|√
2

.

5. Chú.ng minh rằng

√
a+ ib = ±

(
√√

a2 + b2 + a

2
+ isign b

√√
a2 + b2 − a

2

)
.

6. Go.i ε0, ε1, ε2, . . . , εn−1 là các căn bâ. c n cu’a do.n vi.,

εk = cos
2kπ

n
+ i sin

2kπ

n

và gia’ su.’ p là số nguyên du.o.ng. Tı́nh tô’ng

S = εp0 + εp1 + · · · + εpn−1

trong hai tru.̀o.ng ho.
.p p là bô. i cu’a n và p không là bô. i cu’a n.

[Tra’ lò.i: S = n nếu p là bô. i cu’a n; S = 0 nếu p không là bô. i cu’a n].

7. Chú.ng minh rằng phu.o.ng tr̀ınh du.̀o.ng tròn di qua ba diê’m cho tru.́o.c z1,

z2 và z3 không nà̆m trên mô.t du.̀o.ng thă’ng có thê’ biê’u diẽ̂n du.́o.i da.ng

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

zz z z 1

z1z1 z1 z1 1

z2z2 z2 z2 1

z3z3 z3 z3 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

8. Xác di.nh quỹ t́ıch nhũ.ng diê’m z ∈ C tho’a mãn các diè̂u kiê.n

Im
(z − a

z − b

)n
= 0, n ∈ N, a, b ∈ C.
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9. Vó.i giá tri. nào cu’a tham số a các du.̀o.ng tròn trên mă.t phă’ng phú.c sau

dây sẽ tu.o.ng ú.ng vó.i du.̀o.ng tròn ló.n trên mă.t cà̂u Riemann:

1. |z − a| = a, a > 0;

2.
∣∣∣z +

a

2

∣∣∣ = a, a > 0;

3. |z − i| = a, a > 0;

4. |z − 2ai| = a, a > 0.

[Tra’ lò.i: 1) a = ∞; 2) a =
2√
3
; 3) a =

√
2; 4) không tò̂n ta. i giá tri. a

nào].

10. Chú.ng minh rà̆ng hai diê’m M(z1) và M(z2) không trùng vó.i hai cu.
.c

Nam và Bá̆c cu’a mă.t cà̂u Riemann là dối ḱınh vó.i nhau khi và chı’ khi các

diê’m z1 và z2 liên hê. vó.i nhau bo.’ i hê. thú.c z1z2 = −1.

11. Hãy mô ta’ h̀ınh ho.c các diê’m z trên mă.t phă’ng phú.c tho’a mãn các diè̂u

kiê.n:

1. d(z, 0) < R, 0 < R < 1;

2. d(z,∞) < R, 0 < R < 1;

3. d(z, i) >
1√
2

;

4.
1

2
< d(z, 1) <

1√
2

,

trong dó d là khoa’ng cách cà̂u.

[Tra’ lò.i: 1) Hı̀nh tròn vó.i tâm z = 0 và bán ḱınh
R√

1 −R2
; 2) Phà̂n

ngoài h̀ınh tròn vó.i tâm z = 0 và bán ḱınh
1

R

√
1 −R2; 3) Nu.’ a mă.t phă’ng

nà̆m o.’ ph́ıa trên tru.c thu.
.c; 4) Nu.’ a mă.t phă’ng nà̆m o.’ bên pha’i tru.c a’o cá̆t

bo’ h̀ınh tròn vó.i tâm z = 2 và bán ḱınh
√

5].

12. Tı̀m a’nh trên mă.t cà̂u Riemann cu’a ho. du.̀o.ng thă’ng song song trên mă.t

phă’ng phú.c C qua phép chiếu nô’i.

Chi ’dã̂n. Gia’ su.’ xét ho. du.̀o.ng thă’ng song song có phu.o.ng tr̀ınh là

y = kx + b, k = tgα = const. Tù. công thú.c phép chiếu nô’i thu du.o.
.c
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η = kξ + b(1 − ζ) và do vâ.y

kξ − η − bζ = −b,

ξ2 + η2 +
(
ζ − 1

2

)2

=
1

4
·

Dó là phu.o.ng tr̀ınh du.̀o.ng tròn qua diê’m P (0, 0, 1).

13. Chú.ng minh rà̆ng trong phép chiếu nô’i, các du.̀o.ng tròn trên mă.t cà̂u

Riemann tu.o.ng ú.ng vó.i các du.̀o.ng tròn hoă. c du.̀o.ng thă’ng trên mă.t phă’ng.

Nhũ.ng du.̀o.ng tròn nào trên mă.t cà̂u sẽ tu.o.ng ú.ng vó.i du.̀o.ng thă’ng trên

mă.t phă’ng.

Chı’ dã̂n. Xét du.̀o.ng tròn trên mă.t cà̂u Riemann

Aξ +Bη + Cζ +D = 0,

ξ2 + η2 +
(
ζ − 1

2

)2

=
1

4
·

Tù. phu.o.ng tr̀ınh này và các công thú.c cu’a phép chiếu nô’i hãy rút ra phu.o.ng

tr̀ınh tu.o.ng ú.ng

(D + C)(x2 + y2) +Ax+By = −D.

Tù. dó suy ra dpcm.

14∗ Gia’ su.’ cho dãy a, a0, a1, . . . và lim
n→∞

an = a. Chú.ng minh rằng

lim
n→∞

2−n
n∑

k=0

(
n

k

)
ak = a.

15∗ Chú.ng minh rằng ∀ z ∈ C và m nguyên du.o.ng ta có

∣∣∣az −
(
1 +

z

m

)m∣∣∣ 6 e|z| −
(
1 +

|z|
m

)m
6

|z|2e|z|

2m
·

16∗ Nếu 0 < a0 < a1 < · · · < an th̀ı các nghiê.m cu’a phu.o.ng tr̀ınh

P (z) = a0z
n + a1z

n−1 + · · · + an = 0
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nà̆m ngoài miè̂n |z| 6 1.

17∗ Gia’ su.’ các nghiê.m αk (k = 1, 2, . . . , n) cu’a da thú.c

P (z) = a0z
n + a1z

n−1 + · · · + an (a0 6= 0)

nà̆m trong miè̂n {|z| 6 r} và các nghiê.m βk, k = 1, 2, . . . , n cu’a da thú.c

Q(z) = b0z
n + b1z

n−1 + · · · + bn (b0 6= 0)

nà̆m trong miè̂n {|z| > r + 2}.
Chú.ng minh rà̆ng các nghiê.m cu’a da thú.c P (z) +Q(z) nà̆m trong miè̂n

{|z| > 1} nếu |a0| 6 |b0|.

18∗ Chú.ng minh rà̆ng hàm

w = anz
n + an−1z

n−1 + · · · + a1z + a0,

trong dó a0, a1, . . . , an là nhũ.ng hà̆ng số, a1 6= 0 là do.n diê.p trong miè̂n

|z| < r nếu r tho’a mãn diè̂u kiê.n

|a1| − 2|a2|r − · · · − (n− 1)|an−1|rn−2 − n|an|rn−1 > 0.
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2.1 Hàm kha’ vi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106
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2.4.3 Hàm Jukovski . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 164
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Su.
. thu he.p tâ.p ho.

.p các hàm biến phú.c bà̆ng diè̂u kiê.n C - kha’ vi sẽ du.a

dến ló.p các hàm chı’nh h̀ınh. Di.nh ngh̃ıa t́ınh C - kha’ vi cu’a hàm biến phú.c

sẽ du.o.
.c tr̀ınh bày hoàn toàn tu.o.ng tu.

. nhu. di.nh ngh̃ıa t́ınh kha’ vi trong gia’ i

t́ıch thu.
.c. Tuy có su.

. “giống nhau” bè̂ ngoài dó, giũ.a hai khái niê.m này tò̂n

ta. i nhũ.ng su.
. khác nhau rất cốt yếu mà ta sẽ thấy rõ trong chu.o.ng II này.

2.1 Hàm kha’ vi

2.1.1 Hàm R2 - kha’ vi

Gia’ su.’ D là miè̂n cu’a mă.t phă’ng R2 và f(x, y) là hàm giá tri. thu.
.c hoă. c phú.c

xác di.nh trong D, z0 = x0 + iy0 ∈ D.

Ta có di.nh ngh̃ıa sau dây.

D- i.nh ngh̃ıa 2.1.1. Hàm f du.o.
.c go. i là R2 - kha’ vi ta. i diê’m (x0, y0) ∈ D nếu

tò̂n ta. i hàm tuyến t́ınh Ah+Bk cu’a các biến thu.
.c h và k sao cho vó.i h và

k du’ bé số gia cu’a f tho’a mãn hê. thú.c

f(x0 + h, y0 + k) − f(x0, y0) = Ah+Bk + ε(h, k)ρ,
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trong dó A, B thu.
.c hoă. c phú.c, ρ =

√
h2 + k2 và ε(h, k) → 0 khi ρ→ 0.

Nếu f là hàm R2 - kha’ vi ta. i diê’m z0 = x0 + iy0 ∈ D th̀ı các hà̆ng số A

và B (thu.
.c hoă. c phú.c) du.o.

.c xác di.nh duy nhất và tu.o.ng ú.ng bà̆ng

A =
∂f

∂x
(x0, y0), B =

∂f

∂y
(x0, y0)

và biê’u thú.c

df =
∂f

∂x
(x0, y0)h+

∂f

∂y
(x0, y0)k (2.1)

du.o.
.c go. i là vi phân cu’a hàm f ta. i diê’m (x0, y0).

Bà̆ng cách su.’ du. ng ký hiê.u có t́ınh chất truyè̂n thống dối vó.i h và k:

h = dx, k = dy, tù. (2.1) ta có

df =
∂f

∂x
(x0, y0)dx+

∂f

∂y
(x0, y0)dy.

Ta lu.u ý rà̆ng nếu các da.o hàm riêng tò̂n ta. i trong mô.t lân câ.n nào dó

cu’a diê’m (x0, y0) và liên tu.c ta. i diê’m ấy th̀ı f là hàm R2 - kha’ vi ta. i diê’m

dó. Hàm f có các da.o hàm riêng liên tu.c trong miè̂n D du.o.
.c go. i là kha’ vi

liên tu. c trong miè̂n dó.

Bây giò. ta xét vi phân

df =
∂f

∂x
dx+

∂f

∂y
dy. (2.2)

Dối vó.i các hàm z = x+ iy và z = x− iy ta có

dz = dx+ idy, dz = dx− idy

và do dó

dx =
1

2
(dz + dz), dy =

1

2i
(dz − dz). (2.3)

Thế (2.3) vào (2.2) ta thu du.o.
.c hê. thú.c

df =
1

z

(∂f
∂x

− i
∂f

∂y

)
dz +

1

2

(∂f
∂x

+ i
∂f

∂y

)
dz.
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Bà̆ng cách dă.t

∂f

∂z
=

1

2

(∂f
∂x

− i
∂f

∂y

)
,

∂f

∂z
=

1

2

(∂f
∂x

+ i
∂f

∂y

)
(2.4)

ta có

∂f

∂x
=
∂f

∂z
+
∂f

∂z
,

∂f

∂y
= i
(∂f
∂z

− ∂f

∂z

)

và có thê’ viết biê’u thú.c vi phân cu’a hàm R2 - kha’ vi du.́o.i da.ng

df =
∂f

∂z
dz +

∂f

∂z
· dz. (2.5)

D- i.nh lý 2.1.1. Phép biê’u diẽ̂n vi phân (2.5) cu’a hàm R2 - kha’ vi f là duy

nhất, tú.c là nếu có

df = Adz +Bdz th̀ı A =
∂f

∂x
; B =

∂f

∂z
·

Chú.ng minh. Vı̀ dz = dx+ idy, dz = dx− idy nên

df = (A+B)dx+ i(A−B)dy.

Tù. dó thu du.o.
.c

A+B =
∂f

∂x
; i(A−B) =

∂f

∂y
·

Gia’i hê. phu.o.ng tr̀ınh này ta thu du.o.
.c diè̂u pha’i chú.ng minh.

2.1.2 D- a.o hàm theo phu.o.ng

Gia’ su.’ f(z) là hàm R2 - kha’ vi ta. i diê’m z0 ∈ D và ∆f là số gia cu’a nó ta. i

diê’m z0 ú.ng vó.i ∆z = ∆reiα.

Ta thành lâ.p ty’ số
∆f

∆z
và xét gió.i ha.n cu’a nó khi ∆z → 0 sao cho

lim
∆z→0

α = lim
∆z→0

(arg ∆z) = ϕ

trong dó ϕ là mô.t số cố di.nh cho tru.́o.c.
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2.1. Hàm kha’ vi 109

D- i.nh ngh̃ıa 2.1.2. Gió.i ha.n cu’a ty’ số
∆f

∆z
khi ∆z → 0 mà ϕ = lim

∆z→0
(arg∆z)

du.o.
.c go. i là da. o hàm cu’a hàm f theo phu.o.ng ϕ ta. i diê’m z0.

Da.o hàm theo phu.o.ng ϕ du.o.
.c ký hiê.u là

∂f

∂zϕ
và nhu. vâ.y

∂f

∂zϕ
= lim

ϕ=const

∆z→0

∆f

∆z
·

Ta có di.nh lý sau dây:

D- i.nh lý 2.1.2. Gia’ su.’ f là hàm R2 - kha’ vi. Khi dó tâ. p ho.
.p các giá tri.

da. o hàm theo phu.o.ng ta. i diê’m z0 cho tru.́o.c lâ. p thành du.̀o.ng tròn vó.i tâm

ta. i diê’m
∂f

∂z
và bán ḱınh bà̆ng

∣∣∣∂f
∂z

∣∣∣.

Chú.ng minh. Theo gia’ thiết ta có f là hàm R2 - kha’ vi, nên

∆f =
∂f

∂z
∆z +

∂f

∂z
∆z + o(∆z), (2.6)

trong dó lim
o(∆z)

∆z
= 0 khi ∆z → 0. Do dó

∆f

∆z
=
∂f

∂z
+
∂f

∂z
e−2iα + ε(∆z),

trong dó ε(∆z) =
o(∆z)

∆z
, và ta thu du.o.

.c

∂f

∂zϕ
= lim

∆f

∆z
=
∂f

∂z
+
∂f

∂z
e−2iϕ. (2.7)

Công thú.c (2.7) chú.ng to’ rà̆ng các giá tri. da.o hàm cu’a hàm f theo

phu.o.ng ta. i diê’m z0 lấp dà̂y du.̀o.ng tròn vó.i tâm ta. i diê’m
∂f

∂z
và bán ḱınh

bà̆ng
∣∣∣∂f
∂z

∣∣∣.

Tru.̀o.ng ho.
.p dă.c biê.t quan tro.ng là tru.̀o.ng ho.

.p khi da.o hàm theo mo.i

phu.o.ng trùng nhau. Khi dó, du.̀o.ng tròn dã nói trong di.nh lý 2.1.2 sẽ suy

biến thành mô.t diê’m
∂f

∂z
(z0).
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2.1.3 Hàm C - kha’ vi

Gia’ su.’ D là miè̂n cu’a mă.t phă’ng phú.c C và f là hàm biến phú.c z = x+ iy

xác di.nh trong D. Ta có di.nh ngh̃ıa quan tro.ng sau dây:

D- i.nh ngh̃ıa 2.1.3. Hàm f du.o.
.c go. i là C - kha’ vi ta. i diê’m z0 ∈ D nếu tò̂n

ta. i gió.i ha.n

lim
h → 0

h 6= 0

f(z0 + h) − f(z0)

h

và ta nói rằng hàm f có da. o hàm theo biến phú.c ta. i diê’m z0 và ký hiê.u là

f ′(z0) hay
df

dz
(z0):

f ′(z0) =
df(z0)

dz
= lim

h → 0

h 6= 0

f(z0 + h) − f(z0)

h
· (2.8)

Di.nh ngh̃ıa 2.1.3 dòi ho’i rà̆ng gió.i ha.n (2.8) pha’i tò̂n ta. i dối vó.i mo. i cách

cho z dà̂n dến z0. Nói ch́ınh xác ho.n, hê. thú.c (2.8) có ngh̃ıa rà̆ng: ∀ ε > 0,

∃ δ = δ(ε) > 0 sao cho khi 0 < |h| < δ th̀ı bất dă’ng thú.c

∣∣∣f(z0 + h) − f(z0)

h
− f ′(z0)

∣∣∣ < ε (2.9)

du.o.
.c tho’a mãn. Nhu. vâ.y ta dòi ho’i rà̆ng khi h→ 0 (tú.c là z → z0) theo bất

cú. du.̀o.ng nào ty’ số

f(z0 + h) − f(z0)

h

pha’i dà̂n tó.i cùng mô.t gió.i ha.n.

Tù. hê. thú.c (2.9) cũng suy ra rà̆ng nếu hàm f(z) có da. o hàm ta. i diê’m z0

th̀ı nó liên tu. c ta. i diê’m dó. Diè̂u khă’ng di.nh ngu.o.
.c la.i là không dúng.

Tù. di.nh ngh̃ıa da.o hàm (2.8) và các t́ınh chất cu’a gió.i ha.n trong miè̂n

phú.c suy rằng các quy tá̆c co. ba’n dê’ t́ınh da.o hàm cu’a tô’ng, t́ıch và thu.o.ng
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cu’a hai hàm. cu’a hàm ho.
.p và hàm ngu.o.

.c dối vó.i các hàm biến thu.
.c dè̂u

du.o.
.c ba’o toàn dối vó.i các hàm biến phú.c.

Bây giò. ta chuyê’n sang xét vấn dè̂ tu.
. nhiên là: t́ınh C - kha’ vi dã nêu

tu.o.ng ú.ng vó.i t́ınh chất do.n gia’n nào cu’a các hàm u(x, y) và v(x, y) là phà̂n

thu.
.c và phà̂n a’o cu’a hàm f(z).

D- i.nh lý 2.1.3. Gia’ su.’ hàm

f(z) = u(x, y) + iv(x, y)

là C - kha’ vi ta. i diê’m z = x + iy. Khi dó ta. i diê’m (x, y) hàm u(x, y) và

v(x, y) có các da. o hàm riêng theo biến x và y tho’a mãn diè̂u kiê. n

∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

(2.10)
∂u

∂y
= −∂v

∂x
·

Các hê. thú.c (2.10) du.o.
.c go. i là các diè̂u kiê. n Cauchy - Riemann.

Chú.ng minh. Gia’ su.’ hàm w = f(x) xác di.nh trong miè̂n D ⊂ C và có da.o

hàm ta. i diê’m z ∈ D:

f ′(z) = lim
∆z→0

f(z + ∆z) − f(z)

∆z
= lim

∆z→0

∆w

∆z
· (2.11)

Nhu. vâ.y vó.i mo.i cách cho ∆z = ∆x + i∆y dà̂n dến 0 gió.i ha.n (2.11) pha’i

tò̂n ta. i và dè̂u bà̆ng mô.t giá tri. là f ′(z). Do dó gió.i ha.n ấy pha’i tò̂n ta. i trong

hai tru.̀o.ng ho.
.p riêng sau

a) ∆z = ∆x+ i0 = ∆x và ∆x→ 0.

b) ∆z = 0 + i∆y = i∆y và ∆y → 0.

Trong tru.̀o.ng ho.
.p thú. nhất ta có

f ′(z) = lim
∆x→0

[u(x+ ∆x, y)− u(x, y)

∆x
+ i

v(x+ ∆x, y)− v(x, y)

∆x

]

= lim
∆x→0

u(x+ ∆x, y)− u(x, y)

∆x
+ i lim

∆x→0

v(x+ ∆x, y)− v(x, y)

∆x

=
∂u

∂x
(x, y) + i

∂v

∂x
(x, y). (2.12)
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Trong tru.̀o.ng ho.
.p thú. hai:

f ′(z) = lim
∆y→0

[u(x, y + ∆y)− u(x, y)

i∆y
+ i

v(x, y+ ∆y)− v(x, y)

i∆y

]

= lim
∆y→0

u(x, y + ∆y)− u(x, y)

i∆y
+ lim

∆y→0

v(x, y + ∆y)− v(x, y)

∆y

= −i∂u
∂y

(x, y) +
∂v

∂y
(x, y). (2.13)

Tù. (2.12) và (2.13) ta thu du.o.
.c

∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
=
∂v

∂y
− i

∂u

∂y
⇔

∂u

∂x
=
∂v

∂y

∂u

∂y
= −∂v

∂x





Di.nh lý du.o.
.c chú.ng minh.

Rõ ràng là các hê. qua’ thu du.o.
.c tù. t́ınh C - kha’ vi là ấn tu.o.

.ng ho.n nhiè̂u

so vó.i các hê. qua’ thu du.o.
.c tù. t́ınh C - liên tu. c. Ngoài viê.c các hàm u(x, y)

và v(x, y) có các da.o hàm riêng cấp 1, các da.o hàm này còn pha’i liên hê. vó.i

nhau bo.’ i các phu.o.ng tr̀ınh vi phân (2.10).

Nhu. vâ.y, thâ.m ch́ı nếu u(x, y) và v(x, y) có các da.o hàm riêng cấp 1 th̀ı

nói chung hàm u+ iv không pha’i là hàm kha’ vi cu’a z.

Tù. dó, các hê. thú.c Cauchy - Riemann (2.10) lâ.p thành diè̂u kiê. n cà̂n dê’

hàm f(z) là C - kha’ vi. Tuy nhiên dó không pha’i là diè̂u kiê.n du’ . Ta xét

mô.t vài v́ı du. .

Ta xét hàm f(z) =
√
|xy|. Hàm này triê.t tiêu trên ca’ hai tru.c và do dó

khi z = 0 ta có

∂u

∂x
=
∂u

∂y
=
∂v

∂x
=
∂v

∂y
= 0

và diè̂u kiê.n Cauchy - Riemann tho’a mãn. Nhu.ng hàm f(z) không C kha’ vi

ta. i diê’m z = 0. Thâ. t vâ.y, ta có
f(z)

z
=

√
|xy|

x + iy
và nếu x = αr, y = βr trong

dó α, β là nhũ.ng hà̆ng số còn r > 0 th̀ı hê. thú.c dó dà̂n tó.i

√
|αβ|

α + iβ
khi r → 0.

Nhu. vâ.y gió.i ha.n không duy nhất và hàm không C - kha’ vi.
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Vı́ du. này chú.ng to’ rà̆ng hàm f(z) có thê’ không C - kha’ vi nếu hê. ty’ số
f(z) − f(z0)

z − z0
dà̂n dến gió.i ha.n do.c theo hai du.̀o.ng thă’ng vuông góc. Và nói

chung, hàm f có thê’ không C - kha’ vi cho dù ty’ số trên dà̂n dến gió.i ha.n

theo mô.t ló.p các du.̀o.ng dă.c biê.t nào dó. Chă’ng ha.n, ta xét hàm

f(z) =





xy2(x+ iy)

x4 + y4
nếu z 6= 0,

0 nếu z = 0.

Dẽ̂ dàng thấy rà̆ng lim
f(z) − f(0)

z
= 0 nếu z → 0 do.c theo bất cú. du.̀o.ng

thă’ng nào qua gốc to.a dô. . Nhu.ng trên du.̀o.ng cong x = y2 ta có

f(z) − f(0)

z
=

y4

y4 + y4
=

1

2
·

Do dó hàm f(z) không C - kha’ vi ta. i diê’m z = 0.

Các hê. thú.c (2.10) sẽ là diè̂u kiê.n du’ dê’ f(z) là C - kha’ vi nếu gia’ thiết

thêm rà̆ng ca’ bốn da.o hàm riêng cấp 1 cu’a hàm u(x, y) và v(x, y) dè̂u tò̂n ta. i

trong lân câ.n diê’m (x, y) và liên tu.c ta. i diê’m (x, y). Ta có

D- i.nh lý 2.1.4. Nếu ta. i diê’m (x, y) các hàm u(x, y) và v(x, y) có các da. o

hàm riêng liên tu. c tho’a mãn các diè̂u kiê. n Cauchy - Riemann th̀ı hàm biến

phú.c f(z) = u+ iv có da. o hàm ta. i diê’m z = x+ iy.

Chú.ng minh. Gia’ su.’ các hàm u và v có các da.o hàm riêng liên tu.c ta. i diê’m

(x, y). Khi dó u và v kha’ vi ta. i diê’m dó, tú.c là số gia ∆u và ∆v tu.o.ng ú.ng

vó.i các số gia ∆x và ∆y có thê’ biê’u diẽ̂n du.́o.i da.ng

∆u = u(x+ ∆x, y + ∆y)− u(x, y) =
∂u

∂x
∆x+

∂u

∂y
∆y + o1(ρ), ρ→ 0

∆v = v(x+ ∆x, y+ ∆y) − v(x, y) =
∂v

∂x
∆x+

∂v

∂y
∆y + o2(ρ), ρ→ 0

trong dó ρ = |∆z| =
√

∆x2 + ∆y2, o1(ρ) và o2(ρ) (ρ→ 0) là nhũ.ng vô cùng

bé cấp cao ho.n so vó.i ρ, tú.c là

lim
ρ→0

oj(ρ)

ρ
= 0, j = 1, 2.
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Do dó, nếu lu.u ý rằng o1(ρ) + io2(ρ) = o(ρ) (ρ→ 0) ta có

∆f

∆z
=

∆u+ i∆v

∆x+ i∆y
=

∂u

∂x
∆x+

∂u

∂y
∆y + i

(∂v
∂x

∆x+
∂v

∂y
∆y
)

∆x+ i∆y
+
o(ρ)

∆z

=

∂u

∂x
(∆x+ i∆y) +

∂v

∂x
(−∆y + i∆x)

∆x+ i∆y
+
o(ρ)

ρ
· ρ

∆z

=
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
+
o(ρ)

ρ
· ρ

∆z
·

Vı̀
∣∣∣ ρ
∆z

∣∣∣ = ρ

|∆z| = 1 và lim
ρ→0

o(ρ)

ρ
= 0 nên tù. dó suy rà̆ng

lim
∆z→0

∆f

∆z
=
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x

tú.c là ta. i diê’m z hàm f có da.o hàm f ′(z) =
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
·

2.1.4 Mối liên hê. giũ.a C - kha’ vi và R2 - kha’ vi

Các diè̂u kiê.n Cauchy - Riemann (2.10) có thê’ biê’u diẽ̂n du.́o.i da.ng go.n gàng

ho.n nếu ta su.’ du. ng khái niê.m da.o hàm h̀ınh thú.c trong 1. và 2.

Tù. di.nh lý 2.1.2 suy ra rà̆ng nếu f là hàm C - kha’ vi ta. i diê’m z0 ∈ D th̀ı

da.o hàm theo mo.i phu.o.ng ta. i diê’m dó dè̂u trùng nhau và bằng
∂f

∂z
·

Ch́ınh xác ho.n ta có

D- i.nh lý 2.1.5. Hàm R2 - kha’ vi f trong miè̂n D là hàm C - kha’ vi trong

miè̂n dó khi và chı’ khi nó tho’a mãn diè̂u kiê. n

∂f

∂z
= 0. (2.14)

Chú.ng minh. 1. Gia’ su.’ f là hàm C - kha’ vi. Khi dó, theo di.nh ngh̃ıa 2.1.3

gió.i ha.n (2.8) tò̂n ta. i không phu. thuô.c vào phu.o.ng pháp dà̂n ∆z dến 0, và

ta có

∆f = f ′(z0)∆z + ε(∆z),
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trong dó lim
∆z→0

ε(∆z) = 0. Tù. dó rút ra

df = f ′(z0)dz,

tú.c là

∂f

∂z
= 0.

2. Gia’ su.’
∂f

∂z
= 0. Tù. công thú.c (2.6) ta thu du.o.

.c

∆f

∆z
=
∂f

∂z
+ ε(∆z),

trong dó lim
∆z→0

ε(∆z) = 0. Tù. dó thấy rõ là gió.i ha.n (2.8) tò̂n ta. i và

f ′(z0) =
∂f

∂z
·

Diè̂u kiê.n (2.9) ch́ınh là diè̂u kiê.n kha’ vi phú.c Cauchy - Riemann. Diè̂u

kiê.n Cauchy - Riemann còn có thê’ biê’u diẽ̂n du.́o.i da.ng

∂f

∂x
+ i

∂f

∂y
= 0 (2.15)

và nhu. vâ.y ta có di.nh lý sau dây.

D- i.nh lý 2.1.6. Hàm f là C - kha’ vi ta. i mô. t diê’m nào dó khi và chı’ khi nó

là R2 - kha’ vi ta. i diê’m dó và các da. o hàm riêng cu’a nó ta. i diê’m ấy liên hê.
vó.i nhau bằng hê. thú.c (2.15).

2.1.5 Hàm chı’nh h̀ınh

Tù. t́ınh C - kha’ vi dã du.o.
.c di.nh ngh̃ıa ta chu.a thê’ rút ra nhũ.ng kết luâ.n

mà chúng ta mong muốn khi nói dến tà̂m quan tro.ng cu’a khái niê.m này.

Dê’ thu du.o.
.c nhũ.ng kết qua’ dó, dòi ho’i hàm f pha’i là C - kha’ vi ta. i mô. t

lân câ.n nào dó cu’a diê’m z0. Vı̀ thế ta có
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D- i.nh ngh̃ıa 2.1.4. 1) Hàm f du.o.
.c go. i là hàm chı’nh h̀ınh ta. i diê’m z0 nếu

nó là C - kha’ vi ta. i mô.t lân câ.n nào dó cu’a diê’m z0. Hàm f du.o.
.c go. i là

chı’nh h̀ınh trong miè̂n D nếu nó chı’nh h̀ınh ta. i mo.i diê’m cu’a miè̂n ấy. Tâ.p

ho.
.p mo.i hàm chı’nh h̀ınh trong miè̂n D du.o.

.c ký hiê.u là H(D).

2) Hàm f(z) chı’nh h̀ınh ta. i diê’m vô cùng nếu hàm ϕ(z) = f
(1

z

)
chı’nh

h̀ınh ta. i diê’m z = 0.

Phà̂n 2) cu’a di.nh ngh̃ıa 2.1.4 cho phép ta xét các hàm chı’nh h̀ınh trên

các tâ.p ho.
.p cu’a mă.t phă’ng dóng C.

Ta nhâ.n xét rằng cùng vó.i thuâ.t ngũ. “hàm chı’nh h̀ınh” ngu.̀o.i ta còn

dùng nhũ.ng thuâ.t ngũ. tu.o.ng du.o.ng khác sau dây:

“hàm chı’nh h̀ınh” ≡ “hàm ch́ınh quy” ≡ “hàm gia’ i t́ıch do.n tri.”.

Tù. diè̂u kiê.n Cauchy - Riemann và di.nh ngh̃ıa 2.1.4 dẽ̂ dàng suy ra

D- i.nh lý 2.1.7. Gia’ su.’ miè̂n D ⊂ C và H(D) tâ. p ho.
.p mo. i hàm chı’nh h̀ınh

trong miè̂n D.

Khi dó

1. H(D) là mô. t vành;

2. nếu f ∈ H(D) và f(z) 6= 0 ∀ z ∈ D th̀ı
1

f
∈ H(D);

3. nếu f ∈ H(D) và f chı’ nhâ. n giá tri. thu.
.c th̀ı f là hằng số.

Chú.ng minh. Bà̆ng cách t́ınh toán tru.
.c tiếp ta thu du.o.

.c

∂

∂z
(f + g) =

∂f

∂z
+
∂g

∂z
,

∂

∂z
(f · g) =

∂f

∂z
· g + f · ∂g

∂z
·

Tù. dó suy ra 1) và 2).

Dê’ chú.ng minh 3) ta nhâ.n xét rà̆ng
∂f

∂x
,
∂f

∂y
cũng chı’ nhâ.n giá tri. thu.

.c.

Nhu.ng mă.t khác:

∂f

∂x
= i

∂f

∂y

nên suy ra
∂f

∂x
≡ ∂f

∂y
≡ 0. Vâ.y f là hà̆ng số.
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D- i.nh lý 2.1.8. (vè̂ hàm ho.
.p). Nếu f(w) là hàm chı’nh h̀ınh trong D∗ và

nếu g : D → D∗ là hàm chı’nh h̀ınh trong D th̀ı hàm ho.
.p f [g(z)] chı’nh h̀ınh

trong D,

Chú.ng minh. Thâ. t vâ.y, dẽ̂ thấy rà̆ng

∂[f(g)]

∂z
=
∂f

∂w
· ∂g
∂z

+
∂f

∂w
· ∂g
∂z

·

Theo gia’ thiết
∂f

∂w
= 0,

∂g

∂z
= 0 nên suy ra f [g(z)] là hàm chı’nh h̀ınh

trong D.

Tiếp theo, gia’ su.’ w = f(z), z ∈ D là hàm chı’nh h̀ınh ánh xa. do.n tri. mô. t

- mô.t miè̂n D lên miè̂n D∗. Diè̂u dó có ngh̃ıa là theo hàm dã cho mõ̂i z ∈ D

dè̂u tu.o.ng ú.ng vó.i mô.t giá tri. w ∈ D∗ và dò̂ng thò.i theo quy luâ.t dó mõ̂i

w ∈ D∗ chı’ tu.o.ng ú.ng vó.i mô.t giá tri. z ∈ D. Tù. dó xác di.nh du.o.
.c hàm

do.n tri. z = ϕ(w), w ∈ D∗ có t́ınh chất là f [ϕ(w)] = w, w ∈ D∗. Nhu. ta biết

hàm z = ϕ(w) du.o.
.c go. i là hàm ngu.o.

.c vó.i hàm w = f(z), z ∈ D.

Ta sẽ chú.ng minh rà̆ng nếu f ′(z) 6= 0, z ∈ D th̀ı hàm z = ϕ(w) là hàm

chı’nh h̀ınh trên D∗.

Thâ.t vâ.y, gia’ su.’ w, w+∆w ∈ D∗. Nhò. hàm ngu.o.
.c, các diê’m này tu.o.ng

ú.ng vó.i diê’m z, z + ∆z. Theo gia’ thiết hàm f có da.o hàm ta. i diê’m z nên

f(z) liên tu.c ta. i dó: ∆w → 0 nếu ∆z → 0. Do t́ınh do.n tri. mô.t - mô.t ta có

ca’ diè̂u khă’ng di.nh ngu.o.
.c la. i: ∆z → 0 nếu ∆w → 0. Nhu.ng khi dó

lim
∆w→0

∆z

∆w
= lim

∆z→0

1
∆w

∆z

=
1

f ′(z)
, (f ′(z) 6= 0).

Diè̂u dó chú.ng to’ rà̆ng da.o hàm cu’a hàm ngu.o.
.c z = ϕ(w) tò̂n ta. i ta. i diê’m w

và bà̆ng

ϕ′(w) =
1

f ′(z)
, w ∈ D∗.

Vı̀ w là diê’m tùy ý cu’a D∗, f ′(z) liên tu.c và f ′(z) 6= 0 nên hàm ϕ(w) chı’nh

h̀ınh trong D∗.
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Ta xét v́ı du. hàm w = az+ b, a 6= 0 là hàm tuyến t́ınh nguyên. Hàm này

ánh xa. do.n tri. mô.t - mô.t mă.t phă’ng phú.c z lên mă.t phă’ng phú.c w. Hàm

ngu.o.
.c cu’a nó có da.ng

z =
w − b

a
·

Dẽ̂ dàng thấy rà̆ng hàm w = az + b và hàm ngu.o.
.c cu’a nó z =

w − b

a
chı’nh

h̀ınh khá̆p no.i trên mă.t phă’ng z và w tu.o.ng ú.ng
(
w′
z = a, z′w =

1

a

)
.

D- i.nh lý 2.1.9. Gia’ su.’ cho chuỗi lũy thù.a

∑

n>0

anz
n. (2.16)

Nếu bán ḱınh hô. i tu. cu’a chuỗi (2.16) khác 0 th̀ı tô’ng S(z) cu’a nó là mô. t

hàm chı’nh h̀ınh trong h̀ınh tròn hô. i tu. {|z| < R,R > 0} cu’a nó, tú.c là khi

|z| < R ta có

S ′(z) = lim
S(z + h) − S(z)

h
· (2.17)

Chú.ng minh. 1. Dà̂u tiên ta chú.ng minh rằng nếu bán ḱınh hô. i tu. cu’a chuõ̂i

dã cho (2.16) là R th̀ı bán ḱınh hô. i tu. R
∗ cu’a chuõ̂i da.o hàm

S0(z) =
∑

n>1

nanz
n−1 (2.18)

cũng bà̆ng R. Thâ.t vâ.y, hiê’n nhiên rằng bán ḱınh R∗ bà̆ng bán ḱınh hô. i tu.
cu’a chuõ̂i

∑

n>0

nanz
n.

Nhu.ng

lim
n→∞

n
√
n|an| = lim

n→∞
n

1
n

n
√

|an| = lim
n→∞

n
√

|an|
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và do dó

R∗ =
(

lim
n→∞

n
√
n|an|

)−1

=
(

lim
n→∞

n
√

|an|
)−1

= R.

2. Gia’ su.’ z là diê’m cố di.nh tùy ý nằm trong h̀ınh tròn |z| < R. Khi dó

có thê’ chı’ ra số R1 (0 < R1 < R) sao cho |z| < R1 < R. Gia’ su.’ ∆z là số gia

tùy ý cu’a z mà |z + ∆z| < R1 < R. Vı̀

(z + ∆z)n − zn

∆z
= (z + ∆z)n−1 + z(z + ∆z)n−2 + · · · + zn−1

cho nên
∣∣∣S(z + ∆z) − S(z)

∆z
− S0(z)

∣∣∣ 6

6
∣∣∣
m∑

n=1

an
[
(z + ∆z)n−1 + z(z + ∆z)n−2 + · · · + zn−1 − nzn−1

]∣∣∣+

+
∣∣∣

∞∑

n=m+1

an
[
(z + ∆z)n−1 + z(z + ∆z)n−2 + · · · + zn−1

]∣∣∣

+
∣∣∣

∞∑

n=m+1

nanz
n−1
∣∣∣. (2.19)

Xét diê’m z∗ = R1. Vı̀ diê’m z∗ = R1 nà̆m trong h̀ınh tròn hô. i tu. |z| < R

cu’a chuõ̂i (2.18) nên tù. su.
. hô. i tu. tuyê.t dối cu’a chuõ̂i (2.18) trong h̀ınh tròn

|z| < R suy rà̆ng: ∀ ε > 0, ∃M = M(ε) sao cho ∀m > M th̀ı phà̂n du.

∞∑

n m+1

n|an|Rn−1
1 <

ε

3
· (2.20)

Do dó vó.i m >M , tù. (2.20) thu du.o.
.c

∣∣∣
∞∑

n=m+1

nanz
n−1
∣∣∣ <

∞∑

n=m+1

n|an|Rn−1
1 <

ε

3
· (2.21)

và
∣∣∣

∞∑

n=m+1

an
[
(z + ∆z)n−1 + z(z + ∆z)n−2 + · · · + zn−1

]∣∣∣ 6

6
∞∑

n=m+1

n|an|Rn−1
1 <

ε

3
· (2.22)
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Tiếp theo, tù. hê. thú.c

lim
∆z→0

m∑

n=1

an
[
(z + ∆z)n−1 + z(z + ∆z)n−2 + · · · + zn−1

]
=

m∑

n=1

nanz
n−1

suy rà̆ng vó.i số ε > 0 dã cho.n, t̀ım du.o.
.c số δ = δ(ε) > 0 sao cho vó.i

|∆z| < min(δ; |R1 − z|) th̀ı

∣∣∣
m∑

n=1

an
[
(z + ∆z)n−1 + z(z + ∆z)n−2 + · · · + zn−1 − nzn−1

∣∣∣ < ε

3
· (2.23)

Bà̆ng cách thay n > M trong (2.19), tù. (2.21) - (2.23) suy rà̆ng khi

|∆z| < min(δ, |R1 − z|) ta có

∣∣∣S(z + ∆z)− S(z)

∆z
− S0(z)

∣∣∣ < ε

3
+
ε

3
+
ε

3
= ε.

Do dó

S0(z) = lim
∆z→0

S(z + ∆z)− S(z)

∆z
= S ′(z).

Vı̀ z là diê’m tùy ý cu’a h̀ınh tròn hô. i tu. |z| < R nên di.nh lý du.o.
.c chú.ng

minh.

Nhâ. n xét. Vı̀ bà̆ng phép dô’i biến theo công thú.c t = z − z0, z0 6= 0 chuõ̂i∑
n>0

an(z − z0)
n du.o.

.c quy vè̂ chuỗi
∑
n≥0

ant
n nên ta có di.nh lý sau:

D- i.nh lý 2.1.9∗. Tô’ng f(z) cu’a chuỗi lũy thù.a
∑
n>0

an(z− z0)
n là hàm chı’nh

h̀ınh trong h̀ınh tròn hô. i tu. |z−z0| < R cu’a chuỗi dó và da. o hàm f ′(z) du.o.
.c

t̀ım theo công thú.c

f ′(z) =
∑

n>1

nan(z − z0)
n−1.
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2.1.6 Không gian các hàm chı’nh h̀ınh

Gia’ su.’ miè̂n D ⊂ C, C(D) là tâ.p ho.
.p các hàm liên tu.c trong D và H(D) là

tâ.p ho.
.p các hàm chı’nh h̀ınh trong D.

Không di sâu vào chi tiết (viê.c dó dành cho bô. môn tôpô ho.c), o.’ dây chı’

phác qua viê.c xác di.nh tôpô trong C(D). Dối vó.i tâ.p ho.
.p compá̆c K ⊂ D

bất kỳ và số ε > 0 bất kỳ, dă.t

V (K, ε) = {f ∈ C(D) : |f(z)| < ε,∀ z ∈ K}.

Rõ ràng là tâ.p ho.
.p V (K, ε) là lân câ.n cu’a f ≡ 0 trong C(D). Ngu.̀o.i ta

dã chú.ng minh rằng (xem [10], trang 188-191) nếu {Kn} là dãy các tâ.p ho.
.p

compắc cu’a miè̂n D : Ki ⊂ Ki+1,
∞⋃
i=1

◦
K i = D sao cho mõ̂i compá̆c K ⊂ D

dè̂u thuô.c mô.t Kn nào dó th̀ı các tâ.p ho.
.p V (Ki, ε) dối vó.i mo.i Ki và ε nhu.

vâ.y là hê. lân câ.n co. so.’ cu’a phà̂n tu.’ 0 (tú.c là f ≡ 0) và sẽ xác di.nh mô.t tôpô

mà vó.i tôpô dó C(D) là mô.t không gian tôpô. Rõ ràng là dãy hàm fn ∈ C(D)

hô. i tu. dè̂u trên tù.ng compá̆c cu’a miè̂n D khi và chı’ khi ∀K ⊂ D, ∀ ε > 0,

∀n du’ ló.n suy ra

fn − f ∈ V (K, ε).

Diè̂u dó có ngh̃ıa rằng dãy fn ∈ C(D) có gió.i ha.n là mô.t diê’m trong tôpô

mà V (K, ε) lâ.p thành hê. lân câ.n co. so.’ cu’a f ≡ 0.

Vı̀ H(D) là không gian con cu’a không gian C(D) nên trên H(D) ta xét

tôpô ca’m sinh bo.’ i tôpô cu’a không gian C(D). Vó.i tôpô dó, H(D) là không

gian tôpô. Dối vó.i không gian C(D) cũng nhu.H(D) ta có thê’ xác di.nh tôpô

bo.’ i mêtric hóa. Do dó có thê’ áp du.ng cho không gian C(D) và H(D) nhũ.ng

di.nh lý quen thuô.c vè̂ không gian mêtric. Chă’ng ha.n, tâ.p ho.
.p con A cu’a

không gian E là dóng khi và chı’ khi gió.i ha.n cu’a dãy diê’m bất kỳ cu’a A

thuô.c A.
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2.2 Mô.t số hàm chı’nh h̀ınh so. cấp

2.2.1 D- a thú.c và hàm hũ.u ty’

Dê’ ý dến các dă’ng thú.c
d(const)

dz
= 0,

dz

dz
= 1 và các quy tá̆c t́ınh da.o hàm

ta có thê’ kết luâ.n rà̆ng da thú.c Pn(z) là hàm chı’nh h̀ınh ∀ z ∈ C và

Pn(z) =
( n∑

k=0

akz
n−k
)′

=
n−1∑

k=0

(n− k)akz
n−k−1.

Các hàm hũ.u ty’ R(z) =
P (z)

Q(z)
, trong dó P (z) và Q(z) là các da thú.c,

chı’nh h̀ınh ∀ z ∈ C \ N(Q), trong dó N(Q) = {z ∈ C : Q(z) = 0}. Chă’ng

ha.n, hàm phân tuyến t́ınh w =
az + b

cz + d
chı’nh h̀ınh ∀ z ∈ C\

{
− d

c

}
nếu c 6= 0

và chı’nh h̀ınh trong C nếu c = 0 và d 6= 0; hàm Jukovski w =
1

2

(
z +

1

z

)

chı’nh h̀ınh ∀ z ∈ C \ {0}.

2.2.2 Hàm w = zn và z = n
√

w, n ∈ N

Ta xét các giá tri. z1 = |z1|eiϕ1, z2 = |z1|eiϕ2. Tù. dó

w1 − w2 = |z1|n
[
einϕ1 − einϕ2

]

= |z1|neinϕ2
[
ein(ϕ1−ϕ2) − 1

]
. (2.24)

Hê. thú.c (2.24) chú.ng to’ rà̆ng z1 và z2 có cùng mô.t a’nh khi và chı’ khi

ϕ1 − ϕ2 = k · 2π

n
, k ∈ Z.

Do vâ.y, hàm w = zn do.n diê.p trong miè̂n D nào dó khi và chı’ khi D không

chú.a nhũ.ng că.p diê’m khác nhau z1 và z2 mà




|z1| = |z2|

arg z1 = arg z2 +
2π

n
k, k ∈ Z.



htttp://www.ebook.edu.vn
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Vı́ du. vè̂ miè̂n do.n diê.p cu’a hàm w = zn là các h̀ınh qua.t vô ha.n

Dk =
{
z ∈ C : k

2π

n
< arg z <

2π

n
(k + 1), k = 0, n− 1

}
.

Ta chia mă.t phă’ng phú.c C thành n h̀ınh qua. t bo.’ i các tia di ra tù. gốc

to.a dô.

θ = θk =
2π

n
k, k = 0, 1, . . . , n− 1.

Gia’ su.’ Dk là h̀ınh qua.t

θk < θ < θk+1, ρ > 0.

tú.c là

Dk =
{
z ∈ C : z = ρeiθ, ρ > 0, θk < θ = arg z < θk+1

}
.

Hiê’n nhiên Dk là miè̂n. Ta ký hiê.u

D∗
k =

{
z ∈ C : z = ρeiθ, θk 6 θ < θk+1, ρ > 0

}
.

Tiếp theo ta dă.t

θ = θk + ψ, θk 6 θ < θk+1.

Tù. dó nếu 0 6 ψ < θ1 =
2π

n
th̀ı θk 6 θ < θk+1 và ngu.o.

.c la. i.

Ta chú.ng minh rằng: hàm w = zn ánh xa. do.n tri. mô. t - mô. t miè̂n D∗
k lên

toàn bô. mă. t phă’ng

C∗ = C∗
w =

{
w ∈ C : w = reiϕ, 0 6 ϕ < 2π

}
.

Thâ.t vâ.y, ta có

reiϕ = ρneinθ = ρnein( 2π
n
k+ψ) = ρneinψ.

Do dó

r = ρn, ϕ = nψ
(
0 6 ψ < θ1 =

2π

n

)
.
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và tù. dó ta thu du.o.
.c a’nh cu’a D∗

k là mă.t phă’ng C∗
w.

Tù. chú.ng minh trên ta cũng thu du.o.
.c

ρ = r
1
n = n

√
r,

ψ =
ϕ

n

và tù. dó suy rà̆ng trên miè̂n D∗
k hàm w = zn có hàm ngu.o.

.c

z = (z)k = ρeiθ = r
1
n ei

ϕ+2k
n , k = 0, 1, . . . , n− 1; w ∈ C∗

w. (2.25)

Nói chung: hàm w = zn có hàm ngu.o.
.c n-tri.

z = n
√
w

là n nhánh liên tu.c (2.25) tu.o.ng ú.ng vó.i các số k = 0, 1, . . . , n−1. Các nhánh

(2.25) xác di.nh bo.’ i các số k = 0, 1, . . . , n − 1 ánh xa. C∗ lên D∗
0,D

∗
1, . . . ,D

∗
n

tu.o.ng ú.ng.

Dê’ t́ınh da.o hàm cu’a nhánh thú. k ta pha’i xét miè̂n Dk ⊂ D∗
k. Ta ký hiê.u

C+
w = C∗

w \ R+.

Rõ ràng là hàm chı’nh h̀ınh w = zn ánh xa. do.n tri. mô.t - mô.t Dk lên C+
w ,

dò̂ng thò.i hàm ngu.o.
.c tu.o.ng ú.ng du.o.

.c xác di.nh theo công thú.c (2.25).

Áp du.ng quy tá̆c da.o hàm hàm ngu.o.
.c ta có (z ∈ Dk)

(
n
√
w
)′

=
(

n
√
w
)′
k

=
1(
zn
)′ =

1

nzn−1
=

z

nw

=
1

n
· r

1
n ei

ϕ+2kπ
n

rei(ϕ+2kπ)
=

1

n
r

1
n
−1ei(

1
n
−1)(ϕ+2kπ) =

1

n
w

1
n
−1.

2.2.3 Hàm ez

Gia’ su.’ z = x+ iy. Khi dó

ez
def
= ex(cos y + i sin y).



htttp://www.ebook.edu.vn
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Nếu z = x là số thu.
.c th̀ı ez = ex, tú.c là khi z nhâ.n các giá tri. thu.

.c th̀ı hàm

biến phú.c ez trùng vó.i hàm mũ biến thu.
.c thông thu.̀o.ng. Diè̂u nhâ.n xét này

cùng vó.i mô.t số t́ınh chất du.o.
.c nêu du.́o.i dây sẽ chú.ng to’ t́ınh ho.

.p lý cu’a

di.nh ngh̃ıa hàm mũ biến phú.c vù.a nêu.

Ta lu.u ý mô.t số t́ınh chất cu’a hàm ez.

1) ez 6= 0 ∀ z ∈ C. Diè̂u dó du.o.
.c suy ra tù. di.nh ngh̃ıa và hê. thú.c ex 6= 0,

|eiy| = 1.

2) ez1 · ez2 = ez1+z2 .

Chú.ng minh. Gia’ su.’ z1 = x1 + iy1, z2 = x2 + iy2. Khi dó

ez1 · ez2 = ex1(cos y1 + i sin y1)e
x2(cos y2 + i sin y2)

= ex1+x2
[
cos(y1 + y2) + i sin(y1 + y2)

]
= ex1+x2+i(y1+y2)

= ez1+z2 .

3)
ez1

ez2
= ez1−z2 . Diè̂u này du.o.

.c suy ra tù. di.nh ngh̃ıa và t́ınh chất 2).

4) Dă’ng thú.c ez+α = ez ⇔ α = 2kπi, k ∈ Z.

Chú.ng minh. Gia’ su.’ α = 2kπi, k ∈ Z. Khi dó ta có

ez+α = ez+2kπi = ez · e2kπi = ez.

Ngu.o.
.c la. i, nếu ez+α = ez, α = λ + iν th̀ı

ez+λ+iν = ez ⇒ ez
(
eλ+iν − 1

)
= 0.

Vı̀ ez 6= 0 nên eλ+iν = 1. Ta sẽ chú.ng minh rà̆ng khi dó λ = 0, ν = 2kπ,

k ∈ Z.

Thâ.t vâ.y, tù. dă’ng thú.c eλ+iν = 1 suy rà̆ng eλ · eiν = 1 và do dó eλ = 1,

ν = 2kπ, k ∈ Z; tú.c là λ = 0, ν = 2kπ, k ∈ Z. Nhu. vâ.y α = 0 + i2kπ =

2kπi.
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Các số 2kπi, k ∈ Z mà vó.i z ∈ C bất kỳ ta có dă’ng thú.c ez+2kπi = ez

du.o.
.c go. i là các chu kỳ cu’a hàm ez và số 2πi go. i là chu kỳ co. ba’n cu’a nó.

5) ez không có gió.i ha.n khi z → ∞ v̀ı lim
x→−∞

ex = 0, lim
x→+∞

ex = ∞.

6) Hàm ez do.n diê.p trong miè̂n D ⊂ C khi và chı’ khi miè̂n D không chú.a

nhũ.ng că.p diê’m khác nhau z1 và z2 mà

z1 − z2 = 2nπi, n ∈ Z.

Chú.ng minh. Thâ.t vâ.y, gia’ su.’ z1, z2 (z1 6= z2) cùng có mô.t a’nh. Khi dó tù.

hê. thú.c w1 = w2 suy ra

ez1 = ez2 ⇔ ez1−z2 = 1 ⇔ z1 − z2 = 2kπi.

Vı́ du. vè̂ miè̂n do.n diê.p cu’a hàm mũ biến phú.c là các băng vô ha. n nà̆m

ngang

Dk =
{
z ∈ C : −∞ < Re z < +∞; 2kπ < Im z < 2(k + 1)π, k ∈ Z

}
.

7) Hàm ez liên tu.c trên C. Thâ.t vâ.y v̀ı các hàm Re(ez) = u(x, y) =

ex cos y, Im(ez) = ex sin y dè̂u liên tu.c nên theo di.nh lý ta có hàm ez liên tu.c.

8) Hàm ez ∈ H(C). Thâ.t vâ.y các hàm phà̂n thu.
.c u(x, y) = ex cos y và

phà̂n a’o v(x, y) = ex sin y dè̂u là nhũ.ng hàm kha’ vi và tho’a mãn diè̂u kiê.n

Cauchy - Riemann, nên theo di.nh lý 2.1.4 ta có ez ∈ H(C).

2.2.4 Hàm lôgarit

Gia’ su.’ cho số phú.c z ∈ C. Khi dó mo. i số phú.c ζ ∈ C tho’a mãn phu.o.ng

tr̀ınh eζ = z du.o.
.c go. i là lôgarit cu’a số z ∈ C và du.o.

.c ký hiê.u là

Ln z = ζ.

Nhu. vâ.y

Ln z = ζ ⇔ eζ = z. (2.26)
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Gia’ su.’ ζ = x+ iy, z = r(cosϕ+ i sinϕ), r = |z|, ϕ = arg z, −π < ϕ 6 π.

Ta có

eζ = z ⇔ ex+iy = r(cosϕ+ i sinϕ)

⇔ ex(cos y + i sin y) = r(cosϕ+ i sinϕ)

⇔




ex = r > 0,

y = ϕ+ 2kπ, k ∈ Z;

⇔




x = ln r

y = ϕ+ 2kπ, k ∈ Z.

Nhu. vâ.y

Ln z = ζ = x+ iy = ln r + i(ϕ+ 2kπ), k ∈ Z,

hay là

Ln z = ln |z| + iarg z + 2kπi, k ∈ Z. (2.27)

Ta ký hiê.u

ln z = ln |z| + iarg z

và go. i dó là giá tri. ch́ınh cu’a Ln z. Tù. dó

Ln z = ln z + 2kπi, k ∈ Z.

Tù. hê. thú.c (2.27) suy ra rằng: mõ̂i số phú.c z 6= 0,∞ dè̂u có vô số giá

tri. lôgarit, trong dó hai giá tri. lôgarit bất kỳ là khác nhau mô. t bô. i nguyên

cu’a 2πi. Nếu z là số thu.
.c du.o.ng th̀ı giá tri. ch́ınh cu’a lôgarit trùng vó.i ln |z|

và do dó nó biê’u diẽ̂n số thu.
.c trùng vó.i lôgarit cô’ diê’n: Chă’ng ha.n ln 1 = 0,

ln e = 1, . . .

Nhu.ng, ngoài các giá tri. thu.
.c dó, lôgarit cu’a các số thu.

.c du.o.ng còn

có vô số các lôgarit phú.c du.o.
.c t́ınh theo công thú.c (2.27). Chă’ng ha.n:

Ln 1 = 2kπi, Ln e = 1 + 2kπi, . . .
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Ta lu.u ý hai t́ınh chất dă.c biê.t cu’a lôgarit số phú.c

a) Ln (z1z2) = Ln z1 + Ln z2,

b) Ln
z1

z2
= Ln z1 − Ln z2.

Các dă’ng thú.c này cà̂n du.o.
.c hiê’u mô.t cách u.́o.c lê.: dó là dă’ng thú.c giũ.a các

tâ.p ho.
.p. Nói cách khác; vế trái có thê’ sai khác vế pha’ i mô.t bô. i nguyên cu’a

2πi hoă. c vế pha’ i bà̆ng vế trái vó.i viê.c cho.n số ha.ng 2kπi trong vế trái mô.t

cách th́ıch ho.
.p.

Bây giò. ta xét lôgarit vó.i tu. cách là mô.t hàm.

Ta dă.t

C0 = C \ {0}

và du.a vào xét hàm

Lnk : C0 → C,

Lnkz = ln |z| + iarg z + 2kπi.

Dó là hàm do.n tri.. Mă.t khác v̀ı −π < arg z 6 π nên

LnkC0 ⊂ Dk =
{
w ∈ C : (2k + 1)π < Imw 6 (2k + 1)π

}

là băng vô ha.n nà̆m ngang có bè̂ rô.ng 2π.

Ta sẽ chú.ng to’ rà̆ng

LnkC0 = Dk,

tú.c là chú.ng minh rằng ∀w ∈ Dk ∃ z ∈ C0 sao cho

Lnkz = w.

Gia’ su.’ w = u+ iv ∈ Dk. Khi dó

v = v0 + 2kπ, −π < v0 6 π.

Ta dă.t z = ew = eu(cos v0 + i sin v0). Khi dó ta thu du.o.
.c

Lnkz = ln |z|+ iarg z + 2kπi

= u+ i(v0 + 2kπ) = u+ iv = w.
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2.2. Mô.t số hàm chı’nh h̀ınh so. cấp 129

Nhu. vâ.y

Lnk : C (lên)−→ Dk.

Vı̀ Dk là miè̂n do.n diê.p cu’a Lnk nên ta. i dó nó có hàm ngu.o.
.c

Ln−1
k : Dk −→ C0.

dó là hàm

Ln−1
k (w) = ew.

Hàm này do.n tri..

Ta nhâ.n xét rằng hàm Lnkz không liên tu.c trong C0, mà cu. thê’ là nó

không liên tu. c trên phà̂n âm tru.c thu.
.c R−. Thâ. t vâ.y v̀ı ∀ z = x0 < 0 và

∀U(x0, ε) là ε - lân câ.n cu’a x0, ∃ z ∈ U(x0, ε) sao cho Im(Lnkz) sẽ gà̂n vó.i

(2k+1)π và ∃ z ∈ U(x0, ε) sao cho Im(Lnkz) sẽ gà̂n vó.i (2k−1)π. Nói ch́ınh

xác ho.n khi z → x0 ∈ R− mà Im z > 0 (tu.o.ng ú.ng: Im z < 0) th̀ı Lnkz dà̂n

dến ln |x0| + (2k + 1)π (tu.o.ng ú.ng: dà̂n dến ln |x0| + (2k − 1)π).

Các hàm Lnkz du.o.
.c go. i là các nhánh (do.n tri.) cu’a hàm da tri. Ln z.

Mô.t cách tu.
. nhiên ta du.a vào tâ.p ho.

.p

C∗ =
{
z ∈ C : −π < arg z < π

}

là mă.t phă’ng phú.c C cá̆t bo’ phà̂n âm tru.c thu.
.c và xét hàm

Ln0
k = Lnk

∣∣
C∗.

Rõ ràng là

Ln0
kC∗ = D0

k =
{
w ∈ C : (2k − 1)π < Imw < (2k + 1)π

}

Hàm Ln0
k liên tu.c trên C∗. Dê’ chú.ng minh diè̂u dó ta chı’ cà̂n chú.ng minh

rà̆ng

ln z = ln |z| + iarg z
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liên tu.c trên C∗. Nhu.ng diè̂u dó là hiê’n nhiên v̀ı phà̂n thu.
.c ln |z| liên tu.c

trên C∗ (thâ.m ch́ı nó liên tu.c ca’ trong C0) và phà̂n a’o arg z liên tu.c trên C∗

nhu. ta dã chú.ng minh trong chu.o.ng tru.́o.c. Nhu. vâ.y: hàm Lnkz liên tu. c

trên C∗ = C \ R−. Dó là các nhánh do.n tri. liên tu.c trên C∗ cu’a hàm lôgarit

Ln z.

Trong miè̂n C∗ ta thu du.o.
.c vô số nhánh do.n tri. liên tu. c. Mo.i nhánh Lnkz

hoàn toàn du.o.
.c dă.c tru.ng bo.’ i diè̂u là: Các giá tri. cu’a nó thuô. c mô.t băng vô

ha.n nà̆m ngang Dk xác di.nh.

Tù. lâ.p luâ.n trên cũng suy ra rà̆ng hàm w = Lnkz ánh xa. do.n tri. mô. t -

mô.t và liên tu.c miè̂n C∗ lên Dk và hàm ngu.o.
.c cu’a nó z = ew có da.o hàm

6= 0 ta.i mo.i diê’m w ∈ Dk. Do dó theo quy tắc da.o hàm cu’a hàm ngu.o.
.c ta có

(
Lnkz

)′
z

=
1(
ew
)′
w

=
1

ew
=

1

z
· (2.28)

Ta nhấn ma.nh rà̆ng o.’ dây ta t́ınh da.o hàm không pha’i cu’a hàm da tri.
Ln z mà là cu’a nhánh do.n tri. cu’a nó tu.o.ng ú.ng vó.i giá tri. k nào dó.

2.2.5 Hàm lũy thù.a zα, α ∈ R

Hàm lũy thù.a zα, α ∈ R du.o.
.c di.nh ngh̃ıa theo công thú.c

w = zα = eα ln z = eα[ln |z|+i(arg z+2kπ)]

= |z|αeiα(argz+2kπ), k ∈ Z (2.29)

hay là

w = ραeiα(θ+2kπ), k ∈ Z; z = ρeiθ. (2.30)

Ta xét các tru.̀o.ng ho.
.p sau dây.

1+. Nếu α là số nguyên th̀ı eiα2kπ = 1 và

w = (ρeiθ)α = zα

trong dó zα du.o.
.c hiê’u theo ngh̃ıa thông thu.̀o.ng là t́ıch cu’a α thù.a số z.
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2+. Nếu α = ±p
q
, trong dó p > 0, q > 0 là nhũ.ng số nguyên, th̀ı giũ.a các

số o.’ vế pha’ i cu’a (2.30) chı’ có các giá tri. tu.o.ng ú.ng vó.i k = 0, 1, . . . , q− 1 là

khác nhau:

w = ραeiα(θ+2kπ), k = 0, 1, . . . , q − 1.

Dă.c biê.t là khi α =
1

n
, n ∈ N th̀ı hàm w = z

1
n dã du.o.

.c xét trong 2).

3+. Nếu α là số vô ty’ th̀ı dối vó.i các giá tri. k khác nhau các hàm xác

di.nh bo.’ i (2.29) hay (2.30) là khác nhau. Thâ. t vâ.y giá tri. acgumen cu’a các

giá tri. z
α bà̆ng

θk = αθ + 2kπα

và trong các giá tri. dó không có các giá tri. nào khác nhau mô.t bô. i nguyên cu’a

2π v̀ı nếu vó.i k1, k2 nguyên và k1 6= k3 mà θk1 − θk2 = 2k1πα−2k2πα = 2nπ,

trong dó n-nguyên th̀ı

α =
n

k1 − k2

là số hũ.u ty’ . Vô lý. Diè̂u dó chú.ng to’ rà̆ng zα là hàm vô số tri.. Dó là Các

nhánh liên tu. c cu’a hàm vô số tri. w = zα.

Tiếp theo ta có (z = ρeiθ)

(
zα
)′

=
(
eα ln z

)′
= eα ln z · α

z
= α

eα[lnρ+i(θ+2kπ)]

e[lnρ+i(θ+2kπ)]

= αe(α−1)[lnρ+i(θ+2kπ)] = αzα−1

tú.c là dă’ng thú.c
(
zα
)′

= αzα−1 dúng dối vó.i mo.i nhánh cu’a zα.

2.2.6 Các hàm so. cấp khác

Các hàm chı’nh h̀ınh so. cấp dã xét: hàm phân tuyến t́ınh, hàm ez và ln z,

hàm Jukovski dóng mô.t vai trò co. ba’n trong viê.c kha’o sát các hàm so. cấp

co. ba’n khác.
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Thâ.t vâ.y, khi biết hàm f(z) và ϕ(z) ta cũng sẽ biết ca’ hàm f [ϕ(z)] và

ϕ[f(z)]. Có thê’ khă’ng di.nh rà̆ng mo. i hàm so. cấp co. ba’n khác dè̂u có thê’

biê’u diẽ̂n du.́o.i da.ng ho.
.p mô.t số nào dó các hàm so. cấp mà ta dã nghiên cú.u.

Chă’ng ha.n ta xét các hàm lu.o.
.ng giác biến phú.c

sin z
def
=

eiz − e−iz

2i
, (2.31)

cos z
def
=

eiz + e−iz

2
, (2.32)

tg z
def
=

sinz

cos z
, (2.33)

cotg z
def
=

cos z

sin z
· (2.34)

Nếu z = x là số thu.
.c th̀ı theo di.nh ngh̃ıa và công thú.c Euler ta có

sin z =
1

2i

[
(cos x+ i sin x)− (cos(−x) + i sin(−x))

]
= sin x, cos z = cos x.

Nhu. vâ.y khi z = x là số thu.
.c hàm biến phú.c sin z trùng vó.i hàm sin x quen

thuô. c. Tu.o.ng tu.
. nhu. vâ.y dối vó.i hàm cos z và tg z.

Lu.u ý rằng các hàm lu.o.
.ng giác (2.31) ba’o toàn nhiè̂u t́ınh chất cu’a hàm

lu.o.
.ng giác biến thu.

.c nhu.ng không pha’i mo. i t́ınh chất dè̂u du.o.
.c ba’o toàn.

Chă’ng ha.n cos i =
e+ e−1

2
≈ 1, 54; sin i =

e− e−1

2i
≈ −1, 17i, ngh̃ıa là không

thê’ nói cos z và sin z có môdun bi. chă. n.

Hàm w = cos z du.o.
.c xét nhu. là ho.

.p cu’a ba hàm sau dây:

z1 = iz; z2 = ez1 ; w =
1

2

(
z2 +

1

z2

)
.

Do dó viê.c kha’o sát hàm cos z du.o.
.c du.a vè̂ kha’o sát các hàm dã du.o.

.c

nghiên cú.u.

Tù. hê. thú.c (2.32) và các t́ınh chất cu’a hàm ez ta rút ra t́ınh C - kha’ vi

cu’a hàm cos z.

Tu.o.ng tu.
., hàm w = sin z là ho.

.p cu’a bốn hàm sau dây:

z1 = iz; z2 = ez1 ; z3 =
z2

i
, w =

1

2
(z3 +

1

z3

)
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nên viê.c kha’o sát hàm w = sin z cũng du.o.
.c du.a vè̂ kha’o sát các hàm dã xét

o.’ trên.

Tù. hê. thú.c (2.31) và (2.32) suy ra rằng hàm cos z và sin z là nhũ.ng hàm

tuà̂n hoàn vó.i chu kỳ 2π và là nhũ.ng hàm C - kha’ vi:

(cos z)′ = − sin z; (sin z)′ = cos z.

Dối vó.i hàm tg z, theo di.nh ngh̃ıa ta có:

tg z =
sin z

cos z
, z 6= π

2
+ kπ, k ∈ Z.

Dó là hàm tuà̂n hoàn vó.i chu kỳ co. so.’ π. Bà̆ng cách su.’ du.ng (2.31) và

(2.32) ta có

tg z =
1

2
· e

2iz − 1

e2iz+1
· (2.35)

Do dó viê.c kha’o sát hàm tg z du.o.
.c du.a vè̂ kha’o sát các hàm “trung gian”

dã du.o.
.c xét sau dây

z1 = 2iz; z2 = ez1 ; w = −i · z2 − 1

z2 + 1
·

Bây giò., ta chuyê’n sang xét hàm lũy thù.a tô’ng quát

w = zα, α ∈ R+.

mô.t cách chi tiết ho.n.

Ta dă.t

zα = eαlogz.

Hàm này là ho.
.p cu’a ba hàm trung gian sau dây

z1 = log z; z2 = αz1; w = ez2 .

Cũng nhu. o.’ các phà̂n trên, ta có thê’ di.nh ngh̃ıa khái niê.m nhánh liên tu.c

cu’a hàm zα trong miè̂n D. Mõ̂i nhánh liên tu.c cu’a hàm log z trong miè̂n D

sẽ xác di.nh mô.t nhánh liên tu.c cu’a hàm zα trong miè̂n dó.
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Dẽ̂ dàng thấy rà̆ng a’nh cu’a góc

D =
{
z ∈ C : a < arg z < b, b− a 6 2π, b, a ∈ R

}
(2.36)

qua ánh xa. w = zα, α ∈ R+ là mô. t trong các góc sau:

D∗ =
{
w : αa+ 2παk < argw < αb+ 2παk, k ∈ Z

}
. (2.37)

Thâ.t vâ.y, qua ánh xa. z1 = log z a’nh cu’a D sẽ là mô.t trong các băng vô

ha.n sau:

D(z1) =
{
z1 ∈ C : a+ 2kπ < Im z1 < b+ 2kπ, k ∈ Z

}
,

trong dó số nguyên k du.o.
.c xác di.nh bằng viê.c cho.n nhánh liên tu.c cu’a log z

trong góc (2.36). Qua ánh xa. z2 = αz1 th̀ı a’nh cu’a D(z1) sẽ là băng vô ha.n

D(z2) =
{
z2 ∈ C : αa+ 2kπα < Im z2 < αb + 2kπα

}

vó.i diè̂u kiê.n α(b− a) 6 2π.

Tù. dó suy ra diè̂u pha’i chú.ng minh.

2.2.7 Nhánh chı’nh h̀ınh cu’a hàm da tri.

Theo di.nh ngh̃ıa, hàm chı’nh h̀ınh f trong miè̂n D du.o.
.c go. i là mô.t nhánh

chı’nh h̀ınh cu’a hàm da tri. F (z) nếu ta. i mo.i diê’m z ∈ D giá tri. cu’a hàm f(z)

trùng vó.i mô.t trong các giá tri. cu’a F (z) ta. i diê’m ấy.

Ta sẽ gia’ i th́ıch khái niê.m nhánh chı’nh h̀ınh dối vó.i mô.t vài hàm do.n

gia’n.

Tru.́o.c hết ta xét hàm w = n
√
z trong miè̂n D = C \ {[0,∞eiα]}, trong dó

{0,∞eiα} là tia arg z = α. Ta dã thấy rà̆ng nhánh do.n tri. liên tu.c cu’a hàm
n
√
z có thê’ tách du.o.

.c trong miè̂n D nếu trong dó hàm arg z có thê’ tách các

nhánh do.n tri. liên tu.c (xem 1.5). Gia’ su.’ z0 là diê’m cố di.nh nào dó thuô.c D

và ϕ0 = arg z0 là mô.t trong các giá tri. cu’a arg z ta. i z0. Ta xét hàm

ϕ∗(z) =





arg z0, z = z0,

∆γ(z0,z)arg z, z ∈ D, z 6= z0

(2.38)
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nhu. dã làm trong 1.5. Ta ký hiê.u w∗(z) là giá tri. cu’a hàm căn n
√
z ta. i diê’m

z tu.o.ng ú.ng vó.i giá tri. ϕ∗(z) ta. i diê’m ấy. Khi dó

w∗(z) = n
√

|z|
[
cos

ϕ∗(z)

n
+ i sin

ϕ∗(z)

n

]
. (2.39)

Hiê’n nhiên, v̀ı n
√

|z| và ϕ∗(z) là nhũ.ng hàm do.n tri. liên tu.c nên w∗(z) do.n

tri. liên tu. c.

Ta chú.ng minh rằng w∗(z) là hàm chı’nh h̀ınh trong D (xem 2.2.2).

Thâ.t vâ.y, ta ký hiê.u r = |z|, ϕ = ϕ∗(z). Khi dó

Rew∗(z) = u∗(r, ϕ) = n
√
r cos

ϕ

n
,

Imw∗(z) = v∗(r, ϕ) = n
√
r sin

ϕ

n
,

và dẽ̂ dàng thấy rằng

∂u∗
∂ϕ

=
1

n
n
√
rn−1

cos
ϕ

n
,

∂v∗
∂r

=
1

n
n
√
rn−1

sin
ϕ

n
,

∂u∗
∂ϕ

= −
n
√
r

n
sin

ϕ

n
,

∂v∗
∂ϕ

=
n
√
r

n
cos

ϕ

n
·

Tù. dó suy ra

∂u∗
∂r

=
1

r

∂v∗
∂ϕ

,

1

r

∂u∗
∂ϕ

= −∂v∗
∂r

·

Dó ch́ınh là diè̂u kiê.n Cauchy - Riemann. Nhu. vâ.y hàm u và v tho’a mãn

diè̂u kiê.n Cauchy - Riemann trong D. Vı̀ u và v kha’ vi liên tu.c trong D theo

r và ϕ nên w∗(z) là mô.t nhánh chı’nh h̀ınh cu’a hàm n
√
z trong D.

Ta xét các hàm wm(z) xác di.nh bo.’ i dă’ng thú.c

wm(z) = n
√

|z|
(

cos
ϕm(z)

n
+ i sin

ϕm(z)

n

)
m = 0, 1, . . . , n− 1, (2.40)

trong dó hàm ϕm(z) du.o.
.c xác di.nh nhu. (5.8), 1.5. Khi m = 0 ta thu du.o.

.c

hàm ϕ∗(z) trong (2.38). Dẽ̂ dàng thấy rà̆ng các hàm này dè̂u là nhũ.ng nhánh

chı’nh h̀ınh cu’a hàm n
√
z.
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Tù. lý luâ.n trên dây và mu.c 1.5.3 ta có thê’ kết luâ.n rà̆ng trong miè̂n D

không chú.a diê’m z = 0 hàm da tri.
n
√
z có thê’ tách n nhánh chı’nh h̀ınh du.o.

.c

xác di.nh bo.’ i (2.40).

Cũng tu.o.ng tu.
. nhu. o.’ mu.c 5, dẽ̂ dàng chú.ng to’ rà̆ng trong miè̂n D bất

kỳ có chú.a gốc to.a dô. ta không thê’ tách nhánh chı’nh h̀ınh cu’a hàm da tri.
n
√
z.

Nếu tù. tâ.p ho.
.p các nhánh chı’nh h̀ınh cu’a hàm da tri. F (z) ta muốn tách

mô.t nhánh xác di.nh th̀ı cà̂n dă.t ra diè̂u kiê.n bô’ sung. Diè̂u kiê.n dó thông

thu.̀o.ng du.o.
.c cho bo.’ i giá tri. cu’a nhánh cà̂n tách ta. i mô. t diê’m nào dó cu’a

miè̂n D.

Vı́ du. 1. Cho hàm w = 3
√
z, D = C\R+. Hãy tách nhánh chı’nh h̀ınh wm(z)

mà wm(−1) = −1. Tı̀m giá tri. cu’a nhánh dó ta. i diê’m z = 8i.

Vı̀ wm(−1) = −1 nên ta có thê’ dă.t

ϕ0 = arg z0 = arg(−1) = 3π.

Khi dó hàm ϕm(z) là

ϕm(z) =





3π, z = −1,

∆γ(−1,z)arg z, z ∈ D, z 6= −1

và nhánh chı’nh h̀ınh cà̂n tách là

wm(z) = 3
√
|z|
(

cos
ϕm(z)

3
+ i sin

ϕm(z)

3

)
.

Giá tri. cu’a nó ta. i diê’m z = 8i bà̆ng

wm(8i) =
3
√

8
(

cos
3π − π

2
3

+ i sin
3π − π

2
3

)

= 2
(

cos
5π

6
+ i sin

5π

6

)
= −

√
3 + i.

Bây giò. ta chuyê’n sang xét viê.c tách nhánh chı’nh h̀ınh cu’a hàm lôgarit.

Cũng tu.o.ng tu.
. nhu. trên, dẽ̂ dàng chú.ng minh rà̆ng nhánh chı’nh h̀ınh cu’a
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hàm lôgarit có thê’ tách du.o.
.c trong miè̂n D nếu trong dó có thê’ tách du.o.

.c

nhánh do.n tri. liên tu.c cu’a hàm arg z.

Cũng nhu. trên, gia’ su.’ z0 là diê’m cố di.nh cu’a D = C \ [0,∞eiα] và

arg z0 = ϕ0 là mô.t trong các giá tri. cu’a Arg z0. Ta dă.t

ϕ∗(z) =





arg z0, z = z0,

∆γ(z0,z)arg z, z ∈ D, z 6= z0

và w∗(z) là giá tri. cu’a w = Ln z = ln|z|+iArg z tu.o.ng ú.ng vó.i arg z = ϕ∗(z).

Khi dó

w∗(z) = ln|z| + iϕ∗(z).

Hiê’n nhiên v̀ı trong D ca’ ln|z| lã̂n ϕ∗(z) dè̂u do.n tri. liên tu.c nên w∗(z) do.n

tri. liên tu.c trong D. Ta còn cà̂n chú.ng minh rà̆ng w∗(z) là hàm chı’nh h̀ınh

trong D (xem 2.2.3).

Dă.t

Rew∗(z) = u∗(r, ϕ) = log r,

Imw∗(z) = v∗(r, ϕ) = ϕ∗(z) = ϕ.

Khi dó
∂u∗
∂r

=
1

r
,

∂u∗
∂ϕ

= 0,
∂v∗
∂r

= 0,
∂v∗
∂ϕ

= 1.

Do dó

∂u∗
∂r

=
1

r

∂v∗
∂ϕ

,
1

r

∂u∗
∂ϕ

= −∂v∗
∂r

·

Nhu. vâ.y trong D các diè̂u kiê.n Cauchy - Riemann du.o.
.c tho’a mãn. Vı̀ u∗

và v∗ kha’ vi liên tu.c trong D nên w∗(z) là nhánh chı’nh h̀ınh cu’a w = Ln z

trong D. Cũng tu.o.ng tu.
. các hàm

wm(z) = ln|z|+ i[ϕ∗(z) + 2mπ], m = 0,±1,±2, . . .

là nhũ.ng nhánh chı’nh h̀ınh cu’a hàm lôgarit, trong dó w0(z) = w∗(z).

Cũng tu.o.ng tu.
. nhu. dối vó.i hàm căn, hàm lôgarit có thê’ tách du.o.

.c thành

các nhánh chı’nh h̀ınh trong miè̂n D bất kỳ không chú.a gốc to.a dô. z = 0,

còn nếu miè̂n D ⊃ {0} th̀ı viê.c tách dó là không thu.
.c hiê.n du.o.

.c.
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2.3 Hàm chı’nh h̀ınh và ánh xa. ba’o giác

Trong mu.c này ta sẽ làm quen vó.i su.
. mô ta’ h̀ınh ho.c dối vó.i các hàm chı’nh

h̀ınh. Cu. thê’ ho.n ta sẽ làm quen vó.i mô.t trong nhũ.ng vấn dè̂ co. ba’n cu’a

lý thuyết hàm biến phú.c là viê.c nghiên cú.u các hàm chı’nh h̀ınh bằng cách

xuất phát tù. dă.c t́ınh cu’a các ánh xa. mà các hàm dó dã thu.
.c hiê.n - go. i là

ánh xa. ba’o giác.

Bài toán co. ba’n cu’a ánh xa. ba’o giác là bài toán sau dây. Gia’ su.’ cho hai

miè̂n D và D∗. Hãy t̀ım hàm f : D → D∗ thu.
.c hiê.n ánh xa. do.n tri. mô.t -

mô.t và ba’o giác miè̂n D lên miè̂n D∗.

Tù. dó cũng sẽ na’y sinh ra nhũ.ng vấn dè̂ tò̂n ta. i và duy nhất dối vó.i hàm

f mà ta sẽ nghiên cú.u kỹ trong chu.o.ng VII.

2.3.1 Ý ngh̃ıa h̀ınh ho.c cu’a acgumen cu’a da.o hàm

Gia’ su.’ hàm w = f(z) ∈ H(D), f ′(z0) 6= 0, z0 ∈ D. Khi dó, theo di.nh ngh̃ıa,

ta có:

f ′(z0) = lim
∆z→0

∆w

∆z
= Aeiα, A 6= 0 (2.41)

và tù. dó suy ra

lim
∆z→0

(
arg

∆w

∆z

)
= α = arg f ′(z0). (2.42)

Gia’ su.’ γ = γ(t), t ∈ [a, b] là cung tro.n Jordan di qua diê’m z0. Ta. i diê’m

z0 = z0(t0) ta có γ′(t0) 6= 0.

A’nh cu’a γ qua ánh xa. w = f(z) là cung Γ = f(γ) di qua diê’m w0. Cung

dó có phu.o.ng tr̀ınh là w = f [γ(t)], t ∈ [a, b].

Theo quy tá̆c vi phân hàm ho.
.p, ta có:

w′ = f ′(γ(t0))γ
′(t0) 6= 0. (2.43)

Tù. hê. thú.c (2.43) suy ra rà̆ng Γ có tiếp tuyến ta. i diê’m w0 và

arg f ′(z0) = argw′(t0) − arg γ′(t0)(mod 2π). (2.44)
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Nhu. vâ.y, vè̂ mă.t h̀ınh ho.c, arg f ′(z0) bà̆ng góc quay cu’a cung γ ta. i diê’m

z0 qua ánh xa. f(z).

Nếu hai du.̀o.ng cong có tiếp tuyến γ1 và γ2 giao nhau ta. i diê’m z0 th̀ı qua

ánh xa. w = f(z) tiếp tuyến cu’a nhũ.ng du.̀o.ng cong này sẽ quay mô.t góc

nhu. nhau và bà̆ng arg f ′(z0). Do dó nếu góc giũ.a γ1 và γ2 bà̆ng ϕ(γ1, γ2) th̀ı

góc ϕ(Γ1,Γ2) giũ.a các a’nh Γ1 = f(γ1) và Γ2 = f(γ2) cũng sẽ bằng ϕ(γ1, γ2).

Nhu. vâ.y, vè̂ dô. ló.n và hu.́o.ng góc giũ.a hai du.̀o.ng cong cá̆t nhau ta. i mô. t

diê’m là bằng góc giũ.a các du.̀o.ng cong a’nh tu.o.ng ú.ng cu’a chúng qua ánh xa.
w = f(z), f ′(z0) 6= 0.

D- i.nh ngh̃ıa 2.3.1. Gia’ su.’ γ1 và γ2 là hai du.̀o.ng cong di qua diê’m vô cùng

z = ∞. Khi dó góc giũ.a các a’nh cu’a γ1 và γ2 qua ánh xa. ζ =
1

z
ta. i diê’m

ζ = 0 du.o.
.c go. i là góc giũ.a hai du.̀o.ng cong γ1 và γ2 ta. i z = ∞.

Vı́ du. 1. Gia’ su.’ hai tia γ1 và γ2 xuất phát tù. diê’m hũ.u ha.n z0. Khi dó góc

giũ.a γ1 và γ2 ta. i diê’m z = ∞ bà̆ng góc giũ.a hai tia dó ta. i diê’m z0 vó.i dấu

ngu.o.
.c la. i.

Dê’ do.n gia’n, ta dă.t z0 = 0. Gia’ su.’

arg z
∣∣
z∈γi

= ϕi, i = 1, 2.

Khi dó góc giũ.a γ1 và γ2 (theo hu.́o.ng tù. γ1 dến γ2) ta. i diê’m z = 0 là

bà̆ng α = ϕ2 − ϕ1. A’ nh cu’a các tia γ1 và γ2 qua ánh xa. ζ = 1/z là γ̃1

và γ̃2 và arg ζ
∣∣
ζ∈γ̃i

= −ϕi. Do dó góc giũ.a γ̃1 và γ̃2 ta. i diê’m ζ = 0 bà̆ng

(−ϕ2) − (−ϕ1) = −α và theo di.nh ngh̃ıa 2.3.1 góc giũ.a hai tia γ1 và γ2 ta. i

diê’m ∞ bà̆ng −α.

Bây giò. ta nêu ra mô.t số diè̂u kiê.n du’ vè̂ su.
. ba’o toàn góc ta. i diê’m z0 qua

ánh xa. w = f(z) liên tu.c ta. i lân câ.n diê’m z0 khi z0 = ∞ hay khi f(z0) = ∞.

1. Gia’ su.’ z0 = ∞ và f(z0) 6= ∞. Hàm ζ = 1/z ánh xa. các du.̀o.ng cong

xuất phát tù. diê’m z0 = ∞ thành các du.̀o.ng cong xuất phát tù. diê’m ζ = 0.

Do dó, dê’ có su.
. ba’o toàn các góc ta. i diê’m z0 = ∞ qua ánh xa. w = f(z) chı’

cà̂n các góc ta. i diê’m ζ = 0 du.o.
.c ba’o toàn qua ánh xa. w = f

(
1
ζ

)
. Và dê’
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du.o.
.c diè̂u dó ta chı’ cà̂n có su.

. tò̂n ta. i da.o hàm khác 0 cu’a hàm f(1/ζ) ta. i

diê’m ζ = 0, tú.c là

lim
ζ→0

f(1/ζ) − f(∞)

ζ − 0
= lim

z→0
[z(f(z) − f(∞))] 6= 0.

2. Gia’ su.’ z0 6= ∞ còn f(z0) = ∞. Trong tru.̀o.ng ho.
.p này các du.̀o.ng

cong xuất phát tù. diê’m z0 du.o.
.c ánh xa. thành các du.̀o.ng cong di qua diê’m

w = ∞. Do dó dê’ các góc ta. i diê’m z0 ba’o toàn qua ánh xa. f(z) diè̂u kiê.n du’

là các góc ta. i diê’m z0 du.o.
.c ba’o toàn qua ánh xa. ζ =

1

w
=

1

f(z)
. Và dê’ có

diè̂u dó, diè̂u kiê.n du’ là tò̂n ta. i gió.i ha.n hũ.u ha.n sau dây:

lim
z→z0

1

f(z)
− 1

f(z0)

z − z0
= lim

z→z0

1

f(z)(z − z0)
6= 0.

3. Bây giò. gia’ su.’ z0 = ∞ và f(z0) = ∞. Dê’ ba’o toàn các góc ta. i diê’m

z0 = ∞ qua ánh xa. w = f(z) diè̂u kiê.n du’ là các góc ta. i diê’m ζ0 =
1

z0
= 0

ba’o toàn qua ánh xa. ζ =
1

f
(1

ζ

) . Và dê’ có diè̂u dó, diè̂u kiê.n du’ là tò̂n ta. i

gió.i ha.n hũ.u ha.n

lim
ζ→0

1/f(1/ζ) − 1/f(∞)

ζ − 0
= lim

z→∞

z

f(z)
6= 0.

2.3.2 Ý ngh̃ıa h̀ınh ho.c cu’a môdun da.o hàm

Bây giò. tù. diê’m z0 ∈ D ta ke’ tia theo hu.́o.ng vecto. do.n vi. ~s và lấy trên tia

dó diê’m z. Ta lâ.p ty’ số khoa’ng cách giũ.a các a’nh f(z0) và f(z) vó.i khoa’ng

cách giũ.a các diê’m z0 và z.

Gió.i ha.n cu’a ty’ số này khi z dà̂n dến z0 theo tia du.o.
.c go. i là hê. số co

giãn cu’a ánh xa. f ta. i diê’m z0 theo hu.́o.ng vecto. ~s và ký hiê.u là m~s
f(z0). Nếu

z = z0 + ~st, 0 < t <∞ th̀ı

m~s
f(z0) = lim

t→0

|f(z0 + ~st)− f(z0)|
|~st| = |f ′(z0)|.
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Nhu. vâ.y, nếu hàm f kha’ vi ta. i diê’m z0 th̀ı dô. co giãn tuyến t́ınh ta. i diê’m

z0 theo hu.́o.ng ~s qua ánh xa. f , f ′(z0) 6= 0 là bà̆ng |f ′(z0)|, (m~s
f(z0) = |f ′(z)0)|)

và không phu. thuô. c vào hu.́o.ng ~s.

Bây giò. gia’ su.’ γ là du.̀o.ng cong Jordan nhu. trong 1. và Γ = f(γ) là a’nh

cu’a nó.

|dz0| = (dx2
0 + dy2

0)
1/2dt = ds0,

|dw0| = (du2
0 + dv2

0)
1/2dt = dσ0

là nhũ.ng yếu tố dô. dài là̂n lu.o.
.t cu’a γ và Γ ta. i các diê’m z0 và w0 tu.o.ng ú.ng

nên

|f ′(z0)| =
dσ0

ds0
· (2.45)

Hê. thú.c (2.45) chú.ng to’ rà̆ng qua ánh xa. w = f(z) hê. số co giãn tuyến t́ınh

ta. i diê’m z0 cu’a mô.t cung γ bất kỳ di qua diê’m dó không phu. thuô. c vào da.ng

và hu.́o.ng cu’a γ.

2.3.3 Ánh xa. ba’o giác

Bây giò. ta có thê’ phát biê’u di.nh ngh̃ıa ánh xa. ba’o giác.

D- i.nh ngh̃ıa 2.3.2. Ánh xa. tôpô

w = f(z) = u(z) + iv(z),

biến miè̂n D cu’a mă. t phă’ng phú.c (z) lên miè̂n D∗ cu’a mă.t phă’ng phú.c (w)

du.o.
.c go. i là ánh xa. ba’o giác trong miè̂n D nếu ta. i mõ̂i diê’m z ∈ D, góc giũ.a

các du.̀o.ng cong du.o.
.c ba’o toàn (ca’ vè̂ dô. ló.n và hu.́o.ng) và dô. co giãn là dè̂u.

Tù. 2.3.1 và 2.3.2 ta có thê’ phát biê’u nhũ.ng diè̂u kiê.n mà hàm biến phú.c

cà̂n tho’a mãn dê’ nó là ánh xa. ba’o giác.

D- i.nh lý 2.3.1. Gia’ su.’ ánh xa. tôpô w = f(z) chı’nh h̀ınh trong miè̂n D và

f ′(z) 6= 0, ∀ z ∈ D. Khi dó ánh xa. w = f(z) ba’o giác trong miè̂n D.
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Chú.ng minh. Vı̀ f ′(z) 6= 0, ∀ z ∈ D nên dô. co giãn là dè̂u qua ánh xa. dó.

Ta cà̂n chú.ng minh rà̆ng góc giũ.a các du.̀o.ng cong du.o.
.c ba’o toàn qua ánh

xa. dó. Thâ. t vâ.y, gia’ su.’ z0 là diê’m tùy ý thuô.c D, γ1 và γ2 là hai cung tro.n

Jordan xuất phát tù. z0, o.’ dây γ1 : z = z1(t), t ∈ [a, b], z0 = z1(t0), z
′
1(t0) 6= 0

và γ2 : z = z2(τ ), τ ∈ [a2, b2], z2 = z2(τ0), z
′
2(τ0) 6= 0, và góc giũ.a γ1 và

γ2 là ϕ(γ1, γ2). Ta ký hiê.u a’nh cu’a γ1 và γ2 tu.o.ng ú.ng qua ánh xa. f là

Γ1 = f(γ1), Γ2 = f(γ2). Hai cung Γ1 và Γ2 dè̂u di qua diê’m w0 = f(z0) và có

phu.o.ng tr̀ınh tu.o.ng ú.ng là w1(t) = f [z1(t)], z1(t0) = z0 và w2(τ ) = f [z2(τ )],

z2(τ0) = z0. Theo gia’ thiết ta có w′
1(t0) 6= 0 và w′

2(τ0) 6= 0. Diè̂u dó chú.ng

to’ rà̆ng ta. i diê’m w0 = f(z0) hai cung Γ1 và Γ2 có tiếp tuyến. Ta ký hiê.u góc

giũ.a các a’nh Γ1 và Γ2 là ϕ(Γ1,Γ2). Trên co. so.’ (2.45) ta có

arg f(z0) = argw1(t0) − arg z′1(t0)(mod 2π),
(2.46)

arg f(z0) = argw2(τ0) − arg z2(τ0)(mod 2π).

Tù. (2.46) suy ra rà̆ng vó.i su.
. sai khác số ha.ng 2kπ ta có

argw′
1(t0) − argw′

1(τ0) = arg z′1(t0) − arg z′2(τ0)

hay là

ϕ(Γ1,Γ2) = ϕ(γ1, γ2).

Tù. di.nh lý vù.a chú.ng minh suy ra rằng t́ınh chı’nh h̀ınh và da. o hàm khác

không là diè̂u kiê.n du’ dê’ hàm f là ánh xa. ba’o giác. Diè̂u dó du.o.
.c luâ.n chú.ng

trong di.nh lý sau dây.

D- i.nh lý 2.3.2. Gia’ su.’ hàm w = f(z) thu.
.c hiê.n ánh xa. ba’o giác miè̂n D

lên miè̂n D∗. Khi dó hàm f ∈ H(D) và f ′(z) 6= 0 vó.i mo. i z ∈ D.

Chú.ng minh. Dă.t ∆w = ∆f = f(z + ∆z) − f(z), ∀ z, z + ∆z ∈ D. Theo

diè̂u kiê.n cu’a di.nh lý, f là ba’o giác nên ta. i diê’m z0 ∈ D bất kỳ ánh xa.
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w = f(z) có t́ınh chất ba’o toàn góc và dô. co giãn dè̂u. Do dó vó.i mo.i z1, z2

thuô.c lân câ.n cu’a z0, vó.i su.
. sai khác da. i lu.o.

.ng vô cùng bé, ta có:

a) arg ∆w2 − arg ∆w1 = arg ∆z2 − arg∆z1

và do dó

arg
∆w2

∆z2
= arg

∆w1

∆z1
= α, (2.47)

b)

∣∣∣∆w2

∆z2

∣∣∣ =
∣∣∣∆w1

∆z1

∣∣∣ = A 6= 0, (2.48)

trong dó

∆z1 = z1 − z0, ∆z2 = z2 − z0,

∆w1 = f(z1) − f(z0), ∆w2 = f(z2) − f(z0).

Tù. hê. thú.c (2.47), (2.48), vó.i su.
. sai khác da.i lu.o.

.ng vô cùng bé, ta có

∆w2

∆z2
=

∆w1

∆z1
= A · eiα. (2.49)

Vı̀ z1, z2 là nhũ.ng diê’m tùy ý trong lân câ.n diê’m z0 nên hê. thú.c (2.49)

chú.ng to’ tò̂n ta. i

lim
∆z→0

∆w

∆z

và do dó tò̂n ta. i da.o hàm f ′(z0). Vı̀ A 6= 0 nên

lim
∆z→0

∆w

∆z
= f ′(z0) 6= 0.

Vı̀ z0 là diê’m tùy ý thuô. c D, nên f chı’nh h̀ınh trong D.

2.3.4 Ánh xa. liên tu. c và ánh xa. chı’nh h̀ınh

Tù. các mu.c 2.3.1 - 2.3.3 cu’a tiết này, ta thấy rà̆ng ánh xa. chı’nh h̀ınh vó.i

da.o hàm khác 0 du.o.
.c dă.c tru.ng bo.’ i hai t́ınh chất
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1. Tı́nh chất ba’o toàn góc;

2. Dô. co giãn dè̂u.

Mô.t bài toán du.o.
.c dă.t ra tu.

. nhiên là:

I) Mo.i ánh xa. liên tu.c

w = u+ iv (2.50)

có t́ınh chất ba’o toàn góc có pha’ i d̂èu là chı’nh h̀ınh không ? (Nói cách khác:

t́ınh chất ba’o toàn góc có kéo theo su.
. co giãn dè̂u không ?)

Hoă.c bài toán tu.o.ng tu.
.:

II) Mo. i ánh xa. liên tu.c có dô. co giãn dè̂u có pha’ i là chı’nh h̀ınh hay không ?

Ca’ hai vấn dè̂ trên dây dè̂u có lò.i gia’ i ho.
.p lý nếu ngay tù. dà̂u ta gia’ thiết

rà̆ng dối vó.i ánh xa. dã cho (2.50) các hàm u và v dè̂u có da.o hàm riêng liên

tu.c.

D- i.nh lý 2.3.3. Gia’ su.’ phà̂n thu.
.c u(z) và phà̂n a’o v(z) cu’a ánh xa. f(z) =

u(z) + iv(z) có các da. o hàm riêng cấp mô. t liên tu. c và ánh xa. f(z) có t́ınh

chất ba’o toàn góc ta. i mo. i diê’m z ∈ D. Khi dó f ∈ H(D) và f ′(z) 6= 0.

Chú.ng minh. Ta có

lim
∆z→0

∆w

∆z
=
∂f

∂z
+
∂f

∂z
e−2iϕ,

trong dó ϕ = lim
∆z→0

arg∆z.

Theo diè̂u kiê.n cu’a di.nh lý, khi cố di.nh z th̀ı arg
(

lim
∆z→0

∆w

∆z

)
không phu.

thuô. c vào ϕ nên

∂w

∂z
= 0.

D- i.nh ngh̃ıa 2.3.3. Ánh xa. R2 - kha’ vi f du.o.
.c go. i là pha’n chı’nh h̀ınh (dối

chı’nh h̀ınh) trong miè̂n D nếu

∂f

∂z
= 0

ta. i mo.i diê’m z ∈ D.
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Hiê’n nhiên rằng nếu f ∈ H(D) th̀ı hàm f là pha’n chı’nh h̀ınh trong D.

D- i.nh lý 2.3.4. Gia’ su.’ u(z) và v(z) có các da. o hàm riêng cấp 1 liên tu. c trong

miè̂n D và ta. i mo. i diê’m z ∈ D nó có dô. co giãn dè̂u, tú.c là
∣∣∣ lim ∆w

∆z

∣∣∣ 6= 0

không phu. thuô. c vào ϕ. Khi dó ánh xa. w = f = u + iv là chı’nh h̀ınh hoă. c

pha’n chı’nh h̀ınh.

Chú.ng minh. Tù. hê. thú.c (2.7) ta có

∣∣∣ lim ∆w

∆z

∣∣∣
2

=
∣∣∣∂w
∂z

∣∣∣
2

+
∣∣∣∂w
∂z

∣∣∣
2

+ 2Re
{∂w
∂z

· ∂w
∂z

e2iϕ
}
.

Tù. diè̂u kiê.n cu’a di.nh lý ta rút ra

∂w

∂z
· ∂w
∂z

= 0.

Ta sẽ chú.ng minh rằng hoă. c
∂w

∂z
= 0, ∀ z ∈ D hoă. c

∂w

∂z
= 0, ∀ z ∈ D.

Thâ.t vâ.y, nếu ca’ hai hê. thú.c vù.a nói dò̂ng thò.i du.o.
.c tho’a mãn ta. i mô. t

diê’m nào dó thuô.c D th̀ı các da.o hàm riêng cu’a f theo x và y dè̂u bà̆ng 0 ta. i

diê’m dó. Nhu.ng diè̂u dó không thê’ xa’y ra do diè̂u kiê.n cu’a di.nh lý. Vı̀ các

hàm
∂f

∂z
và

∂f

∂z
dè̂u liên tu.c nên các tâ.p ho.

.p

E1 =
{
z ∈ D :

∂w

∂z
= 0
}
, E2 =

{
z ∈ D :

∂w

∂z
= 0
}

dè̂u là nhũ.ng tâ.p ho.
.p dóng trong D. Nhu. vâ.y miè̂n D là ho.

.p cu’a hai tâ.p

ho.
.p dóng không giao nhau E1 và E2. Do D liên thông nên mô.t trong hai

tâ.p ho.
.p này pha’i là tâ.p ho.

.p trống.

Trong tru.̀o.ng ho.
.p nếu xét ánh xa. liên tu.c tùy ý nào dó th̀ı hai vấn dè̂

dă.t ra trên dây sẽ tro.’ nên rất khó khăn. Tuy nhiên, bằng cách ú.ng du.ng các

phu.o.ng pháp cu’a lý thuyết hàm biến thu.
.c dối vó.i bài toán I, D. Menchoff 1

dã chú.ng minh du.o.
.c rà̆ng

1D. Menchoff, Sur la représentation conforme des domaines planes, Math. Ann. 1926.
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Nếu ánh xa. do.n diê. p liên tu. c w = f(z) có t́ınh chất ba’o toàn góc th̀ı f(z)

là hàm chı’nh h̀ınh.

Thế nhu.ng dến nay ngu.̀o.i ta chu.a rõ t́ınh do.n diê.p trong phép chú.ng

minh di.nh lý trên cà̂n thiết dến mú.c nào. Còn dối vó.i bài toán II th̀ı nó dã

du.o.
.c gia’ i quyết tro.n ve.n. H. Bohr 2 dã chú.ng minh du.o.

.c rà̆ng

Nếu ánh xa. do.n diê. p liên tu. c w = f(z) có dô. co giãn dè̂u ta. i mo. i diê’m

z ∈ D th̀ı hoă. c f(z) là hàm chı’nh h̀ınh hoă. c f(z) là pha’n chı’nh h̀ınh.

O
.’ dây, gia’ thiết “do.n diê.p” dóng vai trò cốt yếu. Thâ.t vâ.y, xét v́ı du.

hàm

f(z) =




z khi Im z > 0,

z khi Im z 6 0.

Hàm f(z) liên tu.c trên C nhu.ng không do.n diê.p. Hàm f(z) có dô. co giãn

dè̂u v̀ı rằng

lim
∣∣∣∆w
∆z

∣∣∣ = lim
∣∣∣∆z
∆z

∣∣∣ = 1 khi Im z > 0,

lim
∣∣∣∆w
∆z

∣∣∣ = lim
∣∣∣∆z
∆z

∣∣∣ = 1 khi Im z 6 0.

Thế nhu.ng f(z) không chı’nh h̀ınh và cũng không pha’n chı’nh h̀ınh trong

mă.t phă’ng phú.c (z).

2.4 Các dă’ng cấu so. cấp

Gia’ su.’ D là miè̂n cu’a mă.t phă’ng biến phú.c z, D∗ là miè̂n cu’a mă.t phă’ng

biến phú.c w. Theo di.nh ngh̃ıa, phép dò̂ng phôi f : D → D∗ du.o.
.c go. i là mô. t

phép dă’ng cấu nếu ca’ ánh xa. f lã̂n ánh xa. ngu.o.
.c f−1 dè̂u chı’nh h̀ınh. Phép

dă’ng cấu miè̂n D lên ch́ınh nó du.o.
.c go. i là phép tu.

. dă’ng cấu.

Vè̂ sau ánh xa. ba’o giác (do.n diê.p) f biến miè̂n D lên miè̂n D∗ còn du.o.
.c

go. i là dă’ng cấu (ba’o giác), còn D và D∗ du.o.
.c go. i là nhũ.ng miè̂n dă’ng cấu

2H. Bohr, Über streckentreue und conforme Abbildung, Math. z., 1918, s, 403
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vó.i nhau. Trong mu.c này ta sẽ tr̀ınh bày các dă’ng cấu do.n gia’n nhất thu.
.c

hiê.n bo.’ i các hàm so. cấp hoă.c tô’ ho.
.p cu’a các hàm ấy cùng mô.t v́ı du. d̂e’ tiê.n

làm quen vó.i cách gia’ i bài toán t̀ım các dă’ng cấu biến miè̂n này lên miè̂n kia.

Dò̂ng thò.i thông qua viê.c tr̀ınh bày dó, chúng tôi muốn di dến mô.t kết luâ.n

là: quá tr̀ınh gia’ i bài toán t̀ım dă’ng cấu biến mô.t miè̂n cho tru.́o.c lên miè̂n

khác du.o.
.c tiến hành gà̂n giống nhu. quá tr̀ınh t̀ım nguyên hàm cu’a mô.t hàm

cho tru.́o.c mà o.’ dây các ánh xa. so. cấp sẽ du.o.
.c tr̀ınh bày có vai trò nhu. mô. t

“ba’ng t́ıch phân co. ba’n”.

Khi gia’ i các bài toán ánh xa. ba’o giác ta thu.̀o.ng su.’ du. ng hai t́ınh chất

sau dây cu’a ánh xa. ba’o giác (sẽ du.o.
.c tr̀ınh bày kỹ trong 7.1):

(i) Ánh xa. ngu.o.
.c vó.i ánh xa. ba’o giác là ánh xa. ba’o giác.

(ii) Ho.
.p cu’a hai ánh xa. ba’o giác là ánh xa. ba’o giác.

2.4.1 D- ă’ng cấu phân tuyến t́ınh

Ánh xa. phân tuyến t́ınh dã du.o.
.c dè̂ câ.p dến trong chu.o.ng I. O

.’ dây, ta sẽ

tr̀ınh bày các t́ınh chất co. ba’n nhất cu’a ánh xa. dó.

Ánh xa. phân tuyến t́ınh du.o.
.c xác di.nh bo.’ i hê. thú.c

w =
az + b

cz + d
, ad− bc 6= 0, (2.51)

trong dó a, b, c, d là các số phú.c.

Vó.i diè̂u kiê.n ad − bc 6= 0 ta có w 6≡ const. Trong công thú.c (2.51) nếu

c = 0 còn d 6= 0 th̀ı

w =
a

d
z +

b

d
= ãz + b̃.

Dó là mô.t hàm nguyên.

D- i.nh lý 2.4.1. Ánh xa. phân tuyến t́ınh (2.51) là mô. t phép dò̂ng phôi biến

C lên C.

Chú.ng minh. 1. Tru.̀o.ng ho.
.p c = 0 là hiê’n nhiên.
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2. Ta xét tru.̀o.ng ho.
.p c 6= 0. Gia’ i phu.o.ng tr̀ınh (2.51) dối vó.i z ta có

z =
dw − b

−cw + a
, ad− bc 6= 0. (2.52)

Dó là hàm ngu.o.
.c cu’a (2.51). Ánh xa. (2.52) do.n tri. trong mă.t phă’ng C và

là ánh xa. phân tuyến t́ınh. Do dó (2.51) do.n tri. mô. t - mô.t trên C.

Tı́nh liên tu.c cu’a (2.51) ta. i các diê’m z 6= −d
c
, ∞ là hiê’n nhiên. Bà̆ng

cách dă.t

w(∞) =
a

c
, w

(
− d

c

)
= ∞

ta thấy rằng (2.51) liên tu.c trên C. Di.nh lý du.o.
.c chú.ng minh.

D- i.nh lý 2.4.2. Ánh xa. phân tuyến t́ınh ba’o giác khắp no.i trên C.

Chú.ng minh. 1. Dối vó.i z 6= −d/c, ∞ t́ınh ba’o giác du.o.
.c suy tù. chõ̂ là ta. i

các diê’m ấy

dw

dz
=

ad− bc

(cz + d)2
6= 0.

2. Bây giò. gia’ su.’ hai du.̀o.ng cong γ1 và γ2 di qua diê’m z = −d/c và α là

góc giũ.a γ1 và γ2 ta. i diê’m ấy. Tù. 2.3.1 suy ra rà̆ng góc giũ.a các a’nh γ∗1 và

γ∗2 cu’a γ1 và γ2 tu.o.ng ú.ng qua ánh xa. (2.51) ta. i diê’m w = ∞ (tu.o.ng ú.ng

vó.i z = −d/c) là bà̆ng α v̀ı

lim
z→−d/c

1

az + b

cz + d
(z + d/c)

= lim
z→−d/c

c

az + b
6= 0.

Tru.̀o.ng ho.
.p z = ∞ cũng du.o.

.c chú.ng minh tu.o.ng tu.
..

D- i.nh ngh̃ıa 2.4.1. Ánh xa. phân tuyến t́ınh biến miè̂n D lên miè̂n D∗ du.o.
.c

go. i là dă’ng cấu phân tuyến t́ınh, còn các miè̂n D và D∗ du.o.
.c go. i là nhũ.ng

miè̂n dă’ng cấu phân tuyến t́ınh vó.i nhau.
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D- i.nh lý 2.4.3. Tâ. p ho.
.p mo. i dă’ng cấu phân tuyến t́ınh lâ. p thành mô. t nhóm,

ngh̃ıa là

1. Ho.
.p (t́ıch) các dă’ng cấu phân tuyến t́ınh là dă’ng cấu phân tuyến t́ınh.

2. Ánh xa. ngu.o.
.c cu’a dă’ng cấu phân tuyến t́ınh là dă’ng cấu phân tuyến

t́ınh.

Chú.ng minh. Diè̂u khă’ng di.nh 2) là hiê’n nhiên.

Ta chú.ng minh 1). Gia’ su.’

ζ =
a1z + b1
c1z + d1

, a1d1 − b1c1 6= 0,

w =
a2ζ + b2
c2ζ + d2

, a2d2 − b2c2 6= 0.

Khi dó

w =
a2
a1z + b1
c1z + d1

+ b2

c2
a1z + b1
c1z + d1

+ d2

=
(a1a2 + c1b2)z + (b1a2 + d1b2)

(a1c2 + c1d2)z + (b1c2 + d1d2)
=
az + b

cz + d
,

trong dó ad− bc = (a1d1 − b1c1)(a2d2 − b2c2) 6= 0.

Nhâ. n xét. Hiê’n nhiên rà̆ng nhóm các dă’ng cấu phân tuyến t́ınh là nhóm

không giao hoán. Thâ.t vâ.y, gia’ su.’ w(z) =
1

z
, ϕ(z) = z + 1.

Khi dó

w(ϕ(z)) =
1

z + 1
, ϕ(w(z)) =

1

z
+ 1.

Do dó

w(ϕ(z)) 6= ϕ(w(z)).

Vı̀ qua phép chiếu nô’i ca’ du.̀o.ng thă’ng lã̂n du.̀o.ng tròn trên C dè̂u tu.o.ng

ú.ng vó.i du.̀o.ng tròn trên mă.t cà̂u Riemann nên ta có thê’ quy u.́o.c go. i du.̀o.ng
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thă’ng hay du.̀o.ng tròn trên mă.t phă’ng phú.c dè̂u là “du.̀o.ng tròn” trên C (ta

xem du.̀o.ng thă’ng trên C là du.̀o.ng tròn trên C di qua diê’m ∞), và go. i h̀ınh

tròn, phà̂n ngoài h̀ınh tròn và nu.’ a mă.t phă’ng (h̀ınh tròn vó.i bán ḱınh vô

cùng) d̂èu là “h̀ınh tròn” trên C.

S(a,R) =
{
|z − a| < R

}
– h̀ınh tròn,

S∗(a,R) =
{
|z − a| > R

}
– phà̂n ngoài h̀ınh tròn,

P (R,ϕ) =
{
z ∈ C : Re(e−iϕz) > R

}
là nu.’ a mă.t phă’ng.

Thâ. t vâ.y, dă.t e
+iϕ = cosϕ+ i sinϕ, z = x+ iy, ta có

P (R,ϕ) = {(x, y) ∈ R2 : x cosϕ+ y sinϕ > R}.

Dó là nu.’ a mă.t phă’ng;

D- i.nh lý 2.4.4. Dă’ng cấu phân tuyến t́ınh bất kỳ biến “h̀ınh tròn” (“du.̀o.ng

tròn”) thành “h̀ınh tròn” (tu.o.ng ú.ng thành “du.̀o.ng tròn”).

Nói cách khác: “h̀ınh tròn” và “du.̀o.ng tròn” dè̂u là bất biến cu’a nhóm

các dă’ng cấu phân tuyến t́ınh.

Chú.ng minh. Ánh xa. phân tuyến t́ınh có thê’ biê’u diẽ̂n du.́o.i da.ng ho.
.p cu’a

các ánh xa.:

w =
a

c
+
bc− ad

c2
ξ; ξ =

1

ζ
; ζ = z +

d

c
,

trong dó có hai ánh xa. tuyến t́ınh và ánh xa. ξ = 1/ζ. Dối vó.i các ánh xa.

tuyến t́ınh di.nh lý 2.4.4 là hiê’n nhiên. Ta chı’ cà̂n xét phép nghi.ch da’o w =
1

z
.

1. Ta xét tru.̀o.ng ho.
.p h̀ınh tròn S(a,R). A’nh cu’a nó sẽ là

∣∣∣ 1
w

− a
∣∣∣ < R, |1 − aw| < R|w|, |1 − aw|2 < R2|w|2

⇒ 1 − 2Re(aw) + |a2||w|2 < R2|w|2.

Tiếp theo ta xét ba tru.̀o.ng ho.
.p sau
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a) |a| > R. Ta có

(|a|2 −R2)|w|2 − 2Re(aw) + 1 < 0

⇒|w|2 − 2Re
aw

|a|2 −R2
+

|a|2

(|a|2 −R2)2

<
|a|2

(|a|2 −R2)2
− 1

|a|2 −R2

⇒
∣∣∣w − a

|a|2 −R2

∣∣∣
2

<
R2

(|a|2 −R2)2

⇒
∣∣∣w − a

|a|2 −R2

∣∣∣ < R

|a|2 −R2
·

Dó là h̀ınh tròn.

b) Gia’ su.’ |a| < R. Tu.o.ng tu.
. nhu. trên ta có

∣∣∣w − a

|a|2 −R2

∣∣∣ > R

R2 − |a|2 ·

c) Gia’ su.’ |a| = R. Dă. t a = |a|eiϕ, ϕ = arg a, ta có:

Re(aw) >
1

2
⇒ Re(eiϕw) >

1

2|a| ·

Dó là nu.’ a mă.t phă’ng.

2. Dối vó.i phà̂n ngoài h̀ınh tròn A∗(a,R) di.nh lý du.o.
.c xét tu.o.ng tu.

..

3. Bây giò. ta xét phép ánh xa. nu.’ a mă.t phă’ng Re(e−iϕz) > −R, R > 0.

A’nh cu’a nó sẽ là

Re
(
e−iϕ

1

w

)
> −R⇒ Re

(
e−iϕ

w

|w|2
)
> −R

⇒ Re(eiϕw) > −R|w|2,

và do dó

2R|w|2 + 2Re(eiϕw) > 0

⇒|w|2 + 2Re
(eiϕ

2R
w
)

+
1

4R2
>

1

4R2

⇒
∣∣∣w +

e−iϕ

2R

∣∣∣
2

>
1

4R2
,
∣∣∣w +

e−iϕ

2R

∣∣∣ > 1

2R
·
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Dó là phà̂n ngoài h̀ınh tròn. Phép ánh xa. nu.’ a mă.t phă’ng Re(e−iϕz) > R > 0

du.o.
.c xét tu.o.ng tu.

..

Nhâ. n xét 2.4.1. Trong mo.i tru.̀o.ng ho.
.p, diê’m a du.o.

.c ánh xa. thành diê’m 1/a.

Diê’m này thuô.c a’nh h̀ınh tròn S(a,R) cùng vó.i mô.t lân câ.n nào dó cu’a nó.

D- i.nh lý 2.4.5. Ánh xa. phân tuyến t́ınh biến miè̂n thành miè̂n.

Chú.ng minh. Gia’ su.’ B là miè̂n, w = ϕ(z) là ánh xa. phân tuyến t́ınh, D =

ϕ(B).

1. Chú.ng minh D là tâ.p ho.
.p mo.’ . Vó.i mo.i w0 ∈ D, tò̂n ta. i duy nhất

diê’m z0 ∈ B sao cho ϕ(z0) = w0. Gia’ su.’ U(z0) ⊂ B là lân câ.n cu’a diê’m z0

(h̀ınh tròn vó.i tâm z0 nếu z0 6= ∞ hoă. c phà̂n ngoài h̀ınh tròn nếu z0 = ∞).

Khi dó theo di.nh lý 2.4.4 ta có ϕ(U(z0)) là “h̀ınh tròn” chú.a diê’m w0 cùng

vó.i mô.t lân câ.n nào dó cu’a nó. Nhu. vâ.y w0 là diê’m trong cu’a D và do dó

D là tâ.p ho.
.p mo.’ .

2. Chú.ng minh D là tâ.p ho.
.p liên thông. Vı̀ B là tâ.p liên thông nên tù.

di.nh lý 2.4.1 suy ra rằng D là tâ.p ho.
.p liên thông.

Nhu. vâ.y D là tâ.p ho.
.p mo.’ liên thông, ngh̃ıa là: D là mô.t miè̂n.

Di.nh lý 2.4.1, 2.4.2 và 2.4.4 là nhũ.ng t́ınh chất dă.c tru.ng cu’a ánh xa.
phân tuyến t́ınh.

Ngoài t́ınh ba’o giác và ba’o toàn du.̀o.ng tròn, nhóm các dă’ng cấu phân

tuyến t́ınh còn có nhũ.ng bất biến khác nũ.a.

Dă’ng cấu phân tuyến t́ınh (2.51) chú.a ba tham số phú.c là ty’ số cu’a ba

trong bốn hê. số a, b, c, d vó.i hê. số thú. tu. (6= 0). Các tham số này du.o.
.c xác

di.nh do.n tri. bo.’ i diè̂u kiê.n: ba diê’m cho tru.́o.c z1, z2, z3 cu’a mă.t phă’ng phú.c

(z) biến thành ba diê’m w1, w2, w3 cu’a mă.t phă’ng phú.c (w). Diè̂u dó du.o.
.c

suy ra tù. di.nh lý sau dây.

D- i.nh lý 2.4.6. Tò̂n ta. i dă’ng cấu phân tuyến t́ınh duy nhất biến ba diê’m

khác nhau z1, z2, z3 ∈ C thành ba diê’m khác nhau w1, w2, w3 ∈ C tu.o.ng ú.ng.

Dă’ng cấu dó du.o.
.c xác di.nh theo công thú.c

w −w1

w −w2
· w3 −w2

w3 −w1
=
z − z1

z − z2
· z3 − z2

z3 − z1
· (2.53)
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Chú.ng minh. 1.Tı́nh duy nhất. Gia’ su.’ ta có hai dă’ng cấu w1(z) và w2(z)

tho’a mãn các diè̂u kiê.n cu’a di.nh lý. Gia’ su.’ ζ2(w) là ánh xa. ngu.o.
.c cu’a w2(z).

Ta xét ánh xa. ζ2[w1(z)]. Dó là mô.t dă’ng cấu phân tuyến t́ınh. Dă’ng cấu

này có ba diê’m bất dô.ng z1, z2 và z3 v̀ı

w1(zk) = wk, k = 1, 2, 3,

ζ2(wk) = zk, k = 1, 2, 3.

Do dó nếu dă.t ζ2[w1(z)] =
az + b

cz + d
th̀ı

azk + b

czk + d
= zk, k = 1, 2, 3,

hay là

cz2
k + (d − a)zk − b = 0, k = 1, 2, 3.

Da thú.c bâ. c hai o.’ vế trái chı’ có thê’ có ba nghiê.m khác nhau (z1 6= z2 6= z3)

khi mo.i hê. số cu’a nó dè̂u bà̆ng 0, tú.c là a = d, b = c = 0 và ζ2[w1(z)] ≡ z

hay là w1(z) ≡ w2(z).

2. Dă’ng cấu phân tuyến t́ınh tho’a mãn diè̂u kiê.n cu’a di.nh lý du.o.
.c xác

di.nh theo công thú.c (2.53). Thâ. t vâ.y, gia’ i phu.o.ng tr̀ınh (2.53) dối vó.i w

ta thu du.o.
.c hàm phân tuyến t́ınh. Ngoài ra khi thế că.p z = z1 và w = w1

vào (2.53) th̀ı ca’ hai vế cu’a (2.53) dè̂u bằng 0. Thế că.p z = z3 và w = w3

vào (2.53) ta thu du.o.
.c ca’ hai vế dè̂u bà̆ng 1 và cuối cùng, thế că.p z = z2 và

w = w2 ta thu du.o.
.c ca’ hai vế dè̂u bà̆ng ∞.

Trong h̀ınh ho.c, biê’u thú.c

λ =
z − z1

z − z2
:
z3 − z1

z3 − z2

du.o.
.c go. i là ty’ số phi diè̂u hòa cu’a bốn diê’m z, z1, z2 và z3.

Nếu bốn diê’m z1, z2, z, z3 nà̆m trên mô.t du.̀o.ng tròn (hoă. c du.̀o.ng thă’ng)

th̀ı ty’ số phi diè̂u hòa là mô.t số thu.
.c. Thâ. t vâ.y
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a) Nếu các diê’m z1, z2, z, z3 nà̆m trên du.̀o.ng thă’ng ζ = ζ0 + teiα, −∞ <

t < ∞ ta có: z1 = ζ0 + t1e
iα, z2 = ζ0 + t2e

iα, z = ζ0 + t0e
iα, z3 = ζ0 + t3e

iα

và tù. dó

(z1, z2, z, z3) =
z − z1

z − z2
:
z3 − z1

z3 − z2

=
t0 − t1
t0 − t2

:
t3 − t1
t3 − t2

∈ R.

b) Nếu các diê’m z, z1, z2, z3 nà̆m trên du.̀o.ng tròn ζ = ζ0 + reit, r > 0,

0 6 t 6 2π, ta có z1 = ζ0 + reiϕ1, z2 = ζ0 + reiϕ2 , z3 = ζ0 + reiϕ3 và tù. dó ta

có

(z1, z2, z, z3) =
eiϕ0 − eiϕ1

eiϕ0 − eiϕ2
:
eiϕ3 − eiϕ1

eiϕ3 − eiϕ2

=
ei

ϕ0+ϕ1
2

[
ei

ϕ0−ϕ1
2 − e−i

ϕ0−ϕ1
2

]

ei
ϕ0+ϕ2

2

[
ei

ϕ0−ϕ1
2 − e−i

ϕ0−ϕ1
2

] :
ei

ϕ2+ϕ1
2

[
ei

ϕ3−ϕ1
2 − e−i

ϕ3−ϕ1
2

]

ei
ϕ1+ϕ3

2

[
ei

ϕ3−ϕ2
2 − e−i

ϕ3−ϕ2
2

]

=
sin

ϕ0 − ϕ1

2

sin
ϕ0 − ϕ2

2

:
sin

ϕ0 − ϕ1

2

sin
ϕ3 − ϕ2

2

∈ R.

Tù. di.nh lý 2.4.6 ta rút ra mô.t t́ınh chất quan tro.ng nũ.a cu’a dă’ng cấu

phân tuyến t́ınh.

Hê. qua’ 2.4.1. Ty’ số phi diè̂u hòa là mô. t bất biến cu’a nhóm các dă’ng cấu

phân tuyến t́ınh.

D- i.nh ngh̃ıa 2.4.2. 1. Hai diê’m z và z∗ du.o.
.c go. i là dối xú.ng vó.i nhau qua

du.̀o.ng tròn Γ =
{
|z − z0| = R

}
⊂ C nếu chúng có các t́ınh chất sau:

a) z và z∗ cùng nà̆m trên mô.t tia di tù. z0;

b) |z − z0| · |z∗ − z0| = R2.

2. Mo.i diê’m trên du.̀o.ng tròn Γ du.o.
.c xem là dối xú.ng vó.i ch́ınh nó qua

Γ.
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Tù. di.nh ngh̃ıa 2.4.2 suy ra rằng các diê’m dối xú.ng qua du.̀o.ng tròn Γ liên

hê. vó.i nhau bo.’ i hê. thú.c

w = z0 +
R2

z − z0

·

Thâ.t vâ.y, tù. biê’u thú.c vù.a viết suy ra

|w − z0| |z − z0| = R2

và

arg(w − z0) = arg(z − z0).

Trong h̀ınh ho.c so. cấp ta biết rà̆ng hai diê’m z và z∗ dối xú.ng vó.i nhau

qua du.̀o.ng tròn Γ khi và chı’ khi mo.i du.̀o.ng tròn γ ⊂ C di qua z và z∗ dè̂u

tru.
.c giao vó.i Γ.

Ta có di.nh lý sau.

D- i.nh lý 2.4.7. Tı́nh dối xú.ng tu.o.ng hỗ giũ.a các diê’m là mô. t bất biến cu’a

nhóm các dă’ng cấu phân tuyến t́ınh.

Chú.ng minh. Kết luâ.n cu’a di.nh lý du.o.
.c suy tù. di.nh lý 2.4.2 và 2.4.4.

Tù. su.
. bất biến cu’a t́ınh dối xú.ng giũ.a các diê’m suy ra rà̆ng trong tru.̀o.ng

ho.
.p khi du.̀o.ng tròn biến thành du.̀o.ng thă’ng, t́ınh dối xú.ng trùng vó.i khái

niê.m dối xú.ng thông thu.̀o.ng.

Ta minh ho.a viê.c áp du.ng t́ınh bất biến cu’a các diê’m dối xú.ng qua dă’ng

cấu phân tuyến t́ınh bằng các di.nh lý sau dây.

D- i.nh lý 2.4.8. Dă’ng cấu phân tuyến t́ınh bất kỳ biến nu.’ a mă. t phă’ng trên

lên h̀ınh tròn do.n vi. dè̂u có da. ng

w = eiλ
z − α

z − α
, Imα > 0, (2.54)

trong dó λ ∈ R là số thu.
.c tùy ý.
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Chú.ng minh. Gia’ su.’ dă’ng cấu phân tuyến t́ınh w = w(z) ánh xa. nu.’ a mă.t

phă’ng trên Im z > 0 lên h̀ınh tròn {|w| < 1} sao cho w(α) = 0 (Imα > 0).

Ta nhâ.n xét rằng diê’m w = 0 và w = ∞ sẽ tu.o.ng ú.ng vó.i các giá tri. liên

ho.
.p cu’a z, do dó c 6= 0 (v̀ı nếu c = 0 th̀ı diê’m ∞ sẽ tu.o.ng ú.ng vó.i diê’m ∞).

Các diê’m w = 0, w = ∞ sẽ tu.o.ng ú.ng vó.i các diê’m − b
a

và −d
c
. Do dó

có thê’ viết − b
a

= α, −d
c

= α và w =
a

c

z − α

z − α
·

Vı̀ các diê’m cu’a tru.c thu.
.c có a’nh nằm trên du.̀o.ng tròn do.n vi., tú.c là

|w| = 1 khi z = x ∈ R, cho nên
∣∣∣a
c

x− α

x− α

∣∣∣ =
∣∣∣a
c

∣∣∣ = 1

và a = ceiλ. Nhu. vâ.y w = eiλ
z − α

z − α
·

Ta chú.ng minh rà̆ng dó là dă’ng cấu pha’i t̀ım. Thâ. t vâ.y, nếu z = x ∈ R
th̀ı hiê’n nhiên |w| = 1. Nếu Im z > 0 th̀ı z gà̂n α ho.n so vó.i α (tú.c là

|z − α| < |z − α|) và do dó |w| < 1.

Nhâ. n xét 2.4.2. Trong ánh xa. (2.54) góc quay cu’a các du.̀o.ng cong ta. i diê’m

α là bà̆ng λ − π

2
v̀ı tù. (2.54) ta có

argw′(α) = λ− π

2
·

D- i.nh lý 2.4.9. Dă’ng cấu phân tuyến t́ınh bất kỳ biến h̀ınh tròn

{|z| < 1} lên h̀ınh tròn {|w| < 1} dè̂u có da. ng

w = eiλ
z − α

1 − αz
, (2.55)

trong dó |α| < 1, λ ∈ R là số thu.
.c tùy ý.

Chú.ng minh. Gia’ su.’ dă’ng cấu phân tuyến t́ınh w = w(z) biến h̀ınh tròn

{|z| < 1} lên h̀ınh tròn {|w| < 1} sao cho w(α) = 0 (|α| < 1). Theo t́ınh

chất ba’o toàn diê’m dối xú.ng, các diê’m w = 0, w = ∞ tu.o.ng ú.ng vó.i các

diê’m liên ho.
.p z = α và z =

1

α
, |α| < 1. Do dó:

− b
a

= α, −d
c

=
1

α
, |α| < 1,
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và

w =
a

c

z − α

z − 1

α

=
aα

c
· z − α

αz − 1

= −aα
c

z − α

1 − αz
·

Vı̀ các diê’m cu’a du.̀o.ng tròn do.n vi. pha’ i biến thành các diê’m cu’a du.̀o.ng

tròn do.n vi. nên |w| = 1 khi |z| = 1. Vı̀ z · z = |z|2 nên zz = 1 khi |z| = 1. Vı̀

số 1−αz và 1−αz liên ho.
.p vó.i nhau và |1−αz| = |1−αz| nên nếu |z| = 1

th̀ı

|1 − αz| = |1 − αz| · |z| = |z − αzz| = |z − α|.

Do dó khi |z| = 1 th̀ı ta có:

∣∣∣ z − α

1 − αz

∣∣∣ = 1.

Nhu.ng khi dó |w| = 1 cho nên
∣∣∣aα
c

∣∣∣ = 1 và
aα

c
= eiλ, λ ∈ R. Nhu. vâ.y ta

thu du.o.
.c (2.55).

Ta cà̂n chú.ng minh rằng dó là dă’ng cấu muốn t̀ım. Thâ.t vâ.y nếu z = eiθ

và α = r1e
iβ th̀ı

|w| =
∣∣∣ eiθ − r1e

iβ

1 − r1e−iβ · eiθ
∣∣∣ =

∣∣∣1 − r1e
iβe−iθ

1 − r1e−iβeiθ

∣∣∣ = 1.

Nếu z = reiθ (r < 1) th̀ı

|z − a|2 − |1 − αz|2 = r2 − 2rr1 cos(θ − β) + r2
1 − (r2

1r
2 − 2r1r cos(θ − β) + 1)

= (r2 − 1)(1 − r2
1) < 0

và do dó |z − α|2 − |1 − αz|2 < 0 và |w| < 1.

Nhâ. n xét 2.4.3. Vı̀

(dw
dz

)
z=α

= eiλ
1

1 − |α|2 , |α| < 1,
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cho nên vè̂ mă.t h̀ınh ho.c λ bà̆ng góc quay cu’a ánh xa. (2.55) ta. i diê’m α:

λ =
[
arg

dw

dz

]
z=α

.

Tù. công thú.c (2.55) ta còn rút ra hê. thú.c

(∣∣∣dw
dz

∣∣∣
)
z=α

=
1

1 − |α|2

và do dó dô. giãn dà̂n dến ∞ khi diê’m α dà̂n dến biên cu’a h̀ınh tròn do.n vi..

Nhâ. n xét 2.4.4. Phép dă’ng cấu biến h̀ınh tròn {|z| < R} lên h̀ınh tròn

{|w| < R′} có da.ng

w = RR′eiλ
z − α

αz −R2
, |α| < R,λ ∈ R.

Vı́ du. 1. Gia’ su.’ U1 = {|z| < 1}, U2 = {|z − 1| < 1} và D = U1 ∩ U2. Tı̀m

dă’ng cấu biến miè̂n D lên nu.’ a mă.t phă’ng trên.

Gia’i. Giao diê’m cu’a các cung tròn gió.i ha.n miè̂n D là các diê’m sau:

a =
1

2
+ i

√
3

2
, a∗ =

1

2
− i

√
3

2
·

Gia’ su.’ cung tròn di qua diê’m z = 1 du.o.
.c ký hiê.u là δ1 và cung tròn di

qua diê’m z = 0 là δ2. Ta áp du.ng các ánh xa. trung gian sau

1. Ánh xa.

z1 =
z −

(1

2
− i

√
3

2

)

z −
(1

2
+ i

√
3

2

) ,

biến miè̂n dã cho D thành mô.t góc trong mă.t phă’ng z1 vó.i dı’nh là z1 = 0.

Vı̀ góc giũ.a hai cung tròn δ1 và δ2 ta. i các diê’m a cũng nhu. a∗ dè̂u bà̆ng
2π

3
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nên dô. mo.’ cu’a góc vù.a thu du.o.
.c bà̆ng

2π

3
. Dẽ̂ dàng thấy rà̆ng

z1(1) =
1 −

(1

2
− i

√
3

2

)

1 −
(1

2
+ i

√
3

2

) = −1

2
+ i

√
3

2

z1(0) = −1

2
− i

√
3

2

và do dó góc - a’nh thu du.o.
.c có ca.nh di qua diê’m z1(1) và z1(0). Ta ký hiê.u

góc dó kà D(z1).

2. Ánh xa. quay z2 = e
−2πi

3 z1 biến góc D(z1) thành góc có mô.t ca.nh trùng

vó.i phà̂n du.o.ng cu’a tru.c thu.
.c, còn ca.nh kia di qua diê’m −1

2
+ i

√
3

2
·

3. Ánh xa. cà̂n t̀ım có da.ng w = z
3/2
2

(
góc có dô. mo.’

2π

3
· 3

2
= π !

)

Ho.
.p nhất 1) - 3) ta thu du.o.

.c

w = −
(2z − 1 + i

√
3

2z − 1 − i
√

3

)3/2

và hiê’n nhiên dó chı’ là mô.t trong các hàm thu.
.c hiê.n ánh xa. pha’i t̀ım.

Vı́ du. 2. Ánh xa. miè̂n D là góc {0 < arg z < πβ, 0 < β < 2} vó.i nhát

cá̆t theo mô.t cung cu’a du.̀o.ng tròn do.n vi. tù. diê’m z = 1 dến diê’m z = eiαπ,

0 < α < β (hãy vẽ h̀ınh) lên nu.’ a mă.t phă’ng trên.

Gia’i. Ta su.’ du.ng các ánh xa. trung gian sau dây

1. Ánh xa. z1 = z1/β biến góc dã cho thành góc D(z1) có dô. mo.’ bà̆ng π

vó.i nhát cá̆t thuô.c du.̀o.ng tròn do.n vi. di tù. diê’m z = 1 dến diê’m z = ei
α
β
π.

2. Ánh xa. phân tuyến t́ınh

z2 =
z1 − 1

z1 + 1

biến miè̂n D(z1) thành nu.’ a mă.t phă’ng trên vó.i nhát cắt theo tru.c a’o tù. gốc

to.a dô. dến diê’m itg
α

2β
π. Ta ký hiê.u miè̂n a’nh dó là D(z2).
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3. Ánh xa. z3 = z2
2 biến miè̂n D(z2) thành mă.t phă’ng vó.i nhát cá̆t theo(

− tg2 α

2β
π,∞

)
⊂ R. Ta ký hiê.u miè̂n thu du.o.

.c là D(z3).

Hiê’n nhiên hàm cà̂n t̀ım có da.ng

w =

√
z3 + tg2 α

2β
π =

√(z1/β − 1

z1/β + 1

)2

+ tg2 α

2β
π .

Dê’ kết thúc tiết này, ta chú.ng minh rằng ánh xa. phân tuyến t́ınh (2.51)

w =
az + b

cz + d
, ad−bc 6= 0 biến nu.’ a mă. t phă’ng trên lên ch́ınh nó khi và chı’ khi

mo. i hê. số a, b, c, d dè̂u là nhũ.ng số thu.
.c tho’a mãn diè̂u kiê. n ad− bc > 0. Gia’

su.’ ánh xa. (2.51) biến nu.’ a mă.t phă’ng trên lên ch́ınh nó. Ta xét ba diê’m khác

nhau z1, z2 và z3 cu’a tru.c thu.
.c trong mă.t phă’ng z. A’ nh cu’a ba diê’m này là

nhũ.ng diê’m biên cu’a nu.’ a mă.t phă’ng Imw > 0, tú.c là các số wk = w(zk),

k = 1, 2, 3 là nhũ.ng số thu.
.c. Tù. dó, ta thu du.o.

.c hê. phu.o.ng tr̀ınh vó.i các hê.
số thu.

.c dê’ xác di.nh a, b, c, d. Do dó vó.i su.
. ch́ınh xác dến mô.t thù.a số nào dó

tù. hê. phu.o.ng tr̀ınh tuyến t́ınh vù.a thu du.o.
.c dẽ̂ dàng suy ra rà̆ng các hê. số

cu’a (2.51) dè̂u là thu.
.c. Vı̀ w = u+ iv, z = x+ iy nên khi y > 0 ta có v > 0.

Thay w = u+ iv, z = x+ iy vào (2.51) ta có

v =
y(ad− bc)

(cx+ d)2 + (cy2)
·

Tù. dó suy ra ad− bc > 0.

Ngu.o.
.c la. i, nếu các hê. số a, b, c và d dè̂u thu.

.c th̀ı tru.c thu.
.c cu’a mă.t phă’ng

(z) du.o.
.c ánh xa. lên tru.c thu.

.c cu’a mă. t phă’ng (w) và v̀ı ad− bc > 0 nên nu.’ a

mă.t phă’ng trên du.o.
.c ánh xa. lên nu.’ a mă.t phă’ng trên.

2.4.2 Ánh xa. w = ez và z = logw

Nếu cho tru.́o.c miè̂n D và hàm f ∈ H(D) th̀ı ta không thê’ t̀ım ngay mô.t

thuâ. t toán cho phép t̀ım a’nh D∗ cu’a miè̂n D qua ánh xa. f .

Dối vó.i các du.̀o.ng cong su.
. viê.c có gia’n do.n ho.n. Thâ. t vâ.y nếu z = z(t)

là phu.o.ng tr̀ınh cu’a du.̀o.ng cong trong mă.t phă’ng z th̀ı phu.o.ng tr̀ınh cu’a

du.̀o.ng cong - a’nh là f [z(t)]. Do dó dê’ kha’o sát a’nh cu’a mô.t miè̂n cho tru.́o.c
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tốt ho.n ca’ là tiến hành nhu. sau: ta cho.n mô.t ho. du.̀o.ng cong “phu’” miè̂n dã

cho và t̀ım a’nh cu’a ho. du.̀o.ng cong dó. Tất nhiên, viê.c cho.n ho. du.̀o.ng cong

du.o.
.c xác di.nh bo.’ i da.ng cu. thê’ cu’a hàm dã cho và miè̂n dã cho.

Bây giò. ta áp du.ng phu.o.ng pháp dó dê’ kha’o sát mô.t số hàm so. cấp.

Dối vó.i ánh xa. w = ez và z = logw ta dã có di.p dè̂ câ.p dến trong chu.o.ng

II. Ta lu.u ý rà̆ng ánh xa. w = ez do.n diê.p trong miè̂n D nào dó khi và chı’ khi

miè̂n này không chú.a nhũ.ng că.p diê’m khác nhau z1 và z2 liên hê. vó.i nhau

bo.’ i hê. thú.c

z1 − z2 = 2kπi, k ∈ Z.

D- i.nh lý 2.4.10. Vó.i số nguyên n bất kỳ (n ∈ Z) hàm w = ez ánh xa. ba’o

giác băng vô ha. n

Dn = {a+ 2nπ < Im z < b+ 2nπ, b− a < 2π}, n ∈ Z (2.56)

lên góc

∆ = {a < argw < b}. (2.57)

Hàm z = logw ánh xa. ba’o giác góc ∆ = {a < argw < b} lên mô. t trong

các băng vô ha. n Dn (số n du.o.
.c xác di.nh bo.’ i cách cho. n nhánh chı’nh h̀ınh

cu’a hàm lôgarit trong góc ∆).

Chú.ng minh. 1. Dê’ chú.ng minh phà̂n thú. nhất ta xét ho. các du.̀o.ng thă’ng

song song vó.i tru.c thu.
.c:

{λ} = {λ : z = x+ iα, α ∈ R}, −∞ < x < +∞.

A’nh cu’a các du.̀o.ng thă’ng này qua ánh xa. e
z có phu.o.ng tr̀ınh là:

w = ex+iα = ex · eiα = (dă.t e
x = t)

= teiα, α ∈ R, 0 < t <∞.

Hiê’n nhiên rằng w = teiα là phu.o.ng tr̀ınh cu’a tia {argw = α}.
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Bây giò. ta cho α biến thiên liên tu. c tù. a+2nπ dến b+2nπ. Khi dó, du.̀o.ng

thă’ng λ sẽ quét hết băng D0 và tia a’nh cu’a du.̀o.ng thă’ng λ cũng sẽ quay liên

tu.c ngu.o.
.c chiè̂u kim dò̂ng hò̂ tù. vi. tŕı argw = a dến vi. tŕı argw = b. Tù. dó

suy ra a’nh cu’a băng (2.56) vó.i b− a < 2π là góc (2.57).

2. Ta chú.ng minh phà̂n thú. hai cu’a di.nh lý.

Ta dă.t w = reiϕ. Khi dó mô.t trong các giá tri. cu’a z sẽ là: log r+i(ϕ+2nπ),

n ∈ Z. Do dó tù. z = x+ iy suy ra

x = log r,

y = ϕ+ 2nπ.

Khi r biến thiên tù. 0 dến ∞ th̀ı x biến thiên tù. −∞ dến +∞. Do dó

nếu b − a 6 2π th̀ı nhu. ta dã biết hàm logw có thê’ tách nhánh chı’nh h̀ınh

trong góc a < argw < b và mõ̂i nhánh này sẽ ánh xa. ba’o giác góc (2.57) lên

băng Dn tu.o.ng ú.ng nào dó.

Nhâ. n xét 2.4.5. Khi ánh xa. băng a < Im z < b lên góc cu’a mă.t phă’ng w th̀ı

mô.t phà̂n cu’a mă.t phă’ng w sẽ du.o.
.c phu’ nhiè̂u là̂n nếu b−a > 2π và lúc này

ánh xa. không do.n diê.p.

Bây giò. ta xét a’nh cu’a các du.̀o.ng thă’ng song song vó.i tru.c a’o. Phu.o.ng

tr̀ınh cu’a nhũ.ng du.̀o.ng thă’ng này có thê’ biê’u diẽ̂n du.́o.i da.ng

λ : z = c+ iy, −∞ < y <∞.

Tù. dó rút ra a’nh cu’a λ qua ánh xa. e
z có phu.o.ng tr̀ınh

ez
∣∣
z∈λ = ec+iy = ec · eiy; −∞ < y <∞.

Hiê’n nhiên dó là phu.o.ng tr̀ınh cu’a du.̀o.ng tròn

{|w| = ec}

du.o.
.c vòng quanh nhiè̂u là̂n. Mỗi doa.n thă’ng có dô. dài 2π sẽ tu.o.ng ú.ng vó.i

mô.t là̂n vòng quanh dà̂y du’ . Tù. dó ta rút ra
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D- i.nh lý 2.4.11. Vó.i số nguyên n ∈ Z bất kỳ, hàm w = ez ánh xa. ba’o giác

h̀ınh chũ. nhâ. t

R = {c < Re z < d, a+ 2nπ < Im z < b+ 2nπ, b− a < 2π} (2.58)

lên h̀ınh qua. t vòng

Q = {ec < |w| < ed, a < argw < b}. (2.59)

Hàm z = logw ánh xa. ba’o giác h̀ınh qua. t vòng (2.59) lên mô. t trong các

h̀ınh chũ. nhâ. t (2.58) (số n du.o.
.c xác di.nh bo.’ i viê. c cho. n nhánh chı’nh h̀ınh

cu’a hàm lôgarit trong h̀ınh qua. t).

Vı́ du. 3. Ánh xa. băng vô ha.n nà̆m ngang {0 < y < 2π} vó.i nhát cá̆t

{−∞ 6 x 6 a, y = H} lên băng {0 < v < 2H} (h̀ınh II.1)

Hı̀nh II.1

Gia’i

1. Hàm z1 = eπz/2H ánh xa. miè̂n dã cho lên nu.’ a mă.t phă’ng trên vó.i nhát

cá̆t theo doa.n tru.c a’o [0, bi], b = eaπ/2H. Ta ký hiê.u miè̂n thu du.o.
.c là D(z1).

2. Hàm z2 =
√
z2
1 + b2 =

√
eπz/H + eπa/H ánh xa. miè̂n D(z1) lên nu.’ a mă. t

phă’ng trên.

Hàm ánh xa. cà̂n t̀ım có da.ng

w =
2H

π
ln z2 =

H

π
ln[eπz/H + eπa/H].
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Vı́ du. 4. Ánh xa. miè̂n gió.i ha.n bo.’ i du.̀o.ng tròn do.n vi. và du.̀o.ng thă’ng λ

tiếp xúc vó.i du.̀o.ng tròn ta. i diê’m z = i lên nu.’ a mă.t phă’ng trên.

Gia’i

1. Hàm z1 =
z + i

z − i
biến diê’m chung cu’a du.̀o.ng tròn và du.̀o.ng thă’ng λ

thành diê’m z1 = ∞. Tù. t́ınh chất ba’o toàn du.̀o.ng tròn và t́ınh ba’o giác cu’a

ánh xa. phân tuyến t́ınh suy ra a’nh cu’a miè̂n D(z) là băng vô ha.n:

D(z1) = {0 < Re z1 < 1}.

2. Hàm z2 = πz1 ánh xa. băng D(z1) thành băng D(z2) = {0 < Re z2 <

π}.
3. Hàm z3 = eπi/2z2 quay băng vù.a thu du.o.

.c thành băng nằm ngang

D(z3) = {0 < Im z3 < π}.

Tù. dó dẽ̂ dàng suy rà̆ng hàm

w = ez3 = eπi
z+i
z−i

là ánh xa. pha’i t̀ım.

2.4.3 Hàm Jukovski

Hàm

w =
1

2

(
z +

1

z

)
(2.60)

du.o.
.c go. i là hàm Julovski. Hàm này chı’nh h̀ınh ta. i mo.i diê’m z 6= 0, ∞; trong

dó

dw

dz
=

1

2

(
1 − 1

z2

)

và có cu.
.c diê’m do.n ta. i các diê’m z = 0; ∞. Do dó hàm Jukovski do.n diê.p

ta. i mỗi diê’m z 6= ±1 v̀ı w(z) 6= 0 khi z 6= ±1 và không do.n diê.p ta. i diê’m

z = ±1.
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Ta lu.u ý rằng hàm Jukovski do.n diê.p trong miè̂n D nào dó khi và chı’ khi

miè̂n D không chú.a nhũ.ng că.p diê’m khác nhau z1, z2 liên hê. vó.i nhau bo.’ i

dă’ng thú.c z1z2 = 1.

Ta nhâ.n xét rằng v̀ı w(z) ≡ w
(1

z

)
nên a’nh cu’a miè̂n D và miè̂n D =

{
t =

1

z
: z ∈ D

}
là trùng nhau. Dê’ kha’o sát ánh xa. (2.60) ta xét các ho.

du.̀o.ng cong là: ho. các du.̀o.ng tròn {|z| = r} và ho. các tia {arg z = ϕ}.
Dà̂u tiên ta t̀ım a’nh cu’a ho. du.̀o.ng tròn.

Ta dă.t z = reiθ, w = u+ iv và thu du.o.
.c

u+ iv =
1

2

(
reiθ +

1

r
e−iθ

)
,

hay là

u =
1

2

(
r +

1

r

)
cos θ

v =
1

2

(
r − 1

r

)
sin θ.





(2.61)

Ta xét du.̀o.ng tròn

γ(ρ) =
{
z = ρeiθ, 0 6 θ 6 2π

}
, (2.62)

(ρ > 0 là số cố di.nh). Tù. (2.61) suy ra rà̆ng qua ánh xa. Jukovski, a’nh cu’a

du.̀o.ng tròn (2.62) là elip

u =
1

2

(
ρ +

1

ρ

)
cos θ,

v =
1

2

(
ρ − 1

ρ

)
sin θ,





(2.63)

vó.i các bán tru.c là

a(ρ) =
1

2

(
ρ+

1

ρ

)
, b(ρ) =

1

2

∣∣∣ρ− 1

ρ

∣∣∣

và vó.i các tiêu diê’m là w = ±1 (v̀ı a2(ρ)− b2(ρ) = 1). Bà̆ng cách khu.’ tham

số θ tù. phu.o.ng tr̀ınh (2.63) ta thu du.o.
.c da.ng ch́ınh tắc cu’a phu.o.ng tr̀ınh
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elip

u2

a2(ρ)
+

v2

b2(ρ)
= 1, ρ 6= 1. (2.64)

1. Tru.̀o.ng ho.
.p 0 < ρ < 1. Vı̀ khi ρ < 1 da.i lu.o.

.ng r − 1

r
< 0 cho nên tù.

(2.63) suy ra rằng khi vòng quanh du.̀o.ng tròn γ(ρ) theo hu.́o.ng du.o.ng th̀ı

elip tu.o.ng ú.ng trong mă.t phă’ng w sẽ cha.y theo hu.́o.ng âm. Thâ.t vâ.y khi

0 < θ <
π

2
ta có u > 0 và gia’m tù. a(ρ) dến 0, còn v < 0 và gia’m tù. 0 dến

−b(ρ). Khi
π

2
< θ < π th̀ı u tiếp tu.c gia’m tù. 0 dến −a(ρ) còn v tăng tù. −b

dến 0. Khi π < t <
3π

2
, u tăng tù. −a dến 0, còn v tăng tù. 0 dến b; cuối

cùng khi
3π

2
< t < 2π ta có u tăng tù. 0 dến a, còn v gia’m tù. b dến 0.

2. Tru.̀o.ng ho.
.p r > 1. Trong tru.̀o.ng ho.

.p này hu.́o.ng cu’a du.̀o.ng tròn

(2.62) và elip - a’nh cu’a nó trong mă.t phă’ng w là trùng nhau và cha.y theo

hu.́o.ng du.o.ng.

3. Tru.̀o.ng ho.
.p r = 1. Trong tru.̀o.ng ho.

.p này du.̀o.ng tròn {|z| = 1} cũng

biến thành elip vó.i các bán tru.c a(ρ) = 1, b(ρ) = 0 ngh̃ıa là biến thành nhát

cá̆t [−1,+1] ⊂ R.

Bây giò. ta xét các tia

z = reiα, 0 < r <∞ (2.65)

(α là số cố di.nh). Qua ánh xa. Jukovski a’nh cu’a tia (2.65) là du.̀o.ng cong

u =
1

2

(
r +

1

r

)
cosα,

v =
1

2

(
r − 1

r

)
sinα.





0 < r < +∞ (2.66)

Bà̆ng cách khu.’ tham số r tù. (2.66) ta thu du.o.
.c

u2

cos2 α
− v2

sin2 α
= 1, α 6= kπ

2
, k ∈ Z. (2.67)

Du.̀o.ng cong (2.67) là du.̀o.ng hypecbôn vó.i tiêu diê’m ta. i w = ±1, dẽ̂ dàng

chú.ng minh rằng các că.p du.̀o.ng ḱınh dối xú.ng vó.i nhau qua các tru.c to.a dô.
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(lâ.p nên tù. các bán ḱınh

z = ±r(cosα± i sinα), 0 6 r < 1)

du.o.
.c ánh xa. thành các hypecbôn không kê’ dı’nh, vó.i tiêu diê’m ±1 và các

bán tru.c | cosα|, | sinα|.
Khi α = 0 ta có

u =
1

2

(
r +

1

r

)
, v = 0 (0 6 r < 1).

Do dó a’nh cu’a du.̀o.ng ḱınh nà̆m ngang cu’a h̀ınh tròn do.n vi. là khoa’ng vô

ha.n cu’a tru.c di tù. diê’m −1 dến diê’m +1 qua ∞.

Khi α =
π

2
ta có

u = 0, v = −1

2

(1

r
− r
)
, 0 6 r < 1.

Tù. dó dẽ̂ dàng suy ra a’nh cu’a du.̀o.ng ḱınh thă’ng dú.ng là toàn bô. tru.c a’o

trù. gốc to.a dô. .

Hiê’n nhiên rằng qua ánh xa. Jukovski hai ho. du.̀o.ng cong (2.64) và (2.67)

tru.
.c giao vó.i nhau do t́ınh ba’o giác cu’a ánh xa. (2.60).

Ta có di.nh lý sau dây:

D- i.nh lý 2.4.12. Hàm Jukovski w =
1

2

(
z +

1

z

)
:

1. Ánh xa. du.̀o.ng tròn {|z| = ρ} thành elip (2.64) 0 < ρ < 1.

2. Ánh xa. ba’o giác h̀ınh tròn do.n vi. {|z| < 1} lên toàn bô. mă. t phă’ng

dóng trù. nhát cá̆t theo doa. n [−1,+1] ⊂ R.

Chú.ng minh. 1. Diè̂u khă’ng di.nh thú. nhất là hiê’n nhiên.

2. Vı̀ a(ρ) =
1

2

(
ρ+

1

ρ

)
, b(ρ) = −1

2

(
ρ− 1

ρ

)
, nên nhu. ta dã nói o.’ trên elip

(2.64) cha.y theo hu.́o.ng âm khi vòng quanh du.̀o.ng tròn theo hu.́o.ng du.o.ng.

a) Khi ρ→ 0 ta có

lim
ρ→0

a(ρ) = ∞, lim
ρ→0

b(ρ) = ∞,

lim
ρ→0

(a(ρ) − b(ρ)) = lim
ρ→0

ρ = 0.
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Tù. dó suy ra rà̆ng khi ρ→ 0 th̀ı các elip to dà̂n ra và tròn dà̂n la. i.

b) Khi ρ→ 1 − 0 ta có

lim
ρ→1−0

a(ρ) = 1, lim
ρ→1−0

b(ρ) = 0.

Tù. dó suy ra rà̆ng các elip a’nh co - de.t dà̂n thành doa.n [−1,+1] ⊂ R.

Ta xét su.
. tu.o.ng ú.ng giũ.a du.̀o.ng tròn do.n vi. và các bò. cu’a nhát cá̆t

[−1,+1].

Khi r → 1 − 0 và 0 < θ < π th̀ı v → −0. Khi r → 1 − 0 và π < θ < 2π,

ta có v → +0. Tù. dó suy ra rà̆ng nu.’ a du.̀o.ng tròn trên biến thành bò. du.́o.i

cu’a nhát cá̆t, còn nu.’ a du.̀o.ng tròn du.́o.i biến thành bò. trên.

D- i.nh lý 2.4.13. Hàm Jukovski (2.60) ánh xa. ba’o giác phà̂n ngoài cu’a h̀ınh

tròn do.n vi. lên toàn bô. mă. t phă’ng w vó.i nhát cắt theo doa. n [−1,+1] cu’a

tru. c thu.
.c.

Chú.ng minh. Hiê’n nhiên diè̂u kết luâ.n cu’a di.nh lý có thê’ suy ngay tù. chõ̂ là

w(z) ≡ w
(1

z

)
.

Phép chú.ng minh tru.
.c tiếp du.o.

.c tiến hành nhu. sau. Ta xét ho. du.̀o.ng

tròn {|z| = ρ, ρ > 1}. A’ nh cu’a ho. này qua ánh xa. (2.60) là nhũ.ng elip cha.y

theo hu.́o.ng du.o.ng và vó.i các bán tru.c là

a(ρ) =
1

2

(
ρ+

1

ρ

)
, b(ρ) =

1

2

(
ρ− !

ρ

)
.

a) Khi ρ→ 1 + 0 ta có

lima(ρ) = 1, lim b(ρ) = 0.

Do dó các elip (2.60) co - de.t dà̂n thành doa. n [−1,+1]. Ta xét su.
. tu.o.ng ú.ng

giũ.a du.̀o.ng tròn và nhát cá̆t [−1,+1]. Khi ρ → 1 + 0, và 0 < θ < π ta có

v → +0 và khi ρ→ 1 + 0 và π < θ < 2π ta có v → −0.

Tù. dó rút ra kết luâ.n: nu.’ a du.̀o.ng tròn trên biến thành bò. trên cu’a nhát

cá̆t và nu.’ a du.̀o.ng tròn du.́o.i biến thành bò. du.́o.i cu’a nhát cá̆t [−1,+1].
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b) Khi ρ→ ∞ ta có

lima(ρ) = ∞, lim b(ρ) = ∞

lim[a(ρ)− b(ρ)] = lim
1

ρ
= 0.

Do dó các elip - a’nh to dà̂n ra và tròn dà̂n la. i.

Nhâ. n xét 2.4.6. Ta.i các diê’m z = ±1, ánh xa. Jukovski không ba’o giác. Thâ. t

vâ.y tù. (2.60) ta có

w − 1

w + 1
=

1

2

(
z +

1

z

)
− 1

1

2

(
z +

1

z

)
+ 1

=
z2 + 1 − 2z

z2 + 1 + 2z

=
(z − 1

z + 1

)2

. (2.68)

Bây giò. ta dă.t

ζ =
z − 1

z + 1
; ω = ζ2; w =

1 + ω

1 − ω
· (2.69)

Tù. dó ta suy ra rà̆ng ánh xa. Jukovski là ho.
.p cu’a ba ánh xa. (2.69). Ánh xa.

thú. nhất và thú. ba ba’o giác khắp no.i trên C, ánh xa. thú. hai không ba’o giác

ta. i diê’m ζ = 0 (tu.o.ng ú.ng vó.i diê’m z = 1) và ta. i diê’m ζ = ∞ (tu.o.ng ú.ng

vó.i diê’m z = −1).

Bây giò. ta xét ánh xa. ngu.o.
.c vó.i ánh xa. Jukovski. Gia’ i phu.o.ng tr̀ınh

(2.60) dối vó.i z, ta t̀ım du.o.
.c

z = w +
√
w2 − 1

nhu. vâ.y hàm

w = z +
√
z2 − 1 (2.70)

là hàm ngu.o.
.c dối vó.i hàm Jukovski. Hàm này là hàm da tri.: mõ̂i diê’m z sẽ

tu.o.ng ú.ng vó.i hai giá tri. w1 và w2 liên hê. vó.i nhau bo.’ i hê. thú.c

w1w2 = 1.



htttp://www.ebook.edu.vn

170 Chu.o.ng 2. Hàm chı’nh h̀ınh

Trong miè̂n D = C \ [−1,+1] hàm (2.70) có thê’ tách thành hai nhánh

chı’nh h̀ınh: mô.t nhánh sẽ ánh xa. ba’o giác phà̂n ngoài doa.n [−1,+1] lên phà̂n

ngoài h̀ınh tròn do.n vi., còn nhánh kia ánh xa. phà̂n ngoài doa.n [−1,+1] lên

phà̂n trong cu’a h̀ınh tròn do.n vi..

Ta nhâ.n xét rằng hai nhánh chı’nh h̀ınh vù.a nói trên dây không thê’ du.o.
.c

dă.c tru.ng bo.’ i dấu cu’a căn thú.c. Thâ.t vâ.y, ta xét nhánh thú. nhất: nhánh

ánh xa. miè̂n D = C \ [−1,+1] lên phà̂n ngoài h̀ınh tròn do.n vi.. Ta.i diê’m

z = 2 nó nhâ.n giá tri. (2+
√

3), và ta. i diê’m z = −2 nó nhâ.n giá tri. −(2+
√

3).

Vı́ du. 5. Ánh xa. nu.’ a mă.t phă’ng trên cá̆t bo’ nu.’ a trên cu’a h̀ınh tròn do.n vi.
và tia {x = 0, y > 2} lên nu.’ a mă.t phă’ng trên (h̀ınh II.2).

Hı̀nh II.2

Gia’i. Ta su.’ du.ng các ánh xa. trung gian sau dây

1. Hàm

z1 =
1

2

(
z +

1

z

)

ánh xa. miè̂n D(z) lên nu.’ a mă.t phă’ng trên trù. nhát cá̆t theo tru.c a’o di tù.

3

4
i. Ta ký hiê.u miè̂n này là D(z1).

2. Hàm z2 = z2
1 ánh xa. miè̂n D(z1) lên toàn bô. mă.t phă’ng z2 trù. nhát

cá̆t
(
−∞,− 9

16

)
và [0,∞). Ta chı’ miè̂n thu du.o.

.c là D(z2).

3. Ánh xa. phân tuyến t́ınh z3 =
z2 + 9/16

z2
biến miè̂n D(z2) thành miè̂n
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D(z3) = C \ R+. Tù. các ánh xa. 1) - 3) suy ra rà̆ng:

w =
√
z3 =

√
4z4 + 17z2 + 4

2(z2 + 1)
·

Vı́ du. 6. Ánh xa. phà̂n ngoài elip
x2

25
+
y2

16
= 1 lên phà̂n ngoài h̀ınh tròn do.n

vi..

Gia’i. Ta su.’ du.ng các ánh xa. trung gian sau dây:

1. Vı̀ elip dã cho có tiêu diê’m ta. i các diê’m

c = ±
√

25 − 16 = ±3,

nên dà̂u tiên ta dùng ánh xa. z1 =
z

3
và thu du.o.

.c elip vó.i tiêu diê’m ±1.

2. Hàm z2 = z1 +
√
z2
1 − 1 ánh xa. h̀ınh elip vù.a thu du.o.

.c lên h̀ınh tròn

{|z2| < 3}.
3. Ánh xa. dò̂ng da.ng w =

z2

3
cho ta a’nh cu’a miè̂n vù.a thu du.o.

.c là h̀ınh

tròn do.n vi.. Nhu. vâ.y ánh xa. cà̂n t̀ım là

w =
z +

√
z2 − 9

3
·

Vı́ du. 7. Ánh xa. h̀ınh qua.t Q =
{
|z| < 1, 0 < arg z <

π

n

}
trong dó n ∈ N

lên ch́ınh nó sao cho các doa.n

{
|z| 6 α, arg z = 0

}
, 0 < α < 1

}

và

{
|z| 6 α, arg z =

π

n
, 0 < α < 1

}

biến thành doa.n bán ḱınh tu.o.ng ú.ng.

Ta su.’ du.ng các ánh xa. trung gian sau:

1. Hàm z1 = zn ánh xa. h̀ınh qua. t Q lên nu.’ a trên cu’a h̀ınh tròn do.n

vi.. Doa.n bán ḱınh [0, α] biến thành doa.n [0, αn], doa.n [0, αeiπ/n] thành doa.n

[0,−αn].
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2. Hàm z2 =
1

2

(
z2 +

1

z2

)
biến miè̂n vù.a thu du.o.

.c thành nu.’ a mă.t phă’ng

du.́o.i và doa.n [−αn, αn] biến thành phà̂n biên tù. −
1

2
(αn + α−n) dến

1

2
(αn +

α−n) di qua ∞. Ta ký hiê.u phà̂n biên dó là λ(α).

3. Hàm ngu.o.
.c cu’a hàm Jukovski z4 = z3 +

√
z2
3 − 1 biến miè̂n vù.a thu

du.o.
.c lên nu.’ a trên cu’a h̀ınh tròn do.n vi. và du.̀o.ng ḱınh nằm ngang là a’nh

cu’a phà̂n biên tù. −1 dến +1 (qua ∞).

Ánh xa. ho.
.p trong kết qua’ bà̆ng

w = (αn + α−n)−1/n

√
zn − z−n +

√
(zn + z−n)2 − (αn + α−n)2 .

2.4.4 Các dă’ng cấu so. cấp khác

Các dă’ng cấu so. cấp du.o.
.c nghiên cú.u trong 2.4.1, 2.4.2 và 2.4.3 mang la. i

cho ta mô.t du.
. trũ. cu.c kỳ quan tro.ng các ánh xa. co. ba’n. Nhò. các dă’ng cấu

này ta có thê’ xây du.
.ng các ánh xa. thu.

.c hiê.n bo.’ i các hàm so. cấp khác. Thâ.t

vâ.y, khi biết các ánh xa. w = f(ζ) và ζ = ϕ(z) ta sẽ biết ca’ ánh xa. f [ϕ(z)]

(phép ho.
.p các ánh xa.).

Ánh xa. so. cấp co. ba’n bất kỳ dè̂u có thê’ biê’u diẽ̂n du.́o.i da.ng ho.
.p mô.t số

nào dó các ánh xa. mà ta dã nghiên cú.u trong 1. 2. và 3. Thâ. t vâ.y, ta xét

các ánh xa. so. cấp thu.
.c hiê.n bo.’ i các hàm lu.o.

.ng giác sau dây:

1. Hàm w = cos z. Theo di.nh ngh̃ıa ta có

cos z =
eiz + e−iz

2
· (2.71)

Ánh xa. này là ho.
.p cu’a ba ánh xa.

a) ζ = iz; b) ω = eζ; c) w =
1

2

(
ω+

1

ω

)
, trong dó mo.i ánh xa. trung gian

dè̂u dã du.o.
.c kha’o sát o.’ trên.

Gia’ su.’ qua ánh xa. a) a’nh cu’a miè̂n D là miè̂n D1, qua ánh xa. b) a’nh

cu’a miè̂n D1 là D2 và qua ánh xa. c) a’nh cu’a miè̂n D2 là miè̂n D∗. Ánh xa.
a) do.n diê.p khá̆p no.i, ánh xa. b) do.n diê.p trong miè̂n D1 khi và chı’ khi D1

không chú.a nhũ.ng că.p diê’m ζ1 và ζ2 liên hê. vó.i nhau bo.’ i hê. thú.c

ζ1 − ζ2 = 2kπi, k ∈ Z
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hay là

z1 − z2 = 2kπ, k ∈ Z.

Ánh xa. c) do.n diê.p trong miè̂n D2 khi và chı’ khi D2 không chú.a nhũ.ng că.p

diê’m liên hê. vó.i nhau bo.’ i hê. thú.c

ω1ω2 = 1,

hay là D không chú.a nhũ.ng diê’m mà

eiz1 · eiz2 = ei(z1+z2) = 1

tú.c là D không chú.a nhũ.ng diê’m mà

z1 + z2 = 2kπ.

Tù. dó suy ra rà̆ng ánh xa. (2.71) do.n diê.p trong miè̂n D nào dó khi và chı’

khi miè̂n D không chú.a nhũ.ng diê’m mà z1 − z2 = 2kπ, hoă. c z1 + z2 = 2kπ.

2. Hàm w = sin z. Tù. hê. thú.c

sin z = cos
(
z − π

2

)

suy rà̆ng ánh xa. w = sin z khác vó.i ánh xa. cos z bo.’ i phép di.ch chuyê’n mă. t

phă’ng z.

Ánh xa. w = sin z cũng có thê’ biê’u diẽ̂n qua các ánh xa. dã nghiên cú.u o.’

trên. Ta biết rà̆ng, theo di.nh ngh̃ıa

sin z =
eiz − e−iz

2i
(2.72)

và do dó ánh xa. này là ho.
.p cu’a bốn ánh xa. :

a) z1 = iz; b) z2 = ez1 ; c) z3 = −iz2; d) w =
1

2

(
z3 +

1

z3

)
= sin z,

trong dó mõ̂i ánh xa. vù.a viết dè̂u dã du.o.
.c nghiên cú.u.

3. Ánh xa. w = tg z. Theo di.nh ngh̃ıa ta có

tg z =
sin z

cos z
(2.73)
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và do dó tù. (2.71) và (2.72) rút ra:

tg z = −i e
iz − e−iz

eiz + w−iz = −ie
2iz − 1

e2iz + 1
·

Do dó ánh xa. (2.73) là ho.
.p cu’a ba ánh xa. quen biết sau dây

a) z1 = 2iz; b) z2 = ez1 ; c) w = −iz2 − 1

z2 + 1
·

4. Cũng tu.o.ng tu.
., ánh xa. w = cotg z cũng là ho.

.p cu’a ba ánh xa. quen

biết

a) z1 = 2iz; b) z2 = ez1 ; c) w = i
z2 + 1

z2 − 1
,

trong dó mo.i ánh xa. trung gian dè̂u dã du.o.
.c xét.

5. Hàm w = zα, α ∈ R. Ta có zα = eαlnz. Ánh xa. này là ho.
.p cu’a các

ánh xa. trung gian sau dây:

a) z1 = ln z; b) z2 = αz1; c) w = ez2. (2.74)

Vı́ du. : Ta t̀ım a’nh cu’a góc

D(z) =
{
a < arg z < b, b− a 6 2π

}

qua ánh xa. w = zα (tú.c là ánh xa. (2.74)).

Qua ánh xa. a) góc D(z) biến thành mô.t trong các băng sau

D(z1) =
{
a+ 2kπ < Im z1 < b+ 2kπ, k ∈ Z

}

(số k du.o.
.c xác di.nh bà̆ng viê.c cho.n nhánh cu’a logarit trong góc D(z)).

Qua ánh xa. b) băng D(z1) biến thành băng

D(z2) =
{
αa+ α2kπ < Im z2 < αb+ α2kπ, k ∈ Z

}

vó.i diè̂u kiê.n là α(b− a) 6 2π.

Do dó qua ánh xa. w = zα góc dã cho có a’nh là mô.t trong các góc sau

{
αa+ α2kπ < argw < αb+ α2kπ, k ∈ Z

}

nếu b− a 6 2π và α(b− a) 6 2π.
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2.4.5 Mô.t số v́ı du.

Các ánh xa. ba’o giác dã xét o.’ trên là nhũ.ng ánh xa. “mã̂u”. Nhò. các ánh xa.
dó, ta có thê’ t̀ım ánh xa. ba’o giác các miè̂n do.n gia’n khác.

Vı́ du. 8. Tı̀m ánh xa. ba’o giác h̀ınh tròn {|z| < 1} lên h̀ınh tròn {|w| < 1}
tho’a mãn các diè̂u kiê.n

w(z0) = w0; argw′(z0) = α.

Gia’i. Hàm

ζ = g(z) = eiα
z − z0

1 − z0z

ánh xa. h̀ınh tròn {|z| < 1} lên h̀ınh tròn {|ζ| < 1} và tho’a mãn diè̂u kiê.n z0

biến thành 0 và arg g′(z0) = α.

Hàm

ζ = h(w) =
w − w0

1 − w0w

ánh xa. h̀ınh tròn {w < 1} lên h̀ınh tròn {|ζ < 1} tho’a mãn diè̂u kiê.n w0 biến

thành 0, arg h′(w0) = 0. Tù. dó suy ra rà̆ng hàm w = w(z) xác di.nh bo.’ i hê.
thú.c

w −w0

1 − w0w
= eiα

z − z0

1 − z0z

sẽ là ánh xa. muốn t̀ım.

Vı́ du. 9. Ánh xa. h̀ınh qua.t Q =
{
z ∈ C : 0 < arg z <

π

4

}
lên h̀ınh tròn

{|w| < 1} sao cho các diê’m z = eiπ/8 và z = 0 biến thành các diê’m w = 0 và

w = 1 tu.o.ng ú.ng.

Gia’i. Hàm z1 = z4 ánh xa. h̀ınh qua.t dã cho lên nu.’ a mă.t phă’ng trên

Im z1 > 0. Khi dó các diê’m z = eiπ/8 biến thành z1 = eiπ/2 = i và diê’m z = 0

biến thành diê’m z1 = 0. Bây giò. ta ánh xa. nu.’ a mă.t phă’ng trên vù.a thu

du.o.
.c lên h̀ınh tròn {|z2| < 1} sao cho diê’m z1 = i biến thành tâm cu’a h̀ınh

tròn

z2 = k
z1 − i

z1 + i
·
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Số k du.o.
.c xác di.nh tù. diè̂u kiê.n là diê’m z1 = 0 biến thành diê’m z2 = 1. Dẽ̂

dàng thấy rằng k = −1. Tù. dó suy ra rà̆ng hàm:

w = −z
4 − i

z4 + i
=
i− z4

i+ z4

là ánh xa. cà̂n t̀ım.

Vı́ du. 10. Tı̀m ánh xa. phân tuyến t́ınh biến miè̂n nhi. liên gió.i ha.n bo.’ i hai

du.̀o.ng tròn γ = {|z − 3| = 9} và Γ = {|z − 8| = 16} lên vành dò̂ng tâm vó.i

tâm ta. i diê’m w = 0 sao cho bán ḱınh ngoài cu’a vành bằng 1.

Gia’i. Diê’m w = 0 và w = ∞ dò̂ng thò.i dối xú.ng vó.i nhau qua hai du.̀o.ng

tròn biên cu’a vành dò̂ng tâm. Tù. dó, theo di.nh lý 2.4.7 các nghi.ch a’nh cu’a

w = 0 và w = ∞ cũng sẽ dò̂ng thò.i dối xú.ng qua hai du.̀o.ng tròn Γ và γ. Ta

xác di.nh các nghi.ch a’nh này. Vı̀ tâm cu’a Γ và γ nà̆m trên tru.c thu.
.c nên các

diê’m cà̂n t̀ım cũng nà̆m trên tru.c thu.
.c. Ta ký hiê.u các diê’m ấy là x1 và x2.

Theo di.nh ngh̃ıa 9.2 ta có

(x1 − 3)(x2 − 3) = 81, (x1 − 8)(x2 − 8) = 256.

Gia’i hê. phu.o.ng tr̀ınh này ta có: x1 = −24, x2 = 0 (hoă. c x1 = 0, x2 = −24).

Mô.t trong hai diê’m vù.a t̀ım du.o.
.c cà̂n du.o.

.c ánh xa. lên diê’m w = 0, còn diê’m

kia lên diê’m w = ∞.

a) Gia’ su.’ w = 0 khi z = −24 và w = ∞ khi z = 0. Khi dó

w = k
z + 24

z
, (2.75)

trong dó hê. số k cà̂n du.o.
.c xác di.nh. Vı̀ ánh xa. (2.75) biến diê’m z = 0 thành

diê’m w = ∞ nên phà̂n trong cu’a mõ̂i du.̀o.ng tròn trong mă.t phă’ng z sẽ du.o.
.c

ánh xa. lên phà̂n ngoài cu’a a’nh tu.o.ng ú.ng. Vı̀ γ nà̆m trong Γ nên qua ánh

xa. (2.75) bán ḱınh cu’a a’nh du.̀o.ng tròn γ sẽ ló.n ho.n bán ḱınh cu’a a’nh du.̀o.ng

tròn Γ. Tù. dó hê. số k cà̂n du.o.
.c xác di.nh sao cho |w| = 1 khi z ∈ γ. Chă’ng

ha.n ta xét diê’m z = 12 ∈ γ. Giá tri. w tu.o.ng ú.ng sẽ là

w = 3k; |w| = 3k = 1 hay là k = 1/3.
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Nhu. vâ.y, trong tru.̀o.ng ho.
.p này ta có:

w =
1

3

z + 24

z
eiα, α ∈ R. (2.76)

b) Nếu ta dòi ho’i w = 0 khi z = 0 và w = ∞ khi z = −24 th̀ı cũng tu.o.ng

tu.
. nhu. o.’ trên ta có:

w = eiα
2z

z + 24
· (2.77)

Nhâ. n xét 2.4.7. Trong diè̂u kiê.n cu’a bài toán ngu.̀o.i ta chı’ cho tru.́o.c bán

ḱınh ngoài cu’a vành tròn. Ta sẽ chú.ng to’ rà̆ng khi dó bán ḱınh trong cũng

hoàn toàn xác di.nh.

Thâ.t vâ.y, bà̆ng cách thế vào (2.76) hoă. c (2.77) mô.t diê’m bất kỳ nà̆m trên

du.̀o.ng tròn có a’nh là du.̀o.ng tròn trong cu’a vành tròn, dẽ̂ dàng thấy rà̆ng

bán ḱınh trong bà̆ng 2/3. Tù. dó suy ra rà̆ng miè̂n nhi. liên dã cho chı’ có thê’

ánh xa. lên vành tròn mà ty’ số giũ.a bán ḱınh trong và bán ḱınh ngoài bằng

2/3.

Vı́ du. 11. Ánh xa. băng vô ha.n {0 < x < 1} vó.i các nhát cá̆t do.c theo các

tia
{
x =

1

2
, h1 6 y <∞

}
và

{
x = +

1

2
,−∞ < y 6 h2

}
.

trong dó h2 < h1 (Hı̀nh II.3) lên nu.’ a mă.t phă’ng trên.

Gia’i. Ta su.’ du.ng các ánh xa. trung gian sau dây:

1. Hàm z1 = 2πiz ánh xa. miè̂n D(z) lên miè̂n D(z1) là băng nà̆m ngang

{0 < Im z1 < 2π} vó.i hai nhát cá̆t (−∞, πi− 2πh1] và [πi+ 2πh1,∞).

2. Hàm z2 = ez1 ánh xa. miè̂n D(z1) lên miè̂n

D(z2) = C \ [(−∞,−e−2πh1] ∪ [e−2πh2,∞].

Tù. dó suy ra rằng ánh xa. cà̂n t̀ım có da.ng

w =

√
e2πiz + e−2πh1

e2πiz + e−2πh2
·
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Vı́ du. 12. Ánh xa. miè̂n gió.i ha.n bo.’ i các du.̀o.ng tròn {|z−1| = 1}; {|z−2| =
2} vó.i nhát cắt theo doa.n {y = 0, 2 6 x 6 a} (a < 4) lên nu.’ a mă.t phă’ng

trên (h̀ınh II.4).
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Hı̀nh II.3 Hı̀nh II.4

Gia’i. Ta su.’ du.ng các ánh xa. trung gian sau dây:

1. z1 =
4π

z
. Qua ánh xa. này miè̂n D(z) dã cho có a’nh là băng thă’ng

dú.ng {π < x < 2π} vó.i nhát cắt theo doa.n
[4π
a
, 2π
]
. Ta go. i miè̂n dó là

D(z1).

2. Hàm z2 = cos z1 sẽ ánh xa. miè̂n D(z1) lên toàn bô. mă. t phă’ng trù. hai

nhát cá̆t theo tru.c thu.
.c. Thâ. t vâ.y, phu.o.ng tr̀ınh cu’a du.̀o.ng thă’ng x = π,

x = 2π có thê’ viết du.́o.i da.ng

λ1 : z = π + it, −∞ < t <∞;

λ2 : z = 2π + it, −∞ < t <∞.

khi z1 biến thiên trên λ1 th̀ı

z1

∣∣
λ1

= cos(π + it) = cos πcht− i sin πsht = −cht.

Và do dó z2 va.ch nên nhát cá̆t tia (−∞, 1].

Tu.o.ng tu.
. khi z1 biến thiên trên λ2 th̀ı

z1

∣∣
λ2

= cos(2π + it) = cht,

và do dó z2 va.ch nên nhát cá̆t [1,∞).

Tù. dó suy ra

w =

√√√√√√
1 + cos

4π

z

cos
4π

z
− cos

4π

a

·



htttp://www.ebook.edu.vn

180 Chu.o.ng 2. Hàm chı’nh h̀ınh

là ánh xa. muốn t̀ım.

Vı́ du. 13. Ánh xa. nu.’ a mă.t phă’ng trên cá̆t bo’ nu.’ a h̀ınh elip lên nu.’ a mă.t

phă’ng trên (hãy vẽ h̀ınh !).

Gia’i. Ta su.’ du.ng các ánh xa. trung gian sau dây:

1. Hàm z1 =
z

c
, c = ±

√
a2 − b2 biến h̀ınh elip dã cho thành elip vó.i tiêu

diê’m là +1 và −1. Elip cắt tru.c thu.
.c ta. i hai diê’m ± a√

a2 − b2
và cá̆t tru.c a’o

ta. i diê’m
bi√

a2 − b2
.

2. Hàm z2 = z1 +
√
z2
1 − 1 =

z +
√
z2 + b2 − a2

√
a2 − b2

biến miè̂n vù.a thu du.o.
.c

lên nu.’ a mă.t phă’ng trên cá̆t bo’ nu.’ a h̀ınh tròn tâm z1 = 0 và bán ḱınh là

R =
a+ b√
a2 − b2

.

3. Hàm z3 =
z2

R
sẽ ánh xa. miè̂n vù.a thu du.o.

.c lên nu.’ a mă.t phă’ng trên

cá̆t bo’ nu.’ a h̀ınh tròn do.n vi. và

z3 =
z1

R
=
z +

√
z2 + b2 − a2

√
a2 − b2

×
√
a2 − b2

a+ b

=
z +

√
z2 + b2 − a2

a+ b
·

4. Tiếp theo ta su.’ du.ng ánh xa. Jukovski

z4 =
1

2

(
z3 +

1

z3

)

và thu du.o.
.c nu.’ a mă.t phă’ng trên. Thế giá tri. z3 vào biê’u thú.c vù.a viết ta
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có

z4 =
1

2

{z +
√
z2 + b2 − a2

a+ b
+

a+ b

z +
√
z2 + b2 − a2

}

=
z2 + 2z

√
z2 + b2 − a2 + z2 + b2 − a2 + (a+ b)2

2(a+ b)(z +
√
z2 + b2 − a2)

=
2z(z +

√
z2 + b2 − a2) + 2b(a+ b)

2(a+ b)(z +
√
z2 + b2 − a2)

=
z

a+ b
+

b

z +
√
z2 + b2 − a2

·

Áp du.ng ánh xa. dò̂ng da.ng và sau vài phép biến dô’i ta có

w = (a+ b)z4 = z +
b(a+ b)

z +
√
z2 + b2 − a2

=
az − b

√
z2 + b2 − a2

a2 − b2
·

Dó là ánh xa. pha’i t̀ım.

Vı́ du. 14. Ánh xa. miè̂n {|z| > 1} vó.i các nhát cá̆t theo các doa. n thă’ng

[a,−1] và [1, b], trong dó −∞ < a < −1, 1 < b <∞ lên h̀ınh tròn do.n vi..

Gia’i

1. Hàm Jukovski z1 =
1

2

(
z +

1

z

)
ánh xa. miè̂n D(z) lên phà̂n ngoài doa.n

thă’ng [A,B] ⊂ R, trong dó

A =
1

2

(
a+

1

a

)
; B =

1

2

(
b+

1

b

)
.

2. Hàm tuyến t́ınh z2 =
(
z1 −

A+B

2

) 2

A+B
sẽ ánh xa. miè̂n vù.a thu

du.o.
.c lên phà̂n ngoài doa.n [−1, 1]. Tù. dó rút ra

w = z2 +
√
z2
2 − 1

là ánh xa. muốn t̀ım.

Vı́ du. 15. Ánh xa. nu.’ a băng {x > 0, 0 < y < 2h} vó.i nhát cá̆t theo tia

{x > h, y = h} (Hı̀nh II.5) lên băng vô ha.n {0 < Imw < 1}
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Hı̀nh II.5

Gia’i. Ta su.’ du.ng các ánh xa. trung gian sau dây:

1. Hàm z1 =
z

2h
ánh xa. miè̂n D(z) lên nu.’ a băng vó.i dô. rô.ng là π.

2. Lo.
.i du. ng t́ınh chất cu’a hàm ez, ta xét ánh xa.

z2 = ez1

biến miè̂n thu du.o.
.c trong mă.t phă’ng z1 lên nu.’ a mă.t phă’ng trên cá̆t bo’ nu.’ a

h̀ınh tròn do.n vi. và nhát cá̆t {Im z2 > eπ,Re z2 = 0}. Ta go. i miè̂n dó là

D(z2).

3. Hàm

z3 =
1

2

(
z2 +

1

z2

)
,
(
ieπ/2 → ish

π

2

)

biến miè̂n D(z2) lên miè̂n D(z3) là nu.’ a mă.t phă’ng trên trù. nhát cá̆t theo

tru.c a’o di tù. diê’m ish
π

2
.

4. Dến dây ta thấy rõ là dê’ có băng nà̆m ngang rô.ng 2 ta cà̂n biến miè̂n

D(z3) lên mă.t phă’ng vó.i nhát cắt theo phà̂n du.o.ng tru.c thu.
.c và sau dó dùng

ánh xa. logarit. Nhu. vâ.y,

z4 = z2
3

ánh xa. D(z3) lên miè̂n D(z4) là mă.t phă’ng trù. hai nhát cắt(
−∞,−sh2π

2

]
và [0,∞).

5. Hàm z5 =
z4

z4 + sh2π

4

ánh xa. miè̂n D(z4) lên mă.t phă’ng vó.i nhát cá̆t

theo phà̂n du.o.ng tru.c thu.
.c. Tù. các ánh xa. trung gian trên dây ta suy ra

w =
−1

2π
log
(
1 +

sh2π

2

ch2πz

2h

)
.



htttp://www.ebook.edu.vn
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2.5 Bài tâ.p

1. Cho hàm

f(z) =





x3(1 + i) − y3(1 − i)

x2 + y2
khi z 6= 0,

0 khi z = 0.

Chú.ng minh rằng:

1) f(z) liên tu.c ta. i diê’m z = 0.

2) Hàm f(z) tho’a mãn các diè̂u kiê.n Cauchy - Riemann ta. i diê’m (0, 0)

nhu.ng da.o hàm ta. i diê’m dó không tò̂n ta. i.

2. Chú.ng minh rằng các hàm

1) f1(z) =





xy2(x+ iy)

x2 + y4
khi z 6= 0

0 khi z = 0;

2) f2(z) =





x4/3y5/3

x2 + y2
+ i

x5/3y4/3

x2 + y2
nếu z 6= 0,

0 khi z = 0

dè̂u không có da.o hàm ta. i diê’m z = 0.

3. Tı̀m miè̂n mà ta. i dó hàm

f(z) = |x2 − y2| + 2i|xy|

chı’nh h̀ınh.

[Tra’ lò.i: Hàm chı’nh h̀ınh khi

0 < arg z <
π

4
, π < arg z <

5π

4
(f(z) = z2) và khi

π

2
< arg z <

3π

4
,

3π

2
< arg z < 7π

4
(f(x) = −z2).]

4. Gia’ su.’ z = ρ(cosϕ + i sinϕ) và f(z) = u(ρ, ϕ) + iv(ρ, ϕ). Khi dó hàm

f(z) là C - kha’ vi khi và chı’ khi u(ρ, ϕ) và v(ρ, ϕ) là hàm kha’ vi cu’a ρ, ϕ và
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các da.o hàm riêng cu’a chúng tho’a mãn hê. thú.c

∂u

∂ρ
=

1

ρ

∂v

∂ρ
,

∂v

∂ρ
= −1

ρ

∂u

∂ϕ
·

5. Chú.ng minh rằng hàm da.ng

w =
αz + β

βz + α
,

trong dó α, β là nhũ.ng số phú.c tùy ý tho’a mãn hê. thú.c αα−ββ = 1 ánh xa.
du.̀o.ng tròn do.n vi. {|z| = 1} lên ch́ınh nó. Nếu ββ − αα = 1 th̀ı phà̂n trong

du.̀o.ng tròn do.n vi. du.o.
.c biến thành phà̂n ngoài.

6. Tı̀m nhũ.ng diê’m trên mă.t phă’ng z mà

1.
∣∣∣az + b

cz + d

∣∣∣ = const,

2. arg
az + b

cz + d
= const,

trong dó a, b, c, d là nhũ.ng hà̆ng số phú.c.

7. Chú.ng minh rà̆ng a’nh cu’a du.̀o.ng thă’ng hay du.̀o.ng tròn γ qua ánh xa.

phân tuyến t́ınh w =
az + b

cz + d
, c 6= 0 là du.̀o.ng thă’ng khi và chı’ khi diê’m

z0 = −d
c
∈ γ.

8. Chú.ng minh rằng góc ta. i ∞ giũ.a hai du.̀o.ng thă’ng song song là bà̆ng 0.

9. Chú.ng minh rà̆ng 4 diê’m nà̆m trên du.̀o.ng thă’ng hay du.̀o.ng tròn khi và

chı’ khi ty’ số kép cu’a chúng là mô.t số thu.
.c.

10. Chú.ng minh rà̆ng da. i lu.o.
.ng

|dz|
R2 − |z|2

là bất biến dối vó.i các ánh xa.

phân tuyến t́ınh w = w(z) biến h̀ınh tròn {|z| < R} lên ch́ınh nó, ngh̃ıa là

|dw|
R2 − |w|2 =

|dz|
R2 − |z|2 , w = w(z).

11. Chú.ng minh rà̆ng da. i lu.o.
.ng

|dz|
Im z

là bất biến dối vó.i các phép ánh xa.

phân tuyến t́ınh biến nu.’ a mă.t phă’ng trên Im z > 0 lên ch́ınh nó.
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12. Chú.ng minh rà̆ng du.̀o.ng thă’ng qua các diê’m bất dô.ng cu’a ánh xa.

w =
iz + 2

z − i
là biến thành ch́ınh nó.

13. Tı̀m da.ng tô’ng quát cu’a ánh xa. phân tuyến t́ınh có hai diê’m bất dô.ng

z1 và z2.

(Tra’ lò.i : 1) w = Az nếu z1 = 0, z2 = ∞, A ∈ C;

2)
w − z1

w − z2
= A

z − z1

z − z2
, A ∈ C.)

14. Dãy diê’m (zn) xác di.nh nhu. sau: z0 là diê’m cho tru.́o.c, zn+1 = f(zn),

n ∈ N, trong dó f là hàm phân tuyến t́ınh có hai diê’m bất dô.ng. Hãy kha’o

sát su.
. hô. i tu. cu’a dãy dó.

Chı’ dã̂n. Gia’ su.’ α, β ∈ C là hai diê’m bất dô.ng cu’a f . Áp du.ng bài 13

và cách cho dãy dê’ chú.ng minh rà̆ng

zn+1 − α

zn+1 − β
= |A|n+1ei(n+1)θ z0 − α

z0 − β
, θ = argA.

Tiếp dó là qua gió.i ha.n dă’ng thú.c khi n→ ∞.

Tra’ lò.i 1) lim
n→∞

zn =




α nếu |A| < 1,

β nếu |A| > 1
; 2) lim

n→∞
zn không tò̂n ta. i nếu

|A| = 1.

15. Gia’ su.’ h̀ınh tròn do.n vi. du.o.
.c ánh xa. lên ch́ınh nó sao cho diê’m z0 cu’a

nó biến thành tâm. Chú.ng minh rà̆ng khi dó nu.’ a du.̀o.ng tròn do.n vi. du.o.
.c

ánh xa. thành nu.’ a du.̀o.ng tròn khi và chı’ khi các dà̂u mút cu’a nó nà̆m trên

du.̀o.ng ḱınh di qua z0.

Chı’ dã̂n. Su.’ du.ng công thú.c

w = eiθ
z − z0

1 − z0z

và diè̂u là w(z0) = 0, w
( 1

z0

)
= ∞.

16. Tı̀m a’nh dối xú.ng cu’a du.̀o.ng tròn γ∗ = {z ∈ C : |z− 2| = 2} qua du.̀o.ng

tròn γ = {z ∈ C : |z − 1| = 1}.
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Tra’ lò.i. Dó là du.̀o.ng tròn Apolonius dối vó.i các diê’m 1 và 2: |w − 2| =

2|w = 1|.
Chı’ dã̂n. Phép biến dô’i dối xú.ng qua du.̀o.ng tròn γ hoàn toàn du.o.

.c xác

di.nh bo.’ i hàm

w = 1 +
1

z − 1
·

17. Chú.ng minh rà̆ng mo.i du.̀o.ng tròn di qua diê’m ±1 dè̂u chia mă.t phă’ng

C thành hai miè̂n do.n diê.p cu’a hàm Jukovski.

Chı’ dã̂n. Xét du.̀o.ng tròn γ bất kỳ qua ±1 và z1, z2 6∈ γ sao cho z1z2 = 1.

Tiếp theo, xét ánh xa.

w =
z + 1

k(z − 1)
, |k| = 1

biến mô.t trong hai miè̂n cu’a mă.t phă’ng z (gió.i ha.n bo.’ i γ) lên nu.’ a mă.t

phă’ng trên. Tù. diè̂u kiê.n z1z2 = 1 suy ra w1 = −w2.

18. Tı̀m a’nh cu’a h̀ınh chũ. nhâ.t P = {z ∈ C : 0 < Re z < π, 0 < Im z < b}
qua ánh xa. w = cos z.

Tra’ lò.i. A’nh là nu.’ a du.́o.i cu’a h̀ınh elip vó.i các bán tru.c ch b và sh b.

19. Chú.ng minh rằng các ca.nh cu’a h̀ınh vuông vó.i dı’nh π
(
n+

1

2

)(
±1 ±i),

n ∈ N hàm
1

| sin z| tho’a mãn diè̂u kiê.n
1

| sin z| < 1.

Chı’ dã̂n. Khi u.́o.c lu.o.
.ng hàm trên các ca.nh nằm ngang z = x±i

(
n+

1

2

)
π

hãy su.’ du. ng bất dă’ng thú.c

sh
(
n +

1

2

)
π > sh

π

2
> 1.

20. Gia’ su.’ f(z) = u(z) + iv(z) ∈ H(D). Chú.ng minh rà̆ng các ho. du.̀o.ng

cong u(x, y) = C, v(x, y) = C (C là hà̆ng số tùy ý) tru.
.c giao vó.i nhau.

Chı’ dã̂n. Chú.ng minh rằng 〈grad y, grad v〉 = 0, trong dó gradu =(∂u
∂x

,
∂u

∂y

)
, grad v =

(∂v
∂x

,
∂v

∂y

)
.
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21. Gia’ su.’ f(z) ∈ H(D). Chú.ng minh rà̆ng |f(z)| = const khá̆p no.i trong

miè̂n D th̀ı hàm f(z) = const trong D.

Chı’ dã̂n. Lấy da.o hàm riêng theo x, theo y dă’ng thú.c u2 + v2 = C2 rò̂i

áp du. ng diè̂u kiê.n Cauchy - Riemann.

22. Tı̀m a’nh cu’a miè̂n D =
{
z ∈ C : −π

2
< Re z <

π

2
,−∞ < Im z < ∞

}

qua ánh xa. w = sin z.

Tra’ lò.i. A’nh D∗ là toàn bô. mă.t phă’ng phú.c vó.i nhát cá̆t theo tru.c thu.
.c

tù. diê’m w = −1 dến diê’m w = +1 qua ∞.

23. Vó.i giá tri. nào cu’a α th̀ı các tâ.p ho.
.p giá tri. sau dây trùng nhau:

1. (a2)α và a2α;

2. (a3)α và a3α.

[Tra’ lò.i. 1. α =
k

2m+ 1
, k,m = 0,±1,±2, . . .

2. α =
k

3m− 1
, k,m = 0,±1,±2, . . . )]

24. Chú.ng minh rằng

1. ii = e−π/2e−2kπ,

2. (−1)i = e(2k+1)π,

3. (−1)
√

2 = cos(2k + 1)π
√

2 + i sin(2k + 1)π
√

2, k ∈ Z.



htttp://www.ebook.edu.vn

Chu.o.ng 3
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thú. hai cu’a Cauchy) . . . . . . . . . . . . . . . . . 235



htttp://www.ebook.edu.vn

3.1. Tı́ch phân trong miè̂n phú.c 189
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Bây giò. xét su.
. thu he.p ló.p tô’ng quát các hàm biến phú.c bà̆ng diè̂u kiê.n

kha’ t́ıch. Su.
. thu he.p dó sẽ du.a ta tó.i ch́ınh ló.p các hàm chı’nh h̀ınh dã du.o.

.c

nghiên cú.u trong chu.o.ng II. Toàn bô. chu.o.ng này du.o.
.c dành cho viê.c tr̀ınh

bày di.nh lý co. ba’n trong phép t́ınh t́ıch phân cu’a Cauchy cùng hai công thú.c

co. ba’n cu’a nhà toán ho.c nô’i tiếng dó.

3.1 T́ıch phân trong miè̂n phú.c

3.1.1 D- i.nh ngh̃ıa t́ıch phân

Gia’ su.’ cho tuyến tro.n γ = γ(t) : I → C, I = [a, b] ⊂ R và gia’ su.’ cho ánh xa.
liên tu.c

f : γ(I) → C.

khi dó hàm f [γ(t)] là mô.t hàm liên tu.c trên I.

Ta có di.nh ngh̃ıa sau dây:

D- i.nh ngh̃ıa 3.1.1. Tı́ch phân

J(f) =

b∫

a

f [γ(t)]γ ′(t)dt (3.1)
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du.o.
.c go. i là t́ıch phân cu’a hàm f theo tuyến γ và du.o.

.c ký hiê.u là

∫

γ

f(z)dz.

Di.nh ngh̃ıa này phù ho.
.p vó.i di.nh ngh̃ıa t́ıch phân du.̀o.ng thông thu.̀o.ng

(theo ngh̃ıa Cauchy - Riemann) cu’a hàm liên tu.c theo khoa’ng compac.

Cũng có thê’ t́ınh t́ıch phân du.̀o.ng theo tuyến tro.n tù.ng khúc. Trong

tru.̀o.ng ho.
.p này sẽ cho.n phép phân hoa.ch

a = t0 < t1 < · · · < tn = b

sao cho ha.n chế γi cu’a tuyến γ trên doa.n [ti, ti+1] là tuyến tro.n vó.i i bất kỳ,

0 ≤ i ≤ n− 1. Và theo di.nh ngh̃ıa

∫

γ

f(z)dz =
∑

i

∫

γi

f(z)dz. (3.2)

Có thê’ chú.ng minh rà̆ng giá tri. cu’a vế pha’ i (3.2) không phu. thuô. c vào

viê.c cho.n phép phân hoa.ch và trong tru.̀o.ng ho.
.p khi γ là tuyến tro.n th̀ı di.nh

ngh̃ıa này cu’a t́ıch phân

∫

γ

f(z)dz trùng vó.i di.nh ngh̃ıa 3.1.1.

Do dó, di.nh ngh̃ıa t́ıch phân (3.2) là dúng dá̆n.

Vı́ du. 1. Gia’ su.’ γ là du.̀o.ng tròn

γ =
{
z ∈ C : |z − a| = r

}

(do dó γ(t) = a+ eir, t ∈ [0, 2π] và f(z) = (z − a)n, n ∈ Z.

Theo di.nh ngh̃ıa 3.1.1 ta có:

J(f) =

∫

γ

(z − a)ndz = rn+1i

2π∫

0

ei(n+1)tdt.

Khi n 6= −1 th̀ı J(f) = 0.
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Khi n = −1 th̀ı

∫

γ

dz

z − a
= i

2π∫

0

dt = 2πi.

Nhu. vâ.y:

J(f) =





0 khi n 6= −1,

2πi khi n = −1.
(3.3)

Nhâ. n xét 3.1.1. Bà̆ng cách dă.t f = u+ iv và dz = dx + idy ta thu du.o.
.c:

∫

γ

f(z)dz =

∫

γ

udx− vdy + i

∫

γ

vdx+ udy. (3.4)

Tù. di.nh ngh̃ıa và công thú.c (3.4) dẽ̂ dàng suy ra các t́ınh chất sau dây

cu’a t́ıch phân trong miè̂n phú.c.

I - Tı́nh chất tuyến t́ınh. Nếu fk(z), k = 1, 2, . . . , n là nhũ.ng hàm liên

tu.c du.o.
.c cho trên γ và ak (k = 1, 2, . . . , n) là nhũ.ng hà̆ng số cho tru.́o.c th̀ı:

∫

γ

( n∑

k=1

akfk(z)
)
dz =

n∑

k=1

ak

∫

γ

fk(z)dz.

II - Tı́nh chất cô. ng t́ınh. Gia’ su.’ cho hai tuyến tro.n

γ1(t) : [a, c] → C, γ2(t) : [c, b] → C

sao cho

γ1(c) = γ2(c).

Xét tuyến tro.n tù.ng khúc là ho.
.p cu’a hai tuyến γ1, γ2

γ(t) =




γ1(t), t ∈ [a, c],

γ2(t), t ∈ [c, b].



htttp://www.ebook.edu.vn
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Tù. di.nh ngh̃ıa suy ra rà̆ng
∫

γ1∪γ2

f(z)dz =

∫

γ1

f(z)dz +

∫

γ2

f(z)dz.

III - Tı́nh bất biến dối vó.i phép biến dô’i tham số. Ta nhắc la.i o.’ dây di.nh

ngh̃ıa phép thay tham số. Gia’ su.’ cho tuyến tro.n

γ : [a, b] → C

và t = t(u) kha’ vi liên tu.c khi u ∈ [a1, b1] (a1 < b1) vó.i da.o hàm t′(u) > 0

khá̆p no.i và

t(a1) = a, t(b1) = b.

Khi dó ho.
.p cu’a ánh xa. u 7→ t(u) và

γ : [a, b] → C

sẽ xác di.nh mô.t ánh xa. γ1 : u 7→ γ[t(u)].

Ánh xa. dó cho ta mô.t tuyến tro.n và nói rằng γ1 thu du.o.
.c tù. γ bà̆ng phép

thay thế tham số.

D- i.nh lý 3.1.1. Tı́ch phân (3.1) là mô. t bất biến dối vó.i phép thay tham số.

Nói cách khác, nếu γ ∼ γ∗ th̀ı
∫

γ

f(z)dz =

∫

γ∗

f(z)dz.

Chú.ng minh. Theo di.nh ngh̃ıa ta có

∫

γ

f(z)dz =

b∫

a

f [γ(t)]γ ′(t)dt. (3.5)

Thu.
.c hiê.n phép thay tham số o.’ vế pha’ i cu’a (3.5) và theo công thú.c vi

phân hàm ho.
.p, ta có

∫

γ

f(z)dz =

b1∫

a1

f [γ1(u)]γ
′
1(u)du =

∫

γ∗

f(z)dz.
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Tù. di.nh lý 3.1.1 ta rút ra kết luâ.n quan tro.ng là: t́ıch phân dã du.o.
.c xây

du.
.ng dối vó.i tuyến vã̂n có ngh̃ıa ca’ dối vó.i du.̀o.ng cong là ló.p các tuyến

tu.o.ng du.o.ng.

Nói dúng ho.n: Dối vó.i tuyến bất kỳ xác di.nh du.̀o.ng cong tro.n nào dó

th̀ı t́ıch phân cu’a hàm liên tu.c theo tuyến ấy có mô.t và chı’ mô.t giá tri..

IV - Tı́nh di.nh hu.́o.ng. Dối vó.i tuyến tro.n γ và tuyến ngu.o.
.c vó.i nó γ−

(tuyến thu du.o.
.c tù. γ bà̆ng phép thay tham số t 7→ a+b−t, γ−(t) = γ[a+b−t])

ta có:

∫

γ

f(z)dz = −
∫

γ−

f(z)dz.

Tı́nh chất này du.o.
.c chú.ng minh nhu. di.nh lý 3.1.1.

3.1.2 U
.
ó.c lu.o.

.ng t́ıch phân

D- i.nh lý 3.1.2. Gia’ su.’ γ là mô. t tuyến tro.n

γ : [a, b] → C

và gia’ su.’ t 7→ f [γ(t)] là ánh xa. liên tu. c tù. tâ. p ho.
.p compắx γ[I] vào C. Khi

dó

∣∣∣
∫

γ

f(z)dz
∣∣∣ 6 sup

γ
|f(z)| · |γ|,

trong dó |γ| là dô. dài cu’a tuyến γ.

Chú.ng minh. Gia’ su.’

J(f) =

∫

γ

f(z)dz = |J(f)|eiθ.
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Ta có

|J(f)| =

∫

γ

e−iθf(z)dz =

b∫

a

e−iθf [γ(t)]γ ′(t)dt

=

b∫

a

Re
{
e−iθf [γ(t)]γ ′(t)

}
dt.

Do dó

|J(f)| 6
b∫

a

|f(γ(t))||γ ′(t)|dt =

∫

γ

|f(z)||dz|

6 sup
γ

|f(z)| ·
∫

γ

|dz| = sup
γ

|f(z)| ·
b∫

a

{(dx
dt

)2

+
(dy
dt

)2} 1
2
dt

= sup
γ

|f(z)||γ|.

Hê. qua’ 3.1.1. Nếu thêm vào các gia’ thiết cu’a di.nh lý 3.1.2 diè̂u kiê. n

|f(z)| 6 M , ∀ z ∈ γ, trong dó M là hằng số nào dó th̀ı

∣∣∣
∫

γ

f(z)dz
∣∣∣ 6 M · |γ|.

3.1.3 Tı́nh t́ıch phân bà̆ng phu.o.ng pháp qua gió.i ha.n

Gia’ su.’ ∆ là phép phân hoa.ch [a, b]

∆ : a = t0 < t1 < · · · < tn = b,

trong dó dă.t

η = max
i

|ti+1 − ti|.
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Ta cà̂n t́ınh hiê.u σn giũ.a t́ıch phân (3.1) vó.i tô’ng

n−1∑

i=0

f [γ(θi)]
(
γ(ti+1) − γ(ti)

)
, θi ∈ [ti, ti+1].

Vı̀

ti+1∫

ti

dz = γ(ti+1) − γ(ti)

nên biê’u thú.c trên có thê’ viết du.́o.i da.ng

b∫

a

f̃(t) · γ ′(t)dt,

trong dó f̃(t) là hàm trên [a, b], bằng f [γ(θi)] trên khoa’ng (ti, ti+1). Nhu. vâ.y

|σn| =
∣∣∣

b∫

a

[f(γ(t) − f̃ (t)]γ ′(t)dt
∣∣∣.

Gia’ su.’ ε > 0 là mô.t số cho tru.́o.c. Cho.n η du’ nho’, sao cho vó.i mo.i că.p

t′, t′′ ∈ [a, b] tho’a mãn diè̂u kiê.n |t′ − t′′| < η ta dè̂u có:

|f(γ(t′)) − f(γ(t′′))| < ε

|γ| ·

(Diè̂u dó có thê’ thu.
.c hiê.n du.o.

.c v̀ı hàm f |γ(t)| liên tu. c trên [a, b] do dó nó

liên tu.c dè̂u trên doa.n dó).

Khi dó

|f(γ(t)) − f̃ (t)| 6 ε

|γ|

và:

|σn| 6
ε

|γ| · |γ| = ε.
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Tù. kết qua’ vù.a chú.ng minh suy ra rằng t́ıch phân

∫

γ

f(z)dz là gió.i ha.n

cu’a tô’ng t́ıch phân Riemann khi η → 0.

Tù. diè̂u vù.a chú.ng minh và di.nh lý 3.1.1 suy rằng t́ıch phân du.̀o.ng theo

tuyến không phu. thuô.c phép tham số hóa tuyến dó: hai phép tham số hóa

tu.o.ng du.o.ng dối vó.i tuyến chı’ cho mô.t giá tri. t́ıch phân. Diè̂u dă.c biê.t ho.n

nũ.a là các tô’ng Riemann có thê’ mô ta’ bo.’ i các thuâ.t ngũ. h̀ınh ho.c liên quan

dến du.̀o.ng cong mà trên dó cà̂n t́ınh t́ıch phân. Ta dù.ng la. i dê’ tr̀ınh bày

mô.t cách ngắn go.n diè̂u dó.

Gia’ su.’ L(A,B) ⊂ C là du.̀o.ng cong có hu.́o.ng vó.i diê’m dà̂u A và diê’m

cuối B và gia’ su.’ trên L(A,B) cho hàm f(z). Thu.
.c hiê.n phép phân hoa.ch

chia du.̀o.ng cong L(A,B) thành mô.t số n tùy ý các cung nho’ bo.’ i các diê’m

z0 = A, z1, z2, . . . , zn−1, zn = B nà̆m liên tiếp trên L(A,B) (tú.c là zj dú.ng

tru.́o.c zj+1, j = 0, 1, . . . , n − 1). Trên mõ̂i cung nho’ Lj =
_

zjzj+1 ta lấy diê’m

ξj tùy ý và lâ.p tô’ng t́ıch phân

Jn =
n−1∑

j=0

f(ξj)∆zj, ∆zj = zj+1 − zj.

Gia’ su.’ r = max
06j6n−1

(diamLj).

Nếu tò̂n ta. i gió.i ha.n limJn khi r → 0 không phu. thuô.c vào cách phân

hoa.ch L(A,B) thành các cung nho’ và không phu. thuô.c vào viê.c cho.n các

diê’m trung gian ξj th̀ı gió.i ha.n dó du.o.
.c go. i là t́ıch phân du.̀o.ng cu’a hàm f

theo du.̀o.ng cong L(A,B):

lim
r→0

r−1∑

j=0

f(ξj)∆zj =

∫

L(A,B)

f(z)dz.

Trong tru.̀o.ng ho.
.p khi L(A,B) là du.̀o.ng cong dóng A ≡ B th̀ı dă.t
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L(A,B) = L và t́ıch phân du.o.
.c ký hiê.u là

J =

∮

L

f(z)dz hay

∫

L+

f(z)dz nếu L có di.nh hu.́o.ng du.o.ng;

J =

∮

L

f(z)dz hay

∫

L−

f(z)dz nếu L có di.nh hu.́o.ng âm.

Tiếp theo ta chú.ng minh di.nh lý cho phép ta du.a viê.c t́ınh t́ıch phân

trong miè̂n phú.c vè̂ t́ınh t́ıch phân du.̀o.ng trong miè̂n thu.
.c (xem (3.4))

D- i.nh lý 3.1.3. (Vè̂ su.
. tò̂n ta. i t́ıch phân du.̀o.ng)

Nếu L là du.̀o.ng cong có hu.́o.ng, do du.o.
.c và hàm f(z) liên tu. c trên L

th̀ı t́ıch phân

∫

L

f(z)dz tò̂n ta. i. Thêm vào dó, nếu z = x + iy, f(z) =

u(x, y) + iv(x, y) th̀ı

∫

L

f(z)dz =

∫

L

u(x, y)dx− v(x, y)dy+ i

∫

L

v(x, y)dx+ u(x, y)dy. (3.6)

Chú.ng minh. Gia’ su.’ zj = xj+iyj, ξj = ζj+iηj, uj = u(ζj , ηj); vj = v(ζj, ηj),

∆zj = ∆xj + i∆yj. Ta biến dô’i tô’ng t́ıch phân cu’a t́ıch phân

∫

L

f(z)dz:

n−1∑

j=0

f(ξj)∆zj =
n−1∑

j=0

(uj + ivj)(∆xj + i∆yj)

=

n−1∑

j=0

(uj∆xj − vj∆yj) + i

n−1∑

j=0

(vj∆xj + uj∆yj). (3.7)

Nếu f liên tu.c trên L th̀ı u và v liên tu.c trên L và do dó các t́ıch phân o.’ vế

pha’ i (3.6) tò̂n ta. i. Vế pha’ i cu’a (3.7) gò̂m các tô’ng t́ıch phân dối vó.i các t́ıch

phân du.̀o.ng o.’ vế pha’ i cu’a công thú.c (3.6). Do dó khi r → 0 vế pha’ i cu’a

(3.7) dà̂n dến vế pha’ i cu’a (3.6). Tù. dó suy rà̆ng vế trái cu’a (3.7) có gió.i ha.n

không phu. thuô.c vào cách phân hoa.ch du.̀o.ng cong L và không phu. thuô.c

vào cách cho.n các diê’m ξj. Nhu. vâ.y t́ıch phân o.’ vế trái cu’a (3.6) tò̂n ta. i.
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Qua gió.i ha.n dă’ng thú.c (3.7) khi r → 0 ta thu du.o.
.c (3.6). Di.nh lý du.o.

.c

chú.ng minh.

Vı́ du. 1. Tı́nh t́ıch phân

I =

∫

L

zpdz, p = 0, 1, 2, . . . (3.8)

trong dó L là du.̀o.ng cong tùy ý có dô. dài |L| vó.i diê’m dà̂u z = a và diê’m

cuối z = b (a và b là nhũ.ng số phú.c tùy ý).

Gia’i. Gia’ su.’ z0, z1, . . . , zn là các diê’m chia trong phép phân hoa.ch du.̀o.ng

cong L. Trong tru.̀o.ng ho.
.p dó: z0 ≡ a, zn ≡ b và

bp+1 − ap+1 =
n∑

k=1

(
zp+1
k − zp+1

k−1

)

=
n∑

k=1

(
zpk + zp−1

k zk−1 + · · · + zpk−1

)
∆zk

=
n∑

k=1

zpk∆zk +
n∑

k=1

zp−1
k zk−1∆zk + · · ·+

+
n∑

k=1

zmk z
p−m
k−1 ∆zk + · · · +

n∑

k=1

zpk−1∆zk. (3.9)

Tô’ng dà̂u và tô’ng cuối o.’ vế pha’ i cu’a (3.9) là các tô’ng t́ıch phân thông

thu.̀o.ng: trong tô’ng thú. nhất ta lấy diê’m trung gian là ξk = zk, còn trong

tô’ng cuối ta dă.t ξk = zk−1.

lim
r→0

n∑

k=1

ξpk∆zk = lim
r→0

n∑

k=1

ξpk∆zk = I.

Ta xét mô.t tô’ng nào dó o.’ giũ.a, chă’ng ha.n

S′
n =

n∑

k=1

zmk z
p−m
k−1 ∆zk, 1 < m < p (3.10)
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và so sánh (3.10) vó.i tô’ng cuối

Sn =
n∑

k=1

zpk−1∆zk.

Ta có

|S′
n − Sn| =

∣∣∣
n∑

k=1

zp−mk−1 (zmk − zmk−1)∆zk

∣∣∣

=
∣∣∣

n∑

k=1

zp−mk

(
zm−1
k + zm−2

k zk−1 + · · · + zm−1
k−1

)
∆z2

k

∣∣∣

6
n∑

k=1

|zk−1|p−m
(
|zk|m−1 + · · · + |zk−1|m−1

)
|∆zk|2

6 mRm

n∑

k=1

|∆zk|2, (3.11)

trong dó R là số nào dó không bé ho.n khoa’ng cách tù. diê’m bất kỳ cu’a L dến

gốc to.a dô..

Ta cà̂n chú.ng minh rằng lim
r→0

n∑
k=1

|∆zk|2 = 0. Thâ. t vâ.y, ta có

n∑

k=1

|∆zk|2 =
n∑

k=1

|∆zk| · |∆zk| 6 r
n∑

k=1

|∆zk| 6 r|L|.

Do dó khi r → 0 th̀ı tô’ng dã nêu dà̂n dến 0.

Tù. dó suy rà̆ng

lim
r→0

Sn = lim
r→0

S ′
n = I.

Qua gió.i ha.n (3.9) khi r → 0 ta thu du.o.
.c

bp+1 − ap+1 = (p+ 1)I ⇒ I =
bp+1 − ap+1

p + 1
,

tú.c là
∫

L(a,b)

zpdz =
bp+1 − ap+1

p+ 1
·
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Vı́ du. 2. Tı́nh t́ıch phân

J =

∫

γ

dz

z − a
; γ = {z : |z − a| = r}.

Gia’i. Phu.o.ng tr̀ınh cu’a γ có thê’ viết du.́o.i da.ng:

z = a+ reiϕ, 0 6 ϕ 6 2π,

(xem v́ı du. 1 trong tru.̀o.ng ho.
.p khi n = −1).

Ta cho.n phép phân hoa.ch tk =
2kπ

n
và dă.t

τk =
tk + tk+1

2
=

(2k + 1)

n
π, k = 0, 1, . . . , n− 1.

Khi dó

zk = a+ re
2kπ
2
i, ζk = a+ re

2k+1
n

πi.

Tô’ng Riemann tu.o.ng ú.ng có da.ng

n−1∑

k=0

1

re
2k+1

n
πi
r ·
[
e

2(k+1)
n

πi − e
2kπi

n

]
=

=
n−1∑

k=0

[
e

πi
n − e−

πi
n

]
= n

(
e

πi
n − e−

πi
n

)
= n · 2i sin π

n
·

Do dó
∫

γ

dz

z − a
= lim

n→∞

[
2n · i sin π

n

]
= 2πi.

3.1.4 Da.ng vi phân dúng và da.ng vi phân dóng

Trong tiết này ta lu.u ý mô. t số khái niê.m vè̂ da.ng vi phân. Ta bắt dà̂u tù.

da.ng vi phân trong miè̂n thu.
.c.

I. Da.ng vi phân dúng
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D- i.nh ngh̃ıa 3.1.2. Gia’ su.’ P (x, y) và Q(x, y) là nhũ.ng hàm liên tu.c nhâ.n

giá tri. thu.
.c hoă.c phú.c trong miè̂n D ⊂ R2. Biê’u thú.c

ω = P (x, y)dx+Q(x, y)dy = Pdx+Qdy

du.o.
.c go. i là da. ng vi phân trong miè̂n D.

Vı́ du. . Gia’ su.’ f(z) ∈ H(D). Khi dó

ω = f(z)dz = [u(x, y) + iv(x, y)][dx+ idy]

= (u+ iv)dx+ (iu− v)dy

là da.ng vi phân trong miè̂n D.

D- i.nh ngh̃ıa 3.1.3. Da.ng vi phân ω = Pdx+Qdy du.o.
.c go. i là da. ng vi phân

dúng trong miè̂n D nếu tò̂n ta. i hàm F cho trong miè̂n D sao cho

dF = ω,

và khi dó hàm F du.o.
.c go. i là nguyên hàm cu’a da.ng vi phân ω.

Lu.u ý rà̆ng da.ng vi phân dúng thu.̀o.ng du.o.
.c go. i là vi phân toàn phà̂n

(hay vi phân du’ ).

D- i.nh lý 3.1.4. Nếu ω = Pdx+Qdy là da. ng vi phân dúng trong miè̂n D và

F1, F2 là hai nguyên hàm cu’a nó trong D th̀ı F2(x, y) = F1(x, y) + C trong

D, trong dó C là hà̆ng số nào dó.

Chú.ng minh. Theo gia’ thiết ta có dF1 = ω ⇒ ∂F1

∂x
= P ,

∂F1

∂y
= Q và

dF2 = ω ⇒ ∂F2

∂x
= P ,

∂F2

∂y
= Q. Ta xét hàm

ϕ = F2 − F1.

Ta có
∂ϕ

∂x
= 0,

∂ϕ

∂y
= 0 trong D. Tù. dó, áp du. ng di.nh lý 1 khă’ng di.nh rằng

nếu mo.i da.o hàm riêng cu’a hàm dè̂u bà̆ng 0 trong miè̂n D th̀ı hàm dó là

1Nguyẽ̂n Văn Mâ.u, Dă.ng Huy Ruâ.n, Nguyẽ̂n Thu’y Thanh. Phép t́ınh vi phân và t́ıch
phân hàm nhiè̂u biến, Nhà xuất ba’n DHQG Hà Nô.i, 2001, (di.nh lý 4, tr. 74)
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hà̆ng số trong D. Nhu. thế F1−F2 = C ≡ const trong D, tú.c là F2 = F1 +C

trong D.

D- i.nh lý 3.1.5. Nếu ω = Pdx + Qdy là da. ng vi phân dúng trong miè̂n D;

P và Q liên tu. c trong D và L = L(A,B) là du.̀o.ng cong có hu.́o.ng, do du.o.
.c

nà̆m trong D vó.i diê’m dà̂u A và diê’m cuối B th̀ı

J =

∫

L

ω = F (B)− F (A) (3.12)

trong dó F là nguyên hàm nào dó cu’a da. ng vi phân ω.

Chú.ng minh. Gia’ su.’ dist (L, ∂D) = ρ. Ta ký hiê.u

D∗ =
{
z ∈ D : dist(z, ∂D) > ρ

2

}
.

Rõ ràng D∗ là tâ.p ho.
.p dóng. Ta thu.

.c hiê.n phép phân hoa.ch tùy ý T chia

du.̀o.ng cong L thành n cung tùy ý γj , j = 0, n− 1 bo.’ i các diê’m chia A0 ≡ A,

A1, A2, . . . , An−1, An ≡ B (Aj dú.ng tru.́o.c Aj+1 trên L, j = 0, n− 1). Ký

hiê.u

dj = diam γj, dT = max
06j6n−1

dj .

Da. i lu.o.
.ng dT go. i là du.̀o.ng ḱınh cu’a phép phân hoa.ch. Gia’ su.’ dT <

ρ

2
. Khi

dó

J∗ = F (B)− F (A) =

n−1∑

j=0

[
F (Aj+1) − F (Aj)

]
, Aj = (xj, yj)

Ta xét hàm

ϕj(t) = F (xj + ∆xjt, yj + ∆yjt), 0 6 t 6 1.

Ta nối Aj vó.i Aj+1 bo.’ i doa.n thă’ng và vó.i dT <
ρ

2
doa.n thă’ng dó sẽ nà̆m

trong D∗. Ta có

F (Aj+1) − F (Aj) = ϕ(1) − ϕ(0) = ϕ′(ξj), 0 < ξj < 1

F (Aj+1) − F (Aj) =
∂F

∂x
(x′′j , y

′′
j )∆xj +

∂F

∂y
(x′′j , y

′′
j )∆yj
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Mă.t khác tô’ng t́ıch phân cu’a I =

∫

L

ω có da.ng

Jn =
n−1∑

j=0

[∂F
∂x

(x′j, y
′
j)∆xj +

∂F

∂y
(x′j, y

′
j)∆yj

]
.

Tù. dó theo di.nh ngh̃ıa vó.i ε > 0 và vó.i phép phân hoa.ch du’ mi.n ta sẽ có

|Jn − J | < ε

Bây giò. ta xét |Jn − J∗|. Ta có

|Jn − J∗| =
∣∣∣
n−1∑

j=0

{[∂F
∂x

(x′j, y
′
j) −

∂F

∂x
(x′′j , y

′′
j )
]
∆xj

+
[∂F
∂y

(x′j, y
′
j) −

∂F

∂y
(x′′j , y

′′
j )
]
∆yj

}∣∣∣

6
n−1∑

j=0

{
|P (x′j, y

′
j) − P (x′′j , y

′′
j )||∆xj|

+ |Q(x′j, y
′
j) −Q(x′′j , y

′′
j )||∆yj|

}
.

Hàm P và Q liên tu.c trong D và do dó theo di.nh lý Cantor chúng liên tu.c

dè̂u trong D∗. Do dó vó.i du.̀o.ng ḱınh phép phân hoa.ch dT du’ bé, mõ̂i hiê.u o.’

vế pha’ i không vu.o.
.t quá ε và do dó

|Jn − J∗| 6 ε
n−1∑

j=0

(
|∆xj| + |∆yj|

)

6 2ε

n−1∑

j=0

√
(∆xj)2 + (∆yj)2 6 2ε|L|

trong dó |L| là dô. dài cu’a L. Nhu. vâ.y

|J − J∗| 6 |J − Jn| + |Jn − J∗| 6 ε+ 2ε|L|.

Vı̀ ε > 0 bé tùy ý nên J = J∗ và di.nh lý du.o.
.c chú.ng minh.



htttp://www.ebook.edu.vn
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D- i.nh ngh̃ıa 3.1.4. Gia’ su.’ trong miè̂n D cho da.ng vi phân ω và gia’ su.’ t́ıch

phân

∫

L

ω theo mo.i du.̀o.ng cong do du.o.
.c L trong D dè̂u tò̂n ta. i.

Ngu.̀o.i ta nói rằng t́ıch phân

∫

L

ω không phu. thuô. c vào du.̀o.ng lấy t́ıch

phân trong D nếu vó.i hai diê’m A,B ∈ D bất kỳ và vó.i hai du.̀o.ng cong do

du.o.
.c L1,L2 ⊂ D bất kỳ vó.i diê’m dà̂u A và diê’m cuối B ta có

∫

L1

ω =

∫

L2

ω.

Trong tru.̀o.ng ho.
.p này t́ıch phân

∫
ω chı’ phu. thuô.c vào diê’m dà̂u A và

diê’m cuối B cu’a du.̀o.ng lấy t́ıch phân và ta ký hiê.u

B∫

A

ω =

B∫

A

Pdx+Qdy.

D- i.nh lý 3.1.6. Gia’ su.’ D là miè̂n cu’a mă. t phă’ng R2, P và Q là nhũ.ng hàm

liên tu. c trong D. Khi dó ω = Pdx+ Qdy là da. ng vi phân dúng trong D khi

và chı’ khi mô. t trong hai diè̂u kiê. n sau dây tho’a mãn:

(I) Tı́ch phân

∫

L

ω = 0 theo mo. i du.̀o.ng cong dóng do du.o.
.c L ⊂ D.

(II) Tı́ch phân

∫
ω không phu. thuô. c du.̀o.ng lấy t́ıch phân trong D.

Di.nh lý 3.1.6 có thê’ phát biê’u du.́o.i da.ng khác sau dây

D- i.nh lý 3.1.6*. Gia’ su.’ D là miè̂n cu’a mă. t phă’ng R2, P và Q là nhũ.ng

hàm liên tu. c trong D. Khi dó ba diè̂u kiê. n sau dây là tu.o.ng du.o.ng vó.i nhau:

(I) ω = Pdx +Qdy là da. ng vi phân dúng trong D.

(II) Tı́ch phân

∫

L

ω theo mo. i du.̀o.ng cong dóng do du.o.
.c trong D là bà̆ng

0.

(III) Tı́ch phân

∫

L

ω không phu. thuô. c du.̀o.ng lấy t́ıch phân trongD
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Chú.ng minh. Ta sẽ chú.ng minh di.nh lý theo lu.o.
.c dò̂:

(I) ⇒ (II) ⇒ (III) ⇒ (I).

a) (I) ⇒ (II). Gia’ su.’ L là du.̀o.ng cong dóng do du.o.
.c, tú.c là diê’m dà̂u A

và diê’m cuối B cu’a nó trùng nhau. Vı̀ diè̂u kiê.n (I) tho’a mãn nên da.ng ω có

nguyên hàm F . Do dó theo di.nh lý 3.1.5 ta có

∫

L

ω = F (B)− F (A) = 0,

tú.c là diè̂u kiê.n (II) tho’a mãn.

b) (II) ⇒ (III). Ta lấy hai diê’m A,B ∈ D tùy ý và hai du.̀o.ng cong do

du.o.
.c L1 và L2 tù. A dến B, L−

2 là du.̀o.ng cong có hu.́o.ng ngu.o.
.c vó.i L2. Rõ

ràng là L = L1 + L−
2 là du.̀o.ng cong dóng do du.o.

.c. Vı̀ diè̂u kiê.n (II) tho’a

mãn nên

∫

L

ω = 0. Do dó

∫

L

ω = 0 ⇒
∫

L1

ω +

∫

L−
2

ω = 0 ⇒
∫

L1

ω −
∫

L2

ω = 0

⇒
∫

L1

ω =

∫

L2

ω,

tú.c là t́ıch phân

∫

L

ω không phu. thuô.c du.̀o.ng lấy t́ıch phân.

c) (III) ⇒ (I). Gia’ su.’ diè̂u kiê.n (III) tho’a mãn, tú.c là t́ıch phân

∫
ω

không phu. thuô. c du.̀o.ng lấy t́ıch phân mà chı’ phu. thuô.c diê’m dà̂u và diê’m

cuối cu’a du.̀o.ng dó. Ta lấy diê’m dà̂u cu’a du.̀o.ng lấy t́ıch phân là diê’m cố di.nh

(x0, y0) nào dó, còn diê’m cuối là diê’m biến thiên vó.i to.a dô. (ξ, η). Khi dó

t́ıch phân sẽ là hàm cu’a ξ, η:

F (ξ, η) =

(ξ,η)∫

(x0,y0)

ω =

(ξ,η)∫

(x0,y0)

Pdx+Qdy.
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Ta cà̂n chú.ng minh rằng

∂F

∂ξ
= P (ξ, η),

∂F

∂η
= Q(ξ, η), (ξ, η) ∈ D.

Ta cà̂n t́ınh
F (ξ + h, η) − F (ξ, η)

h
·

Da.i lu.o.
.ng F (ξ + h, η)− F (ξ, η) là t́ıch phân cu’a Pdx+Qdy theo du.̀o.ng

vó.i diê’m dà̂u (ξ, η) và diê’m cuối (ξ+h, η). Theo diè̂u kiê.n (III) ta có thê’ lấy

du.̀o.ng dó là doa.n thă’ng nà̆m ngang nối (ξ, η) vó.i (ξ + h, η). Mă.t khác v̀ı

(ξ+h,η)∫

(ξ,η)

Qdy = 0

nên

F (ξ + h, η) − F (ξ, η) =

(ξ+h,η)∫

(x0,y0)

ω −
(ξ,η)∫

(x0,y0)

ω =

(ξ+h,η)∫

(ξ,η)

ω

=

ξ+h∫

ξ

P (x, η)dx = hP (ξ + θh, η), 0 < θ < 1

theo di.nh lý giá tri. trung b̀ınh dối vó.i t́ıch phân. Tù. dó suy ra

F (ξ + h, η) − F (ξ, η)

h
= P (ξ + θh, η), 0 < θ < 1.

Vı̀ P (x, y) là hàm liên tu.c nên khi h→ 0 ta thu du.o.
.c

F ′
ξ(ξ, η) = lim

h→0

F (ξ + h, η) − F (ξ, η)

h
= P (ξ, η).

Tu.o.ng tu.
. ta chú.ng minh du.o.

.c rà̆ng F ′
η(ξ, η) = Q(ξ, η). Di.nh lý du.o.

.c

chú.ng minh.

Nhâ. n xét 3.1.2. Trong tru.̀o.ng ho.
.p dă.c biê.t khi L là biên cu’a h̀ınh chũ. nhâ.t

thuô. c D (cùng vó.i L) vó.i các ca.nh song song vó.i các tru.c to.a dô. và ω là

da.ng dúng trong D th̀ı ta có
∫

L

ω = 0. (3.13)
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Nhu. vâ.y (3.13) là diè̂u kiê.n cà̂n dê’ da.ng ω có nguyên hàm. Nhu.ng diè̂u

kiê.n dó không pha’i bao giò. cũng là diè̂u kiê.n du’ dê’ da.ng vi phân ω có nguyên

hàm.

Nhâ. n xét 3.1.3. Nếu D là h̀ınh tròn, P và Q là nhũ.ng hàm liên tu.c trong D

và
∫

L

ω = 0, ω = Pdx+Qdy

dối vó.i biên L cu’a h̀ınh chũ. nhâ. t bất kỳ nằm trong D (cùng vó.i biên cu’a

nó) vó.i các ca.nh song song vó.i các tru.c to.a dô. th̀ı ω là da.ng vi phân dúng.

Chú.ng minh. Thâ. t vâ.y, ta cố di.nh diê’m (x0, y0) ∈ D và (ξ, η) ∈ D là diê’m

tùy ý. Khi dó tò̂n ta. i hai tuyến L1 và L2 vó.i diê’m dà̂u (x0, y0) và diê’m cuối

(ξ, η) và mõ̂i tuyến du.o.
.c ta.o nên tù. hai ca.nh cu’a h̀ınh chũ. nhâ.t vó.i hai ca.nh

song song vó.i tru.c to.a dô. và (x0, y0) và (ξ, η) là hai dı’nh dối diê.n. Rõ ràng

là
∫

L1

ω =

∫

L2

ω.

Gia’ su.’ F (ξ, η) là giá tri. chung cu’a các t́ıch phân ấy. Tu.o.ng ú.ng vó.i diè̂u

dó ta có:

F (ξ, η) =

ξ∫

x0

P (x, y0)dx+

η∫

y0

Q(ξ, y)dy

=

η∫

y0

Q(x0, y)dy +

η∫

x0

P (x, η)dx.

Tu.o.ng tu.
. nhu. trong chú.ng minh di.nh lý 10.6* ta có F ′

ξ(ξ, η) = P (ξ, η),

F ′
η(ξ, η) = Q(ξ, η) và do vâ.y F (ξ, η) là nguyên hàm cu’a ω trong D, tú.c là ω

là da.ng vi phân dúng trong D.
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II. Da.ng vi phân dóng

D- i.nh ngh̃ıa 3.1.5. Gia’ su.’ D ⊂ R2 là miè̂n; P , Q là nhũ.ng hàm liên tu.c

trong D. Da.ng ω = Pdx +Qdy du.o.
.c go. i là da.ng vi phân dóng trong D nếu

dối vó.i mỗi diê’m M0(x0, y0) ∈ D d̂èu tò̂n ta. i lân câ.n U(M0) ⊂ D cu’a diê’m

M0 sao cho trong lân câ.n dó ω có nguyên hàm.

Nói mô.t cách ngắn go.n: ta dòi ho’i rà̆ng da.ng vi phân có nguyên hàm di.a

phu.o.ng.

Ta có thê’ gia’ thiết rằng lân câ.n nói trên là h̀ınh tròn vó.i tâm ta. i diê’m

M0(x0, y0). Khi dó tù. các nhâ.n xét 10.2 và 10.3 và phu.o.ng pháp chú.ng minh

di.nh lý 3.1.6 ta có

D- i.nh lý 3.1.7. Da.ng vi phân ω = Pdx+Qdy vó.i các hê. số P và Q liên tu. c

trong miè̂n D là da. ng vi phân dóng khi và chı’ khi dối vó.i h̀ınh chũ. nhâ. t du’

bé bất kỳ nà̆m trong D (cùng vó.i biên cu’a nó) vó.i các ca. nh song song vó.i

tru. c to. a dô. dè̂u tho’a mãn hê. thú.c

∫

L

ω = 0, trong dó L là biên cu’a h̀ınh chũ.

nhâ. t dó.

D- i.nh lý 3.1.8. Gia’ su.’ D ⊂ R2 là miè̂n; P (x, y), Q(x, y),
∂P (x, y)

∂x
và

∂Q(x, y)

∂y
là nhũ.ng hàm liên tu. c trong D. Da. ng vi phân ω = Pdx + Qdy là

dóng trong D khi và chı’ khi

∂P (x, y)

∂y
=
∂Q(x, y)

∂x
∀(x, y) ∈ D.

Chú.ng minh. Diè̂u kiê. n cà̂n. Theo gia’ thiết ω là da.ng dóng trong D. Do dó

∀(x0, y0) ∈ D ∃F là hàm trong lân câ.n cu’a diê’m (x0, y0) sao cho dF = ω

trong lân câ.n dó, tú.c là

∂F

∂x
= P,

∂F

∂y
= Q.
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Lấy da.o hàm dă’ng thú.c thú. nhất theo y và dă’ng thú.c thú. hai theo x ta thu

du.o.
.c

∂P

∂y
=

∂2F

∂x∂y
,

∂Q

∂x
=

∂2F

∂y∂x
·

Vı̀
∂P

∂y
và

∂Q

∂x
liên tu.c nên các da.o hàm riêng hõ̂n ho.

.p o.’ vế pha’ i liên tu.c.

Do dó chúng bà̆ng nhau và tù. dó

∂Q

∂x
=
∂P

∂y
·

Diè̂u kiê. n du’ . Trong lân câ.n diê’m (x0, y0) ∈ D ta xét hàm

F (ξ, η) =

ξ∫

x0

P (x, y0)dx+

η∫

y0

Q(ξ, y)dy.

Dó là t́ıch phân cu’a da.ng ω = Pdx + Qdy theo du.̀o.ng gấp khúc di tù. diê’m

(x0, y0) dến (ξ, η) vó.i các ca.nh cu’a nó song song vó.i các tru.c to.a dô. và dı’nh

(x0, y0), (ξ, y0) và (ξ, η).

Lấy da.o hàm F (ξ, η) theo ξ ta thu du.o.
.c

∂F (ξ, η)

∂ξ
= P (ξ, y0) +

η∫

y0

∂Q(ξ, y)

∂ξ
dy.

Nhu.ng theo gia’ thiết
∂Q

∂ξ
(ξ, y) =

∂P

∂y
(ξ, y) và ta có

∂F

∂ξ
(ξ, η) = P (ξ, y0) +

η∫

y0

∂P (ξ, y)

∂y
dy

= P (ξ, y0) + P (ξ, η) − P (ξ, y0)

= P (ξ, η).

Hoàn toàn tu.o.ng tu.
. ta có

∂F (ξ, η)

∂η
= Q(ξ, η). Nhu. vâ.y F (ξ, η) là nguyên

hàm cu’a ω trong lân câ.n cu’a diê’m (x0, y0), tú.c là ω là da.ng vi phân dóng.
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Nhâ. n xét 3.1.4. Tù. di.nh ngh̃ıa và các kết qua’ trên dây ta thấy rà̆ng mo.i

da.ng dúng dè̂u là da.ng dóng. Diè̂u khă’ng di.nh ngu.o.
.c la. i nói chung là không

dúng nếu không có nhũ.ng diè̂u kiê.n bô’ sung. Ta chú.ng to’ diè̂u dó bằng v́ı

du. sau

Gia’ su.’ D = R2 \ {(0, 0)} và trong D cho

ω =
xdy − ydx

x2 + y2
·

Hiê’n nhiên ω là da.ng dóng trong D v̀ı ω = dArctg
y

x
ta. i lân câ.n nào dó cu’a

mõ̂i diê’m (x0, y0) ∈ R2 \ {(0, 0)}. Tuy nhiên ω không pha’i là da.ng dúng.

Thâ. t vâ.y, nếu Γ là du.̀o.ng tròn x = R cos t, y = R sin t, 0 6 t 6 2π th̀ı

∫

Γ

=

2π∫

0

R cos t ·R cos t−R sin t · (−R sin t)

R2 cos2 t+R2 sin2 t
dt

=

2π∫

0

dt = 2π 6= 0.

III. Bây giò. ta chuyê’n sang xét da.ng vi phân trong miè̂n phú.c.

D- i.nh ngh̃ıa 3.1.6. 1. Da.ng vi phân ω = f(z)dz du.o.
.c go. i là da.ng vi phân

dúng trong miè̂n D nếu tò̂n ta. i hàm F (z) tho’a mãn diè̂u kiê.n F
′(z) = f(z),

∀ z ∈ D.

2. Da.ng vi phân ω = f(z)dz du.o.
.c go. i là da.ng vi phân dóng trong D nếu

∀ z0 ∈ D dè̂u tò̂n ta. i lân câ.n U(z0) cu’a diê’m z0 và tò̂n ta. i hàm F (z) trong

U(z0) là nguyên hàm dối vó.i f
∣∣
U(z0)

.

Dă.t f(z) = u+ iv và dz = dx + idy. Ta có

ω = f(z)dz = udx− vdy + i(vdx+ udy) = ω1 + iω2.

Bô’ dè̂ 3.1.1. Da. ng vi phân ω = f(z)dz là da. ng dúng (da. ng dóng) trong

miè̂n D khi và chı’ khi các da. ng vi phân ω1 = udx− vdy và ω2 = vdx+ udy

là da. ng dúng (tu.o.ng ú.ng: da. ng dóng) trong D. Dò̂ng thò.i, nếu F = U + iV

là nguyên hàm dối vó.i f = u + iv th̀ı U và V sẽ là nguyên hàm dối vó.i ω1

và ω2 tu.o.ng ú.ng.
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Chú.ng minh. Ta chı’ cà̂n chú.ng minh bô’ dè̂ cho tru.̀o.ng ho.
.p da.ng vi phân

dúng.

1. Gia’ su.’ ω = f(z)dz là da.ng vi phân dúng trong D ngh̃ıa là ∃F là

nguyên hàm dối vó.i f . Gia’ su.’ F = U + iV .

Ta có

F ′(z) =
∂U

∂x
+ i

∂V

∂x
= u+ iv.

Tù. dó rút ra
∂U

∂x
= u,

∂V

∂x
= v. Vı̀ hàm F chı’nh h̀ınh trong D nên

∂U

∂x
=
∂V

∂y
;

∂U

∂y
= −∂V

∂x
·

Và bây giò. ta có

ω1 = udx− vdy =
∂U

∂x
dx− ∂V

∂x
dy =

∂U

∂x
dx+

∂U

∂y
dy

và do dó ω1 là da.ng dúng trong D và U là nguyên hàm cu’a nó.

Tu.o.ng tu.
.

ω2 = vdx+ udy =
∂V

∂x
dx+

∂U

∂x
dy =

∂V

∂x
dx+

∂V

∂y
dy

ngh̃ıa là ω2 - da.ng dúng và V là nguyên hàm dối vó.i nó.

2. Bây giò. gia’ su.’ ω1 và ω2 là nhũ.ng da.ng vi phân dúng và U , V là nguyên

hàm cu’a chúng. Ta có

∂U

∂x
= u,

∂U

∂y
= −v, ∂V

∂x
= v,

∂V

∂y
= u.

Tù. dó suy ra
∂U

∂x
=
∂V

∂y
và

∂U

∂y
= −∂V

∂x
, ngh̃ıa là diè̂u kiê.n Cauchy -

Riemann tho’a mãn. Do dó F = U + iV chı’nh h̀ınh trong D và

F ′(z) =
∂U

∂x
+ i

∂V

∂x
= u+ iv = f(z).

Do dó F là nguyên hàm dối vó.i f trong D.

Dối vó.i các da.ng vi phân dóng di.nh lý cũng du.o.
.c chú.ng minh tu.o.ng

tu.
..
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Nhò. bô’ dè̂ vù.a chú.ng minh ta có thê’ chuyê’n mô.t số kết qua’ trong lý

thuyết da.ng vi phân trong miè̂n thu.
.c sang cho da.ng vi phân trong miè̂n

phú.c. Dê’ làm v́ı du. , ta sẽ chú.ng minh hai di.nh lý sau dây.

D- i.nh lý 3.1.9. Nếu ω = f(z)dz là da. ng vi phân dúng trong miè̂n D ⊂ C,

F1 và F2 là hai nguyên hàm dối vó.i f trong D th̀ı

F2(z) = F1(z) + C, ∀ z ∈ D, C = const.

Chú.ng minh. Thâ.t vâ.y, F2(z) = U2 + iV2, F1(z) = U1 + iV1, trong dó U1, U2

là nguyên hàm dối vó.i ω1 = udx− vdy (f = u+ iv), còn V1 và V2 là nguyên

hàm dối vó.i ω2 = vdx+ udy. Do dó U2 = U1 +C1, V2 = V1 +C2 trong dó C1

và C2 là nhũ.ng hà̆ng số. Bây giò. ta có

F2(z) = U2 + iV2 = U1 + iV1 + C1 + iC2 =

= F1(z) + C, C = C1 + iC2 = const.

D- i.nh lý 3.1.10. Gia’ su.’ f là hàm liên tu. c trong miè̂n D ⊂ C. Nếu

∫
f(z)dz

không phu. thuô. c vào du.̀o.ng lấy t́ıch phân trong D và F là nguyên hàm dối

vó.i f trong D th̀ı ∀ a, b ∈ D ta có

b∫

a

f(z)dz = F (b)− F (a).

Chú.ng minh. Dă.t F (z) = U(z)+ iV (z), f(z) = u(x, y)+ iv(x, y), z = x+ iy

ta có

b∫

a

f(z)dz =

b∫

a

udx− vdy + i

b∫

a

vdx+ udy

= U(b) − U(a) + i(V (b) − V (a))

= F (b)− F (a).



htttp://www.ebook.edu.vn

3.1. Tı́ch phân trong miè̂n phú.c 213

3.1.5 Tı́ch phân du.̀o.ng phu. thuô. c tham số

Gia’ su.’ L là du.̀o.ng cong có hu.́o.ng do du.o.
.c và D là tâ.p ho.

.p mo.’ cu’a mă. t

phă’ng phú.c C, còn f(ζ, z) là hàm xác di.nh, do.n tri. khi z ∈ D và ζ ∈ L. Gia’

su.’ z0 là diê’m tu. cu’a D (z0 là diê’m hũ.u ha.n hay diê’m vô cùng). Ta nhắc la. i

mô.t vài di.nh ngh̃ıa liên quan dến su.
. hô. i tu. cu’a ho. hàm phu. thuô.c tham số.

D- i.nh ngh̃ıa 3.1.7. 1+. Hàm φ(ζ), ζ ∈ L du.o.
.c go. i là gió.i ha. n cu’a hàm

f(ζ, z) (ho. hàm !) khi z → z0 (z0 6= ∞) nếu

∀ ε > 0,∀ ζ ∈ L ∃ δ = δ(ε, ζ) > 0 : ∀ z ∈ D ∩ {z : 0 < |z − z0| < δ}
⇒ |f(ζ, z) − φ(ζ)| < ε.

2+. Hàm φ(ζ), ζ ∈ L du.o.
.c go. i là gió.i ha.n cu’a hàm f(ζ, z) khi z → ∞,

z ∈ D nếu

∀ ε > 0, ∀ ζ ∈ L ∃∆ = ∆(ε, ζ) > 0 : ∀ z ∈ D ∩ {z : |z| > ∆} ⇒
|f(ζ, z) − φ(ζ)| < ε.

3+. Hàm f(ζ, z) dà̂n dè̂u dối vó.i ζ ∈ L dến hàm φ(ζ) khi z → z0 (khi

z → ∞) nếu: ∀ ε > 0, ∃ δ = δ(ε) > 0 (tu.o.ng ú.ng: ∃∆ = ∆(ε) > 0) sao cho

∀ z ∈ D∩{z : 0 < |z−z0| < δ} (tu.o.ng ú.ng: z ∈ D∩{z : |z| > ∆) và ∀ ζ ∈ L
th̀ı

|f(ζ, z) − φ(ζ)| < ε.

Ký hiê.u:

f(ζ, z) ⇒
(z→z0)

φ(ζ)

Tu.o.ng tu.
. nhu. tru.̀o.ng ho.

.p dãy hàm (tú.c là khi L ≡ N, D ≡ R) có thê’

chú.ng minh rà̆ng gió.i ha.n cu’a ho. hàm liên tu.c hô. i tu. dè̂u là hàm liên tu.c.

Áp du.ng kết qua’ này ta chú.ng minh
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D- i.nh lý 3.1.11. Gia’ su.’ : 1+ L là du.̀o.ng cong có hu.́o.ng do du.o.
.c, D ⊂ C

là tâ. p ho.
.p mo.’ vó.i diê’m tu. là z0;

2+ f(ζ, z), ζ ∈ L, z ∈ D là hàm liên tu. c trên L ∀ z ∈ D nhu. là hàm cu’a

ζ.

3+ f(ζ, z) ⇒
(z→z0)

φ(ζ).

Khi dó

lim
z→z0

∫

L

f(ζ, z)dζ =

∫

L

lim
z→z0

f(ζ, z)dζ =

∫

L

φ(ζ)dζ

tú.c là phép qua gió.i ha. n du.́o.i dấu t́ıch phân du.̀o.ng có thê’ thu.
.c hiê.n du.o.

.c.

Chú.ng minh. Theo nhâ.n xét o.’ trên hàm gió.i ha.n φ(ζ) là hàm liên tu.c trên

L.

Vı̀ f(ζ, z) ⇒ φ(ζ) khi z → z0 nên: ∀ ε > 0, ∃ δ = δ(ε) > 0 sao cho ∀ ζ ∈ L

|f(ζ, z) − φ(ζ)| < ε

|L| , z ∈ D ∩ {z : 0 < |z − z0| < δ}

trong dó |L| là dô. dài cu’a du.̀o.ng cong L. Áp du.ng di.nh lý 3.1.2 vè̂ u.́o.c lu.o.
.ng

t́ıch phân ta có

∣∣∣
∫

L

[f(ζ, z) − φ(ζ)]dζ
∣∣∣ 6

∫

L

|f(ζ, z) − φ(ζ)|dS < ε

|L| |L| = ε.

Vı̀ ε > 0 là số tùy ý nên tù. dó suy ra kết luâ.n cu’a di.nh lý.

Tù. di.nh lý 3.1.11 ta thu du.o.
.c các tru.̀o.ng ho.

.p riêng sau dây.

Hê. qua’ 3.1.2. Gia’ su.’ L là du.̀o.ng cong có hu.́o.ng do du.o.
.c,
{
fn
}∞
n=1

là dãy

hàm liên tu. c trên L và fn ⇒
(n→∞)

f(ζ) trên L. Khi dó

∫

L

fn(ζ)dζ −→
(n→∞

∫

L

f(ζ)dζ.
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Hê. qua’ 3.1.3. Gia’ su.’ L là du.̀o.ng cong có hu.́o.ng do du.o.
.c, chuõ̂i

∑

n>1

un(ζ) = u1(ζ) + u2(ζ) + · · · + un(ζ) + . . .

các hàm liên tu. c trên L hô. i tu. dè̂u trên L dến tô’ng S(ζ). Khi dó chuỗi∑
n>1

un(ζ) có thê’ t́ıch phân theo L tù.ng số ha. ng vó.i ngh̃ıa là

∫

L

[∑

n>1

un(ζ)
]
dζ =

∑

n>1

∫

L

un(ζ)dζ =

∫

L

S(ζ)dζ.

Bô’ dè̂ 3.1.2. (Bất dă’ng thú.c Lagrange) Gia’ su.’ doa. n [a, b] ⊂ R và f :

[a, b] → C là hàm liên tu. c trên [a, b], kha’ vi ta. i mo. i diê’m cu’a khoa’ng (a, b).

Khi dó

|f(b) − f(a)| 6 |f ′(ξ)|(b− a), a < ξ < b.

Chú.ng minh. Gia’ su.’ ϕ ∈ Arg[f(b)− f(a)]. Khi dó

|f(b) − f(a)| = e−iϕ[f(b) − f(a)] = e−iϕf(b) − e−iϕf(a).

Dă.t e
−iϕf(x) = u(x) + iv(x), ∀x ∈ [a, b]. Ta có

|f(b) − f(a)| = (u(b) + iv(b))− (u(a) + iv(a))

= u(b) − u(a) + i(v(b)− v(a)).

Hiê’n nhiên rằng vế cuối cùng pha’i là số thu.
.c (v̀ı vế dà̂u tiên là số thu.

.c). Do

dó v(b)− v(a) = 0. Tù. dó theo di.nh lý Lagrange dối vó.i hàm u, tò̂n ta. i diê’m

ξ ∈ (a, b) sao cho

|f(b) − f(a)| = u′(ξ)(b− a) 6 |f ′(ξ)|(b− a)

D- i.nh lý 3.1.12. (Da.o hàm t́ıch phân du.̀o.ng theo tham số)

Gia’ su.’
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1+ L là du.̀o.ng cong có hu.́o.ng do du.o.
.c, D là tâ. p ho.

.p mo.’ cu’a mă. t phă’ng

phú.c C.

2+ f(ζ, z), z ∈ D, ζ ∈ L là hàm liên tu. c theo ζ trên L ∀ z ∈ D còn

f ′
z(ζ, z) là hàm liên tu. c trên L ×D và

ϕ(z) =

∫

L

f(ζ, z)dζ, z ∈ D.

Khi dó

ϕ′(z) =

∫

L

f ′
z(ζ, z)dζ (3.14)

và ϕ′(z) liên tu. c trên D hay là

d

dz

∫

L

f(ζ, z)dζ =

∫

L

∂

∂z
f(ζ, z)dζ.

Chú.ng minh. Ta cà̂n chú.ng minh rằng biê’u thú.c

ϕ(z + ∆z) − ϕ(z)

∆z
=

∫

L

f(ζ, z + ∆z) − f(ζ, z)

∆z
dζ

dà̂n dến (3.14) khi ∆z → 0, hay là

J(∆z) =

∫

L

[f(ζ, z + ∆z)− f(ζ, z)

∆z
− f ′

z(ζ, z)
]
dζ → 0, ∆z → 0.

Tru.́o.c hết, theo di.nh lý 3.1.2 vè̂ u.́o.c lu.o.
.ng t́ıch phân ta có

|J(∆z)| 6
∫

L

∣∣∣f(ζ, z + ∆z) − f(ζ, z)

∆z
− f ′

z(ζ, z)
∣∣∣ds.

Xét hàm

g(t) =
f(ζ, z + t∆z)− f(ζ, z)

∆z
− f ′

z(ζ, z)t, 0 6 t 6 1.
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Áp du.ng bất dă’ng thú.c Lagrange cho hàm g(t) ta thu du.o.
.c

|g(1) − g(0)| =
∣∣∣f(ζ, z + ∆z) − f(ζ, z)

∆z
− f ′

z(ζ, z)
∣∣∣

6 |g′(τ )| · 1 =
∣∣∣f ′
z(ζ, z + τ∆z)− f ′

z(ζ, z)
∣∣∣, 0 < τ < 1.

Nhu. vâ.y

|J(∆z)| 6
∫

L

|f ′
z(ζ, z + τ∆z) − f ′

z(ζ, z)|ds.

Vı̀ f ′
z(ζ, z) liên tu.c trên L×D nên nó liên tu.c dè̂u trên tâ.p ho.

.p dóng L×U(z),

trong dó U(z) là lân câ.n nào dó cu’a diê’m z: U(z) ⊂ D. Do dó ∀ ε > 0, ∃ δ > 0:

|f ′
z(ζ, z + τ∆z)− f ′

z(ζ, z)| < ε, ∀∆z : |∆z| < δ, z + ∆z ∈ U(z), ∀ ζ ∈ L.

Nhu. vâ.y

|J(∆z)| 6
∫

L

εds = ε|L|, |∆z| < δ

và do dó J(∆z) → 0, khi ∆z → 0.

Tiếp theo ta có

|ϕ′(z1) − ϕ′(z2)| 6
∫

L

|f ′
z(ζ, z1) − f ′

z(ζ, z2)|ds

6
∫

L

εds = ε|L|, |z1 − z2| < δ,

tú.c là hàm ϕ′(z) liên tu.c trên D.

3.2 Lý thuyết Cauchy

3.2.1 Nguyên hàm di.a phu.o.ng cu’a hàm chı’nh h̀ınh

Bây giò. ta chuyê’n sang xét vấn dè̂ tò̂n ta. i nguyên hàm dối vó.i hàm chı’nh

h̀ınh. Ta có
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D- i.nh ngh̃ıa 3.2.1. Gia’ su.’ hàm f ∈ H(D). Hàm F (z) ∈ H(D) du.o.
.c go. i là

nguyên hàm cu’a hàm f(z) nếu

F ′(z) = f(z), ∀ z ∈ D.

Nếu F (z) là mô.t nguyên hàm nào dó dối vó.i hàm chı’nh h̀ınh f(z) trong

miè̂nD th̀ı tâ.p ho.
.p mo.i nguyên hàm cu’a nó du.o.

.c cho bo.’ i công thú.c F (z)+C,

trong dó C là hà̆ng số tùy ý (xem tiết 3.1.4).

Dê’ nghiên cú.u vấn dè̂ tò̂n ta. i nguyên hàm dối vó.i hàm chı’nh h̀ınh, dà̂u

tiên ta xét vấn dè̂ tò̂n ta. i nguyên hàm di.a phu.o.ng tác du.ng trong lân câ.n

cu’a mô.t diê’m nào dó. Ta bá̆t dà̂u viê.c dó tù. viê.c chú.ng minh di.nh lý cu.
.c kỳ

quan tro.ng sau dây.

D- i.nh lý 3.2.1. (Cauchy) Gia’ su.’ D là miè̂n cu’a mă. t phă’ng phú.c C. Nếu

f ∈ H(D) th̀ı da. ng vi phân f(z)dz là da. ng vi phân dóng trong D.

Chú.ng minh. 1. Dà̂u tiên ta chú.ng minh rà̆ng

∫

∂∆

f(z)dz = 0 trong dó ∂∆

là biên cu’a tam giác ∆ tùy ý nằm trong D có di.nh hu.́o.ng ngu.o.
.c chiè̂u kim

dò̂ng hò̂.

Gia’ su.’ rà̆ng

∣∣∣
∫

∂∆

f(z)dz
∣∣∣ = α(∆) > 0. (3.15)

Ta chia ∆ thành bốn tam giác con bo.’ i các du.̀o.ng trung b̀ınh và gia’ thiết

rà̆ng biên cu’a ∆ và cu’a các tam giác con này d̂èu du.o.
.c di.nh hu.́o.ng ngu.o.

.c

chiè̂u kim dò̂ng hò̂. Gia’ su.’ bốn tam giác con du.o.
.c ký hiê.u là ∆i, i = 1, 2, 3, 4

vó.i biên tu.o.ng ú.ng ∂∆i. Vı̀ nhũ.ng t́ıch phân theo các du.̀o.ng trung b̀ınh

du.o.
.c lấy hai là̂n theo hai hu.́o.ng ngu.o.

.c nhau nên chúng triê.t tiêu lã̂n nhau

và ta có

∫

∂∆

f(z)dz =
4∑

i=1

∫

∂∆i

f(z)dz =
4∑

i=1

α(∆i).
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Tù. dó rút ra

α(∆) =
∣∣∣
∫

∂∆

f(z)dz
∣∣∣ 6

∣∣∣
∫

∂∆1

f(z)dz
∣∣∣+
∣∣∣
∫

∂∆2

f(z)dz
∣∣∣

+
∣∣∣
∫

∂∆3

f(z)dz
∣∣∣+
∣∣∣
∫

∂∆4

f(z)dz
∣∣∣.

Do dó trong số bốn h̀ınh tam giác ∆i, i = 1, 2, 3, 4 tò̂n ta. i ı́t nhất mô. t

h̀ınh mà α(∆i) > α(∆)

4
. Ta ký hiê.u tam giác dó là ∆1. Nhu. vâ.y

∣∣∣
∫

∂∆1

f(z)dz
∣∣∣ > α(∆)

4
·

Ta la. i chia tam giác ∆1 thành bốn tam giác bà̆ng nhau bo.’ i các du.̀o.ng

trung b̀ınh nhu. o.’ trên. Trong số bốn tam giác vù.a thu du.o.
.c, tò̂n ta. i mô. t

h̀ınh, gia’ su.’ dó là h̀ınh tam giác ∆2, tho’a mãn diè̂u kiê.n

∣∣∣
∫

∂∆2

f(z)dz
∣∣∣ > α(∆)

42
·

Tiếp tu.c quá tr̀ınh này vô ha.n là̂n, ta có thê’ di dến dãy vô ha.n các h̀ınh

tam giác lò̂ng nhau:

1.

(∆1) ⊃ (∆2) ⊃ · · · ⊃ (∆k) ⊃ (∆k+1) ⊃ . . . ,

(∆k) ⊂ D, ∀ k (3.16)

2. dô. dài

|∂∆n| =
1

2
|∂∆n−1| =

1

2n
|∂∆|,

3.
∣∣∣
∫

∂∆n

f(z)dz
∣∣∣ > α(∆)

4n
· (3.17)
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Tù. t́ınh chất (3.16) suy ra rằng tò̂n ta. i diê’m z0 duy nhất thuô.c mo.i tam

giác ∆n, z0 ∈ ∆n, ∀n. Hiê’n nhiên z0 ∈ D và do dó hàm f(z) chı’nh h̀ınh ta. i

diê’m z0. Tù. dó suy ra rà̆ng ∀ ε > 0, ∃ δ > 0:

∣∣∣f(z) − f(z0)

z − z0
− f ′(z0)

∣∣∣ < ε; ∀ z ∈ D : |z − z0| < δ. (3.18)

Rõ ràng là ∃N ∈ N : ∀n > N th̀ı ∂∆n nà̆m trong h̀ınh tròn {|z−z0| < δ}
và do dó ∀ z ∈ ∂∆n ta có (3.18) hay là

|f(z) − f(z0) − f ′(z0)(z − z0)| < ε|z − z0|.

Ta lu.u ý rằng khoa’ng cách |z′ − z| giũ.a hai diê’m cu’a mô.t tam giác luôn

luôn bé ho.n chu vi cu’a nó. Do dó dối vó.i z ∈ ∂∆n ta có

ε|z − z0| < ε · |∂∆n| = ε · |∂∆|
2n

· (3.19)

Tiếp theo ta có

∫

∂∆n

[f(z) − f(z0) − f ′(z0)(z − z0)]dz =

=

∫

∂∆n

f(z)dz − f(z0)

∫

∂∆n

dz + f ′(z0)

∫

∂∆n

zdz − z0f
′(z0)

∫

∂∆n

dz. (3.20)

Theo di.nh ngh̃ıa t́ıch phân ta có

∫

∂∆n

dz = 0;

∫

∂∆n

zdz = 0

và tù. (3.20) rút ra

∫

∂∆n

[f(z) − f(z0) − f ′(z0)(z − z0)]dz =

∫

∂∆n

f(z)dz.
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Do dó tù. dă’ng thú.c vù.a viết và tù. (3.17) và (3.19) suy ra

α(∆)

4n
6
∣∣∣
∫

∂∆n

f(z)dz
∣∣∣

=
∣∣∣
∫

∂∆n

[f(z) − f(z0) − f ′(z0)(z − z0)]dz
∣∣∣

6 ε
|∂∆|2

4n
·

và tù. dó

α(∆) 6 ε|∂∆|2. (3.21)

Vı̀ ε là da. i lu.o.
.ng bé tùy ý, còn |∂∆| và t́ıch phân

∫

∂∆

f(z)dz không phu.

thuô.c vào ε nên tù. bất dă’ng thú.c (3.21) suy ra rà̆ng α(∆) = 0, hay là∫

∂∆

f(z)dz = 0.

2. Tù. diè̂u chú.ng minh trong 1) suy ra rà̆ng

∫

γ(R)

f(z)dz = 0 dối vó.i h̀ınh

chũ. nhâ.t bất kỳ R ⊂ D cùng vó.i biên γ(R) cu’a nó. Rõ ràng là

∫

γ(R)

ω1 = 0,

∫

γ(R)

ω2 = 0 và do dó ω1 và ω2 là nhũ.ng da.ng vi phân dúng trong lân câ.n

mõ̂i diê’m cu’a miè̂n D (xem di.nh lý 3.1.3), ngh̃ıa là: ω1 và ω2 là nhũ.ng da.ng

vi phân dóng trong D. Tù. bô’ dè̂ dã chú.ng minh trong 3.1.4 suy ra rà̆ng

ω = f(z)dz = ω1 + iω2 là da.ng dóng trong D. Di.nh lý du.o.
.c chú.ng minh

hoàn toàn.

D- i.nh lý 3.2.2. Nếu hàm f ∈ H(D) th̀ı f có nguyên hàm di.a phu.o.ng và

nguyên hàm này chı’nh h̀ınh.

Chú.ng minh. Thâ. t vâ.y, v̀ı f ∈ H(D) nên f(z)dz là da.ng vi phân dóng trong

D. Do dó su.
. tò̂n ta. i nguyên hàm di.a phu.o.ng du.o.

.c suy tù. di.nh ngh̃ıa da.ng
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vi phân dóng. Nguyên hàm dó là hàm chı’nh h̀ınh v̀ı hàm chı’nh h̀ınh f là da.o

hàm cu’a nó.

D- i.nh lý 3.2.3. Gia’ su.’ hàm liên tu. c f(z) chı’nh h̀ınh ta. i mõ̂i diê’m cu’a miè̂n

D có thê’ trù. ra nhũ.ng diê’m nằm trên du.̀o.ng thă’ng δ song song vó.i tru. c

thu.
.c. Khi dó da. ng vi phân f(z)dz là da. ng dóng trong D.

Tru.̀o.ng ho.
.p dă.c biê.t, nếu hàm f(z) chı’nh h̀ınh ta. i mo.i diê’m cu’a miè̂n D,

có thê’ trù. ra nhũ.ng diê’m cô lâ.p th̀ı f(z)dz là da.ng vi phân dóng.

Nhu. vâ.y, di.nh lý 3.2.3 là su.
. khái quát hóa cu’a di.nh lý 3.2.1.

Chú.ng minh. Ta cà̂n chú.ng minh t́ıch phân

∫

∂R

f(z)dz = 0 (3.22)

dối vó.i biên ∂R cu’a h̀ınh chũ. nhâ. t R ⊂ D bất kỳ.

1. Nếu h̀ınh chũ. nhâ.t R không cá̆t δ th̀ı (3.22) là hiê’n nhiên.

2. Gia’ su.’ mô.t ca.nh cu’a R nà̆m trên δ. Gia’ su.’ h̀ınh chũ. nhâ.t R có bốn

dı’nh là u, u+ a, u+ ib, u+ a+ ib trong dó u, u+ a ∈ δ; a, b ∈ R. Ta ký hiê.u

R(ε) là h̀ınh chũ. nhâ.t vó.i bốn dı’nh là

u+ iε, u+ a+ iε, u+ ib, u+ a+ ib,

trong dó ε là số du.o.ng du’ bé. Khi dó

∫

∂R(ε)

f(z)dz = 0.

Nhu.ng khi ε→ 0 th̀ı

∫

∂R(ε)

f(z)dz →
∫

∂R

f(z)dz. Do dó

∫

∂R

f(z)dz = 0.
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3. Bây giò. gia’ su.’ δ chia h̀ınh chũ. nhâ. t R thành hai h̀ınh chũ. nhâ.t R
′ và

R′′. Tù. diè̂u chú.ng minh trên suy ra rà̆ng

∫

∂R′

f(z)dz = 0 và

∫

∂R′′

f(z)dz = 0.

Do dó
∫

∂R

f(z)dz = 0.

3.2.2 Nguyên hàm cu’a hàm chı’nh h̀ınh theo tuyến

Trong tiết tru.́o.c ta dã chú.ng minh rà̆ng mo.i hàm chı’nh h̀ınh trong miè̂n D

dè̂u có nguyên hàm di.a phu.o.ng trong miè̂n dó. Vấn dè̂ vè̂ su.
. tò̂n ta. i nguyên

hàm toàn cu.c trong D có phà̂n phú.c ta.p ho.n. Trong tiết này ta sẽ nêu

phu.o.ng pháp “dán” các nguyên hàm di.a phu.o.ng thành nguyên hàm theo

tuyến.

D- i.nh ngh̃ıa 3.2.2. Gia’ su.’ trong miè̂nD cho hàm f và γ : I → D (I = [a, b])

là tuyến liên tu.c tùy ý trong miè̂n D. Hàm

F : I 7→ C

du.o.
.c go. i là nguyên hàm cu’a hàm f do.c theo tuyến γ nếu

1. hàm F liên tu. c trên [a, b],

2. vó.i diê’m t0 ∈ [a, b] tùy ý, tò̂n ta. i lân câ.n U ⊂ D cu’a diê’m γ(t0) mà

ta. i dó hàm f có nguyên hàm Fu sao cho Fu(γ(t)) = f(t) vó.i mo.i t thuô.c lân

câ.n u(t0) ⊂ [a, b].

D- i.nh lý 3.2.4. Gia’ su.’ hàm f ∈ H(D) và γ là tuyến (liên tu. c) bất kỳ thuô. c

D. Khi dó nguyên hàm cu’a f do. c theo tuyến γ bao giò. cũng tò̂n ta. i và xác

di.nh do.n tri. vó.i su.
. sai khác mô. t hằng số cô. ng.

Chú.ng minh. 1. Su.
. tò̂n ta. i. Dối vó.i mõ̂i giá tri. t0 ∈ [a, b], tò̂n ta. i lân câ.n

v(t0) ⊂ [a, b] sao cho ánh xa. γ biến nó vào h̀ınh tròn mo.’ mà ta. i dấy hàm f có
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nguyên hàm (di.nh lý 3.2.2). Vı̀ doa.n [a, b] compá̆c nên tò̂n ta. i mô.t phép phân

hoa.ch hũ.u ha.n doa.n [a, b] thành các doa.n con Ik = [tk, tk+1], k = 0, 1, . . . , n

sao cho γ(Ik) thuô.c h̀ınh tròn Uk ⊂ D, k = 1, 2, . . . , n mà ta. i dó hàm f có

nguyên hàm Fk. Trong số nhũ.ng nguyên hàm cu’a f (chúng khác nhau bo.’ i

mô.t hà̆ng số cô.ng) ta sẽ cho.n mô.t nguyên hàm tùy ý. Ta ký hiê.u nó là F1.

Ta xét mô.t nguyên hàm nào dó cu’a f trong h̀ınh tròn U2. Vı̀ U1 ∩ U2 6= ∅
(v̀ı chú.a diê’m γ(t1)) và liên thông nên nguyên hàm này chı’ sai khác F1 bo.’ i

mô.t hà̆ng số cô.ng (v̀ı dó là nguyên hàm cu’a cùng mô.t hàm). Do dó, trong

các nguyên hàm cu’a f trong U2, tò̂n ta. i mô.t nguyên hàm F2 mà F2 ≡ F1

trong giao U1 ∩ U2. Gia’ su.’

G1 =




F1 trong U1,

F2 trong U2.

Khi dó G1 là nguyên hàm cu’a hàm f trong U1 ∪ U2.

Tiếp tu.c quá tr̀ınh lý luâ.n dó, ta. i mõ̂i Uk ta sẽ cho.n du.o.
.c nguyên hàm

Fk sao cho

Fk ≡ Fk−1

trong giao Uk−1 ∩ Uk (k = 2, 3, . . . , n) và hàm Gk−1 tu.o.ng ú.ng là nguyên

hàm cu’a f trong U1 ∪ U2 ∪ · · · ∪ Uk.
Ta xét hàm F (t) = Fk(γ(t)), t ∈ Ik, k = 1, 2, . . . , n. Dó là hàm liên tu.c

trên I (do cách xây du.
.ng). Ta cà̂n chú.ng minh rà̆ng F (t) là nguyên hàm

cu’a f do.c theo tuyến γ. Thâ. t vâ.y, dối vó.i mõ̂i diê’m t0 ∈ [a, b] tò̂n ta. i mô.t

lân câ.n mà ta. i dó

F (t) = FU(γ(t)),

trong dó FU là nguyên hàm cu’a f trong lân câ.n U ⊂ I cu’a diê’m γ(t0).

2. Tı́nh duy nhất. Gia’ su.’ F1 và F2 dè̂u là nhũ.ng nguyên hàm cu’a f do.c

theo γ. Trong lân câ.n U(t0) cu’a diê’m t0 ∈ [a, b] ta có

F1 = F (1)(γ(t)), F2 = F (2)(γ(t)),
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trong dó F (1) và F (2) là hai nguyên hàm cu’a f ta. i mô.t lân câ.n nào dó cu’a

γ(t0). Vı̀ hiê.u F1 − F2 là hằng số nên suy ra rằng hàm

ϕ(t) = F1(t)− F2(t)

là hà̆ng số trong lân câ.n u(t0). Ta cà̂n chú.ng minh rà̆ng

ϕ = const, ∀ t ∈ [a, b].

Thâ.t vâ.y, xét tâ.p ho.
.p

E = {t ∈ [a, b] : ϕ(t) = ϕ(t0)}.

Tâ.p ho.
.p E có các t́ınh chất sau dây

a) E 6= ∅ v̀ı t0 ∈ E,

b) E là tâ.p mo.’ v̀ı ϕ là hà̆ng số di.a phu.o.ng và vó.i mõ̂i diê’m t ∈ E tò̂n

ta. i mô.t lân câ.n u(t) ⊂ E,

c) E là tâ.p dóng. Vı̀ ϕ liên tu.c (v̀ı là hà̆ng số di.a phu.o.ng) cho nên nếu

tn ∈ E th̀ı tù. hê. thú.c ϕ(tn) = ϕ(t0) ta có:

lim
tn→t∗

ϕ(tn) = ϕ(t∗) = ϕ(t0)

vâ.y t
∗ ∈ E. Do dó E = I (v̀ı I liên thông).

Nhâ. n xét 3.2.1. Nếu ánh xa. γ là hằng số th̀ı hiê’n nhiên rằng nguyên hàm

bất kỳ cu’a hàm f do.c theo γ d̂èu là hằng số.

Trong tru.̀o.ng ho.
.p nếu biết mô.t nguyên hàm cu’a hàm f do.c theo tuyến

γ th̀ı t́ıch phân cu’a f theo γ du.o.
.c t́ınh bằng công thú.c Newton - Leibnitz.

D- i.nh lý 3.2.5. Gia’ su.’ γ : [a, b] → C là tuyến tro.n tù.ng khúc và hàm f liên

tu. c trên γ và có nguyên hàm F (t) do. c theo γ. Khi dó

∫

γ

f(z)dz = F (b) − F (a). (3.23)
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Chú.ng minh. 1. Dà̂u tiên gia’ su.’ γ là tuyến tro.n và nằm tro.n trong miè̂n

mà hàm f có nguyên hàm. Gia’ su.’ F ∗ là nguyên hàm cu’a f do.c theo γ, hàm

F ∗[γ(t)] khác F mô.t hằng số cô.ng, tú.c là:

F (t) = F ∗[γ(t)] + C.

Vı̀ γ là tuyến tro.n và F ∗′(z) = f(z) nên vó.i mo.i t ∈ [a, b] tò̂n ta. i da.o

hàm liên tu.c

F ′(t) = f(γ(t)) · γ ′(t).

Do dó

∫

γ

f(z)dz =

b∫

a

f [γ(t)]γ ′(t)dt =

b∫

a

F ′(t)dt = F (b)− F (a).

2. Tru.̀o.ng ho.
.p γ là tuyến tro.n tù.ng khúc. Trong tru.̀o.ng ho.

.p này ta có

thê’ chia γ thành mô.t số hũ.u ha.n tuyến

γν : [tν, tν+1] → C, a = t0 < t1 < · · · < tn = b

sao cho mỗi tuyến γν dè̂u là tro.n và dè̂u nà̆m trong miè̂n mà hàm f có nguyên

hàm.

Do dó
∫

γν

fdz = F (tν+1) − F (tν). (3.24)

Bà̆ng cách cô.ng các dă’ng thú.c (3.24) ta thu du.o.
.c công thú.c (3.23).

Nhâ. n xét 3.2.2. Gia’ su.’ hàm f chı’nh h̀ınh trong miè̂n D. Khi dó, tù. di.nh lý

11.4 và 11.5 ta có thê’ di.nh ngh̃ıa t́ıch phân cu’a hàm f theo tuyến liên tu.c

γ ⊂ D bất kỳ nhu. là số gia cu’a nguyên hàm cu’a nó do.c theo γ khi t biến

thiên trên [a, b]. Tı́ch phân (3.23), hiê’n nhiên là bất biến dối vó.i phép thay

tham số. Do dó, ta có thê’ xét t́ıch phân cu’a hàm chı’nh h̀ınh theo du.̀o.ng

cong liên tu.c bất kỳ.
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3.2.3 Tı́nh bất biến cu’a t́ıch phân dối vó.i các tuyến

dò̂ng luân

Tru.́o.c khi chú.ng minh di.nh lý quan tro.ng vè̂ t́ınh bất biến cu’a t́ıch phân

hàm f ∈ H(D) theo các tuyến dò̂ng luân, ta chú.ng minh di.nh lý sau dây vè̂

su.
. tò̂n ta. i cu’a nguyên hàm theo ánh xa. .

D- i.nh ngh̃ıa 3.2.3. Gia’ su.’ δ : (t, u) 7→ δ(t, u) là ánh xa. liên tu.c h̀ınh chũ.

nhâ.t

R =
{

(t, u) ∈ R2 : a 6 t 6 b, a′ 6 u 6 b′
}

vào miè̂n D ⊂ R2 và ω là da.ng vi phân dóng o.’ trong D. Hàm liên tu.c φ(t, u)

du.o.
.c go. i là nguyên hàm cu’a da. ng vi phân dóng ω dối vó.i ánh xa. δ(t, u)

nếu nó tho’a mãn diè̂u kiê.n: vó.i diê’m (t0, u0) ∈ R bất kỳ, tò̂n ta. i lân câ.n

U(δ(t0, u0)) cu’a diê’m δ(t0, u0) và trong lân câ.n dó tò̂n ta. i nguyên hàm F cu’a

ω sao cho

φ(t, u) = F [δ(t, u)]

vó.i mo.i diê’m (t, u) du’ gà̂n (t0, u0).

D- i.nh lý 3.2.6. Vó.i các gia’ thiết cu’a di.nh ngh̃ıa 3.2.3 nguyên hàm φ(t, u)

cu’a da. ng dóng ω dối vó.i ánh xa. δ bao giò. cũng tò̂n ta. i và xác di.nh do.n tri.
vó.i su.

. sai khác hằng số cô. ng.

Chú.ng minh. Vı̀ h̀ınh chũ. nhâ. t R là compá̆c nên ta có thê’ chia nó thành

nhũ.ng h̀ınh chũ. nhâ. t con bà̆ng cách chia khoa’ng biến thiên cu’a t bo.’ i các

diê’m ti và khoa’ng biến thiên cu’a u bo.’ i các diê’m uj sao cho vó.i i và j bất kỳ

qua ánh xa. δ a’nh cu’a h̀ınh chũ. nhâ.t

Rij =
{

(t, u) : ti 6 t 6 ti+1, uj 6 u 6 uj+1

}

thuô.c h̀ınh tròn mo.’ Uij mà ta. i dó da.ng ω có nguyên hàm Fij.
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Ta cố di.nh j. Vı̀ các nguyên hàm khác nhau bo.’ i hà̆ng số cô.ng và v̀ı giao

Uij ∩ Ui+1,j 6= ∅ (và liên thông) nên có thê’ thêm cho mõ̂i nguyên hàm Fij (j

cố di.nh, i biến thiên) mô.t hà̆ng số sao cho

Fij = Fi+1,j trong giao Uij ∩ Ui+1,j.

Do dó dối vó.i u ∈ [uj, uj+1] ta thu du.o.
.c hàm φj(t, u) mà vó.i i bất kỳ

φj(t, u) = Fij(δ(t, u)), t ∈ [ti, ti+1].

Nhu. vâ.y hàm φj(t, u) liên tu.c trong h̀ınh chũ. nhâ. t

Rj =
{

(t, u) ∈ R2 : a 6 t 6 b, ui 6 u 6 uj+1

}

và nó là nguyên hàm cu’a da.ng ω dối vó.i ánh xa. δj, trong dó

δj = δ
∣∣
Rj
.

Mõ̂i nguyên hàm φj dè̂u du.o.
.c xác di.nh vó.i su.

. sai khác hà̆ng số cô.ng.

Bây giò. dối vó.i mõ̂i j ta có thê’ cho.n liên tiếp các hà̆ng số cô.ng dó mô.t

cách th́ıch ho.
.p sao cho

φj(t, u) = φj+1(t, u) khi u = uj+1.

Ta xác di.nh hàm φ(t, u) trong h̀ınh chũ. nhâ.t R nhu. sau: vó.i j bất kỳ ta

dă.t

φ(t, u) = φj(t, u) khi u ∈ [uj, uj+1].

Hàm này liên tu.c trong R và tho’a mãn các diè̂u kiê.n cu’a di.nh ngh̃ıa 3.2.3.

Do dó nó là nguyên hàm cu’a da.ng ω dối vó.i ánh xa. δ.

Bây giò. ta chú.ng minh di.nh lý chu’ yếu cu’a tiết này và cũng là di.nh lý chu’

yếu cu’a toàn bô. lý thuyết hàm chı’nh h̀ınh. Dó là di.nh lý t́ıch phân Cauchy.

Nếu f ∈ H(D) th̀ı ω = f(z)dz là da.ng vi phân dóng (di.nh lý 3.2.1), do vâ.y

thay v̀ı nói “nguyên hàm cu’a da. ng ω” ta sẽ nói: “nguyên hàm cu’a hàm f”.

Ta có
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D- i.nh lý 3.2.7. (Cauchy) Gia’ su.’ D là miè̂n cu’a C và f ∈ H(D). Nếu γ1

và γ2 là hai tuyến dò̂ng luân vó.i nhau trong D th̀ı

∫

γ1

f(z)dz =

∫

γ2

f(z)dz.

Chú.ng minh. Chú.ng minh di.nh lý du.o.
.c chia làm hai phà̂n:

1. Tuyến γ1 và γ2 có dà̂u mút chung bất dô.ng. Theo gia’ thiết γ1 và γ2

dò̂ng luân vó.i nhau trong D nên ánh xa. δ tho’a mãn diè̂u kiê.n

δ(t, 0) = γ1(t), δ(t, 1) = γ2(t).

Tù. di.nh lý 3.2.6 suy ra rằng tò̂n ta. i nguyên hàm Φ(t, u) cu’a f dối vó.i

ánh xa. δ. Do dó

ϕ1(t) = Φ(t, 0)

là nguyên hàm cu’a f do.c theo tuyến γ1. Tu.o.ng tu.
.

ϕ2(t) = Φ(t, 1)

là nguyên hàm cu’a f do.c theo tuyến γ2.

Tù. di.nh lý 3.2.5 ta có

∫

γ1

f(z)dz = Φ(1, 0) − Φ(0, 0)

∫

γ2

f(z)dz = Φ(1, 1) − φ(0, 1)

và do dó
∫

γ1

f(z)dz −
∫

γ2

f(z)dz = [Φ(1, 0) − Φ(0, 0)] − [Φ(1, 1) − Φ(0, 1)]

= [Φ(0, 1) − Φ(0, 0)] − [Φ(1, 1) − Φ(1, 0)].
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Ta cà̂n chú.ng minh rà̆ng

Φ(1, 1) − Φ(1, 0) = 0, Φ(0, 1) − Φ(0, 0) = 0.

Thâ.t vâ.y, xét hàm u 7→ Φ(0, u). Dó là nguyên hàm cu’a hàm f theo tuyến

γu : u 7→ δ(0, u)

nhu.ng δ(0, u) = γ1(0) nên tuyến γu là hà̆ng số và do dó Φ(0, 1)−Φ(0, 0) = 0.

Tu.o.ng tu.
., hàm u → Φ(1, u) là nguyên hàm cu’a f do.c theo tuyến hằng

số

γ̃u : u 7→ δ(1, u)

nên Φ(1, 1) − Φ(1, 0) = 0.

2. Tuyến γ1 và γ2 là nhũ.ng tuyến dóng. Ta dã biết rà̆ng, theo di.nh ngh̃ıa,

nếu γ1 và γ2 dò̂ng luân vó.i nhau th̀ı tò̂n ta. i ánh xa. liên tu.c h̀ınh vuông I× I

vào miè̂n D sao cho

δ(t, 0) = γ1(t),

δ(t, 1) = γ2(t), 0 6 t 6 1

δ(0, u) = δ(1, u) ∀u ∈ [0, 1].

(Diè̂u kiê.n sau cùng chú.ng to’: vó.i mỗi u0 ∈ [0, 1] bất kỳ, tuyến γu0(t) =

δ(t, u0) là mô.t tuyến dóng).

Bây giò. gia’ su.’ Φ(t, u) là nguyên hàm cu’a f dối vó.i ánh xa. δ. Ta xét hai

tuyến

γu : u 7→ δ(0, u); γ̃u : u 7→ δ(1, u).

Vı̀ hai tuyến này trùng nhau, cho nên

Φ(0, 1) − Φ(0, 0) = Φ(1, 1) − Φ(1, 0)

và tù. dó suy ra diè̂u pha’i chú.ng minh.
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Nhâ. n xét 3.2.3. 1. Tù. di.nh lý vù.a chú.ng minh ta rút ra kết luâ.n là: t́ıch

phân cu’a hàm chı’nh h̀ınh theo mô.t tuyến là mô.t bất biến cu’a ló.p dò̂ng luân

chú.a tuyến ấy.

2. Trong 3.1.1 ta dã nêu ra khái niê.m t́ıch phân dối vó.i tuyến và sau

dó ta dã thấy rõ ràng trên thu.
.c tế t́ıch phân du.o.

.c xác di.nh không pha’i bo.’ i

tuyến mà bo.’ i du.̀o.ng cong (ló.p các tuyến tu.o.ng du.o.ng). Vó.i di.nh lý Cauchy

da.ng tô’ng quát vù.a chú.ng minh ta còn có thê’ di xa ho.n: dối vó.i các hàm

chı’nh h̀ınh t́ıch phân du.o.
.c xác di.nh không pha’i bo.’ i du.̀o.ng cong mà bo.’ i mô. t

ló.p dò̂ng luân chú.a du.̀o.ng cong ấy.

3.2.4 Công thú.c t́ıch phân co. ba’n thú. nhất cu’a Cauchy

Tù. di.nh lý Cauchy dã chú.ng minh trong tiết tru.́o.c ta suy ra da.ng cô’ diê’n

sau dây cu’a di.nh lý Cauchy - go. i là di.nh lý t́ıch phân Cauchy.

D- i.nh lý 3.2.8. (Cauchy) Nếu f ∈ H(D) và γ ∼ 0 là tuyến dóng bất kỳ

thuô. c D th̀ı
∫

γ

f(z)dz = 0.

Chú.ng minh. Vı̀ γ ∼ 0 trong D nên ta có thê’ biến da.ng dò̂ng luân γ thành

tuyến dóng γ1 nà̆m trong h̀ınh tròn U ⊂ D. Tù. di.nh lý 3.2.2 suy ra rà̆ng

hàm f có nguyên hàm di.a phu.o.ng F trong U và do dó nguyên hàm cu’a f

theo tuyến γ1 là F (γ1(t)). Vı̀ γ1 là tuyến dóng nên γ1(a) = γ1(b) = a∗. Do

dó
∫

γ1

f(z)dz = F (a∗) − F (a∗) = 0.

Nhu.ng v̀ı γ1 ∼ γ nên tù. di.nh lý t́ıch phân Cauchy suy ra diè̂u pha’i chú.ng

minh.

Trong miè̂n do.n liên, mo.i tuyến dóng dè̂u dò̂ng luân vó.i 0 và do dó hai

tuyến bất kỳ vó.i dà̂u mút chung là dò̂ng luân vó.i nhau. Do dó tù. di.nh lý
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vù.a chú.ng minh ta rút ra da.ng phát biê’u cô’ diê’n cu’a di.nh lý Cauchy dối vó.i

miè̂n do.n liên.

D- i.nh lý 3.2.9. (Cauchy) Nếu hàm f chı’nh h̀ınh trong miè̂n do.n liên D ⊂ C
th̀ı t́ıch phân cu’a nó theo tuyến dóng γ : I → D bất kỳ là bà̆ng 0, tú.c là

∫

γ

f(z)dz = 0. (3.25)

Công thú.c (3.25) du.o.
.c go. i là công thú.c t́ıch phân co. ba’n thú. nhất cu’a

Cauchy.

Trong miè̂n da liên, t́ıch phân cu’a hàm chı’nh h̀ınh theo tuyến dóng không

nhất thiết là bà̆ng 0. Diè̂u dó du.o.
.c chú.ng to’ bo.’ i v́ı du. sau dây.

Gia’ su.’ D = C \ {0} và f(z) = 1/z và γ = {z ∈ C : z = eit, t ∈ [0, 2π]}.
Ta có

∫

γ

dz

z
=

π∫

0

tdt = 2πi 6= 0.

Bây giò. ta chú.ng minh su.
. khái quát di.nh lý Cauchy 3.2.9 cho miè̂n D

hũ.u ha.n liên thông.

D- i.nh lý 3.2.10. (Cauchy) Gia’ su.’ f ∈ H(D) và D∗ là miè̂n bi. chă. n nà̆m

trong D cùng vó.i biên cu’a nó gò̂m mô. t số hũ.u ha. n du.̀o.ng cong do du.o.
.c.

Khi dó
∫

∂D∗

f(z)dz = 0. (3.26)

Chú.ng minh. Ta biết rà̆ng miè̂n hũ.u ha.n liên thông (vó.i cấp liên thông n)

ch́ınh là miè̂n do.n liên hũ.u ha.n nào dó mà trong dó cá̆t bo’ (n− 1) lõ̂ thu’ng

(các thành phà̂n biên bên trong). Ta vẽ trong D∗ nhũ.ng nhát cá̆t λ±ν nối các

thành phà̂n cu’a biên miè̂n D∗ sao cho D∗ tro.’ thành miè̂n do.n liên D̃∗ vó.i

biên di.nh hu.́o.ng du.o.ng ∂D∗ (o.’ dây ta lấy các nhát cá̆t tù.ng dôi mô.t không
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giao nhau và không có diê’m chung vó.i các thành phà̂n cu’a biên trù. các diê’m

dà̂u và cuối các nhát cắt du.o.
.c mô ta’ bo.’ i hai bò. λ+

ν và λ−ν ). Rõ ràng là

∂D̃∗ = ∂D∗ ∪
(⋃

ν

λ+
ν

)
∪
(⋃

ν

λ−ν
)
.

Do dó
∫

∂D̃∗

f(z)dz =

∫

∂D∗

f(z)dz +
∑

ν

∫

λ+
y

f(z)dz +
∑

ν

∫

λ−ν

f(z)dz = 0.

Ta lu.u ý rà̆ng t́ıch phân theo các nhát cá̆t du.o.
.c lấy hai là̂n theo hai bò. vó.i

các hu.́o.ng ngu.o.
.c nhau. Do dó các t́ıch phân theo các nhát cắt dè̂u triê.t tiêu

lã̂n nhau và thu du.o.
.c

∫

∂D̃∗

f(z)dz =

∫

∂D∗

f(z)dz = 0.

Di.nh lý du.o.
.c chú.ng minh.

Nhâ. n xét 3.2.4. Nếu biên ∂D∗ cu’a miè̂n s - liên thông D∗ gò̂m s du.̀o.ng cong

dóng Γi, i = 1, 2, . . . , s trong dó Γ1 là chu tuyến ngoài, còn Γ2,Γ3, . . . ,Γs là

các chu tuyến trong th̀ı công thú.c (3.26) du.o.
.c viết nhu. sau:

∫

Γ1

f(z)dz =
s∑

i=2

∫

Γi

f(z)dz. (3.27)

Tất ca’ các di.nh lý 3.2.8 - 3.2.10 dè̂u du.o.
.c chú.ng minh dối vó.i miè̂n con

nà̆m tro.n trong miè̂n chı’nh h̀ınh cu’a hàm f(z), tú.c là chúng du.o.
.c chú.ng

minh vó.i gia’ thiết hàm f(z) ∈ H(D), D = D ∪ ∂D. Các khái quát tiếp

theo dối vó.i di.nh lý t́ıch phân Cauchy tr̀ınh bày trong các công tr̀ınh cu’a

các nhà toán ho.c A. Pringsheim 2, N. Luzin 3 và I. Privalov 4 dã chú.ng to’

du.o.
.c rà̆ng hàm du.́o.i dấu t́ıch phân f(z) không nhất thiết pha’i chı’nh h̀ınh

2A. Pringsheim (1850-1941) là nhà toán ho.c Dú.c
3N. Luzin (1883-1950) là nhà toán ho.c Nga
4I. Privalov (1891-1941) là nhà toán ho.c Nga
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trên D = D ∪ ∂D mà chı’ cà̂n nó chı’nh h̀ınh trong miè̂n D và liên tu. c trên

D là du’ , tú.c là f ∈ H(D) ∩ C(D). Cu. thê’ ngu.̀o.i ta dã chú.ng minh du.o.
.c

D- i.nh lý Cauchy tô’ng quát

Gia’ su.’ hàm f(z) chı’nh h̀ınh trong miè̂n bi. chă. n D gió.i ha. n bo.’ i mô. t số

hũ.u ha. n du.̀o.ng cong dóng Jordan do du.o.
.c và liên tu. c trên D. Khi dó t́ıch

phân cu’a hàm f(z) theo biên có hu.́o.ng cu’a miè̂n dó là bằng 0, tú.c là

∫

∂D

f(z)dz = 0.

Ba.n do.c có thê’ xem chú.ng minh di.nh lý này trong B. V. Sabat “Nhâ.p

môn gia’ i t́ıch phú.c”, phà̂n I, Nhà xuất ba’n Da.i ho.c và Trung ho.c Chuyên

nghiê.p, trang 113-117, Hà Nô. i 1979 hoă. c trong I. Privalov “Nhâ.p môn lý

thuyết hàm biến phú.c” §2, ch.IV, Hà Nô.i 1964.

3.2.5 Nguyên hàm trong miè̂n do.n liên

Bây giò. tù. di.nh lý 3.2.9 trong tiết tru.́o.c ta có thê’ rút ra mô.t kết qua’ quan

tro.ng mà ta chò. do.
.i: di.nh lý vè̂ su.

. tò̂n ta. i nguyên hàm toàn cu.c trong miè̂n

do.n liên.

D- i.nh lý 3.2.11. Nếu D ⊂ C là miè̂n do.n liên và f ∈ H(D) th̀ı hàm f có

nguyên hàm trong miè̂n D.

Chú.ng minh. Thâ.t vâ.y, theo di.nh lý 3.2.9, dối vó.i tuyến dóng γ ⊂ D bất kỳ

ta có
∫

γ

f(z)dz = 0.

Vı̀ vâ.y theo di.nh lý 10.3 và bô’ dè̂ o.’ 3.1.4 suy ra rằng da.ng vi phân ω = f(z)dz

là da.ng vi phân dúng trong D. Nhu. vâ.y hàm f(z) có nguyên hàm trong

D.
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Nhâ. n xét 3.2.5. Dòi ho’i vè̂ t́ınh do.n liên cu’a miè̂n D o.’ dây là rất cốt yếu.

Nếu D = C \ {0} và f(z) = 1/z th̀ı rõ ràng hàm f không có nguyên hàm

trong miè̂n D (xem nhâ.n xét 3.1.4 o.’ 3.2.4). Do dó dối vó.i các miè̂n da liên

nói chung di.nh lý vè̂ su.
. tò̂n ta. i nguyên hàm toàn cu.c là không dúng.

3.2.6 Công thú.c t́ıch phân Cauchy (công thú.c co. ba’n

thú. hai cu’a Cauchy)

Trong tiết này ta sẽ nghiên cú.u vấn dè̂ vè̂ biê’u diẽ̂n t́ıch phân các hàm chı’nh

h̀ınh. Ta sẽ thấy phép biê’u diẽ̂n dó có nhũ.ng áp du.ng quan tro.ng ca’ vè̂ mă. t

lý thuyết lã̂n thu.
.c hành.

Ta có

D- i.nh lý 3.2.12. Gia’ su.’ D là miè̂n bi. chă. n vó.i biên Jordan do du.o.
.c ∂D.

Nếu hàm f(z) chı’nh h̀ınh trong D và liên tu. c trong D th̀ı vó.i diê’m z ∈ D

bất kỳ ta có công thú.c

1

2πi

∫

∂D

f(ζ)

ζ − z
dζ =




f(z) nếu z ∈ D;

0 nếu z 6∈ D,
(3.28)

trong dó ∂D là biên có di.nh hu.́o.ng du.o.ng cu’a D.

Công thú.c (3.28) là công thú.c t́ıch phân co. ba’n thú. hai cu’a Cauchy (hay

công thú.c t́ıch phân Cauchy); còn vế pha’ i cu’a công thú.c dó du.o.
.c go. i là t́ıch

phân Cauchy.

Chú.ng minh. 1. Dê’ chú.ng minh (3.28) ta xét h̀ınh tròn du’ bé S(ρ) = {|ζ −
z| < ρ} sao cho S(ρ) ⊂ D. Ta xét miè̂n K = D \ S. Biên có di.nh hu.́o.ng

du.o.ng ∂K gò̂n ∂D và biên ∂S(ρ) cha.y theo hu.́o.ng âm. Áp du.ng công thú.c

(3.27) cho miè̂n D \ S(ρ) và hàm f(z)/(ζ − z) ∈ H(D \ {z}) ta có

1

2πi

∫

∂D

f(ζ)

ζ − z
dζ =

1

2πi

∫

∂S(ρ)

f(ζ)

ζ − z
dζ.
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Ta cà̂n xét t́ıch phân o.’ vế pha’ i cu’a dă’ng thú.c vù.a viết. Ta có

1

2πi

∫

∂S(ρ)

f(ζ)

ζ − z
dζ =

f(z)

2πi

∫

∂S(ρ)

dζ

ζ − z
+

1

2πi

∫

∂S(ρ)

f(ζ) − f(z)

ζ − z
dζ

= f(z) +
1

2πi

∫

∂S(ρ)

f(ζ) − f(z)

ζ − z
dζ. (3.29)

Vı̀ t́ıch phân o.’ vế trái (3.29) và số ha.ng thú. nhất cu’a vế pha’ i không phu.
thuô. c ρ nên số ha.ng thú. hai o.’ vế pha’ i cũng sẽ không phu. thuô.c ρ. Nếu ta

chú.ng minh du.o.
.c rà̆ng số ha.ng thú. hai dà̂n dến 0 khi ρ → 0 th̀ı sẽ chú.ng

minh du.o.
.c rà̆ng nó bà̆ng 0.

Ta có

∣∣∣ 1

2πi

∫

∂S(ρ)

f(ζ) − f(z)

ζ − z
dζ
∣∣∣ 6

1

2π
max
ζ∈∂S(ρ)

∣∣∣f(ζ) − f(z)

ζ − z

∣∣∣2πρ

= max
ζ∈∂S(ρ)

|f(ζ) − f(z)| · ρ
ρ

= max
ζ∈∂S(ρ)

|f(ζ) − f(z)|.

Khi ρ → 0, diê’m ζ ∈ ∂S(ρ) dà̂n dến z và do dó max
ζ∈∂S(ρ)

|f(ζ) − f(z)| → 0 v̀ı

f là hàm liên tu.c.

Nhu. vâ.y

1

2πi

∫

∂D

f(ζ)

ζ − z
dζ = f(z), z ∈ D.

2. Bây giò. ta xét tru.̀o.ng ho.
.p z 6∈ D. Hiê’n nhiên trong tru.̀o.ng ho.

.p này

hàm g(ζ) =
f(ζ)

ζ − z
là hàm chı’nh h̀ınh ta. i mo.i diê’m cu’a D nên theo di.nh lý

t́ıch phân Cauchy ta có

1

2πi

∫

∂D

f(ζ)

ζ − z
dζ = 0, z 6∈ D.
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Nhâ. n xét 3.2.6. Công thú.c t́ıch phân Cauchy biê’u thi. mô.t hiê.n tu.o.
.ng hết

sú.c dă.c biê.t là giá tri. cu’a hàm chı’nh h̀ınh trong miè̂n D hoàn toàn du.o.
.c xác

di.nh bo.’ i các giá tri. cu’a nó trên biên. Thâ.t vâ.y, nếu các giá tri. cu’a hàm trên

biên ∂D dã biết th̀ı ta sẽ t̀ım du.o.
.c giá tri. cu’a f ta. i mo.i diê’m z ∈ D. Vè̂ mă. t

nguyên tá̆c, su.
. kiê.n này phân biê.t các hàm chı’nh h̀ınh vó.i các hàm R2-kha’

vi.

Vı́ du. 1. Tı́nh t́ıch phân

J =

∫

γ

ezdz

z(z − 2i)
, {|z − 3i| = 2}.

Gia’i. Hiê’n nhiên hàm f(z) = ez/z, chı’nh h̀ınh trong mô.t lân câ.n nào dó

cu’a h̀ınh tròn gió.i ha.n bo.’ i γ. Do dó tù. công thú.c (3.28) ta có

∫

γ

ezdz

z(z − 2i)
=

∫

γ

f(z)

z − 2i
dz = 2πif(2i) = π(cos 2 + isin2).

Vı́ du. 2. Tı́nh t́ıch phân

J =

∫

γ={|z|=5}

dz

z2 + 16
·

Gia’i. Hàm du.́o.i dấu t́ıch phân chı’nh h̀ınh trong h̀ınh tròn {|z| 6 5} trù.

ra hai diê’m z1 = 4i và z2 = −4i. Ta du.
.ng các du.̀o.ng tròn γ1 và γ2 vó.i tâm

tu.o.ng ú.ng ta. i z1 = 4i và z2 = −4i và vó.i bán ḱınh du’ bé ε1 và ε2 tu.o.ng ú.ng

sao cho γ1 và γ2 không cắt nhau và dè̂u thuô.c h̀ınh tròn {|z| < 5}. Áp du.ng

công thú.c (3.28) cho miè̂n

D = {|z| 6 5} \ {S(ε1) ∪ S(ε2)},
S(ε1) = {|z − 4i| < ε1},
S(ε2) = {|z + 4i| < ε2}.
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Ta có
∫

γ

dz

z2 + 16
=

∫

γ+
1

dz

z2 + 16
+

∫

γ+
2

dz

z2 + 16

= 2πi · 1

z + 4i

∣∣∣
z=4i

+ 2πi
1

z − 4i

∣∣∣
z=−4i

= 2πi
( 1

8i
− 1

8i

)
= 0.

Vı́ du. 3. Xét t́ıch phân

J =

∞∫

0

cos xdx

1 + x2
·

Dê’ t́ınh t́ıch phân này, ta xét t́ıch phân

J̃ =

∫

Γ

eiζdζ

ζ2 + 1

trong dó

Γ = {[−R,R] ∪ [z : |z| = R, Im z > 0, R > 1]}
= {[−R,R] ∪ C}.

Hiê’n nhiên rằng

J = Re J̃.

Ta viết

eiζ

ζ2 + 1
=

eiζ

ζ + i

( 1

ζ − i

)
=
f(ζ)

ζ − i
; f(ζ) =

eiζ

ζ + i
·

Hàm f chı’nh h̀ınh trong và trên Γ nên

f(i) =
1

2πi

∫

Γ

f(ζ)dζ

ζ − i
=

ei
2

i+ i
=

1

2ie
·
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Nhu. vâ.y

1

2ie
=

1

2πi

∫

Γ

f(ζ)dζ

ζ − i
=

1

2πi

∫

Γ

eiζdζ

ζ2 + 1

và do dó:
∫

Γ

eiζdζ

ζ2 + 1
=
π

e
·

Bây giò. ta biê’u diẽ̂n J̃ du.́o.i da.ng:

∫

Γ

eiζdζ

ζ2 + 1
=

R∫

−R

eiζdζ

ζ2 + 1
+

∫

C

eiζdζ

ζ2 + 1

và do dó

R∫

−R

eiζdζ

ζ2 + 1
=
π

e
−
∫

C

eiζdζ

ζ2 + 1
·

Xét t́ıch phân theo C. Khi ζ ∈ C th̀ı ζ = Reiθ, 0 ∈ [0, π], nên

∫

C

eiζdζ

ζ2 + 1
= iR

π∫

0

eiθeiR(cosθ+i sin θ)

R2e2iθ + 1
dθ.

Nhu.ng

|eiθeiR(cosθ+i sin θ)| = e−R sin θ 6 1 ∀ θ ∈ [0, π]

và

|R2e2iθ + 1| > R2 − 1

nên

∣∣∣
∫

C

eiζdζ

ζ2 + 1

∣∣∣ 6 R

R2 − 1

π∫

0

dθ =
πR

R2 − 1
→ 0 (R→ ∞).
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Do dó
+∞∫

−∞

eixdx

x2 + 1
=
π

e
− lim

R→∞

∫

C

eiζdζ

ζ2 + 1
=
π

e
·

Tù. dó rút ra công thú.c:
∞∫

−∞

cos x

x2 + 1
dx =

π

e
,

∞∫

−∞

sinx

x2 + 1
dx = 0 ⇒ J =

π

2e
·

Di.nh lý 3.2.12 có thê’ khái quát cho tru.̀o.ng ho.
.p khi miè̂n D chú.a diê’m

∞. Cu. thê’ ta có

D- i.nh lý 3.2.13. Gia’ su.’ miè̂n D chú.a diê’m ∞ vó.i biên Jordan do du.o.
.c

∂D. Nếu hàm f(z) chı’nh h̀ınh trong D và liên tu. c trong D th̀ı vó.i diê’m

z ∈ D bất kỳ ta có công thú.c

f(z) =
1

2πi

∫

∂D

f(ζ)

ζ − z
dζ + f(∞) (3.30)

trong dó ∂D là biên có di.nh hu.́o.ng du.o.ng cu’a miè̂n D.

Chú.ng minh. Ta du.
.ng du.̀o.ng tròn γ(z,R) vó.i tâm z và bán ḱınh R du’ ló.n

sao cho toàn bô. biên ∂D cu’a miè̂n D nà̆m trong γ(z,R). Ta xét miè̂n B gió.i

ha.n bo.’ i ∂D và γ(z,R). Dó là miè̂n bi. chă.n và f ∈ H(B). Áp du.ng công

thú.c t́ıch phân Cauchy cho miè̂n B và hàm f ta có

f(z) =
1

2πi

∫

∂D∪γ(z,R)

f(ζ)

ζ − z
dζ

=
1

2πi

∫

∂D

f(ζ)

ζ − z
dζ +

∮

γ(z,R)

f(ζ)

ζ − z
dζ.

Tù. dó

f(z) =
1

2πi

∫

∂D

f(ζ)

ζ − z
dζ +

1

2πi

∫

γ(z,R)

f(∞)

ζ − z
dζ

+
1

2πi

∫

γ(z,R)

f(ζ) − f(∞)

ζ − z
dζ,
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hay là

f(z) =
1

2πi

∫

∂D

f(ζ)

ζ − z
dζ + f(∞) +

1

2πi

∫

γ,R

f(ζ) − f(∞)

ζ − z
dζ. (*)

Nếu bây giò. ta chú.ng to’ du.o.
.c rà̆ng t́ıch phân cuối cùng I(R) o.’ vế pha’ i bà̆ng

0 th̀ı di.nh lý du.o.
.c chú.ng minh.

Mô.t mă.t ta có

∣∣∣ 1

2πi

∫

γ(z,R)

f(ζ) − f(∞)

ζ − z
dζ
∣∣∣ 6

1

2π

max
ζ∈γ

|f(ζ) − f(∞)|

R
· 2πR

= max
ζ∈γ

|f(ζ) − f(∞)|,

và do t́ınh liên tu.c max
ζ∈γ

|f(ζ) − f(∞)| → 0 khi R → ∞. Ngh̃ıa là t́ıch phân

I(R) nói trên dà̂n dến 0.

Mă.t khác tù. công thú.c (*) ta thấy rà̆ng

f(z) − 1

2πi

∫

∂D

f(ζ)

ζ − z
dζ − f(∞)

không phu. thuô.c R.

Do dó I(R) = 0 và di.nh lý du.o.
.c chú.ng minh.

Nhâ. n xét 3.2.7. Nếu diê’m z 6∈ D th̀ı vế pha’ i cu’a (3.30) bà̆ng 0. Dê’ thấy du.o.
.c

diè̂u dó chı’ cà̂n theo dõi chú.ng minh di.nh lý vù.a tr̀ınh bày.

3.2.7 Biê’u diẽ̂n t́ıch phân d̂ói vó.i da.o hàm cu’a hàm

chı’nh h̀ınh

Theo di.nh ngh̃ıa, hàm chı’nh h̀ınh trong miè̂n D - dó là hàm biến phú.c có da.o

hàm ta. i mo.i diê’m cu’a miè̂n dó. Bây giò., bà̆ng cách áp du.ng công thú.c t́ıch

phân Cauchy ta sẽ chú.ng to’ rà̆ng tù. t́ınh chı’nh h̀ınh cu’a hàm suy ra du.o.
.c

su.
. tò̂n ta. i, t́ınh chı’nh h̀ınh và biê’u diẽ̂n t́ıch phân cu’a da.o hàm mo.i cấp cu’a

hàm dó.
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D- i.nh lý 3.2.14. Gia’ su.’ hàm f(z) chı’nh h̀ınh trong miè̂n D và liên tu. c

trong miè̂n D. Khi dó ta. i mõ̂i diê’m z0 cu’a miè̂n D hàm f(z) có da. o hàm

mo. i cấp và da. o hàm f (n)(z0) chı’nh h̀ınh trong miè̂n D và du.o.
.c xác di.nh bo.’ i

giá tri. cu’a hàm f(z) trên biên ∂D cu’a miè̂n D theo công thú.c

f (n)(z) =
n!

2πi

∫

∂D

f(z)

(z − z0)n+1
dz, z0 ∈ D, (3.31)

trong dó D là miè̂n hũ.u ha. n liên thông tùy ý vó.i biên ∂D gò̂m mô. t số hũ.u

ha. n du.̀o.ng cong dóng Jordan do du.o.
.c.

Chú.ng minh. I. Dà̂u tiên ta xét tru.̀o.ng ho.
.p miè̂n D bi. chă.n. Phép chú.ng

minh di.nh lý du.o.
.c chia thành các bu.́o.c sau.

1. Vı̀ hàm f(z) chı’nh h̀ınh trong D nên theo di.nh ngh̃ıa ta. i diê’m z0 hàm

f(z) có da.o hàm cấp mô. t và ta cà̂n chú.ng minh rằng

f ′(z0) =
1

2πi

∫

∂D

f(z)

(z − z0)2
dz. (3.32)

Theo công thú.c t́ıch phân Cauchy ta có

f(z0) =
1

2πi

∫

∂D

f(z)

z − z0
dz,

f(z0 + h) =
1

2πi

∫

∂D

f(z)

z − (z0 + h)
dz.

Do dó

δh =
f(z0 + h) − f(z0)

h
=

1

2πi

∫

∂D

f(z)dz

(z − z0 − h)(z − z0)
·

Nhu.ng

1

(z − z0 − h)(z − z0)
=

z − z0

(z − z0 − h)(z − z0)2

=
1

(z − z0)2
+

h

(z − z0 − h)(z − z0)2
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cho nên

δh =
1

2πi

∫

∂D

f(z)dz

(z − z0)2
+

h

2πi

∫

∂D

f(z)dz

(z − z0 − h)(z − z0)2

và do dó
∣∣∣δk −

1

2πi

∫

∂D

f(z)dz

(z − z0)2

∣∣∣ = |h|
2π

∣∣∣
∫

∂D

f(z)dz

(z − z0 − h)(z − z0)2

∣∣∣.

Vı̀ hàm f(z) chı’nh h̀ınh trên ∂D nên nó liên tu.c và bi. chă.n trên ∂D, tù. dó,

∃M sao cho:

|f(z)| 6 M, ∀ z ∈ ∂D.

Nếu ρ là khoa’ng cách tù. z0 dến ∂D, tú.c là

ρ = inf
z∈∂D

|z0 − z| th̀ı |z − z0| >
1

2
ρ, ∀ z ∈ ∂D.

Ngoài ra, nếu số h du.o.
.c cho.n sao cho |h| 6 min

[
1,

1

4
ρ
]

th̀ı

|z − z0 − h| > ||z − z0| − |h|| >
1

2
ρ− 1

4
ρ =

1

4
ρ.

Khi dó, nếu dô. dài cu’a ∂D là L th̀ı

∣∣∣δh −
1

2πi

∫

∂D

f(z)dz

(z − z0)2

∣∣∣ 6 |h|
2π

· ML(1

4
ρ2
)(1

4
ρ
) ·

Nếu ε là số du.o.ng bé tùy ý và cho.n

δ = min
[
1,

1

4
ρ,
ρ3επ

8ML

]

th̀ı ∣∣∣δh −
1

2πi

∫

∂D

f(z)dz

(z − z0)2

∣∣∣ < ε khi |h| < δ.

Nhu. vâ.y công thú.c (3.32) du.o.
.c chú.ng minh.
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2. Bây giò. ta chú.ng minh da.o hàm f ′(z) có da.o hàm, tú.c là chú.ng minh

hàm f ′(z) chı’nh h̀ınh trong D0 dò̂ng thò.i chú.ng to’ rà̆ng

f ′′(z) =
2!

2πi

∫

∂D

f(z)

(z − z0)3
dz. (3.33)

Ta có:

δ2
h =

f ′(z0 + h) − f ′(z0)

h
=

1

2πi

∫

∂D

2(z − z0) − h

(z − z0)2(z − z0 − h)2
f(z)dz.

Vı̀

2(z − z0) − h

(z − z0)2(z − z0 − h)2
=

[2(z − z0) − h](z − z0)

(z − z0)3(z − z0 − h)2

=
2

(z − z0)3
+ h · 3(z − z0) − 2h

(z − z0)3(z − z0 − h)2

cho nên

δ2
h =

2

2πi

∫

∂D

f(z)dz

(z − z0)3
+

h

2πi

∫

∂D

3(z − z0) − 2h

(z − z0)3(z − z0 − h)2
f(z)dz.

Vâ.y ta có u.́o.c lu.o.
.ng

∣∣∣δ2
h −

2

2πi

∫

∂D

f(z)dz

(z − z0)3

∣∣∣ 6
3|h|
2π

∫

∂D

|f(z)| · |dz|
|(z − z0)2| · |(z − z0 − h)2|

+
2|h|2

2π

∫

∂D

|f(z)| · |dz|
|(z − z0)3| · |(z − z0 − h)2| ·

v̀ı rà̆ng |3(z − z0) − 2h| 6 3|z − z0| + 2|h|. Nhu.ng v̀ı f chı’nh h̀ınh trên ∂D

nên |f | 6 M vó.i mo.i z ∈ ∂D.

Nếu ρ là khoa’ng cách tù. z0 dến ∂D th̀ı

|z − z0| > ρ >
1

2
ρ.
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Do dó vó.i h tùy ý tho’a mãn |h| 6 min
[
1,

1

4
ρ
]

|z − z0 − h| > |z − z0| − |h| > 1

2
ρ− |h|

>
1

2
ρ− 1

4
ρ =

1

4
ρ.

Vâ.y

∣∣∣δ2
h −

2

2πi

∫

∂D

f(z)dz

(z − z0)2

∣∣∣ < 3|h|
2π

ML
(

1
4
ρ2
)(

1
4
ρ
)2 +

2|h|2

2π
· ML
(1

8
ρ3
)(

1
4
ρ
)2 ·

Nếu ε là số du.o.ng bé bao nhiêu tùy ý và δ du.o.
.c cho.n tho’a mãn:

δ = min
[1
4
ρ, 1, ρ4επ/(192)ML

]

th̀ı

∣∣∣δ2
h −

2

2πi

∫

∂D

f(z)dz

(z − z0)3

∣∣∣ < ε

2
+
ε

6
=

2ε

3
< ε.

Nhu. vâ.y theo di.nh ngh̃ıa da.o hàm ta có

f ′′(z0) =
2!

2πi

∫

∂D

f(z)

(z − z0)3
dz

và do dó hàm f ′(z) chı’nh h̀ınh ta. i diê’m z0 ∈ D tùy ý và dò̂ng thò.i công thú.c

biê’u diẽ̂n t́ıch phân (3.33) cu’a da.o hàm cấp 2 cu’a hàm f(z) du.o.
.c chú.ng

minh.

3. Ta chú.ng minh (3.31) theo quy na.p. Ta dã có kết qua’ dối vó.i n = 1

và n = 2. Gia’ su.’ (3.31) dã du.o.
.c chú.ng minh cho n = k. Khi dó

f (k)(z0 + h) − f (k)(z0)

h

=
k!

2πih

∫

∂D

f(z)
[ 1

(z − z0 − h)k+1
− 1

(z − z0)k+1

]
dz. (3.34)
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Dê’ biến dô’i vế pha’ i dă’ng thú.c (3.34) ta su.’ du. ng hê. thú.c 5

1

bk+1
− 1

ak+1
= −(b− a)(k + 1)

ak+2
+ (b− a)2

k+1∑

ν=1

ν

aν+1bk+2−ν , a, b ∈ R.

Thay b = z − z0 − h, a = z − z0 rò̂i thế kết qua’ vào biê’u thú.c du.́o.i dấu

t́ıch phân o.’ vế pha’ i (3.34) ta thu du.o.
.c

f (k)(z0 + h) − f (k)(z0)

h
=

(k + 1)!

2πi

∫

∂D

f(z)dz

(z − z0)k+2

+
k!h

2πi

∫

∂D

k+1∑

ν=1

νf(z)dz

(z − z0)ν+1(z − z0 − h)k+2−ν ·

Do dó

∣∣∣δ(k+1)
k − (k + 1)!

2πi

∫

∂D

f(z)dz

(z − z0)k+2

∣∣∣

6 |h| k!
2π

∫

Γ

k+1∑

ν=1

ν|f(z)||dz|
|z − z0|ν+1|z − z0 − h|k+2−ν ·

Ta có |f(z)| 6 M ∀ z ∈ ∂D và nếu go. i ρ là khoa’ng cách tù. z0 dến ∂D th̀ı

|z − z0| > ρ >
1

2
ρ, ∀ z ∈ ∂D. Cho.n h tho’a mãn diè̂u kiê.n:

|h| < 1

2
ρ

th̀ı

|z − z0 − h| > |z − z0| − |h| > ρ− |h| > 1

2
ρ;

5Xem chú.ng minh trong là̂n xuất ba’n thú. nhất cu’a giáo tr̀ınh này, trang 244-245
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và

∣∣∣δ(k+1)
h − (k + 1)!

2πi

∫

∂D

f(z)dz

(z − z0)k+2

∣∣∣ 6 |h| · k!
2π

∫

∂D

k+1∑

ν=1

ν ·M |dz|
(1

2
ρ
)k+3

< |h| · k!2
k+2

π · ρk+3
·M ·

k+1∑

ν=1

ν

∫

∂D

|dz|

= |h| · 2k+1 · (k + 2)!

π · ρk+3
·ML.

Nếu ε là số du.o.ng tùy ý và cho.n

δ = min
{1

2
ρ;πρk+3/[2k+1(k + 2)!ML]

}

th̀ı
∣∣∣δ(k+1)
k − (k + 1)!

2πi

∫

∂D

f(z)dz

(z − z0)k+2

∣∣∣ < ε vó.i |h| < δ.

Do dó, theo di.nh ngh̃ıa da.o hàm th̀ı:

f (k+1)(z0) =
(k + 1)!

2πi

∫

∂D

f(z)dz

(z − z0)k+2
·

Nhu. vâ.y f
(k+1)(z) - da.o hàm cấp 1 cu’a hàm f (k)(z) tò̂n ta. i trong lân câ.n nào

dó cu’a diê’m z0 ∈ D và du.o.
.c cho bo.’ i công thú.c (3.31). Di.nh lý du.o.

.c chú.ng

minh cho tru.̀o.ng ho.
.p miè̂n D không chú.a diê’m ∞.

II. Gia’ su.’ miè̂n D 3 ∞. Dối vó.i diê’m z0 6= ∞ ta có công thú.c (3.32):

f ′(z0) =
1

2πi

∫

∂D

f(z)

(z − z0)2
dz, z0 ∈ D, z0 6= ∞. (3.35)

Khi z0 → ∞ vế pha’ i (3.35) dà̂n dến 0 và theo di.nh ngh̃ıa ta cho rà̆ng f ′(∞) =

0. Dò̂ng thò.i vó.i diè̂u dó công thú.c (3.35) dúng ta. i diê’m ∞ và f ′(z0) liên

tu.c ta. i diê’m ∞. Lă.p la. i các lâ.p luâ.n này ta thu du.o.
.c các công thú.c liên tiếp

(3.31) dối vó.i tru.̀o.ng ho.
.p diê’m z0 = ∞ ∈ D.
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Nhâ. n xét 3.2.8. Công thú.c (3.31) có thê’ thu du.o.
.c mô. t cách h̀ınh thú.c tù.

công thú.c t́ıch phân Cauchy bằng phép da.o hàm t́ıch phân du.̀o.ng phu. thuô. c

tham số liên tiếp n là̂n.

Nhâ. n xét 3.2.9. Gia’ su.’ hàm f chı’nh h̀ınh trong miè̂n D 3 ∞. Ta xét miè̂n

D∗ thu du.o.
.c tù. miè̂n D qua phép biến dô’i w =

1

z

(
z =

1

w

)
và chú.ng to’ rà̆ng

hàm f
( 1

w

)
chı’nh h̀ınh trong D∗. Dối vó.i mo.i diê’m w 6= 0 (w = 0 thuô.c D

∗)

th̀ı diè̂u dó là hiê’n nhiên theo quy tắc da.o hàm cu’a hàm ho.
.p. Ta cà̂n chú.ng

minh hàm f
( 1

w

)
chı’nh h̀ınh ta. i diê’m w = 0, tú.c là tò̂n ta. i da.o hàm trong

lân câ.n w = 0. Trong miè̂n D ta du.
.ng du.̀o.ng tròn γ(R) vó.i tâm ta. i diê’m

z = 0 và bán ḱınh R du’ ló.n sao cho γ(R) ⊂ D. Hàm w =
1

z
ánh xa. du.̀o.ng

tròn γ(R) ⊂ D thành du.̀o.ng tròn γ∗
(

1
R

)
vó.i tâm w = 0 và bán ḱınh

1

R
. Dối

vó.i z nà̆m ngoài γ(R), theo công thú.c t́ıch phân Cauchy ta có

f(z) =
1

2πi

∫

γ(R)

f(ζ)

ζ − z
dζ + f(∞).

và do dó dối vó.i các diê’m w nà̆m trong γ∗
( 1

R

)
ta thu du.o.

.c

f
( 1

w

)
=

1

2πi

∫

γ(R)

wf(ζ)

wζ − 1
dζ + f(∞).

Tù. dó bà̆ng cách áp du.ng di.nh lý 10.10 vè̂ phép da.o hàm t́ıch phân du.̀o.ng

phu. thuô.c tham số ta thu du.o.
.c

d

dw
f
( 1

w

)
= − 1

2πi

∫

γ(R)

f(ζ)

(ζw − 1)2
dζ.

Dă’ng thú.c trên chú.ng to’ rà̆ng da.o hàm
df
( 1

w

)

dw
tò̂n ta. i và liên tu.c ta. i lân

câ.n diê’m w = 0.
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Ta nêu ra diè̂u nhâ.n xét sau dây: Di.nh lý vù.a du.o.
.c chú.ng minh là mô. t

kết qua’ tuyê.t vò.i và nó hoàn toàn mâu thuã̂n vó.i nhũ.ng g̀ı mà ta dã biết

tru.́o.c dây vè̂ hàm biến thu.
.c.

Chă’ng ha.n, ta xét hàm biến thu.
.c

f(x) =




x2 sin

1

x
, x 6= 0,

0, x = 0.

Hàm này có da.o hàm vó.i mo.i x. Thâ. t vâ.y, nếu x 6= 0 th̀ı

f ′(x) = 2x sin
1

x
− sin

1

x
,

và nếu x = 0 th̀ı

f ′(x) = lim
h→0

f(h) − f(0)

h
= lim

h→0
h sin

1

h
= 0.

Tuy nhiên lim
x→0

f ′(x) không tò̂n ta. i, tú.c là da.o hàm f ′(x) không liên tu.c. Do

dó, dối vó.i hàm biến thu.
.c th̀ı su.

. tò̂n ta. i da.o hàm ta. i mõ̂i diê’m không thê’ suy

ra t́ınh liên tu.c cu’a da.o hàm dó.

Vı́ du. 1. Tı́nh t́ıch phân
∫

Γ

cos zdz

(z − i)3
,

trong dó Γ là chu tuyến dóng bao diê’m i mô.t là̂n.

Gia’i. Hàm f(z) = cos z chı’nh h̀ınh trong miè̂n biên Γ. Do dó áp du.ng

công thú.c (3.31) vó.i n = 2 ta có

∫

Γ

cos zdz

(z − i)3
=

2πi

2!

d2(cos z)

dz2

∣∣∣
z=i

= πi
e−1 + e

2
·

Vâ.y:
∫

Γ

cos zdz

(z − i)3
= −πich1.
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3.2.8 D- iè̂u kiê.n du’ d̂e’ hàm f chı’nh h̀ınh

Bây giò. ta sẽ chú.ng minh mô.t diè̂u kiê.n du’ dê’ hàm liên tu.c dã cho chı’nh

h̀ınh. Nếu hàm f liên tu.c trong miè̂n D ⊂ C và
∫

Ω

fdz = 0

dối vó.i Ω thuô.c ló.p các tâ.p ho.
.p nào dó thuô.c D th̀ı hàm f ∈ H(D). Ta sẽ

gia’ thiết rà̆ng {Ω} là tâ.p ho.
.p mo.i h̀ınh chũ. nhâ. t nà̆m trong D vó.i các ca.nh

song song vó.i các tru.c to.a dô..

D- i.nh lý 3.2.15. (Morera) Gia’ su.’ f là hàm liên tu. c trong miè̂n D. Nếu

da. ng vi phân f(z)dz là da. ng vi phân dóng th̀ı hàm f chı’nh h̀ınh trong D.

Chú.ng minh. Thâ.t vâ.y, theo di.nh ngh̃ıa 10.5 hàm f có nguyên hàm di.a

phu.o.ng g(z). Nguyên hàm này là hàm chı’nh h̀ınh. Theo di.nh lý 3.2.14

da.o hàm f cu’a nguyên hàm này là hàm chı’nh h̀ınh. Di.nh lý du.o.
.c chú.ng

minh.

3.2.9 Hàm diè̂u hòa và mối liên hê. vó.i hàm chı’nh h̀ınh

Ló.p hàm thu.
.c liên quan mô.t cách chă.t chẽ vó.i các hàm chı’nh h̀ınh là ló.p

các hàm diè̂u hòa.

D- i.nh ngh̃ıa 3.2.4. Hàm thu.
.c u(x, y) do.n tri. trong miè̂n D cu’a hai biến

thu.
.c x, y du.o.

.c go. i là hàm diè̂u hòa trong miè̂n D nếu trong miè̂n D nó liên

tu.c, có các da.o hàm riêng cấp hai liên tu.c và tho’a mãn phu.o.ng tr̀ınh

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0. (3.36)

Phu.o.ng tr̀ınh vi phân da.o hàm riêng (3.36) du.o.
.c go. i là phu.o.ng tr̀ınh

Laplace 6 và toán tu.’ vi phân

∆ =
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2

6P. S. Laplace (1749-1827) là nhà toán ho.c Pháp.
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go. i là toán tu.’ Laplace.

Bà̆ng cách áp du.ng phép vi phân h̀ınh thú.c (2.1) dẽ̂ dàng thấy rà̆ng

∆ = 4
∂2

∂z∂z
, z = x+ iy, z = x− iy.

Do dó phu.o.ng tr̀ınh (3.36) có thê’ viết du.́o.i da.ng

∂2u

∂z∂z
= 0. (3.37)

D- i.nh lý 3.2.16. Mo. i hàm chı’nh h̀ınh dè̂u là hàm diè̂u hòa.

Chú.ng minh. Thâ. t vâ.y, mo.i hàm chı’nh h̀ınh f dè̂u kha’ vi vô ha.n là̂n và

∂f

∂z
= 0.

Áp du.ng phép vi phân
∂

∂z
ta thu du.o.

.c (3.37).

Hê. qua’ 3.2.1. Phà̂n thu.
.c và phà̂n a’o cu’a hàm chı’nh h̀ınh là các hàm diè̂u

hòa.

Chú.ng minh. Ta có

u = Ref =
1

2
(f + f), v = Imf =

1

2i
(f − f).

Tù. dó suy rà̆ng

∂2u

∂z∂z
=

1

2

∂

∂z

(∂f
∂z

)
= 0

(o.’ dây ta có
∂f

∂z
= 0 do t́ınh chı’nh h̀ınh cu’a f ; còn hàm

∂f

∂z
là pha’n chı’nh

h̀ınh). Tu.o.ng tu.
. ta có

∂2v

∂z∂z
= 0.

Nhu. vâ.y phà̂n thu.
.c và phà̂n a’o cu’a hàm f(z) chı’nh h̀ınh trong miè̂n D là

nhũ.ng hàm diè̂u hòa trong D. Diè̂u khă’ng di.nh ngu.o.
.c la. i là không dúng nếu

miè̂n D da liên. Dê’ thấy rõ diè̂u dó, ba.n do.c chı’ cà̂n xét hàm u = ln |z| và



htttp://www.ebook.edu.vn
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miè̂n D = {z : 0 < |z| <∞} = C \ {0}. Vè̂ mă. t di.a phu.o.ng ta. i lân câ.n cu’a

diê’m z 6= 0 bất kỳ ta có thê’ tách mô.t nhánh liên tu.c nào dó cu’a hàm da tri.
ln z và hàm u = ln |z| là phà̂n thu.

.c cu’a nhánh dó. Trong miè̂n D = C \ {0}
không thê’ tách nhánh chı’nh h̀ınh cu’a hàm da tri. ln z.

Vı́ du. 1. Tı̀m hàm diè̂u hòa da.ng

u = ϕ(x+
√
x2 + y2).

Gia’i. Nếu hàm diè̂u hòa da.ng dã nêu tò̂n ta. i th̀ı nó sẽ du.o.
.c t̀ım tù. phu.o.ng

tr̀ınh Laplace. Ta dă.t x+
√
x2 + y2 = t, khi dó

u′x = ϕ′(t)t′x = ϕ′(t)
t√

x2 + y2
;

u′′xx = ϕ′′(t)
t2

x2 + y2
+ ϕ′(t)

y2

(
√
x2 + y2)3

;

u′y = ϕ′(t)t′y = ϕ′(t)
t√

x2 + y2
;

u′′yy = ϕ′′(t)
y2

x2 + y2
+ ϕ′(t)

x2

(
√
x2 + y2)3

·

Tù. dó

u′′xx + u′′yy = ϕ′′(t)
y2 + t2

x2 + y2
+ ϕ′(t)

1√
x2 + y2

= 0

ϕ′′(t)
y2 + x2 + 2x

√
x2 + y2 + x2 + y2

√
x2 + y2

+ ϕ′(t) = 0,

ϕ′′(t)
[
2
√
x2 + y2 + 2x

]
+ ϕ′(t) = 0,

2ϕ′′(t)t+ ϕ′(t) = 0,

2ϕ′′(t)

ϕ′(t)
+

1

t
= 0

2 lnϕ′(t) + ln t = 2 ln
1

2
C,

ϕ′(t) =
C

2
√
t
,
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ϕ(t) = C
√
t+ C1.

Nhu. vâ.y

u(x, y) = C

√
x+

√
x2 + y2 + C1.

D- i.nh ngh̃ıa 3.2.5. Nếu các hàm diè̂u hòa u(x, y) và v(x, y) tho’a mãn các

diè̂u kiê.n Cauchy-Riemann th̀ı hàm v(x, y) du.o.
.c go. i là hàm diè̂u hòa liên

ho.
.p vó.i u(x, y).

Ta lu.u ý rằng khi dó u(x, y) là hàm diè̂u hòa liên ho.
.p vó.i −v(x, y) (chú.

không pha’i vó.i v(x, y)).

Tù. dó ta thu du.o.
.c

D- i.nh lý 3.2.17. Dê’ mô. t hàm là chı’nh h̀ınh trong miè̂n D diè̂u kiê. n cà̂n và

du’ là phà̂n a’o cu’a nó là hàm diè̂u hòa liên ho.
.p vó.i phà̂n thu.

.c cu’a nó trong

miè̂n D.

Ta sẽ chú.ng to’ rà̆ng nếu lấy u(x, y) là nghiê.m bất kỳ cu’a phu.o.ng tr̀ınh

Laplace ∆u = 0 trong miè̂n do.n liên bi. chă. n D th̀ı hàm v(x, y) sẽ du.o.
.c xác

di.nh vó.i su.
. sai khác mô.t hà̆ng số cô.ng.

Thâ.t vâ.y, tù. các diè̂u kiê.n Cauchy-Riemann ta có

dv =
∂v

∂x
dx+

∂v

∂y
dy = −∂u

∂y
dx+

∂u

∂x
dy.

Da.ng vi phân ω1 = −∂u
∂y
dx +

∂u

∂x
dy là da.ng vi phân dóng trong D (theo

(3.36)) và v̀ı D là miè̂n do.n liên nên ω1 là da.ng vi phân dúng trong D. Ta

ký hiê.u nguyên hàm cu’a da.ng vi phân này là v (nó xác di.nh vó.i su.
. sai khác

hà̆ng số cô.ng). Dò̂ng thò.i ta có
∂v

∂x
= −∂u

∂y
,
∂v

∂y
=

∂u

∂x
, tú.c là diè̂u kiê.n

Cauchy-Riemann du.o.
.c tho’a mãn. Mă.t khác ta có

∂2v

∂x2
= − ∂2u

∂y∂x
,

∂2v

∂y2
=

∂2u

∂x∂y
⇒ ∆v = 0,

tú.c là hàm v tho’a mãn phu.o.ng tr̀ınh Laplace, và v là hàm diè̂u hòa. Tù. dó

ta có
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D- i.nh lý 3.2.18. Mo. i hàm diè̂u hòa trong miè̂n do.n liên bi. chă. n dè̂u có thê’

xem là phà̂n thu.
.c hay phà̂n a’o cu’a mô. t hàm chı’nh h̀ınh nào dó trong miè̂n

ấy.

Nhâ. n xét 3.2.10. 1. Nếu miè̂n D là tùy ý th̀ı nguyên hàm v nói trên chı’ tò̂n

ta. i di.a phu.o.ng. Diè̂u dó có ngh̃ıa là vè̂ mă.t di.a phu.o.ng mo.i hàm thu.
.c diè̂u

hòa trong miè̂n D là phà̂n thu.
.c hoă. c phà̂n a’o cu’a hàm chı’nh h̀ınh.

2. Ta có thê’ chı’ ra phu.o.ng pháp t́ıch phân dê’ xác di.nh hàm f nhu. sau.

Gia’ su.’ U = {|z − z0| < r} ⊂ D. Tù. (3.36) suy ra rà̆ng da.ng vi phân

ω = −∂u
∂y
dx+

∂u

∂x
dy

là da.ng vi phân dóng trong U . Do dó t́ıch phân cu’a ω trong U không phu.
thuô. c tuyến lấy t́ıch phân. Ta dă.t

v(z) =

z∫

z0

−∂u
∂y
dx+

∂u

∂x
dy

và tù. dó dẽ̂ dàng thấy rà̆ng

∂v

∂x
= −∂u

∂y
,

∂v

∂y
=
∂u

∂x
,

Các hê. thú.c này ch́ınh là diè̂u kiê.n kha’ vi phú.c cu’a hàm f = u+iv, u = Ref .

Nhu. vâ.y

f(z) = u(x, y) + i

z∫

z0

−∂u
∂y
dx+

∂u

∂x
dy + iC.

Dối vó.i hàm if = −v + iu th̀ı u(x, y) là phà̂n a’o.

Ta xét mô.t vài v́ı du. .

1) Gia’ su.’ D = C \ R− (tú.c là mă.t phă’ng phú.c C trù. ra bán tru.c y = 0,

x 6 0) và u(x, y) =
1

2
ln(x2 + y2). Tı̀m hàm chı’nh h̀ınh f(z) mà u(x, y) =

Ref(z).



htttp://www.ebook.edu.vn
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Gia’i. Tru.́o.c hết dẽ̂ dàng kiê’m ta rà̆ng u(x, y) =
1

2
ln(x2 +y2) là hàm diè̂u

hòa trong D. Ta cà̂n t̀ım hàm v(x, y) diè̂u hòa liên ho.
.p vó.i u(x, y). Ta có

các phu.o.ng tr̀ınh

∂v

∂x
= −∂u

∂y
= − y

x2 + y2
;

∂v

∂y
=
∂u

∂x
=

x

x2 + y2
·

Do dó

v(x, y) =

z∫

z0

− y

x2 + y2
dx+

x

x2 + y2
dy + C.

Ta lấy z0 = (1, 0), z = (x, y).

Nếu diê’m z thuô.c nu.’ a mă.t phă’ng bên pha’i th̀ı ta có thê’ lấy t́ıch phân

theo du.̀o.ng gấp khúc z0Mz, M = (x, 0). Ta có

v(x, y) =

(x,y)∫

(1,0)

− y

x2 + y2
dx+

x

x2 + y2
dy =

∫

z0M

+

z∫

M

=

= 0 +

y∫

0

xdy

x2 + y2
= arctg

y

x
+ C.

Nếu diê’m z thuô.c góc phà̂n tu. thú. II (hay thuô.c góc phà̂n tu. thú. III) cu’a

mă.t phă’ng to.a dô. (x 6 0, y 6= 0) th̀ı ta có thê’ lấy t́ıch phân theo du.̀o.ng gấp

khúc z0M
′z, M ′ = (1, y), z = (x, y) ∈ II (tu.o.ng ú.ng: theo du.̀o.ng gấp khúc

z0M
′′z, M ′′ = (1, y), trong dó z = (x, y) thuô.c góc III).

Ta có

v(x, y) =

y∫

0

dy

1 + y2
−

x∫

1

ydx

x2 + y2
+ C

= arctgy − arctg
x

y
+ arctg

1

y
+ C

= arctg
y

x
+ C.
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Tù. dó suy rà̆ng v(x, y) = argz + C ∀ z ∈ D và nhu. vâ.y

f(z) =
1

2
ln(x2 + y2) + iargz + iC = ln |z| + iargz + iC.

2) Tı̀m hàm chı’nh h̀ınh trên toàn mă.t phă’ng phú.c w = u+ iv = f(z) mà

v(x, y) = x3 − 3y2x và f(0) = 1.

Gia’i. Bài toán có lò.i gia’ i v̀ı v(x, y) = x3 − 3y2x là hàm diè̂u hòa trên

toàn mă.t phă’ng:

∂v

∂x
= 3x2 − 3y2,

∂v

∂y
= −6xy ⇒ ∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2
= 6x− 6x = 0.

Cũng nhu. trên hàm u(x, y) có thê’ t̀ım theo vi phân toàn phà̂n cu’a nó

du =
∂v

∂y
dx − ∂v

∂y
dy = −6xydx− (3x2 − 3y2)dy.

Tù. dó ta có

∂u

∂x
= −6xy, (3.38)

∂u

∂y
= −(3x2 − 3y2). (3.39)

Tù. phu.o.ng tr̀ınh (3.38) ta có thê’ viết

u = −
∫

6xydx = −3x2y + ϕ(y),

và mă.t khác, theo (3.39) ta thu du.o.
.c

∂u

∂y
= −3x2 + ϕ′(y) = −(3x2 − 3y2)

⇒ ϕ′(y) = 3y2 ⇒ ϕ(y) = y3 + C.

Nhu. vâ.y

u = −3x2y + y3 + C;

f(z) = −3x2y + y3 + C + i(x3 − 3y2x)

= i(x3 + 3x2yi− 3xy2 − iy3) + C

= i(x+ iy)3 + C = iz3 + C.

Nhu.ng v̀ı f(0) = C = 1 nên f(z) = iz3 + 1.
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3.2.10 Tı́ch phân da.ng Cauchy. Công thú.c

Sokhotski

1+ Khái niê.m t́ıch phân da. ng Cauchy. Gia’ su.’ trong mă.t phă’ng phú.c z

cho du.̀o.ng cong do du.o.
.c tùy ý dóng hoă.c không dóng L và trên du.̀o.ng cong

dó cho hàm liên tu.c ϕ(ζ) nào dó. Khi dó hiê’n nhiên t́ıch phân

F (z) =
1

2πi

∫

L

ϕ(ζ)

z − ζ
dζ, z ∈ C \ L (3.40)

sẽ xác di.nh mô.t hàm nào dó cu’a z. Tı́ch phân dó du.o.
.c go. i là t́ıch phân da. ng

Cauchy, hàm
1

ζ − z
du.o.

.c go. i là nhân Cauchy, hàm ϕ(ζ) du.o.
.c go. i là mâ. t dô. .

Tı́ch phân Cauchy là tru.̀o.ng ho.
.p riêng cu’a t́ıch phân da.ng Cauchy. Thâ. t

vâ.y, nếu L là du.̀o.ng cong dóng do du.o.
.c gió.i ha.n mô.t miè̂n do.n liên hoă. c L

gò̂m mô.t số hũ.u ha.n du.̀o.ng cong do du.o.
.c gió.i ha.n miè̂n hũ.u ha.n liên thông

và f ∈ H(D) ∩ C(D) th̀ı t́ıch phân (3.40) là t́ıch phân Cauchy.

Lă.p la. i nguyên ve.n các lâ.p luâ.n trong chú.ng minh di.nh lý 3.2.14 ta có thê’

chú.ng minh t́ınh chất dă.c biê.t sau dây cu’a t́ıch phân da.ng Cauchy: ta. i mo. i

diê’m z không nà̆m trên du.̀o.ng cong L (z ∈ C \ L) t́ıch phân da. ng Cauchy

(3.40) là hàm chı’nh h̀ınh cu’a biến z và

F ′(z) =
1

2πi

∫

L

ϕ(ζ)

(ζ − z)2
dζ.

Ho.n thế nũ.a F (z) có da. o hàm mo. i cấp và

F (n)(z) =
n!

2πi

∫

L

ϕ(ζ)

(ζ − z)n+1
dζ, n = 1, 2, . . . (3.41)

Nếu du.̀o.ng cong L tách mă.t phă’ng phú.c thành mô.t số miè̂n th̀ı trong các

miè̂n dó, nói chung t́ıch phân da.ng Cauchy xác di.nh nhũ.ng hàm chı’nh h̀ınh

khác nhau. Trong tru.̀o.ng ho.
.p khi L là du.̀o.ng cong dóng Jordan do du.o.

.c th̀ı

theo di.nh lý Jordan: mă. t phă’ng phú.c C du.o.
.c tách thành hai miè̂n do.n liên

mà du.̀o.ng cong dó là biên cu’a mõ̂i miè̂n. Và khi dó t́ıch phân da.ng Cauchy

(3.40) xác di.nh hai hàm chı’nh h̀ınh, cu. thê’ là:
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(1) O
.’ phà̂n trong D+ cu’a L t́ıch phân (3.40) xác di.nh hàm chı’nh h̀ınh ký

hiê.u là f+(z)

f+(z) =
1

2πi

∫

L

ϕ(ζ)

ζ − z
dζ.

(2) Trong phà̂n ngoài D− cu’a L t́ıch phân (3.40) xác di.nh hàm chı’nh h̀ınh

f−(z)

f−(z) =
1

2πi

∫

L

ϕ(ζ)

ζ − z
dζ.

Chă’ng ha.n t́ıch phân

1

2πi

∫

|ζ|=1

dζ

ζ − z

bà̆ng 1 khá̆p no.i trong h̀ınh tròn {z : |z| < 1} và bà̆ng 0 khá̆p no.i ngoài

h̀ınh tròn do.n vi.. Rõ ràng f+(z) = 1, z ∈ {z : |z| < 1} và f−(0) = 0,

z ∈ {z : |z| > 1} là hai hàm chı’nh h̀ınh khác nhau.

Ta cũng lu.u ý rằng hàm F (z) xác di.nh bo.’ i t́ıch phân (3.40) là hàm chı’nh

h̀ınh ta. i diê’m vô cùng. Diè̂u dó du.o.
.c suy ra tù. nhâ.n xét 11.9.

Vấn dè̂ quan tro.ng nâ’y ra mô.t cách tu.
. nhiên là có thê’ xét giá tri. cu’a t́ıch

phân (3.40) khi z = z0 thuô.c chu tuyến L hay không, tú.c là biê’u thú.c

1

2πi

∫

L

ϕ(ζ)

ζ − z0
dζ (3.42)

có ngh̃ıa hay không khi diê’m z0 ∈ L ?

D- i.nh ngh̃ıa 3.2.6. Ngu.̀o.i ta nói rà̆ng hàm do.n tri. f(z) cho trên tâ.p ho.
.p

liên thông L tho’a mãn diè̂u kiê.n Holder 7 nếu tò̂n ta. i các hà̆ng số du.o.ng M

(go. i là hà̆ng số Holder) và số du.o.ng α, 0 < α 6 1 (go. i là số mũ Holder) sao

cho vó.i mo.i că.p diê’m z1, z2 ∈ L ta dè̂u có

|f(z1) − f(z2)| < M |z1 − z2|α. (3.43)

7L. Holder (1859-1937) là nhà toán ho.c Dú.c.
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3.2. Lý thuyết Cauchy 259

Nhâ. n xét 3.2.11. 1) Khi α = 1 th̀ı diè̂u kiê.n Holder còn du.o.
.c go. i là diè̂u kiê. n

Lipschitz 8. Trong nhiè̂u sách chuyên kha’o diè̂u kiê.n Holder du.o.
.c go. i là diè̂u

kiê.n Lipschitz cấp α.

2) Khi hàm f(z) tho’a mãn diè̂u kiê.n Holder trên L th̀ı ngu.̀o.i ta nói rà̆ng

f thuô.c ló.p Holder cấp α : f ∈ Hα(L).

3) Ngu.̀o.i ta cũng nói rà̆ng hàm f(ζ) tho’a mãn diè̂u kiê. n Holder vó.i số

mũ 0 < α 6 1 ta. i diê’m ζ0 nếu tò̂n ta. i hà̆ng số M > 0 sao cho vó.i mo.i diê’m

ζ ∈ L du’ gà̂n ζ0 th̀ı

|f(ζ) − f(ζ0)| 6 M |ζ − ζ0|α, 0 < α 6 1.

2+ Tı́ch phân vó.i ngh̃ıa giá tri. ch́ınh theo Cauchy

Ta sẽ gia’ thiết rằng L là du.̀o.ng cong Jordan tro.n và diê’m z = z0 nà̆m

trên L.

Khi diê’m z0 ∈ L th̀ı t́ıch phân (3.42) không tò̂n ta. i theo ngh̃ıa thông

thu.̀o.ng. Nhu.ng vó.i mô.t số ha.n chế bô’ sung dối vó.i mâ.t dô. ϕ(ζ) ngu.̀o.i

ta có thê’ gán cho (3.42) mô.t ý ngh̃ıa xác di.nh. Gia’ su.’ γ là du.̀o.ng tròn:

γ = γ(z0, ε) = {z ∈ C : |z − z0| = ε} trong dó ε là số du.o.ng du’ bé sao

cho γ chı’ cá̆t L ta. i hai diê’m. Phà̂n du.̀o.ng cong L nà̆m ngoài h̀ınh tròn

{z ∈ C : |z − z0| 6 ε} du.o.
.c ký hiê.u là L(ε). Khi dó t́ıch phân

I(z0, ε) =
1

2πi

∫

L(ε)

ϕ(ζ)

ζ − z0
dζ

tò̂n ta. i theo ngh̃ıa thông thu.̀o.ng.

D- i.nh ngh̃ıa 3.2.7. Nếu tò̂n ta. i gió.i ha.n hũ.u ha.n

lim
ε→0

I(z0, ε) = I(z0)

th̀ı gió.i ha.n dó du.o.
.c go. i là t́ıch phân vó.i ngh̃ıa giá tri. ch́ınh theo Cauchy (go. i

tá̆t là giá tri. ch́ınh) hay t́ıch phân bất thu.̀o.ng Cauchy và du.o.
.c ký hiê.u là

I(z0) =
1

2πi

∫

L

ϕ(ζ)

ζ − z0

dζ. (3.44)

8R. Lipschitz (1832-1903) là nhà toán ho.c Dú.c.
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hay

I(z0) = v.p
1

2πi

∫

L

ϕ(ζ)dζ

ζ − z0
· (3.45)

Hai chũ. cái v.p o.’ tru.́o.c t́ıch phân trong vế pha’ i cu’a (3.45) là viết tá̆t cu’a

các tù. valuer principal có ngh̃ıa là giá tri. ch́ınh.

D- i.nh lý 3.2.19. Gia’ su.’ L là du.̀o.ng cong dóng Jordan tro.n và hàm ϕ(ζ)

tho’a mãn diè̂u kiê. n Holder

|ϕ(ζ1) − ϕ(ζ2)| 6 M |ζ1 − ζ2|α, 0 < α 6 1

khá̆p no.i trên L. Khi dó giá tri. ch́ınh theo Cauchy cu’a t́ıch phân da. ng Cauchy

tò̂n ta. i ta. i mo. i diê’m z0 ∈ L và

1

2πi

∫

L

ϕ(ζ)

ζ − z0
dζ =

1

2πi

∫

L

ϕ(ζ) − ϕ(z0)

ζ − z0
dζ +

1

2
ϕ(z0). (3.46)

Chú.ng minh. Ta xét t́ıch phân theo L(ε):
∫

L(ε)

ϕ(ζ)dζ

ζ − z0
=

∫

L(ε)

ϕ(ζ) − ϕ(z0)

ζ − z0
dζ + ϕ(z0)

∫

L(ε)

dζ

ζ − z0
(3.47)

và thu.
.c hiê.n phép qua gió.i ha.n (3.47) khi ε→ 0.

1) Kha’o sát gió.i ha. n

lim
ε→0

∫

L(ε)

ϕ(ζ) − ϕ(z0)

ζ − z0
dζ (I)

Vı̀ ϕ ∈ Hα(L) nên

∣∣∣ϕ(ζ) − ϕ(z0)

ζ − z0

∣∣∣ 6 M |ζ − z0|α−1. (3.48)

Mă.t khác v̀ı L là du.̀o.ng cong Jordan tro.n nên nó có t́ınh chất dă.c biê.t là

1 >
|ζ − z0|
|s− s0|

> a > 0 (3.49)
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trong dó s và s0 là các giá tri. cu’a dô. dài cung cu’a L tu.o.ng ú.ng vó.i diê’m ζ

và z0. Do dó tù. (3.48) và (3.49) ta có

∣∣∣ϕ(ζ) − ϕ(z0)

ζ − z0
dζ
∣∣∣ 6 K1|s− s0|α−1ds.

Nhu. vâ.y

∣∣∣
∫

L(ε)

ϕ(ζ) − ϕ(z0)

ζ − z0
dζ
∣∣∣ 6 K1

∫

L(ε)

|s− s0|α−1ds

và tù. dó suy rà̆ng t́ıch phân (I) hô. i tu. tuyê.t dối và

lim
ε→0

∫

L(ε)

ϕ(ζ) − ϕ(z0)

ζ − z0
dζ =

∫

L

ϕ(ζ) − ϕ(z0)

ζ − z0
dζ. (3.50)

2) Kha’o sát gió.i ha. n

lim
ε→0

∫

L(ε)

dζ

ζ − z0
· (II)

Lu.u ý rà̆ng γ(z0, ε) chı’ cá̆t L ta. i hai diê’m. Ta ký hiê.u cung tròn nằm trong

du.̀o.ng cong L cu’a γ(z0, ε) và nối hai giao diê’m dó là γi(ε). Khi dó theo di.nh

lý Cauchy ta có
∫

L(ε)

dζ

ζ − z0
=

∫

γi(ε)

dζ

ζ − z0
(3.51)

Nhu.ng t́ıch phân o.’ vế pha’ i cu’a (3.51) bà̆ng iα(ε) trong dó α(ε) là số do góc

cu’a cung γi(ε). Khi ε → 0 da.i lu.o.
.ng α(ε) dà̂n dến góc giũ.a các tiếp tuyến

vó.i du.̀o.ng cong L ta. i diê’m z0. Do L là du.̀o.ng cong tro.n nên α(ε) → π khi

ε→ 0. Qua gió.i ha.n dă’ng thú.c (3.47) khi ε→ 0 ta thu du.o.
.c

1

2πi

∫

L(ε)

ϕ(ζ)

ζ − z0
dζ =

1

2πi

∫

L

ϕ(ζ) − ϕ(z0)

ζ − z0
dζ + ϕ(z0) ·

πi

2πi

và tù. dó thu du.o.
.c (3.46).
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Vè̂ sau ta ký hiê.u

F (z0) =
1

2πi

∫

L

ϕ(ζ)

ζ − z0
dζ, z0 ∈ L (3.52)

và nhu. ta biết t́ıch phân (3.52) là t́ıch phân bất thu.̀o.ng Cauchy

3+ Giá tri. gió.i ha. n cu’a t́ıch phân da. ng Cauchy

O
.’ dây ta sẽ t̀ım giá tri. gió.i ha.n cu’a t́ıch phân da.ng Cauchy

F (z) =
1

2πi

∫

L

ϕ(ζ)

ζ − z
dζ, z ∈ C \ L

khi diê’m z dà̂n dến diê’m z0 ∈ L tù. ph́ıa trong và tù. ph́ıa ngoài và xác lâ.p

mối liên hê. giũ.a các giá tri. gió.i ha.n ấy. Dó cũng ch́ınh là nô. i dung co. ba’n

cu’a các công thú.c Sokhoski-Plemeli 9.

Dê’ thấy rõ ba’n chất cu’a vấn dè̂, dà̂u tiên ta xét

F (z) =
1

2πi

∫

L

ϕ(ζ)

ζ − z
dζ (3.53)

là t́ıch phân Cauchy. Khi dó ta. i mõ̂i diê’m cu’a miè̂n D+ (là phà̂n trong cu’a

L) hàm F (z) trùng vó.i hàm ϕ(z) chı’nh h̀ınh trong miè̂n D∗ nào dó chú.a ca’

D và L. Do dó nếu z0 là diê’m nào dó thuô.c L th̀ı hàm F (z) = ϕ(z) dà̂n dến

gió.i ha.n ϕ(z0) khi z → z0 tù. ph́ıa trong và

lim
z→z0

z∈D+

F (z) = ϕ(z0) = ϕ+(z0) (3.54)

trong dó ta ký hiê.u lim
z→z0

z∈D+

F (z) = ϕ+(z0). Khi z 6∈ D
+

th̀ı t́ıch phân Cauchy

(3.53) bằng 0. Do dó khi z → z0, z 6∈ D
+

th̀ı t́ıch phân Cauchy dà̂n dến 0 và

lim
z→z0

z∈D−

F (z) = 0 = ϕ−(z0) (3.55)

9Iu. V. Sokhoski (1842-1927) là nhà toán ho.c Nga.
J. Plemeli là nhà toán ho.c Dú.c.
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trong dó ta ký hiê.u lim
z→z0

z∈D−

F (z) = ϕ−(z0).

Tù. (3.54) và (3.55) suy ra

ϕ+(z0) − ϕ−(z0) = ϕ(z0) − 0 = ϕ(z0). (3.56)

Nhu. vâ.y dối vó.i t́ıch phân Cauchy ta. i mõ̂i diê’m z0 ∈ L dè̂u tò̂n ta. i các

giá tri. gió.i ha.n bà̆ng ϕ(z0) tù. ph́ıa trong và bà̆ng 0 tù. ph́ıa ngoài và các giá

tri. gió.i ha.n dó tho’a mãn hê. thú.c (3.56).

Bây giò. gia’ su.’ (3.53) là t́ıch phân da. ng Cauchy. Ta sẽ thấy rà̆ng khi

z → z0 ∈ L th̀ı các giá tri. gió.i ha.n cu’a (3.53) cũng tuân theo ch́ınh quy luâ. t

nhu. dối vó.i t́ıch phân Cauchy.

Dê’ do.n gia’n trong tr̀ınh bày ta sẽ xét t́ıch phân (3.53) vó.i các gia’ thiết

sau dây

(i) L là du.̀o.ng cong dóng Jordan tro.n;

(ii) Hàm biên (mâ.t dô.) ϕ(ζ) là hàm chı’nh h̀ınh trong lân câ.n cu’a mõ̂i

diê’m cu’a du.̀o.ng cong L.

D- i.nh lý 3.2.20. (Iu. Sokhoski, J. Plemeli) Gia’ su.’ L là du.̀o.ng cong dóng

Jordan tro.n và ϕ(z) là hàm chı’nh h̀ınh trong lân câ. n cu’a mỗi diê’m cu’a

du.̀o.ng cong L. Khi dó t́ıch phân da. ng Cauchy

F (z) =
1

2πi

∫

L

ϕ(ζ)

ζ − z
dζ (3.57)

có các giá tri. gió.i ha. n là F+(z0) và F−(z0) ta. i mo. i diê’m z0 cu’a du.̀o.ng cong

L khi diê’m z dà̂n dến z0 tù. ph́ıa trong và ph́ıa ngoài tu.o.ng ú.ng và các giá

tri. gió.i ha. n dó du.o.
.c biê’u diẽ̂n qua hàm biên ϕ(ζ) và t́ıch phân bất thu.̀o.ng

bo.’ i các công thú.c

F+(z0) =
1

2πi

∫

L

ϕ(ζ)

ζ − z0

dζ +
1

2
ϕ(z0),

(3.58)

F−(z0) =
1

2πi

∫

L

ϕ(ζ)

ζ − z0
dζ − 1

2
ϕ(z0).
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Các công thú.c (3.58) du.o.
.c go. i là các công thú.c Sokhoski - Plemeli.

Nhâ. n xét. Lu.u ý dến ký hiê.u (3.52) các công thú.c (3.58) có thê’ viết la. i

du.́o.i da.ng

F+(z0) = F (z0) +
1

2
ϕ(z0)

(3.58*)

F−(z0) = F (z0) −
1

2
ϕ(z0)

Chú.ng minh. Gia’ su.’ z0 là diê’m tùy ý cu’a du.̀o.ng cong L (z0 ∈ L). Ta xét

δ-lân câ.n U(z0, δ) = U(z0) sao cho hàm ϕ(ζ) chı’nh h̀ınh trong U(z0). Ta

du.
.ng du.̀o.ng tròn γ(z0, ε) = {z : |z− z0| = ε} du’ bé sao cho γ(z0, ε) ⊂ U(z0).

Ta ký hiê.u:

+ L(ε) là phà̂n du.̀o.ng cong L nà̆m ngoài h̀ınh tròn S(z0, ε) = {z : |z −
z0| 6 ε}, còn σ(ε) là phà̂n du.̀o.ng cong L nà̆m trong S(z0, ε);

+ γe(ε) là cung tròn cu’a γ(z0, ε) nà̆m ngoài L, còn γi(ε) nà̆m trong L;

+ Γ(ε) = L(ε) ∪ γe(ε); γ(ε) = L(ε) ∪ γi(ε).
Tiếp theo ta xét t́ıch phân da.ng Cauchy

F (z) =
1

2πi

∫

L

ϕ(ζ)

ζ − z
dζ. (3.57*)

trong hai tru.̀o.ng ho.
.p sau dây.

Tru.̀o.ng ho.
.p thú. nhất: diê’m z ∈ D+. Khi dó t́ıch phân da.ng Cauchy

(3.57*) xác di.nh hàm F+(z) ∈ H(D+) và

F+(z) =
1

2πi

∫

L

ϕ(ζ)

ζ − z
dζ.

Vı̀ diê’m z nà̆m ngoài du.̀o.ng cong σ(ε)∪γe(ε) và ϕ(ζ) chı’nh h̀ınh trong U(z0)

nên theo di.nh lý t́ıch phân Cauchy ta có

1

2πi

∫

σ(ε)∪γe(ε)

ϕ(ζ)

ζ − z
dζ = 0 ⇒ 1

2πi

∫

σ(ε)

ϕ(ζ)

ζ − z
dζ =

1

2πi

∫

γe(ε)

ϕ(ζ)

ζ − z
dζ
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và tù. dó suy rà̆ng

F+(z) =
1

2πi

∫

L

ϕ(ζ)

ζ − z
dζ =

1

2πi

∫

L(ε)

ϕ(ζ)

ζ − z
dζ +

1

2πi

∫

σ(ε)

ϕ(ζ)

ζ − z
dζ

=
1

2πi

∫

L(ε)

ϕ(ζ)

ζ − z
dζ +

1

2πi

∫

γe(ε)

ϕ(ζ)

ζ − z
dζ

=
1

2πi

∫

L(ε)∪γe(ε

ϕ(ζ)

ζ − z
dζ, (3.59)

trong dó t́ıch phân o.’ vế pha’ i là t́ıch phân da.ng Cauchy. Nó xác di.nh hàm

chı’nh h̀ınh trong lân câ.n bất kỳ cu’a diê’m z0 (không chú.a diê’m cu’a L(ε) +

γe(ε)) dò̂ng thò.i ta. i các diê’m thuô.c D
+ cu’a lân câ.n dó nó trùng vó.i hàm

F+(z). Qua gió.i ha.n (3.59) khi z (∈ D+) dà̂n dến z0 ∈ L ta có

lim
z→z0

z∈D+

F+(z0) = F+(z0) =
1

2πi

∫

L(ε)

ϕ(ζ)

ζ − z0
dζ +

1

2πi

∫

γe(ε)

ϕ(ζ)

ζ − z0
dζ. (3.60)

Công thú.c (3.60) chú.ng to’ rà̆ng giá tri. gió.i ha.n F
+(z0) cu’a t́ıch phân da.ng

Cauchy tò̂n ta. i ∀ z0 ∈ L và do (3.59) nó xác di.nh mô.t hàm chı’nh h̀ınh trên

chu tuyến L.

Dê’ xác di.nh su.
. phu. thuô.c giũ.a hàm F+(z0) vó.i hàm biên ϕ(z0) ta cà̂n

chuyê’n qua gió.i ha.n dă’ng thú.c (3.60) khi ε→ 0.

Dà̂u tiên kha’o sát gió.i ha.n

lim
ε→0

1

2πi

∫

γe(ε)

ϕ(ζ)

ζ − z0
dζ.

Dă.t ζ − z0 = εeiθ do.c theo cung γe(ε). Khi dó dζ = εieiθdθ. Ngoài ra ta có

thê’ viết

ϕ(ζ) = ϕ(z0) + η(ζ, z0)
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trong dó
∣∣η(ζ, z0)

∣∣
ζ∈γe(ε)

−→ 0 khi ε→ 0 và ζ ∈ γe(ε). Do dó

1

2πi

∫

γe(ε)

ϕ(ζ)

ζ − z0

dζ =
1

2πi

∫

γe(ε)

ϕ(z0) + η

εeiθ
εieiθdθ

=
ϕ(z0)

2π

∫

γe(ε)

dθ +
1

2π

∫

γe(ε)

ηdθ.

v̀ı lim
ε→0

∫

γe(ε)

dθ = π, lim
ε→0

∫

γe(ε)

ηdθ = 0 nên

lim
ε→0

1

2πi

∫

γe(ε)

ϕ(ζ)

ζ − z0
dζ =

ϕ(z0)

2
· (3.61)

Tiếp theo, khi ε → 0 tù. (3.60) ta thu du.o.
.c t́ıch phân

1

2πi

∫

L(ε)

ϕ(ζ)

ζ − z0
dζ

dà̂n dến gió.i ha.n xác di.nh. Ta ký hiê.u giá tri. gió.i ha.n dó là

lim
ε→0

1

2πi

∫

L(ε)

ϕ(ζ)

ζ − z0
dζ =

1

2πi

∫

L

ϕ(ζ)

ζ − z0
dζ. (3.62)

Dó là giá tri. cu’a t́ıch phân da.ng Cauchy ta. i diê’m z0 ∈ L.

Nhu. vâ.y qua gió.i ha.n dă’ng thú.c (3.60), tù. (3.61) và (3.62) ta có

F+(z0) =
1

2πi

∫

L

ϕ(ζ)

ζ − z0
dζ +

1

2
ϕ(z0). (3.63)

Tru.̀o.ng ho.
.p thú. hai: diê’m z ∈ D−. Hoàn toàn tu.o.ng tu.

. nhu. trong

tru.̀o.ng ho.
.p thú. nhất, trong tru.̀o.ng ho.

.p này ta có

F−(z) =
1

2πi

∫

L

ϕ(ζ)

ζ − z
dζ =

1

2πi

∫

L(ε)

ϕ(ζ)

ζ − z
dζ +

1

2πi

∫

γ−i (ε)

ϕ(ζ)

ζ − z
dζ

=
1

2πi

∫

L(ε)∪γ−i (ε)

ϕ(ζ)

ζ − z
dζ. (3.64)
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trong dó t́ıch phân da.ng Cauchy o.’ vế pha’ i xác di.nh hàm chı’nh h̀ınh trong

lân câ.n diê’m z0 và trùng vó.i F−(z) ta. i nhũ.ng diê’m thuô.c D
− cu’a lân câ.n

dó. Qua gió.i ha.n (3.64) khi diê’m z ∈ D− dà̂n dến diê’m z0 ∈ L ta thu du.o.
.c

lim
z→z0

z∈D−

F−(z) = F−(z0) =
1

2πi

∫

L(ε)

ϕ(ζ)

ζ − z0
dζ − 1

2πi

∫

γi(ε)

ϕ(ζ)

ζ − z0
dζ. (3.65)

Nhu. vâ.y ta dã chú.ng minh su.
. tò̂n ta. i giá tri. gió.i ha.n tù. ngoài cu’a t́ıch phân

da.ng Cauchy ta. i diê’m tùy ý z0 ∈ L.

Lu.u ý rằng theo công thú.c t́ıch phân Cauchy ta có

1

2πi

∫

γe(ε)

ϕ(ζ)

ζ − z0
dζ +

1

2πi

∫

γi(ε)

ϕ(ζ)

ζ − z0
dζ = ϕ(z0)

và do dó tù. (3.61) ta thu du.o.
.c

lim
ε→0

1

2πi

∫

γi(ε)

ϕ(ζ)

ζ − z0
dζ =

1

2
ϕ(z0). (3.66)

Tù. (3.66), qua gió.i ha.n (3.65) khi ε→ 0 ta có

F−(z0) =
1

2πi

∫

L

ϕ(ζ)

ζ − z0
dζ − 1

2
ϕ(z0).

Nhu. vâ.y ta thu du.o.
.c

F+(z0) =
1

2πi

∫

L

ϕ(ζ)

ζ − z0
dζ +

ϕ(z0)

2
,

F−(z0) =
1

2πi

∫

L

ϕ(ζ)

ζ − z0

dζ − ϕ(z0)

2
·

Dó là các công thú.c Sokhoski - Plemeli.

Hê. qua’ 3.2.2. 1. Cô. ng vế vó.i vế các dă’ng thú.c (3.58) ta thu du.o.
.c

1

2πi

∫

L

ϕ(ζ)

ζ − z0
dζ =

F+(z0) + F−(z0)

2
· (3.67)
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Hê. thú.c (3.67) chú.ng to’ rà̆ng giá tri. cu’a t́ıch phân da. ng Cauchy ta. i diê’m

bất kỳ cu’a chu tuyến t́ıch phân là bằng trung b̀ınh cô. ng các giá tri. gió.i ha. n

tù. trong và tù. ngoài cu’a nó.

2. Lấy dă’ng thú.c thú. nhất cu’a (3.58) trù. dă’ng thú.c thú. hai ta có

ϕ(z0) = F+(z0) − F−(z0). (3.68)

Hê. thú.c (3.68) chú.ng to’ rà̆ng giá tri. cu’a hàm biên ta. i diê’m bất kỳ cu’a L là

bà̆ng hiê.u giũ.a các giá tri. gió.i ha. n ta. i diê’m dó cu’a t́ıch phân da. ng Cauchy.

Kết qua’ tu.o.ng tu.
. nhu. di.nh lý 3.2.20 có thê’ chú.ng minh cho tru.̀o.ng ho.

.p

L là du.̀o.ng cong tro.n tù.ng khúc. Khi dó ta. i các diê’m mà L có tiếp tuyến

các công thú.c (3.58) vẫn giũ. nguyên. Ta. i các diê’m góc các công thú.c (3.58)

du.o.
.c thay bo.’ i

F+(z0) =
1

2πi

∫

L

ϕ(ζ)

ζ − z0
dζ +

(
1 − α

2π

)
ϕ(z0),

F−(z0) =
1

2πi

∫

L

ϕ(ζ)

ζ − z0
dζ − α

2π
ϕ(z0)

trong dó α là góc giũ.a các tiếp tuyến vó.i L ta. i diê’m góc z0 ∈ L.

Nhâ. n xét 3.2.12. Các công thú.c Sokhoski-Plemeli vã̂n còn dúng nếu hàm

biên ϕ(ζ) ∈ Hα(L) chı’ liên tu.c trên L và L là du.̀o.ng cong Jordan do du.o.
.c.

Vı́ du.
1. Xét t́ıch phân

F (z) =
1

2πi

∫

∆

dx

x− z

trong dó ∆ = {x ∈ R : −1 6 x 6 1} và t́ıch phân du.o.
.c lấy theo hu.́o.ng tăng

cu’a x. Gia’ su.’ lấy z0 = 0. O
.’ dây hàm ϕ(ζ) ≡ 1 là hàm chı’nh h̀ınh ∀ z ∈ C.

Do dó ngoa. i trù. diè̂u kiê.n duy nhất là du.̀o.ng tròn γ(z0, ε) pha’i cá̆t ∆ ta. i hai

diê’m dú.ng tru.́o.c và dú.ng sau z0 = 0, ta có thê’ cho.n du.̀o.ng tròn γ(z0, ε) mô.t
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3.2. Lý thuyết Cauchy 269

cách tùy ý. Ta lấy γ(z0, ε) là du.̀o.ng tròn do.n vi.. Khi dó cung σ(ε) là doa.n

∆ = [−1,+1] và các cung γi(ε), γe(ε) ch́ınh là nu.’ a trên và nu.’ a du.́o.i cu’a

du.̀o.ng tròn. Theo công thú.c (3.68) ta có

F+(0) − F−(0) = ϕ(0) = 1.

Ta xác di.nh F+(0) và F−(0). Ta có

F+(0) =
1

2πi

∫

γe(ε)

dζ

ζ
=

1

2πi

2π∫

π

eiθidθ

eiθ
=

1

2
;

F−(0) =
1

2πi

∫

γi(ε)

dζ

ζ
=

1

2πi

0∫

π

eiθidθ

eiθ
=

1

2
·

2. Gia’ su.’ L = {z : |z| = 1}, ϕ(ζ) =
1

ζ
. Ta xét t́ıch phân da.ng Cauchy

1

2πi

∫

L

dζ

ζ(ζ − z)
·

Nếu diê’m z nà̆m trong L th̀ı

1

2πi

∫

L

dζ

ζ(ζ − z)
= − 1

2πi

1

z

∫

L

dζ

ζ
+

1

2πi
· 1

z

∫

L

dζ

ζ − z

= −
1

z
+

1

z
= 0.

Nếu diê’m z nà̆m ngoài L th̀ı t́ıch phân dó bà̆ng −1

z
. Nhu. vâ.y

F+(z0) = 0, F−(z0) = − 1

z0

và do dó theo công thú.c (3.67) ta thu du.o.
.c

1

2πi

∫

L

dζ

ζ(ζ − z0)
= − 1

2z0
·
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3.2.11 Biê’u diẽ̂n t́ıch phân hàm diè̂u hòa

Bây giò. ta chuyê’n sang xét biê’u diẽ̂n t́ıch phân hàm diè̂u hòa.

D- i.nh lý 3.2.21. Gia’ su.’ hàm f chı’nh h̀ınh trong h̀ınh tròn S(R) = {|z| < R}
và liên tu. c trong h̀ınh tròn dóng S(R), f(z) = u(z) + iv(z). Khi dó

f(z) =
1

2π

2π∫

0

u(Reit)
Reit + z

Reit − z
dt+ iv(0). (3.69)

Công thú.c (3.69) du.o.
.c go. i là công thú.c Schwartz còn hàm

Reit + z

Reit − z
du.o.

.c

go. i là nhân Schwartz.

Chú.ng minh. Thâ.t vâ.y, dối vó.i z ∈ S(R), theo công thú.c t́ıch phân Cauchy

ta có

f(z) =
1

2πi

∫

∂S(R)

f(ζ)

ζ − z
dζ =

1

2π

2π∫

0

f(Reit)
Reit

Reit − z
dt. (3.70)

Dă. c biê.t là

f(0) =
1

2πi

∫

∂S(R)

f(ζ)

ζ
dζ =

1

2π

2π∫

0

f(Reit)dt. (3.71)

Ngoài ra ta có

0 =
1

2πi

∫

∂S(R)

f(ζ)

ζ −R2/z
dζ

=
1

2π

2π∫

0

f(Reit)
zReit

Reitz −R2
dt

=
1

2π

2π∫

0

f(Reit)
−z

Re−it − z
dt, (3.72)
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v̀ı |R2/z| > R và do dó hàm du.́o.i dấu t́ıch phân chı’nh h̀ınh trong S(R) và

liên tu.c trên S(R). Tù. (3.70) và (3.71) ta thu du.o.
.c

f(z) − 1

2
f(0) =

1

2π

2π∫

0

f(Reit)
1

2

Reit + z

Reit − z
dt. (3.73)

Bây giò. tù. (3.71) và (3.72) ta có

1

2
f(0) =

1

2π

2π∫

0

f(Reit)
1

2

Re−it + z

Re−it − z
dt,

và do dó

1

2
f(0) =

1

2π

2π∫

0

f(Reit)
1

2

Reit + z

Reit − z
dt. (3.74)

Dă.t f(z) = u(z) + iv(z) và cô.ng (3.73) vó.i (3.74) ta thu du.o.
.c

f(z) =
1

2π

2π∫

0

u(Reit)
Reit + z

Reit − z
dt+ iv(0).

Nhâ. n xét 3.2.13. Công thú.c (3.69) cho phép ta xác di.nh hàm chı’nh h̀ınh f(z)

trong h̀ınh tròn S(R) (vó.i su.
. ch́ınh xác dến mô.t hà̆ng số cô.ng thuà̂n a’o) khi

biết các giá tri. cu’a phà̂n thu.
.c cu’a hàm dó trên biên ∂S(R).

Tù. di.nh lý vù.a chú.ng minh, bằng cách tách các phà̂n thu.
.c và phà̂n a’o,

ta có

u(z) =
1

2π

2π∫

0

u(Reit)
R2 − |z|2

|Reit − z|2
dt. (3.75)

Nếu dă.t z = reiθ, r < R và dê’ ý rà̆ng

Re
{Reit + reiθ

Reit − reiθ

}
=

R2 − r2

|Reit − reiθ|2

=
R2 − r2

R2 − 2Rr cos(t− θ) + r2
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ta có thê’ viết (3.75) o.’ da.ng khác nhu. sau:

u(reiθ) =
1

2π

2π∫

0

u(Reit)
R2 − r2

R2 − 2Rr cos(t− θ) + r2
dt. (3.76)

Công thú.c (3.75) hoă. c (3.76) du.o.
.c go. i là công thú.c Poisson còn hàm

R2 − r2

|Reit − z|2 du.o.
.c go. i là nhân Poisson.

Công thú.c này dúng dối vó.i phà̂n thu.
.c cu’a hàm chı’nh h̀ınh trong h̀ınh

tròn S(R) và liên tu.c trong S(R). Có thê’ chú.ng minh rà̆ng công thú.c ấy

dúng vó.i hàm u(z) bất kỳ diè̂u hòa trong S(R) và liên tu.c trong S(R). Nếu

f(z) = u(z) + iv(z) chı’nh h̀ınh trong S(R) và liên tu.c trong S(R) th̀ı bằng

cách biê’u diẽ̂n u và v bo.’ i công thú.c (3.75) (hoă. c (3.76)) ta thu du.o.
.c

f(z) =
1

2π

2π∫

0

f(Reit)
R2 − |z|2

|Reit − z|2dt. (3.77)

Công thú.c này du.o.
.c go. i là công thú.c Poisson dối vó.i các hàm chı’nh h̀ınh

trong h̀ınh tròn và liên tu.c trong h̀ınh tròn dóng.

Bây giò. ta chú.ng minh công thú.c Poisson và Schwarz dối vó.i tru.̀o.ng ho.
.p

khi miè̂n là phà̂n ngoài h̀ınh tròn.

Gia’ su.’ hàm f chı’nh h̀ınh trong miè̂n S∞(R) = {|z| > R} và liên tu.c

trong S∞(R). Khi dó nhò. công thú.c t́ıch phân Cauchy ta có

f(z) =
1

2πi

∮

∂S∞(R)

f(ζ)

ζ − z
dζ + f(∞)

= − 1

2π

2π∫

0

f(Reit)
Reit

Reit − z
dt+ f(∞).
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Ngoài ra

0 =
1

2πi

∫

∂S∞(R)

f(ζ)

ζ
dζ + f(∞) = − 1

2π

2π∫

0

f(Reit) + f(∞),

0 =
1

2πi

∫

∂S∞(R)

f(ζ)

ζ − R2

z

dζ + f(∞)

= − 1

2π

2π∫

0

f(Reit)
−z

Reit − z
dt+ f(∞)

v̀ı rà̆ng

∣∣∣R
2

z

∣∣∣ < R.

Bà̆ng phu.o.ng pháp lý luâ.n nhu. o.’ trên ta thu du.o.
.c

f(z) = − 1

2π

2π∫

0

u(Reit)
Reit + z

Reit − z
dt+ v(∞)i, |z| > R.

Dó là công thú.c Schwartz dối vó.i các hàm chı’nh h̀ınh trong S∞(R) và liên

tu.c trong S∞(R). Tiếp theo cũng nhu. o.’ trên ta có

u(reiθ) = − 1

2π

2π∫

0

u(Reit)
R2 − r2

R2 − 2Rr cos(θ − t) + r2
dt, r > R.

Dó là công thú.c Poisson dối vó.i các hàm diè̂u hòa trong S∞(R) và liên tu.c

trong S∞(R). Công thú.c Poisson dối vó.i các hàm chı’nh h̀ınh trong S∞(R)

và liên tu.c trong S∞(R) có da.ng

f(reiθ) = − 1

2π

2π∫

0

f(Reit)
R2 − r2

R2 − 2Rr cos(θ − t) + r2
dt, r > R.

Công thú.c Poisson (3.75) có vai trò rất quan tro.ng trong khi gia’ i bài toán

Dirichlet.
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Bài toán Dirichlet dă.t ra nhu. sau: Gia’ su.’ f(θ) là hàm 2π-tuà̂n hoàn, liên

tu.c trên du.̀o.ng tròn γ = {|z| = r}. Hãy t̀ım hàm biến phú.c F (z) tho’a mãn

diè̂u kiê.n:

a) diè̂u hòa trong h̀ınh tròn U = {|z| < r};
b) liên tu.c trong U = {|z| 6 r}; và

c) f(θ0) = lim
z→eiθ0

|z|<r

F (z).

Ta muốn chú.ng minh di.nh lý sau dây.

D- i.nh lý 3.2.22. Bài toán Dirichlet dối vó.i h̀ınh tròn luôn luôn có nghiê.m.

Chú.ng minh. Gia’ su.’ |z| < r. Ta dă.t

F (z) =
1

2π

2π∫

0

f(θ)
r2 − |z|2

|reiθ − z|2dθ. (3.78)

Ta cà̂n chú.ng minh rằng

1. F (z) là hàm diè̂u hòa trong U .

2. f(θ0) = lim
z→eiθ0

|z|<r

F (z)

Chú.ng minh 1). Tru.́o.c hết ta nhâ.n xét rà̆ng hàm F (z) xác di.nh bo.’ i

(3.78) là phà̂n thu.
.c cu’a hàm

F̃ (z) =
1

2π

2π∫

0

f(θ)
reiθ + z

reiθ − z
dθ.

Do dó nếu ta chú.ng minh du.o.
.c rà̆ng F̃ (z) chı’nh h̀ınh th̀ı 1) du.o.

.c chú.ng

minh. Vó.i z ∈ U bất kỳ ta có

F̃ (z + ∆z)− F̃ (z)

∆z
− 1

π

2π∫

0

f(θ)
reiθ

(reiθ − z)2
dθ =

=
∆z

π

2π∫

0

reiθf(θ)dθ

(reiθ − z)2(reiθ − z − ∆z)
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và do dó vế trái dà̂n dến 0 khi ∆z → 0, tú.c là da.o hàm F̃ ′(z) tò̂n ta. i.

Nhu. vâ.y t́ınh diè̂u hòa cu’a F (z) du.o.
.c chú.ng minh.

Chú.ng minh 2). Ta nhâ.n xét rà̆ng dối vó.i hàm diè̂u hòa hằng số u(z) = 1

ta có công thú.c

1 =
1

2π

2π∫

0

r − |z|2

|reiθ − z|2dθ, |z| 6 r,

và do dó

F (z)− f(θ0) =
1

2π

2π∫

0

r2 − |z|2

|reiθ − z|2 [f(θ) − f(θ0)]dθ

=
1

2π

∫

|θ−θ0 |6η

r2 − |z|2
|reiθ − z|2 [f(θ − f(θ0)]dθ

+
1

2π

∫

|θ−θ0 |>η

r2 − |z|2

|reiθ − z|2
[f(θ) − f(θ0)]dθ =

= ∆1 + ∆2 (3.79)

trong dó η là số sẽ du.o.
.c xác di.nh.

U
.
ó.c lu.o.

.ng t́ıch phân ∆1. Gia’ su.’ ε > 0 là số du.o.ng cho tru.́o.c tùy ý. Vı̀

f(θ) là hàm liên tu.c nên ta có thê’ xác di.nh số η(ε) sao cho

|f(θ) − f(θ0)| < ε/2, |θ − θ0| < η(ε).

Do dó

|∆1| =
∣∣∣ 1

2π

∫

|θ−θ0 |6η

∣∣∣ 6 ε

2
· 1

2π

2π∫

0

|r2 − |z|2

|reiθ − z|2dθ =
ε

2
· (3.80)

U
.
ó.c lu.o.

.ng t́ıch phân ∆2. Sau khi cho.n số η(ε) o.’ trên, ta xét t́ıch phân

δ(z) =
1

2π

∫

|θ−θ0 |>η

r2 − |z|2

|reiθ − z|2dθ (3.81)
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và chú.ng to’ rà̆ng

lim
z→eiθ0

|z|<r

δ(z) = 0.

Ta dă.t z = ρeiα. Nếu |α− θ0| < η/2 th̀ı

|α − θ| > η/2

dối vó.i θ bất kỳ tho’a mãn diè̂u kiê.n |θ − θ0| > η. Do dó

|reiθ − |z| > r sin
η

2
,

và

|δ(z)| 6
1

r2 sin2 η

2

(r2 − ρ2) → 0.

khi ρ→ r.

Nhu. vâ.y sau viê.c cho.n số η(ε) o.’ trên ta có

|∆2| =
∣∣∣ 1

2π

∫

|θ−θ0 |>η

∣∣∣ 6 2M

2π

∫

|θ−θ0 |>η

r2 − |z|2

|reiθ − z|2dθ = 2Mδ(z),

trong dó M = sup |f(θ)|, và δ(z) là giá tri. cu’a t́ıch phân (3.81). Vı̀ δ(z) → 0

khi z → reiθ0 (|z| < r) nên khi z thuô.c lân câ.n du’ bé cu’a diê’m reiθ0 ta có

|∆2| 6
ε

2
· (3.82)

Tù. (3.79), (3.80) và (3.82) ta thu du.o.
.c

|F (z)− f(θ0)| 6
ε

2
+
ε

2
= ε.
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3.3 Bài tâ.p

1. Chú.ng minh rằng nếu f ∈ H(D) và γ là chu tuyến dóng tro.n tù.ng khúc

thuô.c miè̂n do.n liên D th̀ı
∫

γ

f(z)dz = 0.

2. Chú.ng minh rằng hàm

f(z) − 1

2πi

∫

γ

f(ζ)

ζ − z

zn

ζn
dζ = g(z),

trong dó γ là chu tuyến Jordan bao diê’m ζ = 0 và ζ = z, là da thú.c bâ. c

n− 1 và

g(m)(0) = f (m)(0), m = 0, 1, . . . , n− 1.

3. Gia’ su.’ miè̂n D 3 ∞ và f ∈ H(D). Khi dó

f(z) =
1

2πi

∫

∂D

f(ζ)

ζ − z
dζ + f(∞), z ∈ D.

4. Chú.ng minh rằng trung b̀ınh cô.ng cu’a mo.i giá tri. z
−n

∞∑
ν=0

aνz
ν dối vó.i các

diê’m z trên du.̀o.ng tròn {|z| = 1} là bà̆ng an nếu
∞∑
ν=0

aνz
ν là hàm chı’nh h̀ınh

o.’ trong và trên biên h̀ınh tròn {|z| 6 1}.

5. Tı̀m hàm diè̂u hòa trong nu.’ a trên cu’a h̀ınh tròn do.n vi. nhâ.n giá tri. bà̆ng

0 trên du.̀o.ng ḱınh và bằng 1 trên nu.’ a du.̀o.ng tròn.

6. Tı̀m hàm u(z) diè̂u hòa trong vành lê.ch tâm giũ.a hai du.̀o.ng tròn γ0 =

{|z− 3| = 9} và γ1 = {|z− 8| = 16} và u
∣∣
z∈γ0

= u0, u
∣∣
z∈γ1

= u1, trong dó u0

và u1 là nhũ.ng hà̆ng số.

7. Tı̀m mô.t hàm diè̂u hòa trong nu.’ a mă.t phă’ng trên bo’ di h̀ınh tròn S =

{|z − 2i| < 1} và có giá tri. bà̆ng 0 trên tru.c thu.
.c và giá tri. bà̆ng 1 trên chu

vi cu’a S.
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.p mo.’ . . . . . . . . . . 354
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Trong chu.o.ng tru.́o.c, ta dã chú.ng minh di.nh lý co. ba’n cu’a lý thuyết hàm

chı’nh h̀ınh - di.nh lý Cauchy. Di.nh lý này kéo theo mô.t loa. t hê. qua’ quan

tro.ng. Dă. c biê.t là nó cho phép ta xác lâ.p mối liên hê. nhất di.nh giũ.a các giá

tri. cu’a hàm chı’nh h̀ınh ta. i các diê’m trong cu’a miè̂n chı’nh h̀ınh vó.i các giá

tri. biên cu’a hàm dó. Mối liên hê. dó du.o.
.c mô ta’ trong công thú.c t́ıch phân

co. ba’n thú. hai cu’a Cauchy. Dó là công thú.c trung tâm cu’a lý thuyết hàm

chı’nh h̀ınh.

4.1 Các kết qua’ quan tro.ng nhất rút ra tù.

t́ıch phân Cauchy

O
.’ mô.t mú.c dô. nhất di.nh, mo.i di.nh lý cu’a mu.c này dè̂u là hê. qua’ cu’a công

thú.c t́ıch phân Cauchy.

4.1.1 D- i.nh lý giá tri. trung b̀ınh

Dó là di.nh lý sau dây.

D- i.nh lý 4.1.1. Gia’ su.’ f(z) là hàm liên tu. c trong h̀ınh tròn dóng S(R) =

{z ∈ C : |z − z0| 6 R} và chı’nh h̀ınh trong h̀ınh tròn S(R). Khi dó ta có
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dă’ng thú.c

f(z0) =
1

2π

2π∫

0

f(z0 + reit)dt,

tú.c là giá tri. cu’a hàm ta. i tâm h̀ınh tròn bằng trung b̀ınh cô. ng các giá tri. cu’a

nó trên du.̀o.ng tròn.

Chú.ng minh. Theo công thú.c t́ıch phân Cauchy ta có

f(z0) =
1

2πi

∫

∂S(R)

f(ζ)

ζ − z0
dζ.

Thu.
.c hiê.n phép biến dô’i theo công thú.c

ζ = z0 +Reit, 0 6 t 6 2π

ta thu du.o.
.c

f(z0) =
1

2πi

2π∫

0

f(z0 +Reit)
Reitidt

Reit
=

1

2π

2π∫

0

f(z0 +Reit)dt.

4.1.2 D- i.nh lý Liouville

D- i.nh lý 4.1.2. (Liouville 1) Nếu hàm chı’nh h̀ınh trên toàn mă. t phă’ng phú.c

f(z) có môdun bi. chă. n th̀ı nó dò̂ng nhất hà̆ng số, tú.c là f(z) ≡ const ∀z ∈ C.

Chú.ng minh. Gia’ su.’ |f(z)| 6 M < ∞ ∀z ∈ C. Ta sẽ áp du. ng công thú.c

t́ıch phân Cauchy cho da.o hàm f ′(z) và h̀ınh tròn S(R) vó.i tâm ta. i diê’m z

và bán ḱınh R. Ta có

f ′(z) =
1

2πi

∫

∂S(R)

f(ζ)

(ζ − z)2
dζ.

1I. Liouville (1809-1882) là nhà toán ho.c Pháp
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Tù. dó

|f ′(z)| 6
1

2π

M

R2
2πR =

M

R
·

Vế trái cu’a bất dă’ng thú.c này không phu. thuô.c R, còn vế pha’ i dà̂n dến 0 khi

R tăng vô ha.n. Tù. dó suy rà̆ng |f ′(z)| = 0 và f ′(z) = 0 ∀C. Do dó f(z) ≡
const trong C.

Nhu. vâ.y ló.p các hàm chı’nh h̀ınh trong toàn mă.t phă’ng và bi. chă.n chı’

gò̂m các hàm tà̂m thu.̀o.ng (các hà̆ng số).

Di.nh lý Liouville vù.a chú.ng minh có thê’ khái quát du.́o.i da.ng

D- i.nh lý 4.1.3. Nếu hàm f(z) chı’nh h̀ınh trong toàn mă. t phă’ng và tho’a

mãn diè̂u kiê. n |f(z) 6 M |z|n, M <∞ và n là số nguyên du.o.ng th̀ı dó là da

thú.c bâ. c không cao ho.n n. 2

Chú.ng minh. Gia’ su.’ z0 là diê’m tùy ý cu’a mă.t phă’ng phú.c. Tù. công thú.c

t́ıch phân Cauchy dối vó.i da.o hàm cấp cao ta có

f (n+1)(z0) =
(n+ 1)!

2πi

∫

∂S(R)

f(z)

(z − z0)n+2
dz, S(R) = {z : |z − z0| < R}

và do dó

|f (n+1)(z0)| 6
M |z|n

Rn+1
(n+ 1)!.

Vı̀ |z| 6 |z0| + R nên qua gió.i ha.n khi R → ∞ ta thu du.o.
.c f (n+1)(z0) = 0.

Do z0 là diê’m tùy ý cu’a C nên f (n+1)(z) ≡ 0. Tù. dó suy rà̆ng f (n)(z) ≡ const

v̀ı

f (n)(z) − f (n)(z0) =

z∫

z0

f (n+1)(z)dz ≡ 0,

tú.c là f (n)(z) ≡ f (n)(z0) = const . . . Bà̆ng cách lâ.p luâ.n nhu. vâ.y, dẽ̂ dàng

thu du.o.
.c diè̂u khă’ng di.nh cu’a di.nh lý.

2Khi n = 0 th̀ı ta thu du.o..c di.nh lý 12.1
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Di.nh lý Liouville còn có thê’ phát biê’u du.́o.i da.ng

D- i.nh lý 4.1.2∗. Nếu hàm f(z) chı’nh h̀ınh trên toàn mă. t phă’ng mo.’ rô. ng C
th̀ı nó dò̂ng nhất hà̆ng số.

Chú.ng minh. Vı̀ hàm f chı’nh h̀ınh ta. i diê’m ∞ nên lim
z→∞

f(z) tò̂n ta. i và hũ.u

ha.n. Tù. dó suy ra f(z) bi. chă.n trong lân câ.n nào dó U(∞) = {z : |z| > R}
cu’a diê’m ∞. Gia’ su.’ f(z)| 6 M1, ∀ z ∈ U(∞). Mă.t khác, do hàm f chı’nh

h̀ınh (và do dó nó liên tu.c) trong h̀ınh tròn dóng S(R) = {z : |z| 6 R} nên

nó bi. chă.n trong h̀ınh tròn dó. Gia’ su.’ |f(z)| 6 M2, z ∈ S(R). Nhu.ng khi dó

hàm f bi. chă.n trong toàn mă.t phă’ng: f(z)| < M = max(M1,M2) ∀ z ∈ C.

Vı̀ hàm f chı’nh h̀ınh trên C nên theo di.nh lý 4.1.2 ta có f ≡ const.

Bây giò. ta áp du.ng di.nh lý Liouville dê’ chú.ng minh di.nh lý Gauss - di.nh

lý co. ba’n cu’a da. i số.

D- i.nh lý 4.1.4. (Gauss) Mo. i da thú.c da. i số bâ. c m > 1 vó.i hê. số phú.c dè̂u

có m nghiê.m nếu mõ̂i nghiê.m du.o.
.c t́ınh mô. t số là̂n bà̆ng bô. i cu’a nó.

Chú.ng minh. Gia’ su.’

Pm(z) = amz
m + am−1z

m−1 + · · · + a1z + a0, am 6= 0, m > 1.

Ta chú.ng minh bà̆ng pha’n chú.ng: gia’ su.’ Pm(z) không có nghiê.m trong

C. Ta xét hàm

f(z) =
1

Pm(z)
·

Hàm f(z) có các t́ınh chất sau dây

(i) Hàm f(z) ∈ H(C) v̀ı Pm(z) 6= 0 ∀ z ∈ C.

(ii) Hàm f(z) có môdun bi. chă.n, tú.c là |f(z)| 6 M ∀ z ∈ C. Thâ. t vâ.y,

v̀ı lim
z→∞

Pm(z) = ∞ nên lim
z→∞

1

Pm(z)
= 0. Tù. dó ∃R > 0 sao cho ∀ z : |z| > R

ta có

|f(z)| < 1.
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Trong h̀ınh tròn dóng |z| 6 R hàm f(z) có môdun bi. chă.n, tú.c là |f(z)| 6 m

∀ z ∈ {|z| 6 R}. Tù. dó suy rà̆ng |f(z)| < m + 1 = M , ∀ z ∈ C. Nhu. vâ.y

hàm f(z) ∈ H(C) và |f(z) 6 M ∀ z ∈ C, tú.c là tho’a mãn các diè̂u kiê.n cu’a

di.nh lý Liouville. Do dó f(z) ≡ const trên C. Tù. dó suy rà̆ng Pm(z≡ const.

Nhu.ng diè̂u dó không thê’ xa’y ra v̀ı am 6= 0 và m > 1.

Nhu. vâ.y tò̂n ta. i giá tri. α1 ∈ C sao cho

P (α1) = 0.

Do dó Pm(z) = (z − α1)Pm−1(z), Pm−1(α1) 6= 0. Nhu.ng Pm−1(z) cũng là da

thú.c da. i số bâ. c m − 1 nên ∃α2 ∈ C sao cho Pm−1(z) = (z − α2)Pm−2(z),

Pm−2(α2) 6= 0. Nhu. vâ.y

Pm(z) = (z − α1)(z − α2)Pm−2(z), . . .

Tiếp tu.c lâ.p luâ.n nhu. vâ.y ta thu du.o.
.c dă’ng thú.c

Pm(z) = am(z − α1)(z − α2) · · · (z − αm).

Dă’ng thú.c này chú.ng to’ rà̆ng α1, α2, . . . , αm là nghiê.m và ngoài chúng ra da

thú.c Pm(z) không còn nghiê.m nào khác. Thâ. t vâ.y nếu β là nghiê.m β 6= αi

∀ i = 1,m cu’a da thú.c Pm(z) th̀ı

Pm(β) = am(β − α1)(β − α2) · · · (β − αm) = 0.

Diè̂u này chú.ng to’ rà̆ng mô.t trong các thù.a số pha’ i bằng 0, tú.c là

β − αi = 0, i = 1, 2, . . . ,m

⇐⇒ β = αi, i = 1, 2, . . . ,m.

Di.nh lý vù.a chú.ng minh còn có tên go. i là di.nh lý vè̂ tru.̀o.ng dóng da. i số.
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4.1.3 D- i.nh lý Weierstrass vè̂ chuỗi hàm hô. i tu. d̂èu

Trong 1.4 ta dã tr̀ınh bày khái niê.m chuõ̂i hàm hô. i tu. dè̂u trong miè̂n D và

hô. i tu. dè̂u trên tù.ng compá̆c cu’a miè̂n D cùng mô.t số t́ınh chất hàm cu’a

chuõ̂i hô. i tu. dè̂u. Bây giò. ta chú.ng minh di.nh lý quan tro.ng cu’a Weierstrass

vè̂ su.
. ba’o toàn t́ınh chı’nh h̀ınh cu’a tô’ng cu’a chuõ̂i trong phép qua gió.i ha.n

dè̂u và phép da.o hàm tù.ng số ha.ng cu’a chuõ̂i hàm chı’nh h̀ınh hô. i tu. dè̂u.

D- i.nh lý 4.1.5. (Weierstrass) Gia’ su.’ :

1) un(z) n ∈ N là nhũ.ng hàm chı’nh h̀ınh trong miè̂n D;

2) chuỗi hàm

u1(z) + u2(z) + · · · + un(z) + . . . (4.1)

hô. i tu. dè̂u trên tù.ng compắc cu’a miè̂n D dến hàm (hũ.u ha. n) f(z).

Khi dó

1) Tô’ng f(z) cu’a chuõ̂i là hàm chı’nh h̀ınh trong miè̂n D.

2) Chuõ̂i có thê’ da. o hàm tù.ng số ha. ng dến cấp tùy ý

u
(m)
1 (z) + u

(m)
2 (z) + · · · + u(m)

n (z) + · · · = f (m)(z); m = 1, 2, . . . (4.2)

3) Mo. i chuỗi (4.2) dè̂u là chuỗi hô. i tu. dè̂u trên tù.ng compắc cu’a miè̂n

D.

Chú.ng minh. 1) Lấy h̀ınh tròn S(R) bất kỳ bán ḱınh R vó.i biên γ(R) sao

cho S(R) ⊂ D. Trên du.̀o.ng tròn γ(R) (γ(R) là tâ.p ho.
.p dóng nà̆m trong D)

chuõ̂i (4.1) hô. i tu. dè̂u dến hàm f(z). Do dó hàm

f(ζ) = u1(ζ) + u2(ζ) + · · · + un(ζ) + . . . ; ζ ∈ γ(R) (4.3)

liên tu. c trên γ(R). Nhân (4.3) vó.i hàm

v(ζ) =
1

2πi

1

ζ − z
, ζ ∈ γ(R), z ∈ S(R).
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Hàm này bi. chă.n trên γ(R). Do dó chuõ̂i thu du.o.
.c sau khi nhân (4.3) vó.i

v(ζ) vẫn hô. i tu. dè̂u trên γ(R) và có thê’ t́ıch phân tù.ng số ha.ng theo γ(R).

Ta thu du.o.
.c

1

2πi

∫

γ(R)

f(ζ)

ζ − z
dζ =

1

2πi

∫

γ(R)

u1(ζ

ζ − z
dζ + · · · + 1

2πi

∫

γ(R)

un(ζ)

ζ − z
dζ + . . .

Tı́ch phân o.’ vế trái là t́ıch phân da.ng Cauchy. Do dó vế trái là hàm chı’nh

h̀ınh trong h̀ınh tròn S(R). Ta ký hiê.u hàm dó là fR(z). Áp du.ng công thú.c

t́ıch phân Cauchy cho các hàm un(ζ) tù. biê’u thú.c trên ta thu du.o.
.c

fR(z) = u1(z) + u2(z) + · · · + un(z) + . . . (4.4)

Nhu. vâ.y chuõ̂i du.o.
.c xét hô. i tu. dè̂u dến hàm fR(z) chı’nh h̀ınh trong h̀ınh

tròn S(R). Nhu.ng trong S(R) hàm fR(z) trùng vó.i f(z). Ngh̃ıa là f(z) là

hàm chı’nh h̀ınh trong S(R). Vı̀ mõ̂i diê’m z cu’a miè̂n D dè̂u thuô.c mô.t h̀ınh

tròn S(R), S(R) ⊂ D nào dó nên hàm f(z) chı’nh h̀ınh trong D.

Các lâ.p luâ.n trên dây chı’ dúng nếu miè̂n D không chú.a diê’m ∞. Gia’

su.’ miè̂n D 3 ∞. Ta sẽ xét “h̀ınh tròn” SR(∞) = {z : |z| > R} vó.i

bán ḱınh R du’ ló.n sao cho toàn bô. biên ∂D dè̂u nà̆m trong du.̀o.ng tròn

γR(∞) = {z : |z| = R}. Lâ.p luâ.n nhu. trên và thay cho chuỗi (4.4) theo di.nh

lý 3.2.13 ta thu du.o.
.c dă’ng thú.c

fR(z) = [u1(z)− u1(∞)] + [u2(z) − u2(∞)] + . . .

+ [un(z)− un(∞)] + . . .

hay là

fR(z) = [u1(z) + · · · + un(z) + . . . ]

− [u1(∞) + u2(∞) + · · · + un(∞) + . . . ].

Chuõ̂i trong dấu ngoă. c vuông thú. hai o.’ vế pha’ i hô. i tu. dến f(∞) và do dó

fR(z) + f(∞) = u1(z) + u2(z) + · · · + un(z) + . . .
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O
.’ dây fR(z) + f(∞) = f(z) ∀ z ∈ SR(∞) và hàm fR(z) + f(∞) chı’nh h̀ınh

trong SR(∞). Do vâ.y hàm f chı’nh h̀ınh trong lân câ.n diê’m ∞.

2) Nếu nhân chuõ̂i (4.3) vó.i hàm

vm(ζ) =
m!

2πi

1

(ζ − z)m+1
, z ∈ S(R)

bi. chă.n trên γ(R) và t́ıch phân tù.ng số ha.ng theo γ(R) th̀ı thay cho (4.4) ta

thu du.o.
.c chuõ̂i

f
(m)
R (z) = u

(m)
1 (z) + u

(m)
2 (z) + · · · + u(m)

n (z) + . . .

Vı̀ fR(z) = f(z) ∀ z ∈ D nên tù. dó thu du.o.
.c (4.2).

3) Dê’ chú.ng minh phà̂n thú. ba cu’a di.nh lý ta phu’ tâ.p ho.
.p dóng tùy ý

E ⊂ D bo.’ i hê. các h̀ınh tròn S ′ sao cho S
′ ⊂ D. Nếu tâ.p ho.

.p E 3 z = ∞ th̀ı

ta có thê’ lấy h̀ınh tròn là tâ.p ho.
.p S ′(∞) = {z : |z| > R > 0}, S ′(∞) ⊂ D.

Tù. hê. các h̀ınh tròn này ta có thê’ cho.n mô. t phu’ con gò̂m mô.t số hũ.u ha.n

các h̀ınh tròn. Ho.
.p mo.i h̀ınh tròn dóng này du.o.

.c ký hiê.u là E∗. Gia’ su.’ δ là

khoa’ng cách tù. E∗ dến biên miè̂n D: δ = dist{E∗, ∂D}.
Dối vó.i mõ̂i h̀ınh tròn S ′ cu’a phu’ hũ.n ha.n ta du.

.ng h̀ınh tròn S dò̂ng tâm

vó.i bán ḱınh ló.n ho.n bán ḱınh cu’a S′ mô.t da. i lu.o.
.ng bà̆ng

δ

2
(dối vó.i S ′(∞)

th̀ı cà̂n lấy bán ḱınh bé ho.n
δ

2
). Chu tuyến L cu’a các h̀ınh tròn này lâ.p

thành tâ.p ho.
.p dóng Γ ⊂ D. Do dó chuõ̂i du.o.

.c xét
∑
n≥1

un(z) hô. i tu. dè̂u trên

Γ, ngh̃ıa là

∀ ε > 0, ∃N ∈ N : ∀n > N, ∀ p ∈ N, ∀ ζ ∈ Γ ⇒
∣∣∣

n+p∑

k=n+1

uk(ζ)
∣∣∣ < ε.

Gia’ su.’ z là diê’m tùy ý cu’a E và gia’ su.’ nó thuô.c h̀ınh tròn S ′ cu’a phu’
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hũ.u ha.n. Khi ζ ∈ L và z ∈ S′ th̀ı |ζ − z| >
δ

2
. Do dó

∣∣∣
n+p∑

k=n+1

u
(m)
k (z)

∣∣∣ =
∣∣∣

n+p∑

k=n+1

m!

2πi

∫

L

uk(ζ)

(ζ − z)m+1
dζ
∣∣∣

6
m!

2π

∫

L

∣∣∣
n+p∑
k=n+1

uk(ζ)
∣∣∣

|ζ − z|m+1
ds

6
m!

2π
· ε
(δ

2

)m+1
2πR∗

trong dó R∗ là bán ḱınh cu’a h̀ınh tròn S tu.o.ng ú.ng. Nhu. vâ.y dối vó.i mõ̂i

diê’m z ∈ E ta có

∣∣∣
n+p∑

k=n+1

u
(m)
k (z)

∣∣∣ 6 R̃m!ε
(δ

2

)m+1

trong dó R̃ là bán ḱınh ló.n nhất trong các bán ḱınh cu’a các h̀ınh tròn S

cu’a phu’ hũ.u ha.n. Tù. dó suy ra su.
. hô. i tu. dè̂u cu’a chuõ̂i da.o hàm trên tù.ng

compắc cu’a D.

Nhâ. n xét 4.1.1. Trong gia’ i t́ıch thu.
.c không có di.nh lý tu.o.ng tu.

. nhu. di.nh lý

Weierstrass. Thâ.t vâ.y, trong gia’ i t́ıch thu.
.c ta biết rà̆ng tô’ng S(x) cu’a chuõ̂i

hàm thu.
.c (biến thu.

.c) kha’ vi
∑
n≥1

un(x) hô. i tu. dè̂u trên khoa’ng nào dó có thê’

là hàm không kha’ vi. Ho.n thế nũ.a nếu ∃S′(x) th̀ı hoàn toàn không nhất

thiết pha’ i có dă’ng thú.c S′(x) =
∑
n>1

u′n(x).

Nhâ. n xét 4.1.2. Nếu có dãy hàm
(
fn(z)

)
n>1

cho trong miè̂n D th̀ı chuỗi

f1(z) + [f2(z) − h(z)] + · · · + [fn(z) − fn−1(z)] + . . .

có tô’ng riêng thú. n là Sn(x) = fn(x). Tù. dó mo.i diè̂u khă’ng di.nh vè̂ chuỗi

dè̂u có thê’ phát biê’u dối vó.i dãy và ngu.o.
.c la. i. Tù. dó và di.nh lý 4.1.3 ta rút

ra
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D- i.nh lý 4.1.6. (Weierstrass; vè̂ dãy hàm chı’nh h̀ınh hô. i tu. dè̂u)

Nếu dãy các hàm
(
fn(z)

)
n>1

chı’nh h̀ınh trong miè̂n D hô. i tu. dè̂u trên

tù.ng compá̆c cu’a miè̂n D dến hàm hũ.u ha. n f(z) th̀ı f(z) là hàm chı’nh h̀ınh

trong D và dãy các da. o hàm
(
f

(m)
n (z)

)
n>1

; m = 1, 2, . . . hô. i tu. dè̂u trên tù.ng

compá̆c cu’a D dến hàm f (m)(z).

Tù. di.nh lý Weierstrass 4.1.3 và di.nh lý Abel rút ra

Hê. qua’ 4.1.1. Tô’ng cu’a chuỗi lũy thù.a
∑

n>0

an(z − a)n

là hàm chı’nh h̀ınh trong h̀ınh tròn hô. i tu. cu’a nó và trong h̀ınh tròn hô. i tu.
cu’a chuõ̂i ta có thê’ lấy t́ıch phân và da. o hàm tù.ng số ha. ng mô. t số là̂n tùy ý,

dò̂ng thò.i phép da. o hàm và t́ıch phân tù.ng số ha. ng không làm thay dô’i bán

ḱınh hô. i tu. cu’a chuõ̂i.

4.1.4 Tı́nh chất di.a phu.o.ng cu’a hàm chı’nh h̀ınh.

Chuỗi Taylor

Trong 2.1 ta dã chú.ng minh rằng tô’ng cu’a chuõ̂i lũy thù.a là hàm chı’nh h̀ınh

trong h̀ınh tròn hô. i tu. cu’a nó. Bây giò. nhò. công thú.c t́ıch phân Cauchy ta

có thê’ chú.ng minh mô.t t́ınh chất quan tro.ng nũ.a cu’a hàm chı’nh h̀ınh - dó

là t́ınh chất di.a phu.o.ng: mõ̂i hàm chı’nh h̀ınh trong h̀ınh tròn d̂èu biê’u diẽ̂n

du.o.
.c du.́o.i da.ng tô’ng cu’a chuõ̂i lũy thù.a. Cu. thê’ ta chú.ng minh di.nh lý sau

D- i.nh lý 4.1.7. (Cauchy - Taylor 3)

Nếu hàm f(z) chı’nh h̀ınh trong miè̂n D th̀ı ta. i lân câ. n cu’a mỗi diê’m

z0 ∈ D hàm f(z) biê’u diẽ̂n du.o.
.c du.́o.i da. ng chuỗi lũy thù.a

f(z) =
∑

n≥0

an(z − z0)
n (4.5)

vó.i bán ḱınh hô. i tu. R không bé ho.n khoa’ng cách d tù. diê’m z0 dến biên ∂D

cu’a miè̂n D (d = dist(z0, ∂D).

3B. Taylor (1685-1731) là nhà toán ho.c Anh
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Chú.ng minh. Gia’ su.’ f ∈ H(D) và z0 là diê’m tùy ý cu’a miè̂n D. Ta ký

hiê.u S(z0, d) = {z ∈ D : |z − z0| < d} và gia’ su.’ z là diê’m tùy ý cu’a

S(z0, d) : z ∈ S(z0, d). Xét h̀ınh tròn S(z0, δ) dò̂ng tâm vó.i h̀ınh tròn S(z0, d)

vó.i bán ḱınh δ tho’a mãn diè̂u kiê.n 0 < δ < d sao cho diê’m z nà̆m trong D.

Áp du.ng công thú.c t́ıch phân Cauchy ta có

f(z) =
1

2πi

∫

γ(δ)

f(ζ)

ζ − z
dζ =

1

2πi

∫

γ(ρ)

f(ζ)dζ

(ζ − z0)
(
1 − z − z0

ζ − z0

) , (4.6)

trong dó γ(δ) = ζ : |ζ − z0| = δ}.
Dối vó.i diê’m z ∈ S(z0; δ) cố di.nh ta có bất dă’ng thú.c

∣∣∣z − z0

ζ − z0

∣∣∣ = q < 1, ζ ∈ γ(δ).

Do dó biê’u thú.c

1

1 − z − z0

ζ − z0

có thê’ xem nhu. tô’ng cu’a cấp số nhân

1

1 − z − z0

ζ − z0

=
∑

n>0

(z − z0

ζ − z0

)n
. (4.7)

Chuõ̂i (4.7) hô. i tu. dè̂u trên γ(ρ) nên ta có thê’ thu.
.c hiê.n phép t́ıch phân tù.ng

số ha.ng và tù. (4.6) và (4.7) ta thu du.o.
.c

f(z) =
∑

n>0

( 1

2πi

∫

γ(δ)

f(ζ)dζ

(ζ − z0)n+1

)
(z − z0)

n

=
∑

n≥0

an(z − z0)
n, (4.8)

trong dó

an =
1

2πi

∫

γ(δ)

f(ζ)dζ

(ζ − z0)n+1
, n = 0, 1, . . . (4.9)
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Dê’ ý dến công thú.c t́ıch phân Cauchy dối vó.i da.o hàm cu’a hàm chı’nh

h̀ınh ta có

an =
f (n)(z0)

n!
; n = 0, 1, 2, . . . (4.10)

Vı̀ dối vó.i mõ̂i diê’m z cố di.nh thuô. c h̀ınh tròn {|z − z0| < δ} chuỗi o.’ vế

pha’ i cu’a (4.7) hô. i tu. dè̂u dối vó.i ζ ∈ γ(δ) còn các hê. số an không phu. thuô. c

vào δ trong khoa’ng 0 < δ < d nên bán ḱınh hô. i tu. R cu’a chuõ̂i
∑
n>0

an(z−z0)
n

không bé ho.n d. Thâ.t vâ.y nếu R < d th̀ı mâu thuã̂n vó.i di.nh ngh̃ıa bán

ḱınh hô. i tu. cu’a chuõ̂i dó v̀ı có thê’ lấy δ là số ló.n ho.n R. Di.nh lý du.o.
.c chú.ng

minh.



htttp://www.ebook.edu.vn
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Hı̀nh IV.1

Chuõ̂i (4.8) vó.i hê. số biê’u diẽ̂n qua hàm chı’nh h̀ınh f(z) theo các công

thú.c (4.9) hay (4.10) du.o.
.c go. i là chuỗi Taylor vó.i tâm ta. i diê’m z0 hay khai

triê’n Taylor ta. i lân câ. n diê’m z0 cu’a hàm f(z).

Hê. qua’ 4.1.2. Mo. i chuỗi lũy thù.a dè̂u là chuỗi Taylor cu’a tô’ng cu’a nó.

Chú.ng minh. Thâ. t vâ.y, gia’ su.’ trong h̀ınh tròn nào dó

f(z) =
∑

n>0

an(z − z0)
n. (4.11)

Thay z = z0 ta có f(z0) = a0, da.o hàm tù.ng số ha.ng chuỗi (4.11) rò̂i thay

z = z0 ta t̀ım du.o.
.c f ′(a) = a1. Tı́nh da.o hàm tù.ng số ha.ng liên tiếp chuỗi

(4.11) rò̂i thay z = z0 ta có f ′′(z0) = 2!a2, f
(3)(z0) = 3!a3, . . . , f

(n)(z0) = n!an

và do dó an =
f (n)(z0)

n!
. Do dó chuõ̂i (4.11) là chuõ̂i Taylor cu’a hàm f(z).

Hê. qua’ 4.1.3. Gia’ su.’ M(r) = max
ζ∈γ(r)

|f(ζ)|. Khi dó các hê. số an cu’a chuỗi

Taylor tho’a mãn các bất dă’ng thú.c

|an| 6
M(r)

rn
, n = 0, 1, . . . (4.12)

trong dó r là số bất kỳ bé ho.n bán ḱınh hô. i tu. cu’a chuỗi. Các bất dă’ng thú.c

(4.12) du.o.
.c go. i là các bất dă’ng thú.c Cauchy dối vó.i hê. số cu’a chuỗi Taylor.
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Chú.ng minh. Tù. các công thú.c (4.9) và (4.10) ta có

an =
f (n)(z0)

n!
=

1

2πi

∫

γ(r)

f(ζ)

(ζ − z0)n+1
dζ.

Tù. dó áp du. ng công thú.c u.́o.c lu.o.
.ng t́ıch phân trong miè̂n phú.c ta thu du.o.

.c

|an| 6 1

2π
· M(r)

rn+1
· 2πr =

M(r)

rn

Dê’ rút ra hê. qua’ tiếp theo ta nêu ra

D- i.nh ngh̃ıa 4.1.1. 1) Diê’m z = a du.o.
.c go. i là diê’m ch́ınh quy cu’a hàm f(z)

nếu hàm f(z) chı’nh h̀ınh trong mô.t lân câ.n nào dó cu’a diê’m a.

2) Diê’m z = a du.o.
.c go. i là diê’m bất thu.̀o.ng cu’a hàm f(z) nếu nó không

là diê’m ch́ınh quy dối vó.i hàm f(z) nhu.ng trong lân câ.n bất kỳ cu’a nó d̂èu

có diê’m ch́ınh quy cu’a hàm.

Hê. qua’ 4.1.4. Bán ḱınh hô. i tu. cu’a chuỗi Taylor vó.i tâm ta. i diê’m z = a

bà̆ng khoa’ng cách tù. diê’m a dến diê’m bất thu.̀o.ng gà̂n nhất cu’a hàm f(z).

Chú.ng minh. Vı̀ các diê’m bất thu.̀o.ng dè̂u là diê’m biên dối vó.i miè̂n chı’nh

h̀ınh cu’a hàm nên theo di.nh lý Cauchy - Taylor bán ḱınh hô. i tu. cu’a chuỗi

Taylor thu du.o.
.c không bé ho.n khoa’ng cách d tù. diê’m a dến diê’m bất thu.̀o.ng

gà̂n nhất cu’a hàm, tú.c là R > d. Nhu.ng bán ḱınh hô. i tu. không thê’ ló.n ho.n

khoa’ng cách dó v̀ı nếu R > d th̀ı có ı́t nhất mô.t diê’m bất thu.̀o.ng cu’a hàm f

ro.i vào h̀ınh tròn hô. i tu. , mà diè̂u dó la. i không thê’ xa’y ra do tô’ng cu’a chuõ̂i

lũy thù.a là hàm chı’nh h̀ınh trong toàn bô. h̀ınh tròn hô. i tu. . Do dó R = d.

Công thú.c tô’ng quát (4.9) hay (4.10) dối vó.i hê. số Taylor thu.̀o.ng không

tiê.n lo.
.i trong t́ınh toán. Trong mô.t số tru.̀o.ng ho.

.p ta có thê’ áp du.ng các

phu.o.ng pháp do.n gia’n ho.n dê’ khai triê’n hàm thành chuỗi lũy thù.a.

Nếu f(z) là hàm hũ.u ty’ thu.
.c su.

. th̀ı ta có thê’ biê’u diẽ̂n nó du.́o.i da.ng tô’ng

hũ.u ha.n các phân thú.c tối gia’n da.ng
1

z − a
hay

1

(z − a)k
(k > 1). Khi dó
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phân thú.c
1

z − a
khai triê’n thành chuỗi cấp số nhân, còn phân thú.c

1

(z − a)k

(k > 1) khai triê’n thành chuõ̂i thu du.o.
.c bà̆ng phép da.o hàm liên tiếp k − 1

là̂n chuõ̂i cấp số nhân.

Nếu f(z) là biê’u thú.c vô ty’ hay siêu viê.t th̀ı có thê’ áp du.ng các khai

triê’n Taylor dối vó.i hàm ez, sin z, cos z, ln(1 + z), (1 + z)α, . . . (go. i là các

khai triê’n ba’ng) thu du.o.
.c bà̆ng cách t́ınh tru.

.c tiếp các da.o hàm cu’a các hàm

ấy.

I. ez =
∑
n>0

zn

n!
, z ∈ C

II. cos z =
∑
n>0

(−1)nz2n

(2n)!
, z ∈ C

III. sin z =
∑
n>0

(−1)nz2n+1

(2n+ 1)!
, z ∈ C

IV. ln(1 + z) =
∑
n>1

(−1)n−1

n
zn, |z| < 1

V.

(1 + z)α = 1 +
∑

n>1

(
α

n

)
zn = 1 + αx+

α(α − 1)

2
z2 + . . .

+
α(α − 1) · · · (α − n+ 1)

n!
zn + . . . , α ∈ R, |z| < 1,

(
α

0

)
= 1,

(
α

n

)
=
α(α − 1) · · · (α− n+ 1)

n!
,

(
α

n

)
= Cα

n nếu α ∈ N

VI1.
1

1 − z
=
∑
n>0

zn, |z| < 1

VI2.
1

1 + z
=
∑
n>0

(−1)nzn, |z| < 1.

. . . . . . . . . .
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Tru.́o.c khi áp du.ng các khai triê’n ba’ng ta cà̂n biến dô’i so. bô. hàm dã cho.

Ta minh ho.a diè̂u dó bà̆ng mô.t số v́ı du. sau dây.

Vı́ du. 1. Khai triê’n hàm

f(z) =
1

(1 − z2)(z2 + 4)

thành chuõ̂i Taylor ta. i lân câ.n diê’m z = 0.

Gia’i. Hàm dã cho có thê’ biê’u diẽ̂n du.́o.i da.ng:

f(z) =
1

5

[ 1

1 − z2
+

1

z2 + 4

]

=
1

5

[ 1

1 − z2
+

1

4
(
1 +

z2

4

)
]
·

Bây giò. áp du. ng khai triê’n VI1

1

1 − t
=
∑

n>0

tn, |t| < 1

ta có

f(z) =
∑

n>0

1

5

[
1 +

(−1)n

4n+1

]
z2n, |z| < 1.

Vı́ du. 2. Tı̀m khai triê’n Taylor cu’a hàm

f(z) = ez · cos z.

Gia’i. Ta.i lân câ.n diê’m z = 0 ta có thê’ nhân hai chuỗi vó.i nhau. Tuy

nhiên, trong tru.̀o.ng ho.
.p này, tiê.n lo.

.i ho.n ca’ là su.’ du.ng dò̂ng nhất thú.c

ez · cos z = ez
[eiz + e−iz

2

]
=

1

2
[e(1+i)z + e1−i)z].

Vı̀ 1 + i =
√

2 · eiπ
4 ; 1 − i =

√
2 · e−iπ

4 nên áp du.ng khai triê’n (II) ta có:

ez · cos z =
∑

n>0

2
n
2 · eiπn

4 + 2
n
2 · e−iπn

4

2
zn

=
∑

n>0

(
2

n
2 cos

πn

4

)
· zn, z ∈ C.
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Vı́ du. 3. Khai triê’n hàm f(z) =
1

1 + z
+ e−z thành chuỗi Taylor vó.i tâm

a = 0 và chı’ ra bán ḱınh hô. i tu. cu’a chuõ̂i.

Gia’i. Ta có

1

1 + z
= 1 − z + z2 − z3 + · · · + (−1)nzn + . . .

e−z = 1 − z +
z2

2!
− z3

3!
+ · · · + (−1)n

zn

n!
+ . . .

Tù. dó bà̆ng cách cô.ng các chuõ̂i ta thu du.o.
.c

f(z) = [1 − z + z2 − · · · + (−1)nzn + . . . ]

+
[
1 − z +

z2

2!
− · · · + (−1)n

zn

n!
+ . . .

]

= 2 − 2z +
(
1 +

1

2!

)
z2 −

(
1 +

1

3!

)
z3 + . . .

+ (−1)n−1
(
1 +

1

(n− 1)!

)
zn−1 + . . .

=
∑

n>1

(−1)n−1
(
1 +

1

(n− 1)!

)
zn−1.

Diê’m bất thu.̀o.ng gà̂n gốc to.a dô. nhất là z = −1. Do dó bán ḱınh hô. i tu. cu’a

chuõ̂i là R = 1.

Vı́ du. 4. Khai triê’n hàm

f(z) =
z2 − 2z + 19

(z − 3)2(2z + 5)

thành chuõ̂i Taylor vó.i tâm ta. i diê’m a = 0 và chı’ ra bán ḱınh hô. i tu. cu’a

chuõ̂i thu du.o.
.c.

Gia’i. Vı̀ f(z) là phân thú.c hũ.u ty’ thu.
.c su.

. nên ta có thê’ biê’u diẽ̂n nó

du.́o.i da.ng tô’ng các phân thú.c tối gia’n:

f(z) =
1

2z + 5
+

2

(z − 3)2
·



htttp://www.ebook.edu.vn

296 Chu.o.ng 4. Các t́ınh chất co. ba’n cu’a hàm chı’nh h̀ınh

Tiếp theo ta có

1

2z + 5
=

1

5
· 1

1 +
2z

5

=
∑

n>1

(−1)n
2n

5n+1
zn.

Vı̀ diê’m z = −5

2
là diê’m bất thu.̀o.ng gà̂n gốc to.a dô. nhất nên bán ḱınh hô. i

tu. R1 cu’a chuõ̂i thu du.o.
.c là R1 =

5

2
.

Dê’ khai triê’n hàm
2

(z − 3)2
thành chuỗi Taylor ta. i lân câ.n diê’m a = 0 ta

sẽ áp du.ng hê. qua’ cu’a di.nh lý Weierstrass. Ta có

( 2

z − 3

)′
= − 2

(z − 3)2

2

z − 3
= −2

3
· 1

1 − z

3

= −2
∑

n>0

1

3n+1
zn, |z| < 3.

và do dó

2

(z − 3)2
= 2

∑

n>1

nzn−1

3n+1
= 2

∑

n>0

(n+ 1)zn

3n+2
, |z| < 3.

Cô.ng các chuõ̂i thu du.o.
.c ta có

f(z) =
∑

n>0

[
(−1)n

2n

5n+1
+

2(n+ 1)

3n+2

]
zn, |z| < 5

2
·

Vı́ du. 5. Khai triê’n nhánh logarit nhâ.n giá tri. 2πi ta. i diê’m z0 = 1 thành

chuõ̂i Taylor trong lân câ.n diê’m a = 2.

Gia’i. Tru.́o.c hết ta cà̂n xác di.nh nhánh nào (trong vô số nhánh cu’a hàm

logarit) là nhánh tho’a mãn diè̂u kiê.n cu’a bài toán. Ta có

ln z = ln[2 + (z − 2)] = ln
{

2
[
1 +

z − 2

2

]}

= ln 2 + ln
(
1 +

z − 2

2

)
.
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Tù. dó suy rà̆ng

ln z = ln 2 + ln
(
1 +

z − 2

2

)
+ 2πi

là nhánh cà̂n t̀ım. Nhánh này chı’nh h̀ınh trong miè̂n C\R−. Vı̀ dist (2; ∂D) =

2 nên trong h̀ınh tròn {z : |z − 2| < 2} theo IV nhánh du.o.
.c cho.n khai triê’n

du.o.
.c thành chuỗi Taylor da.ng

ln z = ln 2 + 2πi+
∑

n>1

(−1)n−1

n2n
(z − 2)n,

vó.i bán ḱınh hô. i tu. R = 2.

Vı́ du. 6. Khai triê’n hàm f(z) = 3
√
z, 3

√
−8 = −2 thành chuỗi Taylor trong

lân câ.n diê’m a = −8.

Gia’i. Nhu. trong v́ı du. 5 ta có

3
√
z = 3

√
−8 + (z + 8) = 3

√
−8
[
1 − z + 8

8

]1/3

và do dó nhánh tho’a mãn diè̂u kiê.n bài toán là

f(z) = −2
(
1 − z + 8

8

)1/3

.

Tiếp theo, áp du.ng công thú.c V ta có

f(z) = −2
(
1 −

∑

n>1




1

3
n


 1

8n
(z + 8)n

}

Vı̀ z = 0 là diê’m bất thu.̀o.ng cu’a hàm gà̂n diê’m a = −8 nhất nên R =

dist(0;−8) = 8.

D- i.nh lý 4.1.8. Gia’ su.’ chuỗi các hàm chı’nh h̀ınh
∑
k>1

uk(z) hô. i tu. dè̂u trong

h̀ınh tròn S(a;R) = {z : |z − a| < R} dến tô’ng f(z):

f(z) =
∑

k>1

uk(z) (4.13)



htttp://www.ebook.edu.vn

298 Chu.o.ng 4. Các t́ınh chất co. ba’n cu’a hàm chı’nh h̀ınh

Khi dó các hê. số Taylor an(f) cu’a hàm f(z) xác di.nh bo.’ i (4.13) là bà̆ng các

tô’ng cu’a các hê. số Taylor cùng số hiê.u an(uk) cu’a các hàm uk(z), tú.c là

an(f) =
∑

k>1

an(uk). (4.14)

Chú.ng minh. Tı́nh chı’nh h̀ınh cu’a hàm tô’ng f(z) du.o.
.c suy ra tù. di.nh lý

Weierstrass (4.1.3). Cũng theo di.nh lý Weierstrass ta có

f (n)(z) =
∑

k>1

u
(n)
k (z)

Thay z = a ta thu du.o.
.c

f (n)(a)

n!
=
∑

k>1

u
(n)
k (a)

n!

hay là

an(f) =
∑

k>1

an(uk).

Ta xét v́ı du. sau dây.

Ta xét tô’ng cu’a chuõ̂i hàm

F (z) =
∑

n>0

zn

1 − zn
·

Tru.́o.c hết ta nhâ.n xét rà̆ng các số ha.ng cu’a chuõ̂i dè̂u là nhũ.ng hàm

chı’nh h̀ınh trong h̀ınh tròn do.n do.n vi..

Ta cà̂n chú.ng minh rà̆ng chuõ̂i dã cho hô. i tu. dè̂u trên tù.ng compá̆c cu’a

h̀ınh tròn do.n vi. U . Thâ. t vâ.y, nếu K là tâ.p ho.
.p dóng trong U và δ > 0 là

khoa’ng cách tù. K dến du.̀o.ng tròn do.n vi. th̀ı

|z| 6 1 − δ = ρ < 1 ∀z ∈ K.
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Do dó
∣∣∣ zn

1 − zn

∣∣∣ 6 ρn

1 − ρn
6 ρn

1 − ρ
·

Nhu.ng v̀ı chuỗi
∑
n>0

ρn

1 − ρ
hô. i tu. , nên chuỗi dã cho hô. i tu. dè̂u trên K.

Dê’ xác di.nh hê. số Taylor cu’a zk trong khai triê’n Taylor cu’a hàm f(z) ta

cà̂n cô.ng các hê. số Taylor cu’a zk trong mo.i khai triê’n

σn =
zn

1 − zn
= zn + z2n + z3n + . . .

Ta ký hiê.u hê. số Taylor cu’a σn là Ak(σn). Ta có

Ak(σn) =





1, nếu k chia hết cho n,

0, nếu k không chia hết cho n.

Do dó hê. số cà̂n t̀ım cu’a zk bà̆ng tô’ng các do.n vi. vó.i số lu.o.
.ng bằng số các

u.́o.c tu.
. nhiên cu’a số k. Nếu ta ký hiê.u ϕ(k) là số dó, th̀ı ϕ(1) = 1; ϕ(2) = 2;

ϕ(3) = 2; ϕ(4) = 3, . . . và ta có

F (z) =
∑

k>1

ϕ(k)zk

Dó là khai triê’n muốn t̀ım. Hàm F (z) chı’nh h̀ınh trong h̀ınh tròn do.n vi.
(theo di.nh lý Weierstrass) nên chuỗi dang xét hô. i tu. trong h̀ınh tròn do.n vi..

D- i.nh lý 4.1.9. Gia’ su.’ f(z) là hàm ho.
.p cu’a z

f(z) = F [ϕ(z)] = F (w), w = ϕ(z)

và các diè̂u kiê. n sau dây du.o.
.c tho’a mãn

1+. hàm w = ϕ(z) chı’nh h̀ınh trong lân câ. n diê’m z = a;

2+. hàm F (w) chı’nh h̀ınh trong lân câ. n diê’m w = b = ϕ(a).

Khi dó: 1) hàm f = F ◦ ϕ chı’nh h̀ınh ta. i lân câ. n diê’m z = a;

2) Khai triê’n Taylor cu’a hàm f(z) vó.i tâm ta. i diê’m z = a thu du.o.
.c bà̆ng

phép thế chuỗi theo lũy thù.a cu’a z − a dối vó.i hàm ϕ(z) vào chuỗi theo lũy
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thù.a cu’a w − b dối vó.i hàm F (w); o.’ dây các hê. số Taylor cu’a hàm f(z)

du.o.
.c t̀ım bằng cách thu.

.c hiê.n các phép nhân chuỗi và cô. ng các hê. số cu’a

các lũy thù.a cùng bâ. c.

Chú.ng minh. Gia’ su.’

ϕ(z) = b+
∑

m>1

am(z − a)m, |z − r| < r (4.15)

F (w) =
∑

n>0

An(w − b)n, |w − b| < R. (4.16)

trong dó các hê. số am, An dã biết.

Vı̀ ϕ(z) → b khi z → a nên ∃ ρ = ρ(R), 0 < ρ 6 r sao cho khi |z− a| < ρ

th̀ı

|ϕ(z) − b| < R.

Do dó khi |z| < ρ, diê’m w = ϕ(z) thuô.c h̀ınh tròn hô. i tu. cu’a chuõ̂i (4.16).

Vı̀ F (w) chı’nh h̀ınh trong h̀ınh tròn |w− b| < R, còn ϕ(z) chı’nh h̀ınh trong

h̀ınh tròn |z− a| < ρ và giá tri. cu’a nó thuô.c h̀ınh tròn |w− b| < R nên hàm

ho.
.p

f(z) = F [ϕ(z)]

chı’nh h̀ınh trong h̀ınh tròn |z − a| < ρ. Tù. dó theo di.nh lý Cauchy - Taylor

hàm f(z) khai triê’n du.o.
.c thành chuỗi lũy thù.a trong h̀ınh tròn |z − a| < ρ.

Ta cà̂n t̀ım hê. số cu’a chuỗi dó.

Xét khai triê’n

f(z) = F [ϕ(z)] =
∑

n>0

An[ϕ(z)− b]n

=
∑

n>0

An

{∑

m>1

am(z − a)m
}n

(4.17)

hô. i tu. khi |z − a| < ρ.
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Dê’ có thê’ du.
.a vào t́ınh hô. i tu. dè̂u cu’a nó ta thay ρ bo.’ i số không ló.n ho.n

nó là 0 < ρ′ 6 ρ sao cho trong h̀ınh tròn |z − a| < ρ′ th̀ı

|ϕ(z) − b| < R

2
·

Vı̀ chuõ̂i (4.16) hô. i tu. dè̂u khi |w − b| < R

2
nên chuỗi (4.17) hô. i tu. dè̂u khi

|z − a| < ρ′. Do dó hê. số cu’a zk trong khai triê’n Taylor cu’a f(z) có thê’

t̀ım du.o.
.c bà̆ng cách lấy tô’ng các hê. số cùng số hiê.u trong khai triê’n cu’a mõ̂i

hàm un(z) = An[ϕ(z) − b]n. Dê’ t̀ım khai triê’n Taylor dối vó.i un(z) ta cà̂n

thu.
.c hiê.n phép nhân liên tiếp các chuỗi

∑
m>1

am(z− a)m vó.i ch́ınh nó. Chuỗi
∑
n>0

un(z) hô. i tu. dè̂u và gò̂m tù. các hàm chı’nh h̀ınh nên có thê’ áp du.ng di.nh

lý 4.1.6. Tù. dó và tù. t́ınh duy nhất cu’a khai triê’n hàm thành chuỗi lũy

thù.a suy ra cách xác di.nh các hê. số Taylor cu’a hàm f . Di.nh lý du.o.
.c chú.ng

minh.

Vı́ du. . Tı̀m bốn số ha.ng dà̂u tiên cu’a khai triê’n hàm f(z) = esin z thành

chuõ̂i Taylor vó.i tâm a = 0.

Gia’i. Thay t = sin z vào dă’ng thú.c

et = 1 +
t

1!
+
t2

2!
+ · · · =

tn

n!
+ . . .

ta thu du.o.
.c

esin z = 1 +
sin z

1!
+

sin2 z

2!
+ · · · + sinn z

n!
+ . . .

Tù. dó ta có

esin z = 1 +
(
z − z3

3!
+ . . .

)
+

1

2!

(
z − z3

3!
+ . . .

)2

+
1

3!

(
z − z3

3!
+ . . .

)2

+ · · · =
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= 1 +
(
z − z3

3!
+ . . .

)
+

1

2!
z2
(
1 − z2

3!
+ . . .

)2

+
1

3!
z2
(
1 − z2

3!
+ . . .

)3

+ . . .

= 1 + z − 1

3!
z3 +

1

2!
z2 +

1

3!
z3 + . . .

= 1 + z +
1

2
z2 + 0 + . . .

D- i.nh lý 4.1.10. Gia’ su.’ cho hai chuỗi lũy thù.a

ϕ(z) =
∑

n>0

an(z − a)n, ψ(z) =
∑

n>0

bn(z − a)n

vó.i bán ḱınh hô. i tu. tu.o.ng ú.ng là R1 và R2. Gia’ su.’ ψ(z) không triê. t tiêu

trong h̀ınh tròn |z − a| < ρ, ρ > 0; ký hiê.u r = min(R1, R2, ρ). Khi dó hàm

f(z) =
ϕ(z)

ψ(z)

chı’nh h̀ınh trong h̀ınh tròn |z − a| < r và nếu

f(z) =
∑

n>0

an(z − a)n

th̀ı

c0 =
a0

b0
,

cn =
1

bn+1
0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b0 0 0 . . . 0 a0

b1 b0 0 . . . 0 a1

b2 b1 b0 . . . 0 a2

...
...

...
. . .

...
...

bn−1 bn−2 bn−3 . . . b0 an−1

bn bn−1 bn−2 . . . b1 an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, n = 1, 2, . . . (4.18)

Chú.ng minh. Tı́nh chı’nh h̀ınh cu’a hàm f(z) trong h̀ınh tròn dã nêu du.o.
.c

rút ra tù. quy tá̆c da.o hàm dối vó.i phân thú.c. Ta nhâ.n xét rà̆ng tù. diè̂u kiê.n
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cu’a di.nh lý suy rà̆ng b0 6= 0 v̀ı trong tru.̀o.ng ho.
.p ngu.o.

.c la. i ψ(a) = 0 và do dó

ρ = 0 và ta di dến mâu thuã̂n. Tiếp theo, tù. dò̂ng nhất thú.c
ϕ(z)

ψ(z)
= f(z)

suy rà̆ng
∑

n>0

an(z − a)n =
∑

n>0

cn(z − a)n ·
∑

n>0

bn(z − a)n.

Vı̀ các chuõ̂i o.’ vế pha’ i hô. i tu. tuyê.t dối trong h̀ınh tròn |z− a| < r nên trong

h̀ınh tròn dó ta có thê’ thu.
.c hiê.n phép nhân các chuỗi dó. Ta thu du.o.

.c

∑

n>0

an(z − a)n =
∑

n>0

( n∑

k=0

bn−kck
)
(z − a)n

= c0b0 + (c0b1 + c1b0)(z − a)

+ (c0b2 + c1b1 + c2b0)(z − a)2 + . . .

+ (c0bn + c1bn−1 + · · · + cnb0)(z − a)n + . . .

Do t́ınh duy nhất cu’a khai triê’n hàm thành chuõ̂i lũy thù.a ta có thê’ xác

di.nh các hê. số c0, c1, . . . bo.’ i hê. sau

b0c0 = a0,

b1c0 + b0c1 = a1,

b2c0 + b1c1 + b0c2 = a2,

. . . . . . . . . . . .

bnc0 + bn−1c1 + bn−2c2 + · · · + b0cn = an,

. . . . . . . . . . . .

Dó là hê. vô ha.n các phu.o.ng tr̀ınh tuyến t́ınh dối vó.i các hê. số chu.a biết

c0, c1, . . . , cn, . . . Tù. hê. dó ta có thê’ xác di.nh hê. số c0, c1, . . . , cn, . . . vó.i số

hiê.u cho tru.́o.c bất kỳ. Thâ. t vâ.y, hê. n + 1 phu.o.ng tr̀ınh dà̂u vó.i các â’n

c0, c1, . . . , cn có di.nh thú.c bà̆ng
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b0 0 0 . . . 0

b1 b0 0 . . . 0
...

...
...

. . .
...

bn bn−1 bn−2 . . . b0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= bn+1
0 6= 0 (4.19)
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Tù. (4.19) và quy tá̆c Cramer ta thu du.o.
.c (4.18).

Vı́ du. . Ta thu.
.c hiê.n phép chia chuỗi lũy thù.a cho chuõ̂i lũy thù.a. Xét hàm

f(z) =
z

ez − 1
·

Vı̀ z và ez − 1 dè̂u chı’nh h̀ınh ∀ z ∈ C nên hàm f(z) chı’nh h̀ınh ∀ z ∈
C \ {0;±2πi;±4πi; . . .}. Vı̀

f(z) =
z

ez − 1
=

z
(
1 +

z

1!
+
z2

2!
+ . . .

)
− 1

=
1

1 +
z

2!
+
z2

3!
+ . . .

(4.20)

nên sau khi cho f(0) = 1 ta có thê’ xem f(z) chı’nh h̀ınh ta. i z = 0. Diê’m bất

thu.̀o.ng gà̂n z = 0 nhất là z = 2πi (và z = −2πi). Do dó trong h̀ınh tròn

|z| < 2π hàm f(z) khai triê’n du.o.
.c thành chuỗi a0 + a1z + · · · + anz

n + . . . .

Du.
.a vào (4.20) ta có thê’ viết

1 =
(
1 +

z

2!
+
z2

3!
+
z3

4!
+ . . .

)(
a0 + a1z + a2z

2 + . . .
)

Chuõ̂i thu du.o.
.c sau phép nhân chuỗi vó.i chuỗi o.’ vế pha’ i dò̂ng nhất bà̆ng 1

(tú.c là bằng 1 + 0z + 0z2 + . . . )

a0 = 1,

a1 +
1

2!
a0 = 0,

a2 +
1

2!
a1 +

1

3!
a0 = 0, (4.21)

. . . . . . . . .

an +
1

2!
an−1 + · · · + 1

n!
a1 +

1

(n + 1)!
a0 = 0, n > 1.

Tù. (4.21) suy ra:

a0 = 1, a1 = −1

2
, a2 =

1

12
, a3 = 0, a4 = − 1

720
, . . .
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và do dó khai triê’n có da.ng

z

ez − 1
= 1 − z

2
+
z2

12
− z4

720
+ . . . (4.22)

Ta sẽ chú.ng to’ rà̆ng trong chuõ̂i thu du.o.
.c mo.i hê. số vó.i số hiê.u le’ (trù. ra

a1) dè̂u bà̆ng 0. Thâ. t vâ.y tù. (4.22) ta có

z

ez − 1
+
z

2
= 1 +

z2

12
− z4

720
+ . . .

Vế trái là hàm chẵn v̀ı

z

ez − 1
+
z

2
=
z

2

ez + 1

ez − 1
=
z

2
· e

z
2 + e−

z
2

e
z
2 − e−

z
2

=
z

2
cth

z

2
·

Do dó khai triê’n Taylor cu’a nó o.’ vế pha’ i chı’ chú.a các lũy thù.a chã̆n.

4.1.5 Các quan diê’m khác nhau trong viê.c xây du.
.ng

lý thuyết hàm chı’nh h̀ınh

Khi xây du.
.ng lý thuết hàm chı’nh h̀ınh ta có thê’ xuất phát tù. các di.nh ngh̃ıa

tu.o.ng du.o.ng nhau vè̂ hàm chı’nh h̀ınh trong miè̂n D. Diè̂u dó du.
.a trên co. so.’

là ló.p các hàm chı’nh h̀ınh trong miè̂n D có thê’ du.o.
.c dă. c tru.ng bo.’ i nhũ.ng

t́ınh chất dă. c biê. t khác nhau nhu.ng tu.o.ng du.o.ng nhau. Do vâ.y hê. thống

tr̀ınh bày lý thuyết hàm biến phú.c phu. thuô.c nhiè̂u vào viê.c cho.n t́ınh chất

nào trong số dó làm di.nh ngh̃ıa xuất phát.

Sau dây là nhũ.ng t́ınh chất quan tro.ng nhất dă.c tru.ng cho t́ınh chı’nh

h̀ınh cu’a hàm f(z) trong miè̂n D. O
.’ dây ta gia’ thiết D là miè̂n do.n liên và

ta ký hiê.u f(z) = u(x, y) + iv(x, y), z = x+ iy.

Tı́nh chất C. Hàm f(z) có da.o hàm f ′(z) ta. i mo.i diê’m cu’a miè̂n D.

Tı́nh chất R. Trong miè̂n D phà̂n thu.
.c u(x, y) và phà̂n a’o v(x, y) có các

da.o hàm riêng cấp 1 liên tu.c và tho’a mãn các diè̂u kiê.n Cauchy - Riemann

∂u

∂x
=
∂v

∂y
;

∂u

∂y
= −∂v

∂x
·
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Tı́nh chất J . Gia’ thiết hàm f(z) liên tu.c trong miè̂n D. Tı́nh chất J

du.o.
.c phát biê’u bo.’ i mô.t trong hai da.ng tu.o.ng du.o.ng sau.

(J1) Vó.i hai diê’m a và b thuô.c D bất kỳ, t́ıch phân

∫

L(a,b)

f(z)dz lấy theo

du.̀o.ng cong do du.o.
.c L(a, b) di tù. diê’m a dến diê’m b là không phu. thuô.c vào

du.̀o.ng lấy t́ıch phân L(a, b) mà chı’ phu. thuô.c vào hàm f(z), diê’m dà̂u a và

diê’m cuối b cu’a L.

(J2) Vó.i du.̀o.ng cong dóng do du.o.
.c bất kỳ L nà̆m trong miè̂n D t́ıch phân∫

L

f(z)dz lấy theo du.̀o.ng cong dó là bà̆ng không.

Tı́nh chất W. Vó.i mo.i diê’m a ∈ D hàm f(z) khai triê’n du.o.
.c thành chuỗi

lũy thù.a vó.i tâm ta. i a, tú.c là: ∀ a ∈ D, ∃(An), An = An(a) sao cho chuõ̂i

∑

n>0

An(z − a)n

hô. i tu. trong h̀ınh tròn {z : |z−a| < R} nào dó (bán ḱınh hô. i tu. R phu. thuô. c

vào a) và có tô’ng bà̆ng f(z)).

Ta có

D- i.nh lý 4.1.11. Các t́ınh chất C, R, J và W là tu.o.ng du.o.ng vó.i nhau.

Chú.ng minh. Ta cà̂n chú.ng minh lu.o.
.c dò̂ sau dây

C =⇒ R~ww
ww�

W ⇐= J

1+ Diè̂u khă’ng di.nh C =⇒ R du.o.
.c chú.ng minh trong di.nh lý 6.3 (vè̂ diè̂u

kiê.n cà̂n dê’ hàm f(z) là C - kha’ vi) và di.nh lý 11.14 vè̂ su.
. tò̂n ta. i da.o hàm

mo.i cấp cu’a hàm chı’nh h̀ınh.

2+ Diè̂u khă’ng di.nh R =⇒ J du.o.
.c chú.ng minh bo.’ i di.nh lý 10.3.

3+ Diè̂u khă’ng di.nh J =⇒ W du.o.
.c chú.ng minh bo.’ i di.nh lý Cauchy -

Taylor.
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4.1. Các kết qua’ quan tro.ng nhất rút ra tù. t́ıch phân Cauchy 307

4+ Sau cùng, diè̂u khă’ng di.nh W =⇒ C du.o.
.c chú.ng minh trong di.nh lý

6.9 vè̂ t́ınh chı’nh h̀ınh cu’a chuõ̂i lũy thù.a trong h̀ınh tròn hô. i tu. cu’a nó.

Xuất phát tù. các quan diê’m khác nhau nhu. vâ.y nên các thuâ. t ngũ. du.o.
.c

dùng cũng khác nhau. Tù. di.nh lý 4.1.11 các thuâ.t ngũ. sau dây du.o.
.c xem là

dò̂ng ngh̃ıa

“hàm chı’nh h̀ınh” ≡ “hàm gia’i t́ıch” ≡
≡ “hàm dè̂u” ≡ “hàm ch́ınh quy”

hoă.c còn dùng thuâ. t ngũ. “hàm nguyên trong miè̂n D”. O
.’ dây, thuâ.t ngũ.

hàm chı’nh h̀ınh du.o.
.c dùng dà̂u tiên bo.’ i các ho.c trò cu’a Cauchy. Thuâ. t ngũ.

“hàm gia’ i t́ıch” du.o.
.c dùng dà̂u tiên bo.’ i Lagrange và sau dó bo.’ i Weierstrass.

Trên thu.
.c tế O. Cauchy (1784 - 1857) dã di.nh ngh̃ıa hàm chı’nh h̀ınh bo.’ i

t́ınh chất C (du.
.a vào các t́ınh chất kha’ vi cu’a hàm) mă.c dù khi chú.ng minh

di.nh lý t́ıch phân Cauchy (công thú.c t́ıch phân co. ba’n I) ông dã thêm gia’

thiết có t́ınh chất kỹ thuâ. t là da.o hàm f ′(z) pha’i liên tu.c trong D. Nhu.ng

diè̂u dó dã du.o.
.c khá̆c phu.c bo.’ i Goursat và Pringsheim vè̂ sau.

Cùng thò.i vó.i Cauchy, nhà toán ho.c Dú.c B. Riemann (1826 - 1866) dã

xuất phát tù. t́ınh chất R. Phu.o.ng pháp này du.a dến su.
. kha’o sát dò̂ng thò.i

că.p hàm diè̂u hòa liên ho.
.p u và v trong miè̂nD liên hê. vó.i nhau bo.’ i diè̂u kiê.n

Cauchy - Riemann và xác di.nh hàm chı’nh h̀ınh du.́o.i da.ng f(z) = u(z)+iv(z).

Ngu.̀o.i tiếp theo xác lâ.p co. so.’ lý thuyết hàm biến phú.c theo mô.t cách

khác là K. Weierstrass (1815 - 1897). Weierstrass dã su.’ du.ng t́ınh khai triê’n

du.o.
.c cu’a hàm thành chuõ̂i lũy thù.a (tú.c là t́ınh chất W) d̂e’ làm di.nh ngh̃ıa.

Sau cùng, dê’ thu du.o.
.c các t́ınh chất co. ba’n cu’a hàm chı’nh h̀ınh và dă.c

biê.t là thu du.o.
.c nhanh công thú.c t́ıch phân Cauchy ngu.̀o.i ta dã su.’ du.ng

t́ınh chất J . Ngu.̀o.i dà̂u tiên kha’o sát các t́ınh chất cu’a hàm chı’nh h̀ınh du.
.a

trên quan diê’m này là Osgood: Hàm liên tu.c f(z) trong miè̂n do.n liên D

du.o.
.c go. i là hàm chı’nh h̀ınh trong miè̂n dó nếu vó.i du.̀o.ng cong dóng do du.o.

.c

L bất kỳ thuô.c miè̂n D th̀ı t́ıch phân

∫

L

f(z) lấy theo du.̀o.ng cong dó là bà̆ng

0.

Bây giò. ta nêu ra mô.t số v́ı du. chú.ng minh mô.t số t́ınh chất cu’a hàm
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bà̆ng nhũ.ng phu.o.ng pháp khác nhau du.
.a trên các di.nh ngh̃ıa xuất phát dã

nêu.

1. Tô’ng cu’a hai hàm chı’nh h̀ınh trong miè̂n D là hàm chı’nh h̀ınh trong

miè̂n D.

Chú.ng minh. Gia’ su.’ f1, f2 ∈ H(D).

(C). Nếu f1 và f2 kha’ vi ta. i diê’m z ∈ D tùy ý th̀ı f1 + f2 cũng kha’ vi ta. i

dó và ta. i dó nó có da.o hàm mo.i cấp.

(R). Dă.t f1(z) = u1(x, u) + iv1(x, y); f2(z) = u2(x, y) + iv2(x, y). Khi dó

f1(z) + f2(z) = [u1(x, y) + u2(x, y)] + i[v1(x, y) + v2(x, y)].

Vı̀ mo.i da.o hàm riêng cấp 1 cu’a hàm u1, u2, v1, v2 tò̂n ta. i và liên tu.c nên

các hàm u1 + u2 và v1 + v2 cũng có t́ınh chất dó. Ngoài ra tù. các diè̂u kiê.n




∂u1

∂y
=
∂v1

∂y
∂u1

∂y
= −∂v1

∂x

và





∂u2

∂x
=
∂v2

∂y
∂u2

∂y
= −∂v2

∂x

suy ra

∂(u1 + u2)

∂x
=
∂(v1 + v2)

∂y
,

∂(u1 + u2)

∂y
= −∂(v1 + v2)

∂x
,

tú.c là f1(z) + f2(z) chı’nh h̀ınh theo di.nh ngh̃ıa R.

(J). Dối vó.i du.̀o.ng cong dóng do du.o.
.c Γ bất kỳ trong miè̂n D ta có

∫

Γ

f1(z)dz = 0

∫

Γ

f2(z)dz = 0

=⇒
∫

Γ

[f1(z) + f2(z)]dt = 0

tú.c là hàm f1 + f2 chı’nh h̀ınh theo di.nh ngh̃ıa J .

(W). Nếu các chuõ̂i lũy thù.a

f1(z) =
∑

n>0

a′n(z − a)n
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và

f2(z) =
∑

n>

a′′n(z − a)n

hô. i tu. trong lân câ.n cu’a diê’m a tùy ý nào dó cu’a miè̂n D th̀ı chuỗi

f1(z) + f2(z) =
∑

n>0

(a′n + a′′n)(z − a)n

cũng hô. i tu. trong lân câ.n dó và hàm f1(z)+f2(z) chı’nh h̀ınh theo di.nh ngh̃ıa

(W).

2. Nếu f1, f2 ∈ H(D) th̀ı f1f2 ∈ H(D),
f1

f2
∈ H(D), f2 6= 0 trong miè̂n

D.

Chú.ng minh. 1+ Viê.c chú.ng minh f1f2 ∈ H(D) theo di.nh ngh̃ıa C là không

có g̀ı khó khăn. Phép chú.ng minh theo di.nh ngh̃ıa W (phép nhân chuỗi) hay

di.nh ngh̃ıa R tuy phú.c ta.p nhu.ng dè̂u dẫn dến kết qua’ mong muốn. Viê.c

chú.ng minh t́ınh chı’nh h̀ınh cu’a f1 · f2 bà̆ng di.nh ngh̃ıa J to’ ra không th́ıch

ho.
.p.

2+ Dê’ chú.ng minh
f1

f2
∈ H(D) do.n gia’n ho.n ca’ là dùng di.nh ngh̃ıa C.

Phép chú.ng minh du.
.a vào di.nh ngh̃ıa W rất phú.c ta.p: dó là phép chia chuỗi

cho chuõ̂i theo phu.o.ng pháp hê. số bất di.nh (di.nh lý 4.1.10).

3. Nếu hàm W = ϕ(z) chı’nh h̀ınh ta. i diê’m z0, còn hàm f(w) chı’nh h̀ınh

ta. i w0 = ϕ(z0) th̀ı hàm f(ϕ(z)) chı’nh h̀ınh ta. i diê’m z0.

Chú.ng minh. Phép chú.ng minh du.
.a vào di.nh ngh̃ıa C là hiê’n nhiên v̀ı nó

thu du.o.
.c tù. quy tá̆c da.o hàm cu’a hàm ho.

.p. Nếu áp du.ng di.nh ngh̃ıa (W)

th̀ı phép chú.ng minh phú.c ta.p ho.n do phép thế chuỗi vào chuõ̂i (di.nh lý

4.1.9).
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4.2 T́ınh chất duy nhất cu’a hàm chı’nh h̀ınh

Trong 3.2 ta dã thấy rà̆ng hàm chı’nh h̀ınh hoàn toàn du.o.
.c xác di.nh bo.’ i các

giá tri. cu’a nó trên biên cu’a miè̂n chı’nh h̀ınh. Bây giò. ta sẽ chú.ng to’ rà̆ng

hàm chı’nh h̀ınh hoàn toàn du.o.
.c xác di.nh bo.’ i giá tri. cu’a nó trên dãy diê’m

tùy ý hô. i tu. dến diê’m thuô.c miè̂n chı’nh h̀ınh. Tı́nh chất “nô. i ta. i” này cu’a

hàm chı’nh h̀ınh du.o.
.c go. i là t́ınh chất duy nhất.

4.2.1 Không diê’m (0-diê’m) cu’a hàm chı’nh h̀ınh

D- i.nh ngh̃ıa 4.2.1. Gia’ su.’ f(z) ∈ H(D). Khi dó

1+ Diê’m z = a ∈ D du.o.
.c go. i là không-diê’m (0-diê’m) cu’a hàm f(z) nếu

f(a) = 0.

2+ Diê’m z = a ∈ D du.o.
.c go. i là không-diê’m cấp m cu’a hàm f(z) nếu

f(a) = f ′(a) = · · · = f (m−1)(a) = 0,
(4.23)

f (m)(a) 6= 0.

Nếu m = 1 th̀ı z = a go. i là không-diê’m cấp 1 hay không-diê’m do.n cu’a hàm

f(z).

Tù. di.nh lý Cauchy-Taylor suy rằng trong lân câ.n U(a, δ) cu’a không diê’m

a cu’a hàm f ta có

f(z) =
f (m)(a)

m!
(z − a)m +

f (m−1)(a)

(m+ 1)!
(z − a)m+1 + . . .

hay là

f(z) = (z − a)mϕ(z)

trong dó

ϕ(z) =
f (m)(a)

m!
+
f (m+1)(a)

(m+ 1)!
(z − a) + . . .

là hàm chı’nh h̀ınh trong lân câ.n U(a, δ) và ϕ(a) =
f (m)(a)

m!
6= 0.

Ta có tiêu chuâ’n sau dây dê’ xác di.nh không-diê’m cu’a hàm chı’nh h̀ınh.
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D- i.nh lý 4.2.1. Gia’ su.’ f ∈ H(D) và a ∈ D. Khi dó diê’m z = a là không-

diê’m cấp m cu’a hàm f khi và chı’ khi ta. i lân câ. n cu’a diê’m a hàm f tho’a

mãn hê. thú.c

f(z) = (z − a)mϕ(z),

trong dó hàm ϕ chı’nh h̀ınh ta. i diê’m a và ϕ(a) 6= 0.

Chú.ng minh. 1. Gia’ su.’ diê’m a là không-diê’m cấp m cu’a hàm f . Theo di.nh

lý Cauchy-Taylor ta có:

f(z) = f(a) +
f ′(a)

1!
(z − a) + · · · + f (m−1)(a)

(m− 1)!
(z − a)m−1

+
f (m)(a)

m!
(z − a)m + f1(z)(z − a)m+1,

trong dó

f1(z) =
f (m+1‘)(a)

(m+ 1)!
+
f (m+2)(a)

(m+ 2)!
(z − a) + . . .

chı’nh h̀ınh ta. i diê’m a. Nhu.ng z = a là không-diê’m cấp m nên f(a) = f ′(a) =

· · · = f (m−1)(a) = 0 và do dó

f(z) =
f (m)(a)

m!
(x− a)m + f1(z)(z − a)m+1

= (z − a)m
[ 1

m!
f (m)(a) + f1(z)(z − a)

]
.

Dă.t ϕ(z) =
[ 1

m!
f (m)(a)+f1(z)(z−a)

]
và nhâ.n xét rà̆ng ϕ(a) =

f (m)(a)

m!
6= 0.

Tù. dó suy ra diè̂u khă’ng di.nh cu’a di.nh lý.

2. Bây giò. gia’ su.’

f(z) = (z − a)mϕ(z).

Áp du.ng công thú.c Leibnitz dối vó.i da.o hàm cấp cao cu’a t́ıch các hàm

(uv)(m) = u(m)v + C1
mu

(m−1)v′ + · · · + Cm−1
m u′v(m−1) + uv(m)
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và dă.t u = (z − a)m, v = ϕ(z) ta có

f(z) = (z − a)mϕ(z) ⇒ f(a) = 0;

f ′(z) = m(z − a)m−1ϕ(z) + (z − a)mϕ′(z) ⇒ f ′(a) = 0;

. . . . . . . . .

f (m−1)(z) = m(m− 1) · · · 2(z − a)ϕ(z) + C1
m−1m(m− 1) · · · 3(z − a)2 + . . .

+ (z − a)mϕ(m−1)(z),⇒ f (m−1)(a) = 0.

Nhu.ng

f (m)(z) = m!ϕ(z) + C1
mm(m− 1) · · · 2(z − a)ϕ′(z) + . . .

+ (z − a)mϕ(m)(z) ⇒ f (m)(a) = m!ϕ(a) 6= 0

và dó là diè̂u pha’i chú.ng minh.

Vı́ du.
1) Mo.i diê’m zk = kπ, k ∈ Z dè̂u là không-diê’m do.n cu’a hàm f(z) = sin z

v̀ı f(zk) = sin zk = sin kπ = 0 và f ′(zk) = cos zk = cos kπ = (−1)k 6= 0.

2) Diê’m z = 0 là không-diê’m cấp 4 cu’a hàm f(z) = ez
2 − 1 − z2. Thâ.t

vâ.y, khai triê’n hàm dã cho thành chuỗi Taylor ta. i lân câ.n diê’m z = 0

f(z) = ez
2 − 1 − z2 =

(
1 +

z2

1!
+
z4

2!
+ · · · + z2n

n!
+ . . .

)
− 1 − z2

=
z4

2!
+
z6

3!
+ · · · + z2n

n!
+ . . .

= z4
[ 1

2!
+
z2

3!
+ · · · + z2n−4

n!
+ . . .

︸ ︷︷ ︸
ϕ(z)

]
= z4ϕ(z).

Tù. dó suy rà̆ng z = 0 là không-diê’m cấp 4 cu’a hàm dã cho.

3) Tı̀m cấp cu’a không-diê’m z = 0 dối vó.i hàm

f(z) =
z8

z − sin z
·
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Gia’i. Su.’ du. ng khai triê’n hàm sin z thành chuỗi Taylor ta. i lân câ.n diê’m

z = 0, ta thu du.o.
.c

f(z) =
z8

z − sin z
=

z8

z −
[
z − z3

3!
+
z5

5!
− . . .

]

=
z8

z3

3!
− z5

5!
+ . . .

= z5 1

1

3!
− z2

5!
+ . . .

·

Dă.t

ϕ(z) =
1

1

3!
− z2

5!
+ . . .

khi dó f(z) = z5ϕ(z), trong dó ϕ(z) là hàm chı’nh h̀ınh ta. i diê’m z = 0 (ta. i

sao?̇) và ϕ(0) = 6 6= 0. Do vâ.y z = 0 là không-diê’m cấp 5 cu’a hàm f(z).

4.2.2 Tı́nh chất duy nhất cu’a hàm chı’nh h̀ınh

Mô.t hiê.n tu.o.
.ng rất dă.c biê.t là ló.p hàm mà ta dã tách ra tù. tâ.p ho.

.p các

hàm biến phú.c tô’ng quát bà̆ng diè̂u kiê.n C-kha’ vi tú.c là ló.p các hàm chı’nh

h̀ınh H(D) mang mô.t t́ınh chất nô. i ta. i rất chă.t chẽ. Tı́nh chất nô. i ta. i dó

cho phép ta du.a ra mô.t kết luâ.n xác di.nh vè̂ dáng diê.u cu’a hàm ấy trong

miè̂n con du’ bé thuô. c miè̂n D. Ta có di.nh lý sau dây mô ta’ t́ınh chất dó go. i

là di.nh lý duy nhất.

D- i.nh lý 4.2.2. Nếu hàm f(z) chı’nh h̀ınh trong miè̂n D và triê. t tiêu trên

tâ. p ho.
.p vô ha. n E ⊂ D nào dó có ı́t nhất mô. t diê’m tu. nà̆m trong D th̀ı

f(z) = 0 ∀ z ∈ D.

Chú.ng minh. I. Dà̂u tiên ta xét tru.̀o.ng ho.
.p tâ.p ho.

.p E có diê’m tu. hũ.u ha.n

a ∈ D. Phép chú.ng minh du.o.
.c chia thành các bu.́o.c sau.

1+ Hàm f có khai triê’n Taylor

f(z) = a1(z − a) + a2(z − a)2 + . . . (4.24)
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Thâ. t vâ.y, v̀ı hàm f liên tu. c ta. i diê’m a nên f(a) = 0. Tiếp dó, v̀ı f chı’nh

h̀ınh ta. i diê’m a nên nó khai triê’n du.o.
.c thành chuỗi Taylor ta. i lân câ.n diê’m

a và do f(a) = 0 nên ta có (4.24).

2+ Ta chú.ng minh rà̆ng ak = 0 ∀k = 1, 2, . . . . Gia’ su.’ ngu.o.
.c la. i: tò̂n ta. i

nhũ.ng hê. số khác 0. Gia’ su.’ am là hê. số khác 0 vó.i số hiê.u nho’ nhất, tú.c là

a1 = a2 = · · · = am−1 = 0, am 6= 0. Khi dó

f(z) = (z − a)m[am + am+1(z − a) + . . . ], am 6= 0. (4.25)

Tù. (4.25) suy rằng trong lân câ.n thu’ng du’ bé cu’a diê’m z = a ca’ hai thù.a

số cu’a vế pha’ i (4.25) dè̂u khác 0. Nhu.ng diè̂u dó la. i mâu thuẫn vó.i gia’ thiết

rà̆ng z = a là diê’m tu. cu’a 0-diê’m cu’a hàm chı’nh h̀ınh f . Nhu. vâ.y gia’ thiết

cu’a ta là sai và ak = 0 ∀ k > 1. Nhu.ng khi dó f(z) ≡ 0 trong lân câ.n nào dó

cu’a diê’m a vó.i bán ḱınh bà̆ng khoa’ng cách tù. diê’m a dến biên cu’a miè̂n D.

3+ Bây giò. ta chú.ng minh rà̆ng f(z) ≡ 0 trong toàn miè̂n D. Gia’ su.’

ngu.o.
.c la. i: ta. i diê’m z = b hũ.u ha.n nào dó f(b) 6= 0, b ∈ D. Ta nối diê’m a vó.i

diê’m b bo.’ i du.̀o.ng cong ` = `(a, b) ⊂ D và ký hiê.u δ = dist(`, ∂D) là khoa’ng

cách tù. du.̀o.ng cong ` dến biên ∂D, δ > 0. Ta phu’ du.̀o.ng cong ` bo.’ i các

h̀ınh tròn bán ḱınh δ sao cho h̀ınh tròn thú. nhất có tâm ta. i a, h̀ınh tròn tiếp

theo có tâm ta. i giao diê’m cu’a du.̀o.ng tròn thú. nhất vó.i du.̀o.ng cong `, . . .

Theo chú.ng minh trong 2+ ta có f(z) ≡ 0 trong h̀ınh tròn thú. nhất và tâm

cu’a h̀ınh tròn thú. hai là diê’m tu. cu’a các không-diê’m cu’a hàm f(z). Do vâ.y

f(z) ≡ 0 trong h̀ınh tròn thú. hai. Lâ.p luâ.n tu.o.ng tu.
. ta thu du.o.

.c f(z) ≡ 0

trong mo.i h̀ınh tròn và dă.c biê.t là f(b) = 0. Trái vó.i gia’ thiết. Nhu. vâ.y

f(z) ≡ 0 ta. i mo.i diê’m hũ.u ha.n cu’a miè̂n D. Nếu hàm f chı’nh h̀ınh ta. i ∞
th̀ı theo t́ınh liên tu.c ta có f(∞) = 0, tú.c là f(z) ≡ 0 trong D.

II. Tru.̀o.ng ho.
.p tâ.p E có diê’m tu. duy nhất ta. i ∞. Ta xét hàm f(w) =

f
( 1

w

)
. Hàm này chı’nh h̀ınh trong miè̂n D∗ là a’nh cu’a miè̂n D qua ánh xa.

w =
1

z
. Tâ.p ho.

.p E có a’nh qua ánh xa. w =
1

z
là tâ.p ho.

.p E∗ nào dó có diê’m

tu. w = 0 thuô.c miè̂n D∗. Lâ.p luâ.n nhu. trên ta có: F (w) = 0 trong D∗. Do

dó f(z) ≡ 0 trong D. Di.nh lý du.o.
.c chú.ng minh hoàn toàn.
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Hê. qua’ 4.2.1. (nguyên lý cô lâ.p cu’a 0-diê’m hàm chı’nh h̀ınh)

Mo. i 0-diê’m cu’a hàm chı’nh h̀ınh không dò̂ng nhất bằng 0 dè̂u cô lâ. p, tú.c

là dối vó.i mỗi 0-diê’m nà̆m trong D cu’a hàm f 6≡ 0 dè̂u tò̂n ta. i lân câ. n mà

trong dó hàm f không có mô. t 0-diê’m nào khác ngoài 0-diê’m dó.

Chú.ng minh. Gia’ su.’ tò̂n ta. i 0-diê’m z = a cu’a hàm f 6≡ 0 mà trong lân câ.n

bất kỳ cu’a nó còn tò̂n ta. i các 0-diê’m khác cu’a f . Khi dó số 0-diê’m dó là vô

số và dối vó.i chúng diê’m z = a là diê’m tu. . Tù. dó theo di.nh lý duy nhất

f(z) ≡ 0 trong D. Diè̂u này mâu thuẫn vó.i gia’ thiết rà̆ng f(z) 6≡ 0 trong

D.

Hê. qua’ 4.2.2. Nếu hàm f chı’nh h̀ınh trong miè̂n D và ta. i diê’m a ∈ D nào

dó hàm f và mo. i da. o hàm cu’a nó dè̂u triê. t tiêu th̀ı f(z) ≡ 0 trong D.

Chú.ng minh. Vı̀ hàm f chı’nh h̀ınh ta. i diê’m a ∈ D nên trong lân câ.n nào dó

cu’a diê’m a nó khai triê’n du.o.
.c thành chuỗi Taylor. Theo diè̂u kiê.n cu’a hê.

qua’ ta có f (n)(a) = 0 ∀n > 0 nên

an =
f (n)(a)

n!
= 0 ∀n ≥ 0.

Diè̂u dó cũng có ngh̃ıa là f(z) ≡ 0 trong lân câ.n dó. Lấy lân câ.n này làm

tâ.p ho.
.p E và áp du.ng di.nh lý duy nhất ta có f(z) ≡ 0 trong D.

Hê. qua’ 4.2.3. Nếu f1, f2 ∈ H(D) và f1(z) = f2(z) trên tâ. p ho.
.p E nào dó

nà̆m trong D và có diê’m tu. thuô. c D th̀ı f1(z) ≡ f2(z) trong D.

Chú.ng minh. Hê. qua’ 4.2.3 thu du.o.
.c bà̆ng cách áp du.ng di.nh lý duy nhất

cho hàm f(z) = f1(z)− f2(z).

Nhâ. n xét 4.2.1. Bên ca.nh di.nh lý duy nhất dã du.o.
.c chú.ng minh (còn go. i là

di.nh lý duy nhất trong) trong lý thuyết hàm chı’nh h̀ınh còn có các di.nh lý

duy nhất biên, trong dó tô’ng quát nhất và sâu sá̆c nhất là các di.nh lý cu’a N.

Luzin và I. Privalov mà do pha.m vi giáo tr̀ınh ta sẽ không tr̀ınh bày o.’ dây.
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Nhâ. n xét 4.2.2. Tù. di.nh lý vù.a chú.ng minh ta cũng suy ra rằng mõ̂i không-

diê’m cu’a hàm f(6≡ 0) dè̂u có cấp hũ.u ha.n. Thâ. t vâ.y, tù. di.nh lý 4.1.1 và khai

triê’n Taylor (4.24) suy rà̆ng nếu không diê’m cu’a hàm chı’nh h̀ınh có “cấp vô

ha.n” th̀ı

lim
z→a

f(z)

(z − a)n
= 0, n = 0, 1, 2, . . .

và do dó f ≡ 0 trong D.

Nhâ. n xét 4.2.3. Tâ.p ho.
.p con compá̆c K ⊂ D bất kỳ chı’ chú.a mô.t số hũ.u

ha.n các không- diê’m cu’a hàm chı’nh h̀ınh f .

Nhâ. n xét 4.2.4. Nếu tâ.p ho.
.p mo.i không-diê’m cu’a hàm chı’nh h̀ınh f (f 6≡ 0),

trong miè̂n chı’nh h̀ınh D cu’a nó không hũ.u ha.n th̀ı tâ.p ho.
.p dó chı’ có thê’ là

tâ.p dếm du.o.
.c. Thâ. t vâ.y, ta ký hiê.u D

′
n là hê. các miè̂n dóng thuô.c D tho’a

mãn các diè̂u kiê.n:

a) D
′
n+1 ⊂ D

′
n;

b) dist(∂D, ∂D′
n) =

1

n
.

Trong mõ̂i miè̂n dóng D
′
n hàm f chı’ có mô.t số hũ.u ha.n không-diê’m v̀ı

trong tru.̀o.ng ho.
.p ngu.o.

.c la. i, tò̂n ta. i gió.i ha.n cu’a các không diê’m ấy và diê’m

gió.i ha.n này thuô. c D. Do dó f(z) ≡ 0 trong D theo di.nh lý duy nhất. Tù.

nhâ.n xét dó, dẽ̂ dàng suy ra rà̆ng tâ.p ho.
.p các không diê’m cu’a hàm chı’nh

h̀ınh là dếm du.o.
.c.

Nhâ. n xét 4.2.5. Trong nhiè̂u tru.̀o.ng ho.
.p, thay v̀ı các không-diê’m cu’a hàm

chı’nh h̀ınh ta sẽ xét A-diê’m. Ta go. i z0 là A-diê’m cu’a hàm f chı’nh h̀ınh trong

miè̂n D nếu f(z0) = A, A ∈ C. Trong tru.̀o.ng ho.
.p dă.c biê.t khi A = 0 th̀ı z0

là không-diê’m cu’a hàm f . Ta nhâ.n xét rà̆ng vó.i mo.i A 6= ∞, mo.i A-diê’m

cu’a hàm f dè̂u là không-diê’m cu’a hàm f(z) −A. Do dó mo.i quy luâ.t tô’ng

quát dã du.o.
.c xác lâ.p dối vó.i không-diê’m cu’a hàm chı’nh h̀ınh dè̂u dúng vó.i

A-diê’m cu’a hàm chı’nh h̀ınh, trong dó A 6= ∞ là số phú.c tùy ý.
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4.2.3 Nguyên lý thác triê’n gia’ i t́ıch

D- i.nh ngh̃ıa 4.2.2. Gia’ su.’ các diè̂u kiê.n sau dây du.o.
.c tho’a mãn: 1) hàm

f chı’nh h̀ınh trong miè̂n D; 2) hàm F chı’nh h̀ınh trong miè̂n D̃ ⊃ D; 3)

F (z)
∣∣
D
≡ f(z), tú.c là F (z) ≡ f(z) khi z ∈ D. Khi dó hàm F (z) du.o.

.c go. i là

thác triê’n gia’i t́ıch cu’a hàm f(z) (tù. miè̂n D ra miè̂n D̃).

Nói mô.t cách khác: hãy mo.’ rô.ng miè̂n xác di.nh cu’a hàm f mà vã̂n giù.

nguyên t́ınh chı’nh h̀ınh.

Tı́nh chất quan tro.ng nhất cu’a thác triê’n gia’ i t́ıch là t́ınh duy nhất cu’a

nó. Di.nh lý sau dây (go. i là nguyên lý thác triê’n gia’ i t́ıch) có mô.t ý ngh̃ıa rất

co. ba’n trong viê.c xây du.
.ng khái niê.m hàm gia’ i t́ıch.

D- i.nh lý 4.2.3. (nguyên lý thác triê’n gia’ i t́ıch)

Nếu phép thác triê’n gia’i t́ıch hàm chı’nh h̀ınh vào miè̂n xác di.nh rô. ng ho.n

cho tru.́o.c là có thê’ thu.
.c hiê.n du.o.

.c th̀ı phép thác triê’n dó là duy nhất.

Chú.ng minh. Thâ. t vâ.y, gia’ su.’ f1 và g1 là hai thác triê’n gia’ i t́ıch cu’a hàm

f0 ∈ H(D) vào cùng mô.t miè̂n D1 ⊃ D. Khi dó hàm

h(z) = f1(z) − g1(z)

chı’nh h̀ınh trong miè̂n D1 và bà̆ng 0 trong miè̂n D. Tù. di.nh lý duy nhất suy

ra rằng h(z) ≡ 0 và f1(z) ≡ g1(z) trong D1.

Nhâ. n xét 4.2.6. Hiê’n nhiên bao giò. ta cũng mong muốn thác triê’n hàm chı’nh

h̀ınh cho tru.́o.c ra miè̂n càng rô.ng ho.n càng tốt và kết qua’ thác triê’n hàm

chı’nh h̀ınh cho tru.́o.c ra khá̆p no.i (tất nhiên no.i nào có thê’) nói chung sẽ

dã̂n dến t́ınh da tri. !

Vè̂ sau (xem chu.o.ng V) ta thu.̀o.ng cà̂n dến su.
. mo.’ rô.ng khái niê.m thác

triê’n gia’ i t́ıch vù.a du.o.
.c tr̀ınh bày.

Gia’ su.’ cho hai miè̂n D1 ⊂ C và D2 ⊂ C và các hàm chı’nh h̀ınh tu.o.ng

ú.ng f1 ∈ H(D1) và f2 ∈ H(D2). Hai hàm f1(z) và f2(z) du.o.
.c go. i là thác

triê’n gia’i t́ıch tru.
.c tiếp cu’a nhau nếu
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a) D1 ∩ D2 6= ∅,
b) tò̂n ta. i miè̂n δ12 ⊂ D1 ∩D2 sao cho

f1

∣∣
δ12

= f2

∣∣
δ12
.

Theo di.nh lý duy nhất hai hàm f1 và f2 pha’i bà̆ng nhau khắp no.i trong

thành phà̂n liên thông ∆ ⊃ δ12 cu’a giao D1 ∩ D2. Nhu.ng giao D1 ∩ D2 có

thê’ không liên thông và do dó ta. i các thành phà̂n liên thông khác dă’ng thú.c

f1(z) = f2(z)

có thê’ không du.o.
.c tho’a mãn.

Bây giò. ta du.a ra khái niê.m tô’ng quát ho.n vè̂ thác triê’n gia’ i t́ıch theo

mô. t x́ıch miè̂n.

Gia’ su.’ cho x́ıch miè̂n

D0,D1, . . . ,Dn

sao cho mo.i giao Di,i+1 = Di ∩Di+1 dè̂u không trống và dè̂u là nhũ.ng miè̂n

vó.i mo.i i, 0 6 i 6 n− 1. Gia’ su.’ tò̂n ta. i các hàm

f0(z), f1(z), . . . , fn(z)

chı’nh h̀ınh trong các miè̂n Di, i = 0, . . . , n tu.o.ng ú.ng sao cho trong mo.i

miè̂n Di,i+1 (i = 0, 1, . . . , n− 1) ta có dă’ng thú.c

fi ≡ fi+1

vó.i mo.i z ∈ Di,i+1 (tú.c là: fi+1 là thác triê’n gia’ i t́ıch tru.
.c tiếp cu’a fi tù. Di

vào miè̂n Di+1). Khi dó, hàm fn(z) du.o.
.c go. i là thác triê’n gia’ i t́ıch cu’a hàm

f0(z) theo x́ıch miè̂n D0,D1, . . . ,Dn (không có h̀ınh dung tù.“tru.
.c tiếp”!).

Dẽ̂ dàng thấy rà̆ng: thác triê’n gia’ i t́ıch hàm chı’nh h̀ınh theo mô.t x́ıch

miè̂n cho tru.́o.c là duy nhất (tất nhiên, nếu phép thác triê’n dó có thê’ thu.
.c

hiê.n du.o.
.c).
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Rõ ràng là khi thác triê’n hàm chı’nh h̀ınh cho tru.́o.c theo mô.t x́ıch miè̂n

ta có thê’ tro.’ vè̂ miè̂n xuất phát sau mô.t số bu.́o.c chuyê’n tiếp nào dó và nói

chung lúc dó ta có thê’ thu du.o.
.c mô.t hàm chı’nh h̀ınh khác.

Dê’ kết thúc tiết này, ta t̀ım diè̂u kiê.n dê’ có thê’ thu.
.c hiê.n thác triê’n gia’ i

t́ıch.

Ta có di.nh lý sau dây.

D- i.nh lý 4.2.4. Gia’ su.’ miè̂n D ⊂ C và hàm f ∈ H(D). Hàm f(z) có thê’

thác triê’n gia’ i t́ıch ra miè̂n D∗ ⊃ D khi và chı’ khi tò̂n ta. i, dù chı’ là mô. t,

phép khai triê’n hàm dó thành chuõ̂i Taylor ta. i lân câ. n cu’a diê’m a ∈ D nào

dó vó.i h̀ınh tròn hô. i tu. vu.o.
.t ra kho’i biên gió.i cu’a miè̂n D.

Chú.ng minh. 1+ Gia’ su.’ h̀ınh tròn hô. i tu. K(a) cu’a khai triê’n hàm f(z) thành

chuõ̂i Taylor

f(z) = f(a) +
f ′(a)

1!
(z − a) + · · · + f (n)(a)

n!
(z − a)n + . . . (4.26)

vu.o.
.t ra kho’i biên gió.i cu’a miè̂n D. Ta ký hiê.u

K1(a) =
{
z ∈ D : |z − a| < dist(a, ∂D)

}
,

G = K(a) ∩D.

Xét dă’ng thú.c (4.26). Vế trái cu’a nó là hàm f(z) chı’nh h̀ınh trong miè̂n

D; còn vế pha’ i là chuỗi lũy thù.a biê’u diẽ̂n hàm chı’nh h̀ınh trong h̀ınh tròn

K(a). Theo di.nh lý Cauchy-Taylor hai vế cu’a (4.26) bà̆ng nhau trong h̀ınh

tròn K1(a). Do dó theo di.nh lý duy nhất chúng bằng nhau trong giao G mà

ta. i dó ca’ hai vế dè̂u chı’nh h̀ınh.

Ta thác triê’n hàm f(z) ra kho’i miè̂n D bà̆ng cách dă.t

f∗(z) =




f(z) nếu z ∈ D,

S(z) nếu z ∈ K(a) \G

trong dó S(z) là tô’ng cu’a chuõ̂i o.’ vế pha’ i cu’a (4.26).
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Tù. dó ta thu du.o.
.c hàm xác di.nh trong D ∩ K(a) do.n tri. và chı’nh h̀ınh

f∗(z) ta. i dó. Nhu. vâ.y nếu h̀ınh tròn hô. i tu. K(a) cu’a khai triê’n Taylor cu’a

hàm f(z) vu.o.
.t ra kho’i biên gió.i cu’a miè̂n chı’nh h̀ınh cu’a hàm th̀ı có thê’

thác triê’n gia’ i t́ıch hàm dó ra miè̂n D ∪ K(a).

2+ Ngu.o.
.c la. i, gia’ su.’ hàm f(z) có thê’ thác triê’n ra miè̂n rô.ng ho.n D∗ ⊃ D.

Khi dó tò̂n ta. i h̀ınh tròn K(a∗) vu.o.
.t ra kho’i biên gió.i miè̂n D vó.i tâm ta. i

diê’m a∗ ∈ D. Theo di.nh lý Cauchy-Taylor khai triê’n

f(z) = f(a∗) +
f ′(a∗)

1!
(z − a) + . . .

hô. i tu. ı́t nhất là trong h̀ınh tròn K(a). Di.nh lý du.o.
.c chú.ng minh.

Trên co. so.’ di.nh lý vù.a chú.ng minh, quá tr̀ınh thác triê’n gia’ i t́ıch có thê’

h̀ınh dung nhu. sau.

Ta khai triê’n hàm thành chuỗi Taylor ta. i mõ̂i diê’m trong cu’a miè̂n D.

Có hai kha’ năng có thê’ xa’y ra

(i) Nếu không mô.t h̀ınh tròn hô. i tu. nào cu’a các khai triê’n thu du.o.
.c vu.o.

.t

ra kho’i miè̂n D th̀ı hàm f(z) không thác triê’n du.o.
.c ra kho’i miè̂n D và miè̂n

D du.o.
.c go. i là miè̂n tò̂n ta. i tu.

. nhiên cu’a hàm f(x) (xem 5.1, 5.2).

(ii) Nếu có nhũ.ng h̀ınh tròn hô. i tu. vu.o.
.t ra kho’i miè̂n D th̀ı theo di.nh lý

4.2.3 ta thu du.o.
.c hàm chı’nh h̀ınh trong D∗ là ho.

.p cu’a mo.i h̀ınh tròn hô. i tu.
và D∗ ⊃ D.

Hàm dã du.o.
.c thác triê’n nhu. vâ.y du.o.

.c khai triê’n thành chuỗi Taylor ta. i

mõ̂i diê’m a ∈ D∗ \D. Nếu không mô. t h̀ınh tròn hô. i tu. nào cu’a các khai triê’n

mó.i vu.o.
.t ra kho’i miè̂n D∗ th̀ı D∗ là miè̂n tò̂n ta. i cu’a hàm du.o.

.c xét. Trong

tru.̀o.ng ho.
.p ngu.o.

.c la. i ta la. i áp du.ng di.nh lý trên và bằng các khai triê’n mó.i

ta thác triê’n hàm vào miè̂n D∗∗ ⊃ D∗ trong dó D∗∗ là ho.
.p cu’a các h̀ınh tròn

hô. i tu. mó.i.

Quá tr̀ınh thác triê’n dã chı’ ra du.o.
.c tiếp tu.c cho dến khi thu du.o.

.c miè̂n

D(f) mà hàm f không thê’ thác triê’n gia’ i t́ıch tiếp du.o.
.c nũ.a.

4.2.4 Nguyên lý môdun cu.
.c da. i

Dó là di.nh lý sau dây
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D- i.nh lý 4.2.5. Gia’ su.’ hàm f chı’nh h̀ınh trong miè̂n D ⊂ C. Khi dó môdun

cu’a hàm không thê’ da. t giá tri. cu.
.c da. i cu’a nó (và do dó không da. t giá tri.

ló.n nhất) ta. i bất cú. diê’m nào cu’a miè̂n dó, trù. tru.̀o.ng ho.
.p khi f(z) ≡ const

trong miè̂n D.

Chú.ng minh. Gia’ thiết rà̆ng ta. i diê’m z0 ∈ D (z0 6= ∞) modun cu’a hàm

f(z) 6≡ const da.t cu.
.c da. i cu’a nó. Diè̂u dó có ngh̃ıa rà̆ng trong lân câ.n nào

dó U(z0, ε), ε > 0 cu’a diê’m z0 hàm f tho’a mãn hê. thú.c |f(z)| 6 |f(z0)|.
Dà̂u tiên ta cà̂n chú.ng minh rà̆ng |f(z)| ≡ |f(z0)| trong lân câ.n U(z0, ε0).

Gia’ su.’ γ(z0, ε) là du.̀o.ng tròn tùy ý vó.i bán ḱınh ε < ε0 và tâm ta. i z0. Theo

di.nh lý trung b̀ınh ta có

f(z0) =
1

2π

2π∫

0

f(z0 + εeit)dt

và tù. dó

|f(z0)| 6 1

2π

2π∫

0

|f(z0 + εeit)|dt

hay là

0 6 1

2π

2π∫

0

[
|f(z0 + εeit)| − |f(z0)|

]
dt.

Trong bất dă’ng thú.c trên biê’u thú.c du.́o.i dấu t́ıch phân là không du.o.ng. Do

dó bất dă’ng thú.c chı’ có thê’ xa’y ra trong tru.̀o.ng ho.
.p nếu

|f(z0 + εeit)| ≡ |f(z0)|,

tú.c là |f(z)| ≡ |f(z0)| trên γ(z0, ε). Vı̀ ε là tùy ý, 0 < ε < ε0 nên tù. dó suy

rà̆ng |f(z)| ≡ |f(z0)| trong lân câ.n U(z0, ε0).

Tiếp theo ta cà̂n chú.ng minh rà̆ng f(z) ≡ f(z0) trong lân câ.n U(z0, ε0).

Nếu f(z0) = 0 th̀ı |f(z)| ≡ 0 và do dó f(z) ≡ 0 trong lân câ.n U(z0, ε0). Nếu
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f(z0) 6= 0 th̀ı f(z) 6= 0 trong lân câ.n dã nêu. Trong lân câ.n U(z0, ε0) ta xét

hàm

F (z) = ln f(z) = ln |f(z)| + iargf(z) = u+ iv.

O
.’ dây v̀ı |f(z)| ≡ |f(z0)| vó.i z ∈ U(z0, ε0) nên u ≡ const (v̀ı u = ln |f(z)| =

ln |f(z0)|). Theo diè̂u kiê.n Cauchy-Riemann ta có

∂v

∂x
= −∂u

∂y
≡ 0,

∂v

∂y
=
∂u

∂x
≡ 0,

và tù. dó ta có v = const trong U(z0, ε). Do vâ.y hàm F (z) = ln f(z) ≡ const

và tù. dó f(z) ≡ const trong lân câ.n cu’a diê’m z0. Nhu. vâ.y f(z) ≡ const

trong lân câ.n cu’a diê’m z0. Theo di.nh lý duy nhất, ta có f(z) ≡ const trong

miè̂n D. Dó là diè̂u vô lý.

Bây giò. ta xét tru.̀o.ng ho.
.p miè̂n D 3 ∞ và hàm f(z) có môdun da.t cu.

.c

da. i ta. i ∞. Trong tru.̀o.ng ho.
.p này ta xét hàm F (w) = f

( 1

w

)
. Hàm này

chı’nh h̀ınh trong miè̂n D∗ thu du.o.
.c tù. D qua ánh xa. w =

1

z
. Hàm F (w)

có cu.
.c da. i ta. i diê’m w = 0 và diê’m w = 0 là diê’m trong cu’a D∗. Theo phà̂n

chú.ng minh trên ta có F (w) = const trong D∗. Do dó f(z) ≡ const trong

miè̂n D.

Ta lu.u ý các hê. qua’ sau

Hê. qua’ 4.2.4. Hàm f chı’nh h̀ınh trong miè̂n D có môdun hằng số khi và

chı’ khi ba’n thân hàm dó là hà̆ng số trong miè̂n dó.

Chú.ng minh. Diè̂u kiê.n du’ là hiê’n nhiên. Diè̂u kiê.n cà̂n du.o.
.c tr̀ınh bày trong

phà̂n cuối cu’a chú.ng minh di.nh lý.

Hê. qua’ 4.2.5. Nếu f(z) 6≡ const là hàm chı’nh h̀ınh trong miè̂n D và liên

tu. c trên D th̀ı giá tri. cu.
.c da. i cu’a môdun cu’a nó chı’ da. t du.o.

.c trên biên cu’a

miè̂n D.
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Chú.ng minh. Thâ. t vâ.y, theo di.nh lý quen thuô.c trong gia’ i t́ıch thu.
.c, hàm

|f(z)| (liên tu.c trong miè̂n D) nhâ.n giá tri. cu.
.c da. i cu’a nó ta. i diê’m z0 nào dó

cu’a miè̂n D. Theo nguyên lý môdun cu.
.c da. i diê’m z0 không thê’ nà̆m trong

D. Do dó diê’m z0 chı’ có thê’ nà̆m trên biên ∂D cu’a miè̂n D.

Hê. qua’ 4.2.6. Nếu f(z) 6≡ const là hàm chı’nh h̀ınh trong miè̂n D và

f(z0) 6= 0 ∀ z ∈ D th̀ı môdun cu’a nó không thê’ da. t cu.
.c tiê’u (và do dó không

da. t giá tri. bé nhất) o.’ trong miè̂n D.

Chú.ng minh. Gia’ su.’ hàm |f(z)| có cu.
.c tiê’u ta. i diê’m z0 ∈ D. Ta xét hàm

F (z) =
1

f(z)
·

Dó là hàm chı’nh h̀ınh trong miè̂n D. Hàm |F (z)| = |f(z)|−1 có cu.
.c da. i ta. i

diê’m z0 ∈ D. Nhu.ng khi dó F (z) ≡ const trong D và do dó f(z) ≡ const

trong D. Diè̂u dó trái vó.i gia’ thiết cu’a hê. qua’ .

Hê. qua’ 4.2.7. Nếu hàm f(z) 6≡ const chı’nh h̀ınh trong miè̂n D và liên tu. c

trên D và |f(z)| ≡ const trên biên ∂D cu’a miè̂n D th̀ı nó có ı́t nhất mô. t

0-diê’m nà̆m trong D.

Chú.ng minh. Gia’ su.’ ngu.o.
.c la. i: hàm f(z) không có 0-diê’m trong D. Khi

dó môdun |f(z)| không có ca’ cu.
.c da. i lã̂n cu.

.c tiê’u trong miè̂n D. Vı̀ |f(z)|
liên tu.c trên D nên nó da.t giá tri. ló.n nhất và nho’ nhất cu’a nó ta. i các diê’m

biên cu’a miè̂n. Nhu.ng, theo gia’ thiết trên biên cu’a miè̂n D |f(z)| là hàm

hà̆ng. Do dó giá tri. ló.n nhất và nho’ nhất trong miè̂n D là trùng nhau, tú.c

là |f(z)| ≡ const trong D. Diè̂u dó có ngh̃ıa là mõ̂i diê’m cu’a D dè̂u là diê’m

cu.
.c da. i dối vó.i |f(z)|. Nhu.ng diè̂u dó không thê’ xa’y ra v̀ı f(z) 6≡ const. Nhu.

vâ.y hàm f(z) có ı́t nhất mô.t 0-diê’m trong miè̂n D.

Tù. nguyên lý môdun cu.
.c da.i cu’a hàm chı’nh h̀ınh ta thu du.o.

.c di.nh lý sau

dây go. i là Bô’ dè̂ Schwarz 4

4K. G. A. Schwarz (1843-1921) là nhà toán ho.c Dú.c.
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D- i.nh lý 4.2.6. Gia’ su.’ f(z) là hàm chı’nh h̀ınh trong h̀ınh tròn do.n vi.
U = {z : |z| < 1} và tho’a mãn các diè̂u kiê. n f(0) = 0 và |f(z)| < 1 ∀z ∈ U .

Khi dó

1+ hàm f(z) cũng tho’a mãn các diè̂u kiê.n |f ′(0)| 6 1 và |f(z)| 6 |z|
∀ z ∈ U ,

2+ nếu dă’ng thú.c |f(z)| = |z| tho’a mãn dù chı’ ta. i mô. t diê’m z0 6= 0,

|z0| < 1 hay |f ′(0)| = 1 th̀ı khắp no.i trong h̀ınh tròn U hàm

f(z) = eiαz

trong dó α là hà̆ng số thu.
.c.

Chú.ng minh. 1+ Gia’ su.’ r là số du.o.ng tùy ý < 1. Khi dó

f(z) =
1

2πi

∫

|t|=r

f(t)dt

t− z
, z ∈ {|z| < r}.

Tù. gia’ thiết f(0) = 0 và hê. thú.c vù.a viết ta có

f(z) =
1

2πi

∫

|t|=r

( 1

t− z
− 1

t

)
f(t)dt

=
z

2πi

∫

|t|=r

f(t)dt

t(t− z)
,

ngh̃ıa là hàm

f(z)

z
=

1

2πi

∫

|t|=r

f(t)dt

t(t− z)

chı’nh h̀ınh trong h̀ınh tròn {|z| < r}, trong dó

f ′(0) =
1

2πi

∫

|t|=r

f(t)

t2
dt.

Nhu. vâ.y hàm

F (z) =
f(z)

z
; F (0) = f ′(0)
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chı’nh h̀ınh trong h̀ınh tròn: {|z| < 1}.
Tù. nguyên lý môdun cu.

.c da. i suy ra rà̆ng max |F | da.t du.o.
.c trên du.̀o.ng

tròn {|z| = r1} trong dó r1 là số du.o.ng tùy ý bé ho.n r. Do dó, vó.i |z| < r1,

theo gia’ thiết, ta có:

∣∣∣f(z)

z

∣∣∣ < 1

r1
khi |z| = r1.

Tù. dó, dối vó.i diê’m z cố di.nh bất kỳ thuô.c h̀ınh tròn do.n vi., qua gió.i

ha.n khi r1 → 1 ta có

∣∣∣f(z)

z

∣∣∣ 6 1

Dă.c biê.t là dối vó.i z = 0 ta có |F (0)| = |f ′(0)| 6 1 và dối vó.i diê’m z 6= 0 th̀ı

|F (z)| = |f(z)|
|z| 6 1 tú.c là |f(z)| 6 |z|.

2+ Nếu ta. i diê’m z0 6= 0, z0 ∈ U ta có dă’ng thú.c |f(z0)| = |z0| th̀ı ta. i diê’m

dó |F (z0)| =
∣∣∣f(z0)

z0

∣∣∣ = 1. Diè̂u dó có ngh̃ıa là hàm |F (z)| da.t cu.
.c da. i = 1

ta. i diê’m z0 ∈ U . Do dó theo nguyên lý môdun cu.
.c da. i ta có F (z) ≡ const

trong U . Nếu có dă’ng thú.c |f ′(0)| = 1 th̀ı bà̆ng lý luâ.n tu.o.ng tu.
. ta cũng

kết luâ.n rằng F (z) ≡ const. Trong ca’ hai tru.̀o.ng ho.
.p rõ ràng là |F (z)| = 1,

tú.c là F (z) = eiα, α ∈ R và do dó f(z) = eiαz. Bô’ dè̂ Schwarz du.o.
.c chú.ng

minh.

Vè̂ mă. t h̀ınh ho.c Bô’ dè̂ Schwarz có ngh̃ıa nhu. sau. Qua ánh xa. bất kỳ

thu.
.c hiê.n bo.’ i hàm chı’nh h̀ınh w = f(z), f(0) = 0 biến h̀ınh tròn do.n vi. U

lên miè̂n D∗ nà̆m trong h̀ınh tròn do.n vi. khoa’ng cách tù. a’nh f(z0) cu’a diê’m

z0 ∈ U dến diê’m w = 0 không vu.o.
.t quá khoa’ng cách tù. ch́ınh diê’m z dến

diê’m z = 0. Nếu có mô.t diê’m nào dó cu’a U mà khoa’ng cách tù. dó dến gốc

to.a dô. bà̆ng khoa’ng cách tù. a’nh cu’a nó dến gốc to.a dô. th̀ı miè̂n D∗ trùng

vó.i h̀ınh tròn do.n vi. và lúc dó ánh xa. chı’ là phép quay.



htttp://www.ebook.edu.vn

326 Chu.o.ng 4. Các t́ınh chất co. ba’n cu’a hàm chı’nh h̀ınh

4.3 D- iê’m bất thu.̀o.ng cô lâ.p

4.3.1 Chuõ̂i Laurent

Chuõ̂i hàm da.ng

+∞∑

n=−∞

an(z − a)n = · · · + a−m
(z − a)m

+ · · · + a−1

z − a

+ a0 + a1(z − a) + · · · + an(z − a)n + . . .

=
∑

n>1

a−n
(z − a)n

+
∑

n>0

an(z − a)n

=
∑

−∞<n<∞

an(z − a)n (4.27)

du.o.
.c go. i là chuỗi Laurent 5, trong dó z = a là diê’m cố di.nh cu’a mă.t phă’ng

phú.c, an ∈ C, n ∈ Z là các hê. số cu’a chuõ̂i Laurent (hê. số Laurent) và phép

lấy tô’ng du.o.
.c thu.

.c hiê.n theo các giá tri. âm và du.o.ng cu’a số hiê.u n.

Ta xét hai chuõ̂i

a0 + a1(z − a) + · · · + an(z − a)n + . . . (4.28)
a−1

z − a
+

a−2

(z − a)2
+ · · · + a−m

(z − a)m
+ . . . (4.29)

D- i.nh ngh̃ıa 4.3.1. 1) Chuỗi Laurent (4.27) hô. i tu. ta. i diê’m z ∈ C nếu ta. i

diê’m dó các chuõ̂i (4.28) và (4.29) dò̂ng thò.i hô. i tu. .

2) Nếu chuõ̂i Laurent hô. i tu. th̀ı tô’ng cu’a nó du.o.
.c di.nh ngh̃ıa nhu. là tô’ng

cu’a hai tô’ng cu’a chuõ̂i (4.28) và (4.29).

Chuõ̂i (4.28) là chuỗi lũy thù.a thông thu.̀o.ng nên nếu nó hô. i tu. th̀ı miè̂n

hô. i tu. sẽ là h̀ınh tròn S(R) = {z : |z − a| < R} (khi R = 0 chuõ̂i (4.28) chı’

hô. i tu. ta. i diê’m a; còn khi R = ∞ th̀ı chuỗi hô. i tu. trong toàn mă.t phă’ng).

Trong (4.29) ta thay
1

z − a
= t và thu du.o.

.c chuõ̂i lũy thù.a

∞∑

n=1

a−nt
n. (4.30)

5P. Laurent (1813-1854) là nhà toán ho.c Pháp.
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Nếu chuõ̂i (4.30) hô. i tu. th̀ı miè̂n hô. i tu. sẽ là h̀ınh tròn

S(r1) =
{
t : |t| < r1 =

1

r

}
.

Do dó chuõ̂i (4.29) hô. i tu. trong miè̂n {z : |z − a| > r}. Nếu diè̂u kiê.n sau

dây du.o.
.c tho’a mãn

r < R

th̀ı chuõ̂i (4.27) hô. i tu. trong miè̂n

V =
{
z ∈ C : r < |z − a| < R, r < R

}
.

Dó là vành tròn vó.i tâm ta. i diê’m a.

Ta. i mỗi diê’m nà̆m ngoài vành tròn dó chuõ̂i Laurent (4.27) phân kỳ do

mô.t trong hai chuõ̂i (4.28) và (4.29) phân kỳ. Nhu. vâ.y nếu tho’a mãn diè̂u

kiê.n r < R th̀ı miè̂n hô. i tu. cu’a chuỗi (4.27) là vành tròn. Ta. i các diê’m nà̆m

trên biên cu’a vành tròn V chuõ̂i (4.27) có thê’ hô. i tu. ta. i nhũ.ng diê’m này

nhu.ng phân kỳ ta. i các diê’m khác. Nếu r > R th̀ı các chuõ̂i (4.28) và (4.29)

không có miè̂n hô. i tu. chung và do vâ.y chuõ̂i (4.27) không hô. i tu. ta. i bất cú.

diê’m nào cu’a mă.t phă’ng phú.c.

Nhâ. n xét 4.3.1. Tù. di.nh lý Abel (di.nh lý 4.6) suy rằng trong mo.i vành tròn

dóng r < r1 6 |z−a| 6 R1 < R nà̆m trong vành tròn V chuõ̂i Laurent hô. i tu.
dè̂u và theo di.nh lý Weierstrass (di.nh lý 12.3) tô’ng cu’a chuõ̂i Laurent (4.27)

là hàm chı’nh h̀ınh trong vành tròn V. Dò̂ng thò.i, chuỗi có thê’ da.o hàm và

t́ıch phân tù.ng số ha.ng mô.t số là̂n tùy ý.

Trong tru.̀o.ng ho.
.p riêng có thê’ xa’y ra tru.̀o.ng ho.

.p r = 0 hay R = ∞. Tù.

su.
. lâ.p luâ.n o.’ trên suy rà̆ng nếu trong chuõ̂i chı’ có mô. t số hũ.u ha.n số ha.ng

vó.i lũy thù.a âm th̀ı r = 0 và nếu chı’ có mô.t số hũ.u ha.n số ha.ng vó.i lũy

thù.a du.o.ng th̀ı R = ∞.

D- i.nh lý 4.3.1. (Laurent)

Gia’ su.’ 0 6 r < R 6 ∞. Mo. i hàm f(z) chı’nh h̀ınh trong vành tròn

V = {z ∈ C : r < |z − a| < r, r < R}
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dè̂u biê’u diẽ̂n du.o.
.c thành chuỗi Laurent hô. i tu. trong vành tròn dó

f(z) =
∑

−∞<n<+∞

an(z − a)n =
∑

n6−1

an(z − a)n +
∑

n>0

a)n(z − a)n (4.31)

và khai triê’n dó là duy nhất.

Chú.ng minh. Gia’ su.’ z là diê’m cố di.nh cu’a vành tròn V. Ta xét vành tròn

V∗ = {z ∈ V : r′ < |z − a| < R′, r < r′ < R′ < R}

sao cho diê’m z ∈ V∗. Ta ký hiê.u các du.̀o.ng tròn biên cu’a V∗ là Γ(r′) = {z ∈
V : |z − a| = r′} và Γ(R′) = {z ∈ V : |z − a| = R′}. Theo công thú.c t́ıch

phân Cauchy ta có

f(z) =
1

2πi

∮

Γ(R′)

f(ζ)

ζ − z
dζ +

1

2πi

∮

Γ(r′)

f(ζ)

ζ − z
dζ. (4.32)

Trên du.̀o.ng tròn Γ(R′) nhân Cauchy
1

ζ − z
có thê’ biê’u diẽ̂n du.́o.i da.ng

1

ζ − z
=

1

ζ − a
· 1

1 − z − a

ζ − a

=
∑

k>0

(z − a)k

(ζ − a)k+1
, ζ ∈ Γ(R′).

Vı̀
∣∣∣z − a

ζ − a

∣∣∣ = q1 < 1

nên chuõ̂i thu du.o.
.c trên dây hô. i tu. dè̂u trên Γ(R′). Nhân chuõ̂i dó vó.i hàm

f(ζ)

2πi
và t́ıch phân kết qua’ theo du.̀o.ng tròn Γ(R′) ta có

1

2πi

∮

Γ(R′)

f(ζ)

ζ − z
dζ =

∑

k>0

ak(z − a)k, (4.33)

ak =
1

2πi

∮

Γ(R′)

f(ζ)

(ζ − a)k+1
dζ. (4.34)
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Trên du.̀o.ng tròn Γ(r′) ta có

1

ζ − z
= − 1

z − a
· 1

1 − ζ − a

z − a

= −
∑

k>1

(ζ − a)k−1

(z − a)k
,

∣∣∣ζ − a

z − a

∣∣∣ = q2 < 1.

Nhân vó.i
1

2πi
f(ζ) và t́ıch phân kết qua’ theo du.̀o.ng tròn Γ(r′) ta thu du.o.

.c

1

2πi

∮

Γ(r′)

f(ζ)

ζ − z
dζ =

∑

k>1

a−k
z − a)k

(4.35)

a−k =
1

2πi

∮

Γ(r′)

f(ζ)(ζ − a)k−1dζ (4.36)

Thế các công thú.c (4.33) và (4.35) vào (4.32) ta có

f(z) =
∑

−∞<k<∞

ak(z − a)k, (4.37)

vó.i mo.i z ∈ V∗. Vấn dè̂ còn la. i là chú.ng minh rà̆ng khai triê’n thu du.o.
.c là

duy nhất.

Gia’ su.’ L là du.̀o.ng cong dóng Jordan tro.n tù.ng khúc nào dó nà̆m trong

V∗ và bao diê’m a. Trên du.̀o.ng cong này chuõ̂i (4.37) hô. i tu. dè̂u. Nhân hai

vế cu’a dă’ng thú.c (4.37) vó.i
1

2πi

1

(z − a)m+1
, trong dó m là số nguyên cố di.nh,

rò̂i t́ıch phân kết qua’ thu du.o.
.c theo du.̀o.ng cong dóng L theo hu.́o.ng ngu.o.

.c

chiè̂u kim dò̂ng hò̂, ta có

1

2πi

∮

L

f(z)

(z − a)m+1
dz =

∑

−∞<k<∞

ak
1

2πi

∮

L

dz

(z − a)m+1−k ·

Vı̀

∮

L

dz

(z − a)m+1−k =





0 nếu m 6= k

2πi nếu m = k
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nên tù. dó suy ra

am =
1

2πi

∮

L

f(z)

(z − a)m+1
, m ∈ Z.

Diè̂u dó chú.ng to’ khai triê’n (4.37) trong vành tròn V∗ là duy nhất. Vı̀ r′ và

R′ có thê’ lấy tu.o.ng ú.ng gà̂n r và R tùy ý nên khai triê’n (4.37) hô. i tu. trong

toàn vành V và khai triê’n dó là duy nhất.

D- i.nh ngh̃ıa 4.3.2. 1. Gia’ su.’ hàm f(z) chı’nh h̀ınh trong vành tròn V =

{z ∈ C : 0 < |z − a| < ρ}. Khi dó hàm f có thê’ khai triê’n thành chuõ̂i

Laurent

f(z) =
∑

n>0

an(z − a)n +
∑

n>1

an
(z − a)n

(4.38)

hô. i tu. trong vành tròn dó. Chuỗi (4.38) du.o.
.c go. i là chuỗi (hay khai triê’n)

Laurent cu’a hàm f(t) trong lân câ. n cu’a diê’m a.

2. Gia’ su.’ ta. i lân câ.n diê’m z = ∞ (tú.c là trong miè̂n {z : R < |z| <∞})
hàm f(z) biê’u diẽ̂n du.o.

.c du.́o.i da.ng chuỗi hô. i tu.

f(z) =
∑

−∞<n<∞

anz
n. (4.39)

Khi dó chuõ̂i (4.39) du.o.
.c go. i là chuỗi (hay khai triê’n) Laurent cu’a hàm f(z)

trong lân câ. n cu’a diê’m ∞.

Nhâ. n xét 4.3.2. Các hê. số cu’a khai triê’n (4.37) du.o.
.c t́ınh theo công thú.c

(4.34) nếu n > 0 và du.o.
.c t́ınh theo công thú.c (4.36) nếu n 6 −1. Ta lấy

du.̀o.ng tròn tùy ý

γ(ρ) =
{
z ∈ V∗ : |z − a| = ρ, r′ < ρ < R′

}

và áp du.ng di.nh lý t́ıch phân Cauchy dẽ̂ dàng thấy rà̆ng các hê. số Laurent

du.o.
.c t́ınh bằng phép t́ıch phân theo du.̀o.ng tròn γ(ρ) và ta có công thú.c ho.

.p

nhất hai công thú.c (4.34) và (4.36) sau dây

an =
1

2πi

∮

γ(ρ)

f(ζ)dζ

(ζ − a)n+1
, n ∈ Z. (4.40)
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Bây giò. ta chuyê’n sang xét phép khai triê’m hàm thành chuỗi Laurent ta. i

lân câ.n diê’m vô cùng.

Gia’ su.’ hàm f(z) chı’nh h̀ınh trong lân câ.n thu’ng nào dó cu’a diê’m vô

cùng. Dă. t z =
1

ζ
. Qua phép biến dô’i này diê’m z = ∞ biến thành diê’m ζ = 0

và lân câ.n V(∞) cu’a diê’m vô cùng chuyê’n thành lân câ.n cu’a diê’m ζ = 0.

Rõ ràng là hàm ϕ(ζ) = f
(1

ζ

)
chı’nh h̀ınh ta. i lân câ.n diê’m ζ = 0. Do dó có

thê’ khai triê’n hàm ϕ(ζ) thành chuỗi Laurent

ϕ(ζ) =
∑

−∞<n<∞

cnζ
n =

∑

n>0

cnζ
n +

∑

n>1

c−n
ζn

·

Tiếp dó, sau khi thu.
.c hiê.n phép dô’i biến ζ =

1

z
và thay cn = a−n ta có

f(z) =
∑

n>0

a−n
zn

+
∑

n>1

anz
n =

∑

−∞<n<∞

anz
n. (4.41)

Chuõ̂i (4.41) là khai triê’n Laurent cu’a hàm f(z) ta. i lân câ.n cu’a diê’m a = ∞.

D- i.nh ngh̃ıa 4.3.3. 1+ Phà̂n cu’a chuõ̂i (4.31) hoă. c (4.41) gò̂m tù. mo.i số

ha.ng cu’a chuõ̂i Laurent cu’a hàm f(z) ta. i lân câ.n diê’m z = a mà khi z → a

các số ha.ng dó dè̂u dà̂n dến ∞ du.o.
.c go. i là phà̂n ch́ınh cu’a khai triê’n Laurent

cu’a hàm f(z).

2+ Hiê.u giũ.a chuõ̂i Laurent cu’a hàm f(z) ta. i lân câ.n diê’m z = a và phà̂n

ch́ınh cu’a nó du.o.
.c go. i là phà̂n chı’nh h̀ınh (hay phà̂n dè̂u) cu’a chuõ̂i Laurent

cu’a hàm f(z) ta. i lân câ.n diê’m z = a.

Nếu diê’m a 6= ∞ th̀ı trong khai triê’n Laurent (4.31):

(i) chuõ̂i
∑
n>−1

an(z − a)n là phà̂n ch́ınh;

(ii) chuõ̂i
∑
n>0

an(z − a)n là phà̂n chı’nh h̀ınh.

Nếu diê’m a = ∞ th̀ı trong khai triê’n Laurent (4.41):

(i) chuõ̂i
∑
n>1

anz
n là phà̂n ch́ınh;

(ii) chuõ̂i
∑
n>0

a−n
zn

là phà̂n chı’nh h̀ınh.
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Nhâ. n xét 4.3.3. 1. Khai triê’n Laurent thu.̀o.ng du.o.
.c su.’ du. ng trong nhũ.ng

tru.̀o.ng ho.
.p khi hàm f xác di.nh trong mô.t lân câ.n nào dó cu’a diê’m z0 nhu.ng

không xác di.nh ta. i z0.

Khi dó, khai triê’n Laurent cu’a hàm f có thê’ thu.
.c hiê.n du.o.

.c trong vành

tròn {0 < |z− z0| < δ}. Khai triê’n ấy thu.̀o.ng du.o.
.c go. i là khai triê’n Laurent

cu’a hàm f ta. i lân câ.n diê’m z0.

2. Chuõ̂i Taylor là tru.̀o.ng ho.
.p riêng cu’a chuỗi Laurent khi an = 0,

n = −1,−2, . . . . Khác vó.i tru.̀o.ng ho.
.p chuỗi Taylor, trong dó có các hê. số

Taylor du.o.
.c biê’u diẽ̂n qua các da.o hàm cu’a hàm, trong tru.̀o.ng ho.

.p chuõ̂i

Laurent ngu.̀o.i ta không thê’ biê’u diẽ̂n các hê. số Laurent an qua các da.o hàm

cu’a f ta. i diê’m z0 v̀ı hàm f không xác di.nh ta. i diê’m z0.

Dê’ khai triê’n hàm thành chuỗi Laurent ta cà̂n lu.u ý mô.t số phu.o.ng pháp

sau dây.

Trong thu.
.c hành các công thú.c (4.38) ı́t khi du.o.

.c dùng dê’ t̀ım hê. số cu’a

khai triê’n Laurent cu’a các hàm cu. thê’. Thông thu.̀o.ng bà̆ng cách này hay

cách khác viê.c khai triê’n các hàm cu. thê’ thành chuỗi Laurent du.o.
.c quy vè̂

khai triê’n thành chuõ̂i Taylor và do dó cà̂n áp du.ng các khai triê’n ba’ng dã

nêu trong 4.1.4.

Dê’ khai triê’n hàm thành chuỗi Laurent ta. i lân câ.n diê’m a = ∞ ta có thê’

su.’ du. ng các khai triê’n ba’ng hoă. c su.’ du. ng phu.o.ng pháp ch́ınh tắc sau.

Dà̂u tiên thu.
.c hiê.n phép biến dô’i biến z =

1

ζ
rò̂i áp du.ng các khai triê’n

ba’ng dê’ khai triê’n hàm ϕ(ζ) = f
(1

ζ

)
thành chuỗi Laurent ta. i lân câ.n diê’m

ζ = 0. Sau cùng thay ζ =
1

z
vào chuỗi thu du.o.

.c ta sẽ thu du.o.
.c chuõ̂i Laurent

ta. i lân câ.n diê’m z = ∞.

Vı́ du. 1. Hàm f(z) =
1

(1 − z)(z + 2)
chı’nh h̀ınh trong các miè̂n

a) D1 = {|z| < 1};
b) D2 = {1 < |z| < 2};
c) D3 = {|z| > 2}.
Gia’i. Ta sẽ t̀ım khai triê’n Laurent cu’a hàm f trong các miè̂n nói trên.
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Vó.i mu.c d́ıch dó, ta biê’u diẽ̂n hàm f du.́o.i da.ng

f(z) =
1

3

[ 1

1 − z
+

1

z + 2

]
.

a) Khai triê’n Laurent trong miè̂n D1. Vı̀ trong miè̂n D1 ta có |z| < 1 nên

1

1 − z
=
∑

n>0

zn,

và
1

z + 2
=

1

2
(
1 +

z

2

) =
∑

n>0

(−1)n · zn

2n+1
·

Do dó

f(z) =
∑

n>0

1

3

[
1 +

(−1)n

2n+1

]
zn, z ∈ D1.

Dó là khai triê’n Taylor.

b) Khai triê’n Laurent trong miè̂n D2. Vı̀ 1 < |z| < 2 nên:

1

1 − z
= − 1

z
(
1 − 1

z

) = −
∑

n>0

1

zn+1
, |z| > 1,

và
1

z + 2
=

1

2
(
1 +

z

2

) =
∑

n>0

(−1)n · zn

2n+1
, |z| < 2.

Do dó

f(z) =
∑

n>1

(1

3

)
· 1

zn
+
∑

n>0

(−1)n · zn

3 · 2n+1
, z ∈ D2.

c) Khai triê’n Laurent trong miè̂n D3. Vı̀ |z| > 2 nên

1

1 − z
= −

∑

n>1

1

zn
, |z| > 1,

1

z + 2
=

1

z
(
1 +

2

z

) =
∑

n>0

(−1)n · 2n

zn+1

=
∑

n>1

(−1)n · 2n−1

zn
,
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và ta có kết qua’ :

f(z) =
∑

n>1

(−1)n · 2n−1 − 1

3 · zn
, |z| > 2.

Vı́ du. 2. Khai triê’n hàm f(z) =
1

2 − z
thành chuỗi Laurent ta. i lân câ.n

diê’m a = ∞.

Gia’i. Dà̂u tiên thu.
.c hiê.n phép dô’i biến z =

1

ζ
. Khi dó hàm dã cho có

da.ng

w = f
(1

ζ

)
=

ζ

2ζ − 1
= − ζ

1 − 2ζ
·

Vı̀ vó.i diè̂u kiê.n |2ζ| < 1 ta có

w = f
(1

ζ

)
= −ζ

∑

n>0

(2ζ)n = −
∑

n>0

2nζn+1, |ζ| < 1

2

nên khi tro.’ vè̂ biến z ta thu du.o.
.c

f(z) =
1

2 − z
= −

∑ 2n

zn+1
, |z| > 2.

Dó là khai triê’n Laurent cà̂n t̀ım.

Ta cũng có thê’ thu du.o.
.c khai triê’n này bằng cách áp du.ng phu.o.ng pháp

gia’ i v́ı du. 1

Ta có

f(z) =
1

2 − z
= −1

z
· 1

1 − 2

z

Khi dó vó.i diè̂u kiê.n
∣∣∣2
z

∣∣∣ < 1 ta có

f(z) = −1

z
·
∑

n>0

(2

z

)n
= −

∑ 2n

zn+1
, |z| > 2.

Vı́ du. 3. Khai triê’n các hàm ez, sin z, cos z thành chuỗi Laurent ta. i lân câ.n

diê’m a = ∞.
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Gia’i. Thu.
.c hiê.n phép dô’i biến z =

1

ζ
. Khi dó các hàm dã cho có da.ng e

1
ζ ,

sin
1

ζ
, cos

1

ζ
. Khai triê’n các hàm này thành chuỗi Laurent ta. i lân câ.n diê’m

ζ = 0:

e
1
ζ = 1 +

1

ζ
+

1

2ζ2
+ · · · + 1

n!ζn
+ . . . ,

sin
1

ζ
=

1

ζ
− 1

3!ζ3
+ · · · + (−1)n

1

(2n− 1)!ζ2n−1
+ . . . ,

cos
1

ζ
= 1 − 1

2!ζ2
+ · · · + (−1)n

1

(2n)!ζ2n
+ . . .

Tro.’ vè̂ biến z ta thu du.o.
.c

ez = 1 +
z

1!
+ · · · + zn

n!
+ . . . ,

sin z = z − z3

3!
+ · · · + (−1)n

z2n−1

(2n− 1)!
+ . . . ,

cos z = 1 − z2

2!
+ · · · + (−1)n

z2n

(2n)!
+ . . . .

Vı́ du. 4. Khai triê’n hàm trong v́ı du. 1 thành chuỗi Laurent trong các miè̂n

khác nhau nếu lấy a = 1.

Gia’i. Trong tru.̀o.ng ho.
.p này ta có hai vành tròn vó.i tâm ta. i diê’m a = 1:

(i) h̀ınh tròn thu’ng: V1 = {z : 0 < |z − 1| < 1}
(ii) phà̂n ngoài h̀ınh tròn V2 = {z : |z − 1| > 1}.
Trong mỗi vành tròn vù.a nêu hàm f(z) chı’nh h̀ınh và trên biên cu’a chúng

tò̂n ta. i diê’m mà hàm không chı’nh h̀ınh.

Cũng nhu. trong v́ı du. 1, ta có

f(z) =
1

(z − 1)(z − 2)
=

1

z − 2
− 1

z − 1
·

Tiếp theo,

1

z − 2
= − 1

1 − (z − 1)
= −

∑

n>0

(z − 1)n, |z − 1| < 1.
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Do dó

f(z) = − 1

z − 1
−
∑

n>0

(z − 1)n, 0 < |z − 1| < 1.

(ii) Khai triê’n trong vành tròn 1 < |z − 1| <∞.

Trong miè̂n này ta có

1

z − 2
=

1

(z − 1) − 1
=

1

z − 1
· 1

1 − 1

z − 1

=
1

z − 1

∑

n>0

1

(z − 1)n

=
∑

n≥0

1

(z − 1)n+1
, |z − 1| > 1.

và tù. dó suy rà̆ng

f(z) =
1

z − 2
− 1

z − 1
=
∑

n>2

1

(z − 1)n
, 1 < |z − 1| <∞

Dê’ kết thúc tiết này ta chú.ng minh

D- i.nh lý 4.3.2. Gia’ su.’ hàm f(z) chı’nh h̀ınh trong vành tròn V = {z : r <

|z − a| < R}. Khi dó các hê. số cu’a chuỗi Laurent

f(z) =
∑

−∞<n<∞

an(z − a)n

cu’a hàm f(z) trong vành tròn V tho’a mãn các bất dă’ng thú.c

|an| 6 M

ρn
, n ∈ Z (4.42)

trong dó M = max
z∈γ(ρ)

|f(z)|, γ(ρ) = {z ∈ V : |z − a| = ρ, r < ρ < R}.

Các bất dă’ng thú.c (4.42) du.o.
.c go. i là các bất dă’ng thú.c Cauchy dối vó.i

hê. số Laurent.

Chú.ng minh. Su.’ du.ng các công thú.c (4.38) ta có

|an| 6 1

2π

∫

γ(ρ)

|f(ζ)|
|ζ − a|n+1

dζ 6 M

2πρn+1

∫

γ(ρ)

ds =
M

2πρn+1
· 2πρ =

M

ρn
·
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4.3.2 D- iê’m bất thu.̀o.ng cô lâ.p do.n tri.

Gia’ su.’ hàm f(z) chı’nh h̀ınh trong lân câ.n nào dó cu’a diê’m z = a, có thê’ trù.

ra ch́ınh diê’m a. Nói cách khác, f(z) chı’nh h̀ınh trong vành tròn (lân câ.n

thu’ng) U̇(a; r) = {z : 0 < |z − a| < r}. Khi dó hai kha’ năng sau dây có thê’

xa’y ra

(1) Tı̀m du.o.
.c số A sao cho nếu dă.t f(a) = A th̀ı hàm f(z) tro.’ nên chı’nh

h̀ınh ta. i diê’m z = a, tú.c là chı’nh h̀ınh trong toàn h̀ınh tròn U(a; r) = {z :

|z− a| < r}. Trong tru.̀o.ng ho.
.p này diê’m z = a du.o.

.c go. i là diê’m bất thu.̀o.ng

khu.’ du.o.
.c (hay còn go. i là diê’m dè̂u hoă. c diê’m thu.̀o.ng).

(2) Hàm f(z) chı’nh h̀ınh trong vành tròn U̇(a; r) = {z : 0 < |z − a| < r}
nhu.ng không chı’nh h̀ınh trong h̀ınh tròn U(a; r) = {z : |z − a| < r}. Khi dó

diê’m z = a du.o.
.c go. i là diê’m bất thu.̀o.ng cô lâ. p do.n tri. (go. i tá̆t là diê’m bất

thu.̀o.ng cô lâ. p hoă. c dôi khi chı’ go. i là diê’m bất thu.̀o.ng) cu’a hàm f(z).

Dê’ kha’o sát dáng diê.u cu’a hàm trong lân câ.n cu’a diê’m z = a ta khai

triê’n hàm f(z) thành chuõ̂i Laurent trong vành tròn U̇ (a, r):

f(z) =
∑

−∞<n<+∞

an(z − a)n =
∑

n>1

a−n
(z − a)n

+
∑

n>0

an(z − a)n, (4.43)

0 < |z − a| < r

trong dó

an =
1

2πi

∫

γ(ρ)

f(z)

(z − a)n+1
, n ∈ Z, 0 < ρ < r. (4.44)

Ta có

D- i.nh lý 4.3.3. Nếu hàm f(z) chı’nh h̀ınh trong vành tròn U̇(a; r) = {z :

0 < |z − a| < r} th̀ı z = a là diê’m bất thu.̀o.ng khu.’ du.o.
.c cu’a f(z) khi và chı’

khi hàm f(z) có môdun bi. chă. n trong lân câ. n nào dó cu’a diê’m a.

Chú.ng minh. I. Diè̂u kiê. n cà̂n. Gia’ su.’ z = a là diê’m bất thu.̀o.ng khu.’ du.o.
.c

cu’a f(z). Khi dó t̀ım du.o.
.c số A sao cho sau khi thay f(a) = A th̀ı ta thu

du.o.
.c hàm chı’nh h̀ınh ta. i diê’m z = a và do dó nó liên tu. c ta. i a. Tù. su.

. tò̂n
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ta. i gió.i ha.n hũ.u ha.n lim
z→a

f(z) = A suy ra f(z) bi. chă.n trong lân câ.n nào dó

cu’a diê’m a.

II. Diè̂u kiê.n du’ . Gia’ su.’ tò̂n ta. i lân câ.n U(a; δ), 0 < δ 6 r và tò̂n ta. i

số M > 0 sao cho |f(z)| 6 M khi z ∈ U(a; δ), z 6= a. Trong các công thú.c

(4.44) ta xem γ(ρ) = {z : |z − a| = ρ, ρ < δ} và áp du.ng di.nh lý 4.3.2

|an| 6
M

ρn
, n ∈ Z

ta thu du.o.
.c

|a−n| 6 Mρn, n = 1, 2, . . . (4.45)

Trong công thú.c (4.45) các hê. số a−n không phu. thuô.c ρ. Do dó khi ρ → 0

ta thu du.o.
.c a−n = 0 n = 1, 2, . . . . Tù. dó suy rà̆ng trong khai triê’n Laurent

(4.43) cu’a hàm f(z) phà̂n ch́ınh bằng 0 và

f(z) =
∑

n>0

an(z − a)n, 0 < |z − a| < r.

Ký hiê.u tô’ng cu’a chuõ̂i lũy thù.a vế pha’ i là S(z). Tô’ng S(z) là hàm chı’nh

h̀ınh trong toàn h̀ınh tròn U(a; r) và f(z) = S(z) ∀ z ∈ U̇(a; r). Nếu ta dă.t

f(a) = S(a) th̀ı f(z) tro.’ nên chı’nh h̀ınh trong U(a; r) kê’ ca’ diê’m z = a. (Dó

cũng là lý do có tên go. i “diê’m bất thu.̀o.ng khu.’ du.o.
.c”).

Nhâ. n xét 4.3.4. Khái niê.m “diê’m bất thu.̀o.ng khu.’ du.o.
.c” du.o.

.c dùng tu.o.ng

tu.
. nhu. khái niê.m “diê’m gián doa. n khu.’ du.o.

.c”. Tuy nhiên nếu dối vó.i hàm

hai biến thu.
.c F (x, y) xác di.nh và kha’ vi trong lân câ.n diê’m (x0, y0) (có thê’

trù. ra ch́ınh diê’m (x0, y0)) tò̂n ta. i gió.i ha.n hũ.u ha.n lim
x→x0

y→y0

F (x, y) = A sau khi

bô’ sung giá tri. f(x0, y0) = A ta sẽ thu du.o.
.c hàm F (x, y) liên tu.c ta. i (x0, y0)

nhu.ng nói chung không kha’ vi ta. i (x0, y0). Trong khi dó dối vó.i hàm f(z)

chı’nh h̀ınh trong U̇(a; r) chı’ vó.i mô. t diè̂u kiê.n vè̂ t́ınh bi. chă.n cu’a nó trong

lân câ.n diê’m z = a ta dã có gió.i ha.n lim
z→a

f(z) tò̂n ta. i hũ.u ha.n và sau khi

bô’ sung giá tri. f(a) = lim
z→a

f(z) ta thu du.o.
.c hàm chı’nh h̀ınh ta. i ch́ınh diê’m

z = a.
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Tù. di.nh lý 4.3.3 dã chú.ng minh suy rằng z = a là diê’m bất thu.̀o.ng cô

lâ.p cu’a hàm f(z) chı’nh h̀ınh trong vành tròn U̇(a; r) khi và chı’ khi |f(z)|
không bi. chă.n trong bất cú. lân câ.n nào cu’a diê’m z = a, tú.c là

lim |f(z)| = ∞.

Nhu. vâ.y nếu z = a là diê’m bất thu.̀o.ng cô lâ.p cu’a hàm f(z) th̀ı hàm

f(z) không có gió.i ha.n hũ.u ha.n khi z → a và do dó chı’ có thê’ xuất hiê.n hai

tru.̀o.ng ho.
.p

i) lim
z→a

f(z) = ∞.

ii) hàm f(z) không dà̂n tó.i mô.t gió.i ha.n hũ.u ha.n hay vô cùng nào khi z →
a (tú.c là tò̂n ta. i ı́t nhất hai dãy diê’m z′1, z

′
2, . . . , z

′
n, . . . và z′′1 , z

′′
2 , . . . , z

′′
n, . . .

cùng hô. i tu. dến a sao cho các dãy giá tri. tu.o.ng ú.ng cu’a hàm f(z′n) và f(z′′n)

không dà̂n tó.i cùng mô.t gió.i ha.n).

Vı́ du. 5. 1) Ta xét hàm f(z) =
1

(z − a)n
, n ∈ N. Hàm này chı’nh h̀ınh khi

0 < |z − a| và lim
z→a

f(z) = ∞. Nhu. vâ.y, tru.̀o.ng ho.
.p i) xa’y ra.

2) Ta xét v́ı du. khác là f(z) = e
1

z−a , a = α + iβ. Hàm này chı’nh h̀ınh

khi 0 < |z − a|, nhu.ng lim
z→a

f(z) không tò̂n ta. i. Thâ. t vâ.y, gia’ su.’ z nà̆m trên

du.̀o.ng thă’ng qua a và song song vó.i tru.c thu.
.c. Vı̀ z − a = x − α là số

thu.
.c nên khi x > α và x → α th̀ı e

1
x−α → ∞, còn khi x < α và x → α th̀ı

e
1

x−α → 0. Do dó không tò̂n ta. i gió.i ha.n hũ.u ha.n lẫn gió.i ha.n vô cùng khi

z → a và ta có tru.̀o.ng ho.
.p ii).

D- i.nh ngh̃ıa 4.3.4. 1) Diê’m bất thu.̀o.ng cô lâ.p z = a cu’a hàm f(z) du.o.
.c

go. i là cu.
.c diê’m nếu lim

z→a
f(z) = ∞.

2) Diê’m bất thu.̀o.ng cô lâ.p z = a cu’a hàm f(z) du.o.
.c go. i là diê’m bất

thu.̀o.ng cốt yếu nếu hàm f(z) không bi. chă.n vè̂ môdun và không dà̂n dến ∞
khi z → a.

Ta kha’o sát mô.t cách chi tiết dáng diê.u cu’a hàm ta. i lân câ.n cu’a cu.
.c

diê’m.
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D- i.nh lý 4.3.4. Diê’m z = a là cu.
.c diê’m cu’a hàm f(z) khi và chı’ khi diê’m

dó là 0-diê’m dối vó.i hàm ϕ(z) =
1

f(z)
.

Chú.ng minh. I. Gia’ su.’ z = a là cu.
.c diê’m cu’a hàm f(z). Khi dó lim

z→a
|f(z)| =

∞ và do dó tò̂n ta. i lân câ.n U(a; δ) = {z : |z − a| < δ < r} cu’a diê’m a sao

cho trong dó f(z) tho’a mãn bất dă’ng thú.c |f(z)| > 1. Trong lân câ.n dó hàm

ϕ(z) =
1

f(z)
là hàm chı’nh h̀ınh có thê’ trù. ra diê’m z = a. Nhu.ng tù. hê. thú.c

|ϕ(z)| =
1

|f(z)| < 1

và di.nh lý 4.3.3 suy rằng z = a là diê’m bất thu.̀o.ng khu.’ du.o.
.c dối vó.i hàm

ϕ(z). Giá tri. cu’a hàm này ta. i diê’m a bà̆ng:

ϕ(a) = lim
z→a

1

f(z)
= 0.

Do dó hàm ϕ(z) chı’nh h̀ınh trong U(a; δ) và z = a là 0-diê’m cu’a nó.

II. Ngu.o.
.c la. i, gia’ su.’ z = a là 0-diê’m cu’a hàm ϕ(z). Ta cà̂n chú.ng minh

z = a là cu.
.c diê’m cu’a f(z). Thâ. t vâ.y, v̀ı z = a là 0-diê’m cu’a hàm ϕ(z) và

ϕ(z) 6≡ 0 nên ∃∆ > 0 du’ bé sao cho trong lân câ.n U(a;∆) = {z : |z−a| < ∆}
hàm ϕ(z) không có 0-diê’m nào khác ngoài z = a (t́ınh cô lâ.p cu’a 0-diê’m cu’a

hàm chı’nh h̀ınh !). Ta lâ.p hàm f(z) =
1

ϕ(z)
. Dó là hàm chı’nh h̀ınh trong

lân câ.n thu’ng U̇(a;∆) = {z : 0 < |z− a| < ∆} và dà̂n dến ∞ khi z → a. Do

dó z = a là cu.
.c diê’m cu’a f(z).

Nhò. su.
. tu.o.ng ú.ng giũ.a 0-diê’m và cu.

.c diê’m du.o.
.c xác lâ.p trong di.nh lý

4.3.4 ta có thê’ phát biê’u di.nh ngh̃ıa vè̂ cấp cu’a cu.
.c diê’m.

D- i.nh ngh̃ıa 4.3.5. Ta nói rà̆ng diê’m z = a là cu.
.c diê’m cấp m (m > 1)

dối vó.i hàm f(z) nếu diê’m z = a là 0-diê’m cấp m dối vó.i hàm
1

f(z)
. Trong

tru.̀o.ng ho.
.p m = 1 cu.

.c diê’m du.o.
.c go. i là cu.

.c diê’m do.n còn khi m > 1-cu.
.c

diê’m go. i là cu.
.c diê’m bô. i.
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Vı́ du. 6. 1) Xét hàm f(z) =
1

sin
1

z

. Các diê’m zk =
1

kπ
, k = ±1,±2, . . . d̂èu

là cu.
.c diê’m do.n cu’a f(z). Thâ.t vâ.y, hàm g(z) =

1

f(z)
= sin

(1

z

)
chı’nh h̀ınh

khi z 6= 0 và zk là 0-diê’m do.n cu’a nó (g′(zk) 6= 0). Diê’m z = 0 là diê’m bất

thu.̀o.ng không cô lâ.p, nó là diê’m tu. cu’a các cu.
.c diê’m.

2) Chú.ng minh rà̆ng z = 0 là cu.
.c diê’m cấp 3 cu’a hàm f(z) =

1

z − sin z
.

Tu.o.ng tu.
. nhu. trên dẽ̂ dàng thấy rà̆ng (z− sin z)′

∣∣
z=0

= (z− sin z)′′
∣∣
z=0

= 0,

còn (z − sin z)(3)
∣∣
z=0

= 1. Do vâ.y z = 0 là 0-diê’m cấp 3 cu’a mã̂u số và do

dó là cu.
.c diê’m cấp 3 cu’a hàm.

Dáng diê.u cu’a hàm ta. i lân câ.n cu’a cu.
.c diê’m cấp m cũng du.o.

.c xác di.nh

nhò. cấu trúc cu’a khai triê’n Laurent ta. i lân câ.n cu’a cu.
.c diê’m.

D- i.nh lý 4.3.5. Diê’m bất thu.̀o.ng cô lâ. p z = a cu’a hàm f(z) là cu.
.c diê’m cấp

m cu’a nó khi và chı’ khi phà̂n ch́ınh cu’a khai triê’n Laurent cu’a hàm f(x) trong

lân câ. n diê’m z = a chú.a không quá m số ha. ng và an = 0 ∀n 6 −(m+ 1),

còn a−m 6= 0.

Chú.ng minh. I. Gia’ su.’ z = a là cu.
.c diê’m cấp m cu’a hàm f(z). Khi dó z = a

là 0-diê’m cấp m dối vó.i hàm
1

f(z)
. Tù. dó suy rà̆ng trong lân câ.n nào dó cu’a

z = a ta có

1

f(z)
= Am(z − a)m +Am+1(z − a)m+1 + . . . ; Am 6= 0

và do dó

f(z) =
1

(z − a)m
· 1

Am +Am+1(z − a) + . . .
· (4.46)

Chuõ̂i lũy thù.a Am+Am+1(z−a)+ . . . biê’u diẽ̂n mô.t hàm chı’nh h̀ınh không

triê.t tiêu trong mô.t lân câ.n nào dó cu’a diê’m z = a (v̀ı Am 6= 0). Do dó

ϕ(z) =
1

Am +Am+1(z − a) + . . .
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là hàm chı’nh h̀ınh trong lân câ.n cu’a diê’m z = a và ta có khai triê’n da.ng

ϕ(z) = α0 + α1(z − a) + · · · + αn(z − a)n + . . . α0 =
1

Am
6= 0. (4.47)

Thay chuõ̂i (4.47) vào (4.46) ta thu du.o.
.c chuõ̂i

f(z) =
α0

(z − a)m
+

α1

(z − a)m−1
+ . . . (4.48)

và do t́ınh duy nhất cu’a khai triê’n hàm thành chuỗi Laurent, chuỗi o.’ vế

pha’ i cu’a (4.48) là khai triê’n Laurent cu’a hàm f(z).

Thay dô’i ký hiê.u các hê. số trong (4.48) bà̆ng cách dă.t αn = an−m; n =

0, 12, . . . ta thu du.o.
.c

f(z) =
a−m

(z − a)m
+ · · · + a−1

z − a
+ a0 + a1(z − a) + . . . (4.49)

II. Gia’ su.’ trong lân câ.n nào dó cu’a diê’m z = a hàm f(z) có khai triê’n

da.ng (4.49), trong dó a−m 6= 0. Khai triê’n dó có thê’ viết la.i du.́o.i da.ng

f(z) =
a−m +A−m+1(z − a) + . . .

(z − a)m
·

Tù. dó suy ra

1

f(z)
= (z − a)m · 1

a−m + a−m+1(z − a) + . . .
, a−m 6= 0.

Bà̆ng cách thay hàm chı’nh h̀ınh
1

a−m + a−m+1(z − a) + . . .
bo.’ i khai triê’n

Taylor cu’a nó theo các lũy thù.a cu’a z − a ta thu du.o.
.c

1

f(z)
= (z − a)m[β0 + β1(z − a) + . . . ] (4.50)

= β0(z − a)m + β1(z − a)m+1 + . . . ; β0 =
1

a−m
6= 0.

Khai triê’n (4.50) chú.ng to’ rà̆ng z = a là 0-diê’m cấp m cu’a hàm
1

f(z)
. Do

dó theo di.nh lý 4.3.4 diê’m z = a là cu.
.c diê’m cấp m cu’a hàm f(z).
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Áp du.ng phu.o.ng pháp chú.ng minh vù.a tr̀ınh bày ta có thê’ chú.ng minh

D- i.nh lý 4.3.6. Diê’m bất thu.̀o.ng cô lâ. p z = a cu’a hàm f(z) là cu.
.c diê’m

cấp m (m > 1) cu’a nó khi và chı’ khi hàm f(z) có thê’ biê’u diẽ̂n du.́o.i da. ng

f(z) =
ϕ(z)

(z − a)m
, ϕ(a) 6= 0

trong dó ϕ(z) là hàm chı’nh h̀ınh ta. i diê’m z = a và ϕ(a) 6= 0.

Vı́ du. 7. 1) Xét hàm f(z) =
cos z − 1

z4
. Hàm f chı’nh h̀ınh trong miè̂n

D = {z : 0 < |z| < ∞}. Khai triê’n Laurent cu’a hàm dó trong miè̂n D có

da.ng

cos z − 1

z4
=

1

z4

[∑

n>0

(−1)nz2n

(2n)!
− 1
]

= − 1

2z2
+
∑

n>0

(−1)n
z2n

(2n+ 4)!

và do dó z = 0 là cu.
.c diê’m cấp 2 cu’a hàm f(z) (o.’ dây a−2 = −1

2
6= 0;

a−n = 0 ∀n > 2).

2) f(z) =
1

ez − 1
− 1

z
.

Rõ ràng là z = 0 là diê’m bất thu.̀o.ng cu’a hàm f(z). Vı̀ ez tuà̂n hoàn nên

mã̂u số cu’a phân thú.c thú. nhất bà̆ng 0 khi z = 2kπi, k ∈ Z. Nhu. vâ.y hàm

f(z) chı’nh h̀ınh ∀ z 6= 2kπi, k ∈ Z.

Nếu zk = 2kπi, k 6= 0 th̀ı
1

z
chı’nh h̀ınh, còn

1

ez − 1
có cu.

.c diê’m dó. Dẽ̂

dàng thấy rà̆ng zk = 2kπi, k ∈ Z, k 6= 0 là các cu.
.c diê’m do.n cu’a

1

ez − 1
và
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do vâ.y chúng cũng là cu.
.c diê’m do.n cu’a hàm f(z). Ta xét diê’m z = 0. Ta có

f(z) =
1 + z − ez

z(ez − 1)
=

1 + z −
[
1 + z +

z2

2!
+
z3

3!
+ . . .

]

z
[(

1 + z +
z2

2!
+
z3

3!
+ . . .

)
− 1
]

=
−z

2

2!
− z3

3!
− . . .

z
(
z +

z2

2!
+ . . .

)

=
− 1

2!
− z

3!
− . . .

1 +
z

2!
+ . . .

→ −1

2
(z → 0).

Do dó hàm f(z) bi. chă.n trong lân câ.n diê’m z = 0 và v̀ı vâ.y z = 0 là diê’m

bất thu.̀o.ng khu.’ du.o.
.c.

Sau cùng ta kha’o sát dáng diê.u cu’a hàm chı’nh h̀ınh ta. i lân câ.n diê’m bất

thu.̀o.ng cốt yếu. Tù. các di.nh lý 4.3.3 và 4.3.5 dẽ̂ dàng chú.ng minh

D- i.nh lý 4.3.7. Diê’m bất thu.̀o.ng cô lâ. p z = a cu’a hàm f(z) là diê’m bất

thu.̀o.ng cốt yếu cu’a nó khi và chı’ khi phà̂n ch́ınh trong khai triê’n Laurent

cu’a hàm f(z) ta. i lân câ. n diê’m a có vô số số ha. ng.

Vı́ du. 8. 1) Hàm f(z) = sin
1

z
chı’nh h̀ınh trong miè̂n D = {z ∈ C : 0 <

|z| <∞} và

f(z) = sin
1

z
=

1

z
− 1

3!z3
+ · · · + (−1)n

1

(2n+ 1)!z2n+1
+ . . .

Phà̂n ch́ınh cu’a khai triê’n có vô số ha.ng thú.c khác 0. Do dó diê’m z = 0 là

diê’m bất thu.̀o.ng cốt yếu cu’a hàm sin
1

z
.

2) Hàm f(z) = e
1
z chı’nh h̀ınh trong miè̂n D = {z ∈ C : 0 < |z| <∞} và

f(z) = e
1
z =

∑
n>0

1

n!zn
. Do dó, diê’m z = 0 là diê’m bất thu.̀o.ng cốt yếu cu’a

hàm e
1
z .

Su.
. phú.c ta.p cu’a dáng diê.u hàm chı’nh h̀ınh ta. i lân câ.n diê’m bất thu.̀o.ng

cốt yếu du.o.
.c thê’ hiê.n trong di.nh lý sau dây
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D- i.nh lý 4.3.8. (Weierstrass)6

Gia’ su.’ a là diê’m bất thu.̀o.ng cốt yếu cu’a hàm f(z). Khi dó ta. i lân câ. n

U(a; δ) bất kỳ cu’a diê’m a hàm f(z) nhâ. n nhũ.ng giá tri. gà̂n mô. t số phú.c cho

tru.́o.c bất kỳ bao nhiêu tùy ý, tú.c là:

∀ b ∈ C, ∀ ε > 0, ∀U(a, δ) ∃ z ∈ U̇(a, δ) : |f(z) − b| < ε.

Diè̂u dó có ngh̃ıa là: f(z) dà̂n dến gió.i ha. n cho tru.́o.c bất kỳ khi z dà̂n

dến a theo dãy các giá tri. du.o.
.c cho. n tu.o.ng ú.ng.

Chú.ng minh. Ta sẽ chú.ng minh bà̆ng phu.o.ng pháp pha’n chú.ng. Gia’ thiết

rà̆ng

∃ b ∈ C, ∃ ε > 0 ∃U(a; δ) : ∀ z ∈ U̇(a; δ) ⇒ |f(z) − b| > ε.

Ta xét hàm

ϕ(z) =
1

f(z) − b
·

Hàm ϕ(z) có các t́ınh chất là

i) ϕ(z) có môdun bi. chă.n trong lân câ.n thu’ng U̇(a; δ)

|ϕ(z)| =
1

|f(z) − b| 6
1

ε
·

ii) ϕ(z) chı’nh h̀ınh trong U̇ (a; δ) và v̀ı z = a là diê’m bất thu.̀o.ng cô lâ.p

cu’a f(z) nên nó cũng là diê’m bất thu.̀o.ng cô lâ.p cu’a ϕ(z).

Do dó theo di.nh lý 4.3.3, diê’m a là diê’m bất thu.̀o.ng khu.’ du.o.
.c cu’a ϕ(z)

và ta. i lân câ.n diê’m a (chă’ng ha.n a 6= ∞) ta có

ϕ(z) =
∑

n≥m

an(z − a)n, am 6= 0, m > 0 ∀ z ∈ U̇(a; δ).

Nếu m = 0 th̀ı a0 6= 0 và hàm

f(z) = b+
1

ϕ(z)
= b+

1

a0 + a1(z − a) + . . .

6K. Weierstrass (1815-1897) là nhà toán ho.c Dú.c.
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chı’nh h̀ınh trong lân câ.n thu’ng U̇(a; δ), tú.c là z = a là diê’m bất thu.̀o.ng khu.’

du.o.
.c dối vó.i f(z). Mâu thuã̂n vó.i gia’ thiết cu’a di.nh lý. Nếu m > 0 th̀ı

am 6= 0 và hàm

f(z) = b+
1

ϕ(z)
= b+

1

am(z − a)m + am+1(z − a)m+1 + . . .

có cu.
.c diê’m cấp m ta. i diê’m a. Diè̂u dó cũng mâu thuã̂n vó.i diè̂u kiê.n cu’a

di.nh lý.

D- i.nh ngh̃ıa 4.3.6. Ta nói rà̆ng tâ. p ho.
.p E trù mâ. t khá̆p no.i trong tâ. p ho.

.p

B nếu

∀ z ∈ B, ∀ ε > 0, ∃ z∗ ∈ E : |z − z∗| < ε.

Su.’ du. ng di.nh ngh̃ıa 4.3.6 ta có thê’ phát biê’u di.nh lý Weierstrass du.́o.i

da.ng: Nếu a là diê’m bất thu.̀o.ng cốt yếu cu’a hàm f(z) th̀ı ∀U(a; δ) là lân

câ. n cu’a diê’m a tâ. p ho.
.p f(U̇(a; δ)) trù mâ. t khá̆p no.i trong C.

Di.nh lý Weierstrass chı’ khă’ng di.nh rằng trong lân câ.n du’ bé cu’a diê’m

bất thu.̀o.ng cốt yếu hàm nhâ.n nhũ.ng giá tri. gà̂n mô.t số phú.c cho tru.́o.c bao

nhiêu tùy ý chú. không nói g̀ı vè̂ viê.c hàm nhâ.n mo.i giá tri.. Nhà toán ho.c

Pháp Picard 7 dã chú.ng minh di.nh lý ma.nh ho.n và sâu sá̆c ho.n sau dây

D- i.nh lý Picard. Trong lân câ. n bé bao nhiêu tùy ý cu’a diê’m bất thu.̀o.ng cốt

yếu hàm f(z) nhâ. n vô số là̂n mo. i giá tri. hũ.u ha. n ngoa. i trù. nhiè̂u nhất mô. t

giá tri. (go. i là giá tri. ngoa. i lê. Picard).

Vı́ du. 9. 1) Kha’o sát dáng diê.u cu’a hàm f(z) = e
1
z ta. i lân câ.n diê’m z = 0.

Nhu. dã biết diê’m z = 0 là diê’m bất thu.̀o.ng cốt yếu. Ta sẽ chú.ng to’ rà̆ng

trong lân câ.n diê’m z = 0 hàm f(z) = e
1
z có dáng diê.u nhu. du.o.

.c mô ta’ trong

di.nh lý Picard. Gia’ su.’ A là số phú.c 6= 0 bất kỳ. Dă.t A = ρeiϕ. Tù. phu.o.ng

tr̀ınh e
!
z = A ta thu du.o.

.c

1

z
= lnA = ln ρ+ i(ϕ+ 2kπ)

⇒ zk =
1

ln ρ+ i(ϕ+ 2kπ)
, k ∈ Z.

7C. Picard (1856-1942) là nhà toán ho.c Pháp.
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Rõ ràng là dối vó.i mo.i h̀ınh tròn vó.i tâm z = 0 và bán ḱınh du’ bé ta có thê’

lấy số k1 sao cho vó.i mo.i k mà |k| > |k1| th̀ı mo.i zk dè̂u ro.i vào trong h̀ınh

tròn dó. Nhu.ng zk là nghiê.m cu’a phu.o.ng tr̀ınh e
1
z = A vó.i mo.i A cho tru.́o.c

và A 6= 0. Nhu. vâ.y dối vó.i hàm e
1
z giá tri. ngoa. i lê. Picard là A = 0.

2) Hàm f(z) = sin
1

z
có diê’m bất thu.̀o.ng cốt yếu là z = 0. Gia’ su.’ A là

số du.o.
.c cho tùy ý.

Ta xét phu.o.ng tr̀ınh sin
1

z
= A. Su.’ du.ng di.nh ngh̃ıa hàm sin t trong miè̂n

phú.c ta viết phu.o.ng tr̀ınh du.́o.i da.ng

e
i
z − e−

i
z

2i
= A.

Sau mô.t vài phép biến dô’i ta thu du.o.
.c phu.o.ng tr̀ınh

e
2i
z − 2Aie

i
z − 1 = 0

và do dó

e
i
z = Ai±

√
(Ai)2 + 1 = B.

Số B 6= 0 v̀ı nếu không nhu. vâ.y th̀ı Ai = ±
√

(Ai)2 + 1 hay là (Ai)2 =

(Ai)2 + 1. Gia’ su.’

B = ρ(cosϕ+ i sinϕ).

Khi dó tù. phu.o.ng tr̀ınh e
i
z = B ta thu du.o.

.c

i

z
= lnB = ln ρ+ i(ϕ+ 2kπ)

z =
1

ϕ+ 2kπ − i ln ρ
, k ∈ Z.

Tù. dó suy rà̆ng trong lân câ.n bất kỳ cu’a diê’m z = 0 dè̂u t̀ım du.o.
.c nghiê.m

cu’a phu.o.ng tr̀ınh sin
1

z
= A, ∀A v̀ı số k có thê’ lấy ló.n tùy ý vè̂ môdun.

Trong tru.̀o.ng ho.
.p này hàm sin

1

z
không có giá tri. ngoa. i lê. Picard.
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4.3.3 Dáng diê.u cu’a hàm ta. i diê’m vô cùng

Ta lu.u ý rằng trên mă.t phă’ng phú.c z chı’ tò̂n ta. i mô.t diê’m vô cùng và theo

di.nh ngh̃ıa lân câ.n cu’a diê’m ∞:

U(∞; ε) = {z ∈ C : dC(z;∞) < ε}

Dó là phà̂n ngoài h̀ınh tròn vó.i bán ḱınh R =

√
1

ε2
− 1 và vó.i tâm ta. i gốc

to.a dô.. Trên mă.t cà̂u Riemann lân câ.n dó tu.o.ng ú.ng vó.i h̀ınh tròn cà̂u vó.i

tâm ta. i cu.
.c bá̆c cu’a mă.t cà̂u.

Nếu thu.
.c hiê.n phép biến dô’i z =

1

ζ
hay ζ =

1

z
th̀ı lân câ.n diê’m z = ∞

cu’a mă.t phă’ng z biến thành lân câ.n diê’m ζ = 0 cu’a mă.t phă’ng ζ. Do dó

viê.c kha’o sát dáng diê.u cu’a hàm f(z) ta. i lân câ.n diê’m z = ∞ du.o.
.c du.a vè̂

kha’o sát dáng diê.u cu’a hàm ϕ(ζ) = f
(1

ζ

)
ta. i lân câ.n diê’m ζ = 0.

D- i.nh ngh̃ıa 4.3.7. Diê’m vô cùng z = ∞ cu’a mă.t phă’ng phú.c là diê’m bất

thu.̀o.ng cô lâ. p cu’a hàm chı’nh h̀ınh f(z) nếu có thê’ chı’ ra giá tri. R > 0 sao

cho trong phà̂n ngoài h̀ınh tròn |z| > R hàm f(z) không có các diê’m bất

thu.̀o.ng mà khoa’ng cách tù. dó dến gốc to.a dô. là hũ.u ha.n.

Gia’ su.’ f(z) ∈ H(U(∞; ε)). Sau khi thu.
.c hiê.n phép biến dô’i z =

1

ζ
ta thu

du.o.
.c

f(z) = f
(1

ζ

)
= ϕ(ζ)

và hàm ϕ(ζ) chı’nh h̀ınh trong lân câ.n nào dó cu’a diê’m ζ = 0. Tù. dó suy

rà̆ng t́ınh bất thu.̀o.ng cu’a hàm f(z) khi z → ∞ và cu’a ϕ(ζ) khi ζ → 0 là nhu.

nhau v̀ı

lim
z→∞

f(z) = lim
ζ→0

ϕ(ζ).

Ta có
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D- i.nh ngh̃ıa 4.3.8. Gia’ su.’ z = ∞ là diê’m bất thu.̀o.ng cô lâ.p cu’a hàm f(z).

Ngu.̀o.i ta nói rà̆ng diê’m z = ∞ là diê’m bất thu.̀o.ng khu.’ du.o.
.c, cu.

.c diê’m hay

diê’m bất thu.̀o.ng cốt yếu tùy theo gió.i ha.n lim
z→∞

f(z) hũ.u ha.n, bằng ∞ hay

hoàn toàn không tò̂n ta. i.

Tuy nhiên các tiêu chuâ’n vè̂ da.ng cu’a diê’m bất thu.̀o.ng du.o.
.c phát biê’u

du.
.a vào khai triê’n Laurent cà̂n pha’i có su.

. thay dô’i.

Khai triê’n Laurent cu’a hàm f(z) ta. i ∞ thu du.o.
.c tù. khai triê’n Laurent

cu’a ϕ(ζ) ta. i lân câ.n diê’m ζ = 0 bà̆ng cách thay ζ =
1

z
:

f(z) =
∑

n>0

a−n
zn

+
∑

n>1

anz
n =

∑

−∞<b<+∞

anz
n, (4.51)

trong dó

chuõ̂i
∑
n>0

a−n
zn

là phà̂n chı’nh h̀ınh

chuõ̂i
∑
n>1

anz
n là phà̂n ch́ınh.

Ta thấy, khác vó.i khai triê’n Laurent trong lân câ.n diê’m bất thu.̀o.ng hũ.u

ha.n, trong khai triê’n (4.51) dối vó.i hàm f(z) ta. i lân câ.n diê’m z = ∞ tâ. p

ho.
.p mo. i số ha. ng vó.i lũy thù.a du.o.ng cu’a z dóng vai trò phà̂n ch́ınh, còn tâ.p

ho.
.p lũy thù.a âm lâ.p nên phà̂n chı’nh h̀ınh. Tù. di.nh ngh̃ıa 4.3.8 và cấu trúc

cu’a chuõ̂i Laurent (4.51) ta có

D- i.nh lý 4.3.9. Diê’m z = ∞ là

1+ diê’m bất thu.̀o.ng khu.’ du.o.
.c cu’a hàm f(z) khi và chı’ khi khai triê’n

(4.51) không chú.a phà̂n ch́ınh (tú.c là không chú.a các số ha. ng vó.i lũy thù.a

du.o.ng cu’a z);

2+ cu.
.c diê’m khi và chı’ khi phà̂n ch́ınh trong (4.51) chı’ chú.a mô. t số hũ.u

ha. n số ha. ng;

3+ diê’m bất thu.̀o.ng cốt yếu khi và chı’ khi phà̂n ch́ınh chú.a vô số số ha. ng

(tú.c là chú.a vô số số ha. ng vó.i lũy thù.a du.o.ng cu’a z).

Dối vó.i diê’m bất thu.̀o.ng cốt yếu ta. i ∞ di.nh lý Weierstrass diẽ̂n da.t nhu.

sau: Nếu z = ∞ là diê’m bất thu.̀o.ng cốt yếu cu’a hàm f(z) th̀ı trong lân câ. n
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bất kỳ cu’a nó hàm f(z) nhâ. n nhũ.ng giá tri. gà̂n mô. t số phú.c cho tru.́o.c bao

nhiêu tùy ý.

Di.nh lý Picard dối vó.i tru.̀o.ng ho.
.p diê’m bất thu.̀o.ng cốt yếu vô cùng cũng

du.o.
.c phát biê’u tu.o.ng tu.

. nhu. tru.̀o.ng ho.
.p hũ.u ha.n.

Ta minh ho.a di.nh lý Picard bà̆ng hai v́ı du. sau.

Vı́ du. 10. 1) Diê’m z = ∞ là diê’m bất thu.̀o.ng cốt yếu dối vó.i hàm f(z) = ez.

Ta xét phu.o.ng tr̀ınh

ez = A, A 6= 0.

Phu.o.ng tr̀ınh này có các nghiê.m sau dây

zk = ln |A| + i(argA+ 2kπ),

trong dó argA là giá tri. ch́ınh cu’a acgumen, k ∈ Z. Tù. dó suy rà̆ng trong

lân câ.n bất kỳ cu’a diê’m z = ∞ tò̂n ta. i vô số diê’m zk mà ta. i dó hàm ez nhâ.n

giá tri. A (A 6= 0). Giá tri. A = 0 là giá tri. ngoa. i lê. Picard (hàm ez không

nhâ.n giá tri. A = 0).

2) Dối vó.i hàm f(z) = sin z diê’m z = ∞ là diê’m bất thu.̀o.ng cốt yếu và

dối vó.i mõ̂i giá tri. A phu.o.ng tr̀ınh sin z = A có vô số nghiê.m

zk =
1

i
ln(iA+

√
1 −A2) + 2kπ, k ∈ Z.

Do dó hàm f(z) = sin z không có giá tri. ngoa. i lê. Picard.

4.3.4 Phân loa.i hàm chı’nh h̀ınh

Phù ho.
.p vó.i su.

. phân loa. i diê’m bất thu.̀o.ng cô lâ.p, ta sẽ phân loa. i các hàm

chı’nh h̀ınh do.n gia’n nhất theo các diê’m bất thu.̀o.ng cu’a chúng.

D- i.nh ngh̃ıa 4.3.9. Hàm f(z) chı’nh h̀ınh trong toàn mă.t phă’ng C (tú.c là

hàm không có diê’m bất thu.̀o.ng hũ.u ha.n) du.o.
.c go. i là hàm nguyên.

Khai triê’n hàm nguyên f(z) thành chuỗi Taylor o.’ lân câ.n diê’m z = 0:

f(z) =
∑

n>0

anz
n. (4.52)
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Vı̀ hàm f(z) chı’nh h̀ınh trong toàn mă.t phă’ng C nên chuỗi (4.52) hô. i tu.
vó.i mo.i z, và do dó chuõ̂i dó là chuỗi Laurent cu’a hàm f(z) ta. i lân câ.n diê’m

∞ vó.i phà̂n ch́ınh là

f1(z) =
∑

n>1

anz
n

và phà̂n chı’nh h̀ınh

f2(z) = a0.

Trong C, diê’m bất thu.̀o.ng duy nhất cu’a hàm nguyên chı’ có thê’ là diê’m

z = ∞.

D- i.nh lý 4.3.10. Nếu diê’m z = ∞ là cu.
.c diê’m cấp n cu’a hàm nguyên f(z)

th̀ı f(z) là da thú.c bâ. c n.

Chú.ng minh. Theo gia’ thiết, ta có

f(z) = anz
n + an−1z

n−1 + · · · + a1z +
∑

n>0

αn
zn

·

Dă.t g(z) = anz
n + an−1z

n−1 + · · ·+ a1z. Dó là phà̂n ch́ınh cu’a khai triê’n

Laurent cu’a hàm f(z) trong lân câ.n diê’m z = ∞. Hiê’n nhiên hàm

h(z) = f(z) − g(z)

là mô.t hàm nguyên và diê’m z = ∞ là diê’m chı’nh h̀ınh cu’a nó. Do dó theo

di.nh lý Liouville h(z) ≡ const. Tù. dó suy ra f(z) là da thú.c bâ. c n.

Hàm nguyên, mà diê’m z = ∞ là diê’m bất thu.̀o.ng cốt yếu du.o.
.c go. i là

hàm nguyên siêu viê. t, (v́ı du. các hàm ez, sin z, cos z, . . . )

Ló.p tô’ng quát ho.n các hàm nguyên là các hàm phân h̀ınh.

D- i.nh ngh̃ıa 4.3.10. Hàm f(z) du.o.
.c go. i là hàm phân h̀ınh trong miè̂nD ⊂ C

nếu tò̂n ta. i tâ.p ho.
.p (hũ.u ha.n hoă. c vô ha.n) các diê’m cô lâ.p

{
ai
}
i∈J , ai ∈ D ∀ i ∈ J
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mà mỗi diê’m trong dó là cu.
.c diê’m cu’a hàm f sao cho

f ∈ H (D \ {ai}).

Nói cách khác: trong tâ.p ho.
.p D hàm f không có các diê’m bất thu.̀o.ng

nào khác ngoài cu.
.c diê’m.

Trong lân câ.n cu’a mõ̂i diê’m thuô. c D hàm phân h̀ınh có thê’ biê’u diẽ̂n

du.́o.i da.ng thu.o.ng cu’a hai hàm chı’nh h̀ınh ϕ(z)/ψ(z), trong dó ψ(z) không

dò̂ng nhất bà̆ng 0. Mô. t cách tu.
. nhiên, ta có thê’ xác di.nh phép cô.ng và nhân

các hàm phân h̀ınh. Rõ ràng là dối vó.i các phép toán dó, tâ.p ho.
.p các hàm

phân h̀ınh trong D lâ.p thành mô.t vành.

D- i.nh lý 4.3.11. Gia’ su.’ hàm f(z) phân h̀ınh trong D. Khi dó hàm f ′ cũng

là phân h̀ınh trong D. Hàm f và f ′ cũng có cu.
.c diê’m nhu. nhau, dò̂ng thò.i

nếu z0 là cu.
.c diê’m cấp m > 0 cu’a hàm f th̀ı nó là cu.

.c diê’m cấp m+ 1 cu’a

da. o hàm f ′.

Chú.ng minh. Hàm f ′ xác di.nh và chı’nh h̀ınh ta. i mo.i diê’m cu’a miè̂n D không

pha’i là cu.
.c diê’m cu’a hàm f . Ta sẽ chú.ng minh rằng nếu z0 là cu.

.c diê’m cu’a

f th̀ı z0 cũng là cu.
.c diê’m cu’a f ′. Vó.i z du’ gà̂n z0 ta có

f(z) =
1

(z − z0)m
· h(z),

trong dó h(z) là hàm chı’nh h̀ınh trong lân câ.n diê’m z0, h(z0) 6= 0. Do dó,

nếu z 6= z0 th̀ı

f ′(z) =
1

(z − z0)m+1
[(z − z0)h

′(z) −mh(z)]

=
1

(z − z0)m+1
h̃(z).

Vı̀ h̃(z0) = mh(z0) 6= 0 nên diê’m z0 là cu.
.c diê’m cấp m+1 cu’a hàm f ′.

Ta nhâ.n xét rà̆ng trong miè̂n dóng bi. chă. n bất kỳ cu’a mă. t phă’ng phú.c

hàm phân h̀ınh chı’ có mô. t số hũ.u ha. n cu.
.c diê’m.
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Thâ.t vâ.y, nếu trong miè̂n dóng bi. chă.n bất kỳ D ⊂ C hàm có vô số cu.
.c

diê’m th̀ı tù. tâ.p ho.
.p các cu.

.c diê’m có thê’ tŕıch ra dãy (zn) hô. i tu. dến diê’m z0

nào dó nà̆m trong miè̂n dóng du.o.
.c xét z0 ∈ D. Khi dó z0 là diê’m tu. cu’a dãy

các cu.
.c diê’m (zn) cu’a f(z) và

lim
zn→z0

f(zn) = ∞.

Do dó z0 là diê’m bất thu.̀o.ng cu’a hàm f(z). Mă.t khác là diê’m tu. cu’a dãy

(zn), diê’m z0 không thê’ là diê’m bất thu.̀o.ng cô lâ.p cu’a f . Nhu. vâ.y, diê’m z0

không thê’ là cu.
.c diê’m cu’a hàm f(z). Nhu.ng diè̂u dó mâu thuã̂n vó.i t́ınh

phân h̀ınh cu’a f(z).

Ta có di.nh lý sau:

D- i.nh lý 4.3.12. Hàm chı’nh h̀ınh f(z) trong C không có các diê’m bất thu.̀o.ng

khác ngoài cu.
.c diê’m khi và chı’ khi f là hàm hũ.u ty’ .

Chú.ng minh. 1. Hiê’n nhiên hàm hũ.u ty’ là mô.t hàm phân h̀ınh có mô.t số

hũ.u ha.n cu.
.c diê’m.

2. Ngu.o.
.c la. i, rõ ràng là số cu.

.c diê’m cu’a hàm f trong C là hũ.u ha.n (v̀ı

C là compá̆c). Ta ký hiê.u aν (ν = 1, 2, . . . , n) là nhũ.ng cu.
.c diê’m cu’a nó và

gν(z) là phà̂n ch́ınh cu’a khai triê’n Laurent tu.o.ng ú.ng ta. i diê’m aν. Go. i g(z)

là phà̂n ch́ınh cu’a khai triê’n Laurent ta. i diê’m z = ∞ (nếu f chı’nh h̀ınh ta. i

∞ th̀ı g(z) ≡ 0).

Hàm

ϕ(z) = f(z) − g(z) −
∑

ν=1

gν(z)

chı’nh h̀ınh trong C và theo di.nh lý Liouville th̀ı ϕ(z) ≡ const. Tù. dó suy ra

f(z) = g(z) +
n∑

ν=1

gν(z) + const

là mô.t hàm hũ.u ty’ .
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4.4 T́ınh bất biến cu’a tâ.p ho.
.p mo.’

Mô.t trong nhũ.ng t́ınh chất tôpô quan tro.ng cu’a hàm chı’nh h̀ınh là t́ınh chất

bất biến cu’a tâ.p ho.
.p mo.’ mà ta sẽ xét trong mu.c này.

4.4.1 Nguyên lý acgumen

D- i.nh lý 4.4.1. Gia’ su.’ tâ. p ho.
.p mo.’ D ⊂ C và f ∈ H(D) vó.i tâ. p ho.

.p các

0-diê’m trong D là Nf (D). Gia’ su.’ ∂D̃ là biên di.nh hu.́o.ng cu’a miè̂n D̃ nà̆m

trong D sao cho

∂D̃ ⊂ D \Nf (D).

Khi dó nếu go. i Nf (D̃) là số 0-diê’m cu’a hàm f nà̆m trong D̃, th̀ı ta có công

thú.c

Nf(D̃) =
1

2πi

∫

∂D̃

f ′(z)

f(z)
dz, (4.53)

trong dó mõ̂i 0-diê’m du.o.
.c t́ınh mô. t số là̂n bà̆ng cấp cu’a nó.

Chú.ng minh. Theo di.nh lý duy nhất (xem nhâ.n xét 13.4) trong D̃ chı’ có mô.t

số hũ.u ha.n 0-diê’m cu’a hàm f . Ta ký hiê.u các không diê’m dó là a1, a2, . . . , am

vó.i cấp tu.o.ng ú.ng là n(a1), . . . , n(am). Nhu. vâ.y

Nf (D̃) =
m∑

j=1

n(aj).

Dối vó.i mõ̂i 0-diê’m aj ta xét h̀ınh tròn S(aj) ⊂ D̃ vó.i tâm ta. i aj và bán

ḱınh du’ bé sao cho

S(aj) ∩ S(ai) = ∅; i 6= j; i, j = 1, 2, . . . ,m.

Ta xét compắc: D∗ = D̃ \
{ m⋃
j=1

◦
S(aj)

}
, trong dó

◦
S(aj) là phà̂n trong cu’a

h̀ınh tròn S(aj).
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Hiê’n nhiên biên cu’a D∗ là

∂D∗ = ∂D̃ ∪ ∂S(a1) ∪ · · · ∪ ∂S(am),

trong dó các du.̀o.ng tròn ∂S(aj) du.o.
.c lấy theo hu.́o.ng âm.

Vı̀ ∂D̃ ⊂ D \ Nf(D) nên hàm g =
f ′

f
chı’nh h̀ınh trong lân câ.n nào dó

cu’a biên ∂D̃. Do dó, dối vó.i D∗ ta có

1

2πi

∫

∂D∗

f ′(z)

f(z)
dz = 0,

hay là

1

2πi

∫

∂D̃

f ′(z)

f(z)
dz =

m∑

j=1

1

2πi

∫

∂S(aj)

f ′(z)

f(z)
dz. (4.54)

Vı̀ aj, j = 1, 2, . . . ,m là 0-diê’m cu’a hàm f nên f(z) = (z− aj)
n(aj) ·ϕj(z)

trong dó ϕj(z) chı’nh h̀ınh ta. i diê’m aj và ϕj(aj) 6= 0.

Do dó

f ′(z)

f(z)
=

n(aj)

z − aj

ϕ′
j(z)

ϕj(z)
· (4.55)

Tù. (4.54) và (4.55) ta thu du.o.
.c (4.53):

1

2πi

∫

∂D̃

f ′(z)dz

f(z)
=

m∑

j=1

1

2πi

∫

∂S(aj)

n(aj)

z − aj
dz +

1

2πi

∫

∂S(aj)

ϕ′
j(z)dz

ϕj(z)

=
m∑

j=1

n(aj) = Nf (D̃).

Di.nh lý vù.a chú.ng minh có thê’ diẽ̂n da.t vè̂ mă.t h̀ınh ho.c nhu. sau. Ta

biê’u diẽ̂n ∂D̃ bà̆ng tuyến

z = z(t), t ∈ [a, b]
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và ký hiê.u Φ(t) là nguyên hàm cu’a f ′/f do.c theo tuyến dó. Khi dó

∫

∂D̃

f ′(z)dx

f(z)
= Φ(b) − Φ(a).

Mă.t khác, Φ(t) = ln f [z(t)], trong dó ln là nhánh liên tu.c bất kỳ cu’a hàm

lôgarit biến thiên do.c theo biên ∂D̃. Vı̀

ln f = ln |f | + iargf

và hàm ln |f | do.n tri. nên số gia cu’a ln |f | do.c theo tuyến ∂D̃ bà̆ng 0 và

1

2πi

∫

∂D̃

f ′(z)

f(z)
dz = i{argf [z(b)]− argf [z(a)]}

= i∆∂D̃argf.

Do dó

Nf (D̃) =
1

2π
∆∂D̃argf. (4.56)

Vè̂ mă.t h̀ınh ho.c, vế pha’ i cu’a (4.56) chı’ số vòng quay dà̂y du’ cu’a vecto.

w = f(z) xung quanh diê’m w = 0 khi z vòng quanh theo ∂D̃ (h̀ınh IV.2).

Hı̀nh IV.2

Ta ký hiê.u Γ∗ = f(∂D̃) : w = f [z(t)], t ∈ [a, b]. Khi dó số Nf (D̃) trong

công thú.c (4.53) và (4.56) bà̆ng số vòng quay cu’a vecto. w khi diê’m w vòng

quanh theo Γ∗. Số vòng quay dó du.o.
.c go. i là chı’ số cu’a tuyến Γ∗ dối vó.i diê’m
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w = 0 và du.o.
.c ký hiê.u là ind0∂D

∗. Do dó, công thú.c (4.56) có thê’ viết du.́o.i

da.ng

Nf (D̃) =
1

2π
∆Γ∗argw = ind0∂D

∗.

Nhâ. n xét 4.4.1. Thay v̀ı xét không-diê’m cu’a hàm f ta có thê’ xét các A-diê’m

cu’a nó, tú.c là nghiê.m cu’a phu.o.ng tr̀ınh f(z) = A. Dê’ làm diè̂u dó, ta chı’

cà̂n thay hàm f bo.’ i hàm f(z)−A trong toàn bô. quá tr̀ınh lâ.p luâ.n nhu. trên.

Nếu ∂D̃ không chú.a A-diê’m cu’a f th̀ı

Nf,A(D̃) =
1

2πi

∫

∂D̃

f ′dz

f −A
=

1

2π
∆∂D̃arg{f(z) −A}

=
1

2π
∆Γ∗arg[w −A] = indA∂D

∗,

trong dó Nf,A(D̃) là số A-diê’m cu’a hàm f trong D̃.

Vı́ du. 1. (Di.nh lý Gauss). Da thú.c

Pn(z) = a0z
n +A1z

n−1 + · · · + an =
n∑

k=0

akz
n−k, a0 6= 0

có n nghiê.m (không-diê’m) trên C.

Vı̀ lim
z→∞

Pn(z) = ∞ nên mo.i nghiê.m cu’a Pn(z) dè̂u nằm trong h̀ınh tròn

{|z| < R} vó.i bán ḱınh R du’ ló.n. Ta ký hiê.u số nghiê.m dó là Np. Khi dó

theo di.nh lý 4.4.3 ta có

1

2πi

∫

|z|=R

P ′
n(z)dz

Pn(z)
= Np.

Mă.t khác, dẽ̂ dàng thấy rằng vó.i |z| du’ ló.n, th̀ı

P ′
n(z)

Pn(z)
=
na0z

n−1 + · · · + an−1

a0zn + · · · + an

=
n

z

[
1 +

∑

k>1

αk · z−k
]

=
n

z
+

const

z2
· h(z),
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trong dó h(z) là hàm chı’nh h̀ınh o.’ ngoài h̀ınh tròn |z| > R và lim
z→∞

h(z) = 1.

Do dó, nếu Γ(ρ) là du.̀o.ng tròn {|z| = ρ} th̀ı ta có

1

2πi

∫

Γ(ρ)

P ′
n(z)

Pn(z)
=

n

2πi

∫

Γ(ρ)

dz

z
+

const

2πi

∫

Γ(ρ)

h(z)

z2
dz.

Nhu.ng t́ıch phân thú. hai o.’ vế pha’ i dà̂n dến 0 khi ρ→ ∞ nên

1

2πi

∫

Γ(ρ)

P ′
n(z)dz

Pn(z)
= n.

Nhu. vâ.y Np = n, tú.c là da thú.c bâ.c n có dúng n nghiê.m trong C.

Di.nh lý 4.4.1 và công thú.c (4.53) có thê’ khái quát cho hàm phân h̀ınh.

Tuy nhiên trong tru.̀o.ng ho.
.p này, nó không cho ta số không-diê’m nà̆m trong

D̃ mà chı’ cho hiê.u

Nf(D̃) − Pf (D̃)

giũ.a số Nf (D̃) các không-diê’m và số Pf (D̃) các cu.
.c diê’m cu’a hàm f trong

D̃. Nhu. vâ.y ta có

D- i.nh lý 4.4.2. Gia’ su.’ f(z) là hàm phân h̀ınh trong tâ. p ho.
.p mo.’ D, f 6=

const vó.i số không-diê’m là Nf và số cu.
.c diê’m Pf . Gia’ su.’ ∂D̃ là biên có

hu.́o.ng cu’a miè̂n D̃ ⊂ D sao cho

∂D̃ ⊂ D \ {N ∪ P}

(N và P là tâ. p các không-diê’m và cu.
.c diê’m cu’a hàm f). Khi dó nếu Nf (D̃)

và Pf (D̃) là̂n lu.o.
.t là số không-diê’m và cu.

.c diê’m cu’a hàm f trong D̃ th̀ı ta

có

1

2πi

∫

∂D̃

f ′(z)dz

f(z)
= Nf (D̃) − Pf (D̃), (4.57)

trong dó mõ̂i không-diê’m và mõ̂i cu.
.c diê’m dè̂u du.o.

.c t́ınh mô. t số là̂n bà̆ng

cấp cu’a nó.

Tru.̀o.ng ho.
.p riêng, khi f ∈ H(D) th̀ı vế pha’i cu’a (4.57) bà̆ng Nf(D̃).
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Chú.ng minh. Hiê’n nhiên rà̆ng Nf (D̃) và Pf (D̃) là hũ.u ha.n. Ta ký hiê.u

b1, b2, . . . , bn là các cu.
.c diê’m cu’a f nà̆m trong D̃ vó.i cấp tu.o.ng ú.ng là

p(b1), p(b2), . . . , p(bn) và nhu. vâ.y

Pf (D̃) =

n∑

k=1

p(bk).

Cũng nhu. o.’ trên, lấy các không-diê’m và cu.
.c diê’m làm tâm ta du.

.ng các

h̀ınh tròn S(aj) và S(bj) du’ bé sao cho chúng ngoài nhau tù.ng dôi mô.t và

cùng nà̆m trong D̃.

Tu.o.ng tu.
. nhu. trong chú.ng minh di.nh lý 4.4.1 ta có

1

2πi

∫

∂D̃

f ′(z)dz

f(z)
=

m∑

j=1

1

2πi

∫

∂S(aj)

f ′(z)

f(z)
dz +

n∑

j=1

1

2πi

∫

∂S(bj)

f ′(z)

f(z)
dz. (4.58)

Dối vó.i các không-diê’m quá tr̀ınh lý luâ.n du.o.
.c tiến hành nhu. o.’ trên.

Ta xét các cu.
.c diê’m. Dối vó.i cu.

.c diê’m bj ta có

f(z) =
h(z)

(z − bj)p(bj)
;

f ′(z)

f(z)
= − p(bj)

z − bj
+
h′(z)

h(z)
, (4.59)

trong dó h(z) chı’nh h̀ınh và không có không-diê’m trong lân câ.n diê’m bj.

Thế (4.59) vào t́ıch phân thú. hai o.’ vế pha’ i (4.58) và áp du.ng (4.55) ta

thu du.o.
.c

1

2πi

∫

∂D̃

f ′(z)dz

f(z)
=

m∑

j=1

n(aj) −
n∑

j=1

p(bj)

= Nf(D̃) − Pf (D̃).

D- i.nh lý 4.4.3. (Nguyên lý acgumen)
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Vó.i các gia’ thiết cu’a di.nh lý 4.4.2 ta có

1

2π
∆∂D̃argf(z) = Nf (D̃) − Pf (D̃). (4.60)

Nói rõ ho.n: gia’ su.’ diê’m z vòng quanh theo các tuyến dóng Γ1,Γ2, . . . ,Γn

cu’a biên có hu.́o.ng

∂D̃ =
{
Γi
}
i∈I cu’a miè̂n D̃.

Khi dó diê’m w = f(z) sẽ vòng quanh theo các tuyến dóng xác di.nh

Γ′
1,Γ

′
2, . . . ,Γ

′
n. Tô’ng số vòng quay cu’a diê’m w theo các tuyến bao diê’m

w = 0 dó sẽ bằng hiê. u giũ.a số 0-diê’m và số cu.
.c diê’m cu’a hàm f trong miè̂n

D̃.

4.4.2 D- i.nh lý Rouché

Su.’ du.ng các kết qua’ trong tiết tru.́o.c ta sẽ chú.ng minh di.nh lý quan tro.ng

sau dây go. i là di.nh lý Rouché.

D- i.nh lý 4.4.4. (Rouché)

Gia’ su.’ f(z) và g(z) là hai hàm chı’nh h̀ınh trong miè̂n D; Γ là biên có

hu.́o.ng cu’a miè̂n D̃ ⊂ D. Khi dó nếu |f(z)| > |g(z)| khá̆p no.i trên Γ = ∂D̃

th̀ı:

a) hàm f + g không có không-diê’m trên Γ;

b) Nf (D̃) = Nf+g(D̃),

(tú.c là số không-diê’m cu’a hàm f trong miè̂n D̃ bà̆ng số không-diê’m cu’a hàm

f + g trong D̃).

Chú.ng minh. a) Diè̂u khă’ng di.nh thú. nhất là hiê’n nhiên v̀ı nếu f(z)+g(z) =

0 th̀ı |f(z)| = |g(z)| trên Γ.

b) Vı̀ |f(z)| > |g(z)| > 0 ⇒ f(z) 6= 0 trên Γ. Theo di.nh lý 4.4.1, số

không-diê’m cu’a hàm f(z) + g(z) trong D̃ là

1

2πi

∫

Γ

f ′(z) + g′(z)

f(z) + g(z)
dz,
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v̀ı f(z) + g(z) 6= 0 trên Γ.

Mă.t khác, t́ıch phân này có thê’ biê’u diẽ̂n du.́o.i da.ng

1

2πi

∫

Γ

f ′(z) + g′(z)

f(z) + g(z)
dz =

1

2πi

∫

Γ

d

dz
[ln(f(z) + g(z))]dz

=
1

2πi

∫

Γ

d

dz
(ln f)dz +

1

2πi

∫

Γ

d

dz
ln
(
1 +

g

f

)
dz

=
1

2πi

∫

Γ

f ′(z)dz

f(z)
+

1

2πi

∫

Γ

d

dz
ln
[
1 +

g(z)

f(z)

]
dz (*)

Ta xét hàm

ω(z) =
f(z) + g(z)

f(z)
·

Dẽ̂ dàng thấy rằng t́ıch phân thú. hai o.’ vế pha’ i cu’a (*) bà̆ng

1

2πi

∫

Γ∗

dω

ω
,

trong dó Γ∗ là a’nh cu’a Γ qua ánh xa. ω = 1 +
g

f
. Nhu.ng v̀ı

∣∣∣g(z)
f(z)

∣∣∣ < 1,

nên Γ∗ nà̆m tro.n trong h̀ınh tròn {|ω − 1| < 1}. Vı̀ h̀ınh tròn này không

chú.a diê’m ω = 0 nên

1

2πi

∫

Γ∗

dω

ω
= 0.

Nhu. vâ.y

1

2πi

∫

Γ

f ′(z) + g′(z)

f(z) + g(z)
dz =

1

2πi

∫

Γ

f ′(z)

f(z)
dz.



htttp://www.ebook.edu.vn

362 Chu.o.ng 4. Các t́ınh chất co. ba’n cu’a hàm chı’nh h̀ınh

Vı́ du. 2. Tı̀m số không-diê’m cu’a hàm

ϕ(z) = z9 − 6z4 + 3z − 1

trong h̀ınh tròn {|z| < 1}.
Gia’i. Ta ký hiê.u

f(z) = −6z4; g(z) = z9 + 3z − 1

và do dó f(z) + g(z) = ϕ(z).

Khi |z| = 1 ta có

|f(z)||z|=1 = 6;

|g(z)||z|=1 6 (|z|9 + 3|z| + 1)
∣∣
|z|=1

= 5.

Do dó |f |{|z|=1} > |g|{|z|=1} và theo di.nh lý Rouché số không-diê’m cu’a hàm ϕ

trong h̀ınh tròn do.n vi. là 4.

Vı́ du. 3. Chú.ng minh rà̆ng da thú.c Pn(z) bâ. c n trong v́ı du. 1 (4.3) có n

nghiê.m trong C (di.nh lý Gauss).

Gia’i. Ta dă.t

f(z) = a0z
n,

g(z) = a1z
n−1 + a2z

n−2 + · · · + an.

Vó.i |z| du’ ló.n, ta có

|f(z)| > |g(z)|.

Thâ. t vâ.y, khi |z| > 1 ta có

|a1z
n−1 + · · · + an| 6 |a1||z|n−1 + · · · + |an|

6 |z|n−1(|a1| + |a2| + · · · + |an|)

Dă.t M =
n∑

m=1

|am|. Khi dó |z|n−1M < |a0z
n| nếu |z| > M

|a0|
. Do dó

|a0z
n| > |a1z

n−1 + · · · + an|
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du.o.
.c tho’a mãn khi |z| > R0 = max

{
1,
M

|a0|

}
. Tù. dó suy ra rà̆ng da thú.c

Pn(z) 6= 0 khi |z| > R0. Ta dă.t

Γ(R) = {z ∈ C : |z| = R > R0}.

Hàm f(z) và g(z) (f(z)+g(z) = Pn(z)) tho’a mãn di.nh lý Rouché trong h̀ınh

tròn {|z| 6 R}. Do dó, số nghiê.m cu’a Pn(z) trong C bà̆ng số nghiê.m cu’a

hàm f trong C và bà̆ng bâ. c cu’a da thú.c dã cho.

Vı́ du. 4. Tı́nh số nghiê.m cu’a phu.o.ng tr̀ınh

0, 9 · e−z + 1 = 2z

trong miè̂n D = {z ∈ C; |z| < 1,Rez > 0}.
Gia’i. Ta dă.t f(z) = −2z + 1, g(z) = 0, 9 · e−z.
Khi |z| = 1, x > 0 ta có

|f(z)| > 2|z| − 1 = 1,

|g(z)| = 0, 9 · e−x 6 0, 9.

Khi x = 0, −1 6 y 6 1 ta có

|f(z)| =
√

1 + 4y2 > 1;

|g(z)| = 0, 9.

Nhu. vâ.y

|f(z)|∂D > |g(z)|∂D.

Vı̀ trong miè̂n D hàm f có mô.t không-diê’m là z0 =
1

2
nên theo di.nh lý

Rouché phu.o.ng tr̀ınh dã cho có mô.t nghiê.m trong D.

4.4.3 Tı́nh bất biến cu’a tâ.p ho.
.p mo.’

D- i.nh lý 4.4.5. Gia’ su.’ f(z) là hàm chı’nh h̀ınh, không dò̂ng nhất bà̆ng hằng

số trong tâ. p ho.
.p mo.’ D ⊂ C. Khi dó a’nh D∗ = f(D) cũng là tâ. p ho.

.p mo.’

trong C.
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Chú.ng minh. Gia’ su.’ w0 là diê’m tùy ý thuô.c D
∗ và z0 là mô.t trong các nghi.ch

a’nh cu’a nó trong D. Vı̀ D là tâ.p ho.
.p mo.’ nên tò̂n ta. i h̀ınh tròn

S =
{
z ∈ C : |z − z0| < δ

}
⊂ D.

Bà̆ng cách gia’m bán ḱınh δ trong tru.̀o.ng ho.
.p cà̂n thiết, ta có thê’ cho

rà̆ng h̀ınh tròn

S =
{
z ∈ C : |z − z0| 6 δ

}

không chú.a các w0-diê’m khác ngoài diê’m z0 (v̀ı f 6≡ const nên theo di.nh lý

duy nhất, mo.i w0-diê’m dè̂u cô lâ.p). Gia’ su.’

α = min
z∈∂S

|f(z) − w0|. (4.61)

Hiê’n nhiên rà̆ng α > 0. Thâ.t vâ.y, v̀ı hàm f(z)−w0 liên tu.c nên |f(z)−w0|
da.t cu.

.c da. i trên ∂S. Do dó, nếu α = 0 th̀ı trên ∂S tò̂n ta. i w0-diê’m cu’a hàm

f . Diè̂u dó trái vó.i cách xây du.
.ng h̀ınh tròn S.

Bây giò. ta cà̂n chú.ng minh rà̆ng

S∗ = {|w − w0| < α} ⊂ D∗.

Gia’ su.’ w1 là diê’m tùy ý cu’a h̀ınh tròn S∗, tú.c là

|w1 − w0| < α. (4.62)

Ta xét biê’u thú.c

f − w1 = (f − w0) + (w0 − w1). (4.63)

Tù. (4.61) ta có

|f(z) − w0| > α;∀ z ∈ ∂S (4.64)

và do dó, tù. (4.62) - (4.64) ta thu du.o.
.c

|f(z) − w1| > |f(z) −w0| − |w0 − w1| > 0, ∀ z ∈ ∂S.
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Nhu. vâ.y hai hàm f(z)−w0 và w1 −w0 tho’a mãn diè̂u kiê.n di.nh lý Rouché.

Do dó trong h̀ınh tròn S hàm f(z)−w1 có số không-diê’m bà̆ng số không-diê’m

cu’a hàm f(z) − w0, tú.c là có ı́t nhất mô.t không-diê’m, (diê’m z = z0 có thê’

là không-diê’m bô. i cu’a hàm f(z) − w0). Nhu. vâ.y, trong ∂S hàm f nhâ.n giá

tri. w1 và do dó w1 ∈ D∗. Vı̀ w1 là diê’m tùy ý, nên S∗ ⊂ D∗.

Tı́nh mo.’ cu’a D∗ du.o.
.c chú.ng minh.

D- i.nh lý 4.4.6. (Nguyên lý ba’o toàn miè̂n)

Gia’ su.’ D là miè̂n thuô. c C và f ∈ H(D), f 6≡ const. Khi dó a’nh D∗ =

f(D) là mô. t miè̂n trong C.

Chú.ng minh. Tâ.p ho.
.p D∗ là tâ.p ho.

.p mo.’ theo di.nh lý 4.4.5. Ta cà̂n chú.ng

minh D∗ liên thông. Gia’ su.’ w1 và w2 là nhũ.ng diê’m tùy ý cu’a D∗ và z1

là mô.t trong các nghi.ch a’nh cu’a w1, z2 là mô.t trong các nghi.ch a’nh cu’a

w2 qua ánh xa. f : f(z1) = w1, f(z2) = w2; z1, z2 ∈ D. Vı̀ D liên thông

nên tò̂n ta. i du.̀o.ng cong Jordan γ ⊂ D nối z1 vó.i z2. Gia’ su.’ γ có phu.o.ng

tr̀ınh z = γ(t), t ∈ [α, β]. Khi dó ∀ t ∈ [α, β] hàm γ(t) ⊂ D và γ(α) = z1,

γ(β) = z2. Vı̀ hàm f liên tu.c nên ψ = f ◦ γ là biê’u diẽ̂n tham số cu’a du.̀o.ng

cong liên tu.c γ
∗ ⊂ D∗ nối w1 vó.i w2: ψ(α) = (f ◦ γ)(α) = f(z1) = w1,

ψ(β) = (f ◦ γ)(β) = f(z2) = w2. Do vâ.y D
∗ là tâ.p liên thông. Do dó D∗ là

miè̂n.

4.5 Bài tâ.p

1. Nếu f ∈ H(D), D = {z : |z| < 1} và |f(z)| < 1 ∀ z ∈ D th̀ı
∣∣∣ f(z) − f(z0)

1 − f(z0)f(z)

∣∣∣ 6
∣∣∣ z − z0

1 − z0z

∣∣∣ ; z0, z ∈ D (*)

Chı’ dã̂n. Áp du.ng Bô’ d̂è Schwarz.

2. Chú.ng minh rà̆ng nếu F ∈ H(D), D = {z : |z| < R} và |F (z)| 6 M

∀ z ∈ D th̀ı
∣∣∣F (z)− F (z0)

z − z0

∣∣∣ 6
2MR

|R2 − z0z|
, ∀ z0, z ∈ D.
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Chı’ dã̂n. Áp du.ng (*) cho hàm f(z) =
F (Rz)

M
.

3. Chú.ng minh rằng

∣∣∣ a− b

1 − ab

∣∣∣ > |a| − |b|
1 − |a||b| , ∀ a, b ∈ {z : |z| < 1}.

4. Chú.ng minh rằng nếu hàm f(z) chı’nh h̀ınh và |f(z)| < 1 trong h̀ınh tròn

do.n vi. th̀ı

|f(z)| 6
|z| + |f(0)|
1 + |f(0)||z| ·

Chı’ dã̂n. Áp du.ng 3 và 1.

5. Tı̀m nhũ.ng tâ.p ho.
.p diê’m mà trên dó các chuõ̂i sau dây hô. i tu. dè̂u:

1.
∞∑
n=1

cos n2z

n2
,

2.
∞∑
n=1

1

2n

{
z2n − 1

z2n

}
.

Chú.ng to’ rà̆ng trên các tâ.p dó hai chuỗi nói trên không cho phép lấy da.o

hàm tù.ng số ha.ng. Hãy gia’ i th́ıch ta. i sao diè̂u dó không mâu thuẫn vó.i di.nh

lý Weierstrass?̇

6. Gia’ su.’ phà̂n a’o cu’a hàm nguyên f(z) bi. chă.n bo.’ i hằng số M trên toàn

mă.t phă’ng. Chú.ng minh rà̆ng khi dó hàm f là hà̆ng số.

Chı’ dã̂n. dă.t ϕ(z) = e−if(z) và xét |ϕ(z)|.

7. Hãy xác di.nh xem có tò̂n ta. i hay không hàm chı’nh h̀ınh ta. i diê’m z = 0

và ta. i các diê’m zn =
1

n
, n = 1, 2, . . . nó nhâ.n giá tri.

1) f
(1

n

)
=





0 khi n = 1,
1

2n
khi n 6= 1;

2) f
(1

n

)
=

1

2n
cos2 nπ

2
·
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Tra’ lò.i. 1) Tò̂n ta. i, f(z) =




z/2 khi z 6= 1,

0 khi z = 1;

2) Không tò̂n ta. i

8. Hãy xét xem trong h̀ınh tròn do.n vi. có tò̂n ta. i hay không hàm chı’nh h̀ınh

mà

1) f
( 1

n

)
=

n

n+ 1
, n = 2, 3, . . . ;

2) f
( 1

n

)
=





1

n2
, n 6= 1,

0, n = 1.

Tra’ lò.i. 1) Tò̂n ta. i, f(z) =
1

1 + z
;

2) Không tò̂n ta. i.

9. Gia’ su.’ a là diê’m bất thu.̀o.ng cốt yếu cu’a hàm f . Hãy xét xem a là diê’m

bất thu.̀o.ng loa. i nào dối vó.i
1

f(z)
?

Tra’ lò.i. Diê’m gió.i ha.n cu’a các cu.
.c diê’m hoă. c diê’m bất thu.̀o.ng cốt yếu.

10. Gia’ su.’ z0 là cu.
.c diê’m cấp m cu’a f(z). Chú.ng minh rà̆ng tò̂n ta. i các

hà̆ng số du.o.ng ε, A, B sao cho ∀ z ∈ {0 < |z − z0| < ε} ta có:

A

|z − z0|m
6 |f(z)| 6

B

|z − z0|m
·

11. Hãy chú.ng minh di.nh lý Liouville bằng cách t́ınh t́ıch phân
∫

L(R)

f(z)

(z − a)(z − b)
dz, L(R) = {z : |z| = R}, |a| < R, |b| < R

và u.́o.c lu.o.
.ng t́ıch phân ấy khi R→ ∞.

Chı’ dã̂n. Hãy chú.ng minh rà̆ng t́ıch phân I bà̆ng

I = 2πi
(f(b) − f(a)

b− a

)
.

12. Xác di.nh số nghiê.m cu’a da thú.c P (z) = z5 − 12z2 + 14:
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1+ trong vành tròn V1 = {z : 0 < |z| < 2};
2+ trong vành tròn V2 = {z : 1 < |z| < 2};
3+ trong nu.’ a mă.t phă’ng bên pha’i.

Tra’ lò.i. 1+ NV1(f) = 5; 2+ NV2(f) = 2; 3+ N(f) = 2.

13. Hãy xác di.nh các nghiê.m cu’a da thú.c

P (z) = z4 + z3 + 4z2 + 2z + 3

nà̆m trong nhũ.ng góc phà̂n tu. nào cu’a mă.t phă’ng phú.c

Tra’ lò.i. Trong gốc phà̂n tu. thú. II và thú. III.

14. Chú.ng minh rằng nếu P (z) là da thú.c bâ. c n th̀ı du.̀o.ng mú.c LR = {z ∈
C : |P (z)| = R} (du.̀o.ng lemniscate) có thê’ phân rã thành không quá n thành

phà̂n liên thông.

Chı’ dã̂n. Áp du.ng nguyên lý môdun cu.
.c da.i.
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5.4.1 Mô.t số v́ı du. mo.’ dà̂u . . . . . . . . . . . . . . . . . 413

5.4.2 Phu.o.ng pháp du..ng diê.n Riemann . . . . . . . . . 419

5.5 Bài tâ.p . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 420

Trong các chu.o.ng tru.́o.c ta dã xét các hàm chı’nh h̀ınh trong miè̂n cho

tru.́o.c và dã không quan tâm dến ba’n chất cu’a hàm o.’ ngoài miè̂n dó. Su.
.

kha’o sát có t́ınh chất “di.a phu.o.ng” dó là cà̂n thiết dê’ có su.
. kha’o sát các hàm

mô.t cách toàn cu.c - tú.c là kha’o sát hàm trong miè̂n tò̂n ta. i nói chung cu’a

nó.

Nguyên nhân chung trong su.
. xuất hiê.n t́ınh da tri. cu’a thác triê’n gia’ i t́ıch

mô.t hàm chı’nh h̀ınh tù. mô.t miè̂n cho tru.́o.c ra miè̂n rô.ng ho.n là o.’ chõ̂: các

diê’m cu’a mă.t phă’ng phú.c C không pha’i là mô.t tâ.p ho.
.p du.o.

.c sá̆p thú. tu.
.,

trong khi phép thác triê’n chı’ có thê’ do.n tri. trong tru.̀o.ng ho.
.p khi ta có mô.t

thú. tu.
. cố di.nh giũ.a các diê’m mà trên dó quá tr̀ınh thác triê’n gia’ i t́ıch du.o.

.c

diẽ̂n ra.

Mô.t diè̂u cũng cà̂n nhấn ma.nh là trong lý thuyết hàm ngu.̀o.i ta không

du.o.
.c phép loa. i trù. các hàm da tri. v̀ı ngay các hàm ngu.o.

.c cu’a nhũ.ng hàm

do.n tri. gia’n do.n nhất cũng dã có thê’ là không do.n tri.. Do dó vấn dè̂ co. ba’n

là cà̂n xây du.
.ng mô.t quan diê’m không mâu thuã̂n, cân dối và logic dối vó.i

các hàm da tri..

5.1 Phu.o.ng pháp thác triê’n cu’a Weierstrass

Trong lý thuyết Weierstrass, dà̂u tiên hàm chı’ du.o.
.c xác di.nh o.’ trong h̀ınh

tròn hô. i tu. cu’a chuõ̂i luỹ thù.a dà̂u tiên. Sau dó, hàm du.o.
.c xác di.nh bo.’ i các

giá tri. cho bo.’ i chuỗi dó và mo.i thác triê’n cu’a nó.

Trong mu.c này ta sẽ tr̀ınh bày mô.t cách ngá̆n go.n quá tr̀ınh thác triê’n

gia’ i t́ıch theo Weierstrass hay còn go. i là phu.o.ng pháp chuâ’n cu’a thác triê’n.
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5.1.1 Phà̂n tu.’ ch́ınh tá̆c

Gia’ su.’ miè̂n D trong di.nh ngh̃ıa 13.1 là mô.t h̀ınh tròn. Nếu tâm a cu’a h̀ınh

tròn thuô.c C (hũ.u ha.n !) th̀ı h̀ınh tròn dó có da.ng

S(a) = {|z − a| < Ra, Ra 6 ∞}.

Nếu a = ∞ th̀ı S(a) = {|z| > Ra, Ra > 0}. Khi dó trong h̀ınh tròn S(a) hàm

f có thê’ biê’u diẽ̂n du.́o.i da.ng

fa(z) =





∑
n>0

an(z − a)n, z ∈ {|z − a| < Ra};
∑
n>0

anz
−n, z ∈ {|z| > Ra}.

D- i.nh ngh̃ıa 5.1.1. Că.p Pa = (S(a); fa(z)), trong dó fa(z) là tô’ng cu’a chuõ̂i

luỹ thù.a vó.i tâm ta. i diê’m a và S(a) là h̀ınh tròn hô. i tu. cu’a nó du.o.
.c go. i là

mô.t phà̂n tu.’ ch́ınh tắc vó.i tâm ta. i a và S(a) du.o.
.c go. i là h̀ınh tròn hô. i tu.

cu’a Pa.

Dối vó.i các phà̂n tu.’ ch́ınh tắc viê.c di.nh ngh̃ıa thác triê’n gia’ i t́ıch tru.
.c

tiếp và thác triê’n gia’ i t́ıch có phà̂n do.n gia’n ho.n v̀ı các h̀ınh tròn hô. i tu. giao

nhau theo mô.t tâ.p ho.
.p liên thông và do dó không cà̂n thiết pha’ i chı’ rõ phép

thác triê’n gia’ i t́ıch du.o.
.c tiến hành qua thành phà̂n liên thông nào cu’a giao.

Ta có

D- i.nh ngh̃ıa 5.1.2. Gia’ su.’ S(a1), S(a2), . . . , S(an) là dãy hũ.u ha.n các h̀ınh

tròn thuô.c C sao cho tâm ai+1 cu’a h̀ınh tròn S(ai+1) nà̆m trong h̀ınh tròn

S(ai), i = 1, 2, . . . , n− 1. Dãy h̀ınh tròn ấy du.o.
.c go. i là mô. t x́ıch. Nếu fai(z)

là phà̂n tu.’ ch́ınh tắc vó.i h̀ınh tròn hô. i tu. S(ai) và fai+1(z) là thác triê’n gia’ i

t́ıch tru.
.c tiếp cu’a fai, i = 1, 2, . . . , n − 1 th̀ı ta nói rà̆ng fa1 du.o.

.c thác triê’n

gia’i t́ıch theo x́ıch các h̀ınh tròn.

Tù. dó ta rút ra là: phà̂n tu.’ ch́ınh tắc fb(z) là thác triê’n gia’ i t́ıch cu’a

phà̂n tu.’ ch́ınh tắc fa(z) nếu

a) hoă. c fb(z) là thác triê’n gia’ i t́ıch tru.
.c tiếp cu’a fa(z);
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b) hoă. c fb(z) là khâu cuối cùng cu’a mô.t x́ıch hũ.u ha.n các phà̂n tu.’

fa(z) = fa1(z), fa2(z), . . . , fan(z) = fb(z),

trong dó mõ̂i chuõ̂i faj(z) là thác triê’n gia’ i t́ıch tru.
.c tiếp cu’a faj−1(z), j =

1, . . . , n− 1.

Dẽ̂ dàng thấy rà̆ng quan hê. thác triê’n gia’ i t́ıch giũ.a các phà̂n tu.’ ch́ınh

tá̆c có các t́ınh chất:

1. t́ınh pha’n xa. : mõ̂i phà̂n tu.’ ch́ınh tắc là thác triê’n gia’ i t́ıch cu’a ch́ınh

nó;

2. t́ınh dối xú.ng: nếu phà̂n tu.’ ch́ınh tắc fb(z) là thác triê’n gia’ i t́ıch cu’a

phà̂n tu.’ fa(z) th̀ı phà̂n tu.’ fa(z) là thác triê’n gia’ i t́ıch cu’a phà̂n tu.’ fb(z);

3. t́ınh bắc cà̂u: Nếu phà̂n tu.’ fb(z) là thác triê’n gia’ i t́ıch cu’a phà̂n tu.’

fa(z), phà̂n tu.’ fc(z) là thác triê’n gia’ i t́ıch cu’a fb(z) th̀ı fc(z) là thác triê’n

gia’ i t́ıch cu’a fa(z).

5.1.2 D- iê’m bất thu.̀o.ng cu’a phà̂n tu.’ ch́ınh tá̆c

Gia’ su.’ fa(z) là phà̂n tu.’ ch́ınh tắc vó.i tâm a và bán ḱınh hô. i tu. Ra. Ta xét

diê’m s nào dó trên biên γ(Ra) = {|z − a| = Ra} cu’a h̀ınh tròn hô. i tu. cu’a

fa(z). Các diê’m cu’a γ(Ra) = γ(R) có thê’ chia thành hai ló.p.

1. Ta. i diê’m s dã cho cu’a du.̀o.ng tròn γ(R) tò̂n ta. i phà̂n tu.’ ch́ınh tắc fs(z)

là thác triê’n tru.
.c tiếp cu’a fa(z). Nhũ.ng diê’m này du.o.

.c go. i là nhũ.ng diê’m

ch́ınh quy cu’a fa(z).

2. Phà̂n tu.’ nhu. thế không tò̂n ta. i. Nhũ.ng diê’m này du.o.
.c go. i là nhũ.ng

diê’m bất thu.̀o.ng cu’a phà̂n tu.’ ch́ınh tắc fa(z).

Tù. di.nh ngh̃ıa diê’m ch́ınh quy suy ra rằng: nếu z0 ∈ γ(Ra) là diê’m ch́ınh

quy th̀ı mo.i diê’m cu’a cung δ 3 z0 nào dó dè̂u là diê’m ch́ınh quy. Do dó, nếu

tò̂n ta. i mô.t diê’m ch́ınh quy th̀ı sẽ tò̂n ta. i vô số diê’m ch́ınh quy. Ngu.o.
.c la. i

vó.i diè̂u này, diê’m bất thu.̀o.ng có thê’ là duy nhất.

Vı̀ biên γ(Ra) là dóng nên các diê’m bất thu.̀o.ng cu’a mô.t phà̂n tu.’ ch́ınh

tá̆c lâ.p thành mô.t tâ.p ho.
.p dóng. Nói cách khác, diê’m gió.i ha.n cu’a các diê’m

bất thu.̀o.ng cũng là diê’m bất thu.̀o.ng.
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Vè̂ diê’m bất thu.̀o.ng cu’a phà̂n tu.’ ch́ınh tắc ta có

D- i.nh lý 5.1.1. Trên biên γ(Ra) = {|z− a| = Ra} cu’a h̀ınh tròn hô. i tu. cu’a

chuõ̂i luỹ thù.a fa(z) có ı́t nhất mô. t diê’m bất thu.̀o.ng cu’a phà̂n tu.’ ch́ınh tắc.

Chú.ng minh. Gia’ su.’ trên γ(Ra) không tò̂n ta. i mô.t diê’m bất thu.̀o.ng nào cu’a

phà̂n tu.’ ch́ınh tắc. Khi dó hàm này có thê’ thác triê’n gia’ i t́ıch dến mo.i diê’m

nà̆m trên γ(Ra). Kết qua’ cu’a thác triê’n gia’ i t́ıch du.o.
.c ký hiê.u là ϕ(z). Nhu.

vâ.y ϕ(z) ≡ fa(z), z ∈ S(a). Theo di.nh ngh̃ıa thác triê’n gia’ i t́ıch, dối vó.i mõ̂i

diê’m ζ ∈ γ(Ra) dè̂u tò̂n ta. i h̀ınh tròn S(ζ) vó.i tâm ta. i ζ mà trong dó ϕ(z)

chı’nh h̀ınh.

Nhu. vâ.y du.̀o.ng tròn γ(Ra) du.o.
.c phu’ bo.’ i vô số h̀ınh tròn vó.i tâm nà̆m

trên γ(Ra).

Theo bô’ dè̂ Heine - Borel, tù. phu’ vô ha.n dó có thê’ tŕıch mô.t phu’ con hũ.u

ha.n, ngh̃ıa là tò̂n ta. i hê. các h̀ınh tròn S(ζj) j = 1, 2, . . . , n; ζj ∈ γ(Ra) phu’

γ(Ra). Gia’ su.’ zj là mô.t diê’m cu’a giao hai h̀ınh tròn kè̂ nhau S(ζj) và S(ζj+1)

(j = 1, 2, . . . , n; S(ζn+1) ≡ S(ζ1)) nà̆m ngoài S(a). Ta dă.t R = min
16j6n

|zj−a|.
Khi dó hàm ϕ(z) trùng vó.i fa(z) trong S(a) và chı’nh h̀ınh trong h̀ınh tròn

ló.n ho.n S0(a) = {|z − a| < R,R > Ra}. Tù. dó suy ra rà̆ng hàm fa(z) biê’u

diẽ̂n chuõ̂i luỹ thù.a hô. i tu. trong h̀ınh tròn S0(a) vó.i bán ḱınh hô. i tu. R > Ra.

Nhu.ng diè̂u này không thê’ xa’y ra.

Ta có hê. qua’ sau dây.

Hê. qua’ 5.1.1. Bán ḱınh hô. i tu. cu’a chuỗi luỹ thù.a fa(z) bà̆ng khoa’ng cách

tù. tâm a dến diê’m bất thu.̀o.ng gà̂n nhất cu’a phà̂n tu.’ ch́ınh tắc.

Trong nhiè̂u tru.̀o.ng ho.
.p, diè̂u khă’ng di.nh này cho phép ta t̀ım bán ḱınh

hô. i tu. cu’a chuõ̂i luỹ thù.a mô.t cách rất có hiê.u lu.
.c mà không su.’ du.ng công

thú.c Cauchy - Hadamard.

5.1.3 Phu.o.ng pháp thác triê’n cu’a Weierstrass

Phu.o.ng pháp thác triê’n gia’ i t́ıch cu’a Weierstrass du.
.a trên viê.c áp du.ng mô. t

cách có hê. thống chuõ̂i Taylor. Nếu hàm f(z) chı’nh h̀ınh trong miè̂n D th̀ı
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nó có thê’ khai triê’n thành chuỗi Taylor ta. i lân câ.n cu’a mõ̂i diê’m z0 ∈ D vó.i

bán ḱınh hô. i tu. R0 không bé ho.n khoa’ng cách ngá̆n nhất δ0 tù. z0 dến biên

∂D. Nếu bán ḱınh hô. i tu. ló.n ho.n khoa’ng cách ngá̆n nhất dó th̀ı chuỗi vù.a

thu du.o.
.c sẽ xác di.nh hàm chı’nh h̀ınh trong phà̂n h̀ınh tròn nằm ngoài miè̂n

D và trùng vó.i f(z) trong h̀ınh tròn {|z − z0| < δ0}. Do dó chuõ̂i vù.a thu

du.o.
.c cho ta thác triê’n hàm vào h̀ınh tròn |z − z0| < R0} (xem di.nh lý 13.5)

Nhu. vâ.y, vè̂ sau ta chı’ cà̂n xét các khai triê’n Taylor và dùng các khai

triê’n dó dê’ thu.
.c hiê.n thác triê’n gia’ i t́ıch.

Nô.i dung cu’a phu.o.ng pháp Weierstrass là nhu. sau. Gia’ su.’ ta bá̆t dà̂u tù.

chuõ̂i luỹ thù.a

fa1(z) =
∑

n>0

an(z − a1)
n (5.1)

có bán ḱınh hô. i tu. hũ.u ha.n Ra1 > 0. Chuõ̂i dó sẽ xác di.nh hàm fa1(z) chı’nh

h̀ınh trong h̀ınh tròn S(a1) = {|z−a1| < Ra1}. Nếu ta lấy diê’m a2 vó.i modun

bé ho.n Ra1, th̀ı dẽ̂ dàng thấy rằng các giá tri. fa1(a2), f
′
a1

(a2), . . . , d
(p)
a1 (a2)

du.o.
.c t́ınh (vè̂ mă.t lý thuyết) theo các công thú.c

f (p)
a1

(a2) =

∞∑

n=p

n(n− 1) · · · (n− p+ 1)an(a2 − a1)
n−p.

Do dó ta có thê’ xét chuõ̂i Taylor

∑

p>0

f
(p)
a1 (a2)

p!
(z − a2)

p; (0! = 1). (5.2)

Ta nhâ.n xét rằng viê.c khai triê’n hàm fa1(z) thành chuỗi theo các luỹ

thù.a cu’a (z−a2) có thê’ tiến hành mô.t cách nhanh chóng bằng cách du.
.a vào

hê. thú.c

(z − a)n = [(z − a2) + (a2 − a1)]
n

=
∑

06k6n

Ck
n(a2 − a1)

n−k(z − a2)
k
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và nhóm các tù. cu’a chuõ̂i thu du.o.
.c sau khi thế biê’u thú.c vù.a viết vào (5.1).

Gia’ su.’ chuõ̂i (5.2) hô. i tu. trong h̀ınh tròn

S(a2) = {|z − a2| < Ra2 , Ra2 > Ra1 − |a2 − a1|}.

Nếu Ra2 = Ra1 − |a2 − a1| th̀ı h̀ınh tròn S(a2) tiếp xúc trong vó.i h̀ınh tròn

S(a1). Trong tru.̀o.ng ho.
.p này ta không thu du.o.

.c thác triê’n gia’ i t́ıch.

Gia’ su.’ Ra2 > Ra1 − |a2 − a1|. Khi dó h̀ınh tròn S(a2) vu.o.
.t ra kho’i gió.i

ha.n cu’a h̀ınh tròn S(a1). Trong h̀ınh tròn S(a2) chuõ̂i (5.2) xác di.nh hàm

fa2(z) chı’nh h̀ınh trong S(a2) và

fa1(z) ≡ fa2(z), z ∈ S(a1) ∩ S(a2).

Do dó fa2(z) là thác triê’n gia’ i t́ıch tru.
.c tiếp cu’a fa1(z) tù. h̀ınh tròn S(a1)

vào h̀ınh tròn S(a2).

Nhu. vâ.y, trong miè̂n S(a1) ∪ S(a2) ta thu du.o.
.c hàm chı’nh h̀ınh

f(z) =




fa1(z), z ∈ S(a1),

fa2(z), z ∈ S(a2).

Nói cách khác: hàm f(z) chı’nh h̀ınh trong

miè̂n gió.i ha.n bo.’ i các cung tròn AmB và AnB

(h̀ınh V.1). Tù. dó ta cũng thấy rà̆ng nếu z = a3

thuô.c h̀ınh qua.t Aa1B cu’a S(a1) th̀ı bán ḱınh hô. i

tu. cu’a mõ̂i chuõ̂i Taylor biê’u diẽ̂n hàm f(z) ta. i

diê’m a3 sẽ không bé ho.n khoa’ng cách tù. diê’m a3

dến biên cu’a miè̂n AmBnA và ló.n ho.n Ra1−|a3|,
và mõ̂i diê’m cu’a h̀ınh qua. t Aa1B dè̂u cho phép

thác triê’n gia’ i t́ıch hàm f(z) ra kho’i gió.i ha.n

cu’a S(a1). Do dó, nếu dối vó.i a2 nào dó miè̂n

Ra2 = Ra1 − |a2| th̀ı ta không thê’ thác triê’n gia’ i Hı̀nh V.1

t́ıch bà̆ng cách xuất phát tù. các diê’m nà̆m trên bán ḱınh a1H di qua diê’m

a2, trong dó H là diê’m cuối cu’a bán ḱınh h̀ınh tròn S(a1). Trong tru.̀o.ng ho.
.p

này, diê’m H là diê’m bất thu.̀o.ng cu’a fa1(z).
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Vı̀ trên biên cu’a h̀ınh tròn hô. i tu. cu’a chuõ̂i luỹ thù.a có ı́t nhất mô.t diê’m

bất thu.̀o.ng nên các diê’m bất thu.̀o.ng có thê’ ro.i vào A hoă. c B. Cũng có thê’

xa’y ra tru.̀o.ng ho.
.p mo.i diê’m cu’a AmBnA dè̂u là diê’m bất thu.̀o.ng dối vó.i

f(z), khi dó f(z) không thê’ thác triê’n rô.ng ho.n nũ.a. Gia’ su.’ rà̆ng không

pha’i mo.i diê’m cu’a AmBnA dè̂u là diê’m bất thu.̀o.ng. Khi dó t̀ım du.o.
.c diê’m

a3 và chuõ̂i

∑

q>0

f (q)(a3)

q!
(z − a3)

q

vó.i h̀ınh tròn hô. i tu. S(a3) vu.o.
.t ra kho’i gió.i ha.n AmBnA. Trong phà̂n h̀ınh

tròn S(a3) nà̆m ngoài AmBnA ta sẽ thu du.o.
.c mô.t thác triê’n mó.i cu’a f(z)

mà không cà̂n phân biê.t a3 thuô.c S(a1) hay S(a2). Nhu. vâ.y ta thu du.o.
.c

hàm chı’nh h̀ınh

f(z) =





fa1(z), z ∈ S(a1),

fa2(z), z ∈ S(a2),

fa3(z), z ∈ S(a3).

Sau khi bu.́o.c thú. hai này dã hoàn thành ta chuyê’n sang bu.́o.c thú. ba,

thú. tu.,...

Gia’ su.’ tò̂n ta. i mô.t dãy các phà̂n tu.’ ch́ınh tắc

fa1(z), fa2(z), fa3(z), . . . , fan(z);

sao cho chuỗi faj(z) là thác triê’n gia’ i t́ıch tru.
.c tiếp cu’a faj−1(z), 1 6 j 6 n−1.

Khi dó phà̂n tu.’ ch́ınh tá̆c fan(z) là thác triê’n gia’ i t́ıch cu’a phà̂n tu.’ ch́ınh tắc

fa1(z) do.c theo dây x́ıch các h̀ınh tròn S(a1), S(a2), . . . , S(an).

Thuâ.t toán dã nêu trên dây dê’ thác triê’n gia’ i t́ıch có thê’ tiến hành vô

ha.n nếu ta cho.n tâm cu’a các khai triê’n Taylor là nhũ.ng diê’m ch́ınh quy ngày

càng mó.i dối vó.i các phà̂n tu.’ ch́ınh tắc dã thu du.o.
.c.

Ta nhâ.n xét rằng v̀ı hai phà̂n tu.’ ch́ınh tắc faj(z) và faj−1(z) là thác triê’n

gia’ i t́ıch tru.
.c tiếp cu’a nhau nên

∂S(aj) ∩ ∂S(aj−1) 6= ∅.
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Thâ.t vâ.y, nếu S(aj) ⊂ S(aj−1) th̀ı faj(z) là hàm chı’nh h̀ınh trong h̀ınh tròn

tâm aj bán ḱınh ló.n ho.n bán ḱınh Raj . Do dó h̀ınh tròn S(aj) không còn là

h̀ınh tròn hô. i tu. cu’a faj(z) nũ.a.

Vı́ du. 1. Gia’ su.’ hàm dà̂u tiên f1(z) du.o.
.c cho trong h̀ınh tròn S(0) = {|z| <

1} bo.’ i chuõ̂i

f1(z) =
∑

n>0

zn.

Hiê’n nhiên tô’ng f1(z) =
1

1 − z
.

Ta cho.n diê’m z0 6= 0 tùy ý trong h̀ınh tròn S(0) và khai triê’n hàm f1(z)

theo luỹ thù.a (z − z0)
n. Dẽ̂ dàng thấy rà̆ng khai triê’n Taylor cu’a f1(z) ta. i

lân câ.n z0 có da.ng

f2(z) =
∑

a1
n(z − z0)

n, a1
n =

f
(n)
1 (z0)

n!
=

1

(1 − z0)n+1
·

Do dó

f2(z) =
∑ (z − z0)

n

(1 − z0)n+1
·

Dẽ̂ dàng kiê’m tra rà̆ng bán ḱınh hô. i tu. R0 cu’a chuõ̂i này bằng |1− z0|. Nếu

diê’m z0 không nà̆m trên doa. n [0, 1] th̀ı R0 = |1 − z0| > 1 − |z0|, ngh̃ıa là R0

ló.n ho.n khoa’ng cách tù. z0 dến du.̀o.ng tròn ∂S(0). Do dó, h̀ınh tròn hô. i tu.
S(z0) = {|z− z0| < R0} vu.o.

.t ra kho’i gió.i ha.n cu’a du.̀o.ng tròn ∂S(0). Trong

h̀ınh tròn S(z0) chuỗi trên dây xác di.nh hàm chı’nh h̀ınh f2(z) =
1

1 − z
và

f2(z) = f1(z), z ∈ S(0) ∩ S(z0).

Nhu.vâ.y f2(z) là thác triê’n gia’ i t́ıch cu’a f1 tù.S(0) vào S(z0). Vı̀R0 = |1−z0|
bà̆ng khoa’ng cách tù. diê’m 1 dến diê’m z0 nên vó.i mo.i vi. tŕı cu’a z0 trong S(0)

biên ∂S(z0) dè̂u pha’i di qua diê’m z = 1.

Bây giò. ta lấy diê’m z1 6= z0, z1 ∈ {|z− z0| < |1− z0|} làm tâm và la. i thu

du.o.
.c khai triê’n

∑

n>0

(z − z1)
n

1 − z1)n+1
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hô. i tu. trong h̀ınh tròn S(z1) = {|z − z1| < |1 − z1|} dến hàm f3(z) =
1

1 − z
trùng vó.i hàm f1 và f2 trong các phà̂n chung cu’a S(z1) vó.i miè̂n xác di.nh

cu’a hàm f1 và f2. Do dó f3(z) là thác triê’n gia’ i t́ıch cu’a f1 ra miè̂n S(z1) =

{|z − z1|, |1 − z1|}. Vó.i mo.i vi. tŕı cu’a diê’m z1 biên cu’a h̀ınh tròn S(z1) dè̂u

pha’i di qua diê’m z = 1.

Bà̆ng cách lă.p la. i quá tr̀ınh dó, ta thu du.o.
.c thác triê’n gia’ i t́ıch hàm f1(z)

ra toàn mă.t phă’ng trù. diê’m z = 1. Nhu. vâ.y hàm

F (z) =
1

1 − z

là thác triê’n gia’ i t́ıch cu’a f1(z) tù. h̀ınh tròn do.n vi. ra miè̂n D = C \ {1}.

Nhâ. n xét 5.1.1. 1. Vè̂ mă.t lý thuyết, phu.o.ng pháp thác triê’n cu’a Wreier-

strass tiê.n lo.
.i trong mo.i tru.̀o.ng ho.

.p. Nhu.ng trong các bài toán cu. thê’, viê.c

áp du.ng phu.o.ng pháp dó gă.p rất nhiè̂u khó khăn bo.’ i t́ınh phú.c ta.p cu’a nó.

2. Quá tr̀ınh thác triê’n gia’ i t́ıch du.o.
.c tr̀ınh bày trên dây là co. so.’ cu’a lý

thuyết hàm số du.o.
.c Weierstrass du.a ra, trong dó Weierstrass dã lấy chuõ̂i

luỹ thù.a làm nè̂n ta’ng dê’ di.nh ngh̃ıa hàm gia’ i t́ıch mà ta sẽ tr̀ınh bày trong

mu.c sau.

5.1.4 Hàm không cho phép thác triê’n gia’ i t́ıch

Tuy phà̂n ló.n các chuõ̂i luỹ thù.a thông thu.̀o.ng dè̂u cho phép thác triê’n gia’ i

t́ıch ra kho’i gió.i ha.n cu’a h̀ınh tròn hô. i tu. dà̂u tiên nhò. các chuõ̂i Taylor,

nhu.ng không nên ngh̃ı rà̆ng dối vó.i mo.i chuỗi luỹ thù.a phép thác triê’n gia’ i

t́ıch dè̂u luôn luôn thu.
.c hiê.n du.o.

.c. Weierstrass, ngu.̀o.i dà̂u tiên du.a ra di.nh

ngh̃ıa thác triê’n gia’ i t́ıch, dã chú.ng to’ bà̆ng v́ı du. rà̆ng tò̂n ta. i nhũ.ng phà̂n

tu.’ ch́ınh tắc mà mo. i diê’m biên cu’a h̀ınh tròn hô. i tu. dè̂u là diê’m bất thu.̀o.ng,

ngh̃ıa là biên cu’a h̀ınh tròn hô. i tu. là mô.t du.̀o.ng bất thu.̀o.ng.

Ta xét chuõ̂i

f(z) = 1 + z + z2 + z6 + · · · + zn! + . . . (5.3)



htttp://www.ebook.edu.vn
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Dẽ̂ dàng thấy rà̆ng bán ḱınh hô. i tu. cu’a chuõ̂i (5.3) là bà̆ng 1. Do dó trên

du.̀o.ng tròn do.n vi. có ı́t nhất mô.t diê’m bất thu.̀o.ng cu’a hàm f(z).

Nếu dà̂n dến diê’m z = 1 tù. ph́ıa trong th̀ı mõ̂i số ha.ng cu’a chuõ̂i (5.3)

dè̂u dà̂n dến 1, còn tô’ng cu’a nó th̀ı dà̂n dến ∞. Tù. dó suy rà̆ng z = 1 là

diê’m bất thu.̀o.ng cu’a (z).

Trên mỗi cung bé tùy ý cu’a du.̀o.ng tròn {|z| = 1} d̂èu tò̂n ta. i nhũ.ng diê’m

có acgumen bằng 2π nhân vó.i mô.t số hũ.u ty’ nào dó. Ta dă.t

z = re2πim
n , r < 1

m,n ∈ Z. Khi dó

zn! = rn!e2πim(n−1)! = rn!

z(n+1)! = (zn!)n+1 = (rn!)n+1 = r(n+1)!, . . .

Tù. dó có thê’ viết chuõ̂i (5.3) du.́o.i da.ng

f(z) = (1 + z + z2 + · · · + z(n−1)!) + rn! + r(n+1)! + . . .

Khi r → 1, biê’u thú.c trong dấu ngoă. c

1 + z + · · · + z(n−1)!

dà̂n dến mô.t gió.i ha.n nào dó, còn phà̂n du. dà̂n dến ∞. Diè̂u dó chú.ng to’

rà̆ng các diê’m da.ng z = e2πim
n dè̂u là diê’m bất thu.̀o.ng cu’a hàm f(z). Vı̀ tâ.p

ho.
.p các diê’m z = e2πim

n , m,n ∈ Z lâ.p nên tâ.p ho.
.p trù mâ.t khắp no.i trên

du.̀o.ng tròn {|z| = 1} và v̀ı tâ.p ho.
.p các diê’m bất thu.̀o.ng là dóng nên mo.i

diê’m thuô.c du.̀o.ng tròn do.n vi. dè̂u là diê’m bất thu.̀o.ng cu’a hàm f(z).

Trong tru.̀o.ng ho.
.p này hàm f(z) hoàn toàn không thê’ thác triê’n dến diê’m

z nà̆m ngoài du.̀o.ng tròn {|z| = 1} và mô.t hàm nhu. vâ.y du.o.
.c go. i là hàm

không thác triê’n du.o.
.c, còn du.̀o.ng tròn {|z| = 1} du.o.

.c go. i là biên tu.
. nhiên

cu’a hàm.
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5.2 Các phu.o.ng pháp khác

Nếu thác triê’n gia’ i t́ıch cu’a mô.t hàm tò̂n ta. i th̀ı thác triê’n dó có thê’ xây

du.
.ng bo.’ i mô.t x́ıch các miè̂n tròn nhu. dã mô ta’ trong mu.c tru.́o.c. Nhu.ng

khái niê.m này còn chu.a hoàn toàn tiê.n lo.
.i dê’ thu du.o.

.c mô.t biê’u tu.o.
.ng rõ

ràng vè̂ dă.c t́ınh da tri. xuất hiê.n trong thác triê’n gia’ i t́ıch. Khái niê.m có

hiê.u lu.
.c nhất dê’ da.t du.o.

.c mu.c d́ıch dó là khái niê.m thác triê’n gia’ i t́ıch theo

tuyến.

5.2.1 Thác triê’n gia’ i t́ıch theo tuyến

Không ha.n chế tô’ng quát, ta có thê’ gia’ thiết rà̆ng mo. i tuyến dang xét dè̂u

du.o.
.c tham số hóa trên doa.n I = [0, 1].

Thác triê’n gia’ i t́ıch theo tuyến du.o.
.c di.nh ngh̃ıa nhu. sau.

D- i.nh ngh̃ıa 5.2.1. Gia’ su.’ cho tuyến

γ : I → C

vó.i diê’m dà̂u a = γ(0) và diê’m cuối b = γ(1), và phà̂n tu.’ ch́ınh tắc

f∗(z) = fγ(0)(z) =
∑

n>0

an(z − γ(0))n

vó.i tâm γ(0) = a ta. i diê’m dà̂u cu’a tuyến γ. Ta nói rà̆ng phà̂n tu.’ ch́ınh tắc

f0 thác triê’n gia’ i t́ıch du.o.
.c theo tuyến nếu

1. tò̂n ta. i ho. các phà̂n tu.’ ch́ınh tắc

ft(γ) = fγ(t)(z) =
∑

n>0

an(z − γ(t))n, t ∈ I

vó.i tâm ta. i diê’m at = γ(t) và bán ḱınh hô. i tu. Rt = R(γ(t)) 6= 0 (ngh̃ıa là

mõ̂i giá tri. t ∈ I dè̂u tu.o.ng ú.ng vó.i phà̂n tu.’ ch́ınh tắc ft);

2. nếu u(t0) ⊂ [0, 1] là lân câ.n liên thông cu’a diê’m t0 ∈ I mà

γ(t) ⊂ S[γ(t0)] = {|z − γ(t0)| < Rt0}, ∀ t ∈ u(t0)

th̀ı vó.i t ∈ u(t0) bất kỳ, phà̂n tu.’ ch́ınh tắc ft là thác trie’n gia’ i t́ıch tru.
.c tiếp

cu’a ft0.
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Trong tru.̀o.ng ho.
.p f0 thác triê’n du.o.

.c theo tuyến th̀ı ta nói rằng phà̂n tu.’

ch́ınh tá̆c f1 = fγ(1) cu’a ho. trên (vó.i tâm ta. i diê’m cuối b = γ(1) cu’a tuyến)

thu du.o.
.c tù. f0 bà̆ng thác triê’n gia’ i t́ıch theo γ. Ngu.o.

.c la. i, phà̂n tu.’ ch́ınh

tá̆c f0 thu du.o.
.c tù. f1 bà̆ng thác triê’n gia’ i t́ıch theo tuyến γ−.

Thác triê’n gia’ i t́ıch theo tuyến có thê’ xem nhu. tru.̀o.ng ho.
.p gió.i ha.n cu’a

thác triê’n gia’ i t́ıch theo mô.t x́ıch miè̂n: thay cho x́ıch hũ.u ha.n các miè̂n và

hàm chı’nh h̀ınh trong các miè̂n tu.o.ng ú.ng dó, ta sẽ lấy mô.t ho. liên tu.c các

hàm và miè̂n. Vè̂ sau ta sẽ thấy rà̆ng thác triê’n gia’ i t́ıch theo tuyến luôn

luôn có thê’ du.a vè̂ thác triê’n gia’ i t́ıch theo mô.t x́ıch các h̀ınh tròn.

Bây giò. ta chuyê’n sang xét mô.t số t́ınh chất cu’a thác triê’n gia’ i t́ıch theo

tuyến.

D- i.nh lý 5.2.1. Bán ḱınh hô. i tu. R(a) cu’a chuỗi fa(z) hoă. c dò̂ng nhất bà̆ng

vô cùng, hoă. c là hàm liên tu. c cu’a tâm a.

Chú.ng minh. Gia’ su.’ R(a) < ∞ dối vó.i t0 nào dó, a0 = γ(t0). Ta lấy t1 sao

cho diê’m γ(t1) nà̆m trong h̀ınh tròn hô. i tu. cu’a phà̂n tu.’ ch́ınh tắc ft0(z) và

|γ(t0) − γ(t1)| <
R(a0)

2
·

Khi dó bán ḱınh hô. i tu. cu’a chuỗi ft1(z) không bé ho.n khoa’ng cách tù.

γ(t1) dến biên cu’a h̀ınh tròn hô. i tu. ft0(z). Do dó

R[γ(t1)] > R[γ(t0)]− |γ(t0) − γ(t1)|.

Diê’m γ(t0) nà̆m trong h̀ınh tròn hô. i tu. cu’a ft1(z) nên

R[γ(t0)] > R[γ(t1)]− |γ(t0) − γ(t1)|.

Nhu. vâ.y

|R(γ(t0)) −R(γ(t1))| 6 |γ(t0) − γ(t1)|

và tù. dó suy ra kết luâ.n cu’a di.nh lý.



htttp://www.ebook.edu.vn
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D- i.nh lý 5.2.2. Phép thác triê’n gia’ i t́ıch phà̂n tu.’ ch́ınh tắc cho tru.́o.c theo

tuyến γ luôn luôn dã̂n dến mô. t phà̂n tu.’ ch́ınh tắc P1 duy nhất không phu.
thuô. c vào cách cho. n ho. các phà̂n tu.’ thu.

.c hiê. n thác triê’n.

Chú.ng minh. Thâ.t vâ.y, gia’ su.’ Pt và Qt là hai thác triê’n cu’a cùng mô.t phà̂n

tu.’ P0 ≡ Q0 do.c theo tuyến γ. Nếu E = {t ∈ J : Pt ≡ Qt} th̀ı E có các t́ınh

chất sau dây

a) E 6= ∅ v̀ı diê’m t = 0 ∈ E;

b) E là tâ.p ho.
.p mo.’ . Thâ. t vâ.y, vó.i t0 bất kỳ ca’ hai chuỗi Pt0 và Qt0 dè̂u

hô. i tu. trong h̀ınh tròn

|z − γ(t0)| < ε(t0),

trong dó ε(t0) bà̆ng bán ḱınh bé nhất trong hai bán ḱınh hô. i tu. . Tò̂n ta. i số

δ = δ(t0) > 0 sao cho

|γ(t0) − γ(t)| < ε(t0), ∀ t ∈ {|t− t0| < δ},

cho nên Pt và Qt là thác triê’n gia’ i t́ıch tru.
.c tiếp tu.o.ng ú.ng cu’a Pt0 và Qt0

khi |t − t0| < δ. Nếu t0 ∈ E th̀ı Pt0 ≡ Qt0 và các thác triê’n gia’ i t́ıch tru.
.c

tiếp cu’a chúng Pt và Qt cũng trùng nhau. Nhu. vâ.y t ∈ E nếu |t− t0| < δ.

Tı́nh mo.’ cu’a E du.o.
.c chú.ng minh.

c) E là tâ.p ho.
.p dóng. Gia’ su.’ t0 là diê’m gió.i ha.n cu’a E. Khi dó tò̂n ta. i

t1 ∈ E sao cho

|t1 − t0| < δ(t0).

và Pt1 = Qt1. Nhu.ng h̀ınh tròn hô. i tu. cu’a ba chuõ̂i Pt1 , Pt0 và Qt0 giao

nhau và trong giao dó tô’ng cu’a ba chuõ̂i trùng nhau. Nhu. vâ.y Pt0 ≡ Qt0 và

t0 ∈ E.

Tù. ba t́ınh chất trên dây suy ra E = J và nhu. vâ.y Pt ≡ Qt vó.i mo.i

t ∈ J . Do dó P1 = Q1.

D- i.nh lý 5.2.3. Phép thác triê’n gia’ i t́ıch phà̂n tu.’ P0 do. c theo tuyến γ luôn

luôn có thê’ thay bằng phép thác triê’n gia’ i t́ıch theo mô. t x́ıch hũ.u ha. n các

h̀ınh tròn.
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Chú.ng minh. Vı̀ bán ḱınh hô. i tu. R(γ(t)) là hàm liên tu.c du.o.ng cu’a γ(t) nên

R(γ(t)) > δ > 0 vó.i mo.i t ∈ J . Ta cho.n dãy các giá tri. 0 = t0 < t1 < · · · <
tn = 1 sao cho

|γ(tj+1) − γ(tj)| < δ, 0 6 j 6 n− 1.

Khi dó các h̀ınh tròn Sj = {|z − γ(tj)| < R(γ(tj))|, 0 6 j 6 n − 1 lâ.p

nên mô.t x́ıch hũ.u ha.n các h̀ınh tròn, còn các phà̂n tu.’ P0, P1, . . . , Ptn lâ.p nên

thác triê’n gia’ i t́ıch theo x́ıch các h̀ınh tròn.

Tiếp theo, nếu phà̂n tu.’ P0 du.o.
.c thác triê’n gia’ i t́ıch theo tuyến γ1, nối

diê’m a vó.i diê’m b th̀ı thác triê’n gia’ i t́ıch P0 do.c theo tuyến bất kỳ khác cũng

nối a vó.i b và du’ gà̂n γ1 sẽ dã̂n dến mô.t phà̂n tu.’ duy nhất P1. Cu. thê’ ta có

D- i.nh lý 5.2.4. Gia’ su.’ δ là giá tri. cu.
.c tiê’u cu’a bán ḱınh hô. i tu. R(γ(t)) cu’a

phà̂n tu.’ ch́ınh tắc Pt trên γ. Gia’ su.’ γ1 : z = γ1(t), t ∈ J , là tuyến bất kỳ

khác tho’a mãn diè̂u kiê. n

γ1(0) = γ(0) = a, γ1(1) = γ(1) = b,

|γ1(t) − γ(t)| 6 δ

4
·

Khi dó nếu Qt là phà̂n tu.’ thu du.o.
.c tù. P0 = Q0 bà̆ng thác triê’n gia’ i t́ıch theo

γ1 th̀ı

P1 = Q1.

Chú.ng minh. Ta xét dãy diê’m 0 = t0 < · · · < tn = 1 tho’a mãn diè̂u kiê.n

|γ(t)− γ(ti−1)| <
δ

4
vó.i mo.i t ∈ [ti−1, ti] 0 6 i 6 n. Khi dó phép thác triê’n

P0 thành P1 có thê’ thu.
.c hiê.n theo x́ıch hũ.u ha.n các thác triê’n tru.

.c tiếp.

Gia’ su.’ Li là doa. n thă’ng nối γ(ti) vó.i γ1(ti). Ta xét thác triê’n P0, tù. diê’m

a dến diê’m γ(t1). Phép thác triê’n này có thê’ thu.
.c hiê.n:

a) theo tuyến γ tù. diê’m a dến diê’m γ(t1); và

b) theo tuyến ho.
.p gò̂m doa.n cu’a γ1 tù. diê’m a dến diê’m γ1(t1) và L−

1 tù.

γ1(t1) dến γ(t1).
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Ca’ hai thác triê’n trên cùng du.a dến mô. t phà̂n tu.’ Pt1 v̀ı dó là hai thác

triê’n xa’y ra trong h̀ınh tròn hô. i tu. cu’a phà̂n tu.’ ch́ınh tắc P0 ≡ Q0.

Bây giò. ta thác triê’n tiếp tu.c Pt1 tù. diê’m γ(t1) dến diê’m γ(t2). Phép

thác triê’n này có thê’ thu.
.c hiê.n:

a) do.c theo γ tù. diê’m γ(t1) dến γ(t2) và thu du.o.
.c phà̂n tu.’ Pt2;

b) hoă. c theo tuyến ho.
.p gò̂m doa.n L1, doa.n cu’a γ1 tù. diê’m γ1(t1) dến

diê’m γ1(t2) và L−
2 tù. γ1(t2) dến γ(t2) và cũng thu du.o.

.c phà̂n tu.’ Pt2 (v̀ı trong

phép thác triê’n này, ta không ra kho’i h̀ınh tròn hô. i tu. cu’a Pt1).

Ta nhâ.n xét rằng trong thác triê’n P0 tù. a dến γ(t2) ta dã thác triê’n theo

L1 liên tiếp theo hai hu.́o.ng ngu.o.
.c nhau, nên kết qua’ sẽ không dô’i nếu ta bo’

qua L1. Nhu. vâ.y, ta dã thác triê’n do.c theo hai tuyến:

a) tuyến tù. a dến γ(t2) do.c theo γ; và

b) tuyến tù. a dến γ1(t2) và sau dó tù. γ1(t2) dến γ(t2) theo L−
2 , và dã du.a

dến mô.t kết qua’ là phà̂n tu.’ ch́ınh tắc Pt2.

Tiếp tu.c quá tr̀ınh dó, sau mô.t số hũ.u ha.n bu.́o.c ta sẽ dến diê’m b và thu

du.o.
.c P1 ≡ Q1.

Dê’ kết thúc viê.c nghiên cú.u các t́ınh chất cu’a thác triê’n theo tuyến, ta

chú.ng minh t́ınh bất biến cu’a thác triê’n theo các tuyến dò̂ng luân. Di.nh lý

dó có ý ngh̃ıa cu.
.c kỳ quan tro.ng dối vó.i lý thuyết các hàm da tri. mà ta sẽ

thấy rõ trong mu.c sau.

D- i.nh lý 5.2.5. Gia’ su.’

γ0 = γ0(t), t ∈ J, γ1 = γ1(t), t ∈ J

là nhũ.ng tuyến có dà̂u mút chung dò̂ng luân vó.i nhau và gia’ su.’ phà̂n tu.’

ch́ınh tá̆c P thác triê’n gia’i t́ıch du.o.
.c do. c theo tuyến bất kỳ

γu = γu(t), u ∈ J

thu.
.c hiê.n phép dò̂ng luân (γ0 ∼ γ1) ấy. Khi dó, các kết qua’ cu’a thác triê’n

phà̂n tu.’ P theo γ0 và γ1 là trùng nhau.
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Chú.ng minh. Theo di.nh ngh̃ıa phép dò̂ng luân và diè̂u kiê.n cu’a di.nh lý tò̂n

ta. i ho. các tuyến γu = γu(t), 0 6 u 6 1 phu. thuô.c liên tu.c vào u sao cho

a) mo.i tuyến γu dè̂u có chung diê’m dà̂u và diê’m cuối;

b) tuyến γu trùng vó.i γ0 khi u = 0 và trùng vó.i γ1 khi u = 1;

c) thác triê’n gia’ i t́ıch phà̂n tu.’ P theo mo.i tuyến γu dè̂u có thê’ thu.
.c hiê.n

du.o.
.c.

Dê’ do.n gia’n cách lý luâ.n, ta ta.m go. i hai tuyến vó.i các dà̂u mút chung là

tu.o.ng du.o.ng nếu kết qua’ cu’a thác triê’n theo các tuyến dó là nhu. nhau. Ta

cà̂n chú.ng minh rằng mo.i tuyến γu, 0 6 u 6 1 dè̂u tu.o.ng du.o.ng vó.i nhau.

Tù. di.nh lý 5.2.4 ta suy ra rằng vó.i u > 0 du’ bé, các tuyến γu dè̂u tu.o.ng

du.o.ng vó.i γ0. Ta ký hiê.u u∗ là câ.n du.́o.i dúng cu’a các giá tri. u, 0 6 u 6 1

mà tuyến γu không tu.o.ng du.o.ng vó.i tuyến γ0 (nếu nhũ.ng giá tri. u ấy tò̂n

ta. i !).

Tù. lý luâ.n vù.a nêu suy ra rà̆ng u∗ > 0. Mô.t mă.t, tuyến γu∗ không thê’

tu.o.ng du.o.ng vó.i tuyến γ0, và mă.t khác γu∗ không thê’ không tu.o.ng du.o.ng

vó.i γ0, v̀ı theo di.nh lý 5.2.4 mo.i tuyến γu vó.i u du’ gà̂n u∗ dè̂u có mô.t t́ınh

chất hê.t nhu. cu’a γu∗ . Nhu.ng diè̂u dó không thê’ xa’y ra theo di.nh ngh̃ıa số

u∗. Do dó số u∗ không tò̂n ta. i và mo.i tuyến γu, 0 6 u 6 1 dè̂u tu.o.ng du.o.ng

vó.i nhau. Tù. dó suy ra kết luâ.n cu’a di.nh lý.

Nhâ. n xét 5.2.1. Nếu dù chı’ do.c theo mô.t trong các tuyến γu thu.
.c hiê.n phép

dò̂ng luân γ0 ∼ γ1 phà̂n tu.’ P không thê’ thác triê’n du.o.
.c th̀ı kết qua’ cu’a thác

triê’n phà̂n tu.’ P do.c theo γ0 và γ1 có thê’ khác nhau.

Thâ.t vâ.y ta xét nu.’ a trên γ0 du.̀o.ng tròn do.n vi. và nu.’ a du.́o.i γ1 cu’a nó.

Gia’ su.’ f(z) =
√
z. Ta xét kết qua’ cu’a thác triê’n f do.c theo γ0 và γ1 tù.

diê’m 1 dến diê’m −1. Hiê’n nhiên γ0 ∼ γ1 và phép dò̂ng luân này có thê’ thu.
.c

hiê.n nhò. ho. các cung tròn γu, 0 6 u 6 1 di qua hai diê’m ±1. Gia’ su.’ dê’ xác

di.nh ta ký hiê.u

γ 1
2

= [−1,+1] ⊂ R.

Hiê’n nhiên hàm f có thê’ thác triê’n do.c theo γu, u 6= 1

2
. Hàm f không
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thê’ thác triê’n gia’ i t́ıch theo tuyến γ 1
2

v̀ı

f ′(z) → ∞ khi z → 0 ∈ [−1,+1].

Tất nhiên ta. i diê’m −1 ta có

f0 = i
√
r = i, f1 = −i

√
r = −i,

trong dó f0 là kết qua’ cu’a thác triê’n hàm f theo γ0 còn f1 là kết qua’ cu’a

thác triê’n hàm f theo γ1.

5.2.2 Thác triê’n dối xú.ng

Dê’ xây du.
.ng mô.t cách thu.

.c tiẽ̂n phép thác triê’n gia’ i t́ıch hàm chı’nh h̀ınh cho

tru.́o.c, thông thu.̀o.ng ngu.̀o.i ta su.’ du. ng nguyên lý dối xú.ng cu’a Riemann và

Schwartz. Dó là mô. t tru.̀o.ng ho.
.p riêng cu’a thác triê’n gia’ i t́ıch có liên quan

tó.i ánh xa. ba’o giác. Nguyên lý này sẽ du.a dến nhũ.ng tru.̀o.ng ho.
.p riêng quan

tro.ng thu.̀o.ng gă.p trong ú.ng du.ng, dò̂ng thò.i nó cũng du.a dến viê.c xây du.
.ng

có hiê.u lu.
.c thác triê’n gia’ i t́ıch.

D- i.nh lý 5.2.6. (Riemann - Schwartz) Gia’ su.’ hàm f(z) chı’nh h̀ınh trong

miè̂n D có biên Jordan ∂D chú.a doa. n thă’ng δ ⊂ R cu’a tru. c thu.
.c và D∩D∗ =

∅, trong dó D∗ là miè̂n dối xú.ng vó.i D qua tru. c thu.
.c. Gia’ su.’ hàm f liên

tu. c d̂én tâ. n δ và trên doa. n thă’ng δ hàm f(z) nhâ. n giá tri. thu.
.c. Khi dó hàm

f du.o.
.c thác triê’n gia’ i t́ıch qua doa. n δ vào miè̂n D∗ và phép thác triê’n dó

du.o.
.c cho bo.’ i công thú.c

h(z) =




f(z), z ∈ D ∪ δ,

f(z), z ∈ D∗.

Chú.ng minh. Tru.́o.c hết ta nhâ.n xét rà̆ng hàm thu du.o.
.c trong thác triê’n là

duy nhất, do t́ınh chất duy nhất cu’a thác triê’n gia’ i t́ıch.

Ta chú.ng minh rằng hàm

g(z) = f(z), z ∈ D∗
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chı’nh h̀ınh trong D∗. Ta có

g(z + ∆z) − g(z)

∆z
=
f(z + ∆z) − f(z)

∆z

=
[f(z + ∆z) − f(z)

∆z

]
.

Vı̀ z và z + ∆z ∈ D∗ nên z, z + ∆z ∈ D và do dó

lim
z→0

g(z + ∆z)− g(z)

∆z
= f ′(z).

Nhu. vâ.y hàm g(z) chı’nh h̀ınh trong D∗.

Bây giò. ta chú.ng minh rà̆ng hàm h(z) liên tu.c trong miè̂n D ∪ δ ∪ D∗.

Thâ.t vâ.y, tù. t́ınh liên tu.c cu’a hàm f dến tâ.n δ suy ra

lim
z→x

f(z) = f(x), x ∈ δ

và tù. dó ta có

lim
z→x

g(z) = lim
z→x

f(z) = f(x).

tú.c là hàm g(z) cũng liên tu.c dến tâ.n δ. Vı̀

f(x) = f(x)

theo diè̂u kiê.n cu’a di.nh lý nên

g(z)
∣∣
z∈δ = f(z)

∣∣
z∈δ

Nhu. vâ.y hàm h(z) liên tu.c trong D ∪ δ ∪ D∗, chı’nh h̀ınh ta. i mo.i diê’m

cu’a D và D∗. Tù. di.nh lý 11.3 và di.nh lý Morera suy ra rà̆ng hàm h(z) chı’nh

h̀ınh trong D ∪ δ ∪ D∗ và là thác triê’n gia’ i t́ıch cu’a hàm f(z).

Ta nhâ.n xét rằng ta. i các diê’m cu’a D ∪ δ ∪ D∗ dối xú.ng vó.i nhau qua

tru.c thu.
.c hàm f(z) nhâ.n các giá tri. liên ho.

.p phú.c. Dó cũng là nguyên do

dê’ ngu.̀o.i ta go. i di.nh lý 5.2.6 là “nguyên lý dối xú.ng”.
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Bây giò. ta tr̀ınh bày mô.t số v́ı du. áp du.ng nguyên lý dối xú.ng dê’ t̀ım

ánh xa. ba’o giác.

Vı́ du. 1. Ánh xa. miè̂n D0 = C\{[−3i,+3i]∪ [−4,+∞)} lên nu.’ a mă.t phă’ng

trên D∗
0 = {Imw > 0}.

Gia’i. Ta nhâ.n xét rà̆ng ca’ hai miè̂n D0 và D∗
0 dã cho dè̂u có t́ınh chất

dối xú.ng: miè̂n D0 có tru.c dối xú.ng là tru.c thu.
.c, còn miè̂n D∗

0 có tru.c dối

xú.ng là tru.c a’o. Do dó, dê’ có ánh xa. cà̂n t̀ım ta ke’ nhát cá̆t phu. (du.̀o.ng

chấm chấm) theo tru.c thu.
.c và xét nu.’ a trên cu’a miè̂n D0, ke’ nhát cá̆t phu.

theo tru.c a’o trong mă.t phă’ng w (du.̀o.ng chấm chấm) và xét góc phà̂n tu. thú.

nhất D∗ cu’a D∗
0 (h̀ınh V.2).

Hı̀nh V.2

Ta cà̂n t̀ım ánh xa. D(z) lên D∗ sao cho phà̂n biên phu. [−∞,−4] du.o.
.c

ánh xa. lên phà̂n du.o.ng cu’a tru.c a’o, còn phà̂n biên ABCD∞ du.o.
.c ánh xa.

lên phà̂n du.o.ng tru.c thu.
.c.

1. Dà̂u tiên ta dùng ánh xa. z1 = z2 ánh xa. miè̂n D(z) lên toàn bô. mă.t

phă’ng vó.i nhát cắt [−9,+∞) ⊂ R, trong dó bò. trên cu’a nhát cá̆t tu.o.ng

ú.ng vó.i phà̂n biên CD∞, còn doa.n bò. du.́o.i [−9,+16] tu.o.ng ú.ng vó.i phà̂n

biên CBA, doa. n cu’a bò. du.́o.i di tù. 16 dến ∞ tu.o.ng ú.ng vó.i phà̂n biên phu.
(−∞,−4].

2. Tiếp theo ta su.’ du.ng hàm

z2 =
√
z2 + 9

ánh xa. miè̂n vù.a thu du.o.
.c lên nu.’ a mă.t phă’ng trên, trong dó doa. n [−∞,−5]

là phà̂n biên phu. và phà̂n còn la. i - doa.n [−5,∞) - là a’nh cu’a biên miè̂n D.
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3. Ánh xa.

z3 =
√
z2 + 5 =

√
5 +

√
z2 + 9

sẽ biến nu.’ a mă.t phă’ng vù.a thu du.o.
.c thành góc phà̂n tu. thú. nhất, trong dó

bán tru.c R+ tu.o.ng ú.ng vó.i biên cu’a D, còn phà̂n du.o.ng cu’a tru.c a’o tu.o.ng

ú.ng vó.i phà̂n biên phu. .

Áp du.ng nguyên lý dối xú.ng cho doa. n (−∞,−4) ta suy ra rà̆ng hàm

w = z3 =
√

5 +
√
z2 + 9 cùng vó.i thác triê’n cu’a nó xuống nu.’ a mă.t phă’ng

du.́o.i (qua doa.n (−∞,−4) ánh xa. miè̂n D0 lên nu.’ a mă.t phă’ng trên.

Vı́ du. 2. Tı̀m ánh xa. phà̂n trong h̀ınh tròn do.n vi. D lên phà̂n ngoài cu’a

“h̀ınh sao” D∗:

{|w| 6 1, argw =
2kπ

n
, k = 0, 1, 2, . . . , n− 1}.

Gia’i. Hiê’n nhiên ca’ miè̂n D lã̂n D∗ dè̂u có t́ınh chất dối xú.ng. Do dó, dê’

có ánh xa. cà̂n t̀ım ta chı’ cà̂n xét ánh xa. h̀ınh qua.t

D0 =
{
|z| 6 1, 0 < arg z <

2π

n

}
,

lên h̀ınh qua.t

D∗ =
{
|w| <∞, 0 < argw <

2π

n

}
,

trong dó cung tròn AB =
(
0,

2π

n

)
biến thành hai doa. n thă’ng {|w| <

1, argw = 0} và
{
|w| < 1, argw =

2π

n

}
(h̀ınh V.3)
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Hı̀nh V.3

Ta vẽ các nhát cắt phu. theo các bán ḱınh OA và OB và xét h̀ınh qua. t D0

trong mă.t phă’ng z; ta vẽ các nhát cá̆t phu. A
′∞ và B′∞ trong mă.t phă’ng

w và xét h̀ınh qua. t D
∗. Ta sẽ t̀ım ánh xa. h̀ınh qua. t D0 lên D∗

0 sao cho cung

AB du.o.
.c ánh xa. lên hai doa. n thă’ng B′O′∪O′A′, các nhát cá̆t phu. du.o.

.c ánh

xa. lên các doa. n thă’ng A′∞ và B′∞.

Ta thu.
.c hiê.n các ánh xa. trung gian sau:

1. Ánh xa. z1 = zn ánh xa. h̀ınh qua.t D0 lên h̀ınh tròn do.n vi. vó.i nhát

cá̆t phu. [0, 1].

2. Hàm Jukovski

z2 =
1

2

(
z1 +

1

z1

)

ánh xa. miè̂n vù.a thu du.o.
.c lên toàn bô. mă.t phă’ng trù. nhát cá̆t [−1,+∞],

trong dó nhát cá̆t [1,+∞] là nhát cá̆t phu. (dó là nhũ.ng diê’m trong!̇). Ta ký

hiê.u miè̂n a’nh là D(z2).

3. Hàm

z3 =
z2 + 1

2

ánh xa. miè̂n D(z2) lên toàn bô. mă.t phă’ng vó.i nhát cá̆t [0,+∞), trong dó

nhát cá̆t [+1,∞) là nhát cá̆t phu. .

4. Hàm z4 =
√
z3 cho ta nu.’ a mă.t phă’ng trên, trong dó nhát cá̆t phu.

chuyê’n thành doa.n thă’ng di tù. −1 dến +1 qua ∞.

5. Hàm

w = n
√
z4

sẽ ánh xa. miè̂n thu du.o.
.c trong mă.t phă’ng z4 lên h̀ınh qua.t D

∗
0. Tiếp dó,

bà̆ng phu.o.ng pháp lý luâ.n tu.o.ng tu.
. nhu. trong v́ı du. tru.́o.c ta sẽ thu du.o.

.c

ánh xa. cà̂n t̀ım.
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5.3 Hàm gia’ i t́ıch du’

Khái niê.m thác triê’n gia’ i t́ıch dã tr̀ınh bày trong các mu.c tru.́o.c là mô.t khái

niê.m cu.
.c kỳ quan tro.ng. Nó cho phép ta khái quát hóa khái niê.m hàm chı’nh

h̀ınh, di dến khái niê.m hàm gia’ i t́ıch.

5.3.1 Khái niê.m hàm gia’ i t́ıch du’

Bây giò. ta có thê’ phát biê’u di.nh ngh̃ıa sau dây cu’a Weierstrass vè̂ hàm gia’ i

t́ıch.

D- i.nh ngh̃ıa 5.3.1. Gia’ su.’ ta. i diê’m a cho phà̂n tu.’ ch́ınh tắc fa(z) vó.i tâm

ta. i diê’m z = a. Ta thác triê’n gia’ i t́ıch phà̂n tu.’ fa(z) dã cho theo mo.i tuyến

bá̆t dà̂u tù. tâm a cu’a phà̂n tu.’ mà trên mõ̂i tuyến phép thác triê’n ấy có thê’

thu.
.c hiê.n du.o.

.c. Tâ.p ho.
.p F mo.i phà̂n tu.’ thu du.o.

.c tù. fa(z) trong kết qua’

cu’a mo.i thác triê’n du.o.
.c go. i là hàm gia’i t́ıch du’ .

Hiê’n nhiên khái niê.m hàm gia’ i t́ıch dã du.o.
.c di.nh ngh̃ıa o.’ dây không phu.

thuô.c vào viê.c cho.n phà̂n tu.’ ch́ınh tắc dà̂u tiên. Thâ. t vâ.y, gia’ su.’ fb(z) là

phà̂n tu.’ bất kỳ thuô.c hàm gia’ i t́ıch F (z) xác di.nh bo.’ i fa(z). Khi dó fb(z)

thu du.o.
.c tù. fa(z) bà̆ng thác triê’n gia’ i t́ıch theo tuyến γ. Nhu.ng ch́ınh fa(z)

la. i thu du.o.
.c tù. fb(z) bà̆ng thác triê’n gia’ i t́ıch theo tuyến γ−. Nếu fc(z) là

phà̂n tu.’ tùy ý thu du.o.
.c tù. fa(z) bà̆ng thác triê’n theo tuyến λ th̀ı fc(z) cũng

thu du.o.
.c tù. fb(z) bà̆ng thác triê’n gia’ i t́ıch theo tuyến ho.

.p γ− ∪ λ.
Hai hàm gia’ i t́ıch du.o.

.c xem là bằng nhau nếu chúng có ı́t nhất mô.t phà̂n

tu.’ chung. Tù. di.nh lý 5.2.2 ta kết luâ.n rà̆ng khi dó mo.i phà̂n tu.’ tu.o.ng ú.ng

cu’a chúng dè̂u bà̆ng nhau.

Ta có

D- i.nh lý 5.3.1. Gia’ su.’ F (z) là mô. t hàm gia’i t́ıch du’ và DF là ho.
.p mo. i h̀ınh

tròn hô. i tu. cu’a mo. i phà̂n tu.’ ch́ınh tắc thuô. c F . Khi dó DF là mô. t miè̂n (go. i

là miè̂n tò̂n ta. i theo ngh̃ıa Weierstrass cu’a hàm gia’i t́ıch F ).

Chú.ng minh. 1. Hiê’n nhiên DF là tâ.p ho.
.p mo.’ .
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2. Ta cà̂n chú.ng minh DF là tâ.p ho.
.p liên thông. Gia’ su.’ z0 ∈ S(z0),

fz0(z) ∈ F và z∗ ∈ S(z∗), fz∗(z) ∈ F . Theo di.nh ngh̃ıa, tò̂n ta. i mô.t x́ıch nối

fz0 vó.i fz∗

fz0 , . . . , fzn = fz∗ .

Vı̀ fzj−1 và fzj là thác triê’n gia’ i t́ıch tru.
.c tiếp cu’a nhau nên

S(zj−1) ∩ S(zj) = δj−1,j 6= ∅.

j = 0, 1, . . . , n − 1. Gia’ su.’ ξj ∈ δj−1,j và γj là tuyến thuô.c S(zj) và nối ξj

vó.i ξj+1, j = 1, 2, . . . , n − 1. Khi dó, bà̆ng cách nối z0 vó.i ξ1 bo.’ i tuyến liên

tu.c γ0 trong S(z0), . . . , nối ξn vó.i z∗ bo.’ i tuyến liên tu.c γn ⊂ S(zn) ta thu

du.o.
.c tuyến

γ = γ0 ∪ γ1 ∪ · · · ∪ γn ⊂ DF

nối z0 vó.i z∗. Diè̂u dó chú.ng to’ DF là tâ.p ho.
.p liên thông.

Hàm gia’ i t́ıch du.o.
.c di.nh ngh̃ıa o.’ dây không pha’i là hàm theo ngh̃ıa thông

thu.̀o.ng cu’a tù. v̀ı mỗi giá tri. z cho tru.́o.c không nhất thiết pha’ i tu.o.ng ú.ng

vó.i mô.t giá tri. cu’a hàm mà có thê’ tu.o.ng ú.ng vó.i mô.t số, và thâ.m ch́ı là vó.i

vô số giá tri. cu’a hàm. Diè̂u cà̂n lu.u ý o.’ dây là: nói chung, phà̂n tu.’ ch́ınh

tá̆c sẽ sinh ra hàm gia’ i t́ıch da tri..

Nhâ. n xét 5.3.1. 1. Nếu ta cho mô.t phà̂n tu.’ fa(z) ta. i diê’m a ∈ C nào dó th̀ı

hiê’n nhiên phà̂n tu.’ này sẽ xác di.nh mô.t tâ.p ho.
.p K nào dó các tuyến γ nà̆m

trong C và dè̂u xuất phát tù. diê’m a mà trên nhũ.ng tuyến dó có thê’ thác

triê’n gia’ i t́ıch phà̂n tu.’ fa(z). Hàm gia’ i t́ıch sinh bo.’ i phà̂n tu.’ fa(z) sẽ du.o.
.c

xác di.nh dối vó.i mõ̂i tuyến γ ⊂ K. Do dó ta có thê’ xem giá tri. ta. i diê’m cuối

cu’a tuyến γ trong thác triê’n gia’ i t́ıch phà̂n tu.’ dà̂u tiên fa(z) theo γ là giá

tri. cu’a hàm gia’ i t́ıch tu.o.ng ú.ng vó.i tuyến γ ⊂ K.

2. Tù. su.
. phân t́ıch trên ta thấy rà̆ng Weierstrass dã lấy chuõ̂i luỹ thù.a

dê’ làm công cu. xuất phát trong khi di.nh ngh̃ıa hàm gia’ i t́ıch. Tı́nh u.u viê.t

cu’a di.nh ngh̃ıa Weierstrass là o.’ chõ̂ di.nh ngh̃ıa dó mang t́ınh chất kiến thiết
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khá rõ rê.t. Tuy nhiên trong viê.c xây du.
.ng lý thuyết hàm theo quan diê’m

Weierstrass, mô.t số chú.ng minh dã to’ ra khó khăn ho.n so vó.i phu.o.ng pháp

cu’a Cauchy. Nhu.ng mă.t khác, vó.i phu.o.ng pháp cu’a Cauchy ta dã thu du.o.
.c

khá ı́t o’i khi chu.a t̀ım du.o.
.c nhũ.ng hàm tho’a mãn các diè̂u kiê.n du’ dê’ mô. t

hàm là chı’nh h̀ınh. Ta cũng dã t̀ım du.o.
.c là: các hàm chı’nh h̀ınh tô’ng quát

nhất d̂èu có thê’ khai triê’n thành chuõ̂i luỹ thù.a; và do dó ca’ hai quan diê’m

này hoàn toàn tu.o.ng du.o.ng vó.i nhau. Diè̂u dó chú.ng to’, dê’ xây du.
.ng lý

thuyết mô.t cách tro.n ve.n ta cà̂n dến ca’ hai phu.o.ng pháp (xem 4.1.5).

5.3.2 Mô.t vài v́ı du.

Bây giò. ta xét mô.t vài v́ı du. quan tro.ng nhất vè̂ các hàm gia’ i t́ıch. Ta sẽ

không dù.ng la. i kha’o sát mô.t cách chi tiết, mà chı’ phác ho.a viê.c di.nh ngh̃ıa

cùng mô.t số t́ınh chất cu’a các hàm ấy.

Vı́ du. 1. Dối vó.i các giá tri. phú.c z, hàm ln z du.o.
.c di.nh ngh̃ıa mô.t cách tu.

.

nhiên nhu. là thác triê’n gia’ i t́ıch cu’a lnx. Hàm lnx du.o.
.c khai triê’n thành

chuõ̂i Taylor da.ng

lnx = ln[1 + (x− 1)] =
∑

n>1

(−1)n−1

n
(x− 1)n. (5.4)

Chuõ̂i này hô. i tu. trong khoa’ng (0, 2) ⊂ R. Theo di.nh lý Abel, chuỗi này hô. i

tu. ca’ dối vó.i các giá tri. phú.c trong h̀ınh tròn S(1) = {|z− 1| < 1} và v̀ı thế,

ta có thê’ xét chuỗi (5.4) vó.i z phú.c, ngh̃ıa là xét hàm

f(z) =
∑

n>1

(−1)n−1

n
(z − 1)n. (5.5)

Chuõ̂i (5.5) hô. i tu. trong h̀ınh tròn S(1) và do dó hàm f1(z) chı’nh h̀ınh trong

S(1) và f1(x) = lnx khi 0 < x < 2. Do dó hàm f1(z) là thác triê’n gia’ i t́ıch

(duy nhất !) cu’a hàm lnx tù. khoa’ng 0 < x < 2 vào h̀ınh tròn S(1).

Bây giò. nếu lấy f1(z) làm phà̂n tu.’ ch́ınh tắc dà̂u tiên và thu.
.c hiê.n mo.i

thác triê’n gia’ i t́ıch phà̂n tu.’ dó (du.o.
.c cho ta. i diê’m z = 1) ta sẽ thu du.o.

.c hàm

gia’ i t́ıch ln z.
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Vı́ du. 2. Ta xét hàm luỹ thù.a tô’ng quát

w = za, a ∈ C.

Vó.i x thu.
.c và du.o.ng và vó.i a là mô.t số thu.

.c cố di.nh ta có công thú.c

xa = ea lnx.

Ta mo.’ rô.ng công thú.c này cho tru.̀o.ng ho.
.p z ∈ C và a cố di.nh thuô.c C bà̆ng

cách dă.t

za = ea ln z.

O
.’ dây, ta có thê’ lấy phà̂n tu.’ ch́ınh tắc dà̂u tiên là

g1(z) = eaf1(z)

ta. i diê’m z = 1, trong dó f1(z) là phà̂n tu.’ dà̂u tiên cu’a hàm ln z ta. i diê’m

z = 1. Khi dó

g1(z) =
∑

n>0

(
a

n

)
(z − 1)n, (5.6)

(
a

n

)
=
a(a− 1) · · · (a− n+ 1)

n!
·

Thâ. t vâ.y, ta có

dn

dzn
g1(z)

∣∣∣
z=1

=
dn

dxn
g1(x)

∣∣∣
x=1

=
dn

dxn
xn
∣∣∣
x=1

= n!

(
a

n

)
.

Tù. hê. thú.c này và công thú.c Taylor

g1(z) =
∑

n>0

g
(n)
1 (z0)

n!
(z − z0)

n

ta suy ra (5.6).

Nhu. vâ.y, hàm luỹ thù.a tô’ng quát là hàm gia’ i t́ıch.
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Ta sẽ phân biê.t bốn tru.̀o.ng ho.
.p sau dây.

1. a ∈ Z. Trong tru.̀o.ng ho.
.p này hàm w = za chı’nh h̀ınh trong C nếu

a > 0 và trong C \ {0} nếu a < 0.

2. a ∈ Q (a =
p

q
là số hũ.u ty’ ). Trong tru.̀o.ng ho.

.p này mỗi giá tri. z 6= 0,

∞ sẽ tu.o.ng ú.ng vó.i q giá tri. khác nhau cu’a m.

Thâ.t vâ.y, dă.t z = reiϕ, ta có

|w| = ea lnx = ra,

θk = aϕ+ 2kπa.

Khi k = 0, 1, . . . , q − 1 ta có

θ0 = aϕ,

θ1 = aϕ+
p

q
2π,

. . . . . . . . .

θq−1 = aϕ+
p

q
(q − 1)2π,

còn khi k > q th̀ı các giá tri. θk khác các giá tri. trên dây mô.t số ha.ng bô. i

nguyên cu’a 2π. Do dó

z
p
q = q

√
zp .

3. a là số vô ty’ . Trong tru.̀o.ng ho.
.p này dối vó.i các giá tri. θk = aϕ+2kπa

sẽ không có nhũ.ng giá tri. khác nhau mô.t bô. i nguyên cu’a 2π. Thâ. t vâ.y, nếu

k1, k2 ∈ Z và k1 6= k2 mà

2k1πa− 2k2πa = 2πn, n ∈ Z

th̀ı ta có

a =
n

k1 − k2

∈ Q.

Diè̂u này trái vó.i gia’ thiết rà̆ng a là số vô ty’ .
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Do dó khi a là số vô ty’ , mõ̂i giá tri. z 6= 0, ∞ sẽ tu.o.ng ú.ng vó.i mô.t tâ.p

ho.
.p dếm du.o.

.c giá tri..

4. a = α+ iβ, β 6= 0. Trong tru.̀o.ng ho.
.p này w là hàm có vô số giá tri. và

ρk = |w| = eα ln r−β(ϕ+2kπ),

θ̃k = argw = α(ϕ+ 2kπ) + β ln r, k ∈ Z.

Tù. hai hê. thú.c này suy ra rà̆ng khi z 6= 0, ∞ các giá tri. cu’a hàm luỹ thù.a

tô’ng quát du.o.
.c phân bố trên hê. các du.̀o.ng tròn

{|w| = eα ln r−β(ϕ+2kπ), k ∈ Z}.

5.3.3 Tı́nh do.n tri. và da tri..

D- i.nh lý do.n tri. (monodromie)

Gia’ su.’ z = a∗ là mô.t diê’m thuô.c miè̂n tò̂n ta. i DF và fa0(z) là phà̂n tu.’ ch́ınh

tá̆c du.o.
.c cho ta. i a0. Có hai kha’ năng sau dây có thê’ xa’y ra:

1. Thác triê’n gia’ i t́ıch phà̂n tu.’ fa0(z) theo mo.i tuyến dè̂u chı’ dã̂n d̂én

mô.t và chı’ mô.t phà̂n tu.’ ta. i diê’m a∗.

2. Phà̂n tu.’ t̀ım du.o.
.c ta. i a

∗ trong thác triê’n theo mô.t tuyến không trùng

vó.i phà̂n tu.’ thu du.o.
.c ta. i diê’m ấy nhu.ng qua thác triê’n theo mô.t tuyến khác.

Diè̂u vù.a tr̀ınh bày trên dây dã buô. c ta pha’i chia các hàm gia’ i t́ıch thành

hai ló.p:

(I) ló.p các hàm tho’a mãn kha’ năng thú. nhất du.o.
.c go. i là ló.p các hàm

do.n tri.;

(II) ló.p các hàm tho’a mãn kha’ năng thú. hai du.o.
.c go. i là ló.p các hàm da

tri..

Tı́nh chất cu’a hàm là do.n tri. hay da tri. là t́ınh chất toàn cu.c, ngh̃ıa là

t́ınh chất dó không xuất hiê.n dối vó.i mô.t phà̂n du’ bé cu’a hàm ấy.

Ta xét hàm gia’ i t́ıch F (z) sinh bo.’ i phà̂n tu.’ fa(z) ta. i diê’m a. Gia’ su.’ miè̂n

D ⊂ C và a ∈ D, và gia’ su.’ phà̂n tu.’ fa(z) cho phép thác triê’n gia’ i t́ıch theo

mo.i tuyến xuất phát tù. a và nà̆m trong D. Tâ.p ho.
.p các phà̂n tu.’ thu du.o.

.c

qua mo.i thác triê’n dó du.o.
.c go. i là hàm gia’ i t́ıch F (z) trong miè̂n D.
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Ta sẽ chú.ng minh rằng khái niê.m

“HÀM GIA’ I TÍCH DO
.
N TRI.”

và khái niê.m

“HÀM CHI’NH HÌNH”

là hai khái niê.m dò̂ng nhất.

Thâ.t vâ.y, gia’ su.’ F (z) chı’nh h̀ınh trong miè̂n D. Ta. i mõ̂i diê’m z0 ∈ D ta

cho phà̂n tu.’ fz0(z) mà cu. thê’ là ch́ınh hàm F (z). Ta cố di.nh diê’m z0 ∈ D

và phà̂n tu.’ fz0(z) ta. i dó. Nếu tuyến γ nối z0 vó.i z∗ và γ ⊂ D th̀ı mô.t cách

hiê’n nhiên phà̂n tu.’ fz0(z) có thác triê’n gia’ i t́ıch theo γ và ta có thê’ lấy hàm

F (z) làm phà̂n tu.’ ch́ınh tắc ta. i z
∗.

Bây giò. gia’ su.’ F (z) gia’ i t́ıch do.n tri. trong D. Ta cà̂n chú.ng minh F (z)

chı’nh h̀ınh trong miè̂n dó. Thâ.t vâ.y, ta. i mõ̂i diê’m cu’a miè̂n D ta có dúng

mô.t phà̂n tu.’ F (z) (v̀ı nếu ta. i mô.t diê’m nào dó tò̂n ta. i hai phà̂n tu.’ khác

nhau th̀ı hàm dã cho không do.n tri. !). Do dó ta. i lân câ.n cu’a mõ̂i diê’m thuô.c

miè̂n D các giá tri. cu’a hàm F (z) trùng vó.i các giá tri. cu’a mô. t phà̂n tu.’ (duy

nhất) nào dó. Vı̀ vâ.y hàm F (z) chı’nh h̀ınh ta. i mo.i diê’m cu’a miè̂n D.

Khó khăn chu’ yếu khi kha’o sát các hàm da tri. là viê.c cho.n các giá tri.
cu’a hàm ta. i mô.t diê’m cho tru.́o.c. Trong mô.t số tru.̀o.ng ho.

.p, hàm gia’ i t́ıch

có thê’ du.o.
.c xem nhu. nhũ.ng hàm “thông thu.̀o.ng” (do.n tri. !). Ta có di.nh lý

cu.
.c kỳ quan tro.ng dối vó.i lý thuyết hàm da tri. sau dây - go. i là di.nh lý do.n

tri. monodromie tru.̀o.ng ho.p riêng cu’a di.nh lý 5.2.5.

D- i.nh lý 5.3.2. (di.nh lý do.n tri.). Gia’ su.’ D ⊂ C là miè̂n do.n liên và

f0(z) là hàm chı’nh h̀ınh ta. i diê’m z0 ∈ D nào dó. Gia’ su.’ hàm f0(z) có thê’

thác triê’n gia’i t́ıch theo tuyến γ ⊂ D bất kỳ (vó.i diê’m dà̂u ta. i z0) không

vu.o.
.t kho’i gió.i ha. n cu’a miè̂n D. Khi dó hàm gia’i t́ıch F (z) thu du.o.

.c qua

mo. i thác triê’n ấy cu’a hàm f0(z) là hàm chı’nh h̀ınh trong D.

Chú.ng minh. Gia’ su.’ hàm f0(z) là tô’ng cu’a chuõ̂i luỹ thù.a hô. i tu. trong h̀ınh

tròn S(z0). Gia’ su.’ z∗ là die’m tùy ý thuô.c D. Vı̀ miè̂n D do.n liên nên hai
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tuyến γ0 và γ1 ⊂ D bất kỳ di tù. z0 dến z∗ là dò̂ng luân vó.i nhau. Tù. diè̂u

kiê.n cu’a di.nh lý suy ra rà̆ng hàm f0(z) có thê’ thác triê’n gia’ i t́ıch theo tuyến

γu, 0 6 u 6 1 bất kỳ thu.
.c hiê.n phép dò̂ng luân ấy. Theo di.nh lý 5.2.5 mo.i

thác triê’n dó dè̂u dà̂n dến mô.t và chı’ mô.t phà̂n tu.’ ch́ınh tắc ta. i diê’m z∗.

Nhu. vâ.y, hàm gia’ i t́ıch xác di.nh trong miè̂n D bo.’ i mo.i thác triê’n dó là hàm

do.n tri. trong D. Do dó F (z) là hàm chı’nh h̀ınh.

Nhâ. n xét 5.3.2. 1. Di.nh lý do.n tri. cho ta su.
. gia’ i th́ıch quan tro.ng vè̂ nguyên

nhân cu’a t́ınh da tri. có thê’ có trong thác triê’n gia’ i t́ıch: t́ınh da tri. có thê’

na’y sinh khi vòng quanh nhũ.ng diê’m mà phép thác triê’n phà̂n tu.’ dà̂u tiên

không thê’ thu.
.c hiê.n du.o.

.c.

2. Vó.i các diè̂u kiê.n cu’a di.nh lý 5.3.2, phà̂n tu.’ ch́ınh tắc fz0(z) sẽ sinh

ra mô.t hàm gia’ i t́ıch trong miè̂n D. Do dó, di.nh lý do.n tri. còn có thê’ phát

biê’u o.’ mô.t da.ng khác nhu. sau:

Hàm gia’i t́ıch trong miè̂n do.n liên là mô. t hàm chı’nh h̀ınh.

3. Nếu diè̂u kiê.n cu’a di.nh lý do.n tri. không du.o.
.c tho’a mãn th̀ı ta. i các

diê’m z ∈ D hàm gia’ i t́ıch có thê’ nhâ.n nhiè̂u giá tri.. Vấn dè̂ cà̂n xem xét là

số các giá tri., ngh̃ıa là số phà̂n tu.’ ta. i diê’m z ∈ D, có thê’ có là bao nhiêu?̇

Số các phà̂n tu.’ khác nhau cu’a hàm gia’ i t́ıch ta. i mô.t diê’m có thê’ là vô ha.n.

Nhu.ng ta có

D- i.nh lý 5.3.3. (J. H. Poincare, V. Volterra). Hàm gia’i t́ıch F (z) có

thê’ có không quá mô. t tâ. p ho.
.p dếm du.o.

.c các phà̂n tu.’ khác nhau vó.i tâm ta. i

diê’m cố di.nh cho tru.́o.c.

Chú.ng minh. Gia’ su.’ hàm gia’ i t́ıch F (z) du.o.
.c xác di.nh bo.’ i phà̂n tu.’ dà̂u tiên

fa(z), a ∈ MF là diê’m tùy ý. Theo di.nh ngh̃ıa, các phà̂n tu.’ khác nhau cu’a

hàm gia’ i t́ıch F (z) dè̂u có thê’ thu du.o.
.c bằng thác triê’n phà̂n tu.’ dà̂u tiên

theo mô.t tuyến nào dó. Theo di.nh lý 5.2.4 kết qua’ cu’a thác triê’n theo tuyến

sẽ không thay dô’i nếu ta biến da.ng tuyến dó di mô.t ı́t. Do dó ta luôn luôn

có thê’ xem thác triê’n gia’ i t́ıch du.o.
.c diẽ̂n ra theo các du.̀o.ng gấp khúc vó.i

dı’nh ta. i các diê’m cu’a mă.t phă’ng có to.a dô. hũ.u ty’ . Tâ.p ho.
.p các du.̀o.ng gấp
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khúc dó là tâ.p ho.
.p dếm du.o.

.c. Do dó tâ.p ho.
.p các phà̂n tu.’ thu du.o.

.c bà̆ng

thác triê’n theo các du.̀o.ng gấp khúc ấy là dếm du.o.
.c.

5.3.4 Nhánh và phu.o.ng pháp tách nhánh chı’nh h̀ınh

Gia’ su.’ cho hàm gia’ i t́ıch F (z) du.o.
.c sinh bo.’ i phà̂n tu.’ dà̂u tiên fa(z). Ta lấy

mô.t miè̂n D nào dó chú.a diê’m a và xét các thác triê’n gia’ i t́ıch fa(z) không

pha’i theo mo.i tuyến có thê’ có di tù. diê’m a mà chı’ theo nhũ.ng tuyến nằm

trong miè̂n D. Kết qua’ cu’a mo.i thác triê’n dó cho ta hàm Φ(z) khác vó.i toàn

bô. hàm gia’ i t́ıch F (z) o.’ chõ̂ là: miè̂n xác di.nh cu’a Φ(z) có phà̂n he.p ho.n.

Hàm Φ(z) này du.o.
.c go. i là mô.t nhánh cu’a hàm gia’ i t́ıch F (z) trong miè̂n D.

Cu. thê’ ho.n ta có

D- i.nh ngh̃ıa 5.3.2. Phà̂n cu’a hàm gia’ i t́ıch du’ F (z) du.o.
.c xác di.nh bo.’ i tâ.p

ho.
.p các phà̂n tu.’ thu du.o.

.c bà̆ng thác triê’n gia’ i t́ıch phà̂n tu.’ fa(z) theo các

tuyến không vu.o.
.t kho’i gió.i ha.n cu’a miè̂nD cho tru.́o.c du.o.

.c go. i là mô.t nhánh

trong miè̂n D cu’a hàm gia’ i t́ıch du’ F (z).

Ta nhấn ma.nh rà̆ng: nhánh cu’a hàm gia’ i t́ıch trong miè̂n D cũng nhu.

ba’n thân hàm gia’ i t́ıch dè̂u du.o.
.c sinh bo.’ i viê.c cho phà̂n tu.’ dà̂u tiên fa(z).

Do dó di.nh ngh̃ıa trên còn có thê’ diẽ̂n da.t nhu. sau:

Tâ.p ho.
.p con liên thông các phà̂n tu.’ cu’a mô.t hàm gia’ i t́ıch du.o.

.c go. i là

mô.t nhánh cu’a hàm gia’ i t́ıch.

Nhánh cu’a mô.t hàm gia’ i t́ıch có thê’ là mô.t hàm không do.n tri. cu’a z. Vè̂

sau ta chı’ xét các nhánh do.n tri. cu’a hàm gia’ i t́ıch.

Vı̀ hàm gia’ i t́ıch do.n tri. trong miè̂n D là chı’nh h̀ınh trong miè̂n dó nên

ta có

D- i.nh ngh̃ıa 5.3.3. Nếu hàm Φ(z) gia’ i t́ıch trong miè̂n D là do.n tri. trong

miè̂n dó th̀ı Φ(z) du.o.
.c go. i là mô.t nhánh chı’nh h̀ınh cu’a hàm gia’ i t́ıch F (z)

(trong miè̂n D).

Viê.c tách các nhánh chı’nh h̀ınh cu’a hàm gia’ i t́ıch là mô.t phà̂n rất quan

tro.ng cu’a bài toán kha’o sát dă.c t́ınh da tri. cu’a hàm gia’ i t́ıch dó. Di.nh lý do.n
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tri. dã chú.ng minh trong tiết tru.́o.c cho phép ta xây du.
.ng mô.t thuâ. t toán

do.n gia’n và tiê.n lo.
.i dê’ “tách ≡ cá̆t” hàm gia’ i t́ıch F (z) thành các nhánh

chı’nh h̀ınh.

Nô.i dung thuâ.t toán dó nhu. sau

1. Ta vẽ nhũ.ng nhát cá̆t biến miè̂n da liên D có cấp liên thông hũ.u ha.n

thành miè̂n do.n liên D∗.

2. Ta cố di.nh phà̂n tu.’ ch́ınh tắc

P (a) = {S(a); fa(z)}

ta. i diê’m a ∈ D∗.

3. Áp du.ng di.nh lý do.n tri., ta thu du.o.
.c hàm chı’nh h̀ınh Fa(z) ∈ H(D∗).

Hàm vù.a thu du.o.
.c là mô.t nhánh chı’nh h̀ınh cu’a hàm F (z). Hiê’n nhiên,

các phà̂n tu.’ khác nhau ta. i diê’m a sẽ sinh ra các nhánh chı’nh h̀ınh khác nhau

cu’a hàm F (z). Tù. dó suy ra rà̆ng trong miè̂n D∗ hàm F (z) du.o.
.c tách thành

nhũ.ng nhánh chı’nh h̀ınh.

Ta nhâ.n xét rà̆ng các nhát cá̆t biến miè̂n D thành miè̂n do.n liên D∗ có

thê’ lấy theo các cách khác nhau, do dó hàm gia’ i t́ıch cũng du.o.
.c tách thành

nhánh chı’nh h̀ınh theo nhũ.ng cách khác nhau.

Tuy nhiên di.nh lý do.n tri. không cho phép ta gia’ i quyết vấn dè̂ tách nhánh

chı’nh h̀ınh cu’a hàm gia’ i t́ıch F (z) trong miè̂n da liên D.

Trong tru.̀o.ng ho.
.p chung, phu.o.ng pháp tách nhánh chı’nh h̀ınh du.o.

.c tiến

hành theo “thu’ tu.c” sau dây:

Gia’ su.’ f(z) là mô.t phà̂n tu.’ nào dó cu’a hàm gia’ i t́ıch F (z) ta. i diê’m z0 ∈ D

và γ ⊂ D là mô.t tuyến dóng vó.i diê’m dà̂u ta. i z0. Bằng cách thác triê’n gia’ i

t́ıch hàm f(z) theo tuyến γ ta sẽ thu du.o.
.c phà̂n tu.’ ϕ(z, γ) ta. i diê’m z0.

Có hai kha’ năng sau dây có thê’ xa’y ra

(I) Thác triê’n gia’ i t́ıch phà̂n tu.’ f(z) theo mo. i tuyến dóng γ ⊂ D có thê’

có vó.i diê’m dà̂u ta. i z0 sẽ dẫn dến mô.t và chı’ mô.t phà̂n tu.’ f(z) ta. i diê’m z0.

Trong tru.̀o.ng ho.
.p này tò̂n ta. i hàm chı’nh h̀ınh g(z) trong D sao cho

g(z) ≡ f(z), vó.i mo.i diê’m z cu’a lân câ.n diê’m z0.

(ii) Thác triê’n gia’ i t́ıch phà̂n tu.’ f(z) theo mô.t tuyến dóng γ0 ⊂ D nào
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dó vó.i diê’m dà̂u ta. i z0 dã̂n dến phà̂n tu.’ ϕ(z, γ0):

ϕ(z, γ0) 6= f(z)

ta. i diê’m z0.

Trong tru.̀o.ng ho.
.p này hàm gia’ i t́ıch F (z) không cho phép tách nhánh

chı’nh h̀ınh trong D.

Dó là nô. i dung “thu’ tu.c” tách nhánh chı’nh h̀ınh trong tru.̀o.ng ho.
.p chung.

Dê’ làm sáng to’ diè̂u vù.a tr̀ınh bày, ta xét viê.c tách nhánh chı’nh h̀ınh cu’a

các hàm trong các v́ı du. 2 và 3 cu’a mu.c 5.1.

Tru.́o.c hết ta xét hàm w = n
√
z . Hiê’n nhiên theo di.nh lý do.n tri., nhánh

chı’nh h̀ınh cu’a hàm n
√
z có thê’ tách trong miè̂n do.n liên bất kỳ không chú.a

diê’m z = 0, ∞. Ho.n thế nũ.a: Nhánh cu’a hàm n
√
z có thê’ tách trong mô. t

miè̂n bất kỳ không chú.a mô. t tuyến dóng nào bao diê’m z = 0.

Chú.ng minh. Thâ. t vâ.y, khi vòng quanh theo nhũ.ng tuyến γ bao diê’m z = 0

th̀ı arg z thay dô’i mô.t bô. i nguyên cu’a 2π. Do dó phép thác triê’n mô.t phà̂n

tu.’ nào dó theo γ có thê’ dã̂n dến mô.t phà̂n tu.’ khác.

Trong mõ̂i miè̂n tho’a mãn diè̂u kiê.n cu’a mê.nh dè̂ vù.a chú.ng minh ta có

thê’ tách n nhánh chı’nh h̀ınh cu’a hàm gia’ i t́ıch F (z) = n
√
z, mõ̂i nhánh trong

số dó sẽ khác vó.i nhánh kia bo.’ i các thù.a số ei
2π
n
k và hoàn toàn du.o.

.c dă.c

tru.ng bo.’ i viê.c chı’ ra mô.t miè̂n mà trong dó hàm xác di.nh và mô.t giá tri. cu’a

hàm ta. i mô.t diê’m cu’a miè̂n dó.

Dối vó.i hàm gia’ i t́ıch F (z) = ln z ta cũng có mê.nh dè̂ tu.o.ng tu.
. nhu. o.’

trên: cu. thê’ là:

Nhánh cu’a hàm ln z có thê’ tách trong miè̂n D bất kỳ không chú.a mô. t

tuyến dóng nào bao diê’m z = 0.

Chú.ng minh. Thâ. t vâ.y, nếu tuyến dóng γ bao diê’m z = 0 th̀ı khi vòng quanh

theo γ diê’m w = ln z không tro.’ vè̂ vi. tŕı ban dà̂u cu’a nó mà nhâ.n mô.t vi. tŕı

mó.i là

w
(1)
0 = w0 + 2πi.
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Vı́ du. 3. Ta xét hàm gia’ i t́ıch

w =
√

(z − a1)(z − a2) . . . (z − an)

ai 6= aj, i, j = 1, 2, . . . , n, ai ∈ C.

Mõ̂i giá tri. z sẽ tu.o.ng ú.ng vó.i hai giá tri. w. Ta xét phà̂n tu.’ w0(z) cho tru.́o.c

ta. i diê’m z0. Gia’ su.’ γ là tuyến dóng Jordan vó.i diê’m dà̂u z0.

1. Tuyến γ bao mô.t số le’ các diê’m ai. Trong tru.̀o.ng ho.
.p này phép thác

triê’n w0(z) theo γ dã̂n dến giá tri. w0(z) ta. i diê’m z0.

2. Tuyến γ bao mô.t số chã̆n diê’m. Trong tru.̀o.ng ho.
.p này phép thác triê’n

theo γ sẽ di dến giá tri. dà̂u tiên.

Ta sẽ chú.ng minh 1), còn 2) du.o.
.c chú.ng minh tu.o.ng tu.

.. Gia’ su.’ γ bao

k diê’m a1, a2, . . . , ak, k là số le’. Ta dă.t ϕi = arg(z − ai), i = 1, 2, . . . , k, k +

1, . . . , n. Qua thác triê’n theo γ, hiê’n nhiên ϕi, i = 1, 2, . . . , k sẽ nhâ.n gia số

là 2π; còn ϕi, i = k + 1, . . . , n không nhâ.n gia số nào. Do dó qua thác triê’n

theo γ ta có

∆γargw =
2π.k +

n−k là̂n︷ ︸︸ ︷
0 + 0 + · · · + 0

2π
= k,

k le’ tù. dó suy ra 1).

Bây giò. gia’ su.’ các diê’m ai, i = 1, . . . , n du.o.
.c ghép thành các că.p:

[a1, a2], [a3, a4], . . . và ký hiê.u các nhát cá̆t gia’n do.n không giao nhau nối

a1 vó.i a2; a3 vó.i a4; . . . tu.o.ng ú.ng là

γ(a1, a2), γ(a3, a4), . . .

Nếu n là số le’ th̀ı an không du.o.
.c phép thành că.p vó.i diê’m nào ca’ . Trong

tru.̀o.ng ho.
.p này ta ghép an vó.i ∞ và thu du.o.

.c
n+ 1

2
nhát cá̆t. Trong miè̂n

D = C \ {γ(a1, a2) ∪ · · · ∪ γ(an,∞)} ca’ hai nhánh cu’a w dè̂u chı’nh h̀ınh.

Nếu n là số chã̆n th̀ı ta thu du.o.
.c
n

2
nhát cá̆t (a1, a2), . . . , (an−1, an) và

trong tru.̀o.ng ho.
.p này hàm dã cho du.o.

.c tách thành hai nhánh chı’nh h̀ınh

trong D = C \ {γ(a1, a2) ∪ · · · ∪ γ(an−1, an)}.
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Vı́ du. 4. Ta chú.ng minh rằng hàm gia’ i t́ıch

w(z) = ln
1 − z

1 + z

có thê’ tách thành mô.t tâ.p ho.
.p dếm du.o.

.c các nhánh chı’nh h̀ınh trong miè̂n

D = C \ [−1, 1].

Gia’ su.’ w0(z) là phà̂n tu.’ dà̂u tiên cu’a hàm F (z) ta. i diê’m z0 và γ ⊂ D là

tuyến dóng Jordan vó.i diê’m dà̂u z0. Sau khi thác triê’n hàm w0(z) theo γ ta

thu du.o.
.c giá tri. F (z0) bà̆ng

w(z0) = w0(z0) + i∆γ arg
1 − z

1 + z
·

Dă.t ϕ1 = arg(1 − z), ϕ2 = arg(1 + z); ta có

∆γ arg
1 − z

1 + z
= ϕ1 − ϕ2.

Có hai kha’ năng có thê’ xa’y ra

1. Doa.n [−1, 1] nằm trong γ. Trong tru.̀o.ng ho.
.p này ϕ1 = ϕ2 = 2π. Do

dó ϕ1 −ϕ2 = 0, w(z0) = w0(z0) và f(z) = ln
1 − z

1 + z
, z ∈ D f(z0) = w0(z0) là

mô.t nhánh chı’nh h̀ınh.

2. Doa.n [−1,+1] không nằm trong γ. Khi dó ϕ1 = ϕ2 = 0 ⇒ ϕ1−ϕ2 = 0

và f(z) = ln
1 − z

1 + z
, z ∈ D là nhánh chı’nh h̀ınh.

Hàm gia’ i t́ıch dã cho có thê’ tách thành tâ.p ho.
.p dếm du.o.

.c các nhánh

chı’nh h̀ınh. Các nhánh dó xác di.nh theo công thú.c

fn(z) = ln
∣∣∣1 − z

1 + z

∣∣∣+ i∆γ arg
1 − z

1 + z
+ iImw0 + 2nπi, n ∈ Z,

trong dó w0 = ln
1 − z0

1 + z0
là giá tri. cố di.nh cu’a lôgarit, còn γ là tuyến nằm

trong D nối z0 vó.i z.

Vı́ du. 5. Gia’ su.’ D = C \ [−1,+1] và f(z) =
(1 − z

1 + z

)α
, α ∈ R là nhánh

chı’nh h̀ınh sao cho f(0 + i0) = 1. Tı́nh các giá tri. f(z) khi z ∈ R.
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Khi z ∈ D th̀ı

f(z) =
∣∣∣1 − z

1 + z

∣∣∣
α

eiϕ, ϕ = ϕ1 − ϕ2,

trong dó ϕ1 = ∆γ arg(1 − z), ϕ2 = ∆γ arg(1 + z), γ là tuyến nối z0 = 0 vó.i

diê’m z ∈ D.

Ta phân biê.t các tru.̀o.ng ho.
.p sau dây

1. z = x ∈ (−1,+1) và nà̆m o.’ bò. trên cu’a nhát cá̆t (−1,+1). Trong

tru.̀o.ng ho.
.p này ϕ1 = ϕ2 = 0. Do dó

f(x+ i0) =
(1 − x

1 + x

)α
> 0.

2. z = x > 1. Trong tru.̀o.ng ho.
.p này ta có

ϕ1 = −π, ϕ2 = 0

và do dó

f(x) =
(x− 1

x + 1

)α
e−iαπ.

3. z = x < −1. Khi dó ϕ1 = 0, ϕ2 = π và

f(x) =
(x− 1

x + 1

)α
e−iαπ.

4. z = x ∈ (−1,+1) và z nà̆m o.’ bò. du.́o.i cu’a nhát cá̆t. Hiê’n nhiên trong

tru.̀o.ng ho.
.p này

ϕ1 = −2π, ϕ2 = 0

và do dó

f(x− i0) =
(1 − x

1 + x

)α
e−i2πα.

Vı́ du. 6. Gia’ su.’ D = C \ [−1, 1] và f(z) là nhánh chı’nh h̀ınh trong miè̂n D

cu’a hàm ln
1 − z

1 + z
mà f(0 + i0) = 0. Tı́nh giá tri. cu’a f(z) trên tru.c thu.

.c và

tru.c a’o.
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Ta.i mo.i diê’m z ∈ D ta có

f(z) = ln
∣∣∣1 − z

1 + z

∣∣∣+ i(ϕ1 − ϕ2),

ϕ1 = ∆γ arg(1 − z), ϕ2 = ∆γ arg(1 + z),

trong dó γ ⊂ D là tuyến nối diê’m 0 nà̆m o.’ bò. trên cu’a nhát cá̆t vó.i diê’m z.

1. Gia’ su.’ z = x ∈ (−1, 1) và nà̆m o.’ bò. trên cu’a nhát cá̆t. Khi dó

ϕ1 = ϕ2 = 0 và

f(x+ i0) = ln
1 − x

1 + x
·

2. Gia’ su.’ z = x > 1. Khi dó ϕ1 = −π, ϕ2 = 0 và

f(x) = ln
x− 1

x+ 1
− iπ.

Nếu z = x < −1 th̀ı ϕ1 = 0, ϕ2 = π và

f(x) = ln
x− 1

x+ 1
− iπ.

3. Gia’ su.’ z = x ∈ (−1, 1) và nà̆m o.’ bò. du.́o.i cu’a nhát cá̆t. Khi dó

ϕ1 = −2π, ϕ2 = 0 và

f(x− i0) = ln
1 − x

1 + x
− 2πi.

4. Gia’ su.’ z = iy, y > 0. Khi dó ϕ1 = −ϕ2, ϕ2 = arctgy và do dó khi

y > 0

f(iy) = −2iarctgy,

(v̀ı |1 − iy| = |1 + iy|).

5.3.5 Khái niê.m vè̂ diê’m bất thu.̀o.ng

Ta dã gă.p khái niê.m diê’m bất thu.̀o.ng trong chu.o.ng tru.́o.c. Nếu nhu. ta. i các

diê’m bất thu.̀o.ng mà ta dã gă.p trong chu.o.ng tru.́o.c dây t́ınh chı’nh h̀ınh cu’a

hàm bi. phá võ. mô.t cách rất do.n gia’n: do hàm không liên tu.c, th̀ı o.’ dây
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(xem ca’ mu.c tru.́o.c) ta sẽ gă.p loa. i diê’m bất thu.̀o.ng mà t́ınh chı’nh h̀ınh cu’a

hàm bi. phá võ. do t́ınh da tri. cu’a hàm ta. i lân câ.n diê’m dó.

Ta sẽ tr̀ınh bày khái niê.m diê’m bất thu.̀o.ng trên co. so.’ lý thuyết thác

triê’n gia’ i t́ıch.

D- i.nh ngh̃ıa 5.3.4. Gia’ su.’ cho hàm gia’ i t́ıch F (z) sinh bo.’ i phà̂n tu.’ ch́ınh

tá̆c dà̂u tiên fa(z) ta. i diê’m a và că.p (a∗, γ) gò̂m a∗ là diê’m nào dó cu’a C và

γ là tuyến di tù. a dến a∗. Ta sẽ nói rà̆ng că.p (a∗, γ) xác di.nh mô. t diê’m bất

thu.̀o.ng cu’a hàm gia’i t́ıch F (z) nếu phà̂n tu.’ fa(z) có thê’ thác triê’n gia’ i t́ıch

theo γ tù. a dến diê’m tùy ý cu’a γ ngoài diê’m cuối a∗.

Mô.t diè̂u quan tro.ng cà̂n nhấn ma.nh o.’ dây là: khái niê.m diê’m thu.̀o.ng

cũng nhu. diê’m bất thu.̀o.ng phu. thuô.c mô.t cách rất căn ba’n vào tuyến γ.

Diê’m z = a có thê’ là diê’m thu.̀o.ng dối vó.i tuyến thác triê’n gia’ i t́ıch di tù.

tâm a cu’a fa(z) nhu.ng la. i là diê’m bất thu.̀o.ng dối vó.i tuyến khác cũng xuất

phát tù. tâm a.

Vâ.y khi nào th̀ı hai că.p (a, γ) và (a, γ1) sẽ xác di.nh mô.t diê’m bất thu.̀o.ng ?

Hai că.p (a, γ) và (a, γ1) du.o.
.c xem là xác di.nh mô.t diê’m bất thu.̀o.ng nếu

các phà̂n tu.’ fã(z) và fã1(z) tu.o.ng ú.ng vó.i các diê’m ã ∈ γ và ã1 ∈ γ1 du’

gà̂n diê’m cuối chung a∗ cu’a γ và γ1 có thê’ thác triê’n gia’ i t́ıch vào nhau theo

tuyến nào dó nà̆m trong h̀ınh tròn

{|z − a∗| < b, ρ = max{|ã− a∗|, |ã1 − a∗|}}.

Vı̀ cấu trúc cu’a diê’m bất thu.̀o.ng cu’a hàm gia’ i t́ıch là hết sú.c phú.c ta.p

nên ta chı’ ha.n chế xét ló.p các diê’m bất thu.̀o.ng do.n gia’n nhất - các diê’m bất

thu.̀o.ng cô lâ.p.

D- i.nh ngh̃ıa 5.3.5. Diê’m z = a ∈ C du.o.
.c go. i là diê’m bất thu.̀o.ng cô lâ. p cu’a

hàm gia’ i t́ıch F (z) nếu tò̂n ta. i lân câ.n V (a) cu’a diê’m a.

V (a) = {z ∈ C : 0 < |z − a| < R}

sao cho mo. i phà̂n tu.’ fz1 ∈ F nào dó có thê’ thác triê’n ra toàn vành tròn

V (a)).
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Vı́ du. 7. Các diê’m z = 0, 1,∞ là nhũ.ng diê’m bất thu.̀o.ng cô lâ.p cu’a hàm

F (z) =
1

1 +
√
z
.

Thâ.t vâ.y, các diê’m 0,∞ là nhũ.ng diê’m bất thu.̀o.ng cô lâ.p cu’a hàm F (z)

v̀ı trong tru.̀o.ng ho.
.p này tâ.p ho.

.p

V = {z ∈ C : 0 < |z| <∞},

tho’a mãn các diè̂u kiê.n cu’a di.nh ngh̃ıa 5.3.5. Ta xét diê’m z = 1. Ta.i lân câ.n

bé U(1, ε) cu’a diê’m z = 1 hàm
√
z du.o.

.c phân thành hai nhánh chı’nh h̀ınh

f1(z) và f2(z) (di.nh lý Monodromie). Gia’ su.’

f1(1) = 1, f2(1) = −1.

Khi dó hàm f(z) cũng sẽ phân thành hai nhánh

Fj(z) =
1

1 + fj(z)
, j = 1, 2, ∀ z ∈ U(1, ε).

Nhánh F1(z) chı’nh h̀ınh ta. i diê’m z = 1, nhánh F2(z) có cu.
.c diê’m do.n ta. i

z = 1, v̀ı

F2(z) =
1

1 +
√
z

=
1

1 +
√

1 + (z − 1)

=
1

−z − 1

2
+ . . .

= − 2

z − 1
+ . . .

ta. i lân câ.n cu’a diê’m z = 1.

Vı́ du. 8. Các diê’m z = 0, 1,∞ là diê’m bất thu.̀o.ng cô lâ.p cu’a hàm

F (z) =
1 +

√
z

z − 1
·

Thâ.t vâ.y, hiê’n nhiên z = 0,∞ là diê’m bất thu.̀o.ng cô lâ.p cu’a hàm F (z). Ta

xét diê’m z = 1. Tu.o.ng tu.
. nhu. trong v́ı du. tru.́o.c, ta. i lân câ.n U(1, ε) cu’a diê’m

z = 1 hàm F (z) du.o.
.c tách thành hai nhánh chı’nh h̀ınh Fj(z) =

1 + fj(z)

z − 1
,

j = 1, 2; z ∈ U(1, ε). Nhánh F1 có cu.
.c diê’m do.n ta. i diê’m z = 1, còn nhánh

F2 chı’nh h̀ınh ta. i diê’m z = 1.
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D- i.nh ngh̃ıa 5.3.6. Gia’ su.’ a là diê’m bất thu.̀o.ng cô lâ.p cu’a hàm gia’ i t́ıch

F (z) và V (a) là lân câ.n tho’a mãn di.nh ngh̃ıa 5.3.5 và γ ⊂ V (a) là tuyến

dóng Jordan chú.a diê’m a o.’ bên trong. Khi dó, nếu phép vòng quanh theo γ

không làm thay dô’i phà̂n tu.’ ch́ınh tắc dà̂u tiên th̀ı diê’m a du.o.
.c go. i là diê’m

bất thu.̀o.ng có dă. c t́ınh do.n tri..

Nhu. vâ.y, diê’m bất thu.̀o.ng cô lâ.p có dă.c t́ınh do.n tri. du.o.
.c dă.c tru.ng bo.’ i

diè̂u là: phà̂n tu.’ ch́ınh tá̆c fz1(z) ta. i diê’m z1 du’ gà̂n diê’m cuối a cu’a tuyến γ

(că.p (a, γ)) xác di.nh diê’m bất thu.̀o.ng cu’a ta, có thê’ thác triê’n ra toàn vành

tròn V (a) nhu. mô.t hàm chı’nh h̀ınh.

Do dó, diê’m bất thu.̀o.ng cô lâ.p có dă.c t́ınh do.n tri. có thê’ xem nhu. diê’m

biên cô lâ.p cu’a miè̂n chı’nh h̀ınh cu’a hàm chı’nh h̀ınh f nào dó (là mô.t nhánh

cu’a hàm gia’ i t́ıch). Do dó su.
. phân loa. i các diê’m bất thu.̀o.ng này du.o.

.c căn

cú. vào cấu trúc cu’a chuõ̂i Laurent cu’a hàm f trong V (a) nhu. dã tr̀ınh bày

trong 4.3.

D- i.nh ngh̃ıa 5.3.7. Gia’ su.’ a là diê’m bất thu.̀o.ng cô lâ.p cu’a hàm gia’ i t́ıch

F (z), V (a) là lân câ.n nhu. trong di.nh ngh̃ıa 5.3.5 và γ ⊂ V (a) là tuyến

Jordan bao diê’m a o.’ trong. Gia’ su.’ phép vòng quanh theo γ du.a dến phà̂n

tu.’ khác phà̂n tu.’ dà̂u tiên. Khi dó diê’m a du.o.
.c go. i là diê’m bất thu.̀o.ng có

dă. c t́ınh da tri. hay diê’m phân nhánh. Có thê’ xa’y ra hai kha’ năng sau dây.

1. Nếu tò̂n ta. i số nguyên n > 2 sao cho sau phép vòng quanh n là̂n theo

mô.t hu.́o.ng ta quay vè̂ vó.i phà̂n tu.’ dà̂u tiên th̀ı diê’m a du.o.
.c go. i là diê’m phân

nhánh cấp hũ.u ha. n và số n bé nhất có t́ınh chất vù.a nêu là cấp phân nhánh.

2. Nếu số n nhu. trong 1) không tò̂n ta. i (ngh̃ıa là vòng quanh theo γ theo

mô.t hu.́o.ng luôn luôn du.a dến phà̂n tu.’ mó.i) th̀ı diê’m a du.o.
.c go. i là diê’m

phân nhánh cấp vô ha. n hay diê’m phân nhánh lôga.

Vı́ du. 9. Diê’m z = ±1 là diê’m phân nhánh cấp hai cu’a hàm

F (z) =
√
z2 − 1 .

Thâ.t vâ.y, gia’ su.’

z − 1 = ρ1e
iθ1, z + 1 = ρ2e

iθ2.
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Khi dó

F (z) =
√
ρ1ρ2 · ei

θ1+θ2
2 .

Tù. dó suy ra rằng khi vòng quanh theo tuyến γ bao mô.t trong hai diê’m

z = −1 hoă. c +1 giá tri. thu du.o.
.c khác giá tri. dà̂u tiên cu’a F vè̂ dấu. Thâ. t

thế, khi vòng theo γ th̀ı θ1 (hoă. c θ2) tăng lên 2π trong khi dó θ2 (hoă. c θ1)

không thay dô’i. Do dó acgumen cu’a căn thú.c thay dô’i da. i lu.o.
.ng bà̆ng π còn

môdun tro.’ vè̂ giá tri. ban dà̂u cu’a nó. Nếu vòng quanh theo γ mô.t là̂n nũ.a

th̀ı căn thú.c quay vè̂ giá tri. dà̂u tiên cu’a nó.

Vı́ du. 10. Diê’m z = a và z = b là nhũ.ng diê’m phân nhánh cu’a hàm

F (z) = n
√

(z − a)k(z − b)n−k , 0 < k < n.

Thâ.t vâ.y, ta xét diê’m a. Ta dă.t

z − a = r(a) · eiϕ(a) , z − b = r(b) · eiϕ(b).

Khi dó

F (z) = n
√
r(a)r(b) · e

kϕ(a)+(n−k)ϕ(b)
n .

Khi vòng quanh theo tuyến γ chı’ bao diê’m a th̀ı ϕ(a) có gia số là 2π, và ϕ(b)

không thay dô’i, còn n
√
r(a)r(b) tro.’ vè̂ giá tri. dà̂u tiên cu’a nó. Do dó

∆γ argF (z) =
k(ϕ(a) + 2π) + (n − k)ϕ(b)

n

=
kϕ(a) + (n− k)ϕ(b)

n
+
k

n
2π.

a) Nếu k và n nguyên tố cùng nhau th̀ı hiê’n nhiên diê’m z = a là diê’m

phân nhánh cấp n.

b) Nếu d là u.́o.c số chung ló.n nhất cu’a k và n, tú.c là k = p · d, n = q · d,
q > 1 và p, q nguyên tố cùng nhau th̀ı khi dó diê’m z = a là diê’m phân nhánh

cấp q nếu q > 2. Nếu q = 1 th̀ı k chia hết cho n và diê’m z = a không pha’i

là diê’m phân nhánh.
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Tu.o.ng tu.
. nhu. vâ.y, diê’m z = b là diê’m phân nhánh cu’a hàm F (z). Viê.c

xác di.nh cấp phân nhánh cu’a diê’m b du.o.
.c tiến hành tu.o.ng tu.

..

Vı́ du. 11. Xét hàm gia’ i t́ıch

F (z) = n
√

(z − a)k(z − b)` ,

trong dó k + ` không pha’i bô. i cu’a n.

Hiê’n nhiên các diê’m z = a, b là nhũ.ng diê’m phân nhánh cu’a hàm F (z).

Ta sẽ chú.ng to’ rà̆ng diê’m ∞ cũng là diê’m phân nhánh.

Ta ký hiê.u

z − a = r(a)eiϕ(a) , z − b = r(b)eiϕ(b),

trong dó z nà̆m trên du.̀o.ng tròn cha.y theo hu.́o.ng âm:

γ−(R) = {|z| = R,R > max{|a|, |b|}}.

Khi dó

F (z) = n
√
r(a)r(b) ei

kϕ(a)+`ϕ(b)
n .

Khi vòng quanh theo γ−(R) th̀ı ca’ ϕ(a) lã̂n ϕ(b) dè̂u nhâ.n hai số −2π và do

dó

∆γ−(R) arg F (z) =
k[ϕ(a)− 2π] + `[ϕ(b) − 2π]

n

=
kϕ(a) + `ϕ(b)

n
− k + `

n
2π.

Vı̀ k + ` không pha’i bô. i số cu’a n nên
k + `

n
2π 6= bô. i nguyên cu’a 2π. Tù. dó

suy ra z = ∞ là diê’m phân nhánh.

Dê’ kết thúc mu.c này ta chú.ng minh di.nh lý vè̂ cấu trúc cu’a hàm gia’ i t́ıch

lân câ.n diê’m phân nhánh cấp hũ.u ha.n a.

D- i.nh lý 5.3.4. Gia’ su.’ f(z) gia’i t́ıch trong vành tròn V (a) và a là diê’m

phân nhánh cấp hũ.u ha. n m cu’a hàm f(z). Khi dó hàm f(z) có thê’ biê’u diẽ̂n

du.́o.i da. ng

f(z) =
∑

−∞<n<∞

an(z − a)n/m. (5.7)
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Chú.ng minh. Dê’ chú.ng minh ta xét hàm

g(ζ) = f(a+ ζm).

Hàm g(ζ) có các t́ınh chất sau dây.

a) Hàm g(ζ) gia’ i t́ıch trong vành tròn

V ∗ = {0 < |ζ| < m
√
r}

b) Hàm g(ζ) do.n tri. trong V ∗. Thâ. t vâ.y, ta lấy du.̀o.ng tròn

γ(ρ) = {|ζ| = ρ, 0 < ρ < m
√
r}.

Khi diê’m ζ = ρeiϕ di hết du.̀o.ng tròn γ(ρ) mô.t là̂n theo hu.́o.ng du.o.ng th̀ı

diê’m z = a+ ζm = a+ ρmeimϕ sẽ vòng quanh du.̀o.ng tròn

γ∗(ρ) = {|z − a| = ρm}

theo hu.́o.ng du.o.ng m là̂n. Do dó phép thác triê’n gia’ i t́ıch hàm g(ζ) theo

du.̀o.ng tròn γ(ρ) tro.n mô.t vòng sẽ du.a dến thác triê’n gia’ i t́ıch hàm f(z) theo

du.̀o.ng tròn γ∗(ρ) tro.n m là̂n theo hu.́o.ng du.o.ng. Vı̀ diê’m a là diê’m phân

nhánh cấp m nên theo di.nh ngh̃ıa 5.3.6 là̂n thác triê’n thú.m theo du.̀o.ng tròn

γ∗(ρ) sẽ du.a dến phà̂n tu.’ dà̂u tiên. Do dó hàm g(ζ) do.n tri. trong V ∗.

Tù. hai t́ınh chất này và nhâ.n xét o.’ dà̂u tiết 2 cu’a mu.c này, suy ra t́ınh

chı’nh h̀ınh cu’a g(ζ). Khai triê’n hàm g(ζ) thành chuỗi Laurent trong vành

tròn V ∗ ta có

g(ζ) =
∑

−∞<n<∞

anζ
n. (5.8)

Bà̆ng cách thế ζ = (z − a)1/m vào khai triê’n (5.8) ta thu du.o.
.c (5.7).

Hê. qua’ 5.3.1. Gia’ su.’ diê’m z = ∞ là diê’m phân nhánh cấp m cu’a hàm

gia’i t́ıch f(z). Khi dó hàm f có thê’ biê’u diẽ̂n du.́o.i da. ng

f(z) =
∑

−∞<n<∞

anz
n/m, (5.9)

trong dó chuõ̂i hô. i tu. trong vành tròn da. ng {R < |z| <∞}.
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Chú.ng minh. Nhâ.n xét rà̆ng diê’m ζ = 0 là diê’m phân nhánh cấp m cu’a hàm

f(1/ζ). Do dó tù. di.nh lý 5.3.4 suy ra hê. qua’ 5.3.1.

Khai triê’n (5.7) và (5.9) là khái quát cu’a khai triê’n Laurent mà ta dã

nghiên cú.u trong chu.o.ng tru.́o.c. Nhu. vâ.y, diê’m phân nhánh cô lâ.p cấp m

cu’a hàm f(z) (m ∈ N,m > 2) du.o.
.c dă.c tru.ng bo.’ i diè̂u kiê.n là: ta. i lân câ.n

cu’a diê’m ấy có mô.t nhánh cu’a f(z) du.o.
.c biê’u diẽ̂n du.́o.i da.ng

f =
∑

−∞<n<∞

an(z − a)n/m a 6= ∞ (5.10)

hoă. c

f =
∑

−∞<n<∞

anz
−n/m (a = ∞). (5.11)

Căn cú. vào cấu trúc cu’a chuõ̂i (5.10) hoă. c (5.11) diê’m phân nhánh z = a

còn du.o.
.c go. i là

1. diê’m phân nhánh da. i số nếu chı’ có mô.t số hũ.u ha.n hê. số an 6= 0 khi

n < 0;

2. diê’m phân nhánh siêu viê. t nếu có vô số hê. số an 6= 0 khi n < 0 (diê’m

bất thu.̀o.ng cốt yếu có dă.c t́ınh da tri. !).

5.4 Khái niê.m vè̂ diê.n Riemann

Nhu. dã nói trong mu.c tru.́o.c, hàm gia’ i t́ıch không pha’i là hàm theo ngh̃ıa

thông thu.̀o.ng cu’a tù. dó v̀ı mõ̂i giá tri. z có thê’ tu.o.ng ú.ng vó.i mô.t hoă. c mô.t

số (và thâ.m ch́ı là mô.t tâ.p ho.
.p dếm du.o.

.c giá tri.). Dê’ có thê’ xem hàm F (z)

nhu. là hàm theo ngh̃ıa thông thu.̀o.ng ta gá̆n hàm F (z) vó.i mô.t mă.t R nào dó

mà trên dó hàm F (z) do.n tri.. B. Riemann là ngu.̀o.i dà̂u tiên du.a ra ý niê.m

t̀ım nhũ.ng mă.t mó.i thay cho mă.t phă’ng phú.c mà trên dó mo.i hàm gia’ i t́ıch

dè̂u do.n tri.. Nhũ.ng mă.t thu du.o.
.c dó go. i là diê.n Riemann. Diê.n Riemann

có thê’ xem nhu. là phu.o.ng pháp tu.o.’ ng tu.o.
.ng tru.

.c quan vè̂ dă.c tru.ng da tri.
cu’a hàm gia’ i t́ıch. Có thê’ nói rà̆ng t́ınh tru.

.c quan là ý ngh̃ıa co. ba’n cu’a viê.c

du.a khái niê.m diê.n Riemann dê’ nghiên cú.u hàm da tri..
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5.4.1 Mô.t số v́ı du. mo.’ dà̂u

Gia’ su.’ cho hàm chı’nh h̀ınh f(z) xác di.nh trong miè̂n D cu’a mă.t phă’ng phú.c.

Ta.i mõ̂i diê’m a ∈ D hàm f(z) du.o.
.c khai triê’n thành chuỗi Taylor. Ta tách

ra nhũ.ng chuỗi mà h̀ınh tròn hô. i tu. cu’a chúng vu.o.
.t ra kho’i gió.i ha.n cu’a D.

Ho.
.p miè̂n D vó.i mo.i h̀ınh tròn này lâ.p nên mô.t miè̂n D1 ⊃ D nào dó. Có

thê’ có hai tru.̀o.ng ho.
.p xa’y ra.

1. Tru.̀o.ng ho.
.p 1: Trong giao cu’a hai h̀ınh tròn K1 và K2: G = K1 ∩K2,

tô’ng cu’a chuõ̂i Taylor tu.o.ng ú.ng

f1(z) = a1
0 + a1

1(z − a) + a1
1(z − a)2 + . . .

f2(z) = a
(2)
0 + a

(2)
1 (z − ã) + a

(2)
2 (z − ã)2 + . . .

khác nhau, ngh̃ıa là f1(z) 6= f2(z), z ∈ G.

Do dó, ta. i diê’m z ∈ G hàm có hai giá tri.. Theo dè̂ nghi. cu’a Riemann,

trong tru.̀o.ng ho.
.p dó, ta sẽ h̀ınh dung rằng o.’ ph́ıa trên miè̂n G, các h̀ınh tròn

K1 và K2 nà̆m trên nhau (không nhâ.p làm mô. t) trong hai mă.t phă’ng (hoă. c

tò. - mă.t phă’ng).

2. Nếu tô’ng f1(z) = f2(z) trong G th̀ı ta sẽ dán các h̀ınh tròn K1 và K2

vó.i nhau theo miè̂n G dê’ du.o.
.c mô.t “tò.”. Nhu. vâ.y, miè̂n thu du.o.

.c D1 trong

kết qua’ cu’a thác triê’n không nhất thiết là do.n diê.p (mô.t tò.) mà o.’ nhũ.ng

phà̂n riêng le’ nó có thê’ là da diê.p (nhiè̂u tò.!).

Quá tr̀ınh thác triê’n gia’ i t́ıch có thê’ tiếp tu.c bà̆ng cách khai triê’n hàm

thành chuõ̂i Taylor ta. i các diê’m nà̆m ngoài D nhu.ng nà̆m trong D1 (o.’ mô. t

số phà̂n riêng le’ miè̂n D1 có thê’ là da diê.p). Qua bu.́o.c thác triê’n này miè̂n

gia’ i t́ıch cu’a hàm có thê’ du.o.
.c mo.’ rô.ng thành miè̂n D2 nào dó chú.a D1, v.

v... Quá tr̀ınh này có thê’ tiếp tu.c cho dến khi phép thác triê’n tiếp theo

không thu.
.c hiê.n du.o.

.c. Và nhu. ta biết, hàm thu du.o.
.c trong kết qua’ là hàm

gia’ i t́ıch du’ , còn miè̂n du.o.
.c phu’ bo.’ i miè̂n D dã cho và mo.i h̀ınh tròn hô. i tu.

du.o.
.c go. i là miè̂n tò̂n ta. i cu’a hàm. Miè̂n này có thê’ là do.n diê.p và cũng có

thê’ là da diê.p. Bây giò. ta sẽ tr̀ınh bày mô.t số v́ı du. xây du.
.ng diê.n Riemann

mô.t số hàm do.n gia’n dê’ phu. c vu. cho su.
. h̀ınh dung tru.

.c quan diê.n Riemann

sẽ tr̀ınh bày trong phà̂n sau.
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Vı́ du. thú. nhất. Xét hàm gia’ i t́ıch

F (z) = n
√
z , z ∈ D = {0 < |z| <∞}.

Trong miè̂n D = {0 < |z| < ∞} hàm F (z) là da tri.. Các diê’m z = 0,∞ là

diê’m phân nhánh cấp n (xem di.nh ngh̃ıa 5.3.7). Ta dă.t D
∗ = C \R−. Trong

miè̂n D∗ hàm F (z) có thê’ tách thành n nhánh chı’nh h̀ınh

fm(z) = n
√

|z| · ei
arg z+2πim

n = F̃ (z)ei
2πm

n , (5.12)

F̃ (z) = n
√
|z|ei arg z

n , m = 0, 1, 2, . . . , n− 1, −π < arg 6 π. Ta lấy n ba’n -

miè̂n D∗

D∗
m = C \ R−

vó.i biên cu’a mõ̂i miè̂n là nhát cá̆t theo R−. Ta ký hiê.u bò. trên cu’a nhát cá̆t

R− là γ+ và bò. du.́o.i là γ−.

Ta nhâ.n xét rằng các nhánh chı’nh h̀ınh f0, f1, . . . , fn−1 có thê’ thác triê’n

liên tu.c lên các bò. cu’a nhát cá̆t. Do dó ta có thê’ dò̂ng nhất nhũ.ng diê’m trên

các bò. cu’a các nhát cắt mà ta. i dó giá tri. cu’a các nhánh chı’nh h̀ınh trùng

nhau.

Tù. các hê. thú.c (5.12) ta có

fm(z)
∣∣
γ+ = F̃ (z)e

2m+1
n

πi, fn(z)
∣∣
γ−

= F̃ (z)e
2m−1

n
πi.

Do dó

fm(z)
∣∣
γ+ = fm+1(z)

∣∣
γ−

: m = 0, 1, . . . , n− 2

và

fn−1(z)
∣∣
γ−

= f0(z)
∣∣
γ+.

Do dó tù. nhâ.n xét trên dây ta có thê’ dò̂ng nhất (“dán”) các bò. cu’a nhát

cá̆t nhu. sau. Khi m = 0, 1, . . . , n − 2 ta sẽ dán bò. γ+ cu’a nhát cá̆t R− trên

ba’n miè̂n D∗
m vó.i bò. γ− trên ba’n miè̂n D∗

m+1. Vı̀ giá tri. f0 = fn trên R− (và
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ca’ D∗
0 = D∗

n) nên ta còn pha’i dán bò. γ+ cu’a ba’n miè̂n D∗
0 vó.i bò. γ− cu’a ba’n

miè̂n D∗
n−1.

Trong không gian ba chiè̂u, phép dán không có tu.
. cá̆t sau cùng này không

thê’ thu.
.c hiê.n du.o.

.c. Nhu.ng diè̂u dó không căn ba’n. Mă.t n - tò. vù.a du.o.
.c

du.
.ng go. i là diê.n Riemann cu’a hàm n

√
z. Bây giò. to.a dô. z sẽ xác di.nh diê’m

trên tò. số 0, diê’m trên tò. số 1, ... , và diê’m nà̆m trên tò. thú. n− 1. Ta cà̂n

t̀ım ký hiê.u dê’ xác di.nh diê’m duy nhất trên diê.n Riemann.

Diê’m z 6= 0, 6= ∞ thuô.c tò. thú. 0 dă.t tu.o.ng ú.ng vó.i giá tri. cố di.nh cu’a
n
√
z bà̆ng f0(z), −π < arg z 6 π và ký hiê.u diê’m trên tò. thú. 0 là (z, f0(z)).

Sau dó xuất phát tù. giá tri.
n
√
z ta thác triê’n hàm F (z) theo tuyến dóng gia’n

do.n bao diê’m gốc to.a dô. ta sẽ vu.o.
.t qua nhát cá̆t và di dến tò. thú. nhất và

khi tro.’ vè̂ diê’m có to.a dô. z trên tò. thú. nhất F (z) nhâ.n giá tri. f1(z). Ta ký

hiê.u diê’m z trên tò. thú. nhất là (z, f1(z)), v.v... Bằng cách lý luâ.n tu.o.ng tu.
.,

ta ký hiê.u diê’m z trên tò. thú. n − 1 là (z, fn−!(z)).

Nhu. vâ.y mo.i diê’m cu’a mă.t n - tò. vù.a du.
.ng có thê’ xem nhu. các că.p

có thú. tu.
. (z, F (z)), trong dó F (z) = n

√
z và ngoài ra hai diê’m (z1, F1) và

(z2, F2) trùng nhau trên diê.n Riemann khi và chı’ khi

z1 = z2, F1(z) = F2(z)

ta. i lân câ.n diê’m z = z1. Hiê’n nhiên rà̆ng hàm F (z) do.n tri. trên diê.n Riemann

cu’a nó và nhâ.n giá tri. F ta. i diê’m (z, F ).

O
.’ ph́ıa trên diê’m z = 0 diê.n Riemann cu’a hàm F chı’ có mô.t diê’m và

tu.o.ng tu.
. trên diê’m z = ∞ diê.n Riemann cũng chı’ có mô.t diê’m. Các diê’m

này go. i là diê’m phân nhánh cu’a mă.t.

Trên h̀ınh V.4 là diê.n Riemann cu’a hàm 2-tri.
√
z. Dối vó.i hàm w =

√
z,

mõ̂i giá tri. 6= 0 tu.o.ng ú.ng vó.i hai giá tri. khác nhau w1 và w2 = eπiw1 khác

nhau bo.’ i thù.a số e
2πi
2 = eπi = −1, tú.c là khác nhau vè̂ dấu.

Nếu xuất phát tù. diê’m z0 thuô. c tò. D2 ta va.ch mô.t chu tuyến dóng bao

diê’m phân nhánh z = 0 th̀ı khi tro.’ vè̂ vi. tŕı xuất phát z0 ta sẽ o.’ tò. D1 vó.i

giá tri. hàm w2(z0) và nếu tiếp tu.c thu.
.c hiê.n mô.t là̂n vòng quanh miè̂n xung

quanh diê’m phân nhánh ta sẽ tro.’ vè̂ vi. tŕı xuất phát cùng vó.i giá tri. xuất

phát cu’a hàm w1(z0).
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Hı̀nh V.4 Hı̀nh V.5

Vı́ du. thú. hai. Xét hàm gia’ i t́ıch

F (z) = z +
√
z2 − 1

(xem v́ı du. 9, 5.3). Ta ký hiê.u ρ1(z), θ1(z) và tu.o.ng ú.ng ρ2(z), θ2(z) là

môdun và acgumen cu’a các số phú.c z − 1 và z + 1. Khi dó

ϕ(z) =
√
z2 − 1 =

√
ρ1(z)ρ2(z)e

i
[θ1(z)+θ2(z)]+2mπ

2 , m = 0, 1

và hiê’n nhiên rằng trong miè̂n D = C \ [−1,+1] hàm ϕ(z) có thê’ tách thành

hai nhánh chı’nh h̀ınh ϕm(z), m = 0, 1 và do dó hàm F du.o.
.c tách thành hai

nhánh chı’nh h̀ınh f0(z) và f1(z).

Dê’ du.
.ng diê.n Riemann cu’a hàm F (z) = z + ϕm(z), m = 0, 1 ta lấy hai

ba’n miè̂n D = C \ [−1,+1] trong dó doa.n γ = [−1,+1] du.o.
.c chú.a trong R,

m = 0, 1. Tu.o.ng tu.
. nhu. trong v́ı du. thú. nhất dẽ̂ dàng thấy rà̆ng

f0(z)
∣∣
γ−⊂D0

= f1(z)
∣∣
γ+⊂D1

,

f0(z)
∣∣
γ+⊂D0

= f1(z)
∣∣
γ−⊂D1

.

Do dó ta sẽ dán bò. du.́o.i γ− cu’a ba’n miè̂n D0 vó.i bò. trên γ+ cu’a ba’n

miè̂n D1 và tiếp theo là dán bò. trên γ+ ⊂ D0 vó.i bò. du.́o.i γ− ⊂ D1 (cách

dán này go. i là cách dán bá̆t chéo !).

Mă.t hai tò. vù.a thu du.o.
.c go. i là diê.n Riemann cu’a hàm F (z) = z+

√
z2 − 1

(h̀ınh V.5).

Diê’m z = ∞ không pha’i là diê’m phân nhánh cu’a hàm dã cho v̀ı ta. i lân

câ.n diê’m ∞ ta có thê’ khai triê’n hàm dó thành chuỗi Laurent có phà̂n ch́ınh
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da.ng = const · z, và do dó diê’m ∞ là cu.
.c diê’m do.n cu’a các nhánh chı’nh

h̀ınh. Tù. dó suy ra rằng trên mõ̂i tò. dè̂u có diê’m vô cùng riêng cu’a nó.

Vı́ du. thú. ba. Trong miè̂n D = C \ R− hàm gia’ i t́ıch

F (z) = Ln z

có thê’ tách vô số nhánh chı’nh h̀ınh. Bò. trên cu’a nhát cá̆t ta ký hiê.u là γ+,

còn bò. du.́o.i là γ−. Khi dó, nếu ta ký hiê.u fm(z) là các nhánh chı’nh h̀ınh th̀ı

fm(z) = ln |z|+ i arg z + 2πim;

− π < arg z < π, m ∈ Z. (5.13)

Tù. hê. thú.c (5.13) suy ra rà̆ng

fm(z)
∣∣
γ+ = ln |z|+ (2m+ 1)πi,

fm(z)
∣∣
γ−

= ln |z|+ (2m− 1)πi.

Do dó

fm(z)
∣∣
γ+ = fm+1(z)

∣∣
γ−
.

Áp du.ng nhâ.n xét dã nêu trong v́ı du. thú. nhất ta sẽ lấy các ba’n miè̂n Dm

tu.o.ng ú.ng vó.i các nhánh chı’nh h̀ınh fm(z) và dán các bò. cu’a chúng nhu. sau:

dán bò. γ+ cu’a ba’n miè̂n Dm vó.i γ− cu’a ba’n miè̂n Dm+1, m = 0,±1,±2, . . .

Kết qua’ cu’a phép dán này sẽ cho ta mă.t vô số tò. - diê.n Riemann cu’a

hàm lôgarit (h̀ınh V.6).

Trên diê.n Riemann này có thê’ xem lôgarit nhu. hàm theo ngh̃ıa thông

thu.̀o.ng. Ta. i các diê’m z = 0 và z = ∞ lôgarit không xác di.nh, do dó diê.n

Riemann không có mô. t diê’m nào o.’ ph́ıa trên z = 0 và z = ∞.

Vı́ du. thú. tu.. Tu.o.ng tu.
. nhu. o.’ v́ı du. thú. hai, diê.n Riemann cu’a hàm

(xem v́ı du. 3, 5.3)

F (z) =
√

(z −m)(z − a2)(z − a3) , a1 6= a2 6= a3
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có thê’ du.
.ng nhu. sau. Hiê’n nhiên rằng diê’m a1, a2, a3 và z = ∞ là nhũ.ng

diê’m phân nhánh cấp hai cu’a hàm F (z). Gia’ su.’ γ(a1, a2), γ(a3,∞) là nhũ.ng

tuyến Jordan không giao nhau, nối a1 vó.i a2, a3 vó.i ∞ (h̀ınh V.7).

Hı̀nh V.6 Hı̀nh V.7

Bây giò. ta lấy hai ba’n miè̂n D.

Dm = C\{γ(a1, a2)∪γ(a3,∞)}, m = 0, 1 tu.o.ng ú.ng vó.i các nhánh chı’nh

h̀ınh fm; m = 0, 1 trong miè̂n D = C \ {γ(a1, a2) ∪ γ(a3,∞)} và sau dó dán

bá̆t chéo các ba’n miè̂n dó vó.i nhau theo các nhát cá̆t γ(a1, a2) và γ(a3,∞).

Mă.t hai tò. vù.a du.
.ng là diê.n Riemann cu’a hàm dã cho. Các diê’m cu’a mă.t

này có thê’ ký hiê.u là (z, F (z)), trong dó z xác di.nh diê’m trên ca’ hai tò., còn

F (z) th̀ı xác di.nh diê’m dó cu’a mă.t nà̆m trên tò. nào.

Vı́ du. thú. năm. Diê.n Riemann cu’a hàm

F (z) = n
√

(z − a)k(z − b)`

là mă.t n - tò.. Dê’ du.
.ng diê.n Riemann cu’a hàm F (z) cà̂n phân biê.t hai tru.̀o.ng

ho.
.p có thê’ xa’y ra.

1. Số k + ` là bô. i số cu’a n. Do dó, diê’m z = ∞ không pha’i là diê’m phân

nhánh cu’a hàm F (z). Trong tru.̀o.ng ho.
.p này diê.n Riemann cu’a F (z) du.o.

.c

xây du.
.ng tu.o.ng tu.

. nhu. o.’ v́ı du. thú. hai.

2. Số k+ ` không pha’i là bô. i số cu’a n. Trong tru.̀o.ng ho.
.p này (xem v́ı du.

11, 5.3) diê’m z = ∞ là diê’m phân nhánh cấp n cu’a hàm F (z). Do dó diê.n

Riemann cu’a hàm F (z) du.o.
.c xây du.

.ng tu.o.ng tu.
. nhu. trong v́ı du. thú. tu..
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Vı́ du. thú. sáu. Xét hàm gia’ i t́ıch (xem v́ı du. thú. tu.)

F (z) =
√

(z − a1)(z − a2) · · · (z − an) ,

trong dó a1, a2, . . . , an là nhũ.ng số phú.c khác nhau. Nhu. ta biết F (z) là hàm

có hai giá tri.. Do dó ta sẽ thu du.o.
.c diê.n Riemann hai tò. vó.i các diê’m phân

nhánh là a1, a2, . . . , an.

Dê’ du.
.ng diê.n Riemann dối vó.i hàm dã cho, ta cà̂n phân biê.t hai tru.̀o.ng

ho.
.p có thê’ xa’y ra.

1. n là số le’. Ta ghép các diê’m rẽ nhánh thành các că.p (a1, a2),

(a3, a4), . . . Diê’m an không du.o.
.c ghép vó.i diê’m nào thành că.p ca’ . Trong

tru.̀o.ng ho.
.p này, diê’m z = ∞ cũng là diê’m phân nhánh nên ta sẽ ghép an

vó.i ∞. Do dó trong miè̂n

D = C \ {

n+1
2

nhát cắt︷ ︸︸ ︷
γ(a1, a2) ∪ · · · ∪ γ(an,∞)},

trong dó γ(a1, a2), . . . , γ(an,∞) là nhũ.ng nhát cá̆t do.n gia’n không giao nhau,

hàm dã cho có thê’ tách thành hai nhánh chı’nh h̀ınh.

Bây giò. lấy hai ba’n miè̂n Dm

Dm = C \ {γ(a1, a2) ∪ · · · ∪ γ(an,∞)}, m = 0, 1

và dán bá̆t chéo vó.i nhau theo nhũ.ng nhát cá̆t và ta sẽ thu du.o.
.c diê.n

Riemann cu’a hàm F (z).

2. n là số chã̆n. Trong tru.̀o.ng ho.
.p này ta lấy hai ba’n miè̂n Dm.

Dm = C \ {γ(a1, a2) ∪ γ(a3, a4) ∪ · · · ∪ γ(an−1, an)}, m = 0, 1

và tiến hành phép dán nhu. o.’ trên (xem v́ı du. thú. hai).

5.4.2 Phu.o.ng pháp du.
.ng diê.n Riemann

Ý niê.m chu’ yếu vè̂ diê.n Riemann là o.’ chõ̂: tùy theo su.
. xuất hiê.n các hiê.n

tu.o.
.ng không do.n tri. trong quá tr̀ınh thác triê’n gia’ i t́ıch, ngu.̀o.i ta du.a vào
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xét nhũ.ng “ba’n miè̂n” mó.i (“các tò.” mó.i) thuô. c mă.t phă’ng cu’a biến dô.c

lâ.p và bà̆ng cách gá̆n liè̂n dò̂ng thò.i các “ba’n mó.i” dó vó.i các ba’n tru.́o.c (có

thê’ nói: “dán ba’n này vó.i ba’n khác” !) sao cho diê’m z chuyê’n di.ch tù. ba’n

này dến ba’n kia là thông suốt.

Phu.o.ng pháp du.
.ng diê.n Riemann bà̆ng cách cá̆t - dán dã mô ta’ trong

các v́ı du. o.’ tiết tru.́o.c du.o.
.c ú.ng du.ng trong tru.̀o.ng ho.

.p tô’ng quát. Ta sẽ mô

ta’ mô.t cách vắn tắt quá tr̀ınh này.

Gia’ su.’ F (z) là hàm gia’ i t́ıch tùy ý chı’ có các diê’m bất thu.̀o.ng cô lâ.p.

Tù. mõ̂i diê’m cu’a mă.t phă’ng mà o.’ trên diê’m dó tò̂n ta. i dù chı’ là mô.t diê’m

bất thu.̀o.ng, ta ke’ tia di tù. diê’m dó ra vô cùng và không di qua h̀ınh chiếu

cu’a các diê’m bất thu.̀o.ng khác. Mă.t phă’ng z vó.i các nhát cá̆t theo nhũ.ng

tia dó là mô.t miè̂n do.n liên D. Theo di.nh lý Monodromie hàm gia’ i t́ıch F (z)

có thê’ tách thành mô.t tâ.p ho.
.p dếm du.o.

.c các nhánh chı’nh h̀ınh

fm(z), m = 1, 2, . . .

Mõ̂i nhánh chı’nh h̀ınh fm(z) sẽ tu.o.ng ú.ng vó.i mô.t ba’n miè̂n Dm. Các tò.

cu’a chò̂ng ba’n miè̂n Dm vù.a thu du.o.
.c sẽ du.o.

.c dán vó.i nhau theo phu.o.ng

pháp dã tiến hành trong tiết tru.́o.c.

5.5 Bài tâ.p

1. Hãy kha’o sát xem hàm da tri.
√

1 +
√
z

có nhánh do.n tri. cho phép khai triê’n thành chuỗi Laurent ta. i lân câ.n diê’m

z = 1 hay không ?

2. Chú.ng minh rằng hàm zα(1− z)β, trong dó α, β là nhũ.ng số thu.
.c, có thê’

tách nhánh chı’nh h̀ınh trong C \ [0, 1] nếu α+ β là số nguyên.

3. Gia’ su.’ D = C \ [−1,+1] và f là nhánh chı’nh h̀ınh trong D cu’a hàm√
z2 − 1 sao cho f(2) =

√
3.
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1. Tı́nh giá tri. cu’a f ta. i diê’m z = x ∈ R.

2. Khai triê’n hàm f(z) thành chuõ̂i Laurent ta. i lân câ.n diê’m z = ∞.

Tra’ lò.i: 2) f(z) = z
∑
n>0

(
1/2

n

)
(−1)nz−2n.

4. Chú.ng minh rằng hàm da tri.

f(z) =
√
z − z2

cho phép tách các nhánh chı’nh h̀ınh trong phà̂n ngoài D cu’a các nhát cá̆t

Γ1 = [1,+∞) và Γ2 = (−∞, 0].

5. Gia’ su.’ w(z) là nhánh chı’nh h̀ınh cu’a hàm f(z) trong bài tâ.p 4 mà

w
(1

2

)
=

1

2
.

Tı́nh w
(1 + i

2

)
, w(−1 + i0), w(−1 − i0).

6. Gia’ su.’ D là phà̂n ngoài cu’a hai tia γ1 = [1, 1−i∞) và Γ2 = [−1,−1+i∞)

và w(z) là nhánh chı’nh h̀ınh cu’a hàm ln(1−z2) tho’a mãn diè̂u kiê.n w(0) = 0.

Tı́nh w(8) và w(1 + i).

7. Du.
.ng diê.n Riemann cu’a các hàm

1. w = n
√

(z − a)k(z − b)`

phân biê.t hai tru.̀o.ng ho.
.p k + ` là bô. i cu’a n và không là bô. i cu’a n.

2. w = Ln
z − a

z − b
.
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6.1 Co. so.’ lý thuyết thă.ng du.

6.1.1 D- i.nh ngh̃ıa thă.ng du.

Tru.́o.c khi phát biê’u di.nh ngh̃ıa vè̂ thă.ng du. ta chú.ng minh mô.t di.nh lý do.n

gia’n sau dây

D- i.nh lý 6.1.1. Gia’ su.’ hàm f chı’nh h̀ınh trong vành tròn

V = {z ∈ C : r < |z − a| < R}

Khi dó t́ıch phân

I(ρ) =

∫

|z−a|=ρ

f(z)dz, r < ρ < R

không phu. thuô. c vào ρ.

Chú.ng minh. Thâ. t vâ.y, gia’ su.’ r < ρ1 < ρ2 < R và γ(ρ1) = {|z − a| = ρ1},
γ(ρ2) = {|z− a| = ρ2}. Tù. di.nh lý vè̂ bất biến cu’a t́ıch phân theo các tuyến
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dò̂ng luân suy ra rà̆ng
∫

γ(ρ1)

f(z)dz =

∫

γ(ρ2)

f(z)dx.

D- i.nh ngh̃ıa 6.1.1. Gia’ su.’ hàm f(z) chı’nh h̀ınh ta. i diê’m a hoă. c có bất

thu.̀o.ng cô lâ.p dă.c t́ınh do.n tri. a. Gia’ su.’ γ là du.̀o.ng cong dóng Jordan bao

diê’m z = a và du.o.
.c di.nh hu.́o.ng ngu.o.

.c chiè̂u kim dò̂ng hò̂. Khi dó t́ıch phân
1

2πi

∫

γ

f(z)dz du.o.
.c go. i là thă. ng du. cu’a hàm f(z) dối vó.i diê’m a và du.o.

.c ký

hiê.u là

Res [f ; a] =
1

2πi

∫

γ

f(z)dz. (6.1)

Hiê’n nhiên chu tuyến γ tho’a mãn di.nh ngh̃ıa 6.1.1 bao giò. cũng tò̂n ta. i.

Thâ. t vâ.y, theo diè̂u kiê.n dã cho hàm f chı’nh h̀ınh trong U(ρ) = {0 < |z−a| <
ρ}. Do dó ta có thê’ lấy γ là du.̀o.ng cong Jordan dóng bất kỳ thuô.c U(ρ)

không di qua a nhu.ng bao a, v́ı du. du.̀o.ng tròn γr = {|z − a| = r, r < ρ}.
Tù. di.nh lý Cauchy và di.nh lý 6.1.1 suy ra rằng thă.ng du. (6.1) có thê’ viết

du.́o.i da.ng

Res [f ; a] =
1

2πi

∫

γ(a,r)

f(z)dz, (6.2)

trong dó du.̀o.ng tròn γ(a, r) cha.y theo hu.́o.ng du.o.ng và da. i lu.o.
.ng o.’ vế pha’ i

cu’a (6.2) không phu. thuô.c vào r và hoàn toàn du.o.
.c xác di.nh bo.’ i dáng diê.u

di.a phu.o.ng cu’a hàm f ta. i diê’m a.

D- i.nh ngh̃ıa 6.1.2. Gia’ su.’ hàm f ∈ H{|z| > r} và z = ∞ là diê’m bất

thu.̀o.ng cô lâ.p cu’a hàm f(z). Da. i lu.o.
.ng

Res [f ;∞] =
1

2πi

∫

γ−(0,R)

f(z)dz
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du.o.
.c go. i là thă. ng du. cu’a hàm f ta. i diê’m ∞ trong dó γ−(0, R) là du.̀o.ng tròn

γ−(0, R) = {|z| = R} vó.i bán ḱınh du’ ló.n du.o.
.c di.nh hu.́o.ng sao cho lân câ.n

diê’m ∞ luôn luôn nà̆m bên trái.

Ta có thê’ du.a ra di.nh ngh̃ıa ho.
.p nhất sau dây vè̂ thă.ng du..

D- i.nh ngh̃ıa 6.1.3. Gia’ su.’ a ∈ C là diê’m chı’nh h̀ınh hoă. c diê’m bất thu.̀o.ng

cô lâ.p do.n tri. cu’a hàm f . Giá tri. cu’a t́ıch phân cu’a hàm f theo biên cu’a lân

câ.n du’ bé cu’a diê’m z = a chia cho 2πi du.o.
.c go. i là thă. ng du. cu’a hàm f ta. i

diê’m a.

Theo di.nh lý Cauchy

Res [f ; a] = 0

nếu hàm f chı’nh h̀ınh ta. i diê’m a và a ∈ C. Thă.ng du. ta. i ∞ có thê’ khác

0 khi hàm chı’nh h̀ınh ta. i ∞. Thâ. t vâ.y, gia’ su.’ f(z) =
1

z
. Hiê’n nhiên diê’m

z = ∞ là không diê’m do.n cu’a f và

Res [f ;∞] =
1

2πi

∫

γ−(0,R)

1

z
dz = −1 6= 0.

Nhu. vâ.y hàm chı’ có thê’ có thă.ng du. 6= 0 ta. i diê’m a cách gốc to.a dô. mô. t

khoa’ng cách hũ.u ha.n trong tru.̀o.ng ho.
.p khi a thâ.t su.

. là diê’m bất thu.̀o.ng,

trong khi dó nó có thê’ có thă.ng du. 6= 0 ta. i ∞ thâ.m ch́ı ca’ trong tru.̀o.ng ho.
.p

hàm chı’nh h̀ınh ta. i dó.

6.1.2 Phu.o.ng pháp t́ınh thă.ng du.

Viê.c t́ınh thă.ng du. bà̆ng cách xuất phát tù. di.nh ngh̃ıa hết sú.c phú.c ta.p. Co.

so.’ cho viê.c t́ınh toán thă.ng du. mô.t cách thu.
.c tiẽ̂n là di.nh lý sau dây.

D- i.nh lý 6.1.2. Gia’ su.’ vó.i 0 < |z − a| < ρ hàm f(z) có thê’ biê’u diẽ̂n du.́o.i

da. ng

f(z) =
∑

−∞<n<∞

an(z − a)n, (6.3)
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Khi dó

Res[f ; a] = a−1. (6.4)

Nếu khi R < |z| <∞

f(z) =
∑

−∞<n<∞

anz
n (6.5)

th̀ı

Res[f ;∞] = −a−1. (6.6)

Chú.ng minh. 1. Trong vành tròn dóng bất kỳ

0 < ρ1 6 |z − a| 6 ρ2 < ρ

chuõ̂i (6.3) hô. i tu. dè̂u nên có thê’ t́ıch phân tù.ng số ha.ng chuõ̂i (6.3) theo

du.̀o.ng tròn γ(r) = {|z − a| = r; ρ1 6 r 6 ρ2}. Kết qua’ cu’a phép t́ıch phân

dó cho ta

1

2πi

∫

γ(r)

f(z)dz = a−1.

Tù. dó suy ra (6.4) du.o.
.c chú.ng minh.

2. Vı̀ chuõ̂i (6.1.5) hô. i tu. dè̂u trên du.̀o.ng tròn

γ(0, R̃) = {|z| = R̃, R̃ > R}

nên có thê’ t́ıch phân tù.ng số ha.ng chuỗi dó theo γ(0, R̃) và thu du.o.
.c

1

2πi

∫

γ−(0,R̃)

f(z)dz = −a−1.
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Vı́ du. 1. Gia’ su.’

f(z) =
sin z

z6
·

Tı́nh Res[f ; 0].

Gia’i. Vı̀ ta. i lân câ.n diê’m z = 0 ta có

f(z) =
1

z6

(
z − z3

3!
+
z5

5!
− . . .

)

=
1

z5
− 1

3!z3
+

1

5!z
+ . . .

nên a−1 =
1

5!
và Res[f ; 0] =

1

5!
.

Vı́ du. 2. Chú.ng minh rà̆ng nếu

f(z) = z · cos 1

z + 1

th̀ı

Res[f ;−1] = −1

2
·

Gia’i. Thâ. t vâ.y, ta có

f(z) = [(z + 1) − 1]
[
1 − 1

2(z + 1)2
+ . . .

]

và do dó

a−1 = −1

2
·

Vı́ du. 3. Gia’ su.’

f(z) =
1

z(1 − e−hz)
·

Tı́nh Res[f ; 0].
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Gia’i. Khi dó Res[f ; 0] =
1

2
. Thâ. t vâ.y, ta. i lân câ.n diê’m z = 0 ta có

f(z) =
1

z
[
1 − 1 + hz − h2z2

2!
+ . . .

]

=
1

hz2 − h2z3

2!
+ . . .

=
1

hz2
+

1

2z
+ ϕ(z),

trong dó ϕ(z) chı’nh h̀ınh ta. i diê’m z = 0. Tù. dó suy ra diè̂u pha’i chú.ng minh.

Vı́ du. 4. Ta xét miè̂n D = C \ [0, 1] và hàm gia’ i t́ıch trong dó

F (z) = 8

√
z

1 − z
·

Tı́nh Res[f ;∞], trong dó f là nhánh chı’nh h̀ınh nhâ.n giá tri. du.o.ng o.’ bò.

trên cu’a nhát cá̆t [0, 1].

Gia’i. Trong miè̂n D hàm F (z) có thê’ tách thành ba nhánh chı’nh h̀ınh.

Gia’ su.’ f(z) là nhánh chı’nh h̀ınh nhâ.n giá tri. du.o.ng o.’ bò. trên cu’a nhát cá̆t.

Ta sẽ khai triê’n hàm f(z) thành chuõ̂i Laurent ta. i lân câ.n diê’m ∞. Vó.i

z ∈ D ta có

f(z) =
∣∣∣ 8

√
z

1 − z

∣∣∣ei
ϕ
3 , ϕ = ϕ1 − ϕ2,

trong dó ϕ1 = ∆γ arg z, ϕ2 = ∆γ(1 − z), γ ⊂ D là du.̀o.ng cong nà̆m trong D

và nối diê’m 0 + i0 vó.i z ∈ D. Khi z = x > 1 ta có ϕ1 = 0, ϕ2 = −π. Do dó

f(x) = 3

√
x

x− 1
eiπ/3,

và f(∞) = lim
x→+∞

f(x) = eiπ/3.

Tù. dó suy ra rằng trong lân câ.n diê’m z = ∞ ta có

f(z) = eiπ/3 3

√√√√
1

1 − 1

z

= eiπ/3
(
1 − 1

z

)− 1
3
,
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trong dó căn thú.c nhâ.n giá tri. 1 ta. i ∞. Tù. dó dẽ̂ dàng thấy rà̆ng

f(z) = eiπ/3
∑

n≥0


−1

3
n


 (−1)nz−n

và

Res[f ;∞) = −eiπ/3

−1

3
1


 .

Vı́ du. 5. Gia’ su.’ f(z) là nhánh chı’nh h̀ınh cu’a hàm

F (z) =
(1 − z

1 + z

)α
, α ∈ R

mà f(0+ i0) = 1 trong miè̂n D = C\ [−1,+1]. Tı́nh thă.ng du. cu’a hàm f(z)

ta. i diê’m ∞ (v́ı du. 5.3.5).

Gia’i. Ta khai triê’n hàm f(z) thành chuỗi Laurent ta. i lân câ.n diê’m ∞.

Ta có

f(∞) = lim
x→+∞

f(x) = e−iαπ.

Tiếp theo

f(z) =

(−1 +
1

z

1 +
1

z

)α

= e−iαπg(z),

trong dó ta dă.t

g(z) =

(
1 − 1

z

1 +
1

z

)α

·
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Hàm g(z) chı’nh h̀ınh ta. i diê’m ∞ và g(∞) = 1

f(z) =

(
1 − 1

z

1 +
1

z

)α

=
1 − α

z
+
α(α − 1)

2!
z−2 + . . .

1 +
α

z
+
α(α − 1)

2!
z−2 + . . .

= 1 − 2α

z
+ . . .

Tù. dó suy ra rà̆ng

f(z) = eiπα
[
1 − 2α

z
+ . . .

]

và

Res [f ;∞] = 2αeiαπ.

Vı́ du. 6. Gia’ su.’ f(z) là nhánh chı’nh h̀ınh cu’a hàm F (z) = Ln
1 − z

1 + z
mà

f(0+ i0) = 0 trong miè̂n D = C \ [−1,+1]. Tı́nh thă.ng du. cu’a hàm f(z) ta. i

diê’m ∞ (v́ı du. 5.3.6).

Gia’i. Ta có

f(z) = ln
∣∣∣1 − z

1 + z

∣∣∣+ i(ϕ1 − ϕ2)

ϕ1 = ∆γ arg(1 − z), ϕ2 = ∆γ(1 + z),

trong dó γ là tuyến thuô.c D nối diê’m z = 0 + i0 (diê’m 0 o.’ bò. trên cu’a nhát

cá̆t) vó.i diê’m z. Hiê’n nhiên khi z = iy, y > 0 th̀ı ϕ1 = −ϕ2, ϕ2 = arctg y và

do dó vó.i y > 0.

f(iy) = −2iarcrg y,

v̀ı |1 − iy| = |1 + iy|.
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Tù. dó cũng rút ra rà̆ng

f(∞) = lim
y→∞

f(iy) = −πi.

Do dó ta. i lân câ.n diê’m z = ∞ ta có

f(z) = ln
−1 +

1

z

1 +
1

z

= −πi+ ln
(
1 − 1

z

)
− ln

(
1 +

1

z

)
,

trong dó các logarit o.’ vế pha’ i chı’nh h̀ınh ta. i lân câ.n diê’m ∞ và bằng 0 khi

z = ∞.

Dẽ̂ dàng thấy rằng

f(z) = −πi−
∑

n>1

1

nzn
−
∑

n>1

(−1)n+1

nzn

= −
[
πi+

∑

n>0

2

(2n+ 1)z2n+1

]
, 1 < |z| <∞.

và tù. dó rút ra

Res[f ;∞] = +2.

Trong các v́ı du. trên dây, viê.c khai triê’n hàm thành chuỗi Laurent du.o.
.c tiến

hành mô.t cách dẽ̂ dàng. Tuy nhiên tuyê.t da. i da số tru.̀o.ng ho.
.p phép khai

triê’n dó du.o.
.c tiến hành rất khó khăn.

I. THĂ. NG DU
.
TA. I DIÊ’M BÁ̂T THU

.
Ò
.
NG CÓ̂T YẾU. Nếu diê’m z = a

là diê’m bất thu.̀o.ng cốt yếu cu’a hàm f(z) th̀ı dê’ t́ınh thă.ng du. cu’a hàm ta. i

diê’m dó ta cà̂n t̀ım phà̂n ch́ınh cu’a khai triê’n Laurent và su.’ du. ng công thú.c

(6.4) nếu a ∈ C, công thú.c (6.6) nếu a = ∞.

II. THĂ. NG DU
.
TA. I CU.

.
C DIÊ’M. Trong tru.̀o.ng ho.

.p khi a là cu.
.c diê’m

cu’a hàm f , dê’ t́ınh thă.ng du. ta. i diê’m a, thay cho công thú.c (6.4) và (6.6)

(su.’ du.ng khai triê’n Laurent) ta thu.̀o.ng su.’ du.ng nhũ.ng công thú.c sẽ chú.ng

minh du.́o.i dây chı’ cà̂n t̀ım da.o hàm. Ta xét các tru.̀o.ng ho.
.p cu. thê’ sau dây.

1. Tru.̀o.ng ho.
.p cu.

.c diê’m do.n



htttp://www.ebook.edu.vn

432 Chu.o.ng 6. Lý thuyết thă.ng du. và ú.ng du. ng

D- i.nh lý 6.1.3. Nếu a là cu.
.c diê’m do.n cu’a hàm f(z) th̀ı thă. ng du. cu’a f

ta. i a du.o.
.c t́ınh theo công thú.c

Res[f ; a] = lim
z→a

(z − a)f(z). (6.7)

Chú.ng minh. Ta.i lân câ.n diê’m a khai triê’n Laurent cu’a hàm f(z) có da.ng

f(z) = a−1(z − a)−1 +
∑

n>0

an(z − a)n

và tù. dó suy ra

a−1 = lim
z→a

(z − a)f(z).

Nhu. vâ.y, dê’ t́ınh thă.ng du. ta. i cu.
.c diê’m do.n ta có công thú.c

Res[f(z); a] = lim
z→a

(z − a)f(z).

Hê. qua’ 6.1.1. Nếu f(z) =
ϕ(z)

ψ(z)
, trong dó ϕ và ψ là nhũ.ng hàm

chı’nh h̀ınh ta. i diê’m a tho’a mãn diè̂u kiê. n ϕ(a) 6= 0, ψ(a) = 0,

ψ′(a) 6= 0 th̀ı

Res[f ; a] =
ϕ(a)

ψ′(a)
· (6.8)

Chú.ng minh. Thâ.t vâ.y, v̀ı a là cu.
.c diê’m cu’a f(z) nên tù. (6.7) ta có

Res[f ; a] = lim
z→a

(z − a)ϕ(z)

ψ(z)

= lim
z→a

ϕ(z)

ψ(z)− ψ(a)

z − a

=
ϕ(a)

ψ′(a)
·
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Vı́ du. 7. Tı̀m thă.ng du. cu’a hàm w = tg z ta. i các diê’m zn =
2n + 1

2
π, n ∈ Z.

Gia’i. Ta có tg z =
sin z

cos z
, cos zn = 0, cos z′

∣∣
zn

= − sin zn. Do dó tù. (6.8)

ta có

Res[tg z; zn] =
sin zn
− sin zn

= −1.

Tru.̀o.ng ho.
.p cu.

.c diê’m bô. i. Ta có di.nh lý sau dây:

D- i.nh lý 6.1.4. Nếu a là cu.
.c diê’m cấp m cu’a hàm f(z) th̀ı

Res[f ; a] =
1

(m− 1)!
lim
z→a

dm−1

dzm−1

{
(z − a)mf(z)

}
. (6.9)

Chú.ng minh. Vı̀ a là cu.
.c diê’m cấp m cu’a hàm f(z) nên

f(z) =
am

(z − a)m
+ · · · + a−1

z − a
+
∑

n>0

an(z − a)n

và tù. dó

(z − a)mf(z) = a−m + a−m+1(z − a) + · · · + a−1(z − a)m−1

+
∑

n>0

an(z − a)n+m. (6.10)

Lấy vi phân biê’u thú.c (6.10) m− 1 là̂n liên tiếp ta có

dm−1

dzm−1
[(z − a)mf(z)] = (m− 1)! a−1 +m! a0(z − a) + . . .

và chuyê’n qua gió.i ha.n khi z → a ta thu du.o.
.c (6.9).

Vı́ du. 8. Tı́nh thă.ng du. cu’a hàm

f(z) =
1

(z2 + 1)3

dối vó.i diê’m z = i.
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Gia’i. Hiê’n nhiên diê’m z = i là cu.
.c diê’m cấp ba cu’a hàm f(z). Do dó áp

du. ng công thú.c (6.9) ta có

Res[f ; i] =
1

2!
lim
z→i

d2

dz2

[
(z − i)3 1

(z − i)3(z + i)3

]

=
1

2
lim
z→i

d2

dz2
[(z + i)−3]

=
1

2
lim
z→i

[(−3)(−4)(z + i)−5] = − 3

16
i.

Vı́ du. 9. Tı́nh

Res
[ 1

sin z2
; 0
]
.

Gia’i. Vı̀ z = 0 là cu.
.c diê’m cấp hai cu’a hàm f(z) nên

Res[f ; 0] = lim
z→0

d

dz

[ z2

sin z2

]
= lim

z→0

2z sin z2 − 2z3 cos z2

sin2 z2

= lim
z→0

2z
[
z2 − z6

3!
+ . . .

]
− 2z3

[
1 − z4

2!
+ . . .

]

(
z2 − z6

3!
+ . . .

)2

= lim
z→0

2

3
z7 + . . .

z4 + . . .
= 0.

III. THĂ. NG DU
.
TA. I VÔ CÙNG. Công thú.c (6.6) là công thú.c co. ba’n

dê’ t́ınh thă.ng du. ta. i diê’m vô cùng

Res[f ;∞] = −a−1. (20.6)

Tuy nhiên, trong mô.t số tru.̀o.ng ho.
.p dê’ t́ınh thă.ng du. ta. i ∞, ta có thê’ áp

du. ng công thú.c du.o.
.c chú.ng minh trong di.nh lý sau dây.

D- i.nh lý 6.1.5. Nếu hàm f chı’nh h̀ınh ta. i diê’m ∞ th̀ı

Res[f ;∞] = − lim
z→∞

z[f(z) − a0]. (6.11)
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Chú.ng minh. Thâ. t vâ.y, vó.i |z| > R ta có

f(z) = a0 +
a−1

z
+
a−2

z2
+ . . .

=
∑

n≥1

a−n
zn

+ a0 ⇒ f(z) − a0 =
∑

n>1

a−n
zn

·

Nhân hai vế cu’a dă’ng thú.c trên dây vó.i z và chuyê’n qua gió.i ha.n khi z → ∞
ta thu du.o.

.c (6.11).

Hê. qua’ 6.1.2. Nếu ∞ là không - diê’m cấp m > 1 cu’a f(z) th̀ı a0 = a−1 =

· · · = a−m+1 = 0 và do dó Res[f ;∞] = −a−1 = 0.

Nếu m = 1, tú.c là lim
z→∞

f(z) = a0 = 0 th̀ı

Res[f(z);∞] = − lim
z→∞

z · f(z).

Vı́ du. 10. Gia’ su.’ cho hàm

F (z) =
z1−p(1 − z)p

1 + z2
, p ∈ R D = C \ [0, 1].

Tı́nh thă.ng du. ta. i ∞ cu’a nhánh chı’nh h̀ınh f(z) tho’a mãn diè̂u kiê.n

arg(1 − z) = arg z = 0

khi z thuô.c bò. trên cu’a nhát cá̆t [0, 1] ⊂ R còn sau dó các acgumen biến

thiên liên tu.c.

Gia’i. Hiê’n nhiên diê’m z = 0, z = 1 là diê’m phân nhánh cu’a hàm da tri.
F (z) và trong miè̂n D hàm F (z) có thê’ tách nhánh chı’nh h̀ınh. Gia’ su.’ f(z)

là nhánh tho’a mãn các diè̂u kiê.n dã nêu. Hiê’n nhiên rằng

lim
z→∞

f(z) = 0.

Do dó, dê’ t́ınh Res[f ;∞] ta có thê’ áp du.ng công thú.c (6.11). Ta cà̂n t̀ım

lim
z→∞

|zf(z)| và lim
z→∞

arg zf(z).
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Ta có a)

lim
z→∞

|f(z) · z| = lim
z→∞

|z| · |z|
1−p|1 − z|p

|1 + z2|

= lim
z→∞

∣∣∣1 − 1

z

∣∣∣
p

∣∣∣1 +
1

z2

∣∣∣
= 1.

b) Tı́nh limarg(zf(z)). Vı̀ z · f(z) là hàm chı’nh h̀ınh trong D nên gió.i

ha.n cu’a nó không phu. thuô.c vào phu.o.ng dà̂n z ra vô cùng. Gia’ su.’ z → ∞
theo hu.́o.ng du.o.ng cu’a tru.c thu.

.c. Ta có

lim
z→∞

arg(z · f(z)) = lim
z→∞

{arg z + (1 − p) arg z + p arg(1 − z) − arg(1 + z2)}

= 0 + (1 − p) · 0 + p · (−π) + 0 = −pπ.

Nhu. vâ.y

lim
z→∞

z · f(z) = e−pπi,

và tù. dó suy ra rà̆ng

Res[f ;∞] = −e−pπi.

6.1.3 D- i.nh lý co. ba’n cu’a lý thuyết thă.ng du.

Di.nh lý co. ba’n cu’a lý thuyết thă.ng du. là di.nh lý sau dây

D- i.nh lý 6.1.6. (Cauchy) Gia’ su.’ D là tâ. p ho.
.p mo.’ cu’a mă. t phă’ng phú.c và

f là hàm chı’nh h̀ınh trong D \ {ai}, trong dó ai là tâ. p ho.
.p nhũ.ng diê’m bất

thu.̀o.ng cô lâ. p cu’a hàm f(z). Gia’ su.’ Γ là biên có hu.́o.ng cu’a miè̂n B ⊂ D

và gia’ thiết rằng Γ không di qua mô. t diê’m bất thu.̀o.ng nào cu’a f . Khi dó

1. số diê’m bất thu.̀o.ng cu’a f o.’ trong B là hũ.u ha. n.

2. hàm f(z) tho’a mãn hê. thú.c
∫

Γ

f(z)dz = 2πi
∑

ai∈B

Res[f ; ai], (6.12)
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trong dó tô’ng o.’ vế pha’i cu’a (6.12) du.o.
.c lấy theo mo. i diê’m bất thu.̀o.ng cu’a

hàm f(z) nà̆m trong B.

Chú.ng minh.

1. Diè̂u khă’ng di.nh thú. nhất cu’a di.nh lý hoàn toàn hiê’n nhiên.

2. Dê’ chú.ng minh diè̂u khă’ng di.nh thú. hai ta cà̂n phân biê.t hai tru.̀o.ng

ho.
.p

Tru.̀o.ng ho.
.p thú. nhất. Diê’m ∞ 6∈ B. Vı̀ diê’m ∞ không thuô. c B nên B

là miè̂n cu’a C. Gia’ su.’ Si là nhũ.ng h̀ınh tròn dóng vó.i tâm ta. i mõ̂i diê’m bất

thu.̀o.ng ai (∈
◦
B): Si = {|z− ai| 6 ri, ri > 0}. Ta gia’ thiết rà̆ng ri du.o.

.c cho.n

du’ bé sao cho:

a) Si ⊂
◦
B, ∀ i; b) Si ∩ Sj = ∅, i 6= j.

Gia’ su.’ γi là biên cu’a h̀ınh tròn Si tu.o.ng ú.ng cha.y theo hu.́o.ng du.o.ng.

Ta ký hiê.u

B∗ = B \
(⋃

i

◦
Si
)
,

trong dó
◦
Si là phà̂n trong cu’a Si. Hiê’n nhiên B∗ cũng là mô.t miè̂n. Biên

∂B∗ ch́ınh là hiê.u giũ.a biên có hu.́o.ng Γ cu’a B và các du.̀o.ng tròn γi. Vı̀

f ∈ H(B∗) nên

∫

Γ

f(z)dz =
∑

i

∫

γi

f(z)dz. (6.13)

Nhu.ng mă.t khác tù. (6.2) ta có

∫

γi

f(z)dz = 2πiRes[f ; ai].

Thế biê’u thú.c này vào (6.13) ta thu du.o.
.c hê. thú.c (6.12).

Tru.̀o.ng ho.
.p thú. hai. Diê’m ∞ ∈ B. Gia’ su.’ U(∞, r) = {z ∈ C : |z| > r}

là lân câ.n diê’m ∞ mà ta. i dó hàm f(z) chı’nh h̀ınh (có thê’ trù. ra ch́ınh diê’m

z = ∞) và gia’ su.’ ∂U(∞, r) ∩ Γ = ∅.
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Ta ký hiê.u:

B̃(r) = B \ {|z| > r}.

Biên có hu.́o.ng cu’a B̃(r) là tô’ng biên có hu.́o.ng Γ cu’a B và du.̀o.ng tròn

{|z| = r} cha.y theo hu.́o.ng du.o.ng. Vı̀ miè̂n B̃(r) không chú.a diê’m ∞ nên

tù. tru.̀o.ng ho.
.p I suy ra
∫

Γ

f(z)dz +

∫

{|z|=r}

f(z)dz = 2πi
∑

i

Res[f ; ai], (6.14)

trong dó tô’ng o.’ vế pha’ i cu’a (6.14) du.o.
.c lấy theo mo.i diê’m bất thu.̀o.ng ai

cu’a f nà̆m trong miè̂n B trù. ra diê’m ∞. Nhu.ng theo di.nh ngh̃ıa 6.1.2 ta có
∫

{|z|=r}

f(z)dz = −2πiRes[f ;∞],

và tù. (6.14) suy ra rà̆ng
∫

Γ

f(z)dz = 2πi
{∑

i

Res[f ; ai] + Res[f ;∞]
}
.

Dó ch́ınh là dă’ng thú.c (6.2) v̀ı diê’m ∞ cũng là mô.t trong các diê’m ai.

Nhâ. n xét 6.1.1. Công thú.c t́ıch phân co. ba’n thú. hai cu’a Cauchy là nè̂n ta’ng

dê’ xây du.
.ng toàn bô. lý thuyết hàm chı’nh h̀ınh mà dă.c biê.t là dê’ thu du.o.

.c

khai triê’n Laurent và do dó dê’ t́ınh thă.ng du.. Nhu.ng công thú.c dó la. i là

mô.t hê. qua’ cu’a di.nh lý co. ba’n cu’a Cauchy vè̂ lý thuyết thă.ng du.. Thâ. t vâ.y,

dối vó.i hàm f ∈ H(D), hàm

z 7→ f(z)

z − a

nhâ.n diê’m a là diê’m bất thu.̀o.ng có thê’ có. Thă.ng du. cu’a hàm này ta. i a

bà̆ng f(a). Thâ.t thế, diê’m a chı’ có thê’ là diê’m chı’nh h̀ınh hoă.c cu.
.c diê’m

do.n cu’a
f(z)

z − a
và nếu ta su.’ du.ng khai triê’n

f(z) = f(a) + f ′(a)(z − a) + . . .
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th̀ı hê. số cu’a
1

z − a
sẽ là f(a). Do dó

1

2πi

∫

∂D

f(z)

z − a
dz = Res

[ f(z)

z − a
; a
]

= f(a).

Di.nh lý 6.1.6 có ý ngh̃ıa to ló.n vè̂ mă.t nguyên tá̆c v̀ı nó du.a viê.c t́ınh

mô.t da. i lu.o.
.ng có t́ınh chất toàn cu.c - t́ıch phân cu’a hàm chı’nh h̀ınh theo

biên cu’a miè̂n - vè̂ t́ınh nhũ.ng da.i lu.o.
.ng có t́ınh chất di.a phu.o.ng - thă.ng du.

cu’a hàm ta. i các diê’m bất thu.̀o.ng.

Hê. qua’ 6.1.3. Gia’ su.’ hàm f chı’nh h̀ınh trong toàn mă. t phă’ng C trù. ra

(mô. t số hũ.u ha. n) các diê’m bất thu.̀o.ng cô lâ. p. Khi dó tô’ng các thă. ng du. ta. i

các diê’m ấy (kê’ ca’ diê’m ∞) là bà̆ng 0.

Chú.ng minh. Tru.́o.c hết ta nhâ.n xét rà̆ng số các diê’m bất thu.̀o.ng cô lâ.p (nếu

hàm không có diê’m bất thu.̀o.ng không cô lâ.p) không thê’ bà̆ng ∞ v̀ı trong

tru.̀o.ng ho.
.p dó sẽ tò̂n ta. i diê’m tu. dối vó.i tâ.p ho.

.p các diê’m bất thu.̀o.ng và

diê’m dó là diê’m bất thu.̀o.ng nhu.ng không cô lâ.p.

Bây giò. gia’ su.’ a là diê’m hũ.u ha.n tùy ý mà ta. i dó f chı’nh h̀ınh. Ta bao

diê’m a bo.’ i mô.t du.̀o.ng tròn γ(a, ε) vó.i tâm a và bán ḱınh du’ bé ε sao cho f

chı’nh h̀ınh trong S(a, ε) = {|z−a| 6 ε}. Du.̀o.ng tròn γ(a, ε) chia mă.t phă’ng

thành hai miè̂n: miè̂n bi. chă.n D = S(a, ε) và miè̂n không bi. chă.n D∞. Áp

du.ng di.nh lý thă.ng du. dối vó.i D∞ ta thu du.o.
.c

∫

γ(a,ε)

f(z)dz = 2πi
∑

C

Res[f ; .].

Mă.t khác, theo di.nh lý t́ıch phân Cauchy (áp du.ng cho miè̂n D) ta có
∫

γ(a,ε)

f(z)dz = 0.

Tù. dó suy ra
∑

C

Res[f ; .] = 0. (6.15)
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Di.nh lý Cauchy vù.a chú.ng minh là mô.t trong nhũ.ng di.nh lý quan tro.ng

nhất cu’a lý thuyết hàm biến phú.c. Di.nh lý dó chı’ dúng trong tru.̀o.ng ho.
.p

khi trên biên Γ hàm f(z) không có diê’m bất thu.̀o.ng. Ta sẽ khái quát di.nh

lý 6.1.6 cho tru.̀o.ng ho.
.p khi hàm f(z) có cu.

.c diê’m do.n trên biên Γ.

Gia’ su.’ hàm f(z) chı’nh h̀ınh trong Γ trù. ra mô.t số hũ.u ha.n diê’m bất

thu.̀o.ng cô lâ.p

α1, α2, . . . , αn,

và chı’nh h̀ınh trên Γ trù. ra mô.t số hũ.u ha.n diê’m bất thu.̀o.ng cô lâ.p

a1, a2, . . . , am.

Lấy a1, a2, . . . , am làm tâm ta du.
.ng các du.̀o.ng tròn γ1, γ2, . . . , γm vó.i bán

ḱınh ε du’ bé sao cho mỗi du.̀o.ng tròn γk, k = 1, . . . ,m chı’ cá̆t Γ ta. i hai diê’m.

Ta ký hiê.u

γ(ak, ε) = Γ ∩ {|z − ak| 6 ε}, k = 1, 2, . . . ,m;

Γ(ε) = Γ \
m⋃

k=1

γ(ak, ε).

Ta có di.nh ngh̃ıa sau

D- i.nh ngh̃ıa 6.1.4. Gió.i ha.n cu’a t́ıch phân

I(ε) =

∫

Γ(ε)

f(z)dz,

khi ε→ 0 du.o.
.c go. i là giá tri. ch́ınh cu’a t́ıch phân I =

∫

Γ

f(z)dz theo Cauchy

và ký hiê.u là

v.p.

∫

Γ

f(z)dz = lim
ε→0

∫

Γ(ε)

f(z)dz,

(trong dó v.p. là nhũ.ng chũ. cái dà̂u tiên cu’a các tù. tiếng Pháp Valeur-

principal - có ngh̃ıa là “giá tri. ch́ınh”).
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D- i.nh lý 6.1.7. Gia’ su.’ D là tâ. p ho.
.p mo.’ cu’a mă. t phă’ng C và f là hàm

chı’nh h̀ınh trong D \ {ai}, trong dó ai là tâ. p ho.
.p nhũ.ng diê’m bất thu.̀o.ng cô

lâ. p cu’a f . Gia’ su.’ trên biên tro.n Γ cu’a miè̂n D̃ ⊂ D hàm f chı’ có mô. t số

hũ.u ha. n cu.
.c diê’m do.n a1, a2, . . . , am.

Khi dó giá tri. ch́ınh cu’a t́ıch phân

∫

Γ

fdz tò̂n ta. i và du.o.
.c t́ınh theo công

thú.c

v.p.

∫

Γ

f(z)dz = 2πi
{∑

ai∈D̃

Res[f ; ai] +
1

2

∑

ak∈Γ

Res[f ; ak]
}

(6.16)

trong dó tô’ng
∑
ai∈D̃

du.o.
.c lấy theo mo. i diê’m bất thu.̀o.ng ai nà̆m trong D̃, còn

tô’ng thú. hai o.’ vế pha’i (6.16) du.o.
.c lấy theo mo. i cu.

.c diê’m ak ∈ Γ.

Chú.ng minh. Dê’ tiê.n tr̀ınh bày ta ký hiê.u các diê’m bất thu.̀o.ng cô lâ.p cu’a

f trong
◦

D̃ là

α1, α2, . . . , αn

(mô.t số hũ.u ha.n diê’m !). Ta sẽ cho.n ε du’ bé sao cho các diê’m α1, α2, . . . , αn

không nà̆m trên các du.̀o.ng tròn γk, k = 1, 2, . . . ,m, trong dó

γk =
{
|z − ak| = ε}, k = 1, 2, . . . ,m

Gia’ su.’

γ̃(ak, ε) = D̃ ∩ γk,

là cung tròn cha.y theo hu.́o.ng âm, và

Γ̃(ε) = Γ(ε) ∪
{ m⋃

k=1

γ̃(ak, ε)
}
.

Nhu. vâ.y Γ̃(ε) là biên cu’a miè̂n D∗ nào dó và hiê’n nhiên trên Γ̃(ε) hàm f

không có diê’m bất thu.̀o.ng nào. Áp du.ng di.nh lý co. ba’n cu’a Cauchy vè̂ thă.ng
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du. cho D∗ vó.i biên Γ̃(ε) và hàm f ta có

∫

Γ̃(ε)

fdz =

∫

Γ(ε)

f(z)dz +
m∑

k=1

∫

γ̃(ak,ε)

f(z)dz

= 2πi
n∑

k=1

Res[f ;αk],

và do dó

∫

Γ(ε)

f(z)dz = 2πi
n∑

k=1

Res[f ;αk] +
m∑

k=1

∫

γ̃(ak,ε)+

f(z)dz, (6.17)

trong dó γ̃(ak, ε)
+ là nhũ.ng cung tròn cha.y theo hu.́o.ng du.o.ng. Vı̀

a1, a2, . . . , am là cu.
.c diê’m do.n cu’a hàm f nên ta. i lân câ.n các diê’m ấy, hàm

f có thê’ biê’u diẽ̂n du.́o.i da.ng

f(z) =
c−1,k

z − ak
+ ϕk(z), k = 1, 2, . . . ,m,

trong dó ϕk(z) là phà̂n chı’nh h̀ınh cu’a f ta. i lân câ.n diê’m ak. Do dó

∫

γ̃(ak ,ε)+

f(z)dz = c−1,k

∫

γ̃(ak,ε)+

dz

z − ak
+

∫

γ̃(ak,ε)+

ϕk(z)dz = I1 + I2.

Rõ ràng là khi ε → 0 th̀ı hai cát tuyến akt2

và akt1 (h̀ınh VI.1) dà̂n tó.i vi. tŕı cu’a tiếp tuyến

vó.i Γ ta. i diê’m ak và do dó

lim
ε→0

(ϕ2 − ϕ1) = π, và

lim
ε→0

I = lim
ε→0

∫

γ̃(ak,ε)

dz

z − ak

= lim
ε→0

i(ϕ2 − ϕ1) = πi; (z − ak = εeiϕ).

Bây giò. ta xét I2. Vı̀ ϕk(z) chı’nh h̀ınh ta. i lân

câ.n cu’a diê’m ak nên vó.i ε du’ bé ta có
Hı̀nh VI.1
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|I2| =
∣∣∣
∫

γ̃(ak,ε)+

ϕk(z)dz
∣∣∣ =

∣∣∣
ϕ2∫

ϕ1

ϕk(ak + εeiϕ)iεeiϕdϕ
∣∣∣

6 Mε(ϕ2 − ϕ1),

M = sup
z∈γ̃(ak ,ε)+

|ϕk(z)
∣∣∣.

Nhu. vâ.y

lim
ε→0

∫

γ̃(ak,ε)+

f(z)dz = c−1,kπi = πiRes[f ; ak].

Thế dă’ng thú.c vù.a thu du.o.
.c vào (6.17) ta có

lim
ε→0

∫

Γ(ε)

f(z)dz = 2πi
n∑

k=1

Res[f ;αk] + πi
m∑

k=1

Res[f ; ak]

= 2πi
{ n∑

k=1

.+
1

2

m∑

k=1

.
}
.

Nhâ. n xét 6.1.2. 1. Nếu trên Γ hàm f không có diê’m bất thu.̀o.ng th̀ı tù. (6.16)

ta thu du.o.
.c (6.12) tú.c là di.nh lý co. ba’n cu’a lý thuyết thă.ng du..

2. Nếu thay diè̂u kiê.n tro.n cu’a Γ bà̆ng diè̂u kiê.n tro.n tù.ng khúc và gia’

su.’ góc giũ.a các tiếp tuyến ta. i mõ̂i diê’m góc là δk, k = 1, 2, . . . ,m, ta có

lim
ε→0

∫

γ̃(ak ,ε)

f(z)dz = δkiRes[f ; ak],

và do dó

v.p.

∫

Γ

f(z)dz = 2πi
{ n∑

k=1

Res[f ;αk] +
1

2π

m∑

k=1

δkRes[f ; ak]
}
.
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6.1.4 Tı́nh t́ıch phân theo chu tuyến dóng

Ta xét mô.t số v́ı du. t́ınh t́ıch phân theo chu tuyến dóng bà̆ng cách áp du.ng

thă.ng du.. Trong các v́ı du. này chu tuyến t́ıch phân γ du.o.
.c di.nh hu.́o.ng sao

cho khi vòng quanh theo γ th̀ı phà̂n trong cu’a γ luôn luôn o.’ bên trái.

Vı́ du. 11. Gia’ su.’

f(z) = (2z − 1) cos
z

z − 1
·

Khi dó

I =

∫

{|z|=2}

f(z)dz = 2πiRes[f ; 1].

Hàm f(z) chı’nh h̀ınh trong h̀ınh tròn {|z| < 2} trù. ra diê’m z = 1 là diê’m

bất thu.̀o.ng cốt yếu cu’a f(z). Ta có

cos
z

z − 1
= cos

(
1 +

1

z − 1

)

= cos 1 · cos 1

z − 1
− sin 1 sin

1

z − 1

= cos 1 ·
[
1 − 1

2(z − 1)2
+ . . .

]
−

− sin 1 ·
[ 1

z − 1
− 1

3!(z − 1)3
+ . . .

]
;

2z − 1 = 2(z − 1) − 1

và tù. dó hê. số a−1(f) cu’a chuõ̂i Laurent hàm f bà̆ng

a−1(f) = −(cos 1 + sin 1).

Do dó

I = −2πi(cos 1 + sin 1).

Vı́ du. 12. Tı́nh t́ıch phân

I =
1

2πi

∫

Γ

dz

(z4 + 1)
√
z2 + 1

, (
√

1 = 1),
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trong dó Γ là parabôn y2 = x cha.y theo hu.́o.ng tăng cu’a y.

Gia’i. Diê’m rẽ nhánh cu’a hàm du.́o.i dấu

t́ıch phân là z = i và z = −i. Do dó trong

miè̂n D = {Re z > 0} ta có thê’ tách nhánh

do.n tri. cu’a hàm da tri. và vó.i diè̂u kiê.n
√
z2 + 1

∣∣
z=1

> 0,

ta sẽ xác di.nh du.o.
.c mô.t nhánh do.n tri.. Dê’

t́ınh t́ıch phân I dà̂u tiên ta t́ınh t́ıch phân

theo chu tuyến dóng L nhu. o.’ h̀ınh VI.2

gò̂m:

(1) cung parabôn BOA,

(2) doa.n thă’ng AB : Re z = r; và sau

dó chuyê’n qua gió.i ha.n khi r → ∞.Hı̀nh VI. 2

Ta có ∫

L

fdz =

∫

BOA

+

∫

AB

= 2πi{Res[ ] + Res[ ]}.

Ta xét t́ıch phân theo doa.n AB. Vı̀ trên doa.n AB ta có

x = r

−
√
r 6 y 6

√
r

và do dó

|z|z∈AB =
√
x2 + y2 > r1/2

nên dẽ̂ dàng thấy rằng

∣∣∣
∫

AB

∣∣∣ 6
2
√
r

(r2 − 1)
√
r − 1

→ 0 khi r → ∞.

Tù. dó suy ra rằng

∫

Γ

f(z)dz = 2πi
{

Res
[
f ; ei

π
4

]
+ Res

[
f ; e−i

π
4

]}
.
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Dê’ ý rằng

4

√
1 +

(
ei

π
4

)2
=

4
√

2ei
π
8 ,

4

√
1 +

(
e−i

π
4

)2
=

4
√

2e−i
π
8 ,

ta có

Res
[
f ; ei

π
4

]
=

1
4
√
z2 + 1
4z3

∣∣∣
z=e

iπ
4

=
1

4 4
√

2ei
7π
8

,

Res
[
f ; e−i

pi
4

]
=

1
4
√
z2 + 1
4z3

∣∣∣
z=e−

iπ
4

=
1

4 4
√

2e−i
7π
8

,

và do dó ∫

Γ

dz

(z4 + 1)
√
z2 + 1

=
πi

2
√

1 +
√

2
·

Vı́ du. 13. Tı́nh t́ıch phân

I =

∫

|z|=1

dz

bz2 − 2az + b
b > a > 0.

Gia’i. Mã̂u số cu’a hàm du.́o.i dấu t́ıch

phân triê.t tiêu ta. i hai diê’m

α =
a− i

√
b2 − a2

b
và

1

α
=
a+ i

√
b2 − a2

b
·

Vı̀ α và
1

α
là cu.

.c diê’m do.n cu’a hàm du.́o.i

dấu t́ıch phân và

|α| =
∣∣∣ 1
α

∣∣∣ = 1, Hı̀nh VI. 3

nên ca’ hai cu.
.c diê’m α và

1

α
dè̂u nà̆m trên chu tuyến t́ıch phân. Ta dă.t

Γ̃(ε) = Γ(ε) ∪ γ−(α, ε) ∪ γ−
( 1

α
, ε
)
,
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gò̂m (h̀ınh VI. 3)

(1) du.̀o.ng tròn do.n vi. loa. i bo’ hai cung nằm trong các h̀ınh tròn bé;

(2) cung tròn γ(α, ε) cha.y theo hu.́o.ng âm,

(3) cung tròn γ
(1

ε
, ε
)

cha.y theo hu.́o.ng âm.

Khi dó
∫

Γ̃(ε)

=

∫

Γ(ε)

−
∫

γ(α,ε)

−
∫

γ( 1
α
,ε)

= I(ε)− I(α, ε)− I
( 1

α
, ε
)

= 0.

Do dó
∫

Γ(ε)

= I(α, ε) + I
( 1

α
, ε
)
.

Ta xét t́ıch phân I(α, ε). Ta.i lân câ.n diê’m α ta có

1

(z − α)
(
z − 1

α

) =
1

α− 1

α

[ 1

z − α
+ hàm chı’nh h̀ınh ta. i z = α

]

= −

(
α − 1

α

)−1

z − α
+ ϕα(z).

Do dó

lim
ε→0

I(α, ε) = lim
ε→0

∫

γ(α,ε)

(
α− 1

α

)−1

εeiϕ
iεeiϕdϕ+ lim

ε→0

∫

γ,ε)

ϕα(z)dz

=
(
α− 1

α

)−1

πi.

Bà̆ng phu.o.ng pháp tu.o.ng tu.
. ta có

lim
ε→0

I
(1

α
, ε
)

= lim
ε→0

∫

γ( 1
α
,ε)

[
( 1

α
− α

)−1

z − 1

α

+ ϕ 1
α
(z)
]
dz

=
( 1

α
− α

)−1

πi.
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Tù. dó suy ra rà̆ng

I = lim
ε→0

I(ε) = lim
ε→0

I(α, ε) + lim
ε→0

I
(1

α
, ε
)

=
1

b

1

α − 1

α

πi+
1

b

1
1

α
− α

πi = 0.

6.2 Mô.t số ú.ng du. ng cu’a lý thuyết thă.ng du.

Di.nh lý co. ba’n cu’a Cauchy vè̂ thă.ng du. dã chú.ng minh trong mu.c tru.́o.c là

diê’m xuất phát dê’ ú.ng du.ng lý thuyết hàm chı’nh h̀ınh trong các quá tr̀ınh

t́ınh toán khác nhau.

Trong mu.c này, ta sẽ xét su.
. áp du. ng lý thuyết thă.ng du. dê’ t́ınh t́ıch phân

xác di.nh (không t̀ım nguyên hàm cu’a hàm du.́o.i dấu t́ıch phân), và t́ınh tô’ng

cu’a mô.t số chuõ̂i. Dây không pha’i là phu.o.ng pháp chung dê’ su.’ du.ng trong

mo.i tru.̀o.ng ho.
.p. Ta chı’ xét vài loa. i t́ıch phân cô’ diê’n và t́ınh tô’ng mô.t số

chuõ̂i và thông qua dó dê’ chú.ng to’ phu.o.ng pháp du.a các bài toán trên vè̂

bài toán t́ınh thă.ng du..

6.2.1 Phu.o.ng pháp t́ınh t́ıch phân

Gia’ su.’ ta cà̂n t́ınh t́ıch phân cu’a hàm thu.
.c f(x) theo doa. n (a, b) (hũ.u ha.n

hoă. c vô ha.n) nà̆m trên tru.c thu.
.c R cu’a mă.t phă’ng z.

Thu.
.c chất cu’a phu.o.ng pháp t́ınh các t́ıch phân du.

.a trên co. so.’ lý thuyết

thă.ng du. là nhu. sau.

Ta sẽ bô’ sung vào doa.n (a, b) mô.t du.̀o.ng cong Γ nào dó sao cho du.̀o.ng

cong Γ cùng vó.i doa.n (a, b), lâ.p nên du.̀o.ng cong dóng gió.i ha.n miè̂n D mà

hàm f(x) có thê’ thác triê’n gia’ i t́ıch tù. R vào D. Sau dó, áp du.ng di.nh lý co.

ba’n cu’a lý thuyết thă.ng du. cho thác triê’n gia’ i t́ıch f(z) vù.a thu du.o.
.c ta có

b∫

a

f(x)dx+

∫

Γ

f(z)dz = 2πi
∑

Res, (6.18)
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trong dó
∑

Res là tô’ng thă.ng du. cu’a hàm f trong D.

Nếu t́ıch phân theo Γ có thê’ t́ınh du.o.
.c hoă. c biê’u diẽ̂n du.o.

.c qua t́ıch phân

cà̂n t̀ım

b∫

a

f(x)dx th̀ı bài toán du.o.
.c gia’ i xong. Trong nhiè̂u tru.̀o.ng ho.

.p ta

có thê’ cho.n f(z) sao cho hàm f du.o.
.c cho trên (a, b) là phà̂n thu.

.c hoă. c phà̂n

a’o cu’a nó th̀ı t́ıch phân theo doa.n (a, b) sẽ du.o.
.c t́ınh bằng cách tách phà̂n

thu.
.c và phà̂n a’o cu’a (6.18). Trong tru.̀o.ng ho.

.p khi doa.n (a, b) là vô ha.n th̀ı

thông thu.̀o.ng ngu.̀o.i ta xét các ho. các chu tuyến t́ıch phân mo.’ ra vô ha.n sao

cho trong gió.i ha.n ta thu du.o.
.c t́ıch phân theo (a, b). Trong tru.̀o.ng ho.

.p này,

t́ıch phân theo Γ trong (6.18) có thê’ không cà̂n t́ınh mà chı’ cà̂n t̀ım gió.i ha.n

cu’a nó mà thông thu.̀o.ng bà̆ng cách u.́o.c lu.o.
.ng các t́ıch phân.

Sau dây ta sẽ chú.ng minh mô.t số bô’ dè̂ thu.̀o.ng du.o.
.c su.’ du.ng dê’ u.́o.c

lu.o.
.ng các t́ıch phân theo Γ.

Bô’ dè̂ 6.2.1. (Jordan) Gia’ su.’ α > 0 và hàm f tho’a mãn các diè̂u kiê. n

1. hàm f(z) liên tu. c trong miè̂n

D(R0) = {Im z > 0, |z| > R0 > 0};

2. M(R) = max
z∈γ(R)

|f(z)| và

lim
R→∞

M(R) = 0, (6.19)

γ(R) = {|z| = R, Im z > 0}.

Khi dó

lim
R→∞

∫

γ(R)

f(z)eiαzdz = 0. (6.20)

Chú.ng minh. Gia’ su.’ z ∈ γ(R), R > R0. Khi dó z = Reiϕ, 0 6 ϕ 6 π,

dz = iReiϕdϕ,

|eiαz| = |eiα(R cosϕ+iR sinϕ)| = e−αR sinϕ.
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Bây giò. ta u.́o.c lu.o.
.ng t́ıch phân

∫

γ(R)

f(z)eiαzdz. Ta có

∣∣∣
∫

γ(R)

f(z)eiαzdz
∣∣∣ 6 max

z∈γ(R)
|f(z)|

π∫

0

e−αR sinϕRdϕ

6 2RM(R)

π/2∫

0

e−αR sinϕdϕ

(
sinϕ >

2

π
ϕ,ϕ ∈

[
0,
π

2

])

6 2RM(R)

π/2∫

0

e−2Rα
π
ϕdϕ

= M(R)
(
− π

α

)
e−2Rα

π
ϕ
∣∣∣
π/2

0

= M(R)
π

α
[1 − e−απ] 6

π

α
M(R).

Tù. dó, theo (6.19) ta thu du.o.
.c (6.20).

Nhâ. n xét 6.2.1. 1. Nếu α < 0 và hàm f tho’a mãn các diè̂u kiê.n cu’a bô’ d̂è

Jordan trong nu.’ a mă.t phă’ng du.́o.i {Im z 6 0} th̀ı công thú.c (6.20) vã̂n còn

hiê.u lu.
.c, trong dó γ(R) = {|z| = R, Im z 6 0}.

2. Nếu α = ia (a > 0) và hàm f tho’a mãn các diè̂u kiê.n cu’a bô’ dè̂ Jordan

trong nu.’ a mă.t phă’ng bên pha’i th̀ı bằng cách chú.ng minh tu.o.ng tu.
. ta có

lim
R→∞

∫

γ(R)

f(z)e−azdz = 0, a > 0,

γ(R) = {|z| = R; Res z > 0}.

3. Nếu α = −ia (a > 0) và hàm f tho’a mãn các diè̂u kiê.n cu’a bô’ dè̂

Jordan trong nu.’ a mă.t phă’ng bên trái th̀ı

lim
R→∞

∫

γ(R)

f(z)eazdz = 0, a > 0.
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Bô’ dè̂ 6.2.2. Gia’ su.’ γ(R) = {|z| = R} và M(R) = max
z∈γ(R)

|f(z)|.

Khi dó ta có các diè̂u khă’ng di.nh sau dây

1. {RM(R) → 0(R → 0)} ⇒
{ ∫

γ(R)

f(z)dz → 0(R→ 0)
}

(6.21)

2. {RM(R) → 0(R → ∞)} ⇒
{ ∫

γ(R)

f(z)dz → 0(R → ∞)
}

(6.22)

Chú.ng minh. Các hê. thú.c (6.21) - (6.22) dẽ̂ dàng suy ra tù. u.́o.c lu.o.
.ng

∣∣∣
∫

γ(R)

f(z)dz
∣∣∣ 6 M(R)2πR.

Trong khi gia’ i nhiè̂u bài toán bô’ dè̂ sau dây có mô.t vai trò rất căn ba’n.

Bô’ dè̂ 6.2.3. Nếu trên cung tròn δ(R) cu’a du.̀o.ng tròn bán ḱınh R hàm f

tho’a mãn hê. thú.c |f | 6
const

Rα
, th̀ı

∣∣∣
∫

δ(R)

f(z)dz
∣∣∣ 6

const

Rα−1
·

Do dó vó.i α > 1 t́ıch phân dà̂n tó.i 0 khi R → ∞ còn vó.i α < 1 t́ıch phân

dà̂n tó.i 0 khi R→ 0.

Chú.ng minh. Du.o.
.c suy tru.

.c tiếp tù. bô’ dè̂ 6.2.2.

6.2.2 Tı́nh t́ıch phân da.ng I =

2π∫

0

R(cos ϕ, sin ϕ)dϕ

Gia’ su.’ ta xét t́ıch phân

I =

2π∫

0

R(cosϕ, sinϕ)dϕ, (6.23)
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trong dó R(u, v) là hàm hũ.u ty’ cu’a u, v.

Viê.c t́ınh các t́ıch phân da.ng (6.23) sẽ du.o.
.c du.a vè̂ t́ınh t́ıch phân cu’a

hàm biến phú.c theo chu tuyến dóng. Qua’ vâ.y, ta dă.t

z = eiϕ.

Khi dó

cosϕ =
1

2

(
z +

1

z

)
; sinϕ =

1

2i

(
z − 1

z

)
,

dϕ = −idz
z

·

Khi ϕ biến thiên tù. 0 dến 2π, biến z sẽ va. ch nên du.̀o.ng tròn γ = {|z| = 1}
theo hu.́o.ng du.o.ng và t́ıch phân (6.23) du.o.

.c du.a vè̂ t́ıch phân

I =

∫

|z|=1

R1(z)dz;

R1(z) = − i

z
R
[1
2

(
z +

1

z

)
,

1

2i

(
z − 1

z

)]

là hàm hũ.u ty’ .

Theo di.nh lý Cauchy vè̂ thă.ng du. ta có

I = 2πi
n∑

k=1

Res[R1(z); zk],

trong dó z1, z2, . . . , zn là các cu.
.c diê’m cu’a hàm hũ.u ty’ R1(z) nà̆m trong h̀ınh

tròn do.n vi..

Vı́ du. 1. Tı́nh t́ıch phân

I =

2π∫

0

dx

1 − 2a cos x+ a2
, 0 < |a| < 1.

Gia’i. Dă.t

z = eix
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ta có

cos x =
1

2
(z + z−1), dx =

dz

iz
, và

I =

∫

|z|=1

idz

az2 − (a2 + 1)z + a
·

Phu.o.ng tr̀ınh az2 − (a2 + 1)z + a = 0 có hai nghiê.m là z1 = a và z2 =
1

a
.

Vı̀ 0 < |a| < 1 nên z1 nà̆m trong h̀ınh tròn do.n vi., dó là cu.
.c diê’m do.n cu’a

hàm du.́o.i dấu t́ıch phân.

Tù. dó dẽ̂ dàng suy ra I =
2π

1 − a2
·

Vı́ du. 2. Tı́nh t́ıch phân

J =

2π∫

0

dx

(a+ b cos x)2
, a > b > 0.

Gia’i. Dă.t z = eix. Khi dó

I =

∫

|z|=1

4zdz

ib2(z − z1)2(z − z2)2

z1 =
−a+

√
a2 − b2

b
, z2 =

−a−
√
a2 − b2

b
·

Trong h̀ınh tròn do.n vi. hàm du.́o.i dấu t́ıch phân có cu.
.c diê’m cấp hai là

z = z1 =
−a+

√
a2 − b2

b
vó.i thă.ng du. bà̆ng

a

i(a2 − b2)3/2
·

Do dó

I =
2πa

(a2 − b2)3/2
·
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6.2.3 Tı́ch phân da.ng I =

+∞∫

−∞

R(x)dx

Gia’ su.’ ta xét các t́ıch phân da.ng

I =

∫

R

R(x)dx, (6.24)

trong dó R(x) là hàm hũ.u ty’ cu’a biến x. Gia’ su.’

R(x) =
Pn(x)

Qm(x)
,

trong dó Pn là da thú.c da. i số bâ.c n cu’a x và Qm là da thú.c da. i số bâ. c m.

Dê’ t́ınh các t́ıch phân da.ng (6.24) ta thu.̀o.ng du.
.a trên di.nh lý sau dây

D- i.nh lý 6.2.1. Gia’ su.’

R(x) =
Pn
Qm

là hàm hũ.u ty’ và gia’ su.’ a1 là các không - diê’m phú.c hoă. c là nhũ.ng không

diê’m thu.
.c cấp mô. t cu’a Qm và

m > n+ 1.

Khi dó

v.p.

+∞∫

−∞

R(x)dx = v.p.

∫

R

R(x)dx

= 2πi
{ ∑

Imai>0

Res
[ Pn
Rm

; ai
]

+
1

2

∑

Imaj=0

Res
[ Pn
Qm

; ai
]

+
1

2
Res
[ Pn
Qm

;∞
]}
. (6.25)
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Chú.ng minh. Gia’ su.’ hàm R(z) có các cu.
.c diê’m ai, Im ai > 0 và gia’ su.’ trên

R hàm R(z) có mô.t số cu.
.c diê’m do.n aj, Im aj = 0. Ta xét chu tuyến dóng

Γ(R, ε) gò̂m (h̀ınh VI.4):

(1) các doa. n [−R, a1 − ε], [a1 + ε, a2 − ε], . . . , [ap + ε,R].

Im ai = 0, i = 1, 2, . . . , p; |ai| < R;

(2) các cung tròn

γ(ai, ε) = {|z − ai| = ε, Im z > 0; i = 1, . . . , p};

(3) nu.’ a du.̀o.ng tròn

γ(R) = {|z| = R, Im z > 0, |ai| < R ∀ i = 1, p}.

Hı̀nh VI. 4

Áp du.ng di.nh lý co. ba’n cu’a Cauchy vè̂ thă.ng du. cho Γ(R, ε) và hàm R(z)

ta có

a1−ε∫

−R

R(x)dx +

a2−ε∫

a1+ε

R(x)dx+ · · · +
R∫

ap+ε

R(x)dx+

+
∑

Im ai=0

∫

γ(ai,ε)

R(z)dz +

∫

Γ(R)

R(z)dz = 2πi
∑

Imai>0

Res[R(z), ai].

Do dó bà̆ng cách su.’ du.ng cách lý luâ.n trong chú.ng minh di.nh lý 6.1.6 ta thu
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du.o.
.c

v.p.

∫

R

R(x)dx = lim
R→∞,ε→0

( ∫

|z|6R
|z−ai|>ε,ai∈R

R(z)dz

)

= lim
R→∞

∫

γ(R)

R(z)dz + 2πi
∑

Im ai>0

Res[R(z); ai] + πi
∑

ai∈R

Res[R(z); ai]

= πiRes[R;∞] + 2πi
∑

Im ai>0

Res + πi
∑

Im ai=0

Res[R; ai]

= 2πi
{1

2
Res[R;∞] +

∑

Im ai>0

Res[R; ai] +
1

2

∑

Im ai=0

Res[R; ai]
}
.

Nhâ. n xét 6.2.2. 1. Nếu m > n+ 2 th̀ı

Res[R(z);∞] = 0,

do dó số ha.ng thú. ba o.’ vế pha’ i cu’a (6.25) bà̆ng 0.

2. Nếu R(z) chı’ có các cu.
.c diê’m phú.c và không có cu.

.c diê’m trên R th̀ı

số ha.ng thú. hai o.’ vế pha’ i cu’a (6.25) bà̆ng 0.

3. Nếu ta lấy

γ(R) = {|z| = R, Im z 6 0}

cha.y theo hu.́o.ng âm và

γ(ai, ε) = {|z − ai| = ε, Im z 6 0}

cha.y theo hu.́o.ng du.o.ng th̀ı bằng lý luâ.n tu.o.ng tu.
. ta có

v.p.

∫

R

R(x)dx = −2πi
∑

Imai<0

Res[R; ai]−

− πi
∑

Imai=0

Res[R; ai] − πiRes[R;∞]. (6.26)
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Hai kết qua’ (6.25) và (6.26) trùng nhau v̀ı tô’ng toàn phà̂n các thă.ng du.

bà̆ng 0.

Vı́ du. 3. Tı́nh t́ıch phân

I =

∞∫

−∞

dx

(x2 + 1)3
·

Gia’i. Hàm f(x) xác di.nh trên toàn tru.c x và hàm

f(z) =
1

(z2 + 1)3

là thác triê’n gia’ i t́ıch cu’a hàm dã cho vào nu.’ a mă.t phă’ng trên. Hàm f(z)

chı’nh h̀ınh khá̆p no.i trù. ra diê’m z = i và trên tru.c thu.
.c nó không có diê’m

bất thu.̀o.ng.

Hiê’n nhiên hàm f tho’a mãn diè̂u kiê.n

|f(z)||z|=R>R0>1 =
∣∣∣ 1

(R2 + 1)3

∣∣∣ < 1

R6
·

Do dó tù. công thú.c (6.25) ta có

+∞∫

−∞

dx

(x2 + 1)3
= 2πiRes[f ; i] = 2πi

(
− 3

16
i
)

=
3

8
π.

Vı́ du. 4. Tı́nh t́ıch phân

I =

∞∫

0

dx

1 + x2n
, n > 1, n ∈ N.

Gia’i. Phu.o.ng tr̀ınh

z2n + 1 = 0

có các nghiê.m sau dây

zk = ei(2k+1) π
2n , k = 0, 1, . . . , 2n− 1.
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Do dó thác triê’n gia’ i t́ıch f(z)

f(z) =
1

1 + z2n
,

cu’a hàm dã cho vào nu.’ a mă.t có n cu.
.c diê’m do.n và hiê’n nhiên rằng

f(zeiπ/n) ≡ f(z).

Ta sẽ lấy chu tuyến t́ıch phân Γ(R) gò̂m

a) doa.n thă’ng [0, R] ⊂ R,

b) cung tròn γ(R) =
{
z = Reiϕ; 0 6 ϕ 6

π

n

}
,

c) doa. n thă’ng δ =
{
z = rei

π
n , 0 6 r 6 R}, (h̀ınh VI. 5).

Hı̀nh VI. 5

Theo di.nh lý Cauchy vè̂ thă.ng du. ta có

∫

Γ(R)

f(z)dz =

R∫

0

f(x)dx +

∫

γ(R)

f(z)dz +

∫

δ

f(z)dz

= 2πiRes[f ; z0] (o.’ trong Γ(R) hàm f(z)

chı’ có mô.t cu.
.c diê’m z0)

= −2πi
eiπ/2n

2n
= −πi

n
eiπ/2n.
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Ta xét t́ıch phân theo δ. Ta có

∫

δ

f(z)dz = −
R∫

0

f(reiπ/n)eiπ/ndr

= ei
π
n

R∫

0

dx

1 + x2n
·

Ta xét t́ıch phân theo γ(R). Vı̀ x ∈ γ(R) nên

z = Reiϕ,

∣∣∣∣∣

∫

γ(R)

∣∣∣∣∣ 6
∫

γ(R)

Rdϕ

R2n − 1
=

π

n
R

R2n − 1
−→ 0(R → ∞).

Chuyê’n qua gió.i ha.n khi R→ ∞ ta thu du.o.
.c

(
1 − e

iπ
n

)
I = −πi

n
e

iπ
n

hay là

I =
π

2n sin
π

2n

·

6.2.4 Tı́ch phân da.ng I =

∫

R

eiaxR(x)dx

Ta có di.nh lý sau dây

D- i.nh lý 6.2.2. Gia’ su.’ Pn/Qm là hàm hũ.u ty’ trên C và ai là không diê’m

phú.c hoă. c là không diê’m thu.
.c cấp mô. t cu’a da thú.c Qm và ngoài ra

m > n+ 1.

Khi dó vó.i α ∈ R ta có các công thú.c sau dây
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v.p.

∫

R

Pn
Qm

eiαxdx =





2πi
{ ∑

Im ai>0

Res
[ Pn
Qm

eiαz, ai

]
+

1

2

∑
Im ai=0

Res
[ Pn
Qm

eiαz; ai

]}
, α > 0;

−2πi
{ ∑

Im ai<0

Res
[ Pn
Qm

eiαz; ai

]
+

1

2

∑
Im ai=0

Res
[ Pn
Qm

eiαz; ai

]}
, α < 0.

Chú.ng minh. Ta la. i su.’ du. ng chu tuyến dóng Γ(R, ε) nhu. trong chú.ng minh

di.nh lý 6.2.1. Nhũ.ng t́ıch phân theo các nu.’ a du.̀o.ng tròn γ(ai, ε), ai ∈ R dà̂n

dến −πiRes
[ Pn
Qm

eαiz
]
. Tı́ch phân theo nu.’ a du.̀o.ng tròn ló.n γ(R) dà̂n dến 0

theo bô’ dè̂ Jordan. Tù. dó dẽ̂ dàng rút ra kết luâ.n thú. nhất cu’a di.nh lý dối

vó.i α > 0.

Dối vó.i tru.̀o.ng ho.
.p α < 0 ta cà̂n lấy các nu.’ a du.̀o.ng tròn du.́o.i (xem nhâ.n

xét 6.2.1) và thu du.o.
.c diè̂u kết luâ.n thú. hai.

Vı́ du. 5. Tı́nh t́ıch phân

I =

∞∫

0

sinx

x
dx. (6.27)

Gia’i. Tı́ch phân pha’i t̀ım có thê’ viết du.́o.i da.ng

I =
1

2

∞∫

−∞

sinx

x
dx

=
1

2
Re

∞∫

−∞

eix

x
dx.

Do dó, dê’ t́ınh (6.10) ta xét t́ıch phân sau

I = (R, ε) =

∫

Γ(R,ε)

eiz

z
dz.
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trong dó chu tuyến dóng Γ(R, ε) du.o.
.c mô ta’ trên h̀ınh VI. 6.

Hı̀nh VI. 6

Tı́ch phân I(R, ε) = 0 v̀ı hàm
eiz

z
chı’nh h̀ınh bên trong chu tuyến Γ(R, ε).

Nhu.ng mă.t khác

I(R, ε) =

−ε∫

−R

eix

x
dx+

∫

γ(0,ε)

eiz

z
dx+

+

R∫

ε

eix

x
dx+

∫

γ(R)

eiz

z
dz = 0.

Vı̀
eiz

z
=

1

z
+ h(z), trong dó h(z) là hàm chı’nh h̀ınh ta. i diê’m z = 0, nên

∫

γ(0,ε)

eiz

z
dz = i

0∫

π

dϕ +

∫

γ(0,ε)

h(z)dz → −πi(ε→ 0).

Tı́ch phân theo γ(R) dà̂n dến 0 khi R→ ∞. Tô’ng hai t́ıch phân theo hai

doa.n [−R,−ε] và [ε,R] bà̆ng

−ε∫

−R

eix

x
dx+

R∫

ε

eix

x
dx =

R∫

ε

eix − e−ix

x
dx = 2i

R∫

ε

sin x

x
dx.

Do dó

0 = I(R, ε) = 2i

R∫

0

sinx

x
dx− πi+ 0(ε) + 0(R),
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và qua gió.i ha.n khi ε→ 0 và R→ ∞ ta thu du.o.
.c

∞∫

0

sinx

x
dx =

π

2
·

Vı́ du. 6. Tı́nh t́ıch phân

I =

∞∫

0

cosαx− cos βx

x2
dx, α > 0, β > 0.

Gia’i. Tı́ch phân pha’i t̀ım có thê’ biê’u diẽ̂n du.́o.i da.ng

I =
1

2

∞∫

−∞

eiαx − eiβx

x2
dx

=
1

2
Re

∞∫

−∞

eiαx − eiβx

x2
dx

=
1

2
Re

∞∫

−∞

f(x)dx.

Do dó dê’ t́ınh t́ıch phân trên dây ta xét t́ıch phân

J(R, ε) =

∫

Γ(R,ε)

eiαz − eiβz

z2
dz,

trong dó Γ(R, ε) là chu tuyến trong v́ı du. 5 (h̀ınh VI. 6) ta có

−ε∫

−R

f(x)dx+

∫

γ(0,ε)

f(z)dx+

R∫

ε

f(x)dx+

∫

γ(R)

f(z)dz = 0.

Ta xét t́ıch phân theo γ(R). Hiê’n nhiên

∫

γ(R)

f(z)dz dà̂n dến 0 khi R → ∞

(theo bô’ dè̂ Jordan). Bây giò. ta xét t́ıch phân theo nu.’ a du.̀o.ng tròn γ(0, ε).
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Ta có

f(z) =
i(α− β)z +

(iαz)2 − (iβz)2

2!
+ . . .

z2

=
i(α− β)

z
+ ϕ(z),

trong dó ϕ(z) chı’nh h̀ınh ta. i diê’m z = 0. Tù. dó suy ra

lim
ε→0

∫

γ(0,ε)

f(z)dx = i(α− β)(−πi) = π(α− β).

Tô’ng hai t́ıch phân còn la. i bà̆ng

R∫

ε

(eiαx + e−iαx

x2
+
eiβx + e−iβx

x2

)
dx = 2

R∫

ε

cosαx− cos βx

x2
dx.

Nhu. vâ.y

2

R∫

ε

cosαx− cos βx

x2
dx+ π(α− β) + 0(ε) + 0(R) = 0

và do dó qua gió.i ha.n khi ε→ 0 và R→ ∞ ta thu du.o.
.c

2I + π(α− β) = 0,

tù. dó

I =
π

2
(β − α).

6.2.5 Tı́ch phân da.ng I =

∫

R+

R(x)xαdx

Gia’ su.’

R(x) =
Pn
Qm
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là mô.t hàm hũ.u ty’ và α là mô.t số thu.
.c.

Ta xét các t́ıch phân da.ng

I(α) =

∞∫

0

R(x)xαdx, (6.28)

trong dó R(x) không có cu.
.c diê’m > 0 và R(0) 6= 0 (v̀ı trong tru.̀o.ng ho.

.p

ngu.o.
.c la. i R(x) = xlRl(x), trong dó l là số nguyên). Rl(x) chı’nh h̀ınh ta. i

diê’m z = 0, sao cho Rl(0) 6= 0. Khi dó thay cho (6.28) ta có thê’ xét t́ıch

phân

I =

∫

R+

xβRl(x)dx; (Rl(0) 6= 0,∞)).

Ta lu.u ý rằng t́ıch phân (6.28) hô. i tu. khi và chı’ khi các diè̂u kiê.n sau dây

du.o.
.c tho’a mãn:

a) hàm R(x) không có cu.
.c diê’m > 0;

b) hàm R(x) tho’a mãn diè̂u kiê.n:

(b.1) lim
x→0

|x|α+1|R(x)| = 0,

(b.2) lim
x→∞

|x|α+1|R(x)| = 0.

Hiê’n nhiên diè̂u kiê.n (b.1) du.o.
.c tho’a mãn khi và chı’ khi α + 1 > 0 (tú.c

là α > −1). Ta xét diè̂u kiê.n (b.2). Khi x→ ∞ th̀ı ta có thê’ viết

R(x) ≈ const

xm−n (const 6= 0,m− n ∈ Z).

Do dó diè̂u kiê.n (b.2) du.o.
.c tho’a mãn khi và chı’ khi

m− n− α− 1 > 0,

hay là

α+ n−m < −1.
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Nhu. vâ.y, o.’ dây ta sẽ gia’ thiết rà̆ng R(x) là hàm hũ.u ty’ không có cu.
.c

diê’m > 0, R(0) 6= 0. Tı́ch phân da.ng (6.28) hô. i tu. khi và chı’ khi

α > −1 (kha’ t́ıch ta. i 0).

α+ n −m < −1 (kha’ t́ıch ta. i vô cùng),

tú.c là

1 − α < m− n− 1. (6.29)

D- i.nh lý 6.2.3. Gia’ su.’ R =
Pn
Qm

là hàm hũ.u ty’ không có các cu.
.c diê’m > 0

và α là số thu.
.c không nguyên sao cho

α > −1, (6.30)

α+ n−m < −1. (6.31)

Khi dó

I(α) =

∫

R+

R(x)xαdx

=
2πi

1 − e2πiα

∑

ai

Res[R(z)zα; ai], (6.32)

trong dó zα là hàm du.o.
.c xác di.nh theo công thú.c zα = eα ln z, ln z = ln |z| +

i arg z, 0 < arg z < 2π.

Chú.ng minh. Dă.t

f(z) = R(z)zα

và xét t́ıch phân

I(R, ε) =

∫

Γ(R,ε)

f(z)dz

trong dó chu tuyến dóng Γ(R, ε) (h̀ınh VI. 7)

gò̂m
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(1) doa.n [ε,R] (bò. I)

(2) du.̀o.ng tròn γ(R) = {|z| = R},
(3) doa.n [R, ε] (bò. II)

(4) du.̀o.ng tròn γ(0, ε) = {|z| = ε}.
Dối vó.i thù.a số da tri. cu’a hàm du.́o.i dấu

t́ıch phân Hı̀nh VI.7
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h(z) = zα = eαLn z = |z|αei arg z = |z|αeiαϕ,

ta sẽ cho.n nhánh tho’a mãn diè̂u kiê.n

0 < arg z < 2π.

Hiê’n nhiên hàm zα này chı’nh h̀ınh trong miè̂n

D = C \ R+,

và do dó hàm

f(z) = R(z)zα,

phân h̀ınh.

Trên bò. (I) cu’a nhát cá̆t ϕ = 0 nên

h(x+ i0) = h(x) = xα > 0 (x > 0).

Bây giò. ta xét diê’m z ∈ (II). Khi z ∈ (II) th̀ı z = x − i0 (x > 0) và

ϕ = 2π, và do dó

h(x− i0) = xαeiα(2π) ⇒ h(z)
∣∣
z∈(II)

= h(x)e2iπα (x > 0).

Tù. hê. thú.c vù.a viết suy ra rà̆ng

h(z)
∣∣
z∈(II)

= e2πiαf(x).

Nhu. vâ.y
∫

(I)

f(z)dz =

∫

(I)

f(x)dx,

∫

(II)

f(z)dz = −e2πiα

∫

(I)

f(x)dx.
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Bây giò. áp du.ng di.nh lý co. ba’n cu’a Cauchy vè̂ thă.ng du. cho hàm f(z)

và chu tuyến Γ(R, ε) ta có
∫

Γ(R,ε)

f(z)dz =

∫

(I)

f(x)dx+

∫

γ(R)

f(z)dz +

∫

(II)

f(z)dz +

∫

γ(0,ε)

f(z)dz

= 2πi
∑

ai

Res[f(z), ai],

vó.i R du’ ló.n và ε du’ bé; hay là

(1 − e2πiα

∫

(I)

f(x)dx+

∫

γ(0,ε)

f(z)dz +

∫

γ(R)

f(z)dz = 2πi
∑

ai

Res. (6.33)

Ta xét t́ıch phân theo γ(R). Ta có

|f(z)| = |R(z) · zα| 6 const · |z|α+n−m.

Do dó

∣∣∣
∫

γ(R)

f(z)dz
∣∣∣ 6 const

2π∫

0

Rα+n−mRdϕ

= const · 2π Rα+n−m+1 → 0 (R→ ∞)

theo diè̂u kiê.n (6.31).

Bây giò. ta xét t́ıch phân theo γ(0, ε).

∣∣∣
∫

γ(0,ε)

f(z)dz
∣∣∣ 6 max

z∈γ(0,ε)
|f(z)|

2π∫

0

εα+1dϕ

= 2πεα+1 max
z∈γ(0,ε)

|f(z)| → 0 (ε→ 0)

theo diè̂u kiê.n (6.30).

Chuyê’n qua gió.i ha.n khi ε → 0 và R → ∞ tù. (6.33) ta thu du.o.
.c (6.32)

(dê’ ý rà̆ng v̀ı α không nguyên nên 1 − e2πiα 6= 0). Di.nh lý du.o.
.c chú.ng

minh.
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Bây giò. ta xét mô.t vài v́ı du. minh ho.a cho chú.ng minh lẫn viê.c ú.ng du.ng

di.nh lý 6.2.3.

Vı́ du. 7. Tı́nh t́ıch phân

I =

∞∫

0

xα−1

1 + x
dx, 0 < α < 1.

Gia’i. Ta xét t́ıch phân

I(R, ε) =

∫

Γ(R,ε)

zα−1

1 + z
dz,

trong dó Γ(R, ε) là chu tuyến dóng nhu. trong di.nh lý 6.2.3.

Ta có

f(z) =
zα−1

1 + z
=
e(α−1) ln z

1 + z
,

trong dó ln z là nhánh chı’nh h̀ınh khi 0 < arg z < 2π. Hàm f(z) có cu.
.c diê’m

do.n ta. i z = −1 vó.i thă.ng du. bà̆ng

Res[f ;−1] =
e(α−1) ln(−1)

(1 + z)′

∣∣∣
z=−1

= eπ(α−1)i = −eπαi.

Theo di.nh lý co. ba’n vè̂ thă.ng du. ta có

∫

Γ(R,ε)

f(z)dz =

∫

(I)

f(x)dx+

∫

γ(R)

f(z)dz +

∫

(II)

f(z)dz +

∫

γ(0,ε)

f(z)dz

= −2πieαπi,

hay là

(1 − e2πiα)

∫

(I)

xα−1

1 + x
dx+

∫

γ(0,ε)

+

∫

γ(R)

= −2πieαπi.
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Ta xét t́ıch phân theo γ(0, ε). Khi z ∈ γ(0, ε) ta có z = εeiϕ, 0 6 ϕ 6 2π,

và
∣∣∣
∫

γ(0,ε)

∣∣∣ 6 2π
εα−1

1 − ε
ε 6 const · εα.

Hiê’n nhiên khi α > 0 th̀ı

∫

γ(0,ε)

→ 0.

Tu.o.ng tu.
., khi z ∈ γ(R) ta có z = Reiϕ, 0 6 ϕ 6 2π, và

∣∣∣
∫

γ(R)

∣∣∣ 6 2πR
Rα−1

R − 1
6 const ·Rα−1

và tất nhiên

∫

γ(R)

→ 0 khi R→ ∞.

Nhu. vâ.y, qua gió.i ha.n khi ε→ 0 và R → ∞ ta có

(1 − e2παi)

∞∫

0

xα−1

1 + x
dx = −2πieαπi,

và do dó
∞∫

0

xα−1

1 + x
dx =

−2πieαπi

1 − e2παi
= π

2i

eπαi − e−παi
=

π

sinαπ
·

Vı́ du. 8. Tı́nh t́ıch phân (theo ngh̃ıa giá tri. ch́ınh)

I =

∞∫

0

xα−1

1 − x
dx, 0 < α < 1. (6.34)

Gia’i. Viê.c áp du.ng tru.
.c tiếp di.nh lý 6.2.3 là không thê’ du.o.

.c v̀ı trên bán

tru.c R+ hàm du.́o.i dấu t́ıch phân có cu.
.c diê’m do.n x = 1.

Dê’ t́ınh (6.34) ta xét t́ıch phân

I(R, ε) =

∫

Γ(R,ε)

e(α−1) lnα

1 − z
dz, R > 1,

trong dó chu tuyến dóng Γ(R, ε) (h̀ınh VI. 8) gò̂m:
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(1) doa. n thă’ng [ε, 1 − ε];

(2) nu.’ a du.̀o.ng tròn

γ(1, ε) = {|z − 1| = ε, Im z > 0},
(3) doa. n thă’ng [1 + ε,R],

(4) du.̀o.ng tròn γ(R) = {|z| = R};
(5) doa. n thă’ng [R, 1 + ε];

(6) nu.’ a du.̀o.ng tròn

γ(e2πi; ε) = {|z − e2πi| = ε,

Im z 6 0};
(7) doa. n thă’ng [1 − ε, ε];

(8) du.̀o.ng tròn γ(0, ε) = {|z| = ε}. Hı̀nh VI. 8

Hiê’n nhiên, trên các phà̂n biên (1) và (3) ta có

f(z)
∣∣∣
z∈(1),(3)

=
(xeiϕ)α−1

1 − (xeiϕ)
=

xα−1

1 − x
= f(x),

(trên (1) và (3) ta có ϕ = 0) và trên các phà̂n biên (5) và (7)

f(z)
∣∣
z∈(5),(7)

= e2παif(x).

Do dó theo di.nh lý co. ba’n vè̂ thă.ng du. ta có thê’ viết

∫

γ(0,ε)

f(z)dz + (1 − e2παi)
{ 1−ε∫

ε

f(x)dx+

R∫

1+ε

f(x)dx
}

+

+

∫

γ(1,ε)

f(z)dz +

∫

γ(e2πi,ε)

f(z)dz +

∫

γ(R)

f(z)dz = 0. (*)

Bà̆ng phu.o.ng pháp u.́o.c lu.o.
.ng tu.o.ng tu.

. nhu. trong v́ı du. 7 t́ıch phân thú.

nhất và thú. năm o.’ vế trái dà̂n dến 0.

Ta xét t́ıch phân theo γ(1, ε). Ta.i lân câ.n diê’m z = 1 (bò. thú. nhất) ta

có

zα−1

1 − z
= − 1

z − 1
+ h1(z),
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trong dó h1(z) chı’nh h̀ınh ta. i diê’m z = 1. Vı̀

1 − z = εeiϕ, dz = −iεeiϕdϕ

nên

∫

γ(1,ε)

f(z)dz =

−π∫

0

[−iεeiϕ
εeiϕ

]
dϕ+

−π∫

0

h1[1 − εeiϕ]iεeiϕdϕ

= πi+

−π∫

0

h1[1 − εeiϕ]iεeiϕdϕ→ πi (ε→ 0).

Tu.o.ng tu.
. ta có

∫

γ(e2πi,ε)

f(z)dz =

−2π∫

−π

e2παi

εeiϕ
(−iεeiϕ)dϕ+

−2π∫

−π

h2(z)dz,

trong dó h2(z) chı’nh h̀ınh ta. i diê’m z = e2πi (diê’m 1 cu’a bò. du.́o.i). Do dó
∫

γ(e2πi,ε)

f(z)dz = πie2παi + 0(ε), 0(ε) → 0 (ε→ 0).

Bây giò. tù. (*) và các giá tri. gió.i ha.n vù.a thu du.o.
.c ta có

(1 − e2παi)

∞∫

0

xα−1

1 − x
dx+ πi(1 + e2παi) = 0,

và tù. dó rút ra

I =

∞∫

0

xα−1

1 − x
dx = π · ctgαπ.

Trong di.nh lý 6.2.3 ta chı’ xét tru.̀o.ng ho.
.p khi α là số thu.

.c không nguyên.

Nếu α là số nguyên th̀ı các diè̂u kiê.n cu’a di.nh lý 6.2.3 không còn phù ho.
.p

nũ.a. Trong tru.̀o.ng ho.
.p này 1− e2παi = 0 và t́ıch phân

∫

Γ(R,ε)

cũng bằng 0 (v̀ı
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lúc này R(z)zα là hàm hũ.u ty’ và tô’ng toàn phà̂n mo.i thă.ng du. cu’a nó bà̆ng

0) và do dó

∞∫

0

R(x)xαdx =
0

0
!

Do dó dê’ t́ınh t́ıch phân da.ng (6.28) khi α nguyên ta cà̂n tiến hành theo mô. t

cách khác. Ta xét t́ıch phân da.ng

I =

∫

R+

xα(lnx)k+1R(x)dx. (**)

trong dó α ∈ R (nguyên hoă. c không nguyên), k là số nguyên > 0. Ta gia’ thiết

R(x) tho’a mãn các diè̂u kiê.n cu’a di.nh lý 6.2.3. Khi dó t́ıch phân vù.a viết

hô. i tu. khi và chı’ khi nó tho’a mãn các diè̂u kiê.n (6.29) (v̀ı thù.a số (log x)k+1

không a’nh hu.o.’ ng dến t́ınh chất hô. i tu. cu’a t́ıch phân).

Ta chú.ng minh di.nh lý sau dây

D- i.nh lý 6.2.4. Vó.i các gia’ thiết cu’a di.nh lý 6.2.3 và α là số nguyên ta có

hê. thú.c sau dây

(1)

∞∫

0

R(x)xαdx = −
∑

ai

Res[R(z)zα ln z, ai], (6.35)

(2)

∞∫

0

R(x)xα log xdx = −1

2
Res[R(z)zα ln z; ai]

− πi
∑

ai

Res[R(z)zα ln z; ai]. (6.36)

Chú.ng minh. Ta xét t́ıch phân

I(R, ε) =

∫

Γ(R,ε)

R(z)zα(ln z)k+1dz, (6.37)

trong dó Γ(R, ε) là chu tuyến dã cho.n trong di.nh lý 6.2.3 (h̀ınh VI. 7), zα là

nhánh chı’nh h̀ınh cu’a hàm zα trong Γ(R, ε) nhâ.n giá tri. du.o.ng o.’ bò. trên
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cu’a nhát cắt, log z là nhánh chı’nh h̀ınh cu’a lôgarit nhâ.n giá tri. du.o.ng cu’a

bò. trên cu’a nhát cá̆t. Khi dó trong miè̂n D ta có

ln z = ln |z|+ i arg z, 0 < arg z < 2π.

Tı́ch phân theo (I) dà̂n d̂én

∞∫

0

R(x)xα(lnx)k+1dx.

Trong khi dó t́ıch phân theo (II) dà̂n dến

∞∫

0

R(x)xα(e2παi)(lnx+ 2πi)k+1dx.

Do dó ta còn pha’i xét hai t́ıch phân theo γ(R) và γ(0, ε). Xét t́ıch phân theo

γ(R). Nếu z ∈ γ(R) th̀ı

| ln z| =

√
ln2R + ϕ2 6 (ln2R + (2π)2)1/2 < const · lnR,

| ln z|k+1 < const(lnR)k+1. (6.38)

Do dó nếu z ∈ γ(R) th̀ı

|f(z)| = |R(z)zα(ln z)k+1| 6 const ·Rα(lnR)k+1Rn−m

= const · (lnR)k+1

Rm−n−α ·

Tù. dó và diè̂u kiê.n (6.29) suy ra rà̆ng

lim
R→∞

∫

γ(R)

f(z)dz = 0.

Tu.o.ng tu.
., nếu z ∈ γ(0, ε) th̀ı

| ln z| 6 const · ln 1

ε
(6.39)
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và

| log z|k+1 6 const
(

log
1

ε

)k+1

và do dó

lim
ε→0

∫

γ(0,ε)

f(z)dz = 0.

Nhu. vâ.y tù. (6.37) và di.nh lý Cauchy vè̂ thă.ng du. ta có

lim
R→∞,ε→0

∫

Γ(R,ε)

f(z)dz = 2πi
∑

ai

Res[f(z), ai],

hay là

∞∫

0

R(x)xα[(lnx)k+1 − e2παi(lnx+ 2πi)k+1]dx = 2πi
∑

ai

Res[R(z); ai].

(6.40)

Ta xét các tru.̀o.ng ho.
.p riêng sau dây

a) α là số nguyên và k = 0. Khi dó

2πi
∑

Res[R(z)zα ln z; ai] = −2πi

∞∫

0

R(x)xαdx,

và tù. dó ta thu du.o.
.c (6.35)

b) Tru.̀o.ng ho.
.p k = 1. Trong tru.̀o.ng ho.

.p này ta có

2πi
∑

Res[R(z)zα(ln z)2; ai] = −4πi

∞∫

0

R(x)xα lnxdx+ 4π2

∞∫

0

R(x)xαdx,

và tù. dó ta thu du.o.
.c (6.36).
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Nhâ. n xét 6.2.3. Trong tru.̀o.ng ho.
.p khi α không pha’i là số nguyên, bằng cách

dă.t k = 0, tù. hê. thú.c (6.40) ta có

(1 − e2παi)

∞∫

0

R(x)xα lnxdx− 2πie2παi

∞∫

0

R(x)xαdx

= 2πi
∑

Res[R(z)zα ln z; ai]. (6.41)

Ta xét tiếp mô.t vài v́ı du. vè̂ t́ıch phân da.ng (**)

Vı́ du. 9. Tı́nh t́ıch phân

I =

∞∫

0

x−1/2 lnx
dx

(x+ 1)2
·

Gia’i. Trong tru.̀o.ng ho.
.p này α = −1

2
, n = 0, m = 2, k = 0.

Do dó diè̂u kiê.n (6.29) du.o.
.c tho’a mãn. Tù. công thú.c (6.41) ta có

2

∞∫

0

x−
1
2 lnx

dx

(x+ 1)2
+ 2πi

∞∫

0

x−
1
2

(x+ 1)2
dx = 2πiRes[f(z);−1].

Vı̀ diê’m z = −1 là cu.
.c diê’m cấp hai nên

Res[f ;−1] = lim
z→−1

[z−1/2 ln z]′

=
[(

− 1

2

)z− 1
2

z
ln z +

1

z
z−

1
2

]
z=−1

=
[(

− 1

2

)−i
−1

πi+
i

1

]
=
π

2
+ i.

Tù. dó dẽ̂ thấy rà̆ng
∞∫

0

x−
1
2 lnx

dx

(x+ 1)2
= −π,

∞∫

0

x−
1
2

(x+ 1)2
dx =

π

2
·

Vı́ du. 10. Tı́nh t́ıch phân

J =

∞∫

0

lnx

(x+ a)2 + b2
dx.
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Gia’i. Dê’ t́ınh t́ıch phân này ta cho.n chu tuyến nhu. trong di.nh lý 6.1.3

(h̀ınh VI.9) và xét t́ıch phân

I(R, ε) =

∫

Γ(R,ε)

ln2 z

(z + a)2 + b2
dz,

trong dó ln là nhánh chı’nh h̀ınh tho’a mãn diè̂u kiê.n

0 6 arg z 6 2π,

f(z)
∣∣
z∈(I)

=
ln2 x

(x+ a)2 + b2
,

f(z)
∣∣
z∈(II)

=
(lnx+ 2πi)2

(x+ a)2 + b2

=
ln2 x+ 4πi lnx− 4π2

(x+ a)2 + b2
·

Bây giò. tù. di.nh lý co. ba’n vè̂ thă.ng du. ta thu du.o.
.c

∫

(I)

+

∫

γ(R)

+

∫

(II)

+

∫

γ(0,ε)

=

= 2πi{Res[f ;−a+ bi] + Res[f ;−a− bi]}. (6.42)

Bà̆ng cách su.’ du. ng các u.́o.c lu.o.
.ng (6.38) và (6.39) dẽ̂ dàng thấy rà̆ng

lim
ε→0

∫

γ(0,ε)

= lim
R→∞

∫

γ(R)

= 0.

Ta t́ınh thă.ng du. cu’a f ta. i các cu.
.c diê’m do.n cu’a nó. Ta có

Res[f ;−a+ ib] =
[ln r + i(π − ϕ)]2

2bi
,

Res[f ;−a− bi] = − [ln r + i(π + ϕ)]2

2bi
,

trong dó r = (a2 + b2)1/2, ϕ = arctg
b

a
.
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Do dó qua gió.i ha.n khi ε→ 0 và R→ ∞, tù. (6.42) ta thu du.o.
.c

0∫

∞

(lnx+ 2πi)2

(x+ a)2 + b2
dx+

∞∫

0

ln2 x

(x+ a)2 + b2
dx =

= −4πi

∞∫

0

lnx

(x+ a)2 + b2
dx+ 4π2

∞∫

0

dx

(x+ a)2 + b2
=

=
4πϕ

b
(π − i ln r)

và

∞∫

0

lnx

(x+ a)2 + b2
dx =

ϕ ln r

b
=

ln(a2 + b2)1/2

b
arctg

b

a
.

6.2.6 Mô.t số v́ı du. khác

Trong thu.
.c tế, dê’ áp du.ng phu.o.ng pháp thă.ng du. trong viê.c t́ınh các t́ıch

phân (chu’ yếu là t́ıch phân suy rô.ng) hoă.c ta pha’i du.a nhũ.ng t́ıch phân cà̂n

t́ınh vè̂ các da.ng ch́ınh tá̆c dã tr̀ınh bày trên dây, hoă.c ta áp du.ng tru.
.c tiếp

các phu.o.ng pháp tu.o.ng tu.
. cho các t́ıch phân vó.i da.ng dã cho.

Ta sẽ nêu mô.t vài v́ı du. minh ho.a cho diè̂u vù.a nói.

Vı́ du. 11. Ta xét t́ıch phân

J(α) =

∞∫

−∞

eαx

1 + ex
dx, 0 < α < 1. (6.43)

Gia’i.

a) Du.a t́ıch phân (6.43) vè̂ da.ng ch́ınh tắc. Hiê’n nhiên bằng phép thế

ex = t ta sẽ du.a t́ıch phân dã cho vè̂ da.ng

∞∫

0

tα−1

1 + t
dt.
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Dó là t́ıch phân dã nghiên cú.u trong v́ı du. 7.

b) Áp du.ng phu.o.ng pháp thă.ng du. tru.
.c tiếp. Ta xét hàm

f(z) =
eαz

1 + ez
·

Hı̀nh VI.9

Vı̀ hàm ez là tuà̂n hoàn vó.i chu kỳ thuà̂n a’o 2πi nên hàm f(z) chı’ thay dô’i

mô.t thù.a số e2παi khi z nhâ.n giá tri. số 2πi. Do dó ta sẽ cho.n chu tuyến t́ıch

phân là chu vi h̀ınh chũ. nhâ. t vó.i các dı’nh là −R, R, R+2πi, −R+2πi (h̀ınh

VI. 9). Trong h̀ınh chũ. nhâ. t dó hàm f(z) có cu.
.c diê’m do.n z = πi vó.i thă.ng

du. bà̆ng

Res[f ;πi] =
eαπi

(1 + ez)′

∣∣∣
z=πi

= −e−απi.

Theo di.nh lý Cauchy ta có
∫

(I)

f(z)dz +

∫

(II)

f(z)dz +

∫

(III)

f(z)dz +

∫

(IV )

f(z)dz = −2πieαπi. (6.44)

∫

(I)

f(z)dz =

R∫

−R

eαx

1 + ex
dx,

∫

(III)

f(z)dz =

−R∫

+R

e(x+2πi)

1 + ex+2πi
dx = −e−2παi

R∫

−R

eαx

1 + ex
dx.
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Trên doa.n (II) ta có z = R + iy, 0 6 y 6 2π nên

|f |z∈(II) =
∣∣∣ e

α(R+iy)

1 + eR+iy

∣∣∣ 6 eαR

eR − 1

và do dó
∣∣∣
∫

(II)

f(z)dz
∣∣∣ 6 2π

eαR

eR − 1
= 2π

e(α−1)R

1 − e−R
→ 0(R→ ∞) (v̀ı α < 1).

Cũng tu.o.ng tu.
., trên doa.n (IV) ta có

|f |z∈(IV ) =
∣∣∣ e(−R+iy)

1 + e−R+iy

∣∣∣ 6 e−αR

1 − e−R

và do dó
∣∣∣
∫

(IV )

f(z)dz
∣∣∣ 6 2π

e−αR

1 − e−R
→ 0(R → ∞) (v̀ı α > 0).

Nhu. vâ.y nếu 0 < α < 1 th̀ı qua gió.i ha.n khi R → ∞ tù. (6.44) ta có

∞∫

−∞

eαx

1 + ex
dx− e2απi

∞∫

−∞

eαx

1 + ex
dx = −2πieαπi

hay là

∞∫

−∞

eαx

1 + ex
dx =

π

sinαπ
·

Vı́ du. 12. Tı́nh t́ıch phân

I =

1∫

0

xp(1 − x)1−p

(1 + x)3
dx, (−1 < p < 2). (6.45)

Gia’i. Dê’ áp du.ng lý thuyết thă.ng du. t́ınh t́ıch phân này, dà̂u tiên ta

thác triê’n gia’ i t́ıch hàm du.́o.i dấu t́ıch phân ra mă.t phă’ng phú.c. Gia’ su.’

D = C \ [0, 1]. Dẽ̂ dàng thấy rà̆ng thác triê’n gia’ i t́ıch

F (z) =
zp(1 − z)1−p

(1 + z)3
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cu’a hàm du.́o.i dấu t́ıch phân có hai diê’m rẽ nhánh là 0 và 1 và trong miè̂n D

ta có thê’ tách nhánh chı’nh h̀ınh cu’a hàm gia’ i t́ıch F (z). Ta sẽ tách nhánh

chı’nh h̀ınh f(z) cu’a F (z) sao cho f(z) > 0 khi z o.’ bò. trên cu’a nhát cá̆t

[0, 1].

Khi z = x+ i0, 0 < x < 1 thuô.c bò. trên cu’a nhát cá̆t

f(x+ i0) = f(z)
∣∣
z∈I =

xp(1 − x)1−p

(1 + x)3

= f(x) > 0, 0 < x < 1.

Ta t̀ım giá tri. f(x− i0). Khi diê’m z = x− i0 o.’ bò. du.́o.i cu’a nhát cá̆t, ta có:

zp(1 − z)1−p = |z|p|1 − z|1−pei{pϕ1+(1−p)ϕ2},

ϕ1 = ∆γ arg z, ϕ2 = ∆γ arg(z − 1),

trong dó γ là du.̀o.ng cong nối diê’m thuô.c bò. I vó.i diê’m z ∈ D. Nếu z
∣∣
II

=

x− i0 (0 < x < 1) th̀ı

ϕ1 = 2π, ϕ2 = 0,

và do dó

zp(1 − z)1−p = e2πpi[xp(1 − x)1−p].

Tù. dó suy ra rằng

f(z)
∣∣
z∈II = e2πpix

p(1 − x)1−p

(1 + x)3
·

Bây giò. ta xét t́ıch phân

I(R, ε) =

∫

Γ(R,ε)

f(z)dz,

trong dó chu tuyến dóng Γ(R, ε)

(Hı̀nh VI. 10) gò̂m: Hı̀nh VI. 10



htttp://www.ebook.edu.vn

482 Chu.o.ng 6. Lý thuyết thă.ng du. và ú.ng du. ng

(1) du.̀o.ng tròn γ(0, ε) = {|z| = ε};
(2) bò. (I) cu’a nhát cá̆t [ε, 1− ε]

(3) du.̀o.ng tròn γ(1, ε) = {|z − 1| = ε};
(4) bò. (II) cu’a nhát cá̆t [ε, 1− ε];

(5) du.̀o.ng tròn γ(R) = {|z| = R,R > 1}.
Theo di.nh lý Cauchy vè̂ thă.ng du. ta có

∫

Γ(R,ε)

=

∫

γ(0,ε)

f(z)dz + (1 − e2πpi)

1−ε∫

ε

f(x)dx+

∫

γ(1,ε)

f(z)dz +

∫

γ(R)

f(z)dz

= 2πiRes[f,−1].

Ta có

Res[f ;−1] =
1

2!
lim
z→−1

{zp(1 − z)1−p}′′

= p(p − 1)2−p−2eπpi,

và nhu. vâ.y

∫

γ(0,ε)

+(1 − e2πpi)

1−ε∫

ε

f(x)dx +

∫

γ(1,ε)

+

∫

γ(R)

= πip(p− 1)2−p−1epπi. (6.46)

Ta xét t́ıch phân theo γ(0, ε). Vı̀ z ∈ (0, ε) nên z = εeiϕ, 0 6 ϕ 6 2π, do dó

∣∣∣
∫

γ(0,ε)

∣∣∣ 6
2π∫

0

εp(1 + ε)1−p

(1 − ε)3
εdϕ 6 const · εp+1.

Tù. dó suy ra rà̆ng

lim
ε→0

∫

γ(0,ε)

f(z)dz = 0 (v̀ı p > −1).
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Cũng tu.o.ng tu.
. ta có

lim
ε→0

∫

γ(1,ε)

f(z)dz = 0, p < 2.

Ta xét t́ıch phân theo γ(R). Vı̀ z ∈ γ(R) nên z = Reiϕ, 0 6 ϕ 6 2π và do

dó

∣∣∣
∫

γ(R)

∣∣∣ 6
2π∫

0

Rp(1 +R)1−p

(R− 1)3
Rdϕ 6 const · 1

R
→ 0 (R→ ∞).

Tù. các u.́o.c lu.o.
.ng này và (6.46) trong gió.i ha.n khi ε→ 0 và R → ∞ ta có

(1 − e2πpi)

1∫

0

xp(1 − x)1−p

(1 + x)3
dx = πip(p− 1)2−p−1epπi

hay là

1∫

0

xp(1 − x)1−p

(1 + x)3
dx = πip(p− 1)2−p−1epπi

hay là

1∫

0

xp(1 − x)1−p

(1 + x)3
dx =

πip(p− 1)2−p−1epπi

1 − e2πpi
=

(nhân tu.’ và mã̂u số vó.i e−pπi)

=
p(1 − p)

2p+2 sin pπ
·

Nhâ. n xét 6.2.4. Ta nhâ.n xét rằng bà̆ng phép thế
x

1 − x
= t t́ıch phân (6.45)

sẽ du.o.
.c du.a vè̂ t́ıch phân dã nghiên cú.u trong 5◦ (t́ıch phân da.ng (6.28)).

Vı́ du. 13. Tı́nh t́ıch phân

I =

+1∫

−1

(1 + x)p(1 − x)1−p

1 + x2
dx, −1 < p < 2.
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Gia’i. Ta ký hiê.u

D = C \ [−1,+1]

mă.t phă’ng vó.i nhát cắt theo doa.n [−1,+1] có hai bò. (I) và (II), trong miè̂n

D ta tách nhánh chı’nh h̀ınh cu’a hàm

f(z) =
(1 + z)p(1 − z)1−p

1 + zp

là thác triê’n gia’ i t́ıch hàm du.́o.i dấu t́ıch phân ra toàn mă.t phă’ng. Ta cho.n

nhánh chı’nh h̀ınh f(z) tho’a mãn diè̂u kiê.n

f(z) > 0

khi z thuô.c bò. trên cu’a nhát cá̆t [−1,+1] và do dó

f(x+ i0) = f(z)
∣∣
z∈(I)

=
(1 + x)p(1 − x)1−p

1 + x2

= f(x) > 0, −1 < x < 1,

f(x− i0) = f(z)
∣∣
z∈(II)

= e2πpif(x).

Ta xét t́ıch phân

I(R, ε) =

∫

Γ(R,ε)

f(z)dz,

trong dó Γ(R, ε) là chu tuyến dóng, gò̂m:

(1) du.̀o.ng tròn γ(−1, ε) = {|z + 1| = ε};
(2) bò. (I) cu’a nhát cá̆t: (I) = [−1 + ε, 1 − ε];

(3) du.̀o.ng tròn γ(1, ε) = {|z − 1| = ε};
(4) bò. (II) cu’a nhát cá̆t: (II) = [−1 + ε, 1 − ε];

(5) du.̀o.ng tròn γ(R) = {|z| = R > 1}.
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Theo di.nh lý Cauchy vè̂ thă.ng du. ta có

∫

Γ(R,ε)

f(z)dz =

∫

γ(−1,ε)

f(z)dz + (1 − e2πpi)

1−ε∫

−1+ε

f(x)dx

+

∫

γ(1,ε)

f(z)dz +

∫

γ(R)

f(z)dz

= 2πi{Res[f ; i] + Res[f ;−i]} = 2πi
∑

Resf. (6.47)

Ta t́ınh thă.ng du.

Res[f ;±i] =
((1 + z)p(1 − z)1−p

2z

)∣∣∣
z=±i

.

Bà̆ng cách t́ınh các giá tri. cu’a hàm luỹ thù.a (1 + z)p(1 − z)1−p ta. i các

diê’m z = i và z = −i, dẽ̂ dàng thấy rà̆ng

Res[f ; +i] =

√
2

2i
e
i

[
p
π

2
−
π

4

]

Res[f ;−i] = −
√

2

2i
e
i

[
p
π

2
+
π

4

]

và tù. dó ta có thê’ viết (6.47) du.́o.i da.ng

∫

γ(−1,ε)

f(z)dz + (1 − e2πpi)

1−ε∫

−1+ε

(1 + x)p(1 − x)1−p

1 + x2
dx+

+

∫

γ(1,ε)

f(z)dz +

∫

γ(R)

f(z)dz =

= π
√

2
{
e
i

[
p
π

2
−
π

4

]
− e

i

[
p
3π

2
+
π

4

]
}

(6.48)

Vı̀ −1 < p < 2 nên dẽ̂ dàng thấy rà̆ng

lim
ε→0

∫

γ(−1,ε)

f(z)dz = lim
ε→0

∫

γ(1,ε)

f(z)dz = 0.
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Ta xét t́ıch phân

∫

γ(R)

f(z)dz. Hiê’n nhiên t́ıch phân này không dà̂n dến 0

khi R→ ∞. Do dó, dê’ xét t́ıch phân theo γ(R) ta dùng di.nh ngh̃ıa 6.1.2 và

hê. qua’ 6.1.2. Ta có

Res[f ;∞] =
1

2πi

∫

γ(R)−

f(z)dz,

và do dó
∫

γ(R)

f(z)dz = −2πiRes[f ;∞].

Ta t́ınh thă.ng du. Res [f ;∞]. Ta có

Res[f ;∞] = − lim
z→∞

zf(z)

và dê’ t́ınh gió.i ha.n dó, ta cà̂n t́ınh gió.i ha.n cu’a môdun và acgumen cu’a

zf(z).

a) lim
z→∞

|z| |f(z)| = lim
z→∞

∣∣∣1 +
1

z

∣∣∣
p∣∣∣1 − 1

z

∣∣∣
1−p

∣∣∣1 +
1

z2

∣∣∣
= 1.

b) Tı́nh lim
z→∞

[arg zf(z)]. Vı̀ gió.i ha.n cu’a hàm chı’nh h̀ınh không phu. thuô. c

vào hu.́o.ng dà̂n dến gió.i ha.n nên trong tru.̀o.ng ho.
.p này ta cho z dà̂n dến ∞

theo hu.́o.ng du.o.ng cu’a tru.c thu.
.c. Ta có

lim
z→∞

arg[zf(z)] = lim
z→∞

{arg z + p · arg(1 + z) + (1 − p) arg(1 − z) + arg(1 + z2)}

= 0 + 0 + (1 − p)(−π) + 0 = (p − 1)π.

Do dó

lim
z→∞

zf(z) = e(p−1)πi = −epπi
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và tù. dó suy ra

Res[f ;∞] = epπi,∫

γ(R)

f(z)dz = −2πiepπi. (6.49)

Chuyê’n qua gió.i ha.n khi ε → 0 và R → ∞, tù. (6.48) và (6.49) ta thu

du.o.
.c

I =
π
√

2
{
e
i

[
p
π

2
−
π

4

]
− e

i

[
p
3π

2
+
π

4

]
}

+ 2πiepπi

1 − e2πpi

=
π
√

2
{
e
−i
[
p
π

2
+
π

4

]
− e

i

[
p
π

2
+
π

4

]
}

+ 2πi

e−pπi − epπi

=
π
[√

2 sin
(
p
π

2
+
π

4

)
− 1
]

sin pπ
·

Vı́ du. 14. Tı́nh t́ıch phân

I =

1∫

0

xp(1 − x)1−p

2 + x
dx, −1 < p < 2.

Gia’i. Gia’ su.’

f(x) =
xp(1 − x)1−p

2 + x
·

Hàm f(x) du.o.
.c cho trên doa.n (0, 1) ⊂ R có thê’ thác triê’n gia’ i t́ıch ra

toàn mă.t phă’ng phú.c và thác triê’n gia’ i t́ıch cu’a nó, hàm

F (z) =
zp(1 − z)1−p

2 + z

có hai diê’m phân nhánh là z = 0 và z = 1.
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Gia’ su.’ D = C \ [0, 1). Khi dó, trong miè̂n D ta có thê’ tách nhánh chı’nh

h̀ınh cu’a hàm gia’ i t́ıch F (z). Ta sẽ cho.n nhánh chı’nh h̀ınh f(z) tho’a mãn

diè̂u kiê.n

f(z) > 0

khi z thuô.c bò. trên I cu’a nhát cá̆t (0, 1) và do dó

f(z)
∣∣
z∈(I)

= f(x) =
xp(1 − x)1−p

2 + x
·

Ta t̀ım giá tri. cu’a f(z) o.’ bò. du.́o.i (II) cu’a nhát cá̆t (0, 1). Dẽ̂ dàng thấy rằng

f(z)
∣∣
z∈(II)

= e−(1−p)2πix
p(1 − x)1−p

2 + x

= e−(1−p)2πif(x).

Ta xét t́ıch phân

I(R, ε) =

∫

Γ(R,ε)

f(z)dz,

trong dó Γ(R, ε) là chu tuyến dóng gò̂m:

(1) du.̀o.ng tròn γ(0; ε) = {|z| = ε};
(2) bò. (I) cu’a nhát cá̆t (0, 1);

(3) du.̀o.ng tròn γ(1, ε) = {|z − 1| = ε};
(4) bò. (II) cu’a nhát cá̆t (0, 1);

(5) du.̀o.ng tròn γ(R) = {|z| = R,R > 2}.
Dẽ̂ dàng thấy rà̆ng t́ıch phân theo các du.̀o.ng tròn γ(0, ε) và γ(1, ε) dè̂u

dà̂n dến 0 khi ε→ 0. Do dó theo di.nh lý Cauchy ta có

(1 − e2πpi)

1∫

0

xp(1 − x)1−p

2 + x
dx = 2πiRes[f ;−2] −

∮

γ(R)

f(z)dz

= 6πi
(2

3

)p
epπi +

∮

γ(R)

f(z)dz.
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Dối vó.i t́ıch phân

∫

γ(R)

f(z)dz ta có thê’ viết

∫

γ(R)

f(z)dz = −2πiRes[f ;∞].

Do dó ta cà̂n t́ınh Res[f ;∞]. Dê’ làm viê.c dó, ta xét hàm

F ∗(z) =

(
1 − 1

z

)1−p

1 +
2

z

·

Hiê’n nhiên dó là mô.t hàm da tri.. Ta sẽ xét nhánh f∗(z) cu’a hàm F ∗(z) sao

cho nhánh dó dà̂n dến 1 khi z → ∞. Dối vó.i nhánh dó ta có

(
1 − 1

z

)1−p

1 +
2

z

=
[
1 − (1 − p)

1

z
+

(1 − p)(−p)
2!

1

z2
− . . .

]

×
[
1 − 2

z
+
(2

z

)2

+ . . .
]

= 1 − [(1 − p) + 2]
1

z
+ . . .

Tù. dó suy ra rằng

c−1(f
∗) = −3 + p,

(hê. số cu’a 1/z).

Ta nhâ.n xét thêm rằng

a) |f | = |f∗|;
b) arg f(z) 6= arg f∗(z).

Thâ.t vâ.y, khi z → ∞ theo R+ ta có

arg
zp(1 − z)1−p

2 + z
→ −(1 − p)π
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trong khi dó

arg f∗(z) → 0

khi z → ∞ theo R+ v̀ı limf∗(z) = 1. Tù. dó suy ra rà̆ng trên bán tru.c R+

ta có

f(z) = e−πi(1−p)f∗(z)

và theo di.nh lý duy nhất, biê’u thú.c vù.a viết dúng cho toàn mă.t phă’ng. Do

dó

c−1(f) = (p− 3)e−πi(1−p)

và
∫

γ(R)

f(z)dz = +2πi(p− 3)e−πi(1−p).

Nhu. vâ.y khi ε→ 0 và R→ ∞ ta có

(1 − e2πpi)J = 6πi
(2

3

)p
epπi − 2πi(p− 3)e−πi(1−p)

hay là

J =
π

sin pπ

[
p − 3 − 3

(2

3

)p]
.

6.2.7 Tı̀m tô’ng cu’a chuõ̂i

Các phu.o.ng pháp cu’a lý thuyết thă.ng du. còn du.o.
.c áp du.ng dê’ kha’o sát tô’ng

các chuõ̂i. Trong mô.t số tru.̀o.ng ho.
.p, viê.c dó thu.̀o.ng du.

.a trên các di.nh lý

sau dây:

D- i.nh lý 6.2.5. Gia’ su.’

R(z) =
Pn(z)

Qm(z)
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là hàm hũ.u ty’ vó.i các cu.
.c diê’m không nguyên z1, z2, . . . , zp

(zk 6∈ Z, k = 1, 2, . . . , p) và gia’ su.’ m > n+ 2.

Khi dó

∑

−∞<n<∞

R(n) = −π
p∑

k=1

Res[R(z)ctgπz; zk]. (6.50)

Chú.ng minh. Ta xét t́ıch phân

I(n) =

∫

γ(n)

R(z)ctgπzdz; n = 0, 1, 2, . . . ,

trong dó γ(R) là biên cu’a h̀ınh vuông vó.i tâm ta. i gốc to.a dô. vó.i các dı’nh ta. i

(
n+

1

2

)
(±1,±i)

sao cho các diê’m z1, z2, . . . , zp thuô.c phà̂n trong cu’a nó (h̀ınh VI.11).

Hı̀nh VI.11

Ta sẽ chú.ng minh rà̆ng lim
n→∞

I(n) = 0. Vı̀ mã̂u số cu’a R(n) có bâ.c cao

ho.n bâ.c tu.’ số hai do.n vi. nên

|R(z)| 6 const
1

|z|2

và do dó

max
z∈γ(n)

|R(z)| 6
const

(
n+

1

2

)2 6
const

n2
· (6.51)
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Bây giò. ta xét |ctgπz| trên γ(n). Trên các ca.nh song song vó.i tru.c a’o ta có

|ctgπz|z∈DnAn,BnCn =

∣∣∣∣∣∣∣

cos
[
±
(
n+

1

2

)
π + iyπ

]

sin
[
±
(
n+

1

2

)
π + iyπ

]

∣∣∣∣∣∣∣

=
∣∣∣ sin iy
cos iy

∣∣∣ =
∣∣∣e
yπ − e−yπ

eyπ + e−yπ

∣∣∣ < 1,

còn trên các ca.nh song song vó.i tru.c thu.
.c th̀ı

|ctgπz|z∈AnBn,CnDn =

∣∣∣∣∣∣∣

cos
[
nx± i

(
n+

1

2

)
π
]

sin
[
nx± i

(
n+

1

2

)
π
]

∣∣∣∣∣∣∣
6

6
ch
(
n +

1

2

)
π

sh
(
n+

1

2

)
π

=
1 + e−(2n+1)π

1 − e−(2n+1)π

6
1 + e−π

1 − e−π
=
eπ + 1

eπ − 1

(o.’ dây ta dã su.’ du.ng các bất dă’ng thú.c

| cos z| 6
|eiz|+ |e−iz|

2
=
e−y + ey

2
= chy

| sin z| > |shy|).

Nhu. vâ.y vó.i mo.i z ∈ γ(n) ta có

|ctg z|z∈γ(n) 6
eπ + 1

eπ − 1
, (6.52)

và do dó tù. (6.51) và (6.52) suy ra

|I(n)| 6
eπ + 1

eπ − 1
· const

n2
· 4(2n + 1)

6 const

n
→ 0 (n→ ∞).
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Nhu.ng mă.t khác, theo di.nh lý vè̂ thă.ng du. ta có

I(n) = 2πi
{ n∑

−n

Res[R(z)ctgπz; k] +

p∑

k=1

Res[., zk]
}

(6.53)

trong dó z = 0,±1,±2, . . . ,±n là cu.
.c diê’m cu’a ctgπz.

Hiê’n nhiên rằng

Res[R(z)ctgπz; k] =
1

π
R(k)

và do dó tù. (6.53) ta có

I(n) = 2πi
n∑

−n

R(k)

π
+

p∑

1

Res[R(z)ctgπz; zk].

Qua gió.i ha.n khi n→ ∞ ta thu du.o.
.c công thú.c pha’i chú.ng minh.

D- i.nh lý 6.2.6. Vó.i các gia’ thiết cu’a di.nh lý 6.2.5 ta còn có

∑

−∞<n<∞

(−1)nR(n) = −π
p∑

k=1

Res
[ R(z)

sinπz
; zk
]
. (6.54)

Chú.ng minh. Cũng nhu. trong chú.ng minh di.nh lý 6.2.5, ta xét t́ıch phân

I(n) =

∫

γ(n)

R(z)dz

sinnz
, γ(n) = chu vi h̀ınh vuông AnBnCnDn, và hiê’n nhiên

rà̆ng

I(n) = 2πi
{1

π

n∑

−n

(−1)kR(k) +

p∑

k=1

Res
[ R(z)

sinπz
; zk
]}
.

Ta cà̂n chú.ng minh rà̆ng In → 0 khi n → ∞. Dê’ làm viê.c dó, ta sẽ u.́o.c

lu.o.
.ng
∣∣∣ 1

sinπz

∣∣∣ khi z biến thiên trên các ca.nh h̀ınh vuông AnBnCnDn.

Trên các ca.nh song song vó.i tru.c a’o ta có

∣∣∣ 1

sinπz

∣∣∣ =
∣∣∣ 1

sinπ
[
±
(
n+

1

2

)
+ iy

]
∣∣∣ =

∣∣∣ 1

cos iπy

∣∣∣ =
1

chπy
< 1
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(v̀ı chπy không bi. chă.n khi y tăng !) còn trên các ca.nh song song vó.i tru.c

thu.
.c th̀ı

∣∣∣ 1

sinπ
[
±
(
n +

1

2

)
i± x

]
∣∣∣ 6 1

sh
(
n +

1

2

)
π
< 1.

Tù. dó suy ra rà̆ng lim
n→∞

I(n) = 0 và ta thu du.o.
.c công thú.c (6.54).

Vı́ du. 16. Tı̀m tô’ng cu’a chuõ̂i

∑

−∞<n<∞

1

(a+ n)3
; a 6∈ Z.

Gia’i. Dă.t

R(z) =
1

(a+ z)2

và áp du. ng di.nh lý 6.2.5 ta có

1

π

∑

−∞<n<∞

1

(a+ n)2
= −Res

[ 1

(a+ z)2
ctgπz;−a

]
.

Vı̀

ctgπz = ctg(−πa) + (πz − πa)
[ −1

sin2 πa

]
+ . . .

nên

Res
[ ctgπz

(a+ z)2
;−a

]
=

−π
sin2 πa

và do dó

∑

−∞<n<∞

1

(a+ n)2
=

π2

sin2 πa
·

Vı́ du. 17. Tı̀m tô’ng cu’a chuõ̂i

∑

−∞<n<∞

(−1)n

(n+ a)2
; a 6∈ Z.
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Gia’i. Dă.t

R(z) =
1

(z + a)2
,

và áp du.ng di.nh lý 6.23 ta có

1

π

∑

−∞<n<∞

(−1)n

(a+ n)2
= −Res

[ 1

(z + a)2 sinπz
,−a

]
.

Dẽ̂ dàng thấy rà̆ng

Res[.;−a] = −π cosπa

sin2 πa

và do dó

∑

−∞<n<∞

(−1)n

(a+ n)2
=
π2 cosπa

sin2 πa
·

6.3 Hàm nguyên và hàm phân h̀ınh

6.3.1 Hàm phân h̀ınh. Bài toán Cousin thú. nhất trong

mă.t phă’ng phú.c

Ta lu.u ý rà̆ng hàm do.n tri. du.o.
.c go. i là hàm phân h̀ınh nếu trong toàn mă. t

phă’ng (có thê’ trù. diê’m ∞) nó chı’ có các diê’m bất thu.̀o.ng là cu.
.c diê’m (xem

4.3.5).

Hàm phân h̀ınh có thê’ có mô.t số hũ.u ha.n hoă. c vô ha.n các cu.
.c diê’m. Nếu

nó có vô số cu.
.c diê’m th̀ı các cu.

.c diê’m không thê’ có diê’m tu. trong C v̀ı diê’m

tu. dó là diê’m bất thu.̀o.ng nhu.ng không cô lâ.p và trong mo.i tru.̀o.ng ho.
.p nó

không pha’i là cu.
.c diê’m. Diè̂u dó trái vó.i di.nh ngh̃ıa hàm phân h̀ınh.

Bây giò. ta xét các du.̀o.ng tròn Cn và Cn+1 vó.i bán ḱınh bằng n và n+ 1

tu.o.ng ú.ng. Tù. diè̂u dã nói trên suy ra rằng giũ.a các du.̀o.ng tròn này chı’ có

mô.t số hũ.u ha.n cu.
.c diê’m cu’a hàm phân h̀ınh. Diè̂u dó chú.ng to’ rà̆ng các

cu.
.c diê’m có thê’ dánh số theo thú. tu.

. không gia’m dối vó.i mô dun cu’a chúng

|a1| 6 |a2| 6 · · · 6 |an| 6
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và khi dó lim
n
an = ∞.

Gia’ su.’ f là hàm phân h̀ınh và an là mô.t trong các cu.
.c diê’m cu’a nó. Ta

ký hiê.u

gn(z) = g̃n
( 1

z − an

)

là phà̂n ch́ınh cu’a khai triê’n Laurent ta. i lân câ.n diê’m an.

Bây giò. ta chuyê’n sang nghiên cú.u bài toán Cousin thú. nhất trong mă.t

phă’ng phú.c.

Gia’ su.’ {an} là tâ.p ho.
.p dóng các diê’m cô lâ.p cu’a C. Dối vó.i mõ̂i diê’m an

ta xác di.nh hàm da.ng

gn(z) =
mn∑

k=1

ak,n
( 1

z − an

)k
(6.55)

(dó là nhũ.ng da thú.c dối vó.i 1/(z − an)).

Bài toán Cousin thú. nhất du.o.
.c dă.t ra nhu. sau. Hãy xác di.nh hàm phân

h̀ınh f trong C sao cho f có cu.
.c diê’m ta. i an vó.i phà̂n ch́ınh tu.o.ng ú.ng gn(z)

ta. i các cu.
.c diê’m dó, còn hàm f − gn(z) th̀ı chı’nh h̀ınh ta. i các diê’m an.

1. Nếu số cu.
.c diê’m an là hũ.u ha.n (v́ı du. m) th̀ı hàm nhu. thế sẽ là, chă’ng

ha.n

f(z) =
m∑

n=1

g̃n
( 1

z − an

)
.

2. Gia’ su.’ số cu.
.c diê’m cu’a hàm f là vô ha.n. Dê’ tr̀ınh bày lò.i gia’ i cu’a bài

toán Cousin trong tru.̀o.ng ho.
.p này, dà̂u tiên ta cà̂n quy u.́o.c hiê’u su.

. hô. i tu.
cu’a chuõ̂i các hàm phân h̀ınh.

D- i.nh ngh̃ıa 6.3.1. Chuõ̂i các hàm phân h̀ınh du.o.
.c go. i là hô. i tu. (tu.o.ng ú.ng:

hô. i tu. dè̂u) trên tâ.p ho.
.p M nếu chı’ mô.t số hũ.u ha.n các số ha.ng cu’a nó có

cu.
.c diê’m trên M và sau khi cá̆t bo’ các số ha.ng ấy th̀ı chuỗi hô. i tu. (tu.o.ng

ú.ng hô. i tu. dè̂u) trên M .
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Bây giò. ta sẽ chú.ng minh di.nh lý vè̂ su.
. tò̂n ta. i lò.i gia’ i cu’a bài toán

Cousin thú. nhất trong mă.t phă’ng phú.c, tú.c là chú.ng minh su.
. tò̂n ta. i hàm

phân h̀ınh vó.i các cu.
.c diê’m và phà̂n ch́ınh tu.o.ng ú.ng cho tru.́o.c.

D- i.nh lý 6.3.1. (Mittag-Leffer) Gia’ su.’
{
an
}∞
n=1

là dãy diê’m rò.i ra. c bất

kỳ cu’a C

0 6 |a1| 6 |a2| 6 · · · 6 |an| 6 . . . lim
n→∞

an = ∞ và gn(z) = g̃n
( 1

z − an

)

là dãy các da thú.c bất kỳ cu’a

1

z − an
, n = 0, 1, 2, . . .

Khi dó tò̂n ta. i hàm phân h̀ınh f có cu.
.c diê’m ta. i mo. i an (và cũng chı’ ta. i

các diê’m ấy) vó.i các phà̂n ch́ınh gn(z) tu.o.ng ú.ng.

Chú.ng minh. 1. Không gia’m tô’ng quát, ta có thê’ cho rà̆ng an 6= 0 v̀ı thay

cho f ta có thê’ xét hàm f − g0, trong dó g0 là phà̂n ch́ınh cu’a f ta. i diê’m

z = 0.

Hàm gn(z) chı’nh h̀ınh trong miè̂n Dn = C \ {an}, do dó có thê’ khai triê’n

gn(z) thành chuõ̂i luỹ thù.a

gn(z) = a
(n)
0 + a

(n)
1 z + · · · + a

(n)
k zk + . . . (6.56)

Chuõ̂i (6.56) hô. i tu. trong h̀ınh tròn {|z| < |an|}. Ta cho.n mô.t dãy{
εn
}∞
n=1

, εn > 0 sao cho chuõ̂i
∑
εn hô. i tu. . Vı̀ chuỗi (6.56) hô. i tu. dè̂u trên

tù.ng compắc cu’a h̀ınh tròn {|z| < |an|}, εn > 0, ∃mn ∈ N sao cho khi

|z| < 1

2
|an| ta có

∣∣∣gn(z) −
mn∑

k=1

a
(n)
k zk

∣∣∣ < εn. (6.57)

Ta dă.t Pn(z) =
mn∑
k=1

a
(n)
k zk và xét chuõ̂i

∑

n>1

|gn(z) − Pn(z)|. (6.58)
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Ta sẽ chú.ng to’ rà̆ng chuõ̂i (6.58) hô. i tu. dè̂u trên tù.ng compá̆c K ⊂ C
theo ngh̃ıa cu’a di.nh ngh̃ıa (6.55). Thâ. t vâ.y, tâ.p ho.

.p K ⊂ C bất kỳ luôn

luôn có thê’ xem là nằm trong h̀ınh tròn {|z| < R}, R > 0 nào dó. Ta ký

hiê.u N(R) + 1 là chı’ số mà bá̆t dà̂u tù. dó tất ca’ các cu.
.c diê’m an dè̂u nằm

ngoài h̀ınh tròn vó.i bán ḱınh gấp dôi:

|an| > 2R⇒ |an|/2 > R ∀n > N(R), (6.59)

và xét chuỗi
∑

n>N(R)+1

[gn(z)− Pn(z)]. (6.60)

Tất ca’ các cu.
.c diê’m cu’a chuõ̂i (6.3.6) dè̂u tho’a mãn diè̂u kiê.n (6.59):

|an|
2

>

R; và do dó h̀ınh tròn {|z| < R} nà̆m trong mo.i h̀ınh tròn
{
|z| < |an|

2

}
.

Do diè̂u kiê.n (6.57) ta có thê’ khă’ng di.nh rà̆ng |gn(z) − Pn(z)| < εn nếu

|z| < R và n > N(R). Tù. dó suy ra rà̆ng chuõ̂i (6.3.6) hô. i tu. dè̂u trong

h̀ınh tròn |z| < R và do dó trên K; và tô’ng ϕN (z) cu’a nó là hàm chı’nh h̀ınh

trên K. Tù. dó suy ra rà̆ng tô’ng f cu’a (6.58) khác vó.i ϕN(z) mô.t hàm hũ.u

ty’
N(R)∑
k=1

[gk(z) + Pk(z)] vó.i các cu.
.c diê’m a1, a2, . . . , aN(R) vó.i các phà̂n ch́ınh

tu.o.ng ú.ng gk(z), k = 1, 2, . . . , N(R). Do dó trong K hàm f có các cu.
.c diê’m

cho tru.́o.c và phà̂n ch́ınh tu.o.ng ú.ng cho tru.́o.c.

Vı̀ K là compắc bất kỳ nên f là hàm phân h̀ınh và trong C nó có các cu.
.c

diê’m và phà̂n ch́ınh tu.o.ng ú.ng cho tru.́o.c.

2. Hiê’n nhiên hàm f(z) chı’ là mô.t trong các hàm tho’a mãn các diè̂u kiê.n

cu’a bài toán. Bây giò. ta chú.ng to’ rà̆ng lò.i gia’ i tô’ng quát cu’a bài toán có

thê’ biê’u diẽ̂n du.́o.i da.ng

f(z) = h(z) +
∑

n≥1

[gn(z) − Pn(z)], (6.61)

trong dó h(z) là hàm nguyên, Pn(z) là nhũ.ng da thú.c nào dó. Dê’ chú.ng

minh, ta áp du.ng phà̂n 1 vù.a chú.ng minh dê’ xây du.
.ng hàm ϕ(z) có cu.

.c

diê’m và phà̂n ch́ınh tu.o.ng ú.ng cu’a hàm f(z).
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Ta có

ϕ(z) =
∑

n>1

[gn(z) − Pn(z)].

Hiê’n nhiên hiê.u f(z) − ϕ(z) = h(z) chı’nh h̀ınh trong C, do dó h là hàm

nguyên. Tù. dó suy ra rằng

f(z) = h(z) + ϕ(z) = h(z) +
∑

n>1

[gn(z) − Pn(z)].

Di.nh lý Mittag-Leffter vù.a chú.ng minh là di.nh lý tò̂n ta. i chú. không cho

ta mô.t lu.o.
.ng thông tin nào vè̂ viê.c cho.n các da thú.c “hiê.u chı’nh” Pn và hàm

nguyên h(z). Ta sẽ su.’ du.ng phu.o.ng pháp Cauchy dê’ chú.ng minh mô.t di.nh

lý có t́ınh chất kiến thiết ho.n sau dây.

D- i.nh lý 6.3.2. (Cauchy) Gia’ su.’ trên hê. du.̀o.ng tròn

γn = {|z| = rn, r1 < r2 < · · · < rn < . . . , rn → ∞}

nào dó hàm phân h̀ınh f tăng không nhanh ho.n so vó.i zm, tú.c là vó.i mo. i

z ∈ γn (n = 1, 2, . . . )

|f(z)| ≤ A|z|m, A ≡ const. (6.62)

Khi dó có thê’ lấy các hàm Pn và h trong khai triê’n (6.61) là nhũ.ng da

thú.c bâ. c không vu.o.
.t quá m.

Chú.ng minh. Gia’ su.’ hàm f có các cu.
.c diê’m là a1, a2, . . . , an, . . . . Ta cố di.nh

diê’m z ∈ C tùy ý khác vó.i các cu.
.c diê’m cu’a f và gia’ su.’ γN chú.a diê’m z o.’

bên trong. Ta xét hàm

F (z) =
f(ζ)

ζ − z
·
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Hàm F (z) chı’nh h̀ınh khắp no.i trong γN trù. diê’m ζ = z và các cu.
.c diê’m

a1, a2, . . . , aN cu’a hàm f . Ta xét t́ıch phân

1

2πi

∫

γN

f(ζ)

ζ − z
dζ

Dẽ̂ dàng thấy rà̆ng

1

ζ − z
=

1

ζ

1

1 − z

ζ

=
1

ζ
+

z

ζ2
+ · · · + zm

ζm+1
+

1

ζ − z
× zm+1

ζm+1
,

và do dó

1

2πi

∫

γN

f(ζ)

ζ − z
dζ =

1

2πi

∫

γN

f(ζ)
[1
ζ

+
z

ζ2
+ · · · + zm

ζm+1
+

1

ζ − z
· z

m+1

ζm+1

]
dζ

hay là

1

2πi

∫

γN

f(ζ)

ζ − z
dζ − 1

2πi

∫

γN

m∑

k=0

zk

ζk+1
f(ζ)dζ =

zm+1

2πi

∫

γN

f(ζ)

(ζ − z)

dζ

ζm+1
· (6.63)

Tı́nh t́ıch phân
1

2πi

∫

γN

f(ζ)

ζ − z
dζ. Ta có

Res[F (ζ); z] = f(z).

Bây giò. t́ınh Res[F (ζ); ak], k = 1, 2, . . . , N . Vı̀ ta. i lân câ.n diê’m ak hàm

f có da.ng

f(z) = gk(z) + ϕk(z),

trong dó ϕk(z) chı’nh h̀ınh ta. i diê’m ak, do dó

Res[F ; ak] = −gk(z).

Tù. dó suy ra

1

2πi

∫

γN

f(ζ)

ζ − z
dζ = f(z) −

∑

(γN )

gn(z). (6.64)
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Bây giò. ta t́ınh các t́ıch phân da.ng

1

2πi

∫

γN

f(ζ)

ζk+1
dζ.

Bà̆ng cách áp du.ng công thú.c t́ıch phân dối vó.i da.o hàm cấp cao ta. i diê’m

z = 0, tù. công thú.c (6.64) ta có

1

2πi

∫

γN

f(ζ)

ζk+1
dζ =

f (k)(0)

k!
−
∑

(γN )

g
(k)
n (0)

k!
k = 0, 1, 2, . . . ,m,

và tù. dó suy ra

1

2πi

∫

γN

m∑

k=0

zk

ζk+1
f(ζ)dζ =

m∑

k=0

f (k)(0)

k!
zk −

m∑

k=0

(∑

(γN )

g
(k)
n (0)

k!

)
zk

= h(z) −
∑

(γN )

Pn(z)

trong dó

h(z) =
m∑

k=0

f (k)(0)

k!
zk, Pn(z) =

m∑

k=0

g
(k)
n (0)

k!
zk. (6.65)

Nhu. vâ.y, tù. (6.26) ta thu du.o.
.c

zm+1

2πi

∫

γN

f(ζ)

(ζ − z)m+1
dζ = f(z) − h(z) −

∑

(γN)

(gn − Pn).

Vấn dè̂ còn la. i là u.́o.c lu.o.
.ng t́ıch phân o.’ vế trái. Ta có

RN(z) =
zm+1

2πi

∫

γN

f(ζ)

ζm
· dζ

ζ(ζ − z)

và do dó su.’ du. ng diè̂u kiê.n (6.25) ta thu du.o.
.c

|RN(z)| 6 A|z|m+1

rN − |z|
·

Do dó RN (z) → 0 khi N → ∞ và su.
. hô. i tu. dó là dè̂u trên compá̆c bất

kỳ. Di.nh lý du.o.
.c chú.ng minh dà̂y du’ .
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Vı́ du. 1. Di.nh lý Cauchy vù.a chú.ng minh có ú.ng du.ng quan tro.ng viê.c

khai triê’n hàm phân h̀ınh thành các phân thú.c tối gia’n. Ta xét v́ı du. sau

f(z) = ctgz =
cos z

sin z
·

Hàm phân h̀ınh f có các cu.
.c diê’m do.n ta. i zk = nπ (n ∈ Z) vó.i thă.ng du.

là

Res[f ;nπ] = 1.

Ta sẽ chú.ng minh rà̆ng hàm f bi. chă.n trên hê. các du.̀o.ng tròn

γn =
{
|z| =

(
n+

1

2

)
π
}
.

Vı̀ f(z) là hàm tuà̂n hoàn vó.i chu kỳ π nên trong mõ̂i băng nπ < Re z <

(n+1)π hàm dó nhâ.n nhũ.ng giá tri. nhu. nhau. Do dó ta chı’ cà̂n chú.ng minh

nó bi. chă.n trong miè̂n D là băng 0 6 Re z 6 π trù. di các nu.’ a h̀ınh tròn

|ctg z| 6
|eiz| + |e−iz|
||eiz| − |e−iz|| =

e−y + ey

|e−y − ey| ·

Do dó khi y > 1:

|ctg z| 6
1 + e−2y

1 − e−2y
<

1 + e−2

1 − e−2
,

và khi y < −1

|ctg z| 6 1 + e2y

1 − e−2y
<

1 + e−2

1 − e−2
·

Trong phà̂n còn la. i cu’a miè̂n dang xét khi −1 6 y 6 1 th̀ı hàm |ctg z| bi.
chă.n v̀ı nó liên tu.c.

Nhu. vâ.y |ctg z| bi. chă.n trong miè̂n D và do dó ta có thê’ lấy m = 0. Tù.

dó cũng suy ra rà̆ng hàm ctg z bi. chă.n trong toàn mă.t phă’ng cá̆t bo’ các h̀ınh

tròn {|z − nπ| < r, n ∈ Z}.
Thă.ng du. cu’a f ta. i các diê’m ấy bà̆ng

gn(z) =
1

z − n
, n ∈ Z.
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Các da thú.c Pn (trong công thú.c (6.65)) là nhũ.ng da thú.c bâ. c không quá

m = 0:

Pn(z) = gn(0) =
1

nπ
, n 6= 0.

Tù. dó rút ra

ctg z =
1

z
+

∑

−∞<n<∞,n6=0

( 1

z − nπ
+

1

nπ

)
. (6.66)

Chuõ̂i (6.66) là chuỗi hô. i tu. dè̂u trong phà̂n bi. chă.n tùy ý cu’a mă.t phă’ng

|z| < R sau khi vú.t bo’ các số ha.ng chú.a cu.
.c diê’m trong phà̂n dó. Thâ. t vâ.y,

ta có
∣∣∣ z

(z − nπ)nπ

∣∣∣ =
1

n2

|z|
π
∣∣∣π − z

n

∣∣∣
6 R

π
(
π − R

n

) · 1

n2
·

Vı̀
R

π
(
π − R

n

) → R

π2
khi n → ∞ và chuỗi

∑
n6=0

1

n2
hô. i tu. nên tù. dó suy ra

diè̂u cà̂n chú.ng minh.

Bà̆ng cách thay dô’i thú. tu.
. các số ha.ng cu’a chuõ̂i (6.66) (ta có thê’ làm

du.o.
.c v̀ı chuõ̂i hô. i tu. dè̂u và tuyê.t dối) ta có

ctg z =
1

z
+

∞∑

n=1

( 1

z − nπ
+

1

z + nπ

)

=
1

z
+
∑

n>1

2z

z2 − n2π
·

6.3.2 Hàm nguyên. Bài toán Cousin thú. hai trong mă.t

phă’ng phú.c

Bây giò. ta chuyê’n sang xét các hàm nguyên. Theo di.nh ngh̃ıa (xem 4.3.5)

hàm f du.o.
.c go. i là hàm nguyên nếu nó chı’nh h̀ınh trong C. Hàm nguyên f

có thê’

1. không có mô.t không-diê’m nào,
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2. có mô. t số hũ.u ha.n không-diê’m,

3. có vô số không-diê’m trong C.

Trong tru.̀o.ng ho.
.p thú. nhất ta có

D- i.nh lý 6.3.3. Hàm nguyên không có không - diê’m khi và chı’ khi nó có thê’

biê’u diẽ̂n du.́o.i da. ng f = eg, trong dó g là hàm nguyên.

Chú.ng minh. 1. Nếu g là hàm nguyên th̀ı eg cũng là hàm nguyên không có

không - diê’m.

2. Ngu.o.
.c la. i nếu f là hàm nguyên không có không - diê’m th̀ı tò̂n ta. i hàm

nguyên g sao cho f = eg. Thâ.t vâ.y, nhánh bất kỳ cu’a ln f(z) dè̂u là hàm

chı’nh h̀ınh trong toàn mă.t phă’ng (v̀ı f chı’nh h̀ınh và không triê.t tiêu) và có

thê’ thác triê’n gia’ i t́ıch ln f(z) theo tuyến bất kỳ. Do dó ln f(z) là hàm do.n

tri. trong C, ngh̃ıa là: ln f(z) là hàm nguyên. Ta ký hiê.u nó là g và thu du.o.
.c

f = eg.

Trong tru.̀o.ng ho.
.p thú. hai, gia’ su.’ hàm nguyên f có mô.t số hũ.u ha.n

không-diê’m trong C, trong dó mõ̂i không - diê’m du.o.
.c t́ınh mô.t số là̂n bà̆ng

cấp cu’a nó. Ta sẽ xét viê.c khai triê’n hàm nguyên thành t́ıch các thù.a số bâ. c

nhất tu.o.ng ú.ng vó.i các không - diê’m cu’a chúng tu.o.ng tu.
. nhu. khai triê’n da

thú.c

P (z) = azm
l∏

n=1

(z − an) = Azm
l∏

n=1

(1 − z/an).

Ta có

D- i.nh lý 6.3.4. Nếu các hàm nguyên f(z) 6≡ 0 và F (z) 6≡ 0 có các không -

diê’m nhu. nhau (vó.i cấp nhu. nhau) th̀ı

f(z) = eg(z)F (z),

trong dó g(z) là mô. t hàm nguyên nào dó (có thê’ là hằng số).

Chú.ng minh. Ta xét hàm ϕ(z) =
f(z)

F (z)
. Hàm này có thê’ có các diê’m bất

thu.̀o.ng (cu.
.c diê’m !) ta. i các không diê’m cu’a F (z). Nhu.ng không-diê’m cu’a
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F (z) cũng là không-diê’m cu’a f(z) vó.i cùng mô.t cấp cho nên ϕ(z) không có

mô.t cu.
.c diê’m nào trong C. Do dó ϕ(z) là hàm nguyên. Bà̆ng cách lý luâ.n

tu.o.ng tu.
. ta còn thấy rằng ϕ(z) không có không diê’m trong C. Tù. dó cũng

suy ra rằng hàm

h(z) =
ϕ′(z)

ϕ(z)

cũng là hàm nguyên. Lấy t́ıch phân hàm h(z) tù. 0 dến diê’m z tùy ý ta thu

du.o.
.c

g1(z) =

z∫

0

h(z)dz =

z∫

0

ϕ′(z)

ϕ(z)
dz = ln

ϕ(z)

ϕ(0)
+ 2kπi.

Tù. dó rút ra g1(z) là hàm nguyên và

ϕ(z) = ϕ(0)eg1(z) = eg1(z)+lnϕ(0) = eg(z),

trong dó hàm g(z) = g1(z) + lnϕ(0) cũng là hàm nguyên.

Tù. dó rút ra

f(z) = eg(z)F (z).

Nếu hàm nguyên f có mô.t số hũ.u ha.n không diê’m trong C:

0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
m là̂n

, a1, a2, . . . , an

th̀ı v̀ı da thú.c F (z) = zm(1− z/a1) . . . (1− z/an) cũng có nhũ.ng không diê’m

dó nên tù. di.nh lý vù.a chú.ng minh suy ra

f(z) = eg(z)zm
n∏

k=1

(1 − z/ak). (6.67)

Bây giò. ta xét su.
. khái quát công thú.c trên dây cho tru.̀o.ng ho.

.p khi tâ.p

ho.
.p các không diê’m N(f) cu’a hàm nguyên f là vô ha.n. Tù. di.nh lý duy nhất
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cu’a hàm chı’nh h̀ınh suy ra rà̆ng N(f) là tâ.p ho.
.p dếm du.o.

.c. Vı̀ trong mo.i

h̀ınh tròn {|z| < R,R < ∞} hàm f chı’ có mô.t số hũ.u ha.n không diê’m nên

các không-diê’m cu’a chúng có thê’ dánh số theo thú. tu.
. môdun không gia’m và

mõ̂i không diê’m du.o.
.c t́ınh mô.t số là̂n bà̆ng bô. i cu’a nó. Nhu. vâ.y

N(f) = {a1, a2, . . . , an, . . .}, liman = ∞.

Trong tru.̀o.ng ho.
.p này ta cà̂n xét t́ıch vô ha.n thay cho t́ıch hũ.u ha.n

(6.67). Ta nhá̆c la. i vài di.nh ngh̃ıa và su.
. kiê.n gia’n do.n nhất liên quan dến

các t́ıch ấy mà ta sẽ su.’ du.ng sá̆p tó.i. Tı́ch vô ha.n vó.i các thù.a số phú.c

∞∏

n=1

(1 + cn) (6.68)

du.o.
.c go. i là hô. i tu. nếu mo.i thù.a số cu’a nó khác 0 và t́ıch riêng

πn =
n∏

k=1

(1 + ck)

có gió.i ha.n Π = lim
n→∞

Πn cũng khác 0. Số Π du.o.
.c go. i là giá tri. cu’a t́ıch (6.68).

Vı̀ 1+ cn =
Πn

Πn−1
cho nên diè̂u kiê.n cn → 0 là diè̂u kiê.n cà̂n dê’ t́ıch (6.68)

hô. i tu. . Dı̃ nhiên dó không pha’i là diè̂u kiê.n du’ : chă’ng ha.n Π
(
1 +

1

n

)
. Dê’

t́ıch (6.68) hô. i tu. , diè̂u kiê.n cà̂n và du’ là chuõ̂i
∑
n>1

ln(1 + cn) hô. i tu. vó.i viê.c

cho.n các giá tri. cu’a lôgarit th́ıch ho.
.p.

Cuối cùng, t́ıch vô ha.n mà thù.a số là các hàm chı’nh h̀ınh trên tâ.p ho.
.p

M du.o.
.c go. i là hô. i tu. trên M nếu trong các thù.a số chı’ có mô.t số hũ.u ha.n

là triê.t tiêu trên M và sau khi ga.t bo’ các thù.a số ấy th̀ı t́ıch hô. i tu. ta. i mỗi

diê’m cu’a M .

D- i.nh lý 6.3.5. (Vè̂ t́ıch vô ha.n các hàm nguyên)

Gia’ su.’ các hàm nguyên Un(z), n = 1, 2, . . . tho’a mãn các diè̂u kiê. n:

1. Dối vó.i mõ̂i R > 0 dè̂u tò̂n ta. i chı’ số N(R) sao cho vó.i mo. i n > N(R),

các hàm Un(z) dè̂u không có không diê’m trong h̀ınh tròn {|z| < R}.
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2. Chuõ̂i
∑

n>N(R)+1

lnUn(z)

hô. i tu. dè̂u trong h̀ınh tròn {|z| < R} vó.i cách cho. n nào dó dối vó.i các lôgarit.

Khi dó t́ıch vô ha. n

∞∏

n=1

Un(z) (6.69)

a) hô. i tu. ∀ z ∈ C;

b) là mô. t hàm nguyên;

c) tâ. p ho.
.p các không diê’m cu’a hàm nguyên ấy ch́ınh là tâ. p ho.

.p các không

- diê’m cu’a mo. i thù.a số Un(z).

Chú.ng minh. a) Ta viết t́ıch vô ha.n du.́o.i da.ng

∏

n>1

Un(z) =

N(R)∏

n=1

Un(z)
∏

n>N(R)+1

Un(z).

Tù. diè̂u kiê.n 2) suy ra rằng t́ıch vô ha.n
∏

n>N(R)+1

Un(z) hô. i tu. trong h̀ınh

tròn {|z| < R}. Khi dó t́ıch vô ha.n (6.69) hô. i tu. trong h̀ınh tròn {|z| < R}.
Do R tùy ý nên t́ıch vô ha.n (6.69) hô. i tu. ∀ z ∈ C.

b) Ta xét hàm

ϕR(z) =
∑

n>N(R)+1

lnUn(z).

Theo gia’ thiết, ∀n > N(R) các hàm Un(z) chı’nh h̀ınh và không triê.t tiêu

trong h̀ınh tròn {|z| < R}. Và khi dó ca’ lnUn(z) cũng là hàm chı’nh h̀ınh

trong h̀ınh tròn {|z| < R}. Theo diè̂u kiê.n 2) chuõ̂i dối vó.i ϕR(z) hô. i tu. dè̂u.

Do dó tô’ng cu’a nó là hàm chı’nh h̀ınh trong h̀ınh tròn {|z| < R}. Tù. dó suy

ra rằng t́ıch vô ha.n

P (z) =
∏

n>1

Un(z) =

N(R)∏

n=1

Un(z) · eϕR(z) (6.70)



htttp://www.ebook.edu.vn
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cũng là hàm chı’nh h̀ınh trong h̀ınh tròn {|z| < R}. Vı̀ R là tùy ý nên t́ıch vô

ha.n là hàm chı’nh h̀ınh trong C, ngh̃ıa là t́ıch vô ha.n (6.69) là hàm nguyên.

c) Dê’ chú.ng minh 3) ta sẽ áp du.ng công thú.c (6.70). Vı̀ ϕn(z) chı’nh h̀ınh

trong h̀ınh tròn {|z| < R} nên eϕR(z) không triê.t tiêu trong h̀ınh tròn ấy. Do

dó trong h̀ınh tròn {|z| < R} t́ıch vô ha.n chı’ triê.t tiêu ta. i nhũ.ng diê’m mà

các thù.a số Un(z) triê.t tiêu, n = 1, 2, . . . , n(R). Vı̀ R là tùy ý, nên tù. dó suy

ra diè̂u khă’ng di.nh cu’a di.nh lý.

Tru.́o.c khi chuyê’n sang tr̀ınh bày cách dă.t bài toán Cousin thú. hai và lò.i

gia’ i cu’a nó ta chú.ng minh

Bô’ dè̂ 6.3.1. Gia’ su.’ a 6= 0 và p ∈ N. Khi dó dối vó.i hàm

u(z) =





(
1 − z

a

)
e(z/a)+ 1

z
(z/a)2+···+ 1

p−1
(z/a)p−1

, p > 2

1 − z/a, p = 1
(6.71)

trong h̀ınh tròn
{
|z| < 1

2
|a|
}

ta có u.́o.c lu.o.
.ng

| lnU(z)| 6 2|z/a|

nếu nhánh liên tu. c cu’a lôgarit du.o.
.c cho. n sao cho lnU(0) = 0.

Chú.ng minh. 1. Gia’ su.’ p > 2. Khi dó

lnU(z) = ln
(
1 − z

a

)
+
z

a
+

1

2

(z
a

)2

+ · · · + 1

p − 1

(z
a

)p−1

= −z
a
− 1

2

(z
a

)2

− · · · +
(z
a

)
+

1

2

(z
a

)2

+ · · · + 1

p− 1

(z
a

)p−1

= −1

p

(z
a

)p
− 1

p+ 1

(z
a

)p+1

− . . .
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Khi |z| < |a|
2

ta có

| lnU(z)| 6
∣∣∣z
a

∣∣∣
p(1

p
+

1

p + 1

∣∣∣z
a

∣∣∣+ . . .
)

6
∣∣∣z
a

∣∣∣
p(

1 +
∣∣∣z
a

∣∣∣+
∣∣∣z
a

∣∣∣
2

+ . . .
)

=
∣∣∣z
a

∣∣∣
p 1

1 −
∣∣∣z
a

∣∣∣
6 2
∣∣∣z
a

∣∣∣
p

·

Nhu. vâ.y, dối vó.i p > 2 ta có | lnU(z)| 6 2
∣∣∣z
a

∣∣∣
p

khi |z| < |a|
2

.

2. Tru.̀o.ng ho.
.p p = 1 du.o.

.c xét tu.o.ng tu.
..

Nhâ. n xét. ∀
{
an
}∞
n=1

, an 6= 0 ∀n : liman = ∞ ∃
{
pn
}∞
n=1

pn ∈ N :
∑
n>1

( R

|an|

)pn

hô. i tu. vó.i mo.i R > 0. Dãy pn nhu. vâ.y luôn luôn có thê’ t̀ım

du.o.
.c, chă’ng ha.n, có thê’ dă.t pn = n và khi dó vó.i |an| > 2R ta có

( R

|an|

)n
6
(1

2

)n

và do dó chuõ̂i
∑(R

an

)n
hô. i tu. .

Bây giò. ta chuyê’n sang xét bài toán Cousin thú. hai trong mă.t phă’ng

phú.c.

Gia’ su.’ cho tâ.p dóng các diê’m cô lâ.p
{
an
}∞
n=1

trong C và số nguyên pn > 1

dối vó.i mõ̂i n. Bài toán Cousin thú. hai gò̂m viê.c xác di.nh hàm nguyên trên

C có không diê’m ta. i các diê’m an vó.i cấp tu.o.ng ú.ng là pn.

Lò.i gia’ i cu’a bài toán này du.o.
.c diẽ̂n da.t trong di.nh lý sau dây.

D- i.nh lý 6.3.6. (Weierstrass) Gia’ su.’
{
an
}∞
n=1

⊂ C là dãy diê’m rò.i ra. c

bất kỳ cu’a C, liman = ∞. Khi dó tò̂n ta. i hàm nguyên f có không - diê’m ta. i

mo. i diê’m an (và cũng chı’ ta. i các diê’m ấy) và cấp cu’a không diê’m an bà̆ng

số các số ha. ng bà̆ng an trong dãy cho tru.́o.c.

Chú.ng minh. 1. Không gia’m tô’ng quát, có thê’ xem an 6= 0 ∀n (v̀ı thay cho

f ta có thê’ xét hàm nguyên f(z)/zm, trong dó m là cấp cu’a không diê’m cu’a
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f ta. i z = 0) và các số an du.o.
.c dánh số nhu. sau

0 < |a1| 6 |a2| 6 |a3| 6 · · · 6 |an| 6 . . . , liman = ∞.

Hiê’n nhiên rằng ∀R > 0 ∃N(R) ∈ N : |an| > 2R ∀n > N(R). Ta dă.t

Un =





(1 − z/an)e
(z/an)+ 1

2
( z

an
)2+···+ 1

pn−1
( z

an
)pn−1

, pn > 2

1 − z/an, pn = 1,

khi dó hàm Un(z) không có không diê’m trong h̀ınh tròn {|z| < R} ∀n >

N(R). Nhu. vâ.y diè̂u kiê.n 1) trong di.nh lý vè̂ t́ıch vô ha.n các hàm nguyên

du.o.
.c tho’a mãn. Ngoài ra, vó.i n > N(R) ta có

| lnUn(z)| 6 2
∣∣∣ z
an

∣∣∣
pn

< 2
( R

|an|

)pn

trong h̀ınh tròn {|z| < R}. Tù. u.́o.c lu.o.
.ng này và t́ınh hô. i tu. cu’a chuõ̂i

∑
n>1

( R

|an|

)pn

ta kết luâ.n rà̆ng chuỗi
∑

n>N(R)+1

lnUn(z) hô. i tu. tuyê.t dối và dè̂u

(vó.i viê.c cho.n các lôgarit tu.o.ng ú.ng) trong h̀ınh tròn {|z| < R}. Nhu. vâ.y,

diè̂u kiê.n 2) cu’a di.nh lý vù.a nói trên cũng du.o.
.c tho’a mãn. Do dó t́ıch vô

ha.n

f(z) =
∏

n>1

(1 − z/an)e
(z/an)+ 1

2
(z/an)2+···+ 1

pn−1
( z

abn
pn−1

(go. i là t́ıch vô ha.n Weierstrass) có các t́ınh chất:

a) hô. i tu. trong toàn mă.t phă’ng C;

b) f(z) là hàm nguyên;

c) tâ.p ho.
.p các không diê’m cu’a f(z) là dãy a1, a2, . . . , an, . . . và tất ca’ các

không diê’m dè̂u có bô. i cho tru.́o.c.

2. Bây giò. ta chú.ng minh rà̆ng mo.i hàm nguyên khác tho’a mãn diè̂u

kiê.n cu’a bài toán dè̂u thu du.o.
.c tù. f(z) bà̆ng cách nhân nó vó.i hàm nguyên

tùy ý không có không diê’m. Thâ. t vâ.y, theo phà̂n 1) vù.a chú.ng minh ta xây

du.
.ng hàm ϕ nhu. trên: ϕ có không diê’m ta. i mo.i an vó.i bô. i cho tru.́o.c. Khi



htttp://www.ebook.edu.vn
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dó hàm
ϕ(z)

f(z)
là hàm nguyên không có không diê’m. Do dó theo di.nh lý dã

chú.ng minh, hàm này có da.ng

ϕ

f
= eg(z),

trong dó g(z) là hàm nguyên. Tù. dó rút ra ϕ = feg.

Vı́ du. 2. Ta xét hàm sin z. Hàm này có các không diê’m do.n ta. i an = nπ,

n ∈ Z. Chuõ̂i
∑
n>1

(R
an

)pn

hô. i tu. khi pn = p = 2 ∀R > 0. Áp du.ng di.nh lý

vù.a chú.ng minh ta có

sin z = eg(z)z
∏

n>1

(
1 − z

nπ

)
ez/nπ

(
1 +

z

nπ

)
e−z/nπ

hay là

sin z = eg(z)z
∏

n>1

(
1 − z2

n2π2

)
·

Tù. dó suy ra rằng da.o hàm lôga có da.ng

cos z

sin z
= g′(z) +

1

z
−
∑

n>1

2z
(
1 − z2

n2π2

)
n2π2

·

Bây giò. bà̆ng cách so sánh vó.i khai triê’n ctg z thành phân thú.c tối gia’n

trong tiết tru.́o.c ta kết luâ.n rà̆ng g′(z) = 0 ∀ z ∈ C ⇒ g(z) ≡ const. Tù. dó

ta có

sin z = cz
∏

n>1

(1 − z2/(n2π2)), c = const.

Bà̆ng cách chia ca’ hai vế cho z và dà̂n z dến 0, qua gió.i ha.n ta có c = 1.

Nhu. vâ.y

sin z = z
∏

n>1

(1 − z2/n2π2).
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D- i.nh lý 6.3.7. Gia’ su.’

A =
{
ai
}
i∈I , B =

{
bj
}
j∈J , A ∩B = ∅

là nhũ.ng tâ. p ho.
.p dóng các diê’m cô lâ. p cu’a C và pi, qj là nhũ.ng số nguyên

du.o.ng tùy ý. Khi dó tò̂n ta. i hàm phân h̀ınh f o.’ trên C có không - diê’m ta. i

ai vó.i cấp tu.o.ng ú.ng pi và có cu.
.c diê’m ta. i bj vó.i cấp tu.o.ng ú.ng qj (Bài

toán Cousin thú. hai tô’ng quát).

Chú.ng minh. Gia’ su.’ f là hàm nguyên có không diê’m cấp p ta. i diê’m ai và

ϕ(z) cũng là hàm nguyên có không diê’m cấp qj ta. i diê’m bj. Ta xét hàm

H(z) =
f(z)

ϕ(z)
·

Hiê’n nhiên hàm H(z) tho’a mãn các diè̂u kiê.n cu’a di.nh lý.

Tù. di.nh lý Weierstrass ta có

D- i.nh lý 6.3.8. Hai ló.p hàm chı’nh h̀ınh sau dây là dò̂ng nhất vó.i nhau:

(I) Ló.p các hàm chı’nh h̀ınh không có diê’m bất thu.̀o.ng khác trong C ngoài

cu.
.c diê’m.

(II) Ló.p các hàm biê’u diẽ̂n du.o.
.c du.́o.i da. ng thu.o.ng cu’a hai hàm nguyên.

Chú.ng minh. Mũi tên tù. (I) dến (II) du.o.
.c chú.ng minh nhu. sau. Ta du.

.ng

hàm nguyên F (z) có không diê’m ta. i các cu.
.c diê’m cu’a f(z) (vó.i cấp bằng

cấp cu’a cu.
.c diê’m cu’a f(z)). Khi dó hàm

F (z) · f(z) = H(z)

là mô.t hàm nguyên. Tù. dó suy ra

f(z) =
H(z)

F (z)
·

Nhu. vâ.y mõ̂i hàm ló.p (I) dè̂u nà̆m trong ló.p (II).

Mũi tên tù. (II) dến (I). Hiê’n nhiên các hàm thuô.c ló.p (II) không thê’ có

các diê’m bất thu.̀o.ng hũ.u ha.n khác ngoài các cu.
.c diê’m. Do dó mõ̂i hàm ló.p

(II) dè̂u nà̆m trong ló.p (I).
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BÀI TÂ. P

6.4 Bài tâ.p

1. Gia’ su.’ hàm f chı’nh h̀ınh và g(z) = f(zn) trong dó n ∈ N. Gia’ su.’ thêm

rà̆ng z0 là cu.
.c diê’m cu’a hàm g(z). Chú.ng minh rà̆ng

1) zk = z0ε
k, εn = e

2πi
n , k = 1, 2, . . . , n− 1 cũng là cu.

.c diê’m cu’a g(z);

2) Res(g; zk) = εknRes(g; z0).

2. Gia’ su.’ f(z) = g(az), a 6= 0. Chú.ng minh rằng

Res(f ; z0a) =
1

a
Res(g(z), z0).

3. Gia’ su.’ f(z) = zmg(zn), trong dó m và n là nhũ.ng số nguyên tho’a mãn

diè̂u kiê.n m > 0, m < n. Chú.ng minh rằng:

Res[f ; z0e
2kπi/n] = e2kπi(m+1)/nRes[f ; z0].

4. Tı́nh t́ıch phân

I =

2π∫

0

dx

1 − 2a cos x+ a2
, a ∈ C, a 6= ±1.

Tra’ lò.i:

I =





2π

1 − a2
nếu |a| < 1;

2π

a2 − 1
nếu |a| > 1;

0 (giá tri. ch́ınh), nếu |a| = 1; a 6= ±1

(khi a = ±1 giá tri. ch́ınh không tò̂n ta. i).

5. Chú.ng to’ rà̆ng khi −π < a < π th̀ı

∞∫

0

shax

shπx
dx =

1

2
tg
a

2
·
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6. Chú.ng minh các dă’ng thú.c sau dây

1.

1∫

0

x1−p(1 − x)p

1 + x
dx =

π

sinπp
(1 + p − 2p).

2.

1∫

0

x2

√
x(1 − x2)

dx =
π

3
√

3
·

3.

2∫

1

√
3x− 2 − x2

x
dx = π

(3

2
−

√
2
)
.

4.

1∫

0

3
√
x2(1 − x)

1 + x
dx =

2π√
3

(4

3
− 3

√
2
)
.
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Trong chu.o.ng II ta dã làm quen vó.i su.
. mô ta’ h̀ınh ho.c các t́ınh chất

chı’nh h̀ınh cu’a hàm biến phú.c. Mô.t trong nhũ.ng vấn dè̂ co. ba’n cu’a quá

tr̀ınh dó là viê.c nghiên cú.u các hàm chı’nh h̀ınh bằng cách xuất phát tù. các

ánh xa. thu.
.c hiê.n bo.’ i các hàm ấy. Các ánh xa. ấy là ba’o giác ta. i mo.i diê’m

mà hàm có da.o hàm khác không. Tù. dó ta cũng có thê’ thu du.o.
.c nhũ.ng v́ı

du. khác nhau vè̂ các ánh xa. ba’o giác minh ho.a vè̂ mă.t h̀ınh ho.c mô.t hàm

dã cho nào dó.

Tuy nhiên, trong thu.
.c tế vấn dè̂ du.o.

.c quan tâm ho.n ca’ và cũng là vấn

d̂è khó khăn ho.n ca’ là bài toán ngu.o.
.c - go. i là bài toán co. ba’n cu’a lý thuyết

ánh xa. ba’o giác. Bài toán dó du.o.
.c dă.t ra nhu. sau:

Gia’ su.’ cho hai miè̂n D và D∗ cu’a C. Hãy t̀ım hàm ánh xa. ba’o giác miè̂n

này lên miè̂n kia.

Trong chu.o.ng này ta sẽ nghiên cú.u vấn dè̂ tò̂n ta. i hàm ánh xa. ba’o giác

dối vó.i tru.̀o.ng ho.
.p do.n gia’n nhất khi hai miè̂n D và D∗ do.n liên. Cu. thê’ là

ta sẽ chú.ng minh di.nh lý Riemann khă’ng di.nh rằng mo. i miè̂n do.n liên vó.i

biên chú.a ı́t nhất hai diê’m dè̂u có thê’ ánh xa. ba’o giác lên h̀ınh tròn mo.’ cu’a

C.

7.1 Các khái niê.m chung

Khái niê.m ánh xa. ba’o giác dã du.o.
.c di.nh ngh̃ıa trong 2.3. Trong mu.c này ta

sẽ tr̀ınh bày mô.t số khái niê.m chung cu’a lý thuyết ánh xa. ba’o giác cùng vó.i

mô.t vài t́ınh chất chung cu’a các ánh xa. ấy.
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7.1.1 Hàm do.n diê.p

Khái niê.m hàm do.n diê.p trong mô.t miè̂n dã du.o.
.c dè̂ câ.p dến trong chu.o.ng

I. Bây giò. ta du.a vào khái niê.m hàm do.n diê.p ta. i mô.t diê’m và nghiên cú.u

mô.t số t́ınh chất cu’a ló.p hàm này mà qua dó ta sẽ thấy rõ t́ınh chất di.a

phu.o.ng cu’a ánh xa. chı’nh h̀ınh có da.o hàm 6= 0.

D- i.nh ngh̃ıa 7.1.1. Hàm F (z) du.o.
.c go. i là do.n diê. p ta. i diê’m z0 nếu hàm ấy

do.n diê.p trong lân câ.n nào dó cu’a diê’m z0.

Hiê’n nhiên, hàm do.n diê.p trong miè̂n th̀ı do.n diê.p ta. i mo.i diê’m cu’a miè̂n

ấy. Diè̂u khă’ng di.nh ngu.o.
.c la. i nói chung là không dúng. Thâ. t vâ.y, hàm

f(z) = ez do.n diê.p ta. i mo.i diê’m z 6= ∞ nhu.ng f không do.n diê.p trong C v̀ı

∀ zk = a+ 2kπi, k ∈ Z ta dè̂u có f(zk) = ea.

Bây giò. ta xét tiêu chuâ’n dê’ hàm do.n diê.p ta. i mô.t diê’m.

D- i.nh lý 7.1.1. Hàm f(z) chı’nh h̀ınh trong miè̂n D ⊂ C là do.n diê. p ta. i

diê’m z0 ∈ D khi và chı’ khi f ′(z0) 6= 0.

Chú.ng minh. 1. Gia’ su.’ f do.n diê.p ta. i diê’m z0. Ta cà̂n chú.ng minh f ′(z0) 6=
0. Ta gia’ su.’ ngu.o.

.c la. i: f
′(z0) = · · · = f (p−1)(z0) = 0; f (p)(z0) 6= 0, p > 2.

Bà̆ng cách áp du.ng phu.o.ng pháp lý luâ.n nhu. trong chú.ng minh t́ınh ba’o toàn

tâ.p mo.’ (4.4 di.nh lý 4.4.3) ta sẽ cho.n h̀ınh tròn U(z0, r) = {|z−z0| 6 r} ⊂ D

sao cho trong dó không có w0 - diê’m cu’a hàm f cũng nhu. không có các không

- diê’m cu’a da.o hàm ngoài tâm z0 cu’a nó (ta la. i su.’ du.ng t́ınh chất có tâ.p cu’a

các không diê’m) và ta có

p =
1

2πi

∫

∂U

f ′(ζ)dζ

f(ζ) − w0
, w0 = f(z0).

Tù. di.nh ngh̃ıa chı’ số mô.t diê’m dối vó.i du.̀o.ng cong (xem 4.4) ta thấy rà̆ng

trong tru.̀o.ng ho.
.p này J(w, ∂U) bà̆ng p vó.i mo. i w du’ gà̂n w0 (chă’ng ha.n

|w − w0| < µ). Diè̂u dó chú.ng to’ rà̆ng trong h̀ınh tròn U(z0, r) hàm f nhâ.n

giá tri. w1, |w1 −w0| < µ, dến p là̂n (v̀ı hàm f nhâ.n giá tri. w0 dến p là̂n). Vı̀
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f(z) 6= 0 ta. i mo.i z ∈ {S(z0, r) \ {z0}} nên hàm f sẽ nhâ.n giá tri. w1 bất kỳ

ta. i p diê’m khác nhau trong h̀ınh tròn S(z0.r). Diè̂u dó có ngh̃ıa là f không

do.n diê.p ta. i diê’m z0. Diè̂u dó mâu thuã̂n vó.i gia’ thiết.

2. Ngu.o.
.c la. i, ta sẽ chú.ng minh rằng tò̂n ta. i mô.t lân câ.n diê’m z0 mà ta. i

dó hàm do.n diê.p. Ta xét lân câ.n U(z0, r) = {|z − z0| < r} cu’a diê’m z0 sao

cho U (z0, r) ⊂ D và

a) f ′(z0) 6= 0 trong U(z0, r),

b) h(z) = f(z) − f(z0) 6= 0, ∀ z ∈ {U(z0, r) \ {z0}}.
(tú.c là f(z)−f(z0) có không diê’m duy nhất z0; v̀ı không diê’m cu’a hàm chı’nh

h̀ınh cô lâ.p nên lân câ.n dó tò̂n ta. i).

Khi dó ta có Nh(U) = 1 (v̀ı không diê’m duy nhất cu’a hàm f(z) − f(z0)

có cấp bà̆ng 1) và Nh(∂U) = 0. Gia’ su.’ λ = minz∈∂U |f(z) − f(z0)| và

V = {w : |w− f(z0)| < λ}. Gia’ su.’ w1 là diê’m du’ gà̂n f(z0) sao cho w1 ∈ V .

Ta xét biê’u thú.c

f(z) −w1 = (f(z) − w0) + (w0 − w1), w0 = f(z0).

Vı̀ |f(z) − w0| > λ, ∀ z ∈ ∂U và |w1 −w0| < λ nên

|f(z) − w1| > |f(z) − w0| − |w1 − w0| > 0, ∀ z ∈ ∂U.

Tù. dó suy ra rà̆ng f(z) − w1 và f(z) − w0 tho’a mãn các diè̂u kiê.n cu’a di.nh

lý Rouché. Do dó Nf−w1(U) = Nf−w0(U) = 1. Nhu.ng diè̂u dó chú.ng to’ rà̆ng

hàm f(z) − w1 chı’ triê.t tiêu mô.t là̂n trong U . Do dó trong h̀ınh tròn V tò̂n

ta. i hàm do.n tri. g(z) là hàm ngu.o.
.c cu’a f(z). Khi dó trong miè̂n U ∩ g(V )

chú.a diê’m z0 hàm f(z) do.n diê.p. Di.nh lý du.o.
.c chú.ng minh.

Hê. qua’ 7.1.1. Hàm chı’nh h̀ınh ta. i diê’m z = ∞

f(z) = a0 +
a1

z
+ . . . , |z| > R

là do.n diê. p ta. i dó khi và chı’ khi

a−1 = −Res[f ;∞] 6= 0.
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Chú.ng minh. Ta xét hàm chı’nh h̀ınh ta. i diê’m ζ = 0

ϕ(ζ) = f
(1

ζ

)
= a0 + a−1ζ + a−2ζ

2 + . . . , |ζ| < 1

R
·

Hàm ζ =
1

z
ánh xa. do.n tri. mô.t - mô.t lân câ.n {|z| > R} cu’a diê’m ∞ lên lân

câ.n {|ζ| < 1/R} cu’a diê’m ζ = 0. Do dó hàm f(z) do.n diê.p ta. i ∞ khi và chı’

khi hàm ϕ(ζ) do.n diê.p ta. i diê’m ζ = 0 (và theo di.nh lý 7.1.1) tú.c là khi và

chı’ khi

ϕ′(0) = a−1 6= 0.

Hê. qua’ 7.1.2. Hàm f(z) có cu.
.c diê’m ta. i z0 (hũ.u ha. n hoă. c vô ha. n) là do.n

diê. p ta. i diê’m ấy khi và chı’ khi z0 là cu.
.c diê’m do.n.

Chú.ng minh. Áp du.ng di.nh lý 7.1.1 cho hàm
1

f(z)
nếu z0 6= ∞ và hê. qua’

7.1.1 nếu z0 = ∞.

Vı́ du. 1. Nếu z0 là diê’m bất thu.̀o.ng cốt yếu cu’a hàm f(z) th̀ı f không do.n

diê.p ta. i diê’m z0. Thâ. t vâ.y, theo di.nh lý Picard, trong lân câ.n bất kỳ cu’a

diê’m z0 - phu.o.ng tr̀ınh f(z) = c có vô số nghiê.m dối vó.i mo.i giá tri. c, có thê’

trù. ra mô.t giá tri.. Do dó f(z) không do.n diê.p ta. i z0.

Vı́ du. 2. Gia’ su.’ f(z) ∈ H(D) trù. ra hai diê’m z1, z2 là nhũ.ng cu.
.c diê’m cu’a

nó. Khi dó f(z) không do.n diê.p trong D. Thâ. t vâ.y, nếu |c| là số du’ ló.n th̀ı

phu.o.ng tr̀ınh f(z) = c có ı́t nhất hai nghiê.m z̃1 và z̃2 trong dó z̃j du’ gà̂n zj.

Do dó f(z) không do.n diê.p trong D.

D- i.nh lý 7.1.2. Nếu hàm w = f(z) do.n diê. p trong D, còn F (w) do.n diê. p

trong D′ th̀ı hàm ϕ = F (f(z)) do.n diê. p trong D.

Chú.ng minh. Thâ. t vâ.y, v̀ı F do.n diê.p trong D′ nên tù. dă’ng thú.c F (f(z1)) =

F (f(z2)) suy ra f(z1) = f(z2) và v̀ı f do.n diê.p trong D nên z1 = z2.
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D- i.nh lý 7.1.3. Gia’ su.’ w = f(z) chı’nh h̀ınh do.n diê. p trong miè̂n D không

chú.a diê’m ∞. Khi dó hàm ngu.o.
.c z = ϕ(w) cũng chı’nh h̀ınh do.n diê. p trong

D∗ (D∗ = f(D)).

Chú.ng minh. 1. Su.
. tò̂n ta. i hàm ngu.o.

.c du.o.
.c suy tù. di.nh lý 7.1.1.

2. Hàm ϕ(w) do.n tri.. Thâ.t vâ.y, nếu z1 6= z2 là hai giá tri. cu’a w0 ∈ D

th̀ı ta pha’i có f(z1) = f(z2) = w0. Diè̂u này mâu thuẫn vó.i t́ınh do.n diê.p

cu’a f(z).

3. Hàm ϕ(w) là do.n diê.p. Nếu ϕ(w1) = ϕ(w2) = z0, trong dó w1 6= w2

th̀ı ta có

f(z0) = w1, f(z0) = w2.

Nhu.ng diè̂u này mâu thuẫn vó.i t́ınh do.n tri. cu’a f(z).

4. Hàm ϕ(w) liên tu.c. Thâ. t vâ.y, gia’ su.’ w0 ∈ D′ và ϕ(w0) = z0. Khi dó

mõ̂i diê’m w′ ∈ {|w − w0| < µ} sẽ là giá tri. cu’a f(z) ta. i diê’m z′ nào dó nà̆m

trong h̀ınh tròn U(z0, r) = {|z−z0| 6 r}. Nói cách khác z′ = ϕ(w′) ∈ U(z0, r)

nếu w′ ∈ {|w − w0| < µ}. Do dó vó.i ε > 0 tùy ý, ta cho.n số r < ε. Khi dó

dối vó.i số µ = µ(r) tu.o.ng ú.ng vó.i nó ta sẽ có

|ϕ(w′) − ϕ(w0)| < r < ε, |w′ − w0| < µ.

Do dó ϕ(w′) liên tu.c.

Vấn dè̂ còn la. i là chú.ng to’ ϕ(w) chı’nh h̀ınh ta. i diê’m w0 ∈ D∗ bất kỳ.

Gia’ su.’ ϕ(w0) = z0. Khi dó v̀ı f do.n diê.p nên ∆w 6= 0 khi ∆z 6= 0 và do

dó suy ra su.
. tò̂n ta. i da.o hàm ϕ′(w) ta. i mo.i diê’m thuô.c {|w − w0| < µ} và

ϕ′(w) =
1

f ′(z)
·

Mối liên hê. giũ.a ánh xa. ba’o giác và hàm do.n diê.p du.o.
.c thê’ hiê.n trong

di.nh lý sau dây.

D- i.nh lý 7.1.4. Ánh xa. chı’nh h̀ınh

w = f : D → D∗

là ba’o giác khi và chı’ khi f do.n diê. p trong D.
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Chú.ng minh. 1. Gia’ su.’ f : D → D∗ là ánh xa. ba’o giác, khi dó f do.n tri.
mô.t - mô.t và do dó nó do.n diê.p.

2. Ngu.o.
.c la. i, gia’ su.’ hàm f do.n diê.p. Ta cà̂n chú.ng minh rằng f là ánh

xa. ba’o giác ta. i mo.i diê’m z ∈ D. Vı̀ f do.n diê.p nên f ′(z0) 6= 0 ∀ z ∈ D. Do

dó nếu z0 6= ∞, và f(z0) 6= ∞ kết luâ.n cu’a di.nh lý du.o.
.c rút ra tù. chõ̂ là

f ′(z0) 6= 0. Gia’ su.’ z0 6= ∞ và f(z0) = ∞. Khi dó

w = f(z) =
A−1

z − z0
+A0 +A1(z − z0) + . . . , A−1 6= 0

và

w̃ =
1

w
=

1

f(z)
= a1(z − z0) + . . . ,

a1 =
1

A−1
=
dw̃

dz

∣∣∣
z=z0

6= 0.

Vı̀ ánh xa. w̃ =
1

f(z)
ba’o giác ta. i diê’m z0 nên ánh xa. w = f(z) cũng ba’o giác

ta. i diê’m dó.

Tru.̀o.ng ho.
.p z0 = ∞ có thê’ du.a vè̂ tru.̀o.ng ho.

.p dã xét bà̆ng cách dă.t

z′ =
1

z
. Có thê’ xa’y ra hai kha’ năng:

a) f(∞) 6= ∞. Khi dó

w = f
( 1

z′

)
= A0 +A1z

′ + . . . , A1 6= 0.

b) f(∞) = ∞. Khi dó

w = f =
( 1

z′

)
=
A−1

z′
+A0 +A1z

′ + . . . , A−1 6= 0.

Nhâ. n xét 7.1.1. Tù. diè̂u vù.a tr̀ınh bày trên dây suy ra rà̆ng các diè̂u kiê.n

sau dây là nhũ.ng diè̂u kiê.n cà̂n dê’ hàm f do.n diê.p trong miè̂n D:

1. Hàm f chı’nh h̀ınh trong miè̂n D có thê’ trù. ra mô.t diê’m là cu.
.c diê’m

do.n cu’a f .
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2. Ta.i mỗi diê’m hũ.u ha.n z0 ∈ D (mà ta. i dó f chı’nh h̀ınh) hàm f tho’a

mãn diè̂u kiê.n f
′(z0) 6= 0.

3. Nếu z0 = ∞ ∈ D và f chı’nh h̀ınh ta. i z0 th̀ı f pha’i tho’a mãn diè̂u kiê.n

c−1 = −Res[f ;∞] 6= 0.

Ta nhấn ma.nh la. i rà̆ng nói chung các diè̂u kiê.n 1) - 3) không pha’i là

nhũ.ng diè̂u kiê.n du’ dê’ hàm f do.n diê.p. Các diè̂u kiê.n du’ du.o.
.c xét trong tiết

sau.

7.1.2 D- iè̂u kiê.n du’ d̂e’ hàm do.n diê.p

Su.’ du.ng nguyên lý acgumen ta sẽ chú.ng minh hai di.nh lý sau dây là nhũ.ng

diè̂u kiê.n du’ dê’ hàm do.n diê.p trong miè̂n D. Ta lu.u ý rằng trong mô.t số

sách giáo khoa, các di.nh lý này còn du.o.
.c go. i là nguyên lý tu.o.ng ú.ng mô. t -

mô. t.

D- i.nh lý 7.1.5. Gia’ su.’ 1) D là miè̂n do.n liên bi. chă. n (hoă. c không bi. chă. n

chú.a diê’m ∞) vó.i biên γ là du.̀o.ng cong dóng Jordan; 2) f ∈ H(D) và

f ∈ C(D); 3) khi z vòng quanh γ th̀ı diê’m w = f(z) va. ch nên du.̀o.ng cong

dóng Jordan Γ.

Khi dó hàm f do.n diê. p trong miè̂n D và ánh xa. ba’o giác miè̂n D lên

miè̂n bi. chă. n D∗ vó.i biên Γ.

Chú.ng minh. Ta cà̂n chú.ng minh rằng

1. Dối vó.i mõ̂i diê’m w1 ∈ D∗ chı’ tò̂n ta. i mô.t diê’m z0 ∈ D sao cho

f(z) = w1, tú.c là F1(z) = f(z) − w1 có dúng mô.t không - diê’m trong D.

2. Dối vó.i diê’m w2 6∈ D∗ hàm f(z) không nhâ.n giá tri. w2 ∀ z ∈ D, tú.c

là F2(z) = f(z) −w2 không có không diê’m trong D.

Ta chú.ng minh 1). Ta ký hiê.u số w1 - diê’m cu’a hàm f trong D là

Nf (D;w1) và gia’ su.’ diê’m z vòng quanh γ theo hu.́o.ng du.o.ng. Khi dó diê’m

w = f(z) sẽ vòng quanh Γ, hoă. c theo hu.́o.ng du.o.ng, hoă. c theo hu.́o.ng âm.

Trong tru.̀o.ng ho.
.p thú. nhất vecto. F1 = f(z) − w1 quay du.o.

.c mô.t góc bà̆ng
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2π và

NF1(D;w1) =
1

2π
∆γ arg(f(z) − w1)

=
1

2π
∆Γ(w −w1) = 1

ngh̃ıa là F1 có mô.t không - diê’m trong D. Trong tru.̀o.ng ho.
.p thú. hai vecto.

F1 quay du.o.
.c góc - 2π và do dó NF1(D;w1) = −1 và F1 có trù. mô.t không

diê’m trong D. Diè̂u này không thê’ xa’y ra. Tù. dó suy ra: thú. nhất khi z

vòng quanh γ theo hu.́o.ng du.o.ng th̀ı du.̀o.ng cong Γ du.o.
.c vòng quanh theo

hu.́o.ng du.o.ng; và thú. hai hàm f(z)−w1 có mô.t không - diê’m trong miè̂n D.

Bây giò. ta chú.ng minh 2). Rõ ràng là tù. diè̂u vù.a chú.ng minh suy ra

NF2(D;w2) = 0 ∀w2 6∈ D∗

v̀ı trong tru.̀o.ng ho.
.p này vecto. F2 = f(z) − w2 không nhâ.n mô.t gia số

acgumen nào. Do dó hàm F2(z) không có không - diê’m o.’ ngoài D. Di.nh lý

du.o.
.c chú.ng minh.

D- i.nh lý 7.1.6. Gia’ su.’ : 1) D là miè̂n do.n liên bi. chă. n (hoă. c không bi. chă. n

chú.a diê’m ∞) vó.i biên γ là du.̀o.ng cong dóng Jordan; 2) f ∈ H(D \ {z0})
và f ∈ C(D \ {z0}), trong dó z0 là cu.

.c diê’m do.n duy nhất cu’a f trong D;

3) khi z vòng quanh biên γ th̀ı diê’m w = f(z) va. ch nên du.̀o.ng cong dóng

Jordan Γ gió.i ha. n phà̂n trong D∗ và phà̂n ngoài D∗
∞; 4) o.’ trong D hàm f

không nhâ. n giá tri. w0 ∈ D∗ nào dó.

Khi dó hàm f do.n diê. p trong D và ánh xa. ba’o giác D lên D∗
∞.

Chú.ng minh. Gia’ su.’ diê’m w1 ∈ D∗
∞. Khi diê’m z vòng quanh γ acgumen

cu’a vecto. F1 = F (z) − w1 không nhâ.n mô.t gia số nào. Áp du.ng nguyên lý

acgumen ta có

NF1(D) − 1 =
1

2π
∆γ arg{f(z) − w1}

=
1

2π
∆Γ arg{w − w1} = 0.
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Do dó số không - diê’m và số cu.
.c diê’m cu’a hàm f(z) − w1 trong D là bà̆ng

nhau. Tù. dó suy ra nó có mô.t không - diê’m.

Bây giò. gia’ su.’ w2 ∈ D∗. Khi dó acgumen cu’a vecto.F2 = f(z)−w2 nhâ.n

gia số hoă.c 2π hoă. c −2π khi diê’m z vòng quanh γ. Trong tru.̀o.ng ho.
.p thú.

nhất ta có

NF2(D) − 1 =
1

2π
∆Γ arg{w −w2} = 1

⇒ NF2(D) = 2

ngh̃ıa là F2 có hai không diê’m trong D. Nhu.ng diè̂u dó không thê’ xa’y ra v̀ı

khi w2 = w0 nó không có mô.t không diê’m nào (theo diè̂u kiê.n 4 cu’a di.nh lý).

Nhu. vâ.y chı’ còn la. i tru.̀o.ng ho.
.p thú. hai. Trong tru.̀o.ng ho.

.p này ta có

NF2(D) − 1 =
1

2π
∆Γ arg{w − w2} = −1

⇒ NF2(D) = 0

tú.c là F2 không có không diê’m trong D. Di.nh lý du.o.
.c chú.ng minh.

7.1.3 Su.
. hô. i tu. cu’a dãy hàm do.n diê.p

Nói chung kết qua’ cu’a các phép toán da.i số trên ló.p các hàm do.n diê.p là

nhũ.ng hàm không do.n diê.p. Ngu.o.
.c la. i, phép toán qua gió.i ha.n các dãy hàm

do.n diê.p la. i cho ta hàm do.n diê.p (trù. mô.t tru.̀o.ng ho.
.p dă.c biê.t).

Ta có di.nh lý sau dây vè̂ t́ınh do.n diê.p cu’a hàm gió.i ha.n.

D- i.nh lý 7.1.7. Gia’ su.’ : 1) D là miè̂n thuô. c C; 2) fn(z) n = 1, 2, . . . là

nhũ.ng hàm chı’nh h̀ınh do.n diê. p trong D; 3) Dãy
{
fn
}∞
n=1

hô. i tu. dè̂u trên

tù.ng compá̆c cu’a miè̂n D; 4) f(z) = limn fn(z) 6≡ const trong D.

Khi dó hàm f chı’nh h̀ınh và do.n diê. p trong miè̂n D.

Chú.ng minh. Theo di.nh lý Weierstrass hàm f(z) chı’nh h̀ınh trong miè̂n D.

Ta cà̂n chú.ng minh rằng hàm f do.n diê.p trong D.

Gia’ su.’ hàm f không do.n diê.p trong D. Khi dó tò̂n ta. i các diê’m z1, z2 ∈ D,

z1 6= z2 sao cho f(z1) = f(z2) = a. Gia’ su.’ Uk, k = 1, 2 là nhũ.ng h̀ınh tròn
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vó.i tâm ta. i diê’m zk, k = 1, 2 sao cho U k ⊂ D, k = 1, 2. Có thê’ cho rà̆ng

U1 ∩ U2 = ∅ và Nf−a(Uk) = 1 và Nf−a(∂Uk) = 0 vó.i k = 1, 2. Ta dă.t

λ = min
z∈Γ

|f(z) − a|,

trong dó Γ = ∂U1 ∪ ∂U2. Rõ ràng là λ > 0. Do t́ınh hô. i tu. dè̂u cu’a dãy hàm

fn dến hàm f trên Γ nên ∃N ∈ N: |fn(z)− f(z)| < λ, ∀n > N , ∀ z ∈ Γ. Áp

du.ng di.nh lý Rouché ta thu du.o.
.c

Nfn−a(Uk) = N(f−a)−(f−fn)(Uk)

= Nf−a(Uk) = 1, k = 1, 2.

Diè̂u dó có ngh̃ıa là vó.i n > N hàm fn nhâ.n giá tri. a ca’ o.’ trong U1 lã̂n trong

U2. Kết luâ.n này trái vó.i gia’ thiết vè̂ t́ınh do.n diê.p cu’a hàm fn trong D.

Di.nh lý du.o.
.c chú.ng minh.

Vı́ du. vè̂ dãy các hàm fn(z) =
z

n
, n = 1, 2, . . . chı’nh h̀ınh và do.n diê.p

trong h̀ınh tròn do.n vi. chú.ng to’ rà̆ng diè̂u kiê.n 4) cu’a di.nh lý là mô.t diè̂u

kiê.n cốt yếu.

7.1.4 Tı́nh chất di.a phu.o.ng cu’a ánh xa. chı’nh h̀ınh có

da.o hàm bà̆ng 0

Gia’ su.’ w0 = f(z0) và

f ′(z0) = · · · = f (p−1)(z0) = 0, f (p)(z0) 6= 0, p > 2. (7.1)

Áp du.ng phu.o.ng pháp lý luâ.n nhu. trong chú.ng minh phà̂n 1 di.nh lý 7.1.1

dẽ̂ dàng thấy rà̆ng mõ̂i giá tri. w du’ gà̂n w0 (và 6= w0) sẽ tu.o.ng ú.ng dúng p

giá tri. z khác nhau. Nói cách khác: w = f(z) là hàm p tò. ta. i lân câ.n cu’a

diê’m z0.

Gia’ su.’ γ1 và γ2 là hai du.̀o.ng cong liên tu.c di qua diê’m z0 ∈ D, có tiếp

tuyến xác di.nh ta. i z0 vó.i góc nghiêng dối vó.i hu.́o.ng du.o.ng cu’a tru.c thu.
.c là
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θ1 và θ2 tu.o.ng ú.ng. Gia’ su.’ z1 = z0 + h ∈ γ1 và z2 = z0 + h2 ∈ γ2. Ta dă.t:

z1 − z0 = h1 = reiθ1 , θ1 = θ1(r),

z2 − z0 = h2 = reiθ2 , θ2 = θ2(r).

Khi dó
z2 − z0

z1 − z0
= ei(θ2−θ1),

lim
r→0

arg
z2 − z0

z1 − z0

= lim
r→0

(θ2 − θ1) = θ,

trong dó θ là góc giũ.a hai du.̀o.ng cong γ1 và γ2 vó.i dı’nh ta. i z0. Vı̀ f chı’nh

h̀ınh ta. i z0 và tho’a mãn diè̂u kiê.n (7.1) nên

f(z) = a0 + ap(z − z0)
p + ap+1(z − z0)

p+1 + . . . ap 6= 0, p > 2 (7.2)

và chuõ̂i vù.a viết hô. i tu. trong lân câ.n nào dó cu’a z0.

Gia’ su.’ qua ánh xa. w = f(z) ta có:

w0 = f(z0) = a0,

Γ1 = f(γ1), Γ2 = f(γ2),

và góc giũ.a Γ1 và Γ2 là

ψ = lim
r→0

arg
w2 − w0

w1 − w0

, w1 = f(z1), w2 = f(z2).

Tù. dó ta có
w1 − w0

(z1 − z0)p
= ap + ap+1(z1 − z0) + . . . ,

w2 − w0

(z2 − z0)p
= ap + ap+1(z2 − z0) + . . . ,

và do dó

ψ = lim
r→0

arg

{ w2 − w0

(z2 − z0)p
(z2 − z0)

p

w1 − w0

(z1 − z0)p
(z1 − z0)p

}

= lim
r→0

arg
(z2 − z0)

p

(z1 − z0)p

= p lim
r→0

arg
z2 − z0

z1 − z0
= p · θ.
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Nhu. vâ.y ánh xa. chı’nh h̀ınh có da.o hàm bằng 0 sẽ không ba’o giác ta. i diê’m

z0.

7.1.5 Tı́nh chất chung cu’a ánh xa. ba’o giác

Tù. su.
. phân t́ıch trên dây, ta có thê’ phát biê’u di.nh ngh̃ıa ánh xa. ba’o giác

(2.3) du.́o.i da.ng tu.o.ng du.o.ng sau dây.

D- i.nh ngh̃ıa 7.1.2. Ánh xa. w = f(z) biến miè̂n D ⊂ C lên miè̂n D∗ ⊂ C
du.o.

.c go. i là ánh xa. ba’o giác nếu:

1. Ánh xa. dó do.n tri. mô.t - mô.t, ngh̃ıa là hàm f do.n diê.p trong D;

2. Hàm f(z) chı’nh h̀ınh trong D có thê’ trù. ra mô.t diê’m mà ta. i dó hàm

f có cu.
.c diê’m do.n.

D- i.nh lý 7.1.8. Gia’ su.’ f là ánh xa. ba’o giác. Khi dó ánh xa. ngu.o.
.c f−1 cũng

là ba’o giác.

Chú.ng minh. Di.nh lý này du.o.
.c suy tru.

.c tiếp tù. di.nh ngh̃ıa 7.1.2 vè̂ hàm

ngu.o.
.c.

D- i.nh lý 7.1.9. Qua ánh xa. ba’o giác miè̂n D ⊂ C lên miè̂n D∗ ⊂ C góc

giũ.a các du.̀o.ng cong ta. i mỗi diê’m cu’a miè̂n D du.o.
.c ba’o toàn.

Chú.ng minh. Ta cà̂n chú.ng minh

1. Nếu hàm

f(z) = a0 +
a1

z
+ . . . , |z| > R

chı’nh h̀ınh ta. i diê’m z = ∞, a1 6= 0 th̀ı ánh xa. w = f(z) ba’o toàn góc giũ.a

các du.̀o.ng cong ta. i diê’m z = ∞.

2. Nếu hàm f có cu.
.c diê’m do.n ta. i diê’m z0 (hũ.u ha.n hoă. c vô cùng) th̀ı

ánh xa. f cũng ba’o toàn góc ta. i diê’m ấy.

Ta chú.ng minh 1). Ta biê’u diẽ̂n hàm w = f(z) du.́o.i da.ng ho.
.p cu’a hai

hàm

ζ =
1

z
,

w = g(ζ) = f
(1

ζ

)
= a0 + a1ζ + . . .
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theo di.nh ngh̃ıa 22.3 ánh xa. ζ =
1

z
ba’o toàn góc ta. i diê’m z = ∞. Ánh xa.

w = g(ζ) cũng ba’o toàn góc ta. i diê’m ζ = 0 v̀ı

g′(0) = a−1 6= 0

Do dó ánh xa. ho.
.p w = f(z) ba’o toàn góc ta. i diê’m z = ∞.

Diè̂u kết luâ.n 2) du.o.
.c chú.ng minh tu.o.ng tu.

..

7.1.6 D- ă’ng cấu và tu.
. dă’ng cấu

Ta xét tiếp mô.t số khái niê.m chung có liên quan tó.i lý thuyết ánh xa. ba’o

giác.

Nếu hàm f chı’nh h̀ınh do.n diê.p trong miè̂n D th̀ı f là mô.t phép dò̂ng

phôi biến tâ.p mo.’ cu’a D lên tâ.p mo.’ cu’a f(D) và ánh xa. ngu.o.
.c f−1 chı’nh

h̀ınh trong f(D).

D- i.nh ngh̃ıa 7.1.3. 1) Gia’ su.’ D là miè̂n cu’a mă.t phă’ng biến phú.c z, D∗ là

miè̂n cu’a mă.t phă’ng biến phú.c w. Phép dò̂ng phôi

f : D → D∗

du.o.
.c go. i là mô.t phép dă’ng cấu nếu ca’ ánh xa. f lã̂n ánh xa. ngu.o.

.c f−1 dè̂u

chı’nh h̀ınh.

2) Phép dă’ng cấu miè̂n D lên ch́ınh nó

f : D → D

du.o.
.c go. i là mô.t phép tu.

. dă’ng cấu.

Dẽ̂ dàng thấy rà̆ng nếu ta thù.a nhâ.n ho.
.p f1 ◦ f2 là phép toán-nhóm, ánh

xa. dò̂ng nhất z 7→ z là do.n vi., ánh xa. ngu.o.
.c z = f−1(w) là phà̂n tu.’ ngu.o.

.c

dối vó.i phà̂n tu.’ f , th̀ı tâ.p ho.
.p mo. i phép tu.

. dă’ng cấu cu’a miè̂n D ⊂ C bất

kỳ sẽ lâ.p thành mô.t nhóm; nhóm dó du.o.
.c go. i là nhóm các tu.

. dă’ng cấu cu’a

miè̂n D. Ta ký hiê.u nhóm các tu.
. dă’ng cấu cu’a miè̂n D là AutD.

Ta gia’ thiết rà̆ng giũ.a hai miè̂n D và D∗ tò̂n ta. i ı́t nhất mô.t phép dă’ng

cấu f0. Ta có di.nh lý sau dây vè̂ mối liên hê. giũ.a các dă’ng cấu và tu.
. dă’ng

cấu.
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D- i.nh lý 7.1.10. Nếu f0 : D → D∗ là mô. t phép dă’ng cấu cố di.nh nào dó th̀ı

tâ. p ho.
.p mo. i phép dă’ng cấu f cu’a miè̂n D lên miè̂n D∗ du.o.

.c cho bo.’ i công

thú.c

f = ϕ ◦ f0,

trong dó ϕ ∈ AutD∗ là mô. t tu.
. dă’ng cấu tùy ý cu’a D∗.

Chú.ng minh. Gia’ su.’ ϕ ∈ AutD∗. Khi dó hiê’n nhiên ϕ ◦ f0 là ánh xa. ba’o

giác D lên D∗. Mă.t khác, gia’ su.’

f : D → D∗

là mô.t phép dă’ng cấu tùy ý. Khi dó

ϕ = f ◦ f−1
0

sẽ là ánh xa. ba’o giác D∗ lên ch́ınh nó, và do dó nó là phà̂n tu.’ cu’a nhóm

AutD∗. Tù. dó rút ra

f = ϕ ◦ f0.

Bây giò. ta t́ınh nhóm các tu.
. dă’ng cấu AutD khi D là miè̂n ch́ınh tắc.

Ta lu.u ý la. i rà̆ng: miè̂n D du.o.
.c go. i là miè̂n ch́ınh tắc nếu D là mô.t trong

ba miè̂n sau dây:

1. mă.t phă’ng mo.’ C;

2. mă.t phă’ng dóng C;

3. h̀ınh tròn do.n vi. U = {|z| < 1}.

D- i.nh lý 7.1.11. Gia’ su.’ D = C. Khi dó các phép biến dô’i tuyến t́ınh

nguyên: z 7→ az + b, a 6= 0 là nhũ.ng phép tu.
. dă’ng cấu duy nhất cu’a mă. t

phă’ng mo.’ C và lâ. p thành nhóm

Aut C = {z 7→ az + b, a 6= 0}

phu. thuô. c bốn tham số thu.
.c.
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Chú.ng minh. Gia’ su.’ ánh xa. w = f(z) là mô.t phép tu.
. dă’ng cấu nào dó cu’a

C. Vı̀ hàm f(z) chı’nh h̀ınh trong C nên có thê’ có hai kha’ năng xa’y ra:

1. diê’m z = ∞ là diê’m bất thu.̀o.ng cốt yếu;

2. hàm f là mô.t da thú.c.

Ta sẽ chú.ng minh rà̆ng kha’ năng thú. nhất không thê’ xa’y ra. Thâ. t vâ.y,

v̀ı ánh xa. f do.n diê.p nên a’nh cu’a tâ.p ho.
.p {|z| > 1} không thê’ có diê’m

chung vó.i a’nh cu’a tâ.p ho.
.p {|z| < 1}. A’ nh cu’a tâ.p ho.

.p {|z| < 1} là mô.t

miè̂n không trống. Do dó a’nh cu’a tâ.p ho.
.p {|z| > 1} không trù mâ.t khá̆p

no.i trong mă.t phă’ng và v̀ı thế theo di.nh lý Weierstrass diê’m z = ∞ không

thê’ là diê’m bất thu.̀o.ng cốt yếu cu’a f(z). Do dó f là mô.t da thú.c bâ.c n ≥ 1.

Theo di.nh lý Gauss, khi n > 1 da thú.c f(z) nhâ.n mo.i giá tri. w dến n là̂n.

Nhu.ng diè̂u dó la. i mâu thuẫn vó.i t́ınh do.n diê.p cu’a f . Tù. dó rút ra n = 1,

tú.c là f(z) có da.ng

f(z) = az + b, a 6= 0.

Ta xét tru.̀o.ng ho.
.p D = C.

D- i.nh lý 7.1.12. Gia’ su.’ miè̂n D = C. Khi dó mo. i phép tu.
. dă’ng cấu cu’a

C dè̂u là tu.
. dă’ng cấu phân tuyến t́ınh. Các phép tu.

. dă’ng cấu dó lâ. p thành

mô. t nhóm các tu.
. dă’ng cấu vó.i sáu tham số thu.

.c.

AutC =
{
z 7→ az + b

cz + d
, ad− bc 6= 0

}
.

Chú.ng minh. Gia’ su.’ w = f(z) là mô.t tu.
. dă’ng cấu cu’a C và f(∞) = C̃ 6= ∞.

Khi dó

w̃ =
1

w − C̃
=

1

f(z) − C̃

biến diê’m z = ∞ thành w̃ = ∞ và là mô.t hàm nguyên. Nhu.ng khi dó

w̃ = a0 + a1z, a1 6= 0, hay là
1

w − C̃
= a0 + a1z.
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Do dó w =
az + b

cz + d
trong dó a = C̃a1, b = C̃a0 + 1, c = a1, d = a0, dò̂ng

thò.i ad− bc = −a1 6= 0.

Nếu f(∞) = ∞ th̀ı hiê’n nhiên ta có f(z) = a0 + a1z.

Ta xét tiếp tru.̀o.ng ho.
.p D = U = {|z| < 1}.

D- i.nh lý 7.1.13. Gia’ su.’ D = U = {|z| < 1}. Khi dó mo. i phép tu.
. dă’ng cấu

cu’a h̀ınh tròn do.n vi. dè̂u là tu.
. dă’ng cấu phân tuyến t́ınh.

Chú.ng minh. Gia’ su.’ ϕ là mô.t tu.
. dă’ng cấu tùy ý cu’a h̀ınh tròn do.n vi.. Ta

ký hiê.u ϕ(0) = w0 và du.
.ng phép tu.

. dă’ng cấu phân tuyến t́ınh:

λ : w 7→ w − w0

1 − w0w

cu’a h̀ınh tròn U biến diê’m w0 thành diê’m 0. Ta xét ánh xa. f = λ ◦ ϕ. Dó

cũng là mô.t tu.
. dă’ng cấu cu’a h̀ınh tròn U và f(0) = 0. Vı̀ |f(z)| < 1 vó.i mo.i

z ∈ U nên theo bô’ d̂è Schwarz ta có

|f(z)| 6 |z|, ∀ z ∈ U. (7.3)

Nhu.ng hiê’n nhiên ánh xa. ngu.o.
.c z = f−1(w) cũng tho’a mãn bô’ dè̂ Schwarz,

nên |f−1(w)| 6 |w| ∀w ∈ U .

Dă.t w = f(z), ta có:

|z| 6 f(z), ∀ z ∈ U. (7.4)

Tù. (23.3) và (23.4) ta rút ra

|f(z)| ≡ |z|, ∀ z ∈ U

và cũng theo bô’ dè̂ Schwarz ta có f(z) ≡ eiαz. Nhu.ng khi dó ϕ = λ−1 ◦ f =

λ−1(eiαz) là ánh xa. phân tuyến t́ınh. Nhu. vâ.y:

AutU =
{
z 7→ eiα

z − a

1 − az
, |a| < 1, α ∈ R

}
.
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7.1.7 D- iè̂u kiê.n cà̂n d̂e’ tò̂n ta.i dă’ng cấu

Gia’ su.’ cho hai miè̂n D và D∗ ⊂ C. Hãy t̀ım mo.i dă’ng cấu (nếu chúng tò̂n

ta. i) biến miè̂n D lên miè̂n D∗.

Rõ ràng là vó.i da.ng tô’ng quát trên dây lò.i gia’ i cu’a bài toán co. ba’n cu’a

lý thuyết ánh xa. ba’o giác sẽ không tò̂n ta. i. Do dó vấn dè̂ dà̂u tiên na’y ra khi

kha’o sát bài toán co. ba’n dó là vấn dè̂ kha’ năng ánh xa. ba’o giác miè̂n cho

tru.́o.c.

Sau dây ta sẽ chı’ ra mô.t số diè̂u kiê.n cà̂n dê’ bài toán trên có lò.i gia’ i. Vı̀

mo.i dă’ng cấu dè̂u là nhũ.ng phép dò̂ng phôi nên diè̂u kiê.n cà̂n dê’ tò̂n ta. i dă’ng

cấu miè̂n D lên miè̂n D∗ là tò̂n ta. i mô.t ánh xa. dò̂ng phôi nào dó giũ.a các

miè̂n.

Do dó diè̂u kiê.n cà̂n dà̂u tiên là: các miè̂n D và D∗ pha’i dò̂ng phôi vó.i

nhau.

Chă’ng ha.n, nếu miè̂n D là do.n liên th̀ı diè̂u kiê.n cà̂n là miè̂n D∗ pha’i do.n

liên (t́ınh do.n liên là mô.t bất biến tôpô !).

Thế nhu.ng diè̂u kiê.n cà̂n này la. i không pha’i là diè̂u kiê.n du’ . Diè̂u dó

du.o.
.c suy ra tù. di.nh lý sau dây.

D- i.nh lý 7.1.14. Mă. t phă’ng C và h̀ınh tròn mo.’ U = {|z| < 1} không dă’ng

cấu vó.i nhau.

Chú.ng minh. Gia’ thiết rà̆ng tò̂n ta. i dă’ng cấu f : C → U . Khi dó f chı’nh

h̀ınh và bi. chă.n trong C. Theo di.nh lý Liouville f ≡ const. Diè̂u dó trái vó.i

gia’ thiết f là dă’ng cấu.

Hê. qua’ 7.1.3. C và C \ {z0}, z0 6= ∞ dè̂u không dă’ng cấu vó.i h̀ınh tròn

mo.’ U .

Chú.ng minh. Vı̀ z0 6= ∞ nên bằng ánh xa. ζ =
1

z − z0
ta du.a z0 vè̂ ∞ và áp

du. ng di.nh lý vù.a chú.ng minh.

Tuy nhiên mă. t phă’ng C và h̀ınh tròn do.n vi. U là dò̂ng phôi vó.i nhau.
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Thâ.t vâ.y hàm

W (z) =





2

π

z

|z|arctg|z|, khi z 6= 0,

0, khi z = 0

là mô.t trong số ánh xa. dò̂ng phôi C lên U .

Nhâ. n xét 7.1.2. Vı̀ t́ınh dò̂ng phôi là diè̂u kiê.n cà̂n dê’ tò̂n ta. i dă’ng cấu giũ.a

hai miè̂n cho tru.́o.c D và D∗ ⊂ C nên tù. dó suy ra rà̆ng: miè̂n da liên không

dă’ng cấu vó.i miè̂n do.n liên.

Nhu. vâ.y, nếu bây giò. dă.t vấn dè̂ vè̂ su.
. tò̂n ta. i dă’ng cấu biến các miè̂n D

khác nhau lên miè̂n do.n liên cho tru.́o.c D∗ th̀ı ta cà̂n pha’i ha.n chế xét các

miè̂n do.n liên.

Trong tru.̀o.ng ho.
.p này diè̂u kiê. n cà̂n dê’ tò̂n ta. i dă’ng cấu là:

1. miè̂n D pha’i do.n liên;

2. miè̂n D 6= C.

Diè̂u kiê.n thú. nhất là diè̂u kiê.n cà̂n v̀ı miè̂n D dò̂ng phôi vó.i miè̂n do.n

liên D∗. Diè̂u kiê.n D 6= C là diè̂u kiê.n cà̂n theo di.nh lý 7.1.14 dã chú.ng minh

trên dây.

Ta lu.u ý thêm rà̆ng mă.t phă’ng C chı’ dă’ng cấu vó.i C\{z0}, z0 6= ∞ (hoă. c

dă’ng cấu vó.i ba’n thân nó). Diè̂u dó du.o.
.c suy ra tù. chõ̂ là mo.i hàm chı’nh

h̀ınh do.n diê.p trong C dè̂u là phân tuyến t́ınh (xem di.nh lý 7.1.11 và hê. qua’

7.1.3).

Toàn bô. su.
. kha’o sát trong mu.c tiếp theo cu’a chu.o.ng này là dành dê’ tr̀ınh

bày nhũ.ng diè̂u kiê.n da’m ba’o cho su.
. tò̂n ta. i và duy nhất cu’a nghiê.m bài

toán co. ba’n cu’a lý thuyết ánh xa. ba’o giác các miè̂n do.n liên.

Sau khi loa. i trù. hai tru.̀o.ng ho.
.p dã nói trong di.nh lý 7.1.14 và hê. qua’ cu’a

nó ta sẽ gia’ thiết rà̆ng biên cu’a miè̂n du.o.
.c ánh xa. D có ı́t nhất là hai diê’m

khác nhau và do t́ınh do.n liên cu’a D nó có mô.t tâ.p ho.
.p biên liên thông nối

hai diê’m ấy.
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7.1.8 D- iè̂u kiê.n chuâ’n

Gia’ su.’ lò.i gia’ i dối vó.i bài toán vù.a nêu là tò̂n ta. i. Bây giò. ta chuyê’n sang

xét nhũ.ng diè̂u kiê.n xác di.nh lò.i gia’ i dó mô.t cách duy nhất. Nhũ.ng diè̂u

kiê.n dó là cà̂n thiết v̀ı nếu hàm f(z) ánh xa. miè̂n do.n liên D lên h̀ınh tròn

do.n vi. th̀ı theo di.nh lý 9.9 ánh xa. thu du.o.
.c tù. f(z) bà̆ng phép biến dô’i phân

tuyến t́ınh da.ng

eiθ
f(z) − w0

1 − w0f(z)
, θ ∈ R

(Phép tu.
. dă’ng cấu cu’a h̀ınh tròn do.n vi.) cũng là ánh xa. ba’o giác miè̂n D

lên h̀ınh tròn do.n vi. dó. Nói mô.t cách khác: nếu ta chú.ng minh du.o.
.c rà̆ng

tò̂n ta. i mô.t hàm f(z) ánh xa. miè̂n D lên h̀ınh tròn do.n vi. th̀ı sẽ tò̂n ta. i vô

số hàm nhu. vâ.y thu.
.c hiê.n ánh xa. dó. Do dó dê’ ánh xa. du.o.

.c xét duy nhất,

ngoài các diè̂u kiê.n du.o.
.c nêu trong tiết 7.1.7, ngu.̀o.i ta còn dòi ho’i mô.t trong

ba diè̂u kiê.n bô’ sung (tu.o.ng du.o.ng vó.i nhau) sau dây (các diè̂u kiê.n này sẽ

chuâ’n hóa ánh xa. ba’o giác du.o.
.c xét !)

(I) Diê’m trong z0 cho tru.́o.c tùy ý cu’a miè̂n D du.o.
.c ánh xa. thành diê’m

cho tru.́o.c w0 cu’a miè̂n D∗ và mô. t hu.́o.ng cho tru.́o.c ta. i z0 chuyê’n thành

hu.́o.ng cho tru.́o.c ta. i w0:

f(z0) = w0, arg f ′(z0) = θ, θ ∈ R. (7.5)

Hê. thú.c (7.5) chú.ng to’ rà̆ng ánh xa. ba’o giác hai miè̂n cho tru.́o.c D và D∗

phu. thuô.c vào ba tham số thu.
.c và vè̂ mă.t h̀ınh ho.c nó chú.ng to’ rà̆ng: qua

ánh xa. w = f(z), diê’m z0 cho tru.́o.c biến thành diê’m w0 cho tru.́o.c, các tiếp

tuyến vó.i mo.i du.̀o.ng cong di qua diê’m z0 sẽ quay mô.t góc bà̆ng θ khi chuyê’n

qua các du.̀o.ng cong a’nh di qua diê’m w0.

Ta cũng nhâ.n xét rà̆ng, bà̆ng các phép dô’i biến phân tuyến t́ınh diè̂u kiê.n

chuâ’n (7.5) có thê’ viết du.́o.i da.ng

f(z0) = 0, f ′(z0) > 0. (7.6)

(II) Hai diê’m cho tru.́o.c tùy ý: diê’m z0 o.’ trong, diê’m z1 nà̆m trên biên

cu’a miè̂n D, du.o.
.c ánh xa. thành các diê’m cho tru.́o.c tu.o.ng ú.ng w0 và w1,
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trong dó w0 là diê’m trong còn w1 là diê’m biên:

f(z0) = w0, f(z1) = w1. (7.7)

Phu.o.ng tr̀ınh thú. nhất trong (7.7) sẽ du.a dến hai phu.o.ng tr̀ınh thu.
.c v̀ı rà̆ng

vi. tŕı cu’a diê’m trên biên du.o.
.c xác di.nh bằng mô.t tham số thu.

.c, chă’ng ha.n,

bo.’ i khoa’ng cách (do.c theo biên) tù. mô.t diê’m biên cố di.nh nào dó.

(III) Ba diê’m biên cho tru.́o.c tùy ý z1, z2 và z3 cu’a miè̂n D du.o.
.c ánh xa.

thành ba diê’m biên cho tru.́o.c tùy ý w1, w2 và w3 tu.o.ng ú.ng cu’a miè̂n D∗.

Trong mu.c sau ta sẽ chú.ng to’ rà̆ng tâ.p ho.
.p vô số các ánh xa. ba’o giác

biến miè̂n D lên h̀ınh tròn do.n vi. chı’ tò̂n ta. i mô.t ánh xa. tho’a mãn mô.t trong

ba diè̂u kiê.n chuâ’n trên dây, tú.c là chı’ tò̂n ta. i mô.t ánh xa. ba’o giác du.o.
.c

chuâ’n hóa.

Vı́ du. 1. Ánh xa. nu.’ a mă.t phă’ng trên {Im z > 0} lên h̀ınh tròn do.n vi.
{|w| < 1} sao cho w(i) = 0, argw′(i) = −π

2
.

Gia’i. Da.ng tô’ng quát cu’a hàm ánh xa. nu.’ a mă.t phă’ng trên lên h̀ınh tròn

do.n vi. sao cho w(i) = 0 có da.ng

w = eiα
z − i

z + i
·

Tù. dó

w′(z) = eiα
2i

(z + i)2
⇒ w′(i) = −1

2
ieiα

⇒ argw′(i) = α− π

2
·

Theo diè̂u kiê.n cu’a bài toán argw′(i) = −π/2 nên α = 0. Nhu. vâ.y, ánh xa.
cà̂n t̀ım có da.ng

w =
z − i

z + i
·

Vı́ du. 2. Ánh xa. phà̂n ngoài h̀ınh tròn {|z − (1 + i)| < 1} lên nu.’ a mă. t

phă’ng {Imw > 0} sao cho w(0) = i, w(1) = 0.
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Gia’i. Ta cà̂n chuyê’n du.̀o.ng tròn {|z − (1 + i)| = 1} thành tru.c thu.
.c cu’a

mă.t phă’ng w. Dê’ làm viê.c dó ta thu.
.c hiê.n ánh xa. biến diê’m z = i thành

z1 = ∞ và z = 1 thành z1 = 0. Chă’ng ha.n ta có

z1 = k
z − 1

z − i
,

trong dó k chu.a du.o.
.c xác di.nh. Nhu.ng qua diê’m z1 = 0 và z1 = ∞ ta có vô

số du.̀o.ng thă’ng di qua và ta cà̂n thu du.o.
.c tru.c thu.

.c. Dê’ có du.o.
.c diè̂u dó,

góc quay ta. i diê’m z = 1 qua ánh xa. z1 pha’i bà̆ng π, tú.c là

arg z′1(z)
∣∣
z=1

= π.

Tù. dó

arg k + arg
1 − i

(z − i)2

∣∣∣
z=1

= π ⇒ arg k =
3π

4
·

Dê’ xác di.nh k, ta không có mô.t diè̂u kiê.n nào cho tru.́o.c nên dê’ do.n gia’n ta

lấy k = −1 + i, và tù. dó

z1 = (−1 + i)
z − 1

z − i
·

Qua ánh xa. này diê’m z = 0 7→ z1 = 1 + i, z = 1 7→ z1 = 0. Do dó ánh xa.
thu du.o.

.c chu.a tho’a mãn các diè̂u kiê.n dã cho.

Bây giò. ta cà̂n ánh xa. nu.’ a mă.t phă’ng {Imz1 > 0} lên nu.’ a mă.t phă’ng

{Imw > 0} sao cho

z1 = 1 + i 7→ w = i,

z1 = 0 7→ w = 0.

Vı̀ ánh xa. biến nu.’ a mă.t phă’ng trên lên nu.’ a mă.t phă’ng trên có da.ng

w =
az1 + b

ax1 + d
, a, b, c, d ∈ R

nên vó.i hai că.p diê’m tu.o.ng ú.ng o.’ trên ta có

i =
a(1 + i) + b

c(1 + i) + d
, 0 =

b

d
⇒ b = 0, c = a, d = 2a.
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Do dó

w =
−z1

z1 − 2
= i

z − 1

(1 − 2i)z − 1
·

Vı́ du. 3. Tı̀m ánh xa. biến băng D = {z ∈ C : −π/4 < Rez < π/4} lên

h̀ınh tròn do.n vi. U = {|w| < 1} sao cho ba diê’m biên sau dây tu.o.ng ú.ng

f(±π/4) = ±1, f(i∞) = i (i∞ là ký hiê.u diê’m vô cùng ph́ıa trên cu’a băng).

Bà̆ng các ánh xa. trung gian

a) z1 = 2iz, b) z2 = ez1

ta biến băng D dã cho thành nu.’ a mă.t phă’ng bên pha’i Rez2 > 0. Qua các

ánh xa. cu’a các diê’m z =
π

4
, −π

4
, i∞ sẽ là các diê’m z2 = i, −i, 0 tu.o.ng ú.ng.

Bây giò. ta cà̂n ánh xa. nu.’ a mă.t phă’ng Rez2 > 0 lên h̀ınh tròn do.n vi. sao cho

các diê’m z2 = i, −i, 0 chuyê’n thành các diê’m w = 1, −1, i tu.o.ng ú.ng. Hàm

ánh xa. tho’a mãn diè̂u kiê.n vù.a nêu sẽ du.o.
.c rút ra tù. công thú.c (9.3) (di.nh

lý 9.6):

w − 1

w − i
(1 + i) =

z2 − i

z2

⇒w =
1

i

z2 − 1

z2 + 1

⇒w =
1

i

e2iz − 1

e2iz + 1
= tgz.

7.2 D- i.nh lý co. ba’n cu’a lý thuyết ánh xa. ba’o

giác

Trong mu.c này ta sẽ gia’ i quyết vấn dè̂ có t́ınh chất nguyên tá̆c là su.
. tò̂n ta. i

hàm ánh xa. biến miè̂n do.n liên D cho tru.́o.c trong mă.t phă’ng phú.c z lên

miè̂n do.n liên D∗ cho tru.́o.c trong mă.t phă’ng w. Cu. thê’ ta sẽ chú.ng minh

rà̆ng: dối vó.i hai miè̂n do.n liên bất kỳ D và D∗ ⊂ C vó.i biên có ı́t nhất

là hai diê’m khác nhau luôn luôn tò̂n ta. i ánh xa. ba’o giác biến miè̂n này lên

miè̂n kia.
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Dó là nô. i dung cu’a di.nh lý co. ba’n trong lý thuyết ánh xa. ba’o giác - di.nh

lý Riemann. Di.nh lý này du.o.
.c Riemann phát biê’u dà̂u tiên trong luâ.n án

tiến s̃ı cu’a mı̀nh “Co. so.’ cu’a lý thuyết tô’ng quát vè̂ hàm biến phú.c” năm

1851. Phép chú.ng minh mà ta sẽ tr̀ınh bày là cu’a Feijer và Riesz.

7.2.1 Tâ.p ho.
.p bi. chă.n trong H(D)

Gia’ su.’ D là miè̂n thuô.c C và gia’ su.’ trong D cho tâ.p ho.
.p các hàm chı’nh

h̀ınh M(D) = {f(z)}. Dă. c biê.t là: M(D) có thê’ là dãy hàm

{
fn(z)

}∞

n=1
.

D- i.nh ngh̃ıa 7.2.1. Tâ.p ho.
.pM(D) du.o.

.c go. i là bi. chă.n dè̂u trên tù.ng compá̆c

K ⊂ D nếu ∀K ⊂ D, ∃σ(K) > 0:

|f(z)| 6 σ(K), ∀ z ∈ K, ∀ f ∈M(D).

Tâ.p ho.
.p bi. chă.n dè̂u trên D cũng sẽ go. i là ho. bi. chă.n.

Khái niê.m tâ.p ho.
.p bi. chă.n d̂èu trên tù.ng compá̆c cu’a miè̂n D là khái

niê.m rô.ng ho.n so vó.i khái niê.m bi. chă.n trong miè̂n D. Chă’ng ha.n, các hàm
cos θ

1 − z
, θ ∈ R không lâ.p thành tâ.p ho.

.p bi. chă.n dè̂u trong h̀ınh tròn do.n vi.

{|z| < 1} nhu.ng la. i là tâ.p ho.
.p bi. chă.n dè̂u trên tù.ng compá̆c cu’a h̀ınh tròn

ấy.

D- i.nh lý 7.2.1. Ánh xa. f 7→ f ′ không gian H(D) vào ch́ınh nó biến tâ. p ho.
.p

bi. chă. n dè̂u thành tâ. p ho.
.p bi. chă. n dè̂u.

Chú.ng minh. Gia’ su.’ S = {|z − z0| < r} là h̀ınh tròn bất kỳ nà̆m tro.n trong

D và V = {|z − z0| < r′, r′ > r} cũng là h̀ınh tròn nằm tro.n trong D. Dối

vó.i f ∈M(D) bất kỳ ta có

f ′(z) =
1

2πi

∫

∂V

f(ζ)

(ζ − z)2
dζ, z ∈ V.
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Bây giò. gia’ su.’ z ∈ S. Khi dó vó.i mo.i ζ ∈ ∂V ta có

|ζ − z| > r′ − r.

Và tù. t́ınh chất bi. chă.n cu’a M(D) ta có

|f ′(z) 6
r′

(r′ − r)2
σ(V ) = σ1(S)

và do dó |f ′(z)| bi. chă.n trong các h̀ınh tròn S ⊂ D.

Mõ̂i tâ.p ho.
.p compá̆c K ⊂ D bất kỳ dè̂u có thê’ phu’ bo.’ i các h̀ınh tròn S,

nà̆m tro.n trong D. Do dó theo di.nh lý Heine-Borel ta có thê’ cho.n phu’ con

hũ.u ha.n
{
Sν
}k
ν=1

phu’ K. Gia’ su.’

σ1(K) = max
ν

{σ1(Sν)}.

Khi dó vó.i mo.i z ∈ K và mo.i f ∈M(D) ta sẽ có

|f ′(z)| 6 σ1(K)

và di.nh lý du.o.
.c chú.ng minh.

7.2.2 Tâ.p ho.
.p liên tu. c dò̂ng bâ.c

D- i.nh ngh̃ıa 7.2.2. Tâ.p ho.
.p M(D) các hàm du.o.

.c go. i là tâ. p ho.
.p liên tu. c

dò̂ng bâ. c trên tù.ng compá̆c K ⊂ D nếu

∀ ε > 0, ∀K ⊂ D, ∃ δ(ε,K) : ∀ z′, z′′ ∈ K(|z′ − z′′| < δ)

⇒ |f(z′) − f(z′′)| < ε, ∀ f ∈M(D).

Ta có

D- i.nh lý 7.2.2. Nếu M(D) là tâ. p ho.
.p bi. chă. n dè̂u trên tù.ng compắc th̀ı nó

là liên tu. c dò̂ng bâ. c trên tù.ng compắc K ⊂ D.
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Chú.ng minh. Gia’ su.’ compá̆c K ⊂ D và 4d, d > 0 là khoa’ng cách giũ.a K

và biên ∂D cu’a miè̂n D. Tâ.p ho.
.p các diê’m mà khoa’ng cách tù. dó dến K

không vu.o.
.t quá 2d du.o.

.c ký hiê.u là B. Vı̀ B ⊂ D và B là tâ.p ho.
.p dóng nên

do t́ınh bi. chă.n dè̂u cu’a M(D) t̀ım du.o.
.c số M = M(B) > 0 sao cho trên B

ta có |f | 6 M , ∀ f ∈M(D).

Ta sẽ chú.ng minh rà̆ng vó.i ε > 0 bất kỳ và vó.i că.p diê’m z1, z2 ∈ K bất

kỳ mà |z1 − z2| < δ, δ = min
{
d,

d

M
ε
}

ta sẽ có

|f(z1) − f(z2)| < ε.

Thâ.t vâ.y, theo công thú.c Cauchy áp du.ng cho f(z) trong h̀ınh tròn

Q = {z : |z − z1| < 2d} ⊂ B (kê’ ca’ biên) ta có

f(z) =
1

2πi

∫

∂Q

f(t)

t− z
dt.

Do dó

|f(z1) − f(z2)| =
∣∣∣ 1

2πi

∫

∂Q

f(t)
z1 − z2

(t− z1)(t− z2)
dt
∣∣∣

6
1

2π
M

|z1 − z2|
2d · d 2π · 2d

=
M

d
|z1 − z2| <

M

d
δ 6 ε.

Nhu. vâ.y M(D) là tâ.p ho.
.p liên tu.c dò̂ng bâ.c.

7.2.3 Nguyên lý compá̆c

D- i.nh ngh̃ıa 7.2.3. 1) Ho. hàm M(D) ⊂ H(D) du.o.
.c go. i là ho. compắc trong

miè̂n D nếu tù. mõ̂i dãy hàm {fn(z)} ⊂M(D) dè̂u có thê’ cho.n dãy con fnk

hô. i tu. dè̂u trên tù.ng compắc K ⊂ D.

2. Ho. compá̆c các hàm M(D) du.o.
.c go. i là ho. compắc trong nó nếu hàm

gió.i ha.n cu’a mỗi dãy fn ⊂ M(D) hô. i tu. dè̂u trên tù.ng compá̆c K ⊂ D dè̂u

thuô. c M(D).
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Vı́ du. 1. Gia’ su.’ U = {|z| < 1}. Tâ.p ho.
.p hàm M(U) = {αz : 0 < α 6 1}

là tâ.p ho.
.p compá̆c nhu.ng không compá̆c trong nó (dãy

{ z
n

}∞

n=1
hô. i tu. dè̂u

trên tù.ng compắc cu’a U d̂én hàm f ≡ 0 không thuô.c M(U)).

Bô’ dè̂ 7.2.1. Gia’ su.’ : 1) fn(z), n = 1, 2, . . . ; fn ∈ H(D) là dãy bi. chă. n dè̂u

trên tù.ng compắc; 2) dãy fn hô. i tu. trên tâ. p ho.
.p E ⊂ D nào dó trù mâ. t khá̆p

no.i trong D. Khi dó dãy fn hô. i tu. dè̂u trên tù.ng compắc K ⊂ D.

Chú.ng minh. Ta cố di.nh ε > 0 và tâ.p ho.
.p K ⊂ D. Vı̀ dãy fn bi. chă.n dè̂u

nên theo di.nh lý vù.a chú.ng minh trong tiết tru.́o.c nó là dãy liên tu.c dò̂ng

bâ.c. Bà̆ng cách su.’ du.ng t́ınh liên tu.c dò̂ng bâ.c và bà̆ng cách cho.n phép chia

D thành các h̀ınh vuông vó.i các ca.nh song song vó.i các tru.c to.a dô. trong

mă.t phă’ng z bé dến mú.c sao cho vó.i các diê’m z′ và z′′ (∈ K) bất kỳ thuô.c

cùng mô.t h̀ınh vuông và vó.i f ∈
{
fn
}∞
n=1

bất kỳ ta có

|f(z′) − f(z′′)| < ε

3
· (7.8)

Tâ.p ho.
.p K du.o.

.c phu’ bo.’ i mô.t số hũ.u ha.n các h̀ınh vuông Qp, p =

1, 2, . . . , P . Vı̀ E trù mâ.t khá̆p no.i nên trong mõ̂i h̀ınh vuông Qp t̀ım du.o.
.c

diê’m zp ∈ E. Vı̀ fn hô. i tu. trên E nên ∃N ∈ N sao cho

|fm(zp) − fn(zp)| <
ε

3
, (7.9)

∀m,n > N, zp, p = 1, 2, . . . , P.

Bây giò. gia’ su.’ z là diê’m tùy ý cu’a K. Khi dó t̀ım du.o.
.c diê’m zp nà̆m

trong cùng mô.t h̀ınh vuông vó.i z và ∀m,n ∈ N tù. (7.9) ta có

|fm(z) − fn(z)| 6 |fm(z)− fm(zp)| + |fm(zp) − fn(zp)|
+ |fn(zp) − fn(z)| < ε.

Tù. dó theo tiêu chuâ’n hô. i tu. Cauchy ta kết luâ.n rà̆ng dãy
{
fn
}∞
n=1

hô. i tu.
dối vó.i mo.i z ∈ K và su.

. hô. i tu. dó là dè̂u trên K. Vı̀ K là cố di.nh tùy ý nên

dãy dã cho hô. i tu. dè̂u trên tù.ng compá̆c K ⊂ D.
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Bây giò. ta chú.ng minh di.nh lý chu’ yếu cu’a tiết này

D- i.nh lý Montel (nguyên lý compá̆c). Gia’ su.’ : 1) D là miè̂n cu’a C; 2)

M(D) là ho. hàm chı’nh h̀ınh trong miè̂n D. Khi dó hai diè̂u kiê. n sau dây là

tu.o.ng du.o.ng vó.i nhau.

(I) Ho. M(D) là compắc.

(II) Ho. M(D) bi. chă. n dè̂u trên tù.ng compắc.

Chú.ng minh. 1. Ta chú.ng minh rà̆ng tù. các diè̂u kiê.n 1) - 2) và (I) suy

ra (II). Gia’ su.’ ngu.o.
.c la. i. Khi dó trong D tò̂n ta. i compá̆c K ⊂ D mà trên

dó môdun cu’a các hàm thuô.c M(D) nhâ.n giá tri. ló.n bao nhiêu tùy ý. Do

dó: ∀n ∈ N, ∃ fn ∈ M(D) : |fn(zn)| > n ta. i diê’m zn ∈ K nào dó. Vı̀

M(D) là compắc nên tù. dãy
{
fn(z)

}∞
n=1

có thê’ cho.n dãy con
{
fnk

(z)
}∞
k=1

hô. i tu. dè̂u trên tù.ng compá̆c mà dă.c biê.t là hô. i tu. dè̂u trên K dến hàm

chı’nh h̀ınh f nào dó. Ngh̃ıa là dối vó.i ε = 1, ∃N = N(K) : ∀ k > N ,

∀ z ∈ K ⇒ |fn(z) − f(z)| < 1.

Do dó

|fn(z)| 6 1 + max
z∈K

|f(z)| = 1 + L, L = max
z∈K

|f |.

Nhu.ng hê. thú.c này la.i mâu thuã̂n vó.i diè̂u là fnk
(znk

) → ∞ khi k → ∞.

Phà̂n thú. nhất cu’a di.nh lý du.o.
.c chú.nh minh.

2. Bây giò. ta chú.ng minh rà̆ng tù. 1) - 2) và (II) suy ra (I). Dê’ chú.ng

minh (I) ta cà̂n chú.ng minh rà̆ng mo.i dãy hàm fn ∈ M(D) dè̂u chú.a dãy

con hô. i tu. dè̂u trên tù.ng compá̆c K ⊂ D. Nhu.ng theo bô’ dè̂ dã chú.ng minh

trên, ta chı’ cà̂n chú.ng minh rằng tù. dãy fn ∈M(D) bất kỳ có thê’ cho.n dãy

con hô. i tu. ta. i mo.i diê’m cu’a tâ.p ho.
.p E ⊂ D nào dó trù mâ. t khắp no.i là du’ .

Ta lấy tâ.p ho.
.p E là tâ.p ho.

.p các diê’m z = x+ iy ∈ D, trong dó x và y

dè̂u là hũ.u ty’ . Tâ.p ho.
.p E trù mâ.t khắp no.i trong D. Mă.t khác E là tâ.p

ho.
.p dếm du.o.

.c. Do dó ta có thê’ sá̆p xếp và dánh số nó thành dãy
{
αν
}∞
ν=1

:

α1, α2, . . . , αn, . . .
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Dãy

f1(α1), f2(α1), . . . , fn(α1), . . . (7.10)

lâ.p thành tâ.p ho.
.p diê’m bi. chă.n. Do dó tù. (7.10) có thê’ cho.n dãy con

f1
n1

(α1), f
1
n2

(α1), . . . , f
1
np

(α1), . . .

hô. i tu. dến gió.i ha.n hoàn toàn xác di.nh. Nhu. vâ.y tù. dãy hàm fn(z) có thê’

cho.n dãy con

f1
n1

(z), f1
n2

(z), . . . , f1
np

(z), . . . (7.11)

hô. i tu. ta. i diê’m z = α1.

Dãy

f1
n1

(α2), f
1
n2

(α2), . . . , f
1
np

(α2), . . .

tho’a mãn mo.i diè̂u kiê.n nhu. dãy (7.10), do dó có thê’ cho.n tù. dãy dó mô. t

dãy con

f2
n1

(α2), f
2
n2

(α2), . . . , f
2
np

(α2), . . .

hô. i tu. dến gió.i ha.n hũ.u ha.n hoàn toàn xác di.nh. Nhu. vâ.y dãy hàm

f2
n1

(z), f2
n2

(z), . . . , f2
np

(z), . . .

hô. i tu. khi z = α2. Và v̀ı các số ha.ng cu’a dãy này cũng là cu’a dãy (7.11) nên

nó hô. i tu. ca’ khi z = α1.

Tiếp tu.c quá tr̀ınh này ta thu du.o.
.c tâ.p ho.

.p các dãy

f1
n1

(z), f1
n2

(z), . . . , f1
np

(z), . . . ,

f2
n1

(z), f2
n2

(z), . . . , f2
np

(z), . . . ,

. . . . . . . . . . . . . . .

f qn1
(z), f qn2

(z), . . . , f qnp
(z), . . . ,





(7.12)
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trong dó mõ̂i dãy cu’a (7.2.5) là dãy con cu’a dãy dú.ng tru.́o.c nó và dãy vó.i

số hiê.u q hô. i tu. ta. i mõ̂i diê’m

α1, α2, . . . , αq.

Bà̆ng cách áp du.ng phu.o.ng pháp du.̀o.ng chéo cu’a Cantor, ta có thê’ cho.n

dãy du.̀o.ng chéo

f1
n1

(z), f2
n2

(z), . . . , fpnp
(z), . . . (7.13)

Dãy này hô. i tu. ta. i mo.i diê’m cu’a tâ.p ho.
.p E v̀ı theo cách xây du.

.ng mo.i số

ha.ng cu’a dãy (7.13), bắt dà̂u tù. số ha.ng nào dó dè̂u du.o.
.c cho.n tù. dãy (7.2.5)

vó.i số hiê.u q (q là số cho tru.́o.c tùy ý).

Nhu. vâ.y theo bô’ dè̂ dã chú.ng minh, dãy (7.13) hô. i tu. dè̂u trên tù.ng

compá̆c.

Nhâ. n xét 7.2.1. Nếu miè̂n D 3 ∞ th̀ı dãy (7.13) hô. i tu. dè̂u trên mo.i tâ.p

dóng thuô.c D.

Thâ.t vâ.y, ta du.
.ng du.̀o.ng tròn γ(R) = {z ∈ C : |z| = R} vó.i bán ḱınh du’

ló.n sao cho γ(R) ⊂ D. Gia’ su.’ K′ là tâ.p ho.
.p dóng tùy ý cu’a D và

K = {z ∈ K′ : |z| 6 R} ∪ γ(R).

Theo di.nh lý Montel, dãy (7.13) hô. i tu. dè̂u trên K và do dó hô. i tu. dè̂u trên

γ(R). Bà̆ng cách áp du.ng nguyên lý môdun cu.
.c da. i, ta có thê’ kết luâ.n rà̆ng

dãy (7.13) hô. i tu. dè̂u trong U(R) = {z ∈ C : |z| > R}. Nhu. vâ.y dãy (7.13)

hô. i tu. dè̂u trên K ∪ U(R) ⊃ K′ và do dó trên mo.i tâ.p ho.
.p dóng cu’a D.

7.2.4 Phiếm hàm liên tu. c

D- i.nh ngh̃ıa 7.2.4. 1. Gia’ su.’ cho ho. hàm {f} xác di.nh trong miè̂n D. Khi

dó ánh xa.

I(f) : {f} → C
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du.o.
.c go. i là mô. t phiếm hàm trên f .

2. Phiếm hàm I(f) du.o.
.c go. i là liên tu. c ta. i diê’m f0 nếu ∀ fn ∈ {f} hô. i

tu. dè̂u dến f0 ∈ {f} trên tù.ng compá̆c K ⊂ D, ta có

lim
n
I(fn) = I(f0).

3. Phiếm hàm I(f) du.o.
.c go. i là liên tu. c trên ho. {f} nếu I(f) liên tu.c ta. i

mo.i diê’m f ∈ {f}.

Vı́ du. 2. Ta xét ho. hàm chı’nh h̀ınh H(D) và diê’m a tùy ý cu’a miè̂n D. Khi

dó

cp(f) =
f (p)(a)

p!

là hê. số thú. p trong khai triê’n Taylor cu’a hàm f ta. i lân câ.n diê’m a. Dó là

phiếm hàm trên ho. H(D). Phiếm hàm cp(f) là phiếm hàm liên tu.c.

Thâ.t vâ.y nếu fn → f0 là dè̂u trên tù.ng compá̆c K ⊂ D th̀ı lấy du.̀o.ng

tròn γ(r) = {|z − a| = r} ⊂ D làm K, vó.i ε > 0, ∃N : |fn(z) − f0(z)| < ε,

∀n > N , ∀ z ∈ γ(r). Khi dó, áp du.ng bất dă’ng thú.c Cauchy ta có

|cp(fn) − cp(f0)| <
ε

rp
∀n > N.

Diè̂u dó chú.ng to’ rà̆ng cp(f) liên tu.c.

Ta có

D- i.nh lý 7.2.3. Mo. i phiếm hàm liên tu. c trên ho. compắc trong nó {f} dè̂u

bi. chă. n và da. t câ. n trên cu’a nó, ngh̃ıa là

∃ f0 ∈ {f} : |I(f0)| > |I(f)|, ∀ f ∈ {f}.

Chú.ng minh. Gia’ su.’ A = sup
f∈{f}

|I(f)|, dó là số hũ.u ha.n và cũng có thê’ bà̆ng

∞. Theo di.nh ngh̃ıa câ.n trên, t̀ım du.o.
.c dãy fn ∈ {f}, n = 1, 2, . . . sao cho

|I(fn)| → A.
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Vı̀ {f} là compắc trong nó nên tò̂n ta. i dãy con fn hô. i tu. dè̂u trên tù.ng

compá̆c K ⊂ D dến hàm f0 ∈ {f} nào dó. Vı̀ I(f) liên tu.c nên

|I(f0)| = lim
n

|I(fn)| = A.

Tù. dó ta kết luâ.n du.o.
.c, thú. nhất là A < ∞, và thú. hai |I(f0)| > |I(f)|,

∀f ∈ {f}.

7.2.5 D- o.n gia’n hóa cách dă.t bài toán Riemann

Nhu. dã nói o.’ trên, su.
. kha’o sát cu’a ta chu’ yếu là liên quan dến các miè̂n do.n

liên (và do.n diê.p!̇). Do dó bài toán co. ba’n du.o.
.c dă.t ra có thê’ do.n gia’n hóa

mà không làm mất t́ınh tô’ng quát cu’a nó.

Ta có thê’ cho rà̆ng mô. t trong hai miè̂n du.o.
.c xét là h̀ınh tròn, ngh̃ıa là

dối vó.i mo.i miè̂n do.n liên D vó.i biên có ı́t nhất là hai diê’m luôn luôn tò̂n ta. i

ánh xa. ba’o giác lên h̀ınh tròn {|w| < R}. Thâ. t vâ.y, nếu

w = f(z) : D → U = {|w| < R}
w′ = f(z′) : D∗ → U∗ = {|w′| < R′}

th̀ı hàm w′ =
R′

R
w sẽ ánh xa. ba’o giác U lên U∗ và hàm z′ = F−1(w′) ánh

xa. {|w′| < R′} lên D∗. Do dó z′ = F−1
(R′

R
f(z)

)
ánh xa. D lên D∗. Vı̀ vâ.y

di.nh lý Riemann có thê’ phát biê’u du.́o.i da.ng:

Mo. i miè̂n do.n liên D trong mă. t phă’ng C (D 6≡ C) vó.i biên có ı́t nhất là

hai diê’m dè̂u dă’ng cấu vó.i h̀ınh tròn mo.’ {|w| < 1}.
Tiếp theo, miè̂n D trong phát biê’u cu’a di.nh lý vù.a nêu có thê’ gia’ thiết

là miè̂n bi. chă.n. Diè̂u dó du.
.a trên co. so.’ di.nh lý sau dây.

D- i.nh lý 7.2.4. Gia’ su.’ D là miè̂n do.n liên vó.i biên có ı́t nhất là hai diê’m

trong mă. t phă’ng C, D 6≡ C. Khi dó tò̂n ta. i dă’ng cấu biến miè̂n D lên miè̂n

bi. chă. n nào dó cu’a mă. t phă’ng phú.c C.

Chú.ng minh. 1. Nếu miè̂n D bi. chă.n th̀ı phép dă’ng cấu cà̂n t̀ım có thê’ lấy

là f(z) = z.
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2. Gia’ su.’ miè̂n D không bi. chă.n. Ta cà̂n phân biê.t hai tru.̀o.ng ho.
.p

a) Miè̂n D có diê’m ngoài a, tú.c là miè̂n D không chú.a các diê’m cu’a h̀ınh

tròn S(a, r) vó.i tâm a và bán ḱınh r. Trong tru.̀o.ng ho.
.p này hàm

w = f(z) =
1

z − a

ánh xa. miè̂n D lên miè̂n D′ nà̆m trong h̀ınh tròn
{
|w| < 1

r

}
, tú.c là D′ là

miè̂n bi. chă.n. Dó là dă’ng cấu muốn t̀ım.

b) Miè̂n D không có mô.t diê’m ngoài nào ca’ , tú.c là phà̂n bù cu’a miè̂n D

dối vó.i ca’ mă.t phă’ng không chú.a mô.t h̀ınh tròn nào. Theo gia’ thiết biên

cu’a miè̂n D có ı́t nhất là hai diê’m khác nhau α và β. Do t́ınh do.n liên miè̂n

D sẽ có mô.t tâ.p ho.
.p biên liên thông nối α vó.i β. Ta xét hàm

w = F (z) =

√
z − α

z − β
·

Hàm này thác triê’n du.o.
.c trong miè̂n do.n liên D theo mo.i tuyến, và do

dó theo di.nh lý Monodromic có thê’ tách nhánh do.n tri. F (z) (v̀ı biê’u thú.c

du.́o.i căn không triê.t tiêu cũng nhu. không bằng ∞ trong D).

Hàm F (z) là do.n diê.p trong D. Thâ. t vâ.y tù. hê. thú.c

z1 − α

z1 − β
=
z2 − α

z2 − β

và t́ınh do.n diê.p cu’a ánh xa. phân tuyến t́ınh suy ra rằng z1 = z2. Do dó F

do.n diê.p và nó ánh xa. do.n diê.p miè̂n D lên miè̂n D∗.

Miè̂n D∗ có t́ınh chất là: nếu diê’m w0 ∈ D∗ th̀ı diê’m (−w0) là diê’m ngoài

cu’a D∗ v̀ı că.p diê’m w0, −w0 tùy ý luôn luôn tu.o.ng ú.ng vó.i mô.t diê’m z.

Nhu. vâ.y miè̂n D∗ có diê’m ngoài. Tiếp theo ta áp du.ng lý luâ.n trong phà̂n

a) cho miè̂n D∗. Di.nh lý du.o.
.c chú.ng minh.

Nhu. vâ.y, vè̂ sau ta sẽ cho rằng miè̂n D trong di.nh lý Riemann là miè̂n bi.
chă.n. Ho.n thế nũ.a, trong tru.̀o.ng ho.

.p cà̂n thiết bà̆ng phép ti.nh tiến và dò̂ng

da.ng ta có thê’ gia’ thiết miè̂n f(D) nà̆m trong h̀ınh tròn do.n vi. và hàm ánh
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xa. w = f(z) tho’a mãn diè̂u kiê.n

f(a) = 0, f ′(a) > 0, a ∈ D.

Do dó dê’ chú.ng minh di.nh lý co. ba’n cu’a lý thuyết ánh xa. ba’o giác ta chı’

cà̂n chú.ng minh rằng:

Mo. i miè̂n do.n liên bi. chă. n D dè̂u dă’ng cấu vó.i h̀ınh tròn mo.’ {|w| < 1}.

7.2.6 D- i.nh lý Riemann

Tu. tu.o.’ ng chu’ da.o cu’a phép chú.ng minh di.nh lý Riemann là nhu. sau:

1. Dà̂u tiên ta xét ho. S(f ;D) các hàm chı’nh h̀ınh và do.n diê.p trong D

sao cho

a) |f(z)| 6 1 ∀ f ∈ S(f ;D), ∀ z ∈ D;

b) f(a) = 0, f ′(a) > 0.

do t́ınh do.n diê.p cu’a f trong D nên f ′(z) 6= 0 ∀ z ∈ D. Hiê’n nhiên S(f ;D) 6=
∅. Thâ.t vâ.y, v̀ı D bi. chă.n nên D ⊂ {|z − a| < R, a ∈ D,R <∞}. Do dó ta

có thê’ lấy hàm f là

f(z) =
z − a

R
, z ∈ D ⇒ |f(z)| 6 1, ∀ z ∈ D,

f(a) = 0, f ′(a) > 0.

2. Tiếp theo, hàm ánh xa. cà̂n t̀ım w = f(z) sẽ du.o.
.c xác di.nh tù. các hàm

cu’a ho. S(f ;D) bo.’ i mô.t t́ınh chất cu.
.c tri. sau dây. Tù. ho. hàm S(f ;D) hãy

t̀ım hàm f0 ∈ S(f ;D) sao cho

|f ′
0(a)| > |f ′(a)|, ∀ f ∈ S(f ;D),

ngh̃ıa là da. i lu.o.
.ng dô. giãn |f ′(a)| da.t cu.

.c da.i khi f = f0.

3. Hàm f0 - lò.i gia’ i cu’a bài toán cu.
.c tri. sẽ là dă’ng cấu muốn t̀ım; nó ánh

xa. miè̂n D lên h̀ınh tròn do.n vi. chú. không pha’i vào h̀ınh tròn do.n vi. nhu.

dối vó.i các hàm còn la. i cu’a S(f ;D).

Bây giò. ta chuyê’n sang chú.ng minh di.nh lý co. ba’n cu’a lý thuyết ánh xa.
ba’o giác - di.nh lý Riemann.
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D- i.nh lý Riemann. Mo. i miè̂n do.n liên D trong mă. t phă’ng C và D 6≡ C
dè̂u dă’ng cấu vó.i h̀ınh tròn mo.’ {|w| < 1}.

Chú.ng minh. I. Theo di.nh lý vù.a chú.ng minh cuối tiết tru.́o.c và nhâ.n xét

sau chú.ng minh di.nh lý dó, mo.i miè̂n D tho’a mãn các gia’ thiết cu’a di.nh lý

Riemann dè̂u dă’ng cấu vó.i mô.t miè̂n nào dó nà̆m trong h̀ınh tròn do.n vi..

Ta xét ho. S(f ;D) tất ca’ nhũ.ng hàm chı’nh h̀ınh do.n diê.p trong D sao cho

môdun cu’a chúng bi. chă.n bo.’ i 1 và f(a) = 0, f ′(a) > 0, trong dó a là diê’m cố

di.nh nào dó cu’a D. Dó là ho. tất ca’ nhũ.ng hàm ánh xa. ba’o giác miè̂n D vào

h̀ınh tròn do.n vi. U . Theo di.nh lý vù.a nhá̆c dến trên dây, ho. S(f ;D) 6= ∅, và

theo di.nh lý Montel S(f ;D) là ho. compá̆c.

II. Bây giò. tù. ho. S(f ;D) ta sẽ t̀ım hàm f0 sao cho dô. giãn |f ′
0(a)| là cu.

.c

da.i. Ta xét tâ.p ho.
.p con S1(f ;D) ⊂ S(f ;D):

S1(f ;D) = {f ∈ S(f ;D) : |f ′(a)| > |f ′
1(a)| > 0},

trong dó f1 là hàm cố di.nh nào dó cu’a S(f ;D). Ta sẽ chú.ng minh rà̆ng

S1(f ;D) là compắc trong nó. Gia’ su.’ dãy
{
fn
}∞
n=1

, fn ∈ S1(f ;D), ∀n hô. i tu.
dè̂u trên tù.ng compá̆c cu’a miè̂n D dến hàm gió.i ha.n f0. Hàm f0 tho’a mãn

các t́ınh chất sau dây.

1. Hàm f0 ∈ H(D), |f0| 6 1. Thâ.t vâ.y, v̀ı fn ∈ H(D), ∀n nên theo di.nh

lý Weierstrass hàm f0 ∈ H(D). Vı̀ |fn| 6 1 ∀n nên |f0| 6 1 trong D.

2. f0(a) = 0, f ′
0(a) > 0. Thâ. t vâ.y, ta có

f0(a) = lim
n
fn(a) = 0.

Tiếp theo, v̀ı fn ∈ H(D) ∀n và fn hô. i tu. dè̂u trên tù.ng compá̆c cu’a D

nên theo di.nh lý Weierstrass dãy các da.o hàm f ′
n cũng hô. i tu. dè̂u trên tù.ng

compắc cu’a D dến f ′
0 và

f ′
0(a) = lim

n
f ′
n(a) > f ′

1(a) > 0.

Nhu. vâ.y hàm f0(z) không pha’i là hà̆ng số trong D.
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3. Hàm f0 do.n diê.p trong D. Thâ. t vâ.y v̀ı f0 là gió.i ha.n cu’a dãy hàm

do.n diê.p trong D và f0 không pha’i là hằng số nên f0 do.n diê.p trong D (xem

di.nh lý 7.1.7).

Nhu. vâ.y hàm f0 ∈ S1(f ;D) và do dó S1(f ;D) là compá̆c trong nó.

Bây giò. ta xét ánh xa.

I(f) : f 7→ |f ′(a)|.

Dó là phiếm hàm liên tu.c nhu. dã chú.ng minh trong tiết 4◦ cu’a mu.c này. Ta

biết rà̆ng hàm liên tu. c trên tâ.p ho.
.p compá̆c th̀ı da.t giá tri. ló.n nhất cu’a nó.

Ngh̃ıa là ∃ f0 ∈ S1(f ;D) tho’a mãn diè̂u kiê.n

|f ′(a)| 6 |f ′
0(a)| ∀ f ∈ S1(f ;D).

Nhu. vâ.y su.
. tò̂n ta. i lò.i gia’ i cu’a bài toán cu.

.c tri. du.o.
.c chú.ng minh.

III. Bây giò. ta chú.ng minh rằng f0 ánh xa. miè̂n D lên toàn bô. h̀ınh tròn

U . Vı̀ f0 chı’nh h̀ınh do.n diê.p trong D nên nó ánh xa. ba’o giácD lên f0(D). Vı̀

|f0(z)| 6 1 ∀ z ∈ D nên a’nh f0(D) nà̆m trong h̀ınh tròn do.n vi. {|w| < 1}. Ta

chú.ng minh rằng tù. t́ınh cu.
.c tri. cu’a f0 suy ra rà̆ng f0(D) ≡ U = {|w| < 1}.

Gia’ su.’ ngu.o.
.c la. i. Ta gia’ thiết tò̂n ta. i diê’m b (|b| < 1) không thuô. c a’nh

f0(D), b 6∈ f0(D). Ta sẽ chú.ng minh rằng khi dó ∃h(z) ∈ S(f ;D) sao cho

|h′(a)| > |f ′
0(a)|

và nhu. vâ.y mâu thuã̂n vó.i t́ınh cu.
.c tri. cu’a hàm f0.

Vı̀ f0(a) = 0 ⇒ b 6= 0. Khi dó diê’m b∗ =
1

b
cũng không thuô.c a’nh f0(D)

v̀ı |b∗| > 1.

Ta xét hàm

ψ(z) =

√
f0(z) − b

1 − bf0(z)
·

Hàm ψ(z) chı’nh h̀ınh do.n diê.p trong D. Thâ. t vâ.y v̀ı giá tri. cu’a hàm f0

nà̆m trong h̀ınh tròn do.n vi. nên giá tri. cu’a biê’u thú.c du.́o.i căn cũng nằm

trong h̀ınh tròn do.n vi. (xem di.nh lý 9.9). Vı̀ miè̂n D do.n liên nên theo di.nh
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lý Monodromie ta có thê’ tách nhánh do.n tri. cu’a căn thú.c. Nhánh này do.n

diê.p trong D, diè̂u dó du.o.
.c kiê’m tra hê.t nhu. trong chú.ng minh di.nh lý 7.2.4

o.’ tiết tru.́o.c. Hiê’n nhiên |ψ| < 1 ∀ z ∈ D.

Bây giò. ta xét hàm

h(z) = eiθ
ψ(z)− ψ(a)

1 − ψ(a)ψ(z)
, −π < 0 6 π.

Hàm h(z) có các t́ınh chất sau dây:

1. h(z) ∈ S(f ;D). Thâ. t vâ.y, h(z) chı’nh h̀ınh và do.n diê.p trong D;

h(a) = 0 và |h| 6 1 ∀ z ∈ D.

h′(a) = eiθ
ψ′(a)

1 − |ψ(a)|2
= eiθ

1 + |b|
2
√
−b

f ′
0(a).

Vó.i θ = arg
√
−b ta có

h′(a) =
1 + |b|
2
√

|b|
f ′

0(a) ⇒ h(z) ∈ S(f ;D).

2. h′(a) > f ′
0(a). Thâ.t vâ.y, ta có

1 + |b| > 2
√

|b|.

Do dó
1 + |b|
2
√

|b|
> 1. Tù. dó suy ra h′(a) > f ′

0(a).

Diè̂u này trái vó.i t́ınh chất cu.
.c tri. cu’a hàm f0(z). Di.nh lý Riemann du.o.

.c

chú.ng minh.

Nhâ. n xét 7.2.2. Nhu.o.
.c diê’m co. ba’n cu’a chú.ng minh vù.a tr̀ınh bày là o.’ chõ̂

nó chı’ thuà̂n túy chú.ng minh su.
. tò̂n ta. i mà chu.a du.a ra mô.t phu.o.ng pháp

có t́ınh chất kiến thiết dê’ xây du.
.ng hàm ánh xa.. Phép chú.ng minh có t́ınh

chất kiến thiết di.nh lý này, xin mò.i xem các sách giáo khoa [2], [6], [14] và

[20].

Hê. qua’ 7.2.1. Nếu các diè̂u kiê. n cu’a di.nh lý Riemann du.o.
.c tho’a mãn th̀ı

tò̂n ta. i duy nhất F (z) chı’nh h̀ınh trong D, du.o.
.c chuâ’n hóa ta. i diê’m z0 ∈ D,

z0 6= ∞ bo.’ i các diè̂u kiê. n F (z0) = 0, F ′(z0) = 1 và ánh xa. ba’o giác D lên

h̀ınh tròn vó.i tâm ta. i diê’m w = 0.
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Chú.ng minh. Nếu f0 là hàm du.o.
.c chı’ ra trong di.nh lý Riemann th̀ı hàm

F (z) =
f0(z)

f ′
0(z0)

. Hàm F ánh xa. D lên h̀ınh tròn {|w| < R}, R = 1/f ′(z0).

Nếu còn tò̂n ta. i mô.t hàm F1(z) nũ.a tho’a mãn diè̂u khă’ng di.nh cu’a hê. qua’

và ánh xa. D lên h̀ınh tròn {|w| < R1} nào dó th̀ı
F1(z)

R1
= f0(z) sẽ là hàm

du.o.
.c chı’ ra trong di.nh lý Riemann. Tù. dó suy ra

1

R1
= f ′

0(z0), F1(z) =
f0(z)

f ′
0(z0)

= F (z).

Số R =
1

f ′
0(z0)

du.o.
.c go. i là bán ḱınh ba’o giác cu’a miè̂n D ta. i diê’m z0 ∈ D.

Hê. qua’ 7.2.2. Hai miè̂n do.n liên tùy ý D1 và D2 trong mă. t phă’ng C và

6= C dè̂u dă’ng cấu vó.i nhau.

Chú.ng minh. Theo di.nh lý Riemann tò̂n ta. i dă’ng cấu

fj : Dj → {|w| < 1}, j = 1, 2

biến các miè̂n dó lên h̀ınh tròn do.n vi.. Nhu.ng khi dó

f = f−1
2 ◦ f1

sẽ là dă’ng cấu biến D1 lên D2.

Hê. qua’ 7.2.3. Hai miè̂n do.n liên tùy ý D1 và D2 trong mă. t phă’ng C là

dò̂ng phôi vó.i nhau.

Chú.ng minh. 1. Nếu D1 và D2 không trùng vó.i C th̀ı hê. qua’ này du.o.
.c suy

tù. hê. qua’ 7.2.1.

2. Nếu mô.t trong hai miè̂n trùng vó.i C th̀ı hê. qua’ du.o.
.c rút ra tù. chõ̂ là

mă.t phă’ng C và h̀ınh tròn {|z| < 1} dò̂ng phôi vó.i nhau.

Hê. qua’ 7.2.4. Nếu hàm w = f(z) chı’nh h̀ınh trong C và không nhâ. n nhũ.ng

giá tri. nà̆m trên cung l nào dó cu’a mă. t phă’ng th̀ı hàm dó là hằng số.
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Chú.ng minh. Gia’ su.’ ω = ϕ(w) ánh xa. ba’o giác phà̂n ngoài l lên phà̂n trong

h̀ınh tròn do.n vi. (nó tò̂n ta. i theo di.nh lý Riemann). Ta xét hàm

ω = ϕ[f(z)] = Φ(z).

Hàm ω = Φ(z) chı’nh h̀ınh trong C và bi. chă.n. Do dó, theo di.nh lý Liouville

Φ(z) ≡ const. Nhu.ng ϕ(z) 6= const nên f(z) = const.

7.2.7 D- i.nh lý duy nhất cu’a ánh xa. ba’o giác

Trong n◦6 mu.c tru.́o.c ta dã bàn dến các diè̂u kiê.n dê’ chuâ’n hóa ánh xa.. O
.

’ dấy ta dã nêu ra ba cách dă.t diè̂u kiê.n chuâ’n tu.o.ng du.o.ng vó.i nhau.

Bây giò. ta chú.ng minh di.nh lý duy nhất cu’a ánh xa. ba’o giác.

D- i.nh lý 7.2.5. Nếu miè̂n D dă’ng cấu vó.i h̀ınh tròn do.n vi. U = {|w| < 1}
th̀ı tâ. p ho.

.p mo. i ánh xa. ba’o giác D lên U phu. thuô. c ba tham số thu.
.c và tò̂n

ta. i ánh xa. ba’o giác duy nhất f biến D lên U du.o.
.c chuâ’n hóa bo.’ i các diè̂u

kiê.n

f(z0) = 0, arg f ′(z0) = θ, (7.14)

trong dó z0 là diê’m tùy ý thuô. c D, còn θ là số thu.
.c tùy ý.

Chú.ng minh. Diè̂u khă’ng di.nh thú. nhất du.o.
.c suy tù. di.nh lý 7.1.10 v̀ı nhóm

AutU phu. thuô.c tham số thu.
.c: hai to.a dô. cu’a diê’m a và số α trong di.nh lý

7.1.13.

Dê’ chú.ng minh diè̂u khă’ng di.nh thú. hai ta gia’ thiết rà̆ng có hai ánh xa.
f1 và f2 biến miè̂n D lên U du.o.

.c chuâ’n hóa bo.’ i diè̂u kiê.n (7.14). Khi dó

ϕ = f1 ◦ f−1
2

sẽ là mô.t tu.
. dă’ng cấu cu’a U và ϕ(0) = 0, argϕ′(0) = 0. Tù. di.nh lý 7.1.13

suy ra rằng a = 0 và α = 0 và do dó ϕ ≡ z hay là f1(z) ≡ f2(z).
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554 Chu.o.ng 7. Ánh xa. ba’o giác

7.2.8 Su.
. tu.o.ng ú.ng giũ.a các biên và công thú.c

Christoffel-Schwarz

Nếu hàm chı’nh h̀ınh du.o.
.c di.nh ngh̃ıa nhu. ánh xa. miè̂n này lên miè̂n kia th̀ı

ánh xa. dó luôn luôn pha’i du.o.
.c hiê’u là su.

. tu.o.ng ú.ng mô. t - mô.t giũ.a các diê’m

trong cu’a các miè̂n. Vı̀ các diê’m biên không du.o.
.c liê.t vào diê’m cu’a miè̂n nên

dê’ nghiên cú.u su.
. tu.o.ng ú.ng giũ.a các diê’m biên ta cà̂n nghiên cú.u vấn dè̂

khó khăn ho.n - dáng diê.u cu’a hàm ánh xa. khi dà̂n dến biên cu’a miè̂n. Thế

nhu.ng, trong nhiè̂u vấn dè̂ ta cà̂n pha’i biết mô.t số t́ınh chất cu’a hàm ánh

xa. o.’ gà̂n biên cu’a miè̂n.

Trong pha.m vi giáo tr̀ınh, ta thu.̀o.ng su.’ du.ng kết qua’ sau dây cu’a

Caratheodory - go. i là nguyên lý tu.o.ng ú.ng biên.

D- i.nh lý 7.2.6. (Caratheodory) Gia’ su.’ miè̂n D và D∗ du.o.
.c gió.i ha. n bo.’ i

các du.̀o.ng cong Jordan ∂D và ∂D∗ và

f : D → D∗

là ánh xa. ba’o giác miè̂n D lên miè̂n D∗.

Khi dó

1) hàm f(z) có thê’ thác triê’n liên tu. c ra miè̂n dóng D,

2) hàm dã du.o.
.c thác triê’n dó xác lâ. p mô. t phép dò̂ng phôi giũ.a các miè̂n

dóng D và D
∗
.

Ta sẽ không dù.ng la. i dê’ chú.ng minh kết qua’ này mà xin mò.i ba.n do.c

nào quan tâm dến vấn dè̂ dáng diê.u cu’a ánh xa. ba’o giác o.’ trên biên hày t̀ım

xem cuốn sách cu’a C. Caratheodory “Conformal Representation” hoă. c cuốn

sách cu’a A. Hurwitz và R. Courant “Teori� funkci�” M., 1968.

Bây giò. ta sẽ tr̀ınh bày công thú.c cho phép t̀ım ánh xa. ba’o giác nu.’ a mă.t

phă’ng trên {Im z > 0} lên da giác trong mă.t phă’ng w.

Không di sâu vào chi tiết, o.’ dây ta sẽ tr̀ınh bày nhũ.ng kết qua’ co. ba’n

trong viê.c xây du.
.ng biê’u thú.c gia’ i t́ıch dối vó.i hàm w = f(z) ánh xa. nu.’ a

mă.t phă’ng trên

P = {Im z > 0}
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lên da giác ∆n trong mă.t phă’ng w.

O
.’ dây ta su.’ du. ng các ký hiê.u sau: Ak là các dı’nh liên tiếp cu’a da giác

∆n, k = 1, 2, . . . , n; παk là dô. ló.n cu’a góc ta. i dı’nh Ak tu.o.ng ú.ng trong dó

0 < αk 6 2,
n∑
k=1

αk = n − 2 (di.nh lý vè̂ tô’ng các góc trong cu’a da giác); các

diê’m ak, k = 1, n nà̆m trên tru. c thu.
.c cu’a mă.t phă’ng z

ak < ak+1 ∀ k = 1, n− 1

là nghi.ch a’nh cu’a Ak qua ánh xa. w = f(z), tú.c là f(ak) = Ak.

Tù. di.nh lý Riemann suy ra hàm w = f(z) tò̂n ta. i. Tù. nguyên lý tu.o.ng

ú.ng biên trong ánh xa. ba’o giác cũng suy du.o.
.c rà̆ng hàm này liên tu. c trong

nu.’ a mă.t phă’ng dóng P =
{
Im z > 0

}
và hàm ngu.o.

.c cu’a nó liên tu.c trong

da giác dóng ∆n.

Có thê’ chú.ng minh

D- i.nh lý 7.2.7. (Christoffel-Schwarz) Gia’ su.’ :

1) ak và αk, k = 1, n là nhũ.ng số thu.
.c tho’a mãn các diè̂u kiê. n

−∞ < a1 < a2 < · · · < an < +∞

0 < αk 6 2,

n∑

k=1

αk = n− 2.

2) Hàm w = f(z) ánh xa. nu.’ a mă. t phă’ng trên P = {Im z > 0} lên da

giác bi. chă. n ∆n vó.i các dı’nh liên tiếp A1, A2, . . . , An sao cho f(ak) = Ak,

k = 1, n. Khi dó ta có công thú.c Christoffel-Schwarz

w = f(z) = A

z∫

z0

(z − a1)
α1−1(z − a2)

α2−1 · · · (z − an)
αn−1dz +B (7.15)

trong dó t́ıch phân du.o.
.c lấy theo du.̀o.ng cong nằm trong nu.’ a mă. t phă’ng trên;

A, B là các hà̆ng số.

Ta xét hai tru.̀o.ng ho.
.p dă.c biê.t sau dây.
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I. Gia’ su.’ mô.t trong các dı’nh cu’a da giác là a’nh cu’a diê’m vô cùng, chă’ng

ha.n là a’nh cu’a an = ∞. Ta thu.
.c hiê.n phép biến dô’i tuyến t́ınh biến nu.’ a mă.t

phă’ng trên {Im z > 0} lên nu.’ a mă. t phă’ng trên {Im ζ > 0} bo.’ i ζ = −1

z
+ a′n

nếu ak 6= 0 hoă. c bo.’ i ζ =
−1

z − a
+ a′n nếu có mô.t ak = 0 (trong dó a 6= ak

∀ k = 1, n) biến các diê’m a1, a2, . . . , an−1, an = ∞ thành các diê’m hũ.u ha.n

a′1, a
′
2, . . . , a

′
n. Khi dó theo (7.15) và hê. thú.c

n∑
k=1

αk = n − 2 ta có

Hê. qua’ 7.2.5. Gia’ su.’ hàm w = f(z) ánh xa. nu.’ a mă. t phă’ng trên {Im z > 0}
lên da giác bi. chă. n ∆n sao cho ak 6= ∞ vó.i k = 1, n− 1 và an = ∞. Khi dó

ta có công thú.c

w = f(z) = A1

z∫

z0

(z − a1)
α1−1(z − a2)

α2−1 · · · (z − an−1)
αn−1−1dz +B1.

(7.16)

Tù. (7.16) ta thấy rà̆ng trong công thú.c Christoffel-Schwarz thù.a số liên

quan dến dı’nh tu.o.ng ú.ng vó.i an = ∞ là không hiê.n diê.n. Diè̂u dó du.a dến

viê.c công thú.c (7.16) thu.̀o.ng du.o.
.c su.’ du.ng nhiè̂u ho.n.

II. Xét tru.̀o.ng ho.
.p khi da giác ∆n có mô.t hay mô.t số dı’nh nằm ta. i ∞.

Trong tru.̀o.ng ho.
.p này ta sẽ xem góc giũ.a hai ca.nh vó.i dı’nh ta. i ∞ du.o.

.c xác

di.nh nhu. là góc ta. i giao diê’m hũ.u ha.n giũ.a hai ca.nh dó vó.i dấu ngu.o.
.c la. i.

Vó.i quy u.́o.c dó công thú.c (7.15) và (7.16) vã̂n có hiê.u lu.
.c, tú.c là ta có

D- i.nh lý 7.2.8. (Christoffel-Schwarz) Ánh xa. ba’o giác w = f(z) biến nu.’ a

mă. t phă’ng trên lên da giác ∆n du.o.
.c thu.

.c hiê.n bo.’ i

1) hàm (7.15) nếu ak 6= ∞ ∀ k = 1, n;

(2) hàm (7.16) nếu ak 6= ∞, k = 1, n− 1, an = ∞.

Công thú.c Christoffel-Schwarz cho phép ta t̀ım hàm w = f(z) ánh xa.
ba’o giác nu.’ a mă.t phă’ng {Im z > 0} lên da giác ∆n dã du.o.

.c cho (tú.c là cho

các dı’nh Ak và các góc παk, k = 1, n) th̀ı bài toán t̀ım hàm w = f(z) du.o.
.c

du.a vè̂ t̀ım các diê’m ak, k = 1, n và các hà̆ng số A, B. Ba diê’m bất kỳ trong
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số các diê’m ak k = 1, n du.o.
.c cho tùy ý (7.1.8), các diê’m ak còn la. i và các

hà̆ng số A, B sẽ du.o.
.c xác di.nh do.n tri. v̀ı các dı’nh Ak = f(ak) dã cho. Tuy

nhiên viê.c xác di.nh các hằng số này (go. i là các hằng số Christoffel-Schwarz)

trong thu.
.c tế là cu.

.c kỳ phú.c ta.p. Ba.n do.c muốn t̀ım hiê’u sâu vấn dè̂ này xin

mò.i xem cuốn sách M. A. Lavrent~ev, B. V. Xabat. Metody teorii
funkci� kompleksnogo peremennogo. M., “Nauka”, 1973. Ch II, còn

bây giò. ta sẽ nêu mô.t vài v́ı du. do.n gia’n dê’ minh ho.a viê.c xác di.nh các hằng

số Christoffel-Schwarz.

Vı́ du. 3. Ánh xa. nu.’ a mă.t phă’ng trên {Im z > 0} lên băng nằm ngang

{0 < Imw < h}.

Hı̀nh VII. 1

Gia’i. Băng nà̆m ngang dã cho (h̀ınh VII. 1) là mô.t “nhi. giác” vó.i các

dı’nh là A1 = +∞ và A2 = −∞ vó.i các góc dı’nh α1 = α2 = 0. Vı̀ dê’ chuâ’n

hóa ánh xa. ta cà̂n cho tru.́o.c su.
. tu.o.ng ú.ng cu’a ba diê’m, nên ta bô’ sung cho

“nhi. giác” dã cho mô.t dı’nh nũ.a là A3 = 0 vó.i góc dı’nh bằng π (hiê’n nhiên

diè̂u dó không a’nh hu.o.’ ng g̀ı dến h̀ınh da.ng cu’a “nhi. giác”).

Dê’ tiê.n lo.
.i, ta ghi các số liê.u dã biết thành ba’ng sau dây

ak Ak αk

∞ +∞ 0

0 −∞ 0

1 0 1
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Dê’ ý dến ba’ng vù.a lâ.p dẽ̂ dàng thấy rà̆ng trong tru.̀o.ng ho.
.p này t́ıch

phân Christofell-Schwarz có da.ng

w = A

z∫

1

dz

z
+B.

Vı̀ diê’m a3 = 1 tu.o.ng ú.ng vó.i dı’nh A3 = 0 nên

0 = A

1∫

1

dz

z
+B,

B = 0.

Do dó

w = A

z∫

1

dz

z
= A ln z,

trong dó hà̆ng số A du.o.
.c xác di.nh bo.’ i dô. rô.ng và hu.́o.ng cu’a băng dã cho.

Vı̀ bán tru.c du.o.ng cu’a mă.t phă’ng z du.o.
.c ánh xa. lên tru. c thu.

.c cu’a mă.t

phă’ng w nên hà̆ng số A là mô.t số thu.
.c.

Ta xác di.nh hà̆ng số A.

Dê’ làm viê.c dó, thông thu.̀o.ng ta su.’ du. ng di.nh lý sau dây cu’a (R.

Courant).

Gia’ su.’ γr là nu.’ a du.̀o.ng tròn vó.i bán ḱınh vô cùng bé r và vó.i tâm ta. i

diê’m z = a và gia’ su.’ qua ánh xa. ba’o giác w = f(z) diê’m z = a biến thành

diê’m w = ∞. Khi dó, vó.i su.
. sai khác mô. t vô cùng bé bâ. c cao ho.n so vó.i

r, a’nh cu’a nu.’ a du.̀o.ng tròn γr sẽ là mô. t doa. n thă’ng. (xem R. Kurant,
Geometriqeska� teori� funkci� kompleksnogo peremennogo M-L,

1934).

Áp du.ng di.nh lý vù.a phát biê’u, ta thấy rà̆ng a’nh cu’a nu.’ a du.̀o.ng tròn

γr = {|z| = r, Im z > 0}
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là doa. n thă’ng nối các tia A1A2 vó.i A2A3 và thă’ng góc vó.i các tia ấy. Do dó

vó.i su.
. sai khác vô cùng bé θ(r), khi vòng qua diê’m z = 0 theo nu.’ a du.̀o.ng

tròn γr (theo chiè̂u kim dò̂ng hò̂), gia số ∆w0 cu’a w = A ln z sẽ bà̆ng hiê.u

các giá tri. cu’a phà̂n thu.
.c cu’a w là̂n lu.o.

.t trên A2A3 và A1A2, ngh̃ıa là

∆w0 = −hi+ 0(r), r → 0.

Nhu.ng mă.t khác ta la. i có

∆w0 = A

∫

γr

dz

z
= Ai

0∫

π

dθ = −Aπi (r → 0).

Tù. dó suy ra

A =
h

π
, và w =

h

π
ln z.

Vı́ du. 4. Ánh xa. nu.’ a mă.t phă’ng trên {Im z > 0} lên nu.’ a băng
{
− π

2
<

Rew <
π

2
, Imw > 0

}
là mô.t “tam giác” vó.i các dı’nh (h̀ınh VII. 2)

A1 = −π
2
, A2 =

π

2
, A3 = ∞.

Gia’i. Tam giác A1A2A3 có các góc tu.o.ng ú.ng là

α1 =
1

2
, α2 =

1

2
, α3 = 0

(α1 + α2 + α3 = 1 !). Các số liê.u dã cho có thê’ ghi thành ba’ng sau dây

ak Ak αk

−1 −π/2 1/2

1 π/2 1/2

∞ ∞ 0
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Hı̀nh VII. 2

Tı́ch phân Christofell-Schwarz có da.ng

W = A

z∫

0

(z + 1)−
1
2 (z − 1)−

1
2dz +B

= A′

z∫

0

dz√
1 − z2

+B

= A′arc sin z +B.

Su.’ du.ng su.
. tu.o.ng ú.ng giũ.a các diê’m dã ghi trên ba’ng ta có

−π
2

= −A′π

2
+B,

π

2
= A′π

2
+B,

và tù. dó

B = 0, A′ = 1.

Nhu. vâ.y

W = arc sin z.

7.3 Bài tâ.p

1. Hàm thu.
.c G(z, z0,D), trong dó z0 là diê’m thuô.c D bất kỳ, du.o.

.c go. i là

hàm Green dối vó.i miè̂n D nếu nó tho’a mãn các diè̂u kiê.n:

1. G(z, z0,D) là hàm diè̂u hòa theo z trong D \ {z0};
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2. G(z, z0,D) → +∞ khi z → z0;

3. G(z, z0,D) → 0 khi z → ∂D.

Chú.ng minh rằng

G(z, z0,D) = G(z0, z,D).

2. Chú.ng minh rà̆ng hàm Green dối vó.i miè̂n do.n liên D có thê’ biê’u diẽ̂n

qua hàm ánh xa. ba’o giác D lên h̀ınh tròn do.n vi. theo công thú.c

G(z, z0,D) =
1

2π
ln
∣∣∣ w(z) − w(z0)

1 − w(z0)w(z)

∣∣∣ , (*)

trong dó w(z) là ánh xa. ba’o giác D lên h̀ınh tròn do.n vi.

U = {|w| < 1}.

3. Áp du.ng công thú.c (*) dê’ viết công thú.c biê’u diẽ̂n hàm Green dối vó.i

các h̀ınh tròn S = {|z| < R} và nu.’ a mă.t phă’ng trên.

4. Chú.ng minh rà̆ng nếu D và D∗ là nhũ.ng miè̂n do.n liên và f là ánh xa.
ba’o giác nào dó biến D∗ lên D th̀ı hàm Green dối vó.i miè̂n D và D∗ liên hê.
vó.i nhau theo công thú.c

G(z, z0,D
∗) = G(f(z), f(z0),D).

5. Gia’ su.’ f ∈ H(D), f ′(z) 6= 0 ∀ z ∈ D. Khi dó miè̂n D có thê’ phân hoa.ch

thành tâ.p ho.
.p hũ.u ha.n hoă. c dếm du.o.

.c miè̂n mà trong mõ̂i miè̂n dó hàm

f(z) do.n diê.p.

6. Tı̀m hàm ánh xa. nu.’ a mă.t phă’ng trên lên ch́ınh nó sao cho w(a) = b,

argw′(a) = α (Ima > 0, Im b > 0).

(Tra’ lò.i:
w − b

w − b
= eiα

z − a

z − a
.)

7. Tı̀m hàm ánh xa. nu.’ a mă.t phă’ng trên lên nu.’ a mă.t phă’ng du.́o.i sao cho

w(a) = a, argw′(a) = −π
2
. (Ima > 0).

(Tra’ lò.i:
w − a

w − a
= i

z − a

z − a
)
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8. Ánh xa. h̀ınh tròn S = {z : |z| < 2} lên nu.’ a mă.t phă’ng P = {z : Rew > 0}
sao cho

w(0) = 1, argw′(0) =
π

2
·

(Tra’ lò.i : w = −z − 2i

z + 2i
)

9. Ánh xa. h̀ınh tròn S = {z : |z − 4i| < 2} lên nu.’ a mă.t phă’ng P = {w :

Imw > Rew} sao cho tâm cu’a h̀ınh tròn chuyê’n thành diê’m w = −4 và diê’m

z = 2i cu’a du.̀o.ng tròn biến thành gốc to.a dô. .

(Tra’ lò.i: w = −4
zi+ 2

z − 2 − 4i
)

10. Ánh xa. h̀ınh tròn S(R1) = {z : |z| < R1} lên h̀ınh tròn S(R2) = {z :

|z| < R2} sao cho w(a) = b, argw′(a) = α (|a| < R1, |b| < R2).

(Tra’ lò.i: R2
w − b

R2
2 − bw

= eiαR1
z − a

R2
1 − az

)

11. Tı̀m hàm ánh xa. nu.’ a h̀ınh tròn S = {z : |z| < 1, Imz > 0} lên h̀ınh tròn

S∗ = {w : |w| < 1} sao cho w(±1) = ±1, w(0) = −i.

(Tra’ lò.i: w =
z2 + 2iz + 1

iz2 + 2z + i
)
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564 Tài liê.u tham kha’o

10. Kartan A., �lementarna� teori� analitiqeskih funkci�
odnogo i neskol~kih kompleksnyh peremennyh. I. L.,
Moskva, 1973.

11. Kompenfels V., Wtal~man F., Praktika konformnyh oto-
bra�eni� I. L., 1963.

12. Lavrent~ev M. A., Wabat B. V. Metody teorii funkci� kom-
pleksnogo peremennogo, “Nauka”, 1973.

13. Lavrik V. I., Savenkov V. N. Spravoqnik po konformnym
otobra�eni�m “Naukova Dumka”, Kiev 1970.

14. Lunc G. L., �l~sgol~c L. �. Funkci� kompleksnogo pere-
mennogo s �lementami operacionnogo isqisleni�, M., 1958.

15. Markuxeviq A. I., Teori� analitiqeskih funkci�, Tom 1
(1967), Tom 2 (1968), “Nauka”.

16. Privalov I. I. Vvedenie v teori� funkci� kompleksnogo
repemennogo, M., 1960. (Ba’n di.ch tiếng Viê.t cu’a NXB Giáo du.c, Hà
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Tài liê.u tham kha’o 565

23. Fuks B. A., Wabat B. V. Funkcii kompleksnogo peremennogo
i nekotorye ih prilo�eni�. M., 1959 (Ba’n di.ch tiếng Viê.t cu’a
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