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Lo1 ndéi dau

Co 86 1y thuyét ham bién phite (LTHBP) dwoc dit nén méng tir gitra thé
ky XVIII bédi cde cong trinh cua L. Euler. Vi tw cdch mot nhanh doc lap,
LTHBP dwoc hinh thanh vao gitta thé ky XIX nho cdc cong trinh cia O.
Cauchy, C. Weierstrass va B. Riemann.

Ngay nay LTHBP 1a mot trong nhitng phan quan trong nhéit cia todn
hoc. D6 1a khoa hoc vira ¢6 dién vira hién dai, vira gin bé mat thiét véi
cac nhanh hién dai nhit cia todn hoc 1y thuyét lai vira gan b6 véi nhieu bai
todn vat 1y va co hoc cu thé. Tuw twwdng va két qua clia né da tham nhap sau
vao nhiéu phan khdc nhau ctia todn hoc. Céc phwong phép cia LTHBP da
trd thanh quen thuodc cd trong nhiéu nganh ng dung nhw thiy dong hoc,
va khi dong hoc, 1y thuyét dan hoi,... Vily do d6 ma LTHBP la mon hoc
bat buoc, 1a mot phan tat yéu cia gido duc todn hoc déi véi cdc hé dao tao:
Toén, Todn - Co, Toén - Tin timg dung cta trwrong Dai hoc Khoa hoc Tw
nhién (Pai hoc Quoc gia Ha Noi).

Gido trinh “Co sé Iy thuyét ham bién phitc’ nay dwoc bién soan theo
sdt chwong trinh Ham bién phitc diroe Dai hoc Qudc gia Ha Noi ban hanh.
Khéi Iirong va cau tric chung clla cudn sdch 14 hoan toan twong tng véi noi
dung va cau tric cia chwong trinh hién hanh cta Dai hoc Qudce gia Ha Noi.
N6 diroc bién soan dira trén ndi dung cuon sach “Co s& ly thuyét Ham bién
phire” trirge day cua téc gia va kinh nghiém trinh bay LTHBP & trirong Dai
hoc Tong hop Ha Noi triede day va Dai hoc Quéc gia Ha Noi ngay nay.

Nham muc dich gitip sinh vién hiéu thau ddo co s& ly thuyét ctia LTHBP,

khi bién soan gido trinh nay ching t6i da c¢6 gang dira vao nhiéu vi du minh
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hoa diroc chon loc ky cang va diroc gidi mot cdch chi tiét.

Chiing t6i hy vong rang gido trinh ndy cling véi gido trinh “Hwdng dan
gidi Bai tap Ham bién phitc” (Nha Xudt ban Dai hoc Qudc gia Ha Noi, 2003)
clia chiing toi sé 1a bo sach ddp ttng dwoc nhitng yéu cau co ban vé LTHBP
cia PHQG Ha Noi.

Chiing toi chan thanh bay td long biét on dén Bo mon Gii tich, Khoa
Toan - Co - Tin hoc trwong Dai hoc Tong hop Ha Noi triede day va trueong
Dai hoc Khoa hoc T nhién ngay nay da tao diéu kién cho toi hoan thanh
ban thao gido trinh nay.

Chiing t6i chan thanh cAm on GS. TSKH Nguyén Vin Mau va PGS. TS
Nguyén Minh Tuan da cé nhitng trao déi va déng gép nhieu y kién quy bau
cho tac gia khi chuan bi ban thao gido trinh nay.

Téc gia chan thanh mong nhan dwoc s quan tam va gép y cua ban doc

xa gan ve noi dung va hinh thitc dé gido trinh ngay dwoc hoan thién hon.

Ha Noi, Mua thu 2005
Tac gia
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1.1 Tap hop sé phirc, mit phing phirc

Tap hop s6 phitc ¢6 hai ciu tric: ciu tric dai s ctia mot trudong va dong

thoi né ¢é cau tric topo ctia mot khong gian (khong gian Euclide hai chiéu,
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titc 1a mit phang). Do dé tap hop céc s6 phitc cé ca tinh chit dai s6 1an
tinh chat topo. Trong muc nay ta sé nghién citu céc tinh chat dai s6 cia tap
hop s6 phite.

1.1.1 Binh nghia s phitrc

Ta xét phwong trinh
?+1=0.

RO rang 1a phirong trinh nay khong c¢é nghiém thuoec R vi 2241 > 1,V € R.
Do d6 mot van dé tw nhién dit ra 1a tim mot tap hop (ta ky hiéu 1a C) thda
man céc dieu kién sau day:

1. C la mot treong;

2. RcC;

3. Phwong trinh 22 + 1 = 0 ¢6 nghiém trong C.

Vi tap hop cdc s6 thue R 14 mot tap hop con ciia C nén khi xdc dinh cédc
phép tinh s6 hoc co ban trén cdc s6 phitc ta can doi hoi rang khi 4p dung cho
cac s6 thire cac phép todn dé dwa lai két qua nhw két qua thu dwoc trong s6
hoc céc s6 thue. Mit khéc, néu ta mong mudn cdc sé phitc cé nhitng tng
dung trong céc van dé ciia giai tich thi ta can doi hdi rang céc phép toan co
ban dwoc dira vao d6 phai thda man céc tién dé thong thiromg ciia s6 hoc cdc

s6 thue.

Pinh nghia 1.1.1. Moi cap s6 thue c6 thit tw (a,0) Va € R, Vb € R dwoc

goi 1a mot sé phitc néu trén tap hop cdc cip dé quan hé bang nhau, phép

cong va phép nhan dwoc dwa vao theo cdc dinh nghia (tién dé) sau day:
a=c

b=d.

I. (a,b) = (c,b) &

IL. Phép cong: (a,b) + (c,d) < (a4 ¢,b+d)* va cip (a+ ¢, b+ d) dwoc
goi 13 tong ctia céc cap (a,b) va (¢, d).

IDef. 1a céch viét tat ctia tir tiéng Anh definition (dinh nghia)
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II1. Phép nhan: (a,b)(c,d) ) (ac — bd, ad + bc) va cap (ac — bd, ad + be)

dwoc goi la tich cia cac cap (a,b) va (c,d).

IV. Cép (a,0) dwoc dong nhat véi sé thwe a, nghia la

(0,002 4.

~

Tap hop cdc s6 phite dwwoc ky hiéu 1a C.

Nhw vay moi phan ctia dinh nghia s6 phitc déu dirgc phat biéu bang ngon
ngtr s6 thwe va cdc phép todn trén ching.

Trong dinh nghia nay ba tién dé dau thuwc chat 14 dinh nghia céc khéi
niém khéc nhau: dinh nghia khai niém bang nhau, téng va tich cac s6 phitc.
Do d6 viéc doi chiéu céc tién de dé véi nhau sé khong dan dén bat cir mau
thuan nao. Dieu duy nhat c6 thé gay ra doi chiit lo ngai 1a tién dé IV. Van
dé 14 & cho: von di céc khéi niém bang nhau, tong va tich cdc so thue cé y
nghia hoan toan xdc dinh va do dé néu céc khai niém nay khong twong thich
v4i nhitng khéi niém dwoc dé cap dén trong céc tién de I - 111 khi xét céc s6
thire v&i tw cdch 13 cde cap dang dic biét thi buoc phai loai trir tién de IV.
Do dé ta can ddi chiéu tién dé IV véi cde tien de I, 1T va III.

1) I - IV. Gia st hai s6 thwc a va b bang nhau nhw nhirng cidp dang
ddc biét dong nhit véi ching: (a,0) = (b,0). Khi d6 theo tién dé I ta ¢é
(a,0) = (b,0) & a = b, titc 1a néu ching bang nhau theo nghia thong thwrong.

2) 1I - TV. Theo tién dé II, tong hai s6 thwe a va ¢ dwge xét nhw nhitng
cap (a,0) va (c,0) 1a bang cap (a+¢,0+0) = (a+¢,0). Nhung theo tién dé
IV thi (a +¢,0) = a + ¢. Nhw vay

(a,0) + (¢,0) =(a+¢,04+0)=(a+c¢0) =a+c

titc 1a dong nhat bang tong a + ¢ theo nghia thong thwong.
3) III - IV. Theo tién de III, tich cdc s6 thwe a va b dwge xét nhw nhirng
cap (a,0) va (c,0) 1a bang cap

(ac—=0-0,a-0+0-c) = (ac,0)
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va theo tién dé IV ta c6 (ac,0) = ac. Nhw vay

(111)

(a,0)(c,0) (ac,0) ) ge

titc 14 dong nhat bang tich a véi ¢ theo nghia thong thwong.
Nhuw vay tién dé IV twong thich véi céc tién de I, II va III.

Ta cling lwu ¥ cong thite sau diy dwoc suy trwece tiép tir 111 va IV:
m(a,b) = (ma,mb), m €R.
That vay tir IV va III ta c6

m(a,b) = (m,0)(a,b) = (ma—0-b,mb+0-a)

= (ma, mb).
Néu m € N thi theo II ta cé

(a,b) + (a,b) = (2a, 2b);
(2a,2b) + (a,b) = (3a,3b), ...

tirc 1a (ma, mb) 1a két qua ctia phép cong lién tiép m s6 hang bang (a,b).
Dieu d6 pht hop véi biéu twong thong thiromg 14 phép nhan véi s6 tir nhién
twong ttng véi phép cong m sé hang bang nhau.

Dé dang thiy rang cdc tién de II va III 14 twong thich véi nhau va cdc
quy luat thong thwong cia cdc phép tinh thwe hién trén céc s6 van dwoc
bao toan khi chuyén sang s phitc (dirong nhién phai cat bd moi quy luat cé

quan hé t&i dau >).

Pinh nghia 1.1.2. Gid sit z = (a,b) € C. Khi d6 s6 phitc (a, —b) dwoc goi

13 56 phitc lién hop vGi s6 phite z va dwoc ky hiéu 1a z:
zZ = (a,—b).

Ta cé dinh 1y sau day:
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Pinh ly 1.1.1. Tdp hop C ldp thanh mot truong théa man cde diéu kién:
1. COR;
2. C chita phan ti i véi tinh chdt i = —1; phan ti i nay dwoc goi la

don vi do.

Chitng minh. 1. C la mot truwong. Hién nhién, phan ti don vi cia C 1a cip
(1,0) vi rang (a,b)(1,0) = (a1 —=b-0,a-0+b-1) = (a,b); va phan tit -
khong cia C 1a cap (0,0) vi rang (a,b) + (0,0) = (a+ 0,0+ 0) = (a, b).

Dé chitng t6 C 1a mot trwong ta chi can kiém nghiém s ton tai phan ti
nghich dio (viéc kiém nghiém cdc tién dé con lai déi véi mot treomg 13 hién
nhién). Gia st z = (a,b) # (0,0) (titc 1a a® + b* > 0). Ta sé tim 2’ = (a/, ')

sao cho

(a,b)(a’,b") = (1,0).

aa’ — bt =1,
ba’ + ab’ = 0.

a b

Trdérit raa = ———, bV = —————. Nhw va
a? + b? a? + b v

Tw I va III suy ra

z’—< a b )
C\a2+ 27 a2+ b2/

va 10 rang la

z-z’z(a,b)( a0 )

a2+ @+
2 2 _
_ (a +0 ab+ab) _ (1,0).
1

a? 4027 a4 b2
Vé sau phan tit nghich dao 2’ ctia z thwomg dwroc ky hiéu 1a 271

2. R C C. Xét cdc cap dang (a,0). Dé dang thay rang tap hop R’ =
{(a,0),a € R} lap thanh mot triwong con ctiia C. Ta xét anh xa tir R vao R’

a— (a,0).
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Hién nhién rang néu (a,0) = (a/,0) thi a = a’ va ngwoc lai, dong thoi

a+bw— (a+0b,0) = (a,0)+ (b,0),
ab — (ab,0) = (a,0)(b,0).

Do dé énh xa vira xét 1a mot dang cau gitta R va R’ va phép dang cau nay
cho phép ta xem R nhw la mot triwong con cia C.

3. Phwong trinh 2% + 1 = 0 ¢6 nghiém trong C, titc 1a C chita phan tit 4
ma 2 = —1.

That vay, gia sit x = (a,b) € C. Khi d6 trong C phwong trinh 2% +1 = 0

c6 dang:
(a7 b)(aa b) + (17 O) = (07 0),
hay la

a?—b*+1=0,
2ab = 0.

Trddrat raa=0,b=1vaa=0,b= —1. Ta ky hicu hai nghiem do la

i=1(0,1) va —i = (0,-1). O

1.1.2 Dang dai s8 ctia s8 phikc

Ta c6 dinh ly sau day

Dinh 1y 1.1.2. Moi s6 phitc z = (a,b) € C déu c6 thé biéu dién dudi dang
z = (a,b) = a+ib.

Chitng minh. That vay, ta co
z = (a,b) = (a,0)+ (b,0)(0,1) = a + b. O

Phép biéu dién s6 phitc z = (a,b) dwédi dang a + ib dwoc goi 14 dang dai

50 hay dang Descartes clia s6 phitc. SO a dwoc goi 1a phdn thwce clia s6 phite
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z va ky hiéu 1a a = Re|z], s6 b dwoc goi 1a phdn do cia né va ky hiéu 1a
b=Tm|z].2

Néu z = Relz] thi z 1a mot s6 thwe. Néu z = ilm[2] thi 2 1a mot sé
thuan do. Véi quan diém cdc phép todn trong triromg céc s6 phite, s6 thuan
40 bi ¢ thé hieu nhw 13 tich cta s6 thue b véi don vi 4o 4 vA moi s6 phite
a + ib nhw 1& tong ctia s6 thue a véi s6 thuan 4o ib.

Do dé trong cich xay dung s6 phitc nay ta da sit dung cdc ky hiéu c6
mot y nghia hoan toan cu thé va vi thé tranh dwoc tinh hinh thite do ky
hiéu dom vi 40 7 mang lai.

Hé qua. Gid st 2 = a+ib € C. Khi dd s6 phitc lién hop Z 6 thé biéu dién
duwoi dang zZ = a — 1b.

Phép chuyén tir s6 phite da cho sang s6 phite lién hop véi né dwroce goi 13

phép ldy lién hop.

Dinh 1y 1.1.3. Gia st z, 2y va 2z € C. Khi do

1. 21+ 29 = Z1 + Zo;
2. 2129 = Z1 22, OZ = QZ, VOCER;
3. Z=z.

Chitng minh. 1. That vay, gia st 23 = aq + by, 22 = as + iby. Khi do

21+ 29 = (a1 + ag) — ’L(bl + bg)
= (a1 — ’Lbl) + (a2 — ’ng) = Z1 + 2o.

2. Twong tw

Z1z1 = (a1as — biby) — i(aibsy + aszb)

= (a1 — ’ibl)(ag — ’ng) = 31 29,

3. Hién nhién. O

2Cé4c ky hiéu Re va Im xuat hién do viéc viét tat cc tir tiéng Phap Reel (thwc) va

Imaginaire (40)
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Mot s6 phite trung véi s6 lién hop véi nd khi va chi khi né 1a sé thue.
Dé thiy 4nh xa tir tap hop tat cd cic s6 phitc vao tap hop céc s6 phitc

lién hop véi chung:
Co>z—zcC

14 mot tw dang cdu ctia C (Ban doc hay tw kiém tra !).

1.1.3 Phép trir va phép chia sé phirc

Céac phép toan trir va chia dwoc dinh nghia nhw cac phép toan nguwoc vai

phép cong va nhan. Doi véi phép trir ta cd

Pinh ly 1.1.4. Gid st 21 va 29 € C. Khi dd ton tai mot va chi mét sé phite

2 8a0 cho 21+ 2 = 2y, cu thé la 2 = (—z1) + 2.

Chitng minh. 1. Ta c¢é z1 + ((—21) + 22) = (21 + (—21)) + 22 = 0+ 29 = 29
va nhw vay z = (—z1) + 22 théa man doi hdi ctua dinh ly.
2. Ngwoc lai, néu 21 + z = 29 thi (—z1) + (21 + 2) = (—21) + 22. Tir d6

z = (—2z1) + 22 va nhw vay dinh 1y dwgc chitng minh. a

S6 phite z = (—2z1) + 22 dwoc goi 1a hiéu clia cdc s6 phite 2o va z;. Thong

thwong hiéu do dwoc ky hicu la
Z = Z2 — 21,
va néu z; = a; + iby, con 2o = as + iby thi
z2=29—21 = (ag — ay) +i(ba — by).
Dai véi phép chia ta ¢

Pinh ly 1.1.5. Gid st 21 va 22 € C, 25 # 0. Khi dé ton tai mot va chi mot

. RN -1
S0 phitc z sao cho zpz = 21, cu thé la: z = 25 21.

Chatng minh. 1. Néu z = z; 2y thi 202 = 25(25'21) = 21.

2. Néu 292 = 21 = 2 = 2, '(202) = 25 ' 21. O
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Nhw vay so 2z, TR thiong ciua phép chia 21 cho zs.

< N a1y R v
SO thwong thwong dwoc ky hiéu la s hodc z1/zs.
%)
Gid st 21 = a1 + ib1, 29 = as + iby. Khi d6 ta cé thé viét:

_ ﬁ _ 21 52 _ (a1 -+ ’ibl)(ag — ’ng)
Z9 29+ 29 a% + b%
aiao + blbg ,agbl — a162

’L .
a3 + b3 a+ 2%+ b2

Nhw vay

ai1ao + blbg ,agbl — a162 )
a3 + b3 a3 + b3

Va tir d6 suy ra rang phép chia cho s6 phitc z # 0 bat ky 14 luon luon thiee

hién dwoc.

1.1.4 Mat phing phitc

Gia st trén mat phang R? cho hé toa do Descartes vuong géc zOy. Nhw da
biét, hai diém dwroc xdc dinh bdi céc toa do Descartes vudng géc tring nhau
khi v& chi khi ching c6 hoanh do bang nhau va tung do bang nhau. Do d6
ta c6 thé xdc 1lap mot phép twong tng don tri mot - mot gitta cdc diém ciia,
mat phang R? véi cac s6 phite clia C, trong dé moi s6 phite 2z = x+iy € C sé
tirong tng voi diém hoan toan x4c dinh M(z,y) € R? v ngroc lai moi diém
M(z,y) € R? sé twwong tng v&i s6 phite hoan toan xac dinh 2z = x +iy € R2
Nhw vay phép twong ting

R? > (z,y) — 2 +iy € C

N . N A~ N 7 N . ’ ’ ~ oA « X

13 don tri mot - mot. Tt dé ta thay rang moi s6 phitc déu cé thé bieu dieén
. N v < N N ’ A~ ~ ’ N - A

bdi diém clia mat phang va nhw vay cdc thuat ngr “so phitc 27 va “diém 27

dwoc dung nhw nhirng tir dong nghia.
Pinh nghia 1.1.3. Mit phang véi phép twong tng don tri mot - mot

R? > (z,y) —z +iy € C
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nhw da moé td & trén dwoc goi 1a mdt phang phitc va cing dwoc ky hiéu la C.

C6 thé néi mot cach khéc: mdt phang ma cdic diém cia né dwoc ding
dé mé td s6 phitc goi la mdt phang phite. Céc s6 thue dwoc mo td boi céc
diém trén truc Ox nén truc dé dwoc goi 1a truc thue. Céc s6 thuan o dwoc

~ . , ) N N N
mo ta bdi cde diém trén truc Oy nén truc Oy dwoc goi la truc do.

Ta ciing c6 thé x4c 1ap phép twong tng gitta cic phan thwc va phan 4o
clia s6 phite véi cée toa do clia vecto véi goe, chang han, tai goc toa do. Sw
twong ing gitra céc s phitc va cic vecto trén mat phang phite véi goe tai
O 1a mot phép twong ttng don tri mot - mot. Do dé s6 phitc 2z con cé thé
biéu dién bdi mot vecto véi goc tai O va dau mit tai diem z va ta cé theé sit
dung thuat ngtt “sd phitc 27 va “vecto z” nhw nhirng thuit ngtr dong nghia.

Nho cédch minh hoa vecto déi véi cdc s6 phite, vé mat hinh hoc ta cé thé
thire hién phép cong va trir céc so phitc theo cdc quy tic cong va trir céc

vecto.

1.1.5 Modun va acgumen cia s6 phirc

Bay gio ta xét céc toa do cuc ctia diém biéu dién s6 phitc z bang céch chon
goc toa do lam goc-cire va phan dwong cia truc thue lam truc cue.

Nhur ta biét, cdc toa do cue clia diém gom c6 ban kinh vecto ciia né (bang
khodng céch tir diém z dén gdc cire) va géc cire tao nén bdi hwémg dwong

N . N o
cla truc cue va vecto di tir cwee dén diém z.
. ~ N \ . ’ ’ o o « X ’
Pinh nghia 1.1.4. D6 dai cia bén kinh-vecto cta diem biéu dién s6 phire

z dwgce goi 1a mddun ctia s6 phire va ky hiéu la |z]|.

RO rang 1a néu z = a + ib thi
12| = V2Z = (a® + b*)V2

Dai v6i s6 phite 2 € C bat ky modun ciia né xdc dinh mot cdch don tri.
Trong trwomg hop khi 2z 14 s6 thue thi modun cia z trung véi gid tri tuyét

doi cta no.



1.1. Tap hop sé phitc, mat phang phitc 21

Dinh 1y 1.1.6. Mddun cia sé phitc z ¢6 cdc tinh chat sau day:
L. 2| 20, |2|=042=0;
2. |2122] = |21] [ 22],
3. |21+ 2| < 2| + |22| (bdt dang thitc tam gidc).

Chitng minh. 1. Dwoc suy tir dinh nghia.

2. Ta cb |2122]® = 2120 - Z122 = 2121 - 2022 = |21*|22)%. Do d6 |z122| =
|21] |22

3. Ta cé

|21 4 22|* = (21 + 22) (21 T 22) = |21]* + | 22| + 2Re(21%2).
Do d6, dé ¥ dén bat dang thikc
—|z129] < Re(z1Z2) < |2z122]
ta suy ra
21+ 22 <21 + |22 + 2]z122] = (|21 + [22]*)?
thanh thu

|21 + 22| < |z1| + |22

Nhan zét. Tt dinh 1y vira chitng minh suy ra rang
|21 — 22| = d(21, 22)

N s .~ . [N N N . N A NG s
la khoang céach gitra hai diem z; va zo va dai lwong |z| 1a do dai ctua ban

kinh-vecto z.

Hé qua
a) |21 — 2| < |21| 4 |22;
b) |21+ 22| 2 [21] — [22];
c) [21 = 22| = 21| = |2;
d) [21 4 zo| > ||21] — |22];
e) |21 — 22| = ||21] — |2l|
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Chitng minh. a) That vay, vi |z3| = | — 22| nén
|21 = 22| = |21 + (=22)| < |z + | = 22f = [a1] + |z
b) Dé chitng minh b) ta 4p dung a) cho
21 = (21 + 22) — 2.
Ta cé
|21] < |21 + 22| + |22] = |21 + 22| = |21 — |22].

) |21 — zo| = |21 + (=22)| 2 |21] = | = 22| = [21] — |22].

d) Ta ¢ |21 + 22| = |21] — |22| va |21+ 22| = |22| — |21]. Do d6
—|z1 4+ 20| < |21] — |22 < |21 + 22| & H21| — |Z2H < |z1 + 2.
e) Bat dang thitc e) thu dwoc tir d) sau khi thay zo bdi —z.

T bat dang thie tam gidc, dé dang suy ra ring

n n

’ Zk’ <;|2k|-

k=1

T bat dang thirc nay va a) suy ra

|21+ 2+t 2] 2 || = et 23+ 4 2
2 |a| = |zof =+ — |zl

(1.2)

C6é thé xem cac bat dang thitc (1.1) va (1.2) nhw nhitng bat dang thitc

tong quat doi véi bat dang thikc tam gidc va bat dang thitc a).

Bay gio ta chuyén sang dinh nghia acgumen ctia s6 phitc z = a + b # 0.

Ta dit r = |z] = Va2 + b2 Via® <72, b? < r? nén

’ﬁ’gl va ‘é’gl.
r r
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~ 4. . ~ . A~ < 9 A~ ~ ™
Nhu ta biét, véi moi o € [0,1] ton tai mot va chi mot s6 y € [O, 5} sao
cho siny = x. T d6 suy rang ton tai s6 o sao cho
s ) b
a) 0 < ap < BL b) sinag = ’—’
r

Nhung vi

nén
a b
— =+4cosay, — = Esinay.
r r
bit a = ap. Néu a < 0 thi thay o bang @ — o. Néu b < 0 thi thay o

bang —a. Do dé ta thu dwoc s6 o thda man diéu kién

b
- cosa, — =sina. (1.3)
r

Ta c6 dinh nghia sau day.

Pinh nghia 1.1.5. S6 thwe a thoa man hé (1.3) dwoc goi 1a acgumen cla

s6 phitc 2z va dwoc ky hiéu la Arg 2.

Tt dinh nghia nay dé dang nhan thiy rang acgumen ctia z 13 géc tao nén
gitra hwéng dwong cua truc thwe véi vecto z nhan hwéng ngwoc chiéu kim
dong ho lam hwéng bién thién dwrong.

Déi véi s6 2z = 0 acgumen khong cé gié tri xac dinh va dé ciing 1a diém
duy nhét c¢é acgumen khong xdc dinh. That viy, z =0« Rez =Imz = 0,
do dé tir (1.3) suy ra arg 0 khong xdc dinh.

Acgumen ctia s6 phitc dwoc xac dinh khong don tri. Ta sé néi ro dic diém
ctia tinh da tri cua acgumen.

Gid st g 1a gid tri bé nhat cia acgumen cia z dwoc tinh theo hwémg
dwong. Sau khi thire hién mot s6 vong quay toan phan vecto z xung quanh
cic theo hwémg dwong ta sé di dén gid tri acgumen 1a g + k - 27, trong dé

ke Z, k> 01aso vong quay vecto z. S6 do don gidn nhat cia acgumen theo
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hwéng am sé 1a — (27 — g) = @o —27. Do dé néu thie hién tiép s vong quay
vecto z xung quanh cie theo hwdng am thi ta sé di dén gid tri acgumen 1a
o — (s+1)2m, s > 0. Do do, tit ci cdc gid tri c6 thé cé clia acgumen ctia
2 sé dwgce cho bdi cong thite ¢ = g + 2k, k € Z. Nhw vay, moi s6 phitc
2 # 0 déu c6 vo so gid tri acgumen lién hé véi nhau mot cdch don gidn: hai
gia tri bat ky cua acgumen khéc nhau mot boi nguyén cia 27.

Ta cé thé tranh dwoc tinh da tri clia acgumen néu dat thém diéu kién
dé tdch mot trong cac gid tri c6 thé c¢é cia acgumen, chang han dieu kién
0 < ¢ <2m, hoac —m < ¢ < 7.

Gi4 tri ctia acgumen ctia z théa man diéu kién vira néu dwoc goi 1a gid
tri chinh cua acgumen va dwoc ky hi¢u la arg z. Thong thwomg ta sé xét gia

tri acgumen thda man diéu kién
—T <argz < .

Trir trirdng hop z = 0, con doi véi s6 phite 2 bat ky ludn luon ton tai gid
tri duy nhat cia acgumen thda man diéu kién vira néu.

Tt dinh nghia gid tri chinh cta arg z ta ¢ hé thitc
(

b
arctg—, khia >0
a

b
argz = ¢ arctg— +7m, khia <0, b >0,
a

b
arctg— —m, khia <0, b<D0.
0 a

b
Chitng minh. That vay, vi gid tri chinh cta arctg— thudc khoang
< T 7r) ot o6 ¢
— —,—) nén :
55 ) nenta C? \
a) néu diém z nam trong géc phan tw thit I va IV (a > 0) thi argz =
arctg—;
a

b) néu diém z nam trong géc phan tw thit 11 (a < 0,b > 0) thi

T b
—— <arctg— <0
2 a
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va

arg z = arctga + 7

e N ~ N ’ M 7 \ b 7T \
¢) cudi cung néu z nam trong géc phan tw thir I1I thi 0 < arctg— < — va
a

arg z = arctg— — . U
a

. . b <~ o
Nhan zét. Neu 0 < argz < 27 va —g < arctg— < g la nhtng gia tri
a
chinh thi twong tw ta co

e

b P
arctg— neu a > 0,b > 0,
a

. b .
arg(a +1ib) = < arctg— +2r  néua > 0,b < 0,
a

arctg—+m  néua<0.
x a

Véi khai niém modun va acgumen ciia s6 phitc ta c¢é thé biéu dién s6
phitrc & mot dang khéc tién lgi hon trong viéc thwe hién phép nhan va phép
chia.

Pinh nghia 1.1.6. Gia st z € Cva z # 0; r = |z]. @ = argz. Khi dé tir
(1.3) ta cé

z =r(cosa + isin a). (1.4)
Hé thite (1.4) dwoc goi la dang lwong gide cua so phire z.

Dinh 1y 1.1.7. Moi s6 phitc 2 # 0 déu cd thé biéu dién dwdi dang heong
gidce, trong do r = |z| zdc dinh don tri, con Argz, z # 0 zdc dinh vdi st sai

khdc mot sé hang bdi nguyén cia 2.

Chitng minh. Gid st z = a +ib # 0. Khi d6

] a b .
z=a+1b=|z|(—= +i— ) =r(cosa+isina).
E{IE
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Néu cho hai dang lwong gidc ctia s6 2 1a: r(cos ag +isina;) = r(cos ag +
isin ) thi khi z # 0 ta ¢ r # 0 va do dé cosay = cos o va sina; = sin as.
Do do

Oé120é2+2k77', keZ.

Vé sau, thay vi viét aq = oy + 2km, k € Z ta sé viét
a1 = ag(mod 27).
bieu dé c6 nghia 1a hiéu oy — a chia hét cho 2.

Dinh ly 1.1.8. Gid st z; = p1(cos 1 +isin @) va zo = pa(cos o —+isin ps).
Khi do
1. 21 = 29 & p1 = p2 VA Y1 = po(mod2m).

2. 122 = p1p2[cos(p1 + p2) +isin(pr + ¢2)].

Z . .

2 = Pllcos(pr — g2) + isin(ipr — @a)], 22 # 0.
29 P2

Chitng minh. Phép chitng minh dwogc suy tric tiép tir cong thire (1.4). O

Hé qua.
1. |2122| = |21 [ 22,
arg(z122) = arg z; + arg zo(mod 27).
2 al_ lal
Z2 |22

argz—; = arg z; — arg zz(mod 27).

Béang phwong phdp quy nap, cong thitc 1) trong hé qua dé dang dwoc
khéi quat cho truwomg hop mot s6 hitu han n thira s6. Cu thé ta cé

|2122' . 'Zn| = |21| : |Z2| T |Zn|7
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arg(z122...2,) = argz; + arg zo + - - - + arg z, (mod 27).

Bay gior gid st 21 = 20 = -+ = 2z, = z = p(cosp + ising). Khi d6
dé thay la: |z"| = |z|", arg(z") = nargz(mod2m) [p(cosp + isinp)|" =
p"(cosnp + isinng). Khi p =1 ta thu dwoc cong thite Moivre:

(cosp +isiny)” = cosny + isin nep.

Cong thitc Moivre van con ding ca khi n = 0 va n 13 s6 nguyén am. Véi
n = 0, d6 1a diéu hién nhién vi (cos ¢ + ising)’ = cos0 + isin0 = 1. Bay
giov dat k = —n, n € N.

Ta cé
(cos ¢ 4 isin p)* = (cos @ 4 isinp) ™ = 1, .
(cos ¢+ isin )™
1 ~ (cosng —isinny)

(cosng +isinng)  (cos?ng + sin’ nyp)

= cos(—ny) + isin(—np) = cos kp + isinkep.
Nhw vay cong thitc Moivre ding véi moi n € Z.

Nhan zét 1. Tir dinh 1y 1.1.8 suy rang phép nhan s6 phitc z; véi s6 phite
2o dwroc dan vé phép quay vecto z; xung quanh goc toa do mot géc bang
arg z; va tiép dén la phép gian |z;| lan (néu |zz| > 1) hodc co |z| lan vecto
21 (néu |zs] < 1).

2. Phép chia z; cho zo dwge xem nhw phép nhan z; véi 1/29. Bay gio ta
néu ra sw giai thich hinh hoc phép todn w = 1/z.

Gia st |z| < 1. Tir diém 2z ta ké dwomg vuong géc véi tia Oz cat dwong
tron don vi {|z| = 1} tai diém ¢. Tir diém ¢ ta ké tiép tuyén véi dwong
tron don vi va gid st tiép tuyén dé cat tia Oz tai diém w. Hién nhién rang
2|

Nhw vay s6 w lién hop véi 1/2z: w = 1/z. Bwéc chuyén tir diém z dén

argw = arg z, |w| =

diém 1/z dwoc goi 1a phép déi ming qua dwong tron don vi. Bay gio dé thu
dwoc 1/2 ta chi can xéc dinh diém d6i xtng véi w qua truc thue.
Trong trwdomg hop |z| > 1 thi phép dung da mo ta can tién hanh theo

thir tw ngwoc lai.
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1.1.6 Phép khai can so phirc

Bay gio ta chuyén sang xét phép khai can cdc s6 phitc. D&i véi s phite
z € C cho truwéde, ta gidi phwong trinh z = w™. Tap hop cdc nghiém cua

phwong trinh nay dwoc ky hiéu la {/z va goi d6 1a can bac n cia s6 phite z.

Pinh 1y 1.1.9. Gid st z € C van € N. Khi @6 ton tai ding n gid tri cia
can bic n cia $é phitc khdc 0: z = p(cosp + ising). Cdc gid tri dé dwoc

cho bai cong thitc

2k 2k
n n
trong do gid thiét k nhan cdc gid tri, chang han 0,1,2,...,n — 1.

Chitng minh. 1. Ta sé tim w dwéi dang lwong gidc w = r(cosa + isina).
Khi d6 dang thitc w™ = z dwoc viét dwédi dang

r"lcosna + isinnal = p(cos ¢ + isin ).

T dinh ly 1.1.8 suy ra

™ =p N r=3/p,
na = p(mod 27) QEM’ ke,

n

Do dé céc can ban n clia s6 z ton tai va dwoc tinh theo cong thitc

2k 2k
n n

(1.6)
voi k € Z bt kY.
2. Bay giv ta chitng minh rang wy, = wy, < ki = ke(mod n). That vay
%2 —+ 2]{177' . %2 + ngﬂ'
n B n

Wi, = Wk, & +2mm, m € Z.

Nhung dang thitc vira viét lai twong dwong véi dang thite

k1 — ko
n

=m € Z = k; = ka(modn).
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Nhw vay
Wk, = Wi, < k1 = ko(modn).

3. Vi hai s6 nguyén khdc nhau cia day s6 0,1,...,n — 1 déu ¢6 hiéu (lay
s0 1ém trir cho s6 bé) bé hon n va do d6 khong chia hét cho n. Do dé ta tim

dwoc tat ca cac gid tri khdc nhau cia wy néu k =0,1,...,n — 1. O

’ 7 .. N 7 v A . oA « X
Vidu. Tacé 1 =cos0+isin0, tir d6 can bac n cia don vi dwoc biéu dien

bdi cong thike

2k 2k
e =cos 8 4 isin 2k =0,1,...,n—1. (1.7)
n n
Vé phwong dién hinh hoc, cac diém wg, w1, . . ., w,_; chinh 1a cdc dinh ctla

mot da gide deu n canh néi tiép trong dwomg tron ban kinh R = p/". That
vay modun ctia moi wy, k = 0,1,...,n — 1 déu bang nhau va khi chuyén tir
wy, dén wyy; acgumen dwoce tang 1én 27 /n. Sau n lan chuyén nhw thé ta trd
lai gid tri cin dau tién roi sau dé lai nhan dwoc cdc gid tri clia né ma ta da

lap.
1.1.7 Dang mu cua so phirc
Dé don gidn cach viét cic s6 phite ta dat
cos p +isinp « e, (1.8)

(Dé ¥ rang dén bay gior ta chwa dinh nghia phép todn nang mot sé phitc lén
liy thira do. Trong chwong II ta sé chimg té sy ding din clia cong thire

(1.8)).
T (1.8) ta ¢

z = pe'®. (1.9)

D6 14 dang sé mi cia s6 phite.

Dé dang chitng minh rang néu z; = p1et va 2o = peei¥? thi
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1. 2129 = pypoe’#112)
2. ﬁ — &eiwl—@Q).

zZ9 P2
3. 2= ple,

4. wp= Yz = petnT, k=0,1,...,n— L

Tw (1.8) va (1.9) va bang cdch thay ¢ bdi —p ta cé

1 W 4 ey
cosg0:§(e +ie7"), (L.10)

. 1 By
sinp = —(e'? —e .
v=3 (% )
1

Céc cong thire (1.10) dwoc goi la cong thite Euler.

1.1.8 Khai niém vé mat phing md rong

Trong khong gian Euler ba chiéu véi hé toa do Descartes vudng gée (€1, C)

NN o N o SN AN
ta xét mat cau véi tam tai diem <O, 0, 5) véi ban kinh bang 5 (hinh I.1)

S = {(f,n,C)¢€2+772+ (C_%Y: i}

sao cho né tiép xdc véi mat phang z tai goc toa do va truc thwe ciia mat
phang z trung véi truc {n = 0,¢ = 0}, con truc 4o thi tring véi truc
{¢=0,(=0}.

Ta xét phép chiéu 7 véi cire bic tai diém P(0,0,1). Gid stk z € C 1a diém
tiy ¥. N6i diém z € C véi cue bic P bang doan thang. Doan thang nay cit
mit cau S tai diém A(z). Va ngwoc lai, gid st A € S 1a mot diém tly y cia
mat cau. Khi d6 tia PA sé cit mat phang phitc tai diém 2. Hién nhién rang

do la mot phép twong tng don tri mot-mot.



1.1. Tap hop sé phitc, mat phang phitc 31

Hinh 1.1

Dinh nghia 1.1.7. Phép twong tng
T:C32— A(z) e S
nhir da mo t& & trén dwoc goi 1a phép chiéu néi véi cuc tai diem P. Diém
A(z) € S dwoc goi 1a dnh ndi hay 1a dnh cdu cla diém z.
Pinh 1y 1.1.10. Trong phép chiéu néi
7:C3z— A(z) e S

diém x = x + iy € C sé twong #ng voi diem A(z) € S ¢6 toa do la

z y Kl
_ __J == 1.11
§ 1+ |22’ =7 + |22’ ¢ 1+ |z|? ( )

Cong thite (1.11) dwoc goi 1a cong thitc cia phép chiéu noi.
Chitng minh. That vay, vi ba diém P(0,0,1), A(z) = (&,n,¢) vaz = (z,y,0)
cling nam trén mot duwong thang nén céc toa do clia chiing phai thda man
hé thire

§-0 n—-0_ (-1
r—0 y—0 0-—1"

hay la
§ n §+1n
— — = . 1.12
Dé y rang
2 2
s &4 .2 2 (_;32_}

ta thu dwoc
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k&

1+ |z]?

va do dé ¢ = Thé gia tri ¢ vao (1.12) ta tim dwoc

z Y

SRR VIR

O

Hién nhién trong phép bién déi 7, diém P(0,0,1) khong twong ing véi
diém z ndo ctia mit phang C. Bay gior ta xét s6 phitc “ly twdng” z = oo va
“b6 sung” cho mat phang phitc C bing cich thém cho né diém xa vo ciing
duy nhét (goi tat diém vé cing) twong dng véi s6 phite z = oco.

Pinh nghia 1.1.8. T4ap hop lap nén tir mit phang phitc C va diém v6 cling
(ky hiéu 14 oo) dwoc goi 1a mdt phdang phitc mé réng va ky hiéu 1a C.

Nhur vay C = CU{oo} va C khong phai 13 mot treomg. Tir dinh 1y 1.1.10
suy rang phép chiéu ndi 7 xéc lap s twong ttrng don tri mot-mot gitra céc
diém cta C va cdc diém cia S\ {P}.

Hién nhién khi |2| — oo thi diém A(z) sé dan dén diém P(0,0,1). That
vay, tir tinh dong dang ctiia hai tam gidc zOP va APO suy rang

— 1

P— -
V14 |z|?

va do d6 AP — 0 khi |z| — oo.
Tir sw Iy luan d6 ta rit ra két luan rang phép chiéu néi 7 : C — S\ {P}

¢6 thé théc trién vao C thanh
m:C— S

bang cach dat

va

7(c0) = P(0,0,1).
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Do dé, mot cach tir nhién ta cé thé cho rang diém z = oo twong tng véi
“cuc bac” P clia mit cau S va moi diém trén mat cau S ¢é thé xem nhw
la mo6 ta diém twong ing cia mat phang C. Phwong phap biéu dién hinh
hoc cac s6 phitc nhw trén dwoc goi 1a phwong phdp biéu dién cdu clia cic s6
phitc. Mat cau S, vi Iy do d6, dwoc goi 1a mdt cau sé phitc Riemann. Tinh
wu viét clia mat cau Riemann 1a & cho trén mat cau Riemann diém vo cling
duy nhét ctia mit phang phite dwoc mo td mot cach khé triee quan. Sau nay
khi nghién citu mot van dé nao dé néu mudn xét c diém z = oo thi ta sé

tién hanh céc 1ap luan trén mit cau Riemann.

1.1.9 Khoang cach trén C

Twong ng véi hai phwong phap biéu fien hinh hoc s6 phitc da dwoc mo
ta, ta sé dwa vao trong C hai métric. Trong métric thit nhiat khodng cdch

.~ g . X v d
gitra hai diém z;, zo € C dwoc gia thiét bang de = dc(z1, 22) ef |21 — 22| =

V(1 — 22)2 + (y1 — y2)2. Métric nay 1a métric Euclide thong thwromg trong
mit phang R?. Trong métric thit hai (goi 14 métric cdu) khoang cich giita
hai diém z; va 2o € C dwoc hiéu 1a khodng cich (trong khéng gian &, 7, ()
gitra cac anh cau cla ching. Khoang cdch nay dwoc goi 1a khodng cdch cau
hay khodng cdch Jordan gitta hai diém z, va 2, € C:
de
d@ :f d@(zl, Zg).
Pinh ly 1.1.11. Gid st dz = dg(21, 22) la khodng cdch cau gita cdc diém
21 = 1+ 1Y1 va 29 = To +iys. Khi do
1.

|21 — 2| _
(L4 [z[)2 - (14 [22]?)/2

d@(zl,zg) = (113)

2. Néu zo = 0o thi
1

NAESEAER

3. Khodng cdch cau théa man cdc tién deé thong thwong cia mot métric.

dz(z1,00) = (1.14)
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Chitng minh. 1. That vay, tir cong thire (1.11) ta c6

de(z1,22) = (6= &)+ (m = m2)* + (G — )F)?
=[G+ G —2(6& +mm + Q&) V2 =

_{ |Zl|2 ’/Z2|2 _[ L1122
L4212 14 |22f? (1 +[21)(1 + [22[?)

Y1y2 BIRENR }}1/2
(T4 [212) (T + |222) (T[22 (1 + |22]?)

{212+ 12)?) + [22(1+ |21?) — 2(@1w2 + y190) — 2021?20}
\/1 + |21|2 \/1 -+ |22|2
(21 + |22 = 22920 — 2p03] " [(21 = 22)* + (31 — 12)?]

V12?2 /142 IV PRV PAE

_ |21 — 2| .
\/1 + |21|2 \/1 + |22|2

Cong thire (1.13) dwoc chitng minh.

1/2

1/2

2. Trong trwong hop khi 2o = 0o ta ¢o

de(z1,00) = \/ff +n+(1—()2=("izg=o0onén ( =1)

=/1-( = L

I+ =+ 1272

3. Hién nhién rang dgz(z1,22) = 0 va dg(z21,22) = 0 & 20 = 25 va
dz(z1, 22) = dg(22, 21). Ta con phai chitng minh rang dg(21, 23) < dg(21, 22)+
dz (29, 23).

D61 véi 21, 23 va 23 ta ¢ dong nhit sau

(21 — 22)(1 -+ 2353) = (21 — 23)(1 -+ 2253) -+ (23 — 22)(1 -+ 2153).
Tw do

|21 = 2|(1+ [23]*) < |21 — 23| (|1 + 20%8]) + |23 — 22[(|1 + 21%3]).  (1.15)
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Nhung dé y rang
(1 +uv)(L+a7) < (L+ [u’)(1 +[vf)
cho nén
11+ 20Z3]* = (14 2073) (1 + Za23) < (1 + |22)*)(1 + |23]%) (1.16)
va
1+ Z12s” < (14 [af*) (1 + [zs]). (1.17)

T cdc hé thite (1.13) va (1.15) - (1.17) ta thu dwoc diéu phai chimg
minh. O

Ta nhan xét rang trén cdc tap hop bi chan M C C (titc 1a nhitng tap
hop dwoc chiva trong hinh tron ¢6 dinh nao dé {|z] < R, R < oo}) hai métric
Euclide va métric - cau 13 twong dwrong véi nhau.

That vay, néu M C {|z| < R} thi tir (1.13) ta ¢

1 — <
|11—|—7R21| < d@(zl,zg) < |21 — 22|, Vzl,zg e M.

Do dé métric cau thwong dwoc 4p dung khi xét cdc tap hop khong bi
chin. Va néi chung, khi tién hanh cdc lap luan trén C ta sit dung métric
Euclide dc¢, con trén C thi stt dung métric - cau ds.

T dieu vira chiing minh trén day cling suy ra rang viéc dwa vao moi
métric trén day déu bién C thanh khong gian métric.

1.2 Cac khai niém t6pdé co ban trén mat
< ’
phang phirc
Trén C va C ta da dwa vao céc métric twong tng bién C va C thanh nhitng
khong gian métric. Bay gio ta dwa vao cac tap hop dwoc xét nhirng topo

twong ng véi cdc métric Ay va qua d6 trinh bay van tat nhitng tinh chat

topo co bdan cia mdt phdang phitc.
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1.2.1 To6p6 trén C

Pinh nghia 1.2.1. 1) Tap hop nhitng diém 2z € C théa man heé thitc
U(zo,e) ={z€C:|z— 2| <e}.

trong d6 e 1a s6 dwong cho triede, dwoc goi la e - ldn can cla diém zp. D6 13
hinh tron véi tam tai zp va ban kinh e.

2) Tap hop nhitng diém 2 € C thda man hé thitc ds(z, 20) < €, 20 € C,
dwoc goi 1a e-lan can clia diém z.

Tir hé thite (1.14) suy ra rang

1
de(z,00) < e & 2] > \/?—1.

Do d6 ta sé hiéu € - lan can ctia diém oo 14 tap hop

U(oo,¢) = {ze@: |z| > é}

D6 la phan ngoai hinh tron véi tam tai goc toa do va ban kinh r = —.
€

Trong nhiéu trwomg hop ta con dung thuat ngtt “lan can thing”. Theo
dinh nghia, e-ldn can thing cia diém z, € C dwoc hiéu la
Ul(zo,€) = Ulzo,6) \ {z0} = {2:0 < |z — 20| < €}.
Twong tiw, e-lan cdn thing cia diém z, € C 1a tap hop
Ulzo,€) = {z:0 < d=(z, 20) < €}.
Pinh nghia 1.2.2. Gia st tap hop con M C C (hoic C). Diém z, dwoc goi

N - A A A~ oA N A
1& diém trong ciia M néu Je > 0 sao cho ¢ - 1an can ctia diém zo 14 thuoc M.

Pinh nghia 1.2.3. Tap con A C C (hoic C) dwoc goi 1a tdp hop md néu
moi diém z € A déu la diém trong ctia né.
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Dinh 1y 1.2.1. Ho cdc tip con mé cia C thda man cdc tinh chat sau day
(cde tién dé cdu tric topd):

1. 0 va C la nhitng tap hop md.

2. Hop cia mot s hiew han hay vo han bat ki cdc tap hop mé la mot
tap hop mé.

3. Giao ciia mot so hiru han tap hop mé la tdp hop mo.

Chitng manh. 1. Hién nhién.
2. Giad st {U,} 1a ho cdc tap con m& nao dé. Néu zy € U, nao dé thi
37 > 0 sao cho U(zg,7) C U, C U =JU,i.
X

3. Gia st Uy, ..., U, lanhimg tap hop md. Néu Uy = () U; = (0 thi U m&
i=1
(theo 1.). Gidstt Uy # 0 va 29 € Up. Khi d6, véi moi gid trii (1 = 1,2,...,n)

sé ton tai £; > 0 sao cho
U(ZQ, 5i> C UvZ
Hién nhién rang U(zg,¢) C Uy, trong dé

e = min |g;| > 0.
i=1n

O

Véi cach dira vao khéi niém tap hop mé nhw vay C va C tréd thanh khong
gian topo.
Pinh ly 1.2.2. (tién dé tach Hausdorff). Gid s 21 vd 2o la nhitng diém
khdc nhau cia C. Khi d6 ton tai nhing lan can® U(zy,.) va U(zy,.) sao cho
U(z1,.)NU(z2,.) = 0.

1

Chitng minh. 1. Giad st 21,20 € C. Dét € = Z|Zl — 2ol va Ul(z;,.) = Ul(z;,e),
i=1,2. Giask 3z € U(z1,e) NU(29,¢). Khi dé

de=|zn— 2| < |1 — 2|+ |z — 2| <et+e=2e

30 day ta ky hiéu U(z;.) 1a hinh tron véi tam tai diém z va véi ban kinh “.” sé dwoc

xac dinh trong qua trinh chirng minh
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bieu nay vo ly. Vay
U(z1,6) NU(z2,¢) = 0.

2. Bay giv gid st z; € C, 29 = co. Ta sé chitng minh rang lan can U(z;; 1)
va U(oo, m) khong giao nhau. Gia sit z € U(z1,1) N U(oo,
21
Viz € U(z,1) nén

=
1] +2/

p(2,0) < p(z, 21) + p(21,0) < 14 |z1].

Mit khdc vi 2 € U(oo, .
i |21] + 2
thuan. 0

) nén p(z,0) > |z1| + 2. D6 1a ditu méau

Pinh nghia 1.2.4. Tap hop con A C C (hoic C) dwoc goi 1a tdp dong néu
phan bt CcA cia né 1a tap mo.
Pinh ly 1.2.3. H¢ cdc tdp hop ddng thda man cdc tinh chat sau ddy:

1. C va 0 la nhing tip ddng.

2. Hop ciia mot s6 hiew han tap hop ddng la tap hop ddng.

3. Giao ciia mot sé hiew han hay vo han bat ki cdc tap hop dong la tdp

hop dong.
Chitng minh. Suy truc tiép tit dinh Iy 1.2.1 va cdc quy tac lay phan bu. O

Nhan zét 1.2.1. Tir dinh 1y 1.2.1 va 1.2.3 suy ra rang trén mat phang phtic

C chi ¢6 chinh C va tap hop 0 1a dong thoi vira déng vira mé trong C.

1.2.2 Phan trong va phan ngoai

Pinh nghia 1.2.5. Gidstt A C C, A # (). Tap hop céc diém trong ctia A

dwoc goi 1a phan trong cia A va dwoc ky hiéu 14 A.

T dinh 1y 1.2.1 suy ra rang A 1 tap hop md.

Pinh nghia 1.2.6. Phan trong CEA dwoc goi 1a phan ngoai cia tap hop A.



1.2. Céc khéi niém topo co bén trén méat phang phitc 39

Ta co

Dinh ly 1.2.4. Piém 2y € C la diém ngoai cia tdap hop A khi va chi khi
d(z0, A) > 0, trong dé khodng cdch
d(zo, A) = inf d(zg,2").
€A

Chatng minh. 1. Vi d(zp, A) > 0 = Ul(z,d(20, A)) C CA, do d6 2, 1a diém
trong ctia C'A, titc 1a diém ngoai clia A.

2. Néu 2o la diém ngoai ctia A thi ton tai hinh tron U(zg,7), r > 0, nam
trong CA. Nhw vay d6i véi diém 2z € A bt ky ta c6 d(z,2) > r va do d6
d(z9, A) > r. O

1.2.3 Diém tu
Ta xét diém tu cia tap hop va clia day diém trén C.

Pinh nghia 1.2.7. Diém 2z, € C dwoc goi 1a diém tu (hay diém gi¢i han)

clia tap hop A C C néu trong lan can bat ky ctia né c¢é vo s6 diém cia A.

Tap hop cac diém tu ctia tap hop A thwong dwoc ky hiéu 1a A’. Tir dinh
nghia 1.2.7 suy rang lan can bat ky cta diém z giao véi A khi va chi khi
hodic z € A, hoac z 1a diém tu ctia A. Vi vay, c6 thé mo ta khai niém tap

hop déng theo ngdn nglr 1an can nhw sau:

Pinh nghia 1.2.4’. Tap hop A C C dwoc goi l1a déng néu né chira moi
diém tu cta né.

Hop ctia tap hop A C C véi tap hop moi diém tu ctia né dwoc goi 1a bao
dong ctia tap hop A va ky hiéu 1a A.

Nhu vay A= AU A’

binh nghia 1.2.8. Anh xa z, : N — C dwoc goi 1a mot day diém trén C va
ky hiéu 1a {Z”}n>0‘ Day {2,} C C dwoc goi 1a héi tu téi diém z (hay z 14 gidi
han cia day {z,}) néu: véi moi lan can V cta z, déu Imy € N: Vm € N,
m > mg thi z,, € V.
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Tir dinh 1y 1.2.2 (tién dé Hausdorff) ta ¢
Pinh 1y 1.2.5. Trong C moi day héi tu déu cé gidi han duy nhdt.

Chitng minh. Néu day hoi tu z, c6 hai gidi han zg va Zy (20 # Zo) thi tim
dwoc hai lan can U va V' cia zg va 2o twong ttng sao cho UNV = ().

Theo dinh nghia gi¢i han thi 3mg € N; ng € Nsao cho: z, € U, Vn = my,
zn €V, ¥ = ng, vivay 2z, € UNV khi n > max(mo, no). Nhung diéu nay
khong thé xay ra. O

Nhdn zét 1.2.2. Gitra cdc khai niém diém tu cta day {z,} va cta tap hop
cdc gia tri {z,} ¢6 sw khac nhau. Vi du, day =, =1, n =0,1,2,... c6 diém

tux =1, con tap {z,} chi gom mot diém z, = 1 khong c6 diém tu.

1.2.4 Bién cua tap hop

Pinh nghia 1.2.9. Tap hop nhitng diém ctia C khong thuoc phan trong va
khong thuoc phan ngoai cia tap hop A € C dwoc goi 1a bién clia A va ky
hiu 13 OA.

Vi AUCA I tap hop m& nén 0A 1a tap hop déng.

Pinh 1y 1.2.6. Diém a € A khi va chi khi lan can bdt ky cia diém a dong

A . ’ - A \
thoi chita diém cua A va cia CA.

Chatng minh. Gid st 1an can V bat ky ctia diem a dong thoi giao véi A va
CA:

VNA#0D, VNCA#D.

KhidsV ¢ AvaV ¢ CA. Suyraad Aviad CA Viy a € A,

Ngwoc lai, gid sit a € A va V 1a lan can nao db cia a. Khids VNA # ()
vinéu VNA=0thi V c CA suy ra a thuéc phan ngoai cia A. Twong tir
VNCA#0. O
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1.2.5 Tap hop compéic

Pinh nghia 1.2.10. 1. Tap hop A C C dwoc goi la tdp hop compdc néu né
dong va bi chan.

2. Tap hop A C C dwoc goi 1a tap compéc néu A la tap hop déng trong
C.

Gia st {U} 14 ho tuy ¥ céc tap hop md phi tap hop compéc A, tikc 1a
moi diem z € A déu thuoc it nhit 14 mot tap hop ctia ho {U}. Nguwoi ta
cling néi rang ho {U} 1a mot phi mé cia A. DGi véi cac tap hop A C C hai
diéu kién sau day la twwong dwong véi nhau:

(I) A 1a tap hop compac;

(IT) t moi phtt m& ctia A déu c6 theé trich ra mot phii con hitu han, tikc

13 ¢6 mot s6 hiru han chi s6 41,49, . .., 4, sao cho

ACUZ‘1UUZ‘2U"'UUZ‘

. U, €e{U}, k=1,2,...,n.

D6 chinh 13 noi dung ctia b6 dé Heine - Borel - Lebesgue.

Mot trong nhitng hé qua quan trong nhat ctia bo de Heine - Borel -
Lebesgue la nguyen ly Bozano - Weierstrass.
Pinh ly 1.2.7. (nguyén ly Bolzano - Weierstrass). Day vd han bdt ky

{z}, n=12,... (1.18)

cdc diém cia tdp hop compdic K C C ¢d it nhdt mot diém tu.
Chitng minh. Gia thiét rang khong mot diém nao cia K 13 diém gigi han
cua day (1.18). Diéu db ¢6 nghia laVz € K, 3§ > 0 sao cho U(z,9) chira
khong qué mot s6 hitu han diém cta day (1.18). Ta ky hiéu U 14 ho cdc tap
hop mé& U(z, ) khi 2z chay trén K. D6 14 phit mé ctia K va theo bo de Heine
- Borel - Lebesgue c6 thé trich phi con hitu han phi K:

[U(Zia 51)7 U(Z;, 52)7 R U(qu'm 5n)]

Vi moi Uz}, dx) chita khong qud mot sd hiru han diém cia day (1.18) nén
day (1.18) khong thé 1a day vo han. Nghia la gid thiét ciia chiing ta khong

ding. Do d6 nguyén ly Bolzano - Weierstrass dwwroc chitng minh. U
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CAC VIDU

1. Tap hop mot diém 1 tap hop compic.

2. Tap hop hitu han diém 13 tap hop compac.

3. Tap hop C khong phai 1a tap hop compac. That vay, néu ta xét phi
md& véi tam tai gbe toa do va bdn kinh > 0 thi ro rang 1a mot sé hiru han
bét ky céc hinh tron ndy nam tron trong mot hinh tron ban kinh hitu han.
Do dé n6 khong phu toan C dwoc.

4. Téap hop C la tap hop compéic. Dé chitng minh diéu nay ta cu thé héa
topo da trang bi cho C & dau muc nhw sau:

a) Tap hop U khong chita diém oo 1a md trong C néu né mé trong C;

b) Tap hop U(co) chita diém oo 1a mé trong C néu phan bu CclU(c0) 1a
compéic trong C.

Ban doc c¢6 thé tu kiém chirng rang topo nay chinh 13 topo da xdc dinh
& trén. Véi topo da cu thé héa nay & trong C ta dé dang chitng minh dwoc
rang C 1a compac. That vay, néu {U;} 1a mot phit mé cia C, thi mot trong
cdc U; sé chita diém oo. Ta ky hiéu d6 1a U(oco). Khi d6 phan bu ctia né 1a
compiac K C C nao d6. Vi K compéac nén né dwoc phtt bdi mot s hitu han
tap hop U;,, U, ..., U;, . Tix d6 suy ra rang céc tap hop U;,,Us,, ..., U;, va
U(co) 1a phti con hitu han ctia C.

Vi mat phang phitc C 1a tap hop compic, nén tit nguyén 1y Bolzano -
Weierstrass suy ra: trong C day vé han bat ki cd it nhdt la mét diém tu.

Hién nhién rang trong C ton tai nhitng day diém khong c6 diém gi¢i han

thuoc C. Chang han day 1,2,...,n,... khong c¢6 diém giéi han trong C.

1.2.6 Tap hop lién thong
Gia st A 1a tap hop con ctia mit phang phite C. Ta cé:

Pinh nghia 1.2.11. Tap hop A C C dwoc goi 1a tap hop lién thong néu
khong ton tai hai tap hop mé A; va Ay trong C sao cho:

L ANA #0, AnAy #0;

2. ANA N Ay =0
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3. AC A UA,.

Bay gidr ta xét tap hop A trong topo cam sinh* bdi topo ctia C. Nhur ta
da biét, khi d6 tap hop A sé trd thanh khong gian topo con cia C. Do dé
gia st A = A} U A3, trong d6 Af va A3 1a nhirng tap hop mé khong trong va
khong giao nhau doi véi A. Khi d6, ton tai nhitng tap hop md khong giao

nhau A; va A, cua C sao cho:
Ar= A NA, A= AN A

Vi tap hop A} va A% 1a nhitng tap hop bt nhau mot cdch twong ho doi
voi A nén A} va A3 1a nhimg tap hop dong thoi déng va mé trong A. Tir

do ta c6 dinh nghia twwong dirong sau day:

Pinh nghia 1.2.12. Tap hop A C C dwoc goi la tap hop lién thong néu
trong A khong ton tai mot tap hop con nao dong thoi vira déng vira md

trong A trir chinh tap hop A va tap hop 0.

CAC VIDU

1. Tap hop trong va tap hop gom mot diém 1a nhitng tap hop lién thong.
2. Tap hop C la tap hop lien thong.

3. Tap hop C\ {mot s6 hitu han diém} 14 tap hop lién thong.

4.Doan thang I = [a,b] C R 1a tap hop lién thong.

Déi véi tap hop mé khong tréng clia mit phang C ta co:

Pinh ly 1.2.8. Gid st U la tap hop mé trong C. Hai diéu kién sau ddy la
twong dwong

1. Tap hop U lién thong.

2. Qua hai diém tuy y cia tap hop U ¢ thé néi ching bang mot dwong

gdp khiic nam tron trong U.

4Topod clia tap hop A C C, trong d6 lan cén cla céc diém 1 giao clia A véi cac lan

A ’ s A N A~ . N A ~ .
can clia chinh cic diém &y trong topd clla C dwoc goi 1a topd cam sinh
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Chitng minh. Ta ching minh tir (1) suy ra (2). Gid st a € U 1a diém bat
ky cho trude. Ta ky hiéu E 1a tap hop nhitng diém ctia U ma ta cé thé néi
ching véi diém a bang nhitng dwrong gap khiic trong U. Tap hop E c¢6 céc
tinh chat sau day:

a) Tap hop E # 0 vi n6 chira it nhit 1a diém a.

b) Tap F 1a mé. That vay, vi U md nén véi moi diém ¢y € U ton tai
mot 1an can hinh tron véi tam 1& ¢y nam tron trong U. Modi diém ctia hinh
tron nay déu cé thé néi véi ¢y bang mot dwong gip khiic (chang han, néi
theo ban kinh). Nhur vay, néu diém ¢y c6 thé ndi véi diém a bang dwong gap
khiic nam tron trong U thi ton tai mot lan cin cia diém ¢y ma moi diém cta
né6 déu cé thé néi véi a bang dwong gap khic € U. Do d6 E 1a tap hop mo.

c¢) E 1a tap hop déng. That vay, gia st diém ¢y € U 1a diém tu cta E.
Ta sé chitng minh rang ¢y € E. Véi r > 0 nao d6, hinh tron S = S(co, )
véi ban kinh r va véi tam tai ¢y dwroe chita trong U. Vi diém ¢ 14 diém gidi
han ctia E nén tim dwoc diém ¢ € S(cp, ) N E. Diém ¢ cé thé ndi véi diem a
vi ¢ € E va diém c ciing ¢6 thé néi véi ¢y bdi doan thang trong U. Nhw vay
ton tai dwong gap khiic nam trong U véi goc tai a va diém cudi tai ¢g. T
d6 suy rang ¢y € E va E 1a tap hop déng.

Nhw vay, E 14 tap hop khong trong, dong thoi vira déng vira mé trong
U, do dé

E=U.

Béy gio ta chitng minh tir (2) suy ra (1). Gia st diéu kién (2) xay ra va
tap hop mé U khong lién thong, titc 1a theo dinh nghia 1.2.11 ton tai hai

tap mé& Uy, Uy sao cho:

UNUL #0, UNUy #0; UNU NUy = 0;
Uc U UU,.
Gid st 2, € Uy, 25 € Uy. Ta chitng minh rang céc diém z; va 2z khong thé

ndi véi nhau bang dwong gap khiic ndm trong U. Gia sit ngwroc lai, khong

. A~ ’ s ~ Y N . s . N
gidm tong quat ta cé thé cho rang z; va 2z, dwoc ndi véi nhau bdi mot doan
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thang I nam tron trong U.
2=z +t(zo—21), tel0,1].

Khi dé theo trén ta cé I C Uy UUs, INUNUs =0, INU; # 0, INU # 0.
Nhung dieu nay phi Iy vi doan thang I 1a tap hop lién thong. O

Ta c6 dinh nghia quan trong sau day.

Pinh nghia 1.2.13. Tap hop D C C dwoc goi 1a mot mién néu né thda
man hai diéu kién sau day:

1. D la tap hop md;

2. D la tap hop lién thong.

Trong trwrong hop khi D la tap hop dong lién thong thi D dwoc goi la
mot continum.

Bay gio gid stt D 1a tip hop mé tiy ¥ va zp 1a mot diém ndo dé cia né.
Giad st E 1a tap tat ca cc diém ctia D ma c6 thé néi chiing véi diém 2o bang
nhirng diromg gdp khic nam trong D. Tir chitng minh dinh 1y 1.2.8 suy ra
rang tap hop E = F(z) d6 c6 ba tinh chat:

a) E(z0) # 0;

b) E(z0) la tap hop mo;

¢) Qua hai diém tliy ¥ ctia E(zg) déu c¢6 thé ndi ching bang mot dwrong
gép khiic nam trong F(2).

Do dé E(zp) la tap hop lién thong. Tap hop E(zp) dwoc goi la thanh
phan lién thong (chita diém zp) ctia tap hop mé D. Thanh phan lién thong
ctia tap hop md D ciing cé thé dac treng nhir mot mién 16n nhat dwoc chira
trong D va chita diém zo cho truée.

Hién nhién hai thanh phan lién thong ctia mot tap hop mé D ciing chita
mot diém chung phai tring nhau. Do dé hai thanh phan lién thong clia mot

tap hop hoac khong giao nhau, hoac trung nhau hoan toan.
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1.2.7 Ham phitc bién thwe. Tuyén va duwong cong

Béy gio ta chuyén sang lam quen véi khai niém ham phite bién thue (day

dd hon 1a: ham gid tri phitc bién thue).

Dinh nghia 1.2.14. Gid st [ = [a,b] C R. Mot ham phitc bién thuc
v la,b] = C

1a mot quy tac cho ng moi ¢ € [a,b] véi mot s6 phire z = (t).

N6i céch khac, mot ham phitc bién thwe 1a mot d4nh xa tir tip hop con
nao dé ctia R vao C.
Viéc cho mot ham phite bién thire 2z = v(¢) twwong dwong véi viéc cho hai

ham thue x = z(t), y = y(t) sao cho

z=7(t) = (x(t),y(1)) = x(t) +iy(t); 1€ [a,0].

Ta néi rang 2z 14 giéi han cia ham z(¢) khi t — to: 29 = thr? z(t) néu:
—t0
Ve > 0,35 >0:Vte{teclabl:|t—t) <} déu cé bat dang thirc
|2(t) — 20| <e.

Trong trwong hop
lim 2(to + ) = z(t0)

thi ta néi rang ham z(t) lién tuc tai diém t = o, nghia la Ve > 0, 35 > 0 :
Vte{telab|:|t—1to] <d}thi|z(t) —2(to)| < e.
Xét ty so
_z(t+h)—2(t)

5(h) = - :

Ta cé dinh nghia sau day:

Pinh nghia 1.2.15. Néu ton tai giéi han

llli_r)%(s(h):}li_{%{x(t—i-h]z—x(t)_i_iy(t—i-hf)L—y(t)} (1.19)
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thi gi¢i han d6 dwoc goi 14 dao ham clia ham z(t) tai diém ¢ va ky hiéu 1a
dz(t)
dt

Ta lwu ¥ thém rang dao ham ctia hm z() tai cac dau miit ctia doan [a, b]

=Z2(t) =2'(t) + iy ().

dwoc hiéu 1 gi¢i han (1.19) twong ting dwgc 14y tir phia phai diém a va phia
trai tai diém b.
Bay gio ta chuyén sang xét khai niém veé tuyén.
Dinh nghia 1.2.16. Anh xa lién tuc
v:la,b) = C, [a,b] CR

dwoc goi 1a mot tuyén (hay tuyén tham sé hda) trong mit phang phirc C,
diém ~(a) goi 1a diém dau, v(b) goi 1 diém cudi. Néu y(a) = v(b) thi tuyén

dwoc goi 1 tuyén déng.

Tir dinh nghia ta thiy rang tuyén - d6 1a ham gid tri phitc z = (t) cla
bién thie ¢ lién tuc tai moi diém ¢ € [a, b].

Khong nén nham 1an d4nh xa néi trong dinh nghia 1.2.16 v4i anh ctia doan
[a,b] C R - 1a 4nh ctia tuyén qua anh xa do.

Néu anh xa 7 14 hang anh (y(¢) = const) thi anh ctia tuyén chi 14 mot
diém. Trong trwomg hop nay ta cé thé néi: tuyén v co thanh mét diém.
Nhwng ta nhan manh rang: tuyén 13 céi gi dé khdc véi tap hop diém thu
dwoc trong 4nh xa. Twong tw nhw vay, lemniscat Bernoulli ¢6 thé “vong
quanh” theo hai hwéng khéc nhau trong khi né chi 1a mot tap hop diém trén
mat phang phttc trong ca hai treomg hop. Hai phwong phép vong quanh sé
twong tng véi hai tuyén khéc nhau, nghia 1a twrong ng véi hai anh xa khéc
nhau tit doan thang cia R vao C.

Can phai néi rang trong s6 nhitng tuyén théa man dinh nghia 1.2.16 ta
cling gap nhitng tuyén rat it phit hop véi biéu tirong trire gide thong thirong
ctia chiing ta. Chang han, nguoi ta da chitng minh rang cé thé xay dung anh
xa lién tuc doan thang clia truc thire R 1én mot hinh vuong (tuyén Peano!).
Do dé, veé sau ta sé tach ra nhitng tuyén cé tinh chat trirc quan hon bang

nhitng dieu kién bo sung.
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Pinh nghia 1.2.17. 1. Néu énh xa 7 : [a,b] — C lién tuc va don tri mot -
mot thi tuyén z = v(t), t € [a,b] dwoc goi 1a tuyén Jordan (tuyén don!).

2. Tuyén z = (t), t € [a,b] dwoc goi tuyén tronnéu tai moi diém ¢ € [a, b]
déu ton tai dao ham lién tuc +/(t) (tai cdc dau mit cua [a,b] - ton tai dao
ham mot phia) va ~/(t) # 0.

3. Tuyén z = 7(t) dwoc goi 1 tron titng khic néu ham z = (t) lién tuc
trén = [a, b] va [a,b] c6 thé chia thanh mot sd hitu han doan thang sao cho
han ché ctia y(t) trén mo6i doan dé déu xdc dinh tuyén tron (nghia 1a ham
~(t) lién tuc, kha vi tirng khiic trén [a, b] va ~/(t) # 0).

4. Tuyén z = v(t), t € [a,b] goi 1& do dwoc néu ham ~(t) c¢6 bién phan bi

chan.
CAC VIDU
1. Tuyén z = €', t € [0, 27] 1a tuyén tron Jordan do dwoc.
2. Tuyén
, T
eit, —g<t<m
V(1) = 3t
——4, w<t<L2m,
4
la tuyén tron tirng khic do dwoc (khong Jordan).
3. Tuyén
1 11
(%) :t<1 —l—zsm—), te [— —,—}
t T

1 tuyén Jordan khong do dwoc.

Pinh nghia 1.2.18. Hai tuyén z = v (t) : [a,b] — C va z = (1) : [¢,d] —
C dwoc goi 1a twong dwong véi nhau (71 ~ 72) néu ton tai ham 7 = g(t) lién
tuc va don diéu tang trén [a, b] va dénh xa (don tri mot - mot!) [a, b] lén ¢, d]
sao cho v1(t) = 12[g(t)], ¥Vt € [a,b].

Dé dang thay rang ddi véi tuyén z = y(t) : [a,b] — C bat ky luon luén

¢ thé tim dwoc tuyén 2z = §(¢) : [0,1] — C twong dwrong véi né dwoc xic
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dinh bdi hé thike G(t) = vy[a + t(b — a)], t € [0,1]. Do d6 vé sau ta sé xem

moi tuyén déu dwge tham s6 héa bdi doan [0, 1].

CAC VI DU

1. Hai tuyén v, (t) = ¢, t € [0,1] va 1 (t) = sint, t € [0,7/2] 14 hai tuyém
twong dwong.

2. Hai tuyén v (t) = t, t € [0,1] va y»(t) = sinnt, t € [0,1] khong twong
dwong véi nhau vi khong ton tai phép bién doi tham s6 théa man dieu kién
ctia dinh nghia 1.2.18 bién ham nay thanh ham kia. That vay, néu ton tai
phép bién doi nhw vay, thi ham don diéu v, = ¢ sau khi bién déi ciing 14 ham
don diéu trong khi dé ham sin 7t khong don diéu trong khoang [0, 1].

Ban doc c6 thé dé dang kiém tra rang quan hé dwoc x4c dinh trong dinh
nghia 1.2.18 1a mot quan hé twong dwong, tirc la quan hé ¢é cdc tinh phan
xa, doi xing va bac cau (ding dinh 1y vé ham ngwoc va ham hop). Quan
hé tirong dwong nay da chia tap hop cdc tuyén thanh cdc tap hop con goi 1a

céac 16p twrong dirong - moi 16p gom tat ca cdc tuyén tirong dirong véi nhau.

Pinh nghia 1.2.19. Lép cdc tuyén twong dwong dwoc goi 1a mot duwong

cong.

CAC VIDU
1. Hai tuyén 2 = %1(t) =, 0 <t < 1vaz="(t) =t 0<t <1, xdc
dinh mot dwong cong lién tuc dwoe tham s6 héa bdi doan [0,1] C R.

2. Ta xét tap hop
= {(:c,y) cER 2+’ =1y> O}.

Vé mat hinh hoc I' 1a niva trén cia dwomg tron don vi. Gia st I = [—1,1].
Khi d6 hé thitc v(t) = (—t,+/1 —12), t € I s& la 4nh xa lién tuc doan thang
I vao R? vay(—1) = (1,0), va y(+1) = (=1,0) vay(I) =T.

Nhwr vay 4nh xa 7 cho phép ta xem I' nhw 1 tuyén tham sé héa. Bay
gior ta xét he thire 5(t*) = (cost*,sint*), t € I* = [0, w]. RS rang (t*) clng
la phép tham s6 héa ctia T'. Hai tuyén ~(¢) va J(t) twong dwong véi nhau
vi g(t*) = — cost* 1a phép bién doi tham s6 tir [* dén [ va 7 = yog.
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3. Hai tuyén z = 11(¢), 0 < t < 1vd 2z = (t) =sinnt, 0 <t < 1
x4c dinh hai dwong cong khac nhau vi khong ton tai phép bién doi tham s6

chuyén dwong cong nay thanh dwong cong kia.

Bay gio ta mudn dé cap dén hwdng trén dwong cong. Tir dinh nghia
1.2.18 va 1.2.19 ta thay rang cdc phép bién ddi tham s6 khac nhau g(t) sé
twong ing vGi cde phép tham s6 héa khac nhau cla cing mot dwong cong.
Gid st z = (t), t € [0,1] 14 mot phép tham s6 hda (con goi la phwong trinh
tham s6) ctia dwomg cong I'. Tir 1y luan & trén ta thay rang diem z = v(¢),
t € [0,1] sé 1lap thanh hop diém M(y) khac v4i ban than dwong cong. Dieu
khéc biét thit nhat 1a: dwong cong I' 1a tap hop diém sip dwoc. Dieu khéc
biét thit hai 1a cdc diém khéc nhau cia dwong cong cé thé twong ng véi
chi mot diém ctia mit phang: cu thé néu y(t;) = v(t2) khi t; # t; thi diém
21 = Y(t1) va 2o = (t2) 1a nhitng diém khéc nhau trén dwong cong I' nhung
lai 14 nhitng diém tring nhau trén mat phang. Nhitng diém dé goi 14 nhitng
diém tu cdt. ((’) day ta sé khong xem su trung nhau gitta diém dau va diém

cudi 1a tw cat).

Trén dwong cong I' ta sé xdc dinh mot hwdng bang cach cho rang diém
véi gid tri tham s6 bé 1 ding tride diém véi gid tri tham s6 16m, tike 1a diém
v(t1) ding triede diem ~(t9) (hay v(t2) ding sau y(t1)) Vi1, te, t1 < to. Bing
cach dinh hwéng nhw vay, dwong cong ma trén dé dwoc xéc lap mot hwdng
goi la duong cong dvwoc dinh hwong hay dwong cong co hwong. Hwong
chuyén dong ctia diém z = 7(t) theo dwong cong I' twong ng véi hwémg

tang cua tham s ¢ dwoc goi 1a hudng duong.

Bay gio ta dé cap dén dwong cong c6 hwéng ngwoc lai. Déi véi doan
I C R bat ky, ta xdc dinh doan —I = {t e R: —t € I[}. Néu~v:1 — C
14 mot tuyén tham s6 héa ndo d6 thi ta sé xdc dinh tuyén tham sé hda
v~ : —I — C bdi dieu kién v~ (t) = y(—t). Ta ¢ v (—=I) = v(I). Do d6
v~ va v ¢6 cing anh. Néu I = [a,b] thi —1 = [~b, —a] va v~ (=b) = (b),
v~ (—a) = 7y(a). Nhw vay khi chuyén tir v dén v~ thi diém dau va diém cudi
déi vai tro cho nhau. Cé thé chitng minh rang néu v chay suét mot 16p tirong

dwong I' ndo db clia cdc tuyén thi tat ci cdc tuyén 4~ cing sé nam trong
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mot 16p twwrong dirong ky hiéu 14 I'™. Ta néi rang dirdng cong I'™ thu dwroc
tir I' bang phép déi hwdng.
Trong nhiéu van dé ta cling sit dung sw giai thich hinh hoc doi v4i dwong

cong va khi dé hiéu dwong cong 13 tap hop diém
F'={2eC:z=~(),te|0,1]}

trung véi anh lién tuc cua doan [0,1] € R con z = ~(t), t € [0,1] dwoc
xem nhw 14 mot trong céc phép tham s6 héa ciia I'. Véi quan diém d6 ta
c6 thé néi vé tinh Jordan, tinh trom, tinh tron ting khic va tinh do dwoc
ctia dirdong cong twong tng trong cac trueomg hop tuyén Jordan, tuyén trom,
tuyén trom tirng khiic va tuyén do dwoc tham s6 héa dwomg cong ay.

Chang han ta co:

Pinh nghia 1.2.20. Duwong cong I' goi la dwong cong Jordan (dwdong cong
don) nét ton tai phép tham s6 héa v : [0,1] — C ctia né sao cho y(t) don
diéu mot - mot trén doan [0, 1] (dwong cong khong tw cat nhung cdc dau mit

c6 thé trung nhau). Néu v(0) = (1) thi T' 1a dwong cong déng Jordan.

Pinh nghia 1.2.21. 1. Dwong cong dwoc goi 14 tron néu ton tai phép tham
s6 hda kha vi lién tuc cua né v : [0,1] — C sao cho dao ham ~/(t) # 0
vt e [0,1].

2. Duong cong dwroc goi 1a tron tirng khic néu ton tai phép tham s6 héa
y(t) : t € [0,1] — C ctia né sao cho doan [0,1] c6 thé chia thanh n doan con
bdi cdc diem ty,, 0 =ty < t; < --- < t, = 1 ma trong modi doan con dé ham
7(t) c6 dao ham ~/(¢) lién tuc va # 0, con tai cdc diém chia ¢, thi ton tai dao

ham bén phai va bén trai khac 0.

Dinh nghia cac loai diwong cong mot cach chat ché dwa trén dinh nghia
cdc tuyén twong dwong véi cdc han ché bo sung déi véi anh xa 7 = g(t) xin
moi xem gido trinh ciia B. V. Sabat “Nhap mon giai tich phitc”, phan I, trang
20-23, Ha Noi 1979. O day chiing t6i mudn dic biét lwu ¥ ban doc rang khéi
niém tron khong phai 14 bat bién déi véi phép bién déi tham s 7 = g(t) (xem
dinh nghia 1.2.18). Chang han, ta xét dnh xa (t) = (¢,t), I = [~1,+1]. D6
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14 phép tham sé héa dwong cong tron I' = {(x,y) : x = y, || < 1} va 1o
rang (t) 1a tuyén tron (xem dinh nghia 1.2.17). Xét phép bién déi tham s&
7 = g(t) = t* 4nh xa doan thang I lén chinh né. Khi d6 4nh xa v* = vog
Ia tuyén khong tron. That vay v*(t) = (t3,%), v (t) = (3t%, 3t?) va do d6
7¥'(0) = (0,0).

Nhitng diém ctia dwong cong ma tai d6 tinh tron bi pha vo dwoc goi
1a nhitng diém gdc; nhitng diém con lai dwoc goi 1a diém chinh quy. Tai
moi diém chinh quy ctia dwong cong Jordan tron tirng khiic déu ton tai tiép
tuyén. Tai céc diém géc, dwong cong Jordan tron tirng khic khong cé tiép
tuyén: cac tiép tuyén mot phia tai nhitng diém nay tao nén mot géc véi do
16n nao dé. D6 ciing 14 1y do tai sao ta goi cic diém ma tinh tron cia dirong
cong bi pha v 1a nhitng diém goc.

Dé két thic tiét nay ta néi vai 1oi vé do dai ctia dwong cong I'. Gia stk
R=0=ty <t <ty <---<t,=1)lamét phép phan hoach doan [0, 1].
Ta lap tong

n—1

La(T) =Y |[y(tjs1) = ()],

=0
trong d6 z = (t), t € [0,1] 13 mot phép tham s6 héa nao dé cia I'. Hién
nhién Lx(T') 1a do dai ctia dwong gap khiic ndi tiép trong dwong cong I'. S6

L(T) = Sl}l%p Lg(T)

dwoc goi 1a dé dai ctia dwong cong I'. Duwong cong I' goi 1a do dwoc néu
L(T') < co. C6 thé chitng minh ring (xem H. Grauert, I. Lieb va W. Fisher.
Phép tinh vi phan va tich phan, phan I, trang 332-339, Ha Noi 1977) do dai
ctia dwomg cong dinh nghia nhw vay khong phu thude vao viée chon phép
tham s6 hda ctia dwong cong ay. Néu dwong cong I' ¢ phép tham s6 héa
kha vi lién tuc 7y : [0,1] — C thi I" do dwoc va

L) = [l

Vé sau, do dai cla dwong cong I' thwomg dwoce ky hiéu 1a [T
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1.2.8 Phép dong luan

Y nghia ctia khai niém dong luén déi véi giai tich (dic biét déi véi 1y thuyét
ham chinh hinh) 1a & cho nhiéu dai lwvong dwge xdc dinh nhw mot ham cua
tuyén nhung trén thie té lai khong phu thudc vao tuyén ma chi phu thuoc
vao 16p céc tuyén dong luan.

Vé phép bién dang lién tuc mot tuyén vao mot tuyén khéac, ta cé theé
twdng twrong mot cach khd trire quan vé méit hinh hoc. Sau day sé néu ra

dinh nghia khai niém nay mot cich chit ché vé mat giai tich.

Pinh nghia 1.2.22. 1. Gia st hai tuyén

I — D
Yo — }’ [:[0’1]
")/12[—>D

c6 chung diém dau va diém cudi, nghia 1a
7(0) =71(0);  70(1) = 7(1).

Hai tuyén o va v dwoc goi 1a dong luan véi nhau trong mién D nhw 1

nhitng tuyén c6 dau mit bat dong néu ton tai 4nh xa lién tuc d:
I'xI>(tu)— o(t,u) € D

sao cho

2. Hai tuyén déng
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dwoc goi 1a dong ludn véi nhau trong mién D, néu ton tai d4nh xa lién tuc §:
I'xI>(t,u)— i(t,u) € D,
sao cho
5(t,0) =v(t); (¢, 1) =n(t); d(0,u)=46(1,u), Vuel.

Trong triomg hop khi tuyén +; 1a mot hang dnh 7, (t) = const (tirc la:
71 4nh xa doan I = [0, 1] thanh mot diém) va o dong luan véi 4, thi ta néi
rang o diroc co vé mot diém, hay 1a: o dong ludan véi khong.

Ta chi tinh dong luan gitra céc tuyén bdi ky hieu “ ~ 7.

Dé lam cho dinh nghia nay dé hiéu hon, ta twdng tirong rang hinh vuong
I x I dwoc cau thanh bdi céc doan thang nam ngang S,, ma moi gid tri
up € I sé twong tng v4i mot doan nhw thé (hinh 1.2). Han ché clia 4nh xa

§ trén S, sé xdc dinh tuyén

Yuo ¢ [0,1] — D
bdi diéu kién

Yuo (1) = O(t, up).

Nhuw vay, ta thu dwoc mot ho céc tuyén ma moi tuyén sé twong tng véi
gia tri ug € [0, 1].

Hinh 1.2
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Do dé, néu cho rang dai lirong bién thién 1a thoi gian thi ho cdc tuyén
nay c6 thé xem nhw 1 céc vi tri khac nhau ciia mot tuyén di dong duy nhat.

bieu nay ciing gidi thich vi sao ngwdi ta goi phép dong luan 1a phép bién
dang.

Nhw vay, mo6i diém ctia tuyén vy dich chuyén theo tuyén lién tuc dén
diém ctia tuyén ;. Tuyén lién tuc nay c6 thé biéu dién nho tham s6 u, nhw
§(t,u), u € [0,1]. Ta doi hdi 6(¢,u) lién tuc theo hai bién ¢ va u, va véi moi
gid tri ¢ dinh up né cho ta tuyén ndi 1o(0) = 71(0) v&i vo(1) = 71 (1).

CAC VI DU

1. Ham §(¢,u) = [xo(t) + dyo(t)](1 — u) + [z1(t) + ty1(t)]u 1& phép dong
luan trong C bién tuyén

70(t) = wo(t) + iyo(?)

vao tuyén vi(t) = x1(t) + iy1(t) véi cde dau miit chung bat dong. Do d6
Yo~ 71
2. Néu 1 ~ v, v6i cac dau muit chung thi (y; Uvs) = 0.

3. Gia st cho vanh tron
V={ze€C:1<|z2| <3}

va gid st rang 7, 14 tuyén thudc V nam tron trong nira vanh tron trén
(Imz > 0) va ndi hai diém z = 2 va 2 = —2. Néu 7, 14 tuyén ciing cé cic
tinh chdt d6 thi 43 ~ 79. Néu 3 ndm trong nita vanh tron dwdi (Imz < 0)
va ndi hai diém z = 2 va z = —2 thi 73 khong dong luan véi 4 trong V vi
71 khong thé bién dang vao 4o ma khong cat dwong tron don vi |z| = 1.

Quan hé dong luan gitra hai tuyén v, ~ v, 1a quan hé twong dwong. Ta
sé chitng minh diéu dé.

1. v ~ v v6i phép bién dang dong nhét 6(t,u) = y(t).

2. Néu v, ~ v, thi v ~ ;.

3. Néu v, ~ 79, 72 ~ 73 thi 1 ~ 93. That vay, néu §(¢,u) bién dang v
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VA0 g, con dy(t, u) bién dang v, vao 3 thi

1

81(t, 2u), 0<u< =

3t u) = . 2
52(15,2’&—1), §§u§1

sé bién dang v, vao ~s.
Do dé, trong mién cho trirde, moi tuyén véi dau miit chung hay 1a céc
tuyén déng cé thé chia thanh cdc 1ép ma mdi lép bao gom cic tuyén dong

luan véi nhau. Nhitng 16p nay dwoc goi 1a nhitng lop dong luan.

Nhan zét 1.2.3. Vi tinh dong luan cia hai tuyén khong bi pha vo trong céc
phép thay tham s6 nén khéi niém dong luan cling dwoc chuyén sang cho
dwong cong. Cu thé la: hai dwong cong véi dau mit chung, hoac 1a déng
dwoc goi 1a dong luan véi nhau trong mién D néu trong mién D céc tuyén

71 va Yo - dai dién lan lwot cho cdc dirdong cong nay, 1a dong luan véi nhau.

1.2.9 Mién don lién va da lién
Bay gio, dwra vao khai niém dong luan ta sé phan loai cdc mieén trén C.

Pinh nghia 1.2.23. Mién D C C dwoc goi 1a mién don lién néu moi tuyén
déng v & trong D déu dong luan véi khong (v ~ 0).

Nhitrng mién khong cé tinh chit nay dwoc goi la mién da lién.

Déi véi mien don lién, hai tuyén bat ky véi dau miit chung 14 dong luan
v&i nhau.

Hién nhién rang bién ctia mién don lién 1a mot tap hop lién thong, con
bién ctia mién da lién 1a tip hop khong lién thong. S6 thanh phan lién thong
ctia bién ciia mién da cho dwoc goi 1a cdp lién thong cia mién d6. Néu s6
thanh phan lién thong ctia mién 14 vo han thi mién dwoc goi 1a vo han - lién

thong.
CAC VI DU
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1. Mién 16i D bat ky 1a mién don lién. Vi D 16i nén né chita moi doan
thang néi hai diém bét ky ctia né. Gia st a € D va 0 < k < 1. Khi d6 phép
vi tir véi tam tai a va hé s6 k bién mién D vao né va khi k bién thién tir 1
dén 0, phép vi tw d6 sé 1a phép dong luan bién dwong cong thanh mot diém.

2. Mién ndm gitra hai dwomg tron tiép xic trong 1a mién don lién (bién
clia n6 14 tap hop lién thong!). That vay, ta ¢ thé xem hai dwong tron v
VA 7, tiép xic trong tai diem S nao dé 1a hai dwong cong ¢ chung diém dau

va diém cudi (déu tai diem S) nén tir n°8 suy ra y; ~ Yo va do dé
-1
Y1 U, ~ 0.
3. Mit phang C la mién don lién. That vay, ham
ot u) = y0(t)u+7n(t)(1 —u)

sé thirc hién phép dong luan hai tuyén vy va 7.
4. Tap hop C\ {z0} 14 mién nhi lién.
5. Vanh tron

V={2e€C:r<|z—2| <R}

14 mién nhi lién.

6. Gia st c6 cdc dwomg cong Jordan Yo, V1, - - ., ¥, thda man céc diéu kién
sau day:

a) 7o la dwong cong déng;

b) Céc dwong cong v (k= 1,2,...,n) nam bén trong 7o;

c) Moi dwong cong i, k = 1,...,n déu ndm ngoai nhau va khong giao
nhau. Tap hop cdc diém nam bén trong v va nam bén ngoai moi v, k =
1,2,...,nlamién (n+1) - lién thong D. Céc dwomg cong v, k= 0,1,...,n
14 cdc thanh phan ctia bién 9D cia mién D. Mot doi khi bién ctia mién con
dwoc goi 1a chu tuyén ciia mien.

Hién nhién ring mién D = C\ 7, trong dé v 13 mot dwomng cong Jordan

dong. Ta cé dinh 1y quan trong sau day:
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. » . \ ’ . 9 J ’
Pinh ly Jordan. Moi duong cong déng Jordan déu chia mdt phang phitc
mé rong C thanh hai mién don lién ma nd la bién ciia moi mién: mot mién

\ A ’ A A \ \ - . \ . \ - ’
la phdn trong (khong chita dém vé cung) va mién kia la mién ngodi chita

- A A \
diem vo cung.

~ 7 N ~ A LN 3 7 ~ .
Dé két thic muc nay ta sé dé cap dén bién cé hiwrdng clla mot mién bat

ky ma ta sé xét sau.

Pinh nghia 1.2.24. Gid stt D 1a mién ctia mit phang phitc C dwoc gidi
han bdi tap hop {T;}5 gom mot s6 hiru han dwomg cong Ty, ¢ = 0,1,...,n.
Tap hop {T;}8 dwoc goi 14 bién cd dinh huwdng (goi tat 1a bién cd huwdng)
ctia mién D néu né théa man céc diéu kién sau day:

1. Dwong cong I'y la dwong cong dong va moi dwong cong I';, ¢ =
1,2,...,n déu thuoc phan trong cta I'y.

2. Moi dwong cong I'y, déu ndm trong phan ngoai clia mién gi¢i han bdi
Li,k#73,k,j=12,...,n.

3. Cac dwong cong I';, i = 0,1, ..., n dwge dinh hwéng sao cho khi vong
quanh theo I'; phan trong ctia mién D ludn luén nam bén trai. Phép dinh
hwémg d6 dwoc goi 1a phép dinh hwdng dieong. Bién ciia mién véi phép dinh
huwdéng dwong dwoc ky hieu la 0D.

Ta giai thich diéu kiéen 3. Néu v = (), i = 0,1,...,n, 0 <t < 114
phwrong trinh ctia dwong cong I'; dwoc dinh hwéng nhir vay thi tai moi diém
z = 7;(t) ma tai d6 ton tai dao ham ~/(t) # 0 thi vecto 7.(t) ¢ tinh chét la:
néu quay vecto ay mot goc 5 ngwoc chiéu kim dong ho thi vecto sé hwdng

vao trong mieén.

Ta liru y rang néu mién D bi chin thi chu tuyén ngoai 'y (nghia 1a chu
tuyén ma mot phan bu ctia né 1a mién chira diém z = oo va khong chita cac
diém ctia D) c¢6 dinh hwéng dwong 1a hwémg ngioce chiéu kim dong ho, con
cdc chu tuyén trong (cdc chu tuyén con lai) c6 dinh hwéng dwong 1a hwéng
theo chiéu kim dong ho. Néu mién D > oo thi tat ci cdc chu tuyén bién cé

dinh hwdéng dwong 14 hwéng theo chiéu kim dong ho.
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1.3 Ham bién phic

Khai niém ham bién phitc 14 mot trwong hop riéng ctia khéi niém vé ham.
Phan trwde (xem 1.2) ta xét cadc ham phire bién thyce v : (a,b) — C, (a,b) C
R.

No6i chung ta sé goi anh xa
f:C—=C

1a ham phitc mot bién phite (hay mot cdch don gian 13 mot ham bién phikc).
Khai niém ham con dwoc md rong néu ta xét cidc anh xa tir tap hop nio dé
cua C vao C.

Trong muc nay, ta sé trinh bay khai niém ham bién phitc, tinh C - lién

tuc cing cdc tinh chit co ban cia nd.

1.3.1 Dinh nghia ham bién phikc

Trén mat phang phitc mé rong ciia bién z va w (déu dwoc ky hiéu 1a C) ta

xét lan lrot cdc tap hop D va D* (c6 thé chira ci diém vo cling).

Pinh nghia 1.3.1. Gid st D C C la mot tap hop tiy v cho triege. Mot

ham bién phitc
f:D—C
1a mot quy tac cho ttng moi diém z € D véi mot diem duy nhat w = f(z) € C.

Dé chi mot ham bién phitc, ta con ding cac ky hiéu sau day:

CAC VI DU
Anh xa z — f(2) = az+b xdc dinh mot ham nguyén tuyén tinh trong C.
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Anh xa z — f(2) = %, ¢ # 0 xéc dinh mot ham phdn tuyén tinh
trén tap hop D = C\ { - %, oo} (gia thiét bc — ad # 0).

Anh Xa 2 —<z + l) xac dinh mot ham thwong goi la ham Jukovsk:
trén tap D = C \ {0}. ‘

Trong trwomg hop khi w = f(2) € D*,Vz € D thi ta viét f : D — D*,
va néi rang diém w € D* 1a 4nh cla diém z € D, con z la nghich dnh cta
diém w. Dé chi nghich anh, ta ding ky hiéu z = f~H(w).

Theo dinh nghia ham da trinh bay & trén, moi ham déu 1a ham don tri:
nghia 1a véi moi gid tri clia z ta c6 tirong trng mot gid tri duy nhat cia f(z).
Khéi niém ham da tri sé dwoc trinh bay trong chwong V.

Gid st tap hop D € C va f : D — C la ham dwoc cho trén D. Hién
nhién rang phan thwc, phan 4o ctia f 1a nhing s6 thwe phu thuoc vao z,

z € D. D6 1a nhitng ham thuye bién phite z:

u(z): D — R, D
v(z): D =R,

va do d6 c6 thé viet f(z) = u(z) + iv(z).
Vi mat phang C dwoc dong nhat véi mat phang R? nén moéi z € D dwoc

dong nhat véi (x,y) € R?. Nhw vay:

f(x,y) = u(z,y) +iv(z,y).

Ngwoc lai, néu trén tap D cho hai ham nhan gid tri thwe doc lap véi

nhau: v = u(x,y); v = v(z,y) thi cing c¢6 nghia la da cho mét ham phitc

w=u+iw=u(z,y)+w(z,y) = f(z,y) = f(2).

Do dé, viéc cho ham f tréen D twong dwwong véi viec cho hai ham thue
hai bién thuc:
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Tir nhan xét trén day, toan bo 1y thuyét ham bién phite cé thé gidi thich

nhi 13 1y thuyét céc cip ham cia hai bién thie z va .
Dinh nghia 1.3.2. Mot ham
f:D— D"

dwroc goi 1a don tri mot-mot hay don diép néu cic anh clia nhitng diém khéc
nhau ctia D 14 khac nhau. Cu thé hon: f(z) 14 don diép néu hai diém bat
Ky 21,20 € D, 21 # 2o, thi &nh f(21) # f(22). Dieu d6 twong dwong véi dieu
kién nghich anh ctia méi diém thudc D* chi gom ding mot diém.

Tir dinh nghia 1.3.2 ta thiy rang d4nh xa w = f(z) la 4nh xa don diép
néu khong nhitng diém z; ¢6 mot anh duy nhat w; ma diém w; € D* bat ky
ciing chi 14 anh ctia mot diém z; € D.

Trong 4nh xa don diép w = f(z), nghich anh z = f~(w) c¢6 thé xem nhw
14 mot ham don tri bién w. Ham nay dwoc goi 1a ham nguoc ddi véi ham
w = f(z). Hién nhién dsi v6i ham don tri (nhwng khong don diép) ta cling
¢6 thé néi vé ham ngwoc 2 = f~1(w), nhung khi d6 ham ngwroc nay khong
don tri. Ro rang la dnh xa w = f(z) 1a 4nh xa don diép khi va chi khi ca hai

ham f va f~! déu don tri.
Dinh nghia 1.3.3. Gia st cdc ham
f:D—>D g:D" — D"
dwoc cho theo so do
D L D L. D™ (f(D) C D).

Khi dé ta cé thé xdc dinh dwoc mot ham

h:D — D
bang cich cho ng moéi diem z € D véi diém

h(z) = g[f(2)] € D™
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Ham h nay dwoc goi la ham hop cua cdc ham f va g da cho va dwoc ky
hieu la

h=gof:D— D*.

Chang han, néu énh xa w = f(z) don diép va f~'(w) = p(w) la ham
ngwoc ciua né thi

elf(2)] = .

1.3.2 Céc vi du vé anh xa don diép

Bay gio ta sé lam sdng té nhirng khéi niém dwa ra & trén bang mot s6 vi du.

a. Anh za phan tuyén tinh. Anh xa

az+b
— 1.20
cz+d’ ( )
ad — bc # 0, (1.21)

trong d6 a, b, ¢, d 13 nhitng s6 phitc xdc dinh thda man diéu kién ad — be # 0,
dwoc goi 1a d4nh xa phan tuyén tinh.

Anh xa (1.20) don diép khi va chi khi cdc hé s6 a, b, ¢, d théa man hé
thire (1.21). That vay, gid sit 21, 20 € C, 21 # 2z9. Khi d6

az1+b w _azn+b
cy +d’ 2Tt d

va do do
(be — ad)(z1 — z2)

= (cz1 + d)(czo + d)

Tt d6 suy ra diéu can khang dinh.
Vi vay, hé thite (1.21) 1a dieu kién can va di dé ton tai 4nh xa nguroc cla
(1.20), trong dé:
dw —b

="
—Ccw + a
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Diic biét, khi ¢ = 0, d = 1, tir (1.21) ta ¢6
a # 0. (1.22)

biéu kién (1.22) dim bao tinh don diép ctia 4nh xa tuyén tinh w = az +b

véi anh xa nguoc la

w
z2=——=—"
a a

Khi xét dnh xa (1.20), ta loai trir trwomg hop d = ¢ = 0. Trong céc

treomg hop con lai, diéu kién ad — be = 0 twong dwwong véi diéu kién
w = const

va do dé né khong c¢é mién don diép.
{ PrERN . s A 7 N 7 7
b. Anh za w = 2", n € N. Dé tim mién don diép clia 4nh xa nay, ta xét cdc
gia tri:
21 = |z1|€"t va oz = |ze"?2.

Khi do6

wy — wy = |z1|" (€™ — M¥2),

o . A T .
RO rang la anh xa w = 2" don diép trong moi géc véi do mé — véi dinh
n
tai goc toa do.

c. Anh xa Jukouvsks. Anh xa

1 1

w = 5( + ;) (1.23)

dwoc goi 14 d4nh xa Jukovski. N6 don diép trong mién D nao dé khi va chi
khi mién D khong chita nhirng cdp diém khéc nhau 21, 2z, lién hé véi nhau
bdi hé thite

Z1R%9 = 1. (124)
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That vay, gia st

khi dé
(z1 — 22)<1 - L) = 0.

T d6: hoac z; = 29 hoac 2120 = 1.

Vé mat hinh hoc, dang thitc (1.24) chitng t6 rang diém z, = zil thu dwoc
bang phép ddi xitng kép qua dwong tron don vi va truc thue:
1.
Z
Nhw vay, dnh za (1.23) don diép trong mién D khi va chi khi D khong

chita nhitng cdap diém khdc nhau ma diém nay thu dwoc tu diém kia nho

W = w = wWi.

phép doi ming kép: qua dwong tron don vi va truc thuwc.
Anh xa (1.23) don diép trong céc mién sau day:
{|z| > 1} - phan ngoai hinh tron don vi,
{|z] < 1} - hinh tron don vi.

1.3.3 Giéi han cda ham

~ N K] , ;. N ey ;. N .
Bay gior ta chuyén sang xét khéi niém co ban ctia giai tich - khai niém gidi
han.

Gia sir cho ham
f:D—C
va 2o la diém gi6éi han cia tap hop D.
Pinh nghia 1.3.4. S6 w, dwoc goi 1a gidi han ctia ham f khi 2 — 2 néu:

Ve>0 38()>0:V2ze€ DNU(z,0)
= |f(z) —wo| < e.
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K¥ hiéu

wo = lim f(z), (1.25)

z—20
(trong dé U(zg,9) 1 & - 1an can thing cia diém z).
Ta ¢6 dinh 1y sau day:
Pinh ly 1.3.1. Gid st wy = ug +ivg € C va f(z) = u(z) +iv(z). Khi do

gidi han lim f(2) ton tai khi va chi khi ton tai hai gidi han
z—20

up = lim Re[f(z)] = lim u(z),

z—20 z—20
vo = lim Im[f(2)] = lim v(z).
z—20 z—20

Néi cdch khdc, dang thic

wo = lim f(z) (1.26)

z—20
twong dwong véi hai dang thitc:

up = lim u(2), wvo = lim v(2). (1.27)

zZ—20 zZ—20

Chitng minh. That vay, gid stt f thda man (1.26), khi d6 vdi e > 0 bat ky,
34(e) > 0 sao cho

|f(2) —wo| < e

khi |2 — 20| = [(z — 20)* + (y — y0)*]"/* < 8(e).
Nhung

|u(z) = uo| = [Re[f(2) — wo]
|0(2) = vo| = [Im[f(2) — wo]

va tir dé suy ra (1.27).
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Bay gio, gia st (1.27) dwoc théa man. Khi d6 Ve > 0:

£ £
lu(z) —ug| < —=, |v(2) —vo] < —=-

V2’ V2

Néu /(z — 20)2 + (y — y0)? = |z — 20| < &'(e) thi

| f(2) — wol = [(u — U0)2 + (v — ’00)2]1/2 < e.
O

T tinh twong dwong vira dwgc chitng minh gitra (1.26) va (1.27) suy
rang nhitng dinh 1y so cip vé gidi han clia ham trong gidi tich thuwe dwoc
chuyén sang cho gidi tich phitc khong mot si thay déi nao. Cu thé 1a, néu

lim f(z) = wo, lim p(z) = W

zZ—20 zZ—20

thi ton tai cdc gidi han cta f(2) £ p(2), f(2)-¢(2), f(2)/¢(2) (khi p(z) # 0)
khi z — 2z va:

Nhan zét 1.3.1. Ta can liru y rang dinh nghia 1.3.4 vé giéi han van ding ca
trong cdc triomg hop: hoic 2, hodc wy hodc ca 2y va wy bang vo cling.

Chang han, khi zy # 00, wp = oo thi ham f thda man (1.25) néu tir bat
dang thirc

0<|z— 20| <d(e)
suy ra

[f(2)] > e
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Vi du. Chitng minh rang
lim[ag + a1z 4+ -+ +a,2"| =00, n>1

véi a, # 0.

That vay, ta co

2 n n[ Q0 ay
ap + 12 2" + - Fape” =27 | — Tttt ay
Zr 2
Hién nhién rang
. ag ai an—1
lim [——i— + -+ =0.
2—00 Lz Zn—l z

Diéu d6 c6 nghia rang: Ve >0, IR >0:Vz: |2| > R

Qo a1 Qp—1

- ot

=
Zn Zn—l

<eE.

Ta lay € < |a,|. Do d6 khi |z > R ta ¢6

An—1 Ap—2 Qo
+ 2 + -+ =
z z

e a
an—l—( Zl+---+—0))>|an|—

ZTL

> |an| —e.
Tir d6 suy ra rang
lap + a1z + a2 + - + a,2"| > 2" (Jan| — ), |2| > R

N ’ . v ~ . N oA oA . ’ s v
va do dé vé phai ting vo han khi 2 — oo va hién nhién khi d6 vé trai tang
vo han, titc la

lim [ag + a1z + -+ - + a,2"] = oc.

Z—00

1.3.4 Tinh lién tuc va lién tuc déu

Giad st ham w = f(z) dwoc cho trén tap hop D C C.
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Dinh nghia 1.3.5. 1. Ham f(z) dwoc goi la lién tuc (hay C - lién tuc) tai
diém 2z € D néu

f(z0) o0 va lim f(z) = f(z20), z€ D.

z—20
2. Néu ham f(z) lién tuc tai moi diém z € D thi ham f(z) dwoc goi la
lién tuc trén tap hop D.
Tap hop moi ham lién tuc trén tap hop D C C dwoc ky hiéu la C(D).
Dinh nghia 1.3.5 con cé thé phét biéu dwdi dang twrong dwong sau day.
Ham f(2) dwoc goi 1a lién tuc tai diém zp € D néu Ve > 0, 3d(g, 29) > 0:
Vze{|z— 2| <d(e 2)} (1.28)
thi
1/ (2) = f(z0)] <e. (1.29)
Twong tw nhw vay, ta ciing c¢6 thé néi dén tinh C - lién tuc theo mot
tuyén (hoiic dirdmg cong) va hiéu nhw sau: nhitng hé thite (1.28) - (1.29) chi

dwrge thda man tai nhitng diém thuoc tuyén (hodc dwong cong) dy ma khong

N ’ <z . N . ’ oA ’
dé y dén cac gia tri clia ham tai cdc diém khéc.

CAC VI DU
1. Ham f(z) = Z::__Z (a # b) lién tuc tai moi diém zy # —b trong mit
z
phang 2.

That vay, gia stt cho trwde e > 0. Ta dit |20+ b| = 2d. Gia st thém rang
|z — 20| < d. Ta cé
z+b=204+b+2— 2
= |z +b] > |20+ b — |z — 2| >2d —d=d
= |z +b| > d.

Twr do suy ra

zta  ztap_la—bl[z—2| _la—0bl|zr— 2|
z4+b  z+bl 240 |zo+b 242
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. —b| |z — 2ed?
Neéu |a |2(|; 20| < € (nghia la |z — 29| < |a8_ b|) va |z — zo| < d thi
ta sé ¢o
’z—l—a Zo+a
— <e.
Z+b Zo+b
Do dé hé thire
’z—l—a 20+ a
— €
z+b Zo+b
dwoc théa man néu
. 1 |Zo+b|2
ol < i (L, 200
|z — 20| m1n(2|z0 | 2a—b

2. Ham f(z) = 2", n € N lién tuc véi moi z = a hru han. Ta cé
2 —a"=(z—a)(Z" T a2+ ad™h)
do d6
2" —a" < |z —al(J2]"7" 4 4 Ja"Th).

Ta xét hinh tron {|z| < r} va gid s z va a thudc hinh tron d6, |z| < 7,
la| < r. Khi d6

2" —a"| < nr" Yz — al.
va ta c6 thé chon s6 §(g) 1a bang
, 5
min <W T+ |a|).

Digu dé chitng t4 rang 2" 1a ham lién tuc V2 € {|z| < 7}, trong d6 r ¢ thé

l6m tuy y. Va nhw vay 2" la ham lién tuc V z € C.

Pinh ly 1.3.2. 1. Ham f(2) lién tuc tai diém 2o = xo + iyo khi va chi khi
u(x,y) va v(z,y) lién tuc tai diém (zo,vo).
2. Néu ham f(z) lién tuc thi ham | f(z2)| cing lién tuc.
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Chitng minh. Trwde hét ta lwu ¥ ring

[u(, y) — u(zo, yo)|

(s y) — ’U(xo,yo)|} < |f(2) = f(20)] < Julz, y) — u(zo, yo)| + |v(, y) — v(zo, o)

1. Gid sit ham f(z) lién tuc tai diém 2. Ta cé

u(z,y) = ulzo, yo)| < [f(2) = f(20)| < e

khi |z — zo| < 9.

) )
Nhung |z — 2| < § khi dong thoi cé |z — 29| < —= va |y — yo| < —=, do
g | ol g | ol V2 [y — Yol NG
dé ham u(z,y) lién tuc. Twong tw v(x,y) lién tuc.
Ngwoc lai, néu u va v 14 cdc ham lién tuc thi ham f lién tuc (ban doc ¢
thé suy luan dé dang).

2. Phan thtt hai cta dinh 1 dwoc suy tir bat dang thite

£ =1f (20| < 1f(2) = F(z0)l-
]

Tt dinh 1y 1.3.2 suy ra rang nhitng dinh 1y so cap vé cdc phép tinh doi
véi cac ham lién tuc tai mot diém van ding trong giai tich phitc, tinh lién
tuc & day la tinh C - lién tuc.

Pinh nghia 1.3.6. Ham f(z) dwoc goi 1a lién tuc déu trén tap hop D C C

~
neu

Ve>0,35=06(c) >0:Vze D, VZ € D:d(z,z) <de),
=|f(z) = f(Z) <e.

Tir tinh lién tuc déu ctia f(z) suy ra rang f 1a lién tuc. Dieu khang dinh
ngwoc lai, néi chung 1a khong ding. Diéu dé dwroc chitng té bdi vi du sau
day.

1
Giast f(z) =—-vaD={2€C:0< |z| <1}
z
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Ham f(z) lién tuc trong D, nhwng khong lién tuc déu trong d6. That vay,
gid st ngwoc lai: ham f(z) lién tuc déu trong D. Khi d6 véi e = 1, phai ton

. . v oA N 7’
tai 86 0 = 01 > 0 sao cho moi cip diém 2’ va 2" ta cé

1 1
———1<e 0<[=2"<d.
2z
T day s6 n = 2,3,... ta sé chon s6 ng sao cho
1 1
1oL,
Un 2%0

1 1
Khi dé, dat 2/ = —, 2 = — ta thu dwoc
Un 2%0

1

1
i

B ’ 1 1
~1/ne  1/2ng
0< |z =2" <.

’:n0>1.

D¢ 1a dieu mau thuan.

Tuy nhién, ta ciing nhan xét rang ham da cho lién tuc déu trong mién
D={zeC:0<R<|z <1}.
That vay, v6i cip diém 2’ va 2” € D bat ky ta ¢

1 1

11 _’Z’—Z”| ’Z’—Z”|.
o P

_ |z/| |Z”| ~ R2

Gia st € > 0 14 s6 tuy ¥. Khi d6 néu 1dy § = ¢ R?, thi tir bat dang thic vira

viét suy ra ring voi cdp didm 2/, 2" € D bt k¥ thda man hé thic
12— 2" <6 (6 =eR?

ta co

1 1

- —| <e. ‘dp.cm.
2z
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Dinh nghia 1.3.7. Anh xa f dwoc goi 14 mot dong phoi (4nh xa topd) néu:
1. f don diép;
2. fva f~ lién tuc.

CAC VIDU
1, Anh Xa w = ] j| | 13 mot phép dong phéi bién mat phang C 1én hinh
z
tron don vi {|w| < 1}.

2. Anh xa

2R z

w=— —arctg |z,
m ||
w(0) =0

14 mot phép dong phoi bién C 1én hinh tron mé {|w| < R}.
Vé sau ta thwong sit dung cdc tinh chat sau day ctia ham lién tuc.
1. Anh lién tuc cta tap hop compéc 1a tap hop compic.
2. Anh lién tuc cua tap hop lién thong l1a tap hop lién thong.
3. Gia stt compiac K C C va f 1a ham lién tuc trén K. Khi d6
a) f bi chan, nghia la |f(z)| < A, Vz € K, A = const

b) Dat sup va inf cta né trén K, tirc 1a 321, 29 € K sao cho

FEI<IfE)L [FEI= ()], Vze K

4. Gia st f lién tuc trén tap hop compac D C C. Khi d6 f lién tuc deu
trén D (dinh ly Cantor trong mién phikc).
1.4 Ly thuyét day va chudi trong mién phirc

1.4.1 Giéi han cta day diém

Trong muc 1.1.5 ta da dé cap dén giéi han cia day diém trong mién phitc.

O day ta sé néi dén gidi han ctia day mot cdch cu thé hon.
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Dinh nghia 1.4.1. 1. Gia st trong C cho day
21522y e ey Zny e e (1.30)

Diém zj (€ C) dwoc goi 1a gidi han ctia day (1.30) néuVe > 0, IN = N(e)
sao cho z, € U(zp,e) Vn > N.

Day ¢6 gidi han thuoc C dwoc goi la day hoi tu. Day khong c6 gidi han
ho#ic ¢6 gidi han bang oo dwoc goi 1a day phdn kj. Trong triromg hop day
phan ky cé gidi han duy nhat 1a oo ta viét

lim z, = oo. (1.31)

Dang thitc (1.31) c6 nghia la: Ve > 0, 3N = N(e) (N € N): sao cho
zn € CU(0,¢) véimoi n > N.

Sw minh hoa Riemann déi véi céc s6 phite cho phép ta hiéu dang thikc
(1.31) mot cdch rat triee quan. That vay, theo cong thire (1.11), 1.1.8, dnh
cau cua day (1.30) la day {Ag(&k, mk, G)} vl cée toa do:

Tk Yk

B B 2|
- 1+|2k|2’ e = 1+|2k|2

& FNPAE

, G= (*)
Tir cong thire (*) va cdc hé thike |2 < |2i], |yx] < |2x| ta suy ra ring
day {Ax} hoi tu dén cuc bac P clia mit cau Riemann.
Tir dinh nghia gidi han cia day suy ra rang néu day {z,} va {2} hoi tu
thi day {z, £ z..}; {zn - 2} {2—7} (21, # 0, nh_)rglo 21 # 0) hoi tu va:

n

lim (2, £2/) = lim 2, + lim 2/,

n’
n—oo n—oo n—oo

lim (2, - 2},) = lim z, - lim 2],

lim z,
. Zn n— oo
lim & =22
n—oo z/ lim 2],
n—00 y,

Viéc chitng minh céc hé thite (1.32) khong cé gi khac biét vGi viec chitng
minh céc diéu khang dinh twong ng trong giai tich thwe. (Dé nghi ban doc
tu thwc hién).
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Trong nhiéu trirdong hop, khi khao sat sw hoi tu cia day ta cing thwong
stt dung tiéu chuan Cauchy dic trung cho day hoi tu:
Day {z,} hoi tu khi va chi khi

Ve>0, IN=N(e):Vm,neN:m,n>N =

= |z, — 2Zm| < €.

Phép chitng minh dinh ly nay hoan toan dwa trén chitng minh dinh ly
“thwe” twong ttng. Cung nhw trong trwomng hop thue, day thda man diéu
kién nay dwoc goi la day co ban hay day Cauchy.

Thong thwong viée tim gigi han ctia day (1.30) dwoc dwa vé tim gidi han
ctia day céc s6 thue {z,} va {y,}. Dicu khang dinh nay dwa trén co s& dinh
ly sau day:

Dinh 1y 1.4.1. Gid s zo = xo + iyo. Khi d6 lim z, = zo khi va chi khi

n—oo

lim x, =9, lim y, = yo.
n—oo

Chatng minh. That vy, két luan cia dinh 1y 1.4.1 dwoc suy truc tiép tit cac
bat dang thitc

|2 — 2ol <l2n — 20, [ym — ol <20 — 205

|20 — 20| < 20 — Zo| + [yn — w0l
va dinh nghia gigi han cua day. O
Nhin zét 1.4.1. Gia st 2, = 7, - €, trong d6 |r,| = |24], pn = arg z,. Néu

lim r, = p va lim @, = o thi lim z, = pe®.
n—oo n—oo n—oo

bieu két luan nay dwoc suy tir dinh 1y 1.4.1 va hé thitc

Zn = Tn(COS @y, + isiny,).

Vi du 1. Gid st z = x + iy 14 mot sé phike tuy ¥, xdc dinh. Ta sé ching

minh rang day

ap, = <1 + i) c6 gioi han.
n
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I0)

Ta co:
2 x4 y*\n/?
2 d iy

anl = |1+ 2" = (1
n n

n2
y
n

z

arg a, = narg<1 + —) = narctg =
n 14 =
* n

Hién nhién rang
2\ /2
lim |z,| = lim <1 + —) =e

n— o0 n— o0 n

va
. . ny
lim arga, = lim =1.
n—o00 n—oo N + &
Do dé
. Z\™ .
lim <1 + —) = e"(cosy + isiny).
n—oo n

1.4.2 Chudi s6 phitc va sur hdi tu ctia né
Gia st ta ¢6 day s6 phite hoan toan xdc dinh va khdc oo
21y 22y ey By ey Zn = Tyt 1Yn.
Biéu thic
Zzn:zl+z2+--~+zn+...

n=1

. N N X . A N oA ’
dwoc goi 14 mot chuoi so trén C, con bieu thite

Sn: Z Zlk

1<k<n

dwoc goi 1a tong riéng (thit n) ctia chudi (1.33).

Ta c6 dinh nghia sau day.

(1.33)

(1.34)
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Dinh nghia 1.4.2. Chudi (1.33) dwoc goi 1a hoi tu néu ton tai gigi han hitu
han

lim S, = S.

n—oo

Nghia la: Ve >0, 3N =N(e), Ne N:Vn> N
=15, -S| <e.

S6 S dwoc goi 1a tong ctia chudi (1.33). Néu lim S, khong ton tai hodc

n—oo

bang oo thi ta néi chuodi (1.33) phdn ky.
Didu kién can d6i v6i s hoi tu ctia chudi (1.33) thu dwoc tir viée chuyén
qua giéi han dang thitc
Sy — Sn-1 = zn
va no c6 dang

lim z, = 0. (1.35)

bieu kién dé chi 1a dieu kién can chit khong phai 1a diéu kién di: nghia 1 néu

dieu kién (1.35) khong dwoc théa man thi chudi khong thé hoi tu. Nhung cé

nhirng chuoi (vi du ;1 %) théa man diéu kién (1.35) nhung lai phan ky.
Dé khao sét su h%/i tu ctia chuoi trong C ta cé:

Pinh ly 1.4.2. Chudi s6 phitc > 2z, 2n = Tn + iy, hoi tu khi va chi khi

n=1
cac chuot

DT D n
n=1 n=1
dong thoi hoi tu.
Chitng minh. That vay, ta dat
S, =0, + 1T, = Z T+ 1 Z Y-
1<k<n 1<k<n

T d6 suy ra két luan cia dinh ly. O
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Dinh 1y 1.4.2 cho phép ta dwa viéc khao sit s hoi tu clia chudi trong
mién phitc vé khio sét céc chudi s6 thwe da quen biét.

Chang han, bang cdch 4p dung tiéu chuan Cauchy cho day S, ta thu
dwoc tiéu chuan Cauchy déi véi cdc chudi: Chudi s6 phire (1.33) hoi tu khi
va chi khi Ve >0, 3N = N(¢) : Vn > N(e) vaVpe N=|S,4, — S, < e.
Cung véi viee xét chuoi (1.33) nguoi ta con xét chuoi 1ap nén tir cdc modun
clia cac s6 hang clia chudi dy

>zl (1.36)

k21

nén theo tiéu chuan hoi tu Cauchy ta két luan rang néu chudi (1.36) hoi tu
thi chuoi (1.33) cing hoi tu.

Pinh nghia 1.4.3. Chuoi (1.33) dwoc goi 1a hdi tu tuyét déi néu chuoi (1.36)
hoi tu.
Tir tiéu chuan hoi tu Cauchy suy ra:

Pinh 1y 1.4.3. Gid st 2, = x,, + iy,. Chuoi (1.33) hoi tu tuyét doi khi va

chi khi cdc chuoi
DT vd Yy
n=1 n=1
dong thoi hoi tu tuyét doi.
Chatng minh. That vay, diéu két luan cta dinh 1y diroc suy triee tiép tir bat
dang thitc kép sau day:

|0

< zal < 20| + [ynl-
|yn|



78 Chwong 1. Mat phang phitc va ham bién phitc

Giong nhw chudi s6 thire s hodn vi tity ¥ cdc s6 hang ctia chuoi hoi tu

tuyét doi khong lam thay doi tong ctia chudi.
Nhdn zét. Dé khao sdt st hoi tu tuyet ddi ctia chudi (1.33) ta cé thé st dung
tiéu chuan héi tu da biét ddi véi cac chudi véi s6 hang khong am.
Vi du 2. Khéo sit st hoi tu ctia chuoi
n=1 3"
Ta xét chudi cac modun

a2+l = nV/5
P D D Tk

n=1 n=1
Ap dung déu hiéu hoi tu D’Alambert, ta c6

[(n+1)W_n 5”} _ V5

n—oo

Vay chuoi da cho hdi tu.

Vi du 3. Khao st sw hoi tu ctia chudi:
>
n=1 n

Ta co

]
3|s
I
]
ol 1
==
ol
+
-
]
2|7
+|2
—_| =

n=1 n=1 n=0

Vi vay chudi da cho hoi tu.

Xét chuoi cac modun

S-S

n=1 n=1
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Chudi nay 1a chuoi diéu hoa va nhwr ta biét, né 1a chuoi phan ky. Do dé

chudi da cho hdi tu song khong hoi tu tuyét dai.
Vi du 4. Khao sat sw hoi tu ciia chuoi
>
n=0
Tacé S,=1+z+---+2""1,

S =17 khi 41
1—2

Do do

1 ’_ |2["
1—2zl |1—2|’

Sh
va

n—oo

1
lim S, = —— khi |z| <1
1—=2
Khi |z] > 1 thi vi

1, néulz|=1,

lim |z|" = )
neo 0o, mneéu |z|>1
nén chuoi phan ky.
Nhw vay, chudi > 2" hoi tu véi |z] < 1 va phan ky véi |z] > 1.
n=0
1.4.3 Day va chuéi ham

Trong nhiéu chitng minh & nhiéu phan cta ly thuyét ham bién phitc, ngudoi
ta st dung rat rong rai nhirng tinh chat dac biét cia day ham hoi tu. Nho
nhtrng tinh chat nay ma cdc chitng minh dé trd nén rat don gian va dep de.

Gia st ta ¢6 day ham

f1(2), fa(2), ..., ful2), - .. (1.37)
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xac dinh trén tap hop D C C nao dé.

Day (1.37) dwoc goi 1 héi tu tai diém zy € D néu day s6 { f,(z0)} hoi tu.
Day ham (1.37) dwoc goi 1a hoi tu trén D néu né hoi tu tai moi diém cta D.
Trong truong hop nay ta c¢é thé néi dén ham giéi han x4c dinh trén D:

f(z) = lim f,(2).

n—oo

Dinh nghia hoi tu clia day ham t&i ham giéi han f(z) c¢6 thé phat biéu

bang ngon ngir e, J.

Dinh nghia 1.4.4. Day (1.33) hdi tu dén ham f(z) néu Ve > 0, va véi

z € D bat ky, ton tai sé tw nhién N = N(g) sao cho véi moi n > N ta c6

1f(2) = fu(2)] <e.

Can nhan manh rang: v4i mot € > 0, s6 hieu N ma khi n > N thi ¢

|f(2) = fu(2)] < € ¢6 thé khic nhau véi cdc diém khac nhau cta D.

Pinh nghia 1.4.5. Day ham (1.37) dwoc goi la hdi tu déu trén D dén ham
f(2) néu:

Ve > 0, 3N = N(e) (chi phu thuoéc vao ¢): ¥Yn > NVz € D =
1f(2) = fal2)] < e

Dé dang chitng minh rang day ham (1.37) hoi tu déu dén ham f(z) khi
va chi khiVe >0, 3N = N(e) :Vm,n > N,Vz € D = |fn(z) — [u(2)] <e.

Néu day ham (1.37) hoi tu déu dén ham f(z) trén D thi né hoi tu dén
ham f(z). Dieu ngwoc lai néi chung la khong diing.
Vi du 5. Khao sat sw hoi tu ciua day ham

1—2"

f(z)f1 ~ n=12..., |z <1 (1.38)

Trong vi du 3 muc trwde, ta da chitng minh rang day (1.38) hoi tu trong

hinh tron don vi va ham giéi han la
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Ta sé chitng minh rang day (1.38) hoi tu dén f(z) khong déu trong hinh
tron don vi.
That vay, néu day (1.38) hoi tu déu dén ham f(z) thi theo dinh nghia

Suy ra rang:
Ve>0, IN=N():Yn>N, Vze {|z| <1}

ta co:
1 1—2"

1—2 1—=2

7 <
= €.
1—=2

Dac biet la khi e = 1, véi moi z thue:

z=x; O<z<l1

ta co:
Y 1 n=23..
1l—x
Nhurng ta nhan xét rang
li = =2,3,...
mllgl—x o0 (TL T )

Hai hé thitc nay khong thé dong thoi thda man. Do dé day ham hoi tu
khong deu.

Dé dang chirmg minh rang day (1.38) hoi tu déu trong hinh tron {|z| <
R < 1}. That vay, trong hinh tron nay ta cé:

2" R
=<
1—=z 1-R
va véie > 0 tiy ¥, s6 hieu N dwoc xéc dinh tit bat dang thic
R In[e(1 — R)]
e

Do dé, néu dat
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trong d6 E(t) 1a phan nguyén cua ¢, thi véin > N(g) va véi moi 2z € {|z| <
R < 1} ta cé:
1 1—2"

— < €.
1—=2 1—2 c

Dinh ly 1.4.4. Gid sit cdc ham f,(z) cia day (1.37) la nhieng ham lién tuc
trén D va day ham (1.37) hoi tu déu trén D dén ham f(z). Khi @6 ham f(z)
lien tuc trén D.

Chitng minh. That vay, gid stt 29 € D; véi € > 0 cho trude, ton tai sé hiéu

n sao cho v&i moi z € D ta cé

Fal2) = F)] < 5

Tiép theo, ton tai s6 § > 0 sao cho v&i moi z € DN U(z,d) ta cé:
£
1) = Fuleo) <

Do d6 v6i moi z € DN U(2,0) ta cé

1F(2) = F(20)| < [f(2) = fal2) + [fa(2) = fal20)] + | fa(20) = f(20)]

< = + = + e
33 3
]
Bay givr ta xét chudi ham:
fol2) + f(2) + -+ fa(2) + - = D ful2). (1.39)

n=0
Vi tai diém zy € D ¢ dinh thi chu6i (1.39) 1a mot chudi s6 nén theo dinh
nghia, sir hoi tu clia né dén tong S(zo) cé nghia la
Ve>0,3N=N(ez2):¥n>= N tacé
|S(ZO> - Sn(20>| <ég, Sn(20> = Z fk(20>‘
0<k<n
Chudi (1.39) dwoc goi 1a chuoi hoi tu trén tdp D néu né hoi tu tai moi
diém z € D. Hién nhién tong S ctia né 1a ham ctia bién z, x4c dinh tai moi
diém z € D.
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Pinh nghia 1.4.6. Chudi ham (1.39) dwoc goi 1a hdi tu déu trén tap hop
D néu:
Ve>0, IN=N(e):Vn> N, Vze€ D va
VpeN=|S,(2) — Su(2)] <e.

T dinh nghia nay ta suy ra rang chuodi héi tu déu trén tap hop D thi
hoi tu tai moi diém ctia tap hop dé. Diéu ngroc lai néi chung khong ding.
Vi du 6. Xét chuoi

T+z4+22 4+ 42"+ ... (1.40)

Trong vi du 3 & muc trieée ta da chitng minh rang chuoi (1.40) hoi tu

trong hinh tron don vi va téng ctia né bang T

Tuy nhién, chuo6i (1.40) hoi tu khong déu trong hinh tron don vi. That

vay, ta co
|Snip(2) = Su(2)] = [T (L + 24+ 2" 7))
N i et A T K C el 1 )
1-z 7 [1—¢
Ta ldy s6 7 € N tiy ¥ va dit p = n, 2, = ——. Khi dé:
n+1
) -G
14+n
1\—»
1—(1+—)
=n- 1” — 00 (khin — oc0).

(1+5)

Nhw vay, véi n di 16m tiy ¥, ton tai nhitng s6 p (= n) va nhitng diém
zn € {|2] < 1} ma: |Son(2,) — Sn(zn)| 16m bao nhiéu tuy y.
T d6 suy rang chuoi da cho hoi tu khong déu trong hinh tron don vi.

Werierstrass da chitng minh dau hiéu don gian vé s hoi tu déu sau day.
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Pinh 1y 1.4.5. Gid st bat dau tir s6 hiéu ko nao dé va véi moi z € D:

L |fu(2)] < an, a, >0, Vn= k.
2. Chuoi s6 Y an hoi tu. (1.41)
n=1

Khi @6 chuoi (1.39) hoi tu déu (va tuyét doi) trén tap hop D.

Chitng minh. Vi chuoi (1.41) hoi tu nén Ve > 0, IN(g) > ko sao cho

=
> anyk| < e voim € N bat ky.
1<ksm

Do d6 ta co

’ Z fN+/~:(Z)‘< Z |fN+k(Z)‘ < Z anir < €.

1<k<m 1<k<m 1<k<m

Vi vay, theo dinh nghia, chuoi (1.39) hoi tu déu trén D. O

Pinh ly 1.4.6. Gid s chuoi (1.39) héi tu deu trén D va moi s6 hang clia
né déu la nhieng ham lién tuc trén D. Khi dé tong S(z) cia chudi cing la
ham lién tuc trén D.

Chitng minh. Gid sit zyp € D 1a diém c6 dinh bat ky. Ta can chitng minh
rang;

Ve > 0,35 =0d(z0,¢), sao cho Vz € DN U(z,d) déu co:
|S(z) — S(z0)| < e.

That vay, vi chuoi (1.39) hoi tu déu nén
Ve>0,3N = N(e), N € Nsao cho

w@—st<§,zeD.

Vi ham Sy(z) lién tuc nén véi e > 0 da chon, ton tai s6 6 = d(29, ) sao
cho

WM@—SM%H<§,VzeDHW%ﬁ)
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T cac he thire nay thu dwoc:

15(2) = S(20)| < 5(2) = Sn(2)] + [Sn(2) = Sn(20)] + [5(20) = Sn(20)]

<E 8¢
<s;+o+5=e
3 3 3

O

Lép cde chuoi ham don gidn nhat va 1a cong cu ¢é ¥ nghia dic biét quan

trong dé nghién ciru cdc ham bién phitc 1a cdc chuoi liy thira.

1.4.4 Chubi lay thira

Chuoi ham dang

> " an(t — zo), (1.42)

k>0
trong d6 zg, ax, k = 0,1,2,... la nhitng s6 phitc cho trirde, diroc goi 1a chudi
liy thita. SO zy dwoc goi 1a tAm cia chudi, ax, k = 0,1,2,... dwoc goi 1a

nhitng hé s6 clia chuoi liy thira.
Néu dit z =t — z thi c6 thé viét chudi (1.42) dwéi dang

> an”. (1.43)

n=0

Dau tién ta sé nghién citu cau tric clia tap hop diém hoi tu ctia chudi
(1.43). Hién nhién tap hop dé khong tréng vi trong moi trwomg hop chudi
(1.43) hoi tu tai diem z = 0 véi tong bang ag.

Ton tai nhitng chudi liy thira véi tip hop diém hoi tu gom mot diém
2z = 0 duy nhit. Chang han, ta xét chudi

1+ Z n" - 2"
n=1

Véi moi z # 0 ¢6 dinh, ton tai sé hiéu ng ma bat dau tir d6 |nz| > 2 va do
dé [n™ - 2" > 2™. Vivay

lim n™ - 2" #0

n—oo
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tite 1a diéu kién can cho sw hoi tu khong thda man.
Bay gior ta xét chudi
Zn
DI
n=1

Véi moi z hitu han, bat dau tir s6 hiéu ng xdc dinh, ta cé

z 1
a3
n 2
tie 1a
2" < 1
nn 2n

x 1 .
Vi chuoi ) - hoi tu nén chuoi luy thira hoi tu trong toan mat phang.
n=1
Ton tai nhitng chudi liy thira hoi tu tai nhitng diém nay, phan ky tai

nhirng diém khéc. Chang han chudi da xét trong Vi du 6 hoi tu trong hinh
tron va phan ky ngoai hinh tron don vi.

Dé nghién citu cau tric ctia tap hop diém hoi tu, ta chitng minh:

Dinh ly 1.4.7. (N. Abel) Néu chudi liy thira (1.43) héi tu tai diém zy # 0
thi nd hoi tu tuyét dor trong hinh tron {]z| < |zo|}.

Chitng minh. Vi chudi (1.43) hoi tu tai diém zy nén
nll—>r£10 anzy = 0.
Nhuwrng moi day hoi tu déu bi chin, nén ton tai hing s6 dwong M sao cho
lanzg| < M, n=0,1,2,...
Dé ¥ dén bat dang thitc nay ta cé:

Z n
nZg - (;)
0

Vi chu6i s6 > ¢™ hoi tu nén tir d6 suy ra két luan cta dinh 1y. O
n

lan,2"| = =q <1

<M-q% )Zio
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Hé qua 1.4.1. Néu chuéi (1.43) phdn ky tai diém z = z; thi né cing phan

ky tai moi diém z ma |z| > |z1].

Chitng minh. That vay, néu chudi (1.43) hoi tu tai diém 2, |Z| > |z;| thi theo
dinh Iy Abel, chudi d6 hoi tu trong hinh tron {|z| < |Z|} va do d6 cé tai diém
Z1. O

Trén co s& dinh Iy Abel, ta sé chitng minh rang ton tai s6 R > 0 sao cho
chuoi (1.43) hoi tu khi |z] < R va phan ky khi |z| > R.

Hién nhién, d6i véi cdc chudi liy thira hoi tu tai mot diém duy nhéat z = 0
hodc trén toan mat phang thi s6 R twong tng bang 0 hodc co. Van dé con
lai 1a xét trwomg hop khi chudi (1.43) hoi tu tai mhing diém nay va phan
ky tai nhitng diém kia.

Ta ¢6 dinh 1y sau day:

Dinh ly 1.4.8. Mién hoi tu ciia chuoi liy thira (1.43) la hinh tron
S={2€C:|z| <R}

vi bdn kinh R xzdc dinh, phu thudc vao cdec hé s6 cia chuoi. S6 R goi la

bdn kinh hoi tu cia chuoi.

Chitng minh. Theo dinh 1y Abel, trén nita truc dwong Rt ton tai doan thang
(a1, 1] ma a; 1a diém hoi tu, by 14 diém phan ky cta chudi (1.43). Do dé,
chu6i (1.43) sé hoi tu khi |z| < a; va phan ky khi |z| > b;. Van dé con lai 1a

xét sw hoi tu trong vanh tron
Vi = {a1 < |Z| < bl}

Ta ky hiéu [a, by] 1a mita doan thang clia [a;, by] ma dau miit bén trai 1a
diém hoi tu ctia chudi (1.43), con dau muit bén phai 14 diém phan ky. Theo
dinh 1y Abel, chudi (1.43) hoi tu khi |z| < ay va phan ky khi |z| > by va ta

tiép tuc xét swr hoi tu trong vanh

‘/2:{0,2<|Z|<62}C‘/1.
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Bang cach tiép tuc qud trinh nay vo han Ian, ta thu diroc mot day doan

thang long nhau
la1,b1] D [az,ba] D -+ D [an, by D ...

véi b, — a, — 0 khi n — oo.

Theo nguyén 1y Cantor vé cic doan thang long nhau, ton tai suy nhat
mot diém a thuoc moi doan thang [a,, by) n=1,2,...

Ta dit R = a vA chitng minh rdng chuodi (1.43) hoi tu trong hinh tron
{|z| < R} va phan ky & ngoai hinh tron dé.

That vay, gid st |2] < R. Vi a, 1a day tang dan dén R nén tim dwoc a,
sao cho:

2| <a, <a=R.

Do dé, theo dinh 1y Abel, chudi hoi tu tai diém 2. Bay gio gid sit 2/ :

2’| > R. Vib, la day gidm dan dén R nén tim dwoc s6 b, sao cho
2’| > b, > R.
Do d6 chudi phan ky tai diém 2’. Dinh 1y hoan toan diroc chitng minh. [
Bay gio, tir cdc hé s6 a, cta chudi ta thanh lap day:
a1, lag)?, ... an ™, . .
va dat
p = lim |a,|"".
n—oo

(Hién nhién s6 p bao gio cling ton tai, cé thé bang oo)

Dinh ly 1.4.9. (Cauchy - Hadamard) Bdn kinh hoi tu R cia chuoi liy
thira (1.43) dwoc tinh theo cong thitc

1 1
. B (1.44)
p lim |a,|'/"

n—oo

trong dé ta dat R =0 néu p = +00 va R = +0o néu p = 0.
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Cong thire (1.44) dwoc goi la cong thive Cauchy - Hadamard.
Chitng minh. Ta lwu y rang giéi han trén cta day s6 thwe u, dwoc dinh

nghia nhw sau:

lim u, = lim <sup un)
n—00 P—0 \ n>p

Dé chitng minh cong thite (1.44) ta sé stt dung dau hiéu hoi tu ctia Cauchy.
Dét u, = |an| - 7. Khi d6 limuy™ = r - <m|an|1/”), va chuoi Y u, =

- _ - 1
ZMHWh@mﬂmiMMﬁm:r(hmM$W)<Lukh&mw%wn<—
n n—oo n—oo T

T d6 suy ra két luan cta dinh 1y. O

Dinh ly 1.4.10. Chuoi liy thita (1.43) héi tu déu trong hinh tron déng
{Iz| <r < R}, trong dé R la bdn kinh hoi tu cia chudi.

Chitng minh. Vidiém z = r nam trong hinh tron hoi tu nén chudi sé > |a, |[r"
n
hoi tu. Ngoai ra, khi |z] <7 ta ¢

la,2"| < lan|r™, Vn,

va vi vay két luan ctia dinh 1y diroe suy tir dau hiéu hoi tu ctia Weierstrass.
U

Heé qua 1.4.2. Tong ciia chudi liy thica la ham lién tuc tai moi diém z nam

trong hinh tron héi tu cia nd.

Dé két thiic muc nay, ta xét cdc phép todn sé hoc co ban déi véi cac chudi
liiy thira.
Gia stt bdn kinh hoi tu R ctia chuoi (1.43) khdc 0 va r 1a s6 tuy y thda

man dieu kién
0<r<R

Ta c6 dinh 1y sau day (goi la dinh 1y vé tinh duy nhat ctia chu6i liy thira).
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Dinh 1y 1.4.11. Néu tong S(z) clia chuoi liy thira (1.43) bang 0 khdp noi
trong hinh tron {|z| <r} thia,=0,Vn=0,1,2,...

Chatng minh. Ta chirng minh dinh 1y bang phwong phép phan chimg. Gia
Stt a,, 14 hé s6 # 0 dau tién ctia chuoi (1.43). Khi d6

= 2" Z Amir2 = 2™ Sp(2).
k>0

Theo gia thiét, tong Sy(2) cia chudi > amyr2® bang 0 khiap noi trong
k>0
vanh tron {|z| < r}\ {0}. Ta dat:

So(z) = Zam+kzk.

k>1
Ham Sy(z) lién tuc khi |z| < r va S5(0) = 0. Do d6 ton tai s6 § > 0 sao cho

khi |z| < 9§ ta cé:

50(2)] = | 32 ameret| < lanl

k21

va tur do:

150(2)] = lam + S0(2)] = [am + 3 amins"|

k1

1 1
> Jam] = | 3 tmer| 2 lol = lam] = Slan.
E>1

Nhung dieu nay mau thuan véi dang thire

So(z) =0, Vze{0<|z| <6}
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Bay gio gia stt Ry > 0, Ry > 0 1a ban kinh héi tu twong tmg ctia chuoi
luy thira

Si(z) = Z anz", (1.45)

n=0

Sa(z) =Y baz". (1.46)

n=0
bit p = min(Ry, Ry). Vi hinh tron {|z| < p} la hinh tron hoi tu chung
clia céc chudi (1.45), (1.46) nén tai mo6i diém 2 cta né ta cé thé néi veé tong
va hiéu ctia hai chuoi (1.45) va (1.46).
Z anz" + Z bp2" = Z(an +b,)2" = Z cn 2. (1.47)
n=0 n=0 n=0 n=0

Theo dinh 1y Abel, bdn kinh hoi tu R ctia chudi (1.47) 1ém hon hodc bang
ps R = p.
That vay, ta dat

Yo = |an| + [ba].

khi d6 |c,| < 4. Néu r < p thi céc chuoi

D anl™ v > |balr"

déu hoi tu va do db > v,r" < +00. Do d6 chudi Y. (a, & b,)2z™ hoi tu.
n=0 n=0

Vay moi r < p déu bé hon ban kinh hoi tu ctia chuoi (1.47). Do dé R > p.
Vi hai chudi (1.45) va (1.46) hoi tu tuyét ddi khi |z| < p nén cé thé nhan
hai chuoi véi nhau va thu dwoc chudi liy thira

d dne", du= ) ap b (1.48)

n2>0 0<k<n

Ta sé chitng minh rang ban kinh hoi tu ctia chuoi (1.48) khong bé hon p.
That vay, ta dat

On=">_ lak| |busl.

0<k<n
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Khi d6 || < 6.
Néu 7 < p thi cdc chudi > |a,|r™ va > |b,|r™ hoi tu va do d6

n=0 n=0
Z Op 1" = <Z |ap|7"p) <Z |bq|7“q) < +00.
n>0 p>0 >0

Nhw vay, khong mot s6 r ndo, r < p ¢6 thé virot qué ban kinh hoi tu ctlia
chuoi (1.48). Do d6 ban kinh hoi tu ctia chuoi (1.48) 1ém hon hodc bang p.

Ta nhan xét rang khi by # 0, ta c6 thé xét thwong clia hai chudi (1.45)
va (1.46) va thu dwoc chudi liy thira 3 d,2". Do by # 0 nén céc hé 6 d,

n=0
ctia chuodi d6 dwoc xéc dinh don tri tir cdc hé thite truy hoi sau:

> bidyk =a,, n=012,..

0<k<n

va ¢6 thé chitng minh rang khi by # 0 thi ban kinh hoi tu ctia chudi

Z a?nz”

n=0

14 khac 0 néu Ry # 0, Ry # 0.

1.4.5 Sw hoi tu déu trén tirng compic

Gid st D la mién ctia mat phang phitc C. Ta sé ky hiéu C(D) 1a tap hop
cac ham lién tuc trong D. Trong ly thuyét cdc ham chinh hinh, sw hoi tu
déu ctia day (chudi) trén moi tap hop déng va bi chian thuoc D 1a rit quan
trong. Ta sé goi sw hoi tu d6 1a sw hoi tu déu trén tirng compdc ctia mien D

dé phan biét véi s hoi tu déu trong mién D.

Dinh nghia 1.4.7. Gia st cho day ham f, € C(D). Day ham f,, dwoc goi
1a day hoi tu déu trén tirng compdc ciia mien D néu véi moi compac K C D
day cdc han ché {f,|K} hoi tu deu.

Ta nhan xét rang moi day hoi tu déu trong mien D thi hoi tu déu trén
titng compéc ctia mién d6. Dieu khang dinh ngwoc lai, néi chung, 1 khong

ding.
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Ta sé chitng t dieu dé bang vi du sau day. Ta xét day ham
fal2) =14 24t 2

1. Day da cho hoéi tu trong hinh tron don vi (xem vi du 4 muc trwéce).

2. Day f, hoi tu déu trén tirng compac ctia hinh tron don vi. That vay,
gid st K C U = {|z| < 1} 1& compac nao dé va > 0 1a khoang cdch tir K
dén OU. Khi d6, véi moi z € K ta c6

|Z|<1—5’
va

1 — P
|fn+p - fn| = |Zn+1 T +zn+p| - zn+1172’

—Z

1+ |z? 2

g n+1 §1—5”+1—~

R R (R

N NS 2 AN ~ . A ’ R BN
Hién nhién rang dai lwong (1 —6)"*"'= dan dén 0 khi n — oo nén c6 thé lam
cho né bé hon € > 0 khi n > N(e).

3. Day ham da cho khong hoi tu déu trong hinh tron don vi. Diéu nay

dwoc chitng minh trong vi du 6 muc trwdéec.

Pinh 1y 1.4.12. Néu day ham f, € C(D) héi tu déu trén ting compdc cia
mién D thi ham gidi han f € C(D).

Chitng minh. Néu day ham lién tuc f, hoi tu déu trén tirng compac K thi
ham gi¢i han f c¢6 han ché f|K trén tirng compac K C D lién tuc. Vi D la
mién C C nén moi diém zy € D déu ¢ lan can compéc U(zg,€) ndm trong
D. Tt d6 suy ra tinh lién tuc ctia ham f trong D. O

~ ’ . N A~ A A . A~ ~ [
Ta sé chitng minh tiéu chuan sau day veé sw hoi tu déu trén tirng compac.

Pinh ly 1.4.13. Day ham f, € C(D) héi tu déu trén tieng compdc cia mién
D khi va chi khi d6i véi moi diém zy € D ton tai lan can ma tai dé day hoi
tu deu.
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Chitng minh. 1. Diéu kién can. Dieu kién can & day 1a hién nhién vi néu
{lz — 20| < p} C D thi day phai hoi tu déu trén dé va vi vay né sé hoi tu
déu trong lan can {|z — 29| < p}.

2. Dicu kién di. Ta sé chitng minh diéu kién di bang phwong phdp phan
chitng. Gia st dieu kién ctia dinh 1y dwoc thda man nhung day hoi tu khong
déu trén compac K C D nao d6. Khi d6 can phai ton tai s6 dwong &g, nhitng
s6 tw nhién ny (n, < npeq) 16m bao nhiéu tiy y va nhitng diém z;, € K sao

cho

(1) = faic(20)] = €0,

trong d6 f 1a ham gidi han cua day.

Tir day diém {24} ta cé thé chon day con {z}} hoi tu dén diém 2z, € K nao
ds. Vi 2o 14 diém ctia mién D nén theo dieu kién ctia dinh 1y, ton tai 1an can
U(zo,0) C D ma trong d6 day hoi tu déu. Do d6 tai moi diém z € U(z, )

ta co

1f(2) = fu(2)] < 20
véi n da 16n.
Mat khéc, tir gid thiét clia ching ta suy ra rang ton tai nhitng chi s6 ng,
16m tly ¥ sao cho tai cdc diém 2}, nam trong U(zp,d) (moi diém 2} bat dau

tir mot s6 hiéu nao d6 deu thuoc U(z, §)), ta cé bat dang thike ngroc lai
|f(z1) = fa(2)] = <o

T mau thuan dé suy ra rang gia thiét clia ching ta 1a khong ding. Dinh

ly dwoc chirng minh. 0

Nhan zét. 1. Tir si phan tich trén diy suy ra rang tinh hoi tu déu cia day
ham trén tirng compac cé doi héi yéu hon so véi tinh hoi tu déu trong mién
D.

2. Vi ¢6 thé xem day ham nhw 13 day cdc tong riéng clia mot chudi nén
cac két qua da trinh bay trén day dwoc chuyén sang cho céc chudi hoi tu déu

mot cach tw nhién.
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1.5 Ham argz

1.5.1 Tinh lién tuc cia ham arg z
Gia st

I = {0, cce™}
14 nhat cat theo tia lap véi hwdng dirong ctlia truc thue géc o va di tir goc
toa do dén diém oo, vd D, = C\T. R& rang D, la mién don lién. Khi
dé ham ¢(z) = arg z dwoc xdc dinh mot cach don tri bdi hé phwong trinh
r=rcosp(z), y=rsing(z) (Via<p(z) <a+2m, Vze D,).
Vi du 1. Gid st D, = C\ I'(0,c0e’®). Khi d6 ham acgumen ¢ = arg z 1a
ham lién tuc Vz € D,.

Chatng minh. That vay, ta c6 dinh diém zy € C\ (0, 00€™) tly y va gid st

e > 0 cho truée. Ta xét J - lan can thudc D, cia diém zq:
U(z0,0) ={2 € Dy : |z — 2] < 6}

Dé dang thay rang V z € U(z,d) ta c6
J
lo(2) — ¢(20)] < arcsin— -
|20
Nhung vi khi x > 0 = arcsinz < 2z nén
20
lo(2) — @(20)| < ol <e, VzeU(z,9).
0

T dé suy ra diéu phai chiing minh. 0O

Ta lwu ¥ rang trén nhat cdt T’ ham o(z2) c6 gidn doan. Hiéu céc gia tri
gidi han clia p(z) khi 2z din dén diém trén bo bén phai va bo bén tréi 1a bing
2.

Trong triromg hop nhat cit dang phite tap hon, (z) khong thé xac dinh
nho bat dang thitc o < ¢ < o + 27 dwoe. Khong di sau vao chi tiét, ta chi
lru ¥ rang trong trwomg hop nay ¢(z) ciing dwoc x4c dinh don tri va 1a mot

ham lién tuc cla z.
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1.5.2 SO gia ctia acgumen doc theo dudng cong

Pinh nghia 1.5.1. Gia stt dwong cong v khong di qua géc toa do z = 0.
Khi d6 géc quay ctia vecto z khi diém z chuyén dong theo dwong cong ~y tir
diém dau dén diém cudi dwoc goi 1a s6 gia clia acgumen z doc theo dwong

cong 7 va ky hiéu la A, arg z.

Vi du 2

1. Néu 7 1a doan thang véi diém dau 1—i va diém cudi 1+ thi Aarg z =

2. Neu vyt ={z:]z| = 1,Imz > 0} v4i hwéng ngwoce chieu kim dong ho
thi A rargz = .

3. Neuy~ ={z:|z| = 1,Imz < 0} véi hwdng cing chiéu kim dong ho
thi Ay-argz = —m.

A~ PN N A~ 7 oA « X . 7. N
Bay gio ta néu ra cong thirc bieu dién doi véi Aargz. Vi

T =Tcosp, Y =rsiney,

nén
dx = cos @dr — rsin pdyp,
dy = sin pdr + 1 cos pdp.
Do dé
rdp = — sin @dzr + cos pdy
va
dp =d(arg z) = %ﬁ;dy (1.49)

Bay gio ta xét /d(arg z). Tich phan nay bang hiéu gitra gid tri acgumen

:
2 tai diém dau va diém cudi ctia dwong cong v, nghia la bang A, arg z. Nhw
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vay

—ydx + xdy
Awargz = / W . (150)
il

S6 gia A, arg z ¢6 cdc tinh chat sau day.
(I) Giasit D =C\ {0} (ttcla D ={2€ C:0 < |z2] < oo} va 7, 72 la
nhimg dwong cong dong luan véi nhau (1 & 2) trong D. Khi d6

A, argz = A arg z. (1.51)

Chitng minh. Gid st 1 va 7, di tir diem A dén diem B. Dat v = v, Uy, Vi

gy <x2_—|-yy2) - 8233 (ﬁy?)
—ydz+ady

qj2—|—y2
khong phu thuoc vao dang cia dwomg cong. Do do

Y1 =~ ¥2 trong D va

nén’® tich phan cta 1dy theo dwomg cong néi diém A véi diém B

/ —ydx + zdy _ / —ydx + xdy . (152)
ZL'2 + y2 ZL'2 + y2
it 72
T (1.50) va (1.52) suy ra (1.51). O
Dac biét tir tinh chat (1) rit ra
(IT) Néu v C D 1a dwong cong déng va v ~ 0 trong D thi
Aarg z = 0. (1.53)

Nhén zét. 1. Ta lwu y rang dang thite (1.51) diroc thoa man khéng phai véi
1 va 2 bat ky (vdi cde dau muit chung) trong D. That vay, voi v va 4~
da xét trong cdc vi du 2) va 3) ta c6 A, argz # A, arg zo. Hién nhién trong

treomg hop nay 7, khong dong luan véi 4, trong D.

5Xem G. M. Fichtengon. Co s& giai tich todn hoc, tap II, trang 230-232. Nha xuét
ban Pai hoc va Trung hoc Chuyén nghiép, Ha Noi 1972.
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2. Ciing nhw vay, dang thitc (1.53) dwoc théa man khéng phai déi véi
dwomg cong déng v bat ky trong D. Chang han néu v = {|z| = 1} ¢6 hwéng
ngirgce chiéu kim dong ho thi A,arg z = 27. Hién nhién & day v khong dong

luan véi 0.
(III) Néu dwong cong v khong di qua diém z = 0 thi
Ajargz = —A, -arg z. (1.54)

Déng thitc (1.54) dwoc suy tir (1.50) va tinh dinh hwéng cta tich phan
dwong.

(IV) Néu dwong cong v khong di qua diém z = 0 va dwrge biéu dien dwdi
dang v = 71 U o, trong d6 71, 72 la cdc cung cia né thi

Ay upargz = Ay arg z + Aarg 2.

bieu dé dwoc suy tir (1.50) va tinh cong tinh cia tich phan dwong.

1.5.3 Nhanh don tri lién tuc cta ham argz

Gid stt mién D C C. Theo dinh nghia, ham don tri lién tuc f(z) trong mién
D dwoc goi 1a mot nhdnh don tri lién tuc cia ham da tri F(z) néu tai moi
diém z € D gia tri f(z) tring véi mot trong céc gid tri cia F(z) tai diém
d6. Néu déi véi ham F(z) ton tai dit chi mot nhéanh don tri lién tuc trong
mién D cho triede thi ngwoi ta néi rang F(z) cho phép tdch cdc nhdnh don
tri lién tuc trong D.

Ve sau ta thwong xét dén mien Dy = C\ R~ (tikc 1a treong hop nhat
cat di theo ban truc thirc am). Gid stt 2o 14 diém c6 dinh tiy ¥ thuoc D,
v(20,2) C Dg 1a dwong cong don lién tuc di tir zo dén 2, z € Dy (néu z = 2
thi (20, z) 14 dwomg cong déng). Tai diém zy ta c6 dinh mot trong cic gid

tri clia arg zo va ky hiéu ¢ = arg zo. Ta xét ham

arg 2o, z = zp,
we(2) = (1.55)
Asy(z0,2)018 2, z€ D,z # 2.
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Ham ¢.(2) ¢6 cdc tinh chat sau day:

1. ¢«(z) 1a ham don tri trong Dy. That vay, gia st v1(20, 2) va v2(z0, 2)
1 hai dwong cong don lién tuc thuoc Dy. Vi ca vy, va v, deu khong bao diém
0 nén tir tinh chat (I) va (II) suy ra A, argz = A, arg z. Do dd
©«(z) don tri tai diém z € Dy bat ky. Do d6 né don tri trong D.

2. p«(2) 1a ham lién tuc trong Dy. Chitng minh hét nhw trong n°1 cua
muc nay.

Tir dieu vira chitng minh suy ra rang véi gid tri dwoc chon ¢g, ham . (2)
la mot nhéanh dom tri lién tuc cia ham da tri arg z va nhanh don tri lién tuc
ctia ham arg z trong Dy hoan toan dwoc xdc dinh bdi gid tri ciua nd tai mot
diém zy € Dy.

Tiép theo ta xét cdc ham

arg zop + 2mm, z = zg,m € Z,
om(z) = (1.56)
Ay margz, z€ D,z # z.

D6 1a nhirng nhanh don tri lién tuc cua ham da tri arg z trong Dy (khi
m =0 ta cé po(z) = p.(2)).

Tir cong thite (1.56) ta thdy rang dé ham (1.56) 1a dom tri trong mién D
nao d6, dieu kién can va du la s6 gia ciua acgumen A,arg z khong phu thude
vao dwong cong v, nghia 14 déi v4i dwomg cong déng 4 C D bat ky ta cé
Asargz = 0.

N6i cach khéc, mién D khong chita nhitng dwong cong déng Jordan bao

goc toa do. Vi du vé mot mien nhw vay 13
D, = C\ [0, ae™].

Ta da néi 16 vi sao khi mien D D {z = 0} thi trong D khong thé tach
nhanh don tri lién tuc ctia ham arg z.

Gia st ngwoc lai, trong D ton tai nhdnh dom tri lién tuc ¢(z) cia ham
arg z. Gia sit tai diém c6 dinh 29 € D ta c6 ¢(z0) = arg zo + 2kow, ko € Z*
13 s6 ¢6 dinh nao dé. Gid sit v 14 dwong cong déng qua zg va bao gbc toa

do z = 0. Khi diém z vong quanh v theo hwéng dwong tir diém z, thi
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@(z) sé bién thién lién tuc va khi z trd ve diém zy thi ¢(z) sé nhan gid tri
2kom + argz + 27 = ¢(2) + 2w, Diéu dé ¢d nghia la nhanh dwoc tdch ¢(z)
khong don tri. Diéu dé chitng to rang trong mién D bat ky chira gdc toa do

khong thé tdch nhanh don tri lién tuc ctia ham arg z.

1.6 Bai tap

1. Cho dinh thitc

ay 211 e Z1n Z11 e Z1in
a9 2921 e Zon Z21 e Egn
D, =
A2n+1 220411 --- Z22ntln 220411 - Z2ntlm

trong d6 a; 14 s6 thue, 2, 14 s6 phite. Chirng minh rang D,, 1 s6 thwe néu
n 14 s6 chan va D,, 1a s& thuan 4o néu n 1a s6 18.
2. Chitng minh céc dang thitc sau:
1) Jal + [b] = [5(a+b) = Vab| + | S(a+b) + Vab|, apec.
2) lab+ 112 + |a — b*> = (1 + |a|?)(1 + |b]?), a,b € C.
3) la+0b]*+|a—b*> = 2(la]* + |b*), a,be C.
ats

)
) .

4)Neua=Re®, b=Re? 0<a<fB<2rthib—a=|b—alie" = .
) 23 — 29 1 Z9

5) Néu |z1] = |22| = |23] thi arg = —arg—.

zZ3 — 21 2 Z1

3. Chitng minh rang néu 0 < argz < 27 va —g < arctgz < g 14 nhitng gid
tri chinh thi
)

b P
arctg— neu a > 0,0 > 0,
a

: b .
arg(a +ib) = < arctg— +27r  néua > 0,b <0,
a

b .
arctg— + neu a < 0.
\ a

4. Chitng minh cic bat dang thitc sau
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1) ‘|a_|_1’ < largz|, a € C.
a

1 a b
la+b] > §(|a|+|b|))m+m’, a,beC,a#0,b0.

2)
3) [z — 1] < |]z| = 1] + |z|larg 2|, z € C.
4)

Gid stt @ € C va |a| < 1. Chitng minh ring céc bat dang thitc |z| < 1,
’ z—a

= ’ < 1 1a tirong dwong véi nhau va trong ci hai treromg hop dau bang
—az
dat dwoc voi cung mot gia tri z.

. 1
5) Neu Rez > 0 thi |1+ z| > +|Z|.

V2

5. Chitng minh rang

/2 12 I JaZ 2 B2 —
va-+1 :i( %b—i_a—i-isignb %ba).

6. Goi €9,¢1,€2,...,5n-1 l& cdc can bac n cua don vi,
2k . 2kw
Ep = COS —— + 181N ——
n n

va gid st p 1a s6 nguyén dwong. Tinh tong
S=eq+el+--+eb

trong hai trromg hop p l1a boi cia n va p khong 1a boi cua n.
[Trd loi: S = n néu p 1a boi cia n; S = 0 néu p khong 1a boi cia n).
7. Chitng minh rang phirong trinh diromg tron di qua ba diém cho trwde 2,
25 VA 23 khong nam trén mot dwong thang c¢é thé biéu dién dwdi dang
22z Z
2121 21 21

Z9Z9 Zo Z9

— = =
I
(@)

2323 23 23

8. Xic dinh quy tich nhitng diém z € C thda méan cac dieu kién

Im(z_a)n:(), n € N,a,beC.
z—0
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9. Véi gia tri nao cta tham s6 a cdc dwomg tron trén mit phang phitc sau
day sé twong ttng v4i dwrdomng tron 1én trén mat cau Riemann:

1. |z—a|l=a, a>0;

2. ‘z—l—%’ =a, a>0;
3. |z—i|l=a, a>0;
4

. |z —2ai| = a, a>0.
2

V3

[Trd loi: 1) a = o0; 2) a = ) a = v/2; 4) khong ton tai gid tri a

nao|.
10. Ching minh ring hai diém M(z;) vd M(z) khong tring véi hai cire

Nam va Bac ctia mat cau Riemann 13 ddi kinh véi nhau khi va chi khi céc

N N PPN ~ s . A ’
diém z; va 2o lién hé v4i nhau bdi hé thite 2129 = —1.

11. Hay mo ta hinh hoc cdc diém z trén mit phang phitc thda man cac diéu
kiéen:

1. d(z,0) <R, 0<R<1,;

2. d(z,00) <R, 0<R<1;

3. d(z,1) > !
Ld(z,1 —;
V2

1 1
4, —<d(z,1) < —,
trong dé d 14 khodng cach cau.

[Trd loi: 1) Hinh tron v6i tam z = 0 va bén kinh 2) Phan

R .
V1—-R?
1 :
ngoai hinh tron véi tam z = 0 va ban kinh E\/l — R?; 3) Nita mat phang
nam & phia trén truc thwc; 4) Nita mit phang nam & bén phai truc 4o cét
bd hinh tron véi tam z = 2 va ban kinh v/5).

12. Tim anh trén mat cau Riemann ctia ho dwong thang song song trén mét
phang phttc C qua phép chiéu néi.
Chi’dan. Gia st xét ho dwong thang song song cé phwong trinh 13

y = kx + b, k = tga = const. Tir cong thitc phép chiéu néi thu dwoc
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n = k& +b(1 — () va do vay

k& —n—bC = —b,
1\2 1
2, .2 I N
& (C 2) 1
D6 1a phwrong trinh dwomg tron qua diém P(0,0,1).

13. Chitng minh réng trong phép chiéu ndi, cdc dwong tron trén mit cau
Riemann twong ttng véi cac diromg tron hoiic dwomg thang trén mat phang.
Nhitng dwong tron nao trén mat cau sé twong ing véi dwong thang trén
mit phang.

Chi dan. Xét dwong tron trén mat cau Riemann
A€+ Bp+CC+ D=0,
1\2 1
2, .2 N L
S (C 2) 1

Tir phwong trinh nay va cdc cong thirc ctia phép chiéu néi hay rit ra phirong
trinh twong tng

(D +C)(2* +y*) + Av + By = —D.

T d6 suy ra dpcm.

14* Gid st cho day a, ag,ay,... v lim a, = a. Chitng minh rang
" (n
lim 27" ar = a.

15* Chitng minh rang V z € C va m nguyén dwong ta cé

m m 2|Z|
o) (e By <
m m 2m

16* Néu 0 < ag < a; < --- < a, thi cdc nghiém ciia phwrong trinh

P(z)=apz"+ a1 2" '+ +a,=0
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nam ngoai mien |z| < 1.

17* Gia st cdc nghiém ay, (k= 1,2,...,n) clia da thic
P(2) = apz" + 12" ' + - +a, (ag#0)

nam trong mién {|z| < r} va cdc nghiém 3%, k =1,2,...,n cta da thitc
Q(2) =bo2" +b12" + -+ b, (bo #0)

nam trong mién {|z| > r + 2}.

Chitng minh rang cdc nghiém cia da thite P(z) + Q(z) ndm trong mién
{l2] = 1} néu Jao| < [bol.
18* Chitng minh rang ham

1

w=a,2" 4+ a,_ 12" 4+ -+ a1z + ao,

trong dé ag,ai,...,a, la nhitng hang s6, a; # 0 1a don diép trong mién

|z| < r néu r théa man dieu kién

ar] = 2laslr = - = (0 = Dlasar"? = nfag " >0,
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231 Y nghia hinh hoc ctia acgumen ctia dao ham . . . 138
232 Y nghia hinh hoc cia médun dao ham . . . . . . . 140
2.33 Anhxabdogide . . ... .. ... .. ... ... 141
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St thu hep tap hop cdc ham bién phitc bang diéu kién C - kha vi sé dua
dén 16p cdc ham chinh hinh. Dinh nghia tinh C - kha vi ctia ham bién phitc
sé dwgce trinh bay hoan toan twong tw nhw dinh nghia tinh kha vi trong giai
tich thwe. Tuy c6 s “giong nhau” bé ngoai dd, gitra hai khéi niém nay ton

tai nhirng s khdc nhau rat ¢t yéu ma ta sé thiy ro trong chwong II nay.

2.1 Ham kha vi

2.1.1 Ham R? - kha vi

Giad st D 1a mién ctia mat phang R? va f(x, %) 1a ham gid tri thwe hodc phitc
xac dinh trong D, zg = xo + iy € D.
Ta c6 dinh nghia sau day.

Pinh nghia 2.1.1. Ham f dwoc goi 1a R? - kha vi tai diém (¢, y0) € D néu
ton tai ham tuyén tinh Ah + Bk ctia cdc bién thwe h va k sao cho véi h va

k di bé s6 gia cia f thda man hé thitc

f(xo+h,yo+ k) — f(zo,y0) = Ah + Bk + e(h, k)p,
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trong d6 A, B thuc hoac phite, p = Vh? + k? va e(h, k) — 0 khi p — 0.
Néu f 1a ham R? - kh vi tai diém zq = x + iyo € D thi cdc hang s6 A
va B (thie hosic phitc) dwoc xéc dinh duy nhat va twong ttng bang

0 0
A= a_£<x07y0>7 B= a—Jyt(xoayo)
va biéu thite
0 0
df = a—i(xoayo)h + a_]yc(%,yo)k (2.1)

dwoc goi 1a vi phdan clia ham f tai diém (zo, yo).

Bang cach stt dung ky hiéu cé tinh chat truyen théng déi véi h va k:
h =dx, k= dy, tir (2.1) ta cé

of

0
B ——(x0, Yo)dx + _f(x07 Yo)dy.

d
f = dy

Ta lwru ¥ rang néu cdc dao ham riéng ton tai trong mot lan can nao d6
clia diém (o, yo) va lién tuc tai diém &y thi f 14 ham R? - kha vi tai diém
dé. Ham f cé céc dao ham riéng lién tuc trong mien D dwoc goi 1a khd vi
lién tuc trong mién do.

Bay gio ta xét vi phan

D6l v6i cde ham 2z =z + iy vaz = x — iy ta ¢d
dz = dxr +1idy, dz=dx —idy
va do do
dx = %(dz +dz), dy= —(dz—dz). (2.3)
Thé (2.3) vao (2.2) ta thu dwoc hé thire

e A )
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Bang céach dat

-3 ) moaGti) @9
ta co
op o or or _yo1_ony
xr 0z 0z dy 0z 0z
va ¢6 thé viét biéu thitc vi phan ctia ham R? - kha vi dwéi dang
df = 8fd + % dz. (2.5)

Dinh 1y 2.1.1. Phép biéu dién vi phan (2.5) cia ham R? - khd vi f la duy

nhdt, titc la néu co
df = Adz+ Baz i A=2L. p_9L
o’ 0z
Chitng minh. Vi dz = dx + idy, dzZ = dx — idy nén
df = (A+ B)dz +i(A — B)dy.

Tw dé thu dwoc

af . of
Aa+B=Y. jua-p=9%4.
+ ax Y Z( ) ay
Giai hé phwong trinh nay ta thu dwoc diéu phai chiing minh. O

2.1.2 DPao ham theo phuwong
Gia st f(2) 1a hAam R? - kha vi tai diém zp € D va Af 1 s6 gia ciia né tai
diém zp tng véi Az = Aree.

. A s
Ta thanh lap ty s6 A—f va xét gidi han ctia n6é khi Az — 0 sao cho
z

li =1 A
Jim o= 1m0(arg z) =

trong dé ¢ 1a mot s6 ¢6 dinh cho trude.
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A
Pinh nghia 2.1.2. Gidi han cia ty so A—f khi Az — Oma p = Alimo(argAz)
z z—
dwoc goi 1a dao ham cia ham f theo phwong ¢ tai diém z.
0
Dao ham theo phwong ¢ dwoc ky hiéu la —f va nhw vay
Zp

Al

Ta c6 dinh 1y sau day:
Pinh ly 2.1.2. Gid s f la ham R? - khd vi. Khi dé tdp hop cdc gid tri
dao ham theo phwong tai diém zy cho trudce lap thanh dwong tron véi tam

tai diém of va bdn kinh bang ’—_‘
' 0z 0z

Chatng minh. Theo gia thiét ta cé f 1a ham R? - kha vi, nén
0
Af = fAz + a—fAz + o(Az), (2.6)
o(Az)

trong dé limT =0 khi Az — 0. Do d6
z

ﬂ af af —2204

A
A: 0: T aEf TelB2),
A
trong d6 e(Az) = ol zz)’ va ta thu dwoc
Of B _0f  9f
I lim =L W 2.7
0z, Az 9z oz az° (2.7)

Cong thitc (2.7) chitng td rdng cdc gid tri dao ham cia ham f theo
A ~ M \ \ s . A . o A a \ z z
phwong tai diem zy lap day dwong tron véi tam tai diem 8_f va ban kinh
z
. af
bing || O
e |5z
Trwong hop dac biét quan trong la trwomg hop khi dao ham theo moi
phwong trung nhau. Khi d9, dwong tron da ndi trong dinh ly 2.1.2 sé suy

. e O
bién thanh mot diem a—(zo).
z
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2.1.3 Ham C - kha vi

Gia st D 1a mién ctia mat phang phitc C va f 1a ham bién phitc z = x + iy

xac dinh trong D. Ta c6 dinh nghia quan trong sau day:
Pinh nghia 2.1.3. Ham f dwoc goi 1a C - khd vi tai diém zy € D néu ton
tai gidi han

i 4 2o+ 1) = f(z0)
h—0 h
h+£0

va ta néi rang ham f cdé dao ham theo bién phitc tai diém z, va ky hiéu 13

f'(20) hay %(zo):

f/(20> _ R _ hhino f(ZO + h;L — f(20> . (28)

h#0

Dinh nghia 2.1.3 doi hdi rang gi¢i han (2.8) phai ton tai ddi véi moi cdch
cho z dan dén zy. N6i chinh xéc hon, hé thitc (2.8) c¢6 nghia rang: Ve > 0,
30 = 6(g) > 0 sao cho khi 0 < |h| < § thi bat dang thitc

f(z0+h) = f(20)
h

— fl(=z0)| < e (2.9)
dwrge thda man. Nhw vay ta doi hdi rang khi h — 0 (tikc 1a z — z) theo bdt
ctt dwdorng nao ty s6

f(z0+h) = f(z)
h

phai dan téi cing mot gidi han.

Tir hé thite (2.9) cling suy ra rang néu ham f(z) c¢é dao ham tai diém z
thi nd lién tuc tai diém dé. Dieu khang dinh ngwoc lai 1a khong ding.

T dinh nghia dao ham (2.8) va céc tinh chit clia gi¢i han trong mién

phttc suy rang céc quy tic co ban dé tinh dao ham cta tong, tich va thwong
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ctia hai ham. ctia ham hop va ham ngwoc d6i véi cdc ham bién thire déu
dwoc bdo toan ddi véi cdc ham bién phite.

Bay gio ta chuyén sang xét van dé twr nhién 1a: tinh C - kha vi da néu
twong tmg vdi tinh chat don gidn nao clia cdec ham u(x,y) va v(z, y) 1a phan

thwe va phan 4o cia ham f(z).
Dinh 1y 2.1.3. Gia st ham
f(2) = ulz,y) +iv(z,y)

la C - khd vi tai diém z = x +iy. Khi d6 tai diém (x,y) ham u(x,y) va

v(z,y) ¢é cdc dao ham riéng theo bién x va y thda man diéu kién

ou_ou
ox Oy’
(2.10)
ou_ v
oy Oz

Cdc hé thite (2.10) dwoc goi la cdc dieu kién Cauchy - Riemann.

Chitng minh. Gid sit ham w = f(z) xdc dinh trong mién D C C va ¢6 dao
ham tai diém z € D:

Az) — A
7ie) = gim LEEEIZIE 20 (211)

Nhw vay véi moi cach cho Az = Az + iAy dan dén 0 gii han (2.11) phai
ton tai va déeu bang mot gid tri 1a f/(z). Do dé gidi han ay phai ton tai trong
hai trirong hop riéng sau

a) Az = Az +i0 = Az va Az — 0.

b) Az =0+ iAy =iAy va Ay — 0.

Trong trwomg hop thit nhat ta ¢6

b u(z + Az, y) —u(z,y) | v+ Az,y) —v(z,y)
fiz) = Algilo [ Az Tl Az
A — A —
i Yt Azy) —uwy) o v(Et Azy) —vlzy)
Az—0 AJL‘ Ax—0 Al‘
ou ov

= %(aﬁ,y) —i—’i%(aﬁ,y). (2.12)
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Trong trwong hop thit hai:

f/(Z): lim [u(x,y—i—Ay)—u(:c,y)+Z,v(x,y+Ay)—v(:c,y)

Ay—0 1Ay 1Ay
_ Aliyrf}o u(z,y+ ?z?g— u(z,y) N AI;I_I}O v(z,y + AAyy) —v(z,y)
= —ig—Z(x,y) + g—;(:c,y) (2.13)
T (2.12) va (2.13) ta thu dwoc
ou_ov
ou v 00 ou . 0r Dy
Jdr Odx 0Oy Oy @ B _@
dy ox
Dinh ly dwgce chitng minh. U

RO rang 13 cdc hé qua thu dwoc tir tinh C - khd vi 13 an twong hon nhiéu
so véi cac hé qua thu dwoc tiv tinh C - lién tuc. Ngoai viéc cdc ham u(zx,y)
va v(z,y) ¢6 cdc dao ham riéng cip 1, cdc dao ham nay con phai lién hé véi
nhau bdi cdc phwong trinh vi phan (2.10).

Nhw vay, tham chi néu u(x,y) va v(z,y) ¢6 cdc dao ham riéng cip 1 thi
néi chung ham u + 7v khong phai 1a ham kha vi cta z.

Tir d6, cdc hé thite Cauchy - Riemann (2.10) 1ap thanh diéu kién cin dé
ham f(z) la C - khd vi. Tuy nhién d6 khong phai la diéu kién di. Ta xét
mot vai vi du.

Ta xét ham f(z) = /|zy|. Ham nay tri¢t tiéu trén ci hai truc va do d6
khi z =0 ta c¢o

ou_ou_ov_ov_,
or Oy Ox Oy
va dieu kién Cauchy - Riemann thda man. Nhung ham f(z) khong C kha vi

fz) ]yl

tai diem z = 0. That vay, ta c6 —2% = Y21 vanéu = = ar, y = Br trong
z Tty
Q ~ N N ~ a 7 b s a .
do «, ( 1la nhitng hang s6 con r > 0 thi he thitc d6 dan t&i —||— % khi r — 0.
a+1

Nhw vay gi¢i han khong duy nhéat va ham khong C - kha vi.
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Vi du nay ching té ring ham f(z) c6 thé khong C - kha vi néu hé ty s6
f(z) = f(#0)
zZ — 20
chung, ham f c¢6 thé khong C - kha vi cho du ty s6 trén dan dén gi¢i han

dan dén giéi han doc theo hai dirong thang vuong géc. Va néi

theo mot 16p cac dwong dic biét nao dé. Chang han, ta xét ham
zy?(x + 1y)

flay=4q @+¢
0 néu z = 0.

f(z) = f(0)

z
thang nao qua goc toa do. Nhung trén duwong cong x = y? ta cé

f)—f0O) ¥t 1
z yt4+yt 2
Do d6 ham f(z) khong C - kha vi tai diém 2 = 0.
Céc hé thite (2.10) sé 1a dieu kién di dé f(z) 14 C - kha vi néu giad thiét

thém rang ca bon dao ham riéng cap 1 ctia ham u(z,y) va v(x,y) déu ton tai

néu z # 0,

Dé dang thay rang lim = 0 néu z — 0 doc theo bat cit dwong

trong 1an can diém (x,y) va lién tuc tai diém (z,y). Ta c6

Dinh ly 2.1.4. Néu tai diém (x,y) cdc ham u(x,y) va v(z,y) ¢d cdc dao
ham riéng lién tuc théa man cdc dieu kién Cauchy - Riemann thi ham bién
phitc f(2) = u+iv cé dao ham tai diém z = x + iy.
Chitng minh. Gid stt cdec ham u va v c6 cdc dao ham riéng lién tuc tai diém
(z,). Khi d6 u va v kha vi tai diém dé, titc 1a s6 gia Au va Av twong ting
véi cace s6 gia Az va Ay cé thé biéu dién dwdi dang

ou ou

ov ov
Av=1u(z + Az, y+ Ay) —v(z,y) = 5~ Az + a—yAer 02(p), p — 0

trong dé p = |Az| = \/Az? + Ay?, 01(p) va 02(p) (p — 0) la nhirng vo clung
bé cap cao hon so véi p, tire 1a
i %(P)

—0, j=12
p—0 p j
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Do d4, néu lwu y rang o1 (p) + io2(p) = o(p) (p — 0) ta cé

ou ou ov ov
, e+ A '(—A AN )
Af _Auside  gum gyt NG T g7 L o)
Az Az +ilAy Ax + 1Ay Az
Ju , ov :
_ %(Ax—i-sz)—i- %(—Ay—HAx) ) olp) p
Az +1iAy p Az
_Ou ov olp) o
Jor  Ox p Az
Vi )A%‘ —ﬁ—wag@—omnm d6 suy ring
i D000
arto Az Oz | 0w
’ N o o3e R N , N au ,3’0
tire la tai diém z ham f ¢6 dao ham f'(z) = — +i—- O
Jxr Oz

2.1.4 Moéi lién hé gitra C - kha vi va R? - kha vi

Céc diéu kién Cauchy - Riemann (2.10) ¢6 thé biéu dién dwrdi dang gon gang
hon néu ta st dung khai niém dao ham hinh thitc trong 1. va 2.
Tir dinh 1y 2.1.2 suy ra rang néu f 1a ham C - kha vi tai diém 2z, € D thi
dao ham theo moi phwong tai diéem d6 déu triing nhau va bang 2
Chinh xac hon ta c¢é
Dinh ly 2.1.5. Ham R? - khd vi f trong mién D la ham C - khd vi trong
mién dé khi va chi khi né théa man dieu kién
of
5 =
Chitng minh. 1. Gia sit f la ham C - kha vi. Khi d6, theo dinh nghia 2.1.3
gi¢i han (2.8) ton tai khong phu thudc vao phwong phép dan Az dén 0, va

0. (2.14)

ta co

Af = fl(z0)Az+e(Az),
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trong do6 Alimoes(Az) = 0. T dé rit ra

df = f'(z0)dz,
tie la
af
— =0.
0z
22 b af \ A 4
2. Gia s 5 = 0. Tt cong thitc (2.6) ta thu dwoc
z

Af  Of

= _ 2 A

A: 0z £(A2),

trong do6 Alimoes(Az) = 0. Tir d6 thay ro la gidi han (2.8) ton tai va

or.

f(z0) = 0z

O

bieu kién (2.9) chinh 1& diéu kién kha vi phitc Cauchy - Riemann. Diéu
kien Cauchy - Riemann con cé thé biéu dién dwéi dang
of | .of
—+i1—=0 2.15
ox T dy (2.15)

va nhw vay ta c6 dinh 1y sau day.

Pinh 1y 2.1.6. Ham f la C - khd vi tai mot diém nao dé khi va chi khi noé
la R? - khd vi tai diém do va cde dao ham riéng clia né tai diém dy lién hé
v6i nhau bang hé thite (2.15).

2.1.5 Ham chinh hinh

Tir tinh C - kha vi da dwoc dinh nghia ta chwa thé it ra nhitng két luan
ma chiing ta mong mudn khi néi dén tam quan trong ctia khéi niém nay.
Dé thu dwoc nhirng két qua d6, doi héi ham f phai 1a C - kha vi tai mot

A~ A~ N e oA ~ ~ z
lan can nao d6 cua diem zy. Vi the ta c6
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Pinh nghia 2.1.4. 1) Ham f dwoc goi 1a ham chinh hinh tai diém z, néu
né 1a C - kha vi tai mot lan can nao d6 cia diém z,. Ham f dwoc goi la
chinh hinh trong mién D néu né chinh hinh tai moi diém ctia mién ay. Tap
hop moi ham chinh hinh trong mién D dwoc ky hiéu la H(D).

2) Ham f(2) chinh hinh tai diém vé cung néu ham ¢(z) = f(%) chinh
hinh tai diém z = 0.

Phéan 2) ctia dinh nghia 2.1.4 cho phép ta xét cdc ham chinh hinh trén
céc tap hop ctia mit phang déng C.

Ta nhan xét rang cing véi thuat ngit “ham chinh hinh” nguoi ta con
dung nhtrng thuat ngir twong dwong khéac sau day:

“ham chinh hinh” = “ham chinh quy” = “ham giai tich don tri”.

Tir dieu kién Cauchy - Riemann va dinh nghia 2.1.4 dé dang suy ra
Pinh 1y 2.1.7. Gid st mien D C C va H(D) tdp hop moi ham chinh hinh
trong mien D.

Khi do

1. H(D) la mdt vanh;

2. néu f € H(D) va f(z) #0Vz € D thi % € H(D);

3. néu f € H(D) va f chi nhan gid tri thwc thi f la hang so.

Chatng minh. Bang céch tinh todn tric tiép ta thu dwoc

0 _of 0g
0 _of g
%(f g)_az g+
Tt dé suy ra 1) va 2).
of of

Dé chitng minh 3) ta nhan xét ring 92’ Do cting chi nhan gid tri thwe.
T oy

Nhung mat khac:

of _,;of
oxr 0Oy
0 0 s P
nén suy ra 8_:]; = 8_£ = (0. Vay f la hang so. O
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Dinh ly 2.1.8. (vé ham hogp). Néu f(w) la ham chinh hinh trong D* va
néu g : D — D* la ham chinh hinh trong D thi ham hop flg(2)] chinh hinh
trong D,

Chitng minh. That vay, dé thay rang

o) _of 99 of 05
0z ow 0z Ow 0z
e Of Jg . <s ) .

Theo gia thiét P 0, i 0 nén suy ra f[g(z)] 1a& ham chinh hinh
trong D. O

Tiép theo, gid stt w = f(z), z € D la ham chinh hinh dnh xa don tri mot
- mot mién D 1én mién D*. Didu d6 c¢é nghia 1a theo ham da cho moéi z € D
déu twong tmg véi mot gid tri w € D* va dong thoi theo quy luat dé moi
w € D* chi twong tng véi mot gid tri z € D. T d6 xéc dinh dwoc ham
dom tri z = p(w), w € D* ¢6 tinh chat 1a flp(w)] = w, w € D*. Nhuw ta biét
ham z = p(w) dwoc goi la ham nguwoc véi ham w = f(z), z € D.

Ta sé chitng minh rang néu f'(z) # 0, 2 € D thi ham z = o(w) la ham
chinh hinh trén D*.

That vay, gia st w, w4+ Aw € D*. Nho ham nguroc, cdc diém nay twong
tng véi diém z, z + Az. Theo gid thiét ham f c¢6 dao ham tai diém z nén
f(2) lién tuc tai d6: Aw — 0 néu Az — 0. Do tinh don tri mot - mot ta cé

c dieu khang dinh ngwoc lai: Az — 0 néu Aw — 0. Nhung khi dé

. Az . 1 1 .
A A = A0 R =y (A0
Az

Digu dé chitng td rang dao ham ctia ham ngwoc 2z = p(w) ton tai tai diem w

va bang
/ 1 *

Vi w 1a diém tly ¥ cta D*, f(2) lién tuc va f/(z) # 0 nén ham ¢(w) chinh
hinh trong D*.



118 Chwong 2. Ham chinh hinh

Ta xét vi du hAm w = az+b, a # 0 14 ham tuyén tinh nguyén. Ham ndy
anh xa don tri mot - mot mat phéng phttc z 1én mat phéng phitc w. Ham

ngroc cia né ¢6 dang

w—>b

Dé dang thdy rang ham w = az + b va ham ngwoc clia né z = chinh

“ . A~ v N 7z 1
hinh khip noi trén mat phang z va w twong tng <w’z =a,z, = 5)

Pinh ly 2.1.9. Gid s cho chuoi liy thita

> an”. (2.16)
n=0
Néu ban kinh héi tu cia chuoi (2.16) khdc 0 thi tong S(z) ciia né la mot
ham chinh hinh trong hinh tron héi tu {|z| < R, R > 0} cda nd, titc la khi
|z| < R ta co

S(z+h) = S(z)

! — 1
S'(z) = lim %

(2.17)

Chatng minh. 1. Dau tién ta chirng minh rang néu ban kinh hoi tu ctia chuoi
da cho (2.16) 1a R thi ban kinh hoi tu R* cia chudi dao ham

So(z) = Znanz”_l (2.18)

n=1

ciing bang R. That vay, hién nhién rang ban kinh R* bang ban kinh héi tu

cua chuoi

E napz".

n=0

Nhung

lim {/n|a,| = lim nw Vlan| = lim {/|ay,|
n—oo n—oo n—oo
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va do do

- -1 1
R = <lim \ n|an|) = < lim \"/|an|) = R.

n—oo
2. Gid stt 2 1a diém c¢6 dinh tiy ¥ ndm trong hinh tron |z| < R. Khi d6
c¢6 thé chira sd Ry (0 < Ry < R) sao cho |z] < Ry < R. Gia st Az 14 s6 gia
tly y cia z ma |z + Az| < By < R. Vi

Az — 20
(2 + Z,)z S (z4+A2)" P2z 4+ A)" 2 4
cho nén
S(z+ Az) — S(2)
_ <
’ Az SO(Z)} h
< ‘ Z anf(z 4+ A2)" 2z + A2)" P4 2V |+
n=1
+ ) Z an[(z 4+ A2)" 2z + A2)" P4 4 2T
n=m-+1
+ ’ Z napz" ! (2.19)
n=m+1

Xét diém z* = Ry. Vi diém 2* = R; nam trong hinh tron hoi tu |z| < R
ctia chuoi (2.18) nén tir sw hoi tu tuyét déi cia chudi (2.18) trong hinh tron
|z| < R suy rang: Ve >0, 3M = M(e) sao cho Vm > M thi phan dw

o0

3" nfaa Ry < % (2.20)

n m+1
Do dé véim > M, ttr (2.20) thu dwoc

o0

- 1 1 €
w2 < W R < = 2.21
Y ma < DD mlanRy < S (2:21)
n=m+1 n=m+1
va
Z an[(z+A2)" T+ 2(z+ Az)" P 2| <
n=m-+1
= £
< WRT < < 2.92
> nladri < (2.22)

n=m-+1
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Tiép theo, tir hé thitc
lim Zan[(z + Az)”—l +2(z 4 Az)n—2 4+t z”_l} — Znanzn—1
n=1

suy rang véi s6 € > 0 da chon, tim dwoc s6 & = d(e) > 0 sao cho véi
|Az| < min(d; |Ry — z|) thi

’ Z an[(z4+ A2)" 2z + A2)" 4 2T T < % - (2.23)
n=1

Béang cdch thay n > M trong (2.19), tir (2.21) - (2.23) suy rang khi
|Az| < min(d, |R; — z]) ta ¢

S(z+ Az) — S(z) £ € €
A —So(z)<3+3+3—5.
Do dé
L S+ AZ) = S(2)
So(z) _Alg—r}o s = 5'(2).

Vi z 13 diém tiy ¥ ctia hinh tron hoi tu |z| < R nén dinh ly dwoc ching
minh. U

Nhan zét. Vi bang phép doi bién theo cong thitc ¢t = 2z — 29, 29 # 0 chudi

S an(z — 20)" dwoc quy veé chuoi > a,t™ nén ta cé dinh 1y sau:
n=>0 n>0

Dinh 1y 2.1.9*. Tong f(z2) cia chudi liy thia Y an(z — 20)" la ham chinh
n=0
hinh trong hinh tron hoi tu |z — z| < R cia chuoi dé va dao ham f'(z) duoc

tim theo cong thitc

f'(z) = Znan(z — )"

n=1
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2.1.6 Khéng gian cidc ham chinh hinh

Gid stt mién D C C, C(D) la tap hop cdc ham lién tuc trong D va H(D) la
tap hop cdc ham chinh hinh trong D.

Khong di sdu vao chi tiét (viec d6 danh cho bo mon t6po hoc), & day chi
phéc qua viéc xdc dinh topo trong C(D). Dai véi tap hop compac K C D
bt ky va s6 & > 0 bt k, dit

V(K,e)={fe€C(D):|f(z)] <eVze K}.

RO rang la tap hop V(K ¢) 1a lan can cia f = 0 trong C(D). Nguoi ta
da chitng minh rang (xem [10], trang 188 191) néu {K,} 1a day cédc tap hop

compac ctia mien D : K; C K1, U K = D sao cho moi compac K C D
=1

déu thuoe mot K, nao dé thi cde tap hop V(K;, e) doi véi moi K; va e nhw
vay 1a hé 1an can co s clia phan ti 0 (tike 14 f = 0) va sé xdc dinh mot topo
ma v4i topo dé C(D) la mot khong gian topd. Ro rang la day ham f,, € C(D)
hoi tu déu trén tirng compac ctia mién D khi va chi khi VK C D, Ve > 0,

Vn da 16m suy ra
fn—feV(K,e).

Didu d6 c6 nghia rang day f,, € C(D) cé gidi han 14 mot diém trong topo
ma V(K e) lap thanh hé lan can co s ciua f = 0.

Vi H(D) la khong gian con cua khong gian C(D) nén trén H(D) ta xét
topo cam sinh bdi t6pd cua khong gian C(D). Vi topd do, H(D) la khong
gian topo. Déi véi khong gian C(D) ciing nhw H (D) ta cé thé xéc dinh topo
bdi métric héa. Do dé ¢ thé ap dung cho khong gian C(D) va H(D) nhirng
dinh 1y quen thuoc vé khong gian métric. Chang han, tap hop con A cia
khong gian E 13 déng khi va chi khi giéi han ctia day diém bat ky cia A
thuoe A.
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2.2 Mot s6 ham chinh hinh so cap

2.2.1 Da thirc va ham htru ty

2 e . d(const dz < .
Deé y dén cac dang thire % =0 == 1 va cac quy tac tinh dao ham
2z 2z
ta c6 thé két luan rang da thitc P,(z) la ham chinh hinh ¥V z € C va

[y

P.(z) = <i akz”_k)/ =Y (n—k)agz""*1.

0

3

il

P
Cac ham htru ty R(z) = %, trong d6 P(z) va Q(z) la cdc da thitc,
chinh hinh Vz € C\ N(Q), trong d6 N(Q) = {z € C : Q(z) = 0}. Chang
az+0b dy .
hinh hinh ——
g chinh hin VzE(C\{ C}neuc;«é()

. : 1 1
va chinh hinh trong C néu ¢ = 0 va d # 0; ham Jukovski w = 3 <z + —)
z
chinh hinh Vz € C\ {0}.

han, ham phan tuyén tinh w =

2.2.2 Hamw=2z"vaz= Yw,n €N
Ta xét cdc gia tri z; = |21]€, 29 = |z1]e2. Tir d6
wy —wy = |z1|" [em“"l — em“”]
= |z ["e™mez [emierme2) — 1], (2.24)
Hé thirc (2.24) chitng t6 rang 23 va 23 ¢6 cling mot anh khi va chi khi

2
g01—g02:/€'—7r, ke 7.
n

Do vay, hAm w = 2" don diép trong mién D nao d6 khi va chi khi D khong

’ ~ v [N ’ \ \
chita nhirng cap diem khac nhau z; va z; ma

|21] = |22|

2
arg z; = arg zs + —Wk, k€ Z.
n
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Vi du vé mién don diép ctia ham w = 2" 13 cdc hinh quat v6 han
2 2 -
Dy, = {zGC:k—W <argz < —W(k—i—l),k:(),n—l}.
n n

Ta chia mit phang phitc C thanh n hinh quat bdi céc tia di ra tir gdc
toa do

9:9k:2—7rk, E=0,1,...,n—1.
n
Gia sit Dy, 1a hinh quat
Or <0 <0ry1, p>0.
tike la
Dk:{zE(C:z:pew,p>0,9k<9:argz<9k+1}.
Hién nhién Dy, 1a mién. Ta ky hiéu
D,’::{zE(C:z:pew,Hk<9<9k+1,p>0}.

Tiép theo ta dat

0=0r+, 0p<0<0p1.

P 2T . )
T d6 néu 0 < ¢ < 0y = — thi 6, < 0 < 0,1 va nguoc lai.
n
Ta chimg minh rang: ham w = 2™ dnh za don tri mot - mot mién Dj lén
toan bé mdat phang
C*:CZ}:{wEC:w:rew,Oggo<27r}.
That vay, ta co
ind n zn(%rk—i—w) n inw.

re? = pte™ = pre =p'e

Do do
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va tir d6 ta thu dwoc anh cia Dj 1a mat phang C7.

Twr chirng minh trén ta cung thu dwoc

G

3=

p=r
p
p==
n

va tir d6 suy rang trén mién Dj ham w = 2" ¢6 ham ngwoc
z=(2)p=pe? =rne™w k=0,1,....n—1; weC. (2.25)
No6i chung: ham w = 2" ¢6 ham ngwoc n-tri
z=w

14 n nhénh lién tuc (2.25) twong tmg véicacsdé k =0,1,...,n—1. Céc nhanh
(2.25) xac dinh bdi cdce sé6 k= 0,1,...,n — 1 énh xa C* lén Dg, D5, ..., Di
twong tng.

Dé tinh dao ham ctia nhanh thit k ta phai xét mién Dy C Dj. Ta ky hiéu

Ch=C:\R,.

R6 rang 1a ham chinh hinh w = 2" 4nh xa don tri mét - mot Dy lén CF,
dong thoi ham ngwoc twong ing dwge xac dinh theo cong thire (2.25).

Ap dung quy tac dao ham ham ngwoc ta c¢é (z € Dy)

() = (), = e = e = o

(zn)' ozl nw

1 1 i£+2k7\' 1 1
_ > rme ~ Zpnleila—D(et2km) _ —, 51
n  reilet2kr) g n .

2.2.3 Ham ¢°
Gia st z = x +iy. Khi do6

er e“(cosy +isiny).
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Néu z = x 1a s6 thue thi e* = €%, titc 1a khi 2z nhan céc gid tri thire thi ham
bién phitc e tring véi ham mi bién thie thong thirdong. Diéu nhan xét nay
cing v4i mot s6 tinh chat dwoc néu dwdi day sé chitng té tinh hop ly cia
dinh nghia ham miu bién phitc vira néu.

Ta lwu y mot so tinh chit cia ham e?.

1) e* #0 Vz e C. Diéu dé dwoc suy ra tir dinh nghia va hé thitc e” # 0,
le”| = 1.

2) e* . e = Mt

Chitng minh. Gid st 21 = 21 + 1y1, 20 = T2 + iyo. Khi dé

21 | p22

e - e” = e®(cosyy + isiny;)e"(cos ya + isinys)
S [cos(y1 + yo) + sin(y; + y2)] — emteztilyityz)
— €Z1+22 )
]
621 N \ \ . ~ \ 7z ~
3) - = e®17*2_ Pieu nay dwoc suy ra tir dinh nghia va tinh chat 2).
eZ

4) Dang thirc e+ = % & a = 2kni, k € Z.

Chitng minh. Gid stt o = 2k7i, k € Z. Khi d6 ta c6

z+a €z+2k7ri

e — z.€2k7rz_ z

=€ = €.

Ngwoc lai, néu e = e*, a = \ + v thi
ez—i—)\—l—w — % = ¢* (€>\+ZV o 1) = 0.

Vi e? # 0 nén e’ = 1. Ta sé chitng minh rang khi d6 A\ = 0, v = 2k,
ke Z.

That vay, tir dang thitc e?M™ = 1 suy rang e* - e = 1 va do d6 et = 1,
v=2km, keZ tecla\=0,v=2%kn, k€ Z Nhrvay a =0+ i2kr =
2kmi. U

Ativ
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Céc s6 2kmi, k € Z ma véi z € C bat ky ta c6 dang thire e = ¢2
dwoc goi 1 cde chu kg cla ham e® va s6 2mi goi 1a chu kg co bdn clia no.

5) e* khong c¢é gidi han khi z — co vi lim e” =0, lim e” = oc.

T——00 T—-+00

6) Ham e* don diép trong mién D C C khi va chi khi mién D khong chira

~ v o A ’ S \
nhtrng cap diem khac nhau z; va 25 ma
z1 — 29 =2n7wi, n € 7.

Chitng minh. That vay, gid st z1, 22 (21 # 22) cung ¢6 mot anh. Khi do tir

hé thitc wy; = w9 suy ra
el =e? & 172 =1 & 2y — 29 = 2kmi.
O

Vi du vé mién don diép ciia ham mi bién phitc 1a cdc bang v6 han nam

ngang
Dk:{ZEC:—oo<Rez<+oo;2k7r<Imz<2(k+1)7r,k€Z}.

7) Ham e* lién tuc trén C. That vay vi cdc ham Re(e*) = u(z,y) =
e cosy, Im(e*) = e*siny déu lién tuc nén theo dinh 1y ta ¢6 ham e* lién tuc.

8) Ham e* € H(C). That vay cdc ham phan thwe u(z,y) = e”cosy va
phan 4o v(z,y) = e®siny déu 1a nhitng ham kha vi va thda man dieu kién
Cauchy - Riemann, nén theo dinh 1y 2.1.4 ta c6 e* € H(C).

2.2.4 Ham logarit

Gia st cho s6 phitec z € C. Khi dé moi s6 phtc ¢ € C thda man phwong

trinh e¢ = z dwoc goi 1a 16garit clia s6 z € C va dwoc ky hiéu 1a
Lnz = (.
Nhw vay

Inz=(<e =2z (2.26)
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Giast ( =x+1iy, z=r(cosp+ising), r=|z|, p =argz, — 7 < p < 7.

Ta cé
e¢ =z & " =r(cos ¢ + isin p)
& e®(cosy +isiny) = r(cosp + isingp)
e* =r>0,
=
Yy =@+2km, kel
r =lnr
=
y =¢+2kn, kel
Nhw vay
Inz=(=x+iy=Inr+i(p+2kn), keZ,
hay la

Lnz = In|z| +darg z + 2kmi, k€ Z. (2.27)
Ta ky hieu
Inz = In|z| +iargz
va goi do 1a gid tri chinh cia Ln z. Tw d6
Inz=1Inz+ 2kmi, keZ.

Tir hé thire (2.27) suy ra rang: moi s6 phitc z # 0,00 déu c¢é vo s6 gid
tri logarit, trong dé hai gid tri logarit bat ky la khdc nhau mot bdi nguyén
ctia 2mi. Néu z 1a s6 thuwe dwong thi gia tri chinh cta logarit tring véi In |z |
va do d6 né biéu dién s6 thue tring véi 16garit ¢6 dién: Chang han Inl =0,
lne=1,...

Nhung, ngoai cdc gid tri thwe do, 1ogarit cia cdc s6 thwe dwong con
c6 vO 86 céc logarit phitc dwoc tinh theo cong thite (2.27). Chang han:
Inl = 2kmi, Lne =1+ 2kme, ...
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Ta lwu y hai tinh chat dac biét cua logarit s6 phite
a) Ln (z122) = Ln z; + Lin 29,

b) Lnﬁ =Lnz — Ln 2.
%)

Céc dang thitc nay can dwoc hiéu mot cach wée 1&: dé 1a dang thite gita cac
tap hop. Néi céch khédc; vé trai c6 thé sai khdc vé phai mot boi nguyeén ciia
271 hodic vé phai bang vé trdi véi viee chon s6 hang 2kmi trong vé trai mot
cach thich hop.

Bay gio ta xét 1ogarit voi tw cdch la mot ham.

Ta dat

Co=C\ {0}
va dwa vao xét ham

Lnk : CO — C,
Lngz = In |z| + iarg z + 2kmi.

D6 la ham don tri. Mat khéc vi —7 < arg z < 7 nén
Ln,Cy C Dy, = {w €eC: 2k+1r <Imw < 2k + 1)77}

14 bang vo han nam ngang c6 beé rong 2.

Ta sé chitng to rang
LniCy = Dy,
tirc 14 chitng minh rang Vw € Dy, 32 € Cy sao cho
Lngz = w.
Gid st w =u +iv € D;. Khi d6
v =+ 2kw, —7 <vy <.
Ta dat z = e = e"(cos vy + isinvy). Khi dé ta thu dwoc

Lngz = In|z| + iarg z + 2kmi
=u+i(vg + 2k7) = u +iv = w.
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Nhw vay

Lnk:C(lé—n)>Dk.

Vi Dy, 14 mién don diép ctia Lng nén tai dé né ¢ ham ngwoc
Ll’llzl . Dk — CQ.
do la ham
Ln; ' (w) = e®.

Ham nay don tri.

Ta nhan xét rang ham Lngz khong lién tuc trong Cy, ma cu thé 1a né
khong lién tuc trén phan am truc thwe R™. That vay vi Vz = 29 < 0 va
VU(xo,€) la € - 1an can cla x, Iz € U(z0,€) sao cho Im(Lngz) sé gan véi
(2k+1)m va 32 € U(xg, €) sao cho Im(Lngz) sé gan véi (2k —1)w. N6i chinh
xéc hon khi 2 — 2 € R~ ma Im 2z > 0 (twong ttng: Im z < 0) thi Lnz dan
dén In |zo| + (2k + 1)7 (twong ing: dan dén In |zo| + (2k — 1)7).

Cac ham Lngz dwgce goi la cde nhdnh (don tri) cia ham da tri Ln 2.

Mot cach tw nhién ta dwa vao tap hop
C*:{ZGC:—W<argz<7r}
1a mat phang phitc C cit bd phan am truc thuc va xét ham

Ln) = Ln,

c*
Ro rang la
Ln)C* = DY) = {w ceC:(2k—1)r <Imw < (2k + l)w}

Ham Ln} lién tuc trén C*. Dé chitng minh dieu d6 ta chi cin chitng minh

rang

Inz =In|z| +iargz
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lien tuc trén C*. Nhung diéu d6 13 hién nhién vi phan thwe In|z| lién tuc
trén C* (tham chi né lién tuc ca trong Cy) va phan 4o arg z lién tuc trén C*
nhw ta da ching minh trong chwong trudc. Nhw vay: ham Lngz lién tuc
trén C* = C\ R™. D6 la cdc nhanh don tri lién tuc trén C* cua ham logarit
Lnz.

Trong mién C* ta thu dwoc v6 sé nhdnh don tri lién tuc. Moi nhanh Lnyz
hoan toan dwoc dic trung bdi diéu 1a: Céc gid tri clla né thudoe mot bang vo
han nam ngang Dy xdc dinh.

Tir 1ap luan trén ciing suy ra rang ham w = Lngz 4anh xa don tri mot -
mot va lién tuc mién C* 1én D, va ham ngwoc clia né 2z = e¥ ¢6 dao ham

#£ 0 tai moi diem w € Dy. Do d6 theo quy tac dao ham ctia ham nguroc ta cé

<Lnkz)/ 1L (2.28)
2 (ew)w ev  z

Ta nhin manh rang & day ta tinh dao ham khong phai ctia ham da tri

Ln z ma la cia nhanh don tri cia né twong tng véi gia tri k& nao do.

2.2.5 Ham liiy thira 2%, o € R

Ham luy thtra 2, o € R dwgc dinh nghia theo cong thirc

w= 2% = eozlnz — ea[ln|z|+i(argz+2k7r)]
— |z|a€z‘o¢(argz+2k7r)’ keZ (2.29>
hay la
w = pe@0T%m) - fc 7.2 = pe?. (2.30)

Ta xét cac trwrong hop sau day.

ia2km

1. Néu a 1a s6 nguyén thi e =1va

(87

w = (pe)* = 2

trong d6 z® dwoc hiéu theo nghia thong thwong 13 tich clia o thira s6 2.
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2t Néu a = iz—j, trong dé p > 0, ¢ > 0 1& nhirng s6 nguyén, thi gitra céc
q
s0 & vé phai ctia (2.30) chi ¢ céc gid tri twong ing véi k=0,1,...,qg—11a
khéc nhau:

w = pe@0F%m - —01,...,¢—1.

1
Dic biét 1a khi @ = =, n € N thi ham w = 2% da dwoc xét trong 2).
n
3*. Néu a 14 s6 vo ty thi déi véi cde gid tri k& khdc nhau cdc ham x4c
dinh béi (2.29) hay (2.30) 1a khéc nhau. That vay gid tri acgumen cia céc

gid tri 2% bang
0, = ab + 2k

va trong cédc gia tri dé khong cé céc gia tri nao khdc nhau mot boi nguyén cua
271 vi néu véi ki, ke nguyén va ki # ks ma 0y, — O0p, = 2k ma — 2kyma = 2n,
trong dé n-nguyén thi

o

kL —ky

«

14 s hiru ty. Vo ly. Dieu d6 chitng té rang z® 1a ham v6 s6 tri. D6 1a Cdc
nhdnh lién tuc cia ham vo sO tri w = 2°.
Tiép theo ta c6 (2 = pe®)

(Za)/ _ (ealnz)/ _ eOélnz . g ea[lnp+i(9+2k7r)]

S om0k
]

a—1

Yn p+i(0+2km)] _ az

= qel®!

’ N ’ / — ’ T . /
tirc la dang thitc (zo‘) = az® ! ding d6i véi moi nhdnh cia 2%

2.2.6 Cac ham so cap khac

Cac ham chinh hinh so cap da xét: ham phan tuyén tinh, ham e* va Inz,
ham Jukovski dong mot vai tro co ban trong viéc khdo sét cdc ham so cép

co ban khéc.
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That vay, khi biét ham f(2) va ¢(z) ta cling sé biét cad ham f[p(2)] va
©[f(2)]. Cé thé khang dinh rang moi ham so cdp co bdn khic déu cé thé
biéu dién dwéi dang hop mot s6 nao dé cdc ham so cdp ma ta da nghién ciru.

Chang han ta xét cac ham Iong gidc bién phitc

sinz W (2.31)

cosz %, (2.32)

tgz et sz, (2.33)
oS 2

cotg z o SBE (2.34)
sin z

Néu z = x 1a s6 thwe thi theo dinh nghia va cong thite Euler ta cé

1
sinz = % [(cosz + isinz) — (cos(—x) + isin(—x))] =sinz, cosz = cosw.

1

Nhuw vay khi z = 2 13 s6 thire ham bién phitc sin z triing véi ham sin x quen
thuoc. Twong tw nhw vay déi véi ham cos z va tg z.

Lwru ¥ rang cac ham lwong gidc (2.31) bao toan nhiéu tinh chit ctia hAm

lrong gidc bién thwe nhwng khong phdi moi tinh chat déu dwoc bdo todn.

e4e ! e—el

~ 1,54; sini = ~ —1, 177, nghia la khong

Chéang han cosi = ;
thé ndi cos z va sinz cd modun bi chan.
Ham w = cos z dwge xét nhw 1a hop cua ba ham sau day:
i _ . _ 1< 1)
Z1=12; zZpg=¢€"' w=—<(z2+—|.
2 z9
Do dé viéc khao sat ham cos z dwoc dwa ve khao sdt cdc ham da dwoc
nghién ctru.
T hé thite (2.32) va cdc tinh chat ctia ham e® ta rit ra tinh C - kha vi
ctia ham cos z.
Twong tw, ham w = sin 2 14 hop cia bon ham sau day:

. z9 1 1
z1 =1z, zpg =€, z23=—, w:—(23+—)
1 2 23
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nén viéc khao sat ham w = sin z cing dwoc dwra vé khao st cdc ham da xét
O trén.

Tir hé thitc (2.31) va (2.32) suy ra rang ham cos z va sin z 14 nhirng ham
tuan hoan véi chu ky 27 va 14 nhitng ham C - kha vi:

(cosz) = —sinz; (sinz) =cosz.

Dai véi ham tg 2, theo dinh nghia ta co:

D6 14 ham tuan hoadn véi chu ki co s& 7. Bang cdch sit dung (2.31) va
(2.32) ta c6

1 €2iz -1

tgz = 9 g2z tl

(2.35)

Do d6 viéc khdo sat ham tg z dwoc dira ve khao sat cdc ham “trung gian”

da dwoc xét sau day

. X 22—1
z1 =20z, zZm=e€t; w=—i- .
29+ 1

Bay gio, ta chuyén sang xét ham liiy thira tong quat
w=2z2% o«o€cR".
mot cdch chi tiét hon.
Ta dat

SO — ealogz.

Ham nay la hop ctia ba ham trung gian sau day

z1=logz; 29 =az;; w=e?.

Ciing nhw & cdc phan trén, ta cé thé dinh nghia khai niém nhénh lién tuc
ctia hAm z® trong mién D. Moi nhanh lién tuc ctia ham log 2 trong mién D

sé xdc dinh mot nhanh lién tuc clla ham 2 trong mién dé.
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Dé dang thay rang anh cla goc
D:{zE(C:a<argz<b,b—a<27r,b,a€R} (2.36)
qua dnh xa w = 2%, a € RT 1a mot trong cdc géc sau:
D* ={w: aa+2rak <argw < ab+ 2rak, ke Z}. (2.37)

That vay, qua énh xa z; = logz anh ctia D sé la mot trong céc bang vo

han sau:
D(z1) ={z1 € C:a+2kr <Imz <b+2kr k€ Z},

trong d6 s6 nguyén k diroc xéc dinh bang viéc chon nhanh lién tuc cia log 2

trong géc (2.36). Qua anh xa zo = az; thi anh cia D(z;) sé la bang v6 han
D(z) = {22 ceC:aa+2kma <Imzy < ab+ 2k7ra}

voi dieu kién a(b — a) < 27.

T d6 suy ra diéu phai chitng minh.

2.2.7 Nhanh chinh hinh cta ham da tri

Theo dinh nghia, ham chinh hinh f trong mién D dwoc goi 14 mot nhdnh
chinh hinh ctia ham da tri F(z) néu tai moi diém 2 € D gid tri ctia ham f(2)
tring véi mot trong cdc gid tri cia F(z) tai diém &y.

Ta sé giai thich khai niém nhdnh chinh hinh déi v4i mot vai ham don
gian.

Truwge hét ta xét ham w = /2 trong mien D = C \ {[0, ooe’®]}, trong dé
{0, 00€e™} 14 tia arg 2 = a. Ta da thdy rang nhanh don tri lién tuc ctia ham
/z ¢ thé tdch dwoc trong mién D néu trong dé ham arg z c6 thé tach cdc
nhdnh don tri lién tuc (xem 1.5). Gia st 2o 1a diém c6 dinh nao d6 thuoe D

va g = arg 2o la mot trong cac gid tri clia arg z tai zg. Ta xét ham

arg 2, Z = 2o,
we(2) = (2.38)
Ayomargz, z€ D, z# 2
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nhw da lam trong 1.5. Ta ky hiéu w.(z) 1a gid tri ctia ham can {/z tai diém

z trong tmg véi gia tri . (2) tai diém ay. Khi d6
wy(2) = \"/|z|[cosgp*—(z) —l—z’singp*—(z) : (2.39)
n n

Hién nhién, vi {/]z] va ¢.(2) 1a nhitng ham don tri lién tuc nén w,(z) don
tri lién tuc.
Ta chitng minh rang w.(z) 14 ham chinh hinh trong D (xem 2.2.2).
That vay, ta ky hiéu r = |z|, ¢ = .(z). Khi d6

Rew.(z) = u.(r,p) = {‘/Fcos%,
Imw,(2) = vi(r,p) = C/Fsin%,

va dé dang thiy rang

Ou, 1 w  Ou, 1
= cos—, — = sin — |
do  pifrr-t n’  Or  pifprl n
a N n B n
Y 7_\/77 'nf, v f\/;ﬂcosf
dp n n Oy n n
T do6 suy ra
Ou, 10w,
or  rdp’
1Ou, O,
rdp  Or

D6 chinh 1a diéu kién Cauchy - Riemann. Nhw vay ham v va v thda man
diéu kién Cauchy - Riemann trong D. Vi u va v kha vi lién tuc trong D theo
r va ¢ nén w,(z) la mot nhdnh chinh hinh cta ham {/z trong D.

Ta xét cdc ham w,,(z) xdc dinh bdi dang thiic

W (2) = v/ |z|<cos #m(2) + isin SOW;(Z)) m=0,1,...,n—1, (2.40)
n

trong dé ham ¢,,(z) dwoc xdc dinh nhw (5.8), 1.5. Khi m = 0 ta thu dwoc
ham @, (z) trong (2.38). Dé dang thiy rang cdc ham nay déu la nhirng nhdnh
chinh hinh ctia ham {/z.
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Tir 1y luan trén day va muc 1.5.3 ta cé thé két luan rang trong mién D
khong chita diém z = 0 ham da tri /z c6 thé tach n nhanh chinh hinh dwoc
xdc dinh bdi (2.40).

Ciing twong tw nhwr & muc 5, dé dang chitng té rang trong mién D bat
ky c6 chira géc toa do ta khong thé tdch nhanh chinh hinh ctia ham da tri
Yz

Néu tt tap hop cdc nhdnh chinh hinh ctia ham da tri F(2) ta mudn tach
mot nhanh xdc dinh thi can dait ra diéu kién bo sung. Diéu kién d6 thong
thuong dwoc cho bdi gid tri clia nhanh can tach tai mot diém nao d6 cila

mien D.

Vidu 1. Cho ham w = /z, D = C\R". Hay téch nhdnh chinh hinh w,,(z)
ma wy,(—1) = —1. Tim gia tri ctia nhdnh d6 tai diém z = 8.
Vi w,,(—1) = —1 nén ta c6 thé dit

o = arg zp = arg(—1) = 3.
Khi dé ham @(2) 1a

3, z=-1,
Pm(z) =
Ayipargz, z€D,z#—1

va nhanh chinh hinh can tach la

W (2) = W( oS gpm?)(z) + isin gamg(z) )

., . ’ . oA . N
Gi4 tri ciia né tai diem z = 8 bang

3 — = 3T — =
Wi (8i) = \3/§<cos ' 3

:2<cos5g+isin5g) = —\/§—i—z’.

Bay gio ta chuyén sang xét viéc tdch nhanh chinh hinh ctia ham logarit.

Cing twong tw nhw trén, dé dang chitng minh rang nhdnh chinh hinh cta
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ham 1ogarit cé thé tach dwoc trong mien D néu trong dé cé thé tach dwoc
nhénh don tri lién tuc cia ham arg z.

Cling nhw trén, gid st z 1a diém cd dinh cia D = C\ [0, 00e™] va
arg zo = o la mot trong céc gid tri cua Argzo. Ta dat
arg zo, z = 2o,

pa(2) =
Ay argz, 2z €D, z2# 2

va w,(z) 1a gid tri cia w = Ln z = In|z|+iArg 2 twong tng véi arg z = p.(2).
Khi d6

wi(z) = In|z| +ip.(2).

Hién nhién vi trong D ci In|z| 1an ¢.(z) déu don tri lién tuc nén w,(z) don
tri lién tuc trong D. Ta con can chimg minh rang w.(z) 1a ham chinh hinh
trong D (xem 2.2.3).

bat
Rew,(2) = u.(r,p) = logr,
Imw,(2) = vi(r, ) = pu(2) = @.
Khi dé
Ou, :l’ Ou, _0, v, 0, Ov, _1
or r dp or dp
Do dé

Ou, B 1 Jv, 1 Ou, B 0v,

or  rdp’ rop  or

Nhuw vay trong D céc diéu kién Cauchy - Riemann dwoc théa man. Vi u,

va v, kha vi lién tuc trong D nén w,(z) la nhanh chinh hinh cta w = Ln z

trong D. Cung twong tw cac ham
Wi (2) = In|z| +ilp.(2) + 2mm], m=0,£1,£2,...
la nhirng nhanh chinh hinh cia ham l6garit, trong d6 wo(z) = w.(2).
Cling twong tir nhw doi véi ham cin, ham logarit cé thé tach dwoc thanh
cdc nhdnh chinh hinh trong mién D bat ky khong chita géc toa do z = 0,

con néu mién D D {0} thi viéc tach d6 14 khong thwe hién dwoc.
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2.3 Ham chinh hinh va dnh xa bao giac

Trong muc nay ta sé lam quen véi s mo ta hinh hoc déi véi cdc ham chinh
hinh. Cu thé hon ta sé lam quen véi mot trong nhitng van dé co ban cta,
Iy thuyét ham bién phitc 1a viéc nghién cttu cdc ham chinh hinh bang cach
xuat phét tir diac tinh cla cdc 4nh xa ma cidc ham dé da thwe hién - goi 1a
anh xa bao giac.

Bai todn co ban ctia 4nh xa bao gidc la bai toan sau day. Gia s cho hai
mién D va D*. Hay tim ham f : D — D* thwc hién 4nh xa don tri mot -
mot va bao gidc mién D lén mién D*.

T d6 cling sé ndy sinh ra nhitng van dé ton tai va duy nhat déi véi ham

f ma ta sé nghién cttu ky trong chwong VII.

2.3.1 Y nghia hinh hoc ctia acgumen ctia dao ham

Gid st ham w = f(z) € H(D), f'(z0) # 0, 29 € D. Khi d6, theo dinh nghia,

ta cé:

Aw ~
/ T _ i
f(z0) = Allr_r)lo X Ae*, A#0 (2.41)
va tir d6 suy ra
: Aw /
Alir—r}o <argA—2) =« = arg f'(20). (2.42)

Gia st v = y(t), t € [a,b] 1a cung tron Jordan di qua diém z. Tai diém
20 = Zo(to) ta c6 '(to) # 0.

Anh clia v qua énh xa w = f(2) la cung ' = f(v) di qua diém wy. Cung
dé ¢6 phwong trinh 1a w = f[y(t)], t € [a, b].

Theo quy tac vi phan ham hop, ta cé:

w' = f'(7(to))¥ (to) # 0. (2.43)
Tir hé thitc (2.43) suy ra rang ' ¢6 tiép tuyén tai diém wy va

arg f'(29) = argw’(ty) — argy'(to) (mod 27). (2.44)
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Nhw vay, vé mit hinh hoc, arg f/(z0) bang géc quay clia cung « tai diém
2o qua anh xa f(z).

Néu hai dwong cong cé tiép tuyén v, va 7, giao nhau tai diém 2z thi qua
dnh xa w = f(z) tiép tuyén ctia nhitng dwomg cong nay sé quay mot géc
nhw nhau va bang arg f'(z0). Do d6 néu géc gitra 1 va 7o bang ¢(71,72) thi
géc o(T'1,Ty) gitra cac anh Ty = f(y1) va Ty = f(72) cling sé bang o(71,72)-
Nhu vay, vé do 1ém va hudng géc gitta hai dwong cong cat nhau tai mot
diém 1& bang géc gitta cdc dirong cong anh twrong ng clia ching qua dnh xa

w = f(Z), f/(20> # 0.

Pinh nghia 2.3.1. Gid sit 7, va v, 14 hai dwong cong di qua diém vo6 ciing
2z = oo. Khi d6 géc gitta cdc anh ctia v v 75 qua dnh xa ¢ = ~ tai diém
z

¢ = 0 dwoc goi la gbéc gitra hai dwong cong v, va v, tai z = oo.

Vi du 1. Gia stt hai tia 7, va 7 xudt phat tir diém hiru han 2. Khi d6 géc
gitta 1 va 7, tai diém z = co bang gdc gitra hai tia dé tai diém zp véi dau
nguoc lai.

Dé don gidn, ta dat zo = 0. Gia sit

argz} =, 1=1,2.

ZE;

Khi d6 géc gitta 1 va ¥ (theo hwémg tir v, dén 7o) tai diém 2z = 0 1a
bang a = @y — 1. Anh clia céc tia 7 va e qua anh xa ¢ = 1/z 1la %
va Yo va argdge% = —;. Do dé6 géc gitta 71 va ¥, tai diém ¢ = 0 bang
(—p2) — (—¢1) = —a va theo dinh nghia 2.3.1 géc gitra hai tia v; va v, tai
diém oo bing —a.

Bay gio ta néu ra mot so dieu kién di ve su bao toan géc tai diem zy qua
dnh xa w = f(z) lién tuc tai lan can diém zy khi 29 = oo hay khi f(z) = oo.

1. Gid st zp = oo va f(z9) # 0o. Ham ( = 1/z anh xa cdc dwong cong
xuat phét tir diém zy = oo thanh céc dwong cong xuat phat tir diem ¢ = 0.
Do d6, dé c6 s bao toan cdc géc tai diem zy = oo qua dnh xa w = f(2) chi

can céc goc tai diem ¢ = 0 dwoc bao toan qua anh xa w = f(%) Va dé
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dwoce diu db ta chi can ¢ sy ton tai dao ham khéc 0 ctia ham f(1/¢) tai
diem ¢ = 0, tic 13

tim L) = 100) _ i) — poo) £ 0.

¢—0 C —0 z—0

2. Gid st zp # 00 con f(zy) = oo. Trong trirong hop nay cic dwong
cong xuat phét tir diém zy dwoc d4nh xa thanh cdc dwong cong di qua diém
w = o0o. Do dé dé cdc géc tai diém zy bdo toan qua dnh xa f(z) dieu kien du

1 céc géc tai diém zy dwroc bao toan qua dnh xa ( = — = m Va dé ¢
dieu do, diéu kién du 1a ton tai gidi han hitu han sau d;;: ’
1 1
1) fe) g, Ly
z— 2 2=z f(2)(z — 20)

lim

zZ—20

3. Bay gio gid st 29 = oo va f(z) = oo. Dé bdo toan cic géc tai diém
1

20 = oo qua anh xa w = f(z) diéu kién di 13 céc géc tai diem (= — = 0
20
1 ~ N ’ N N b N N .
bao toan qua anh xa ( = — 1 Va deé cé dieu do, dieu kién du la ton tai
N ¢
gidi han htru han
1/f(1/¢) —1
iy YFA/Q) —1/f(e0) _ 2 40,
¢—0 C— 0 Z—00 (,Z)

2.3.2 Y nghia hinh hoc ctia médun dao ham

Bay gio tir diém zy € D ta ké tia theo hwdng vecto don vi 5 va lay trén tia
d6 diém 2. Ta 1ap ty s6 khodng céch gitra cdc anh f(zo) va f(z) véi khoang
cach gitta cc diém z va z.

Giéi han ctia ty s nay khi z dan dén 2 theo tia dwoc goi 1a hé s6 co
gian clia 4nh xa f tai diém 2y theo hwéng vecto § va ky hiéu 1a mj’:(zo). Néu
z=2zy+ 5t, 0 <t < oo thi

5 : 45t —
m}(zo) = lgrol £ (=0 T§i| f(20)]

= |f"(z0)l-



2.3. Ham chinh hinh va dnh xa bao gidc 141

Nhw vy, néu ham f kha vi tai diém 2o thi do co gian tuyén tinh tai diém
2o theo hwéng § qua anh xa f, f'(z) # 0labang | f'(z0)|, (mF(20) = | f'(2)o)|)
va khong phu thuoc vao hwdéng s.
Bay gio gia sir v la dwomg cong Jordan nhw trong 1. vaI' = f() la anh
ctia no.
|dzo| = (dag + dyg)'/?dt = dso,
|dwo| = (du? + dv2)*dt = doy

1a nhitng yéu t6 do dai Ian lwot ctia v va I tai cdc diém 2y v wy twong tng

nén

()| = 20

== 2.45
50 (2.45)

Hé thitc (2.45) chitng t4 rang qua énh xa w = f(z) hé s6 co gian tuyén tinh
tai diém 2 clia mot cung v bat ky di qua diém dé khong phu thudc vao dang
va hwéng cua 7.
2.3.3 Anh xa bao giac
Bay gio ta c6 thé phat biéu dinh nghia 4nh xa bao gidc.
Dinh nghia 2.3.2. Anh xa topo

w = f(z) = u(z) + iv(2),

bién mién D ctia mat phang phitc (z) 1én mién D* ctia mit phang phitc (w)
dwoc goi 1a dnh za bdo gidc trong mién D néu tai moi diém 2 € D, géc gitra

cac dwong cong dwrge bao toan (ca vé do lom va hwdng) va do co gian 1a déu.

Tir 2.3.1 va 2.3.2 ta c¢6 thé phat biéu nhitng dieu kién ma ham bién phitc
can thoa man dé né 1a 4nh xa bao gidc.

Pinh 1y 2.3.1. Gid st dnh za topo w = f(z) chinh hinh trong mién D va
f(2) #0,Vz€ D. Khi d6 dnh za w = f(z) bdo gidc trong mién D.
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Chitng minh. Vi f'(z) # 0, Vz € D nén dd co gian la déu qua dnh xa do.
Ta can ching minh rang géc gitta cac dirong cong diroc bdo toan qua anh
xa d6. That vay, gia st 2o 1a diém tly ¥y thuoe D, v; va 7, 1a hai cung tron
Jordan xuat phat tir 2o, & day v : 2 = z1(t), t € [a,b], 20 = 21(to), 21(to) # 0
va vy 1 2 = 29(7), T € [ag,ba, 22 = 22(70), 25(70) # 0, va gbc gitra 1 va
72 1& ©(71,72). Ta ky hiéu anh cia 71 va v, twong ng qua dnh xa f la
[y = f(m), T2 = f(72). Hai cung I'y va I’y deu di qua diém wo = f(20) va c6
phwong trinh twong tng 1a wy(t) = f[z1(t)], z1(to) = 20 va wa(7) = flz2(7)],
22(70) = 2z0. Theo gid thiét ta c6 wi(ty) # 0 va wh(7) # 0. Dieu d6 chiing
td rang tai diém wo = f(z) hai cung I'; va Ty ¢6 tiép tuyén. Ta ky hiéu géc

gitra cac anh T’y va Iy 1a o(T'1,T'y). Trén co s& (2.45) ta cd

arg f(z0) = argws (ty) — arg 21 (to) (mod 27),

(2.46)
arg f(zo) = arg we(70) — arg z2(7p)(mod 27).
Tir (2.46) suy ra rang véi su sai khdc s6 hang 2k7 ta c6
arg wy (fo) — argwi (o) = arg 2 (o) — arg z(7o)
hay la
eI, T2) = (71, 72)-
0

Tir dinh 1y vira chitng minh suy ra rang tinh chinh hinh va dao ham khdc
khong la dieu kién di dé ham f la dnh xa bdo gide. Dieu dé dwoc luan chitng

trong dinh ly sau day.

Pinh ly 2.3.2. Gid st ham w = f(z) thuc hién dnh za bio gidc mién D
lén mién D*. Khi d6 ham f € H(D) va f'(z) # 0 véi moi z € D.

Chitng minh. Dat Aw = Af = f(z+ Az) — f(z), Vz,z+ Az € D. Theo
diéu kién ctia dinh 1y, f 1a bao gidc nén tai diém 2y € D bat ky 4nh xa
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w = f(2) ¢6 tinh chdt bao toan géc va do co gian déu. Do dé v&i moi 21, 29

thuoc lan can cua zg, véi sw sai khac dai lwong vo cung bé, ta cé:

a) arg Awy — arg Aw; = arg Azo — argAz;
va do do
A’wg Aw1
= = 2.4
arg An arg As a, (2.47)
b)
A’wg Aw1
= = A#£0 2.48
trong do6

A21 = Z1 — 20, AZQ = Z2 — 20,
Awy = f(z1) = f(20), Awz = f(22) — f(20)-
T hé thive (2.47), (2.48), v6i sw sai khac dai lwong vo cuing bé, ta cd

A’wg . Aw1
AZQ N AZl

=A™ (2.49)

Vi 21, 25 12 nhitng diém tly ¥ trong lan can diém zp nén hé thikc (2.49)
chitng t4 ton tai
. Aw
Py Az
va do d6 ton tai dao ham f'(29). Vi A # 0 nén

lim aw f'(z0) # 0.

Az—0 AZ

Vi 2o 1a diém tiy v thuoc D, nén f chinh hinh trong D. O

2.3.4 Anh xa lién tuc va dnh xa chinh hinh

Tit cdc muc 2.3.1 - 2.3.3 clia tiét ndy, ta thiy rdng dnh xa chinh hinh véi

dao ham khéc 0 dwoc dic trung boi hai tinh chat
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1. Tinh chat bao toan géc;
2. Do co gian déu.
Mot bai toan dwoc dat ra tw nhien la:

I) Moi anh xa lién tuc
w=u+iv (2.50)

¢6 tinh chat bao toan gée ¢ phai déu 1a chinh hinh khong? (N6i cach khéc:
tinh chat bao toan goc c6 kéo theo s co gian déu khong ?)

Hoac bai toan twong tu:

IT) Moi 4nh xa lién tuc ¢6 do co gian déu ¢ phai la chinh hinh hay khong ?

CA hai van deé trén day déu c6 1oi giai hop 1y néu ngay tir dau ta gid thiét
rang doi véi dnh xa da cho (2.50) cdc ham v va v déu ¢6 dao ham riéng lién

tuc.

Pinh 1y 2.3.3. Gid si phdan thuc u(z) va phdn do v(z) cia dnh za f(z) =
u(z) +iv(z) ¢d cdc dao ham riéng cap mot lién tuc va dnh za f(z) cd tinh
chdt bdo toan gdc tai moi diém z € D. Khi dé f € H(D) va f'(z) #0.

Chitng minh. Ta c6
. Aw Oof Of _,.
lim —— = 2L 4 ZLe2
ey vl S =L
trong d6 ¢ = Alim0 argAz.
A
Theo didu kién ctia dinh 1y, khi ¢ dinh 2 thi arg< lim. A—w) khéng phu
z— z
thuoc vao ¢ nén
ow
— =0
0z
]

Pinh nghia 2.3.3. Anh xa R? - kha vi f dwoc goi 1a phdn chinh hinh (déi
chinh hinh) trong mién D néu

of _

0
0z

tai moi diem z € D.
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Hién nhién rang néu f € H(D) thi ham f 14 phan chinh hinh trong D.
Pinh ly 2.3.4. Gid st u(z) va v(z) ¢d cdc dao ham riéng cap 1 lién tuc trong
mién D va tai moi diém z € D né c¢é dé co gian déu, tic la ’lim—w #0
khong phu thuéc vao ¢. Khi dé dnh za w = f = u + iv la chinh hinh hodc
phdn chinh hinh.

Chitng minh. T hé thie (2.7) ta ¢é

Aw |2 Jw|2 |O0w|? ow Ow
lim 27| = |52+ [S2] 2R 52 - Shetie ).
WAz Tl TlaEl T e 8
T diéu kién cia dinh 1y ta it ra

dw dw_
0z 0z

o, ) N . Ow . Ow

Ta seé chitrng minh rang hoac Frie 0, Vz € D hoac F 0,VzeD.
Z z

Thét vay, néu ca hai hé thitc vira néi dong thoi dwoc théa man tai mot
diém nao d6 thudc D thi cdc dao ham riéng ciia f theo z v y déu bang 0 tai

diém d6. Nhwng dieu dé khong thé xay ra do dieu kién ctia dinh ly. Vi céc

0 Of o .. NS
hém—fv?a—{ deu lién tuc neén cac tap hop
0z 0z
0 0
Elz{zeD:—w:O}, EQZ{zeD:—"f:O}
0z 0z

déeu 1a nhitng tap hop déng trong D. Nhw vay mién D 14 hop ctlia hai tap
hop dong khong giao nhau E; va Es. Do D lién thong nén mot trong hai
tap hop nay phai la tap hop tréng. O

Trong trueong hop néu xét d4nh xa lién tuc tity y nao dé thi hai van de
dat ra trén day sé trd nén rat khé khan. Tuy nhién, bang cdch ing dung céc
phwong phép ctia ly thuyét ham bién thuc déi véi bai toan I, D. Menchoff !

da chitng minh dwoc rang

'D. Menchoff, Sur la représentation conforme des domaines planes, Math. Ann. 1926.
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Néu dnh za don diép lién tuc w = f(z) ¢ tinh chdt bio toan géc thi f(z)
la ham chinh hinh.

Thé nhung dén nay nguwdi ta chwa 1o tinh don diép trong phép ching
minh dinh Iy trén can thiét dén mitc ndo. Con ddi véi bai todn II thi né da
dwoc gidi quyét tron ven. H. Bohr? da chitng minh dwoc rang

Néu dnh za don diép lién tuc w = f(2) ¢6 do co gian déu tai moi diém
z € D thi hodc f(z) la ham chinh hinh hodc f(z) la phdn chinh hinh.

O day, gid thiét “don diep” déng vai tro cdt yéu. That vay, xét vi du
ham

f(2) = z khilmz

Ham f(z) lién tuc trén C nhung khong don diép. Ham f(z) ¢6 do co gian

déu vi rang
A A
lim’A—Zj’:lim’A—j:lkhi Imz >0,
Aw AZ
AW | AZ) ) <0
hm’Az’ hm’Az’ 1khilmz <0

Thé nhung f(z) khong chinh hinh va ciing khong phan chinh hinh trong
mit phang phitc (2).

2.4 Céac dang ciu so cip

Gia stt D 1a mién ctia mit phang bién phitc z, D* 13 mién clia mat phang
bién phitc w. Theo dinh nghia, phép dong phoi f : D — D* dwoc goi la mot
phép ddang cdu néu cd dnh za f lan dnh za nguoc f~' déu chinh hinh. Phép
dang cau mién D lén chinh né dwoc goi 1a phép tu dang cdu.

Ve sau anh xa bao gidc (don diép) f bién mién D 1én mién D* con dwoc

LR BN J ~ -, N N RN ~ . g9 ~
goi la dang cdu (bdo gidc), con D va D* dwgce goi la nhitng mién dang cdu

2H. Bohr, Uber streckentreue und conforme Abbildung, Math. z., 1918, s, 403
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vdi nhau. Trong muc nay ta sé trinh bay céc dang cdu don gidn nhét thuwe
hién bdi cdc ham so cap hoiic t6 hop ctia cdc ham &y cling mot vi du dé tién
lam quen véi cach gidi bai todn tim cdc dang cau bién mieén nay 1én mien kia.
Dong thoi thong qua viée trinh bay dé, chiing t6i muén di dén mot két luan
la: qué trinh gidi bai todn tim dang cau bién mot mien cho trude lén mien
khéc dwoc tién hanh gan giong nhir qué trinh tim nguyén ham ctia mot ham
cho triréec ma & day céc dnh xa so cap sé dwoc trinh bay ¢é vai trdo nhw mot
“bang tich phan co ban”.

Khi gidi cdc bai todn dnh xa bdo gidc ta thwomg sit dung hai tinh chat
sau day cua anh xa bao gidc (sé dwoc trinh bay ky trong 7.1):

(i) Anh xa ngwoc véi dnh xa bao gide 1a énh xa bio gisc.

(ii) Hop cua hai énh xa bao gidc la 4nh xa bao gidc.

2.4.1 Ding cdu phan tuyén tinh

Anh xa phan tuyén tinh di dwoc dé cip dén trong chwong I. O diy, ta sé
trinh bay céc tinh chit co ban nhat cia dnh xa do.

Anh xa phan tuyén tinh dwoc xéc dinh bdi hé thikc

_az—i—b

= — d—>b 0 2.51
w=ST0 ad—be £, (2:51)

trong d6 a, b, ¢, d 1a cdc sé phite.
Véi dieu kién ad — be # 0 ta ¢6 w # const. Trong cong thire (2.51) néu
c=0con d# 0 thi

D6 1a mot ham nguyeén.

Dinh 1y 2.4.1. Anh za phin tuyén tinh (2.51) 1o mét phép dong phéi bién
C len C.

Chatng minh. 1. Trirong hop ¢ = 0 1a hién nhién.



148 Chwong 2. Ham chinh hinh

2. Ta xét treong hop ¢ # 0. Giai phwong trinh (2.51) doi véi z ta ¢6

dw —b
= d—> 0. 2.52
p= o a c# (2.52)

D6 la ham ngwoc cua (2.51). Anh xa (2.52) don tri trong mat phang C va
13 4nh xa phan tuyén tinh. Do d6 (2.51) don tri mot - mot trén C.

Tinh lién tuc cta (2.51) tai cdc diém z # ——, oo 1a hién nhién. Bang
c
cach dat

C

ta thdy rang (2.51) lién tuc trén C. Dinh 1y dwoc chitng minh. O
Dinh 1y 2.4.2. Anh za phin tuyén tinh bio gidc khdp noi trén C.

Chitng minh. 1. D&i v6i 2 # —d/c, oo tinh bao gidc dwoc suy tir cho 14 tai

’ oA
cdc diem ay

dw _ ad — be 20
dz  (cz+d)?
2. Bay giv gia st hai dwong cong 71 va ¥, di qua diém 2z = —d/c va o 1a

gbc gitra v, va 7y, tai diém ay. Tt 2.3.1 suy ra rang géc gitta cdc anh 7} va

75 clia v va 7 tirong ting qua anh xa (2.51) tai diém w = oo (twong ting

véi 2z = —d/c) 1a bang a vi
1 c
li = 1l 0.
z—>lfrdl/c az + b(Z X d/C) z—>1EIdl/c az+b 7&
cz+d
Trwong hop z = oo ciing dwoc chitng minh twwong ti. O

DPinh nghia 2.4.1. Anh xa phan tuyén tinh bién mién D 1én mién D* dwoc
goi 1a dang cdu phdn tuyén tinh, con céc mién D va D* dwoc goi la nhitng

. < A ’ 7.
mién dang cau phan tuyén tinh véi nhau.
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DPinh ly 2.4.3. Tdp hop moi dang ciu phan tuyén tinh lap thanh mot nhém,
nghia la
1. Hop (tich) cdc dang cdu phan tuyén tinh la dang cdu phan tuyén tinh.
2. Anh za nguoc cia dang cdu phdn tuyén tinh la dang cdu phan tuyén
tinh.

Chatng minh. Dieu khang dinh 2) 13 hién nhién.

Ta chitng minh 1). Gia st

a1z + by
= - - di —b 0
¢ e d aydy — bicy # 0,
asC + by
= — doy — b 0.
w C2C+d2, Q202 2027'é
Khi do
a1z + by
— +b
. a2C1z + dy o
 az+ b
— +d
2C1z + dy T
. (a1a2 + Clbg)z + (blaz + d1bg) . az + b
(a102 + Cldg)z + (6102 + dldg) cz + d ’
trong d6 ad — be = (a1dy — bycy)(azdy — bacs) # 0. O

Nhin zét. Hién nhién rang nhém cdc dang cdu phan tuyén tinh 13 nhém
1
khong giao hodn. That vay, gia st w(z) = =, p(z) = 2z + 1.
z
Khi dé

w@@»:ziy p(w(z) = - +1
Do dé
w(p(z)) # w(w(2)).

Vi qua phép chiéu néi cd dwomg thang 1an dwong tron trén C déu twrong

7 x N N A v A . A 3 ~ 7 . N
ng voi dwong tron trén mat cau Riemann nén ta cé the quy wée goi duwong
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thang hay dwong tron trén mat phang phitc déu la “dwong tron” trén C (ta
xem dwong thang trén C la dwong tron trén C di qua diém 0o), va goi hinh
tron, phan ngoai hinh tron va mita mit phang (hinh tron véi ban kinh vo
ciing) deu 1a “hinh tron” trén C.

S(a, R) = {|z — a| < R} — hinh tron,

S*(a,R) = {|z — a| > R} — phan ngoai hinh tron,

P(R,p) = {z € C:Re(e ¥z) > R} la nita mit phang.

That vay, dit et = cosp +isinp, z = = + iy, ta cé
P(R,¢) = {(z,y) € R*: 2z cosp + ysinp > R}.
D6 1a nita mit phang;

Pinh 1y 2.4.4. Dang cdu phan tuyén tinh bdt ky bién “hinh tron” (“dwong
tron”) thanh “hinh tron” (twong #ng thanh “dwdong tron”).

No6i cach khéc: “hinh tron” va “dwong tron” deéu la bat bién ctia nhém
cac dang cau phan tuyén tinh.
Chitng minh. Anh xa phan tuyén tinh ¢6 thé bidu dién dwdi dang hop cla
cac anh xa:

bc — ad
w= 24+ £
c c

1 d
Za C*Z—i_za

trong d6 c6 hai d4nh xa tuyén tinh va anh xa & = 1/¢. Dai véi cdc dnh xa
~ . ’ N o A oA ) ' ’ , . 9 1
tuyen tinh dinh ly 2.4.4 1a hién nhién. Ta chi can xét phép nghich dao w = —.
z
1. Ta xét trirong hop hinh tron S(a, R). Anh cta né sé la
1
\— - a) <R, |l—aw| <R, |1-aw}<R2w?
w

= 1 — 2Re(aw) + |a®||w]? < R*|w]?,

Tiép theo ta xét ba trirong hop sau
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a) |a| > R. Ta ¢6

(la]* = R*)|w|* — 2Re(aw) +1 < 0

2 aw |af®
-2
Flwl = 2Re s+ e — ey
laf® 1
< —
(aP— 22 Jaf- R
:>’ a ’2 _ R?
O =Rl T (o2 - R2P
3 R
=~ PR P -RE

D6 1a hinh tron.
b) Gia st |a| < R. Twong tw nhw trén ta cé

- R
R? — |a|?

a
EREE

w
c) Gid stt |a| = R. Dit a = |ale’¥, ¢ = arga, ta co:

1 A 1
Re(aw) > 5= Re(ePw) > Sl

D6 14 nira mit phang.
2. Doi v6i phan ngoai hinh tron A*(a, R) dinh ly dwoc xét twong tu.
3. Bay gio ta xét phép dnh xa nita mat phang Re(e™*%z) > —R, R > 0.
Anh ctia né sé la
Re(e‘wl) >—-—R= Re(e_wﬂ) >—R
w |wl?

= Re(ew) > —Rjwl|?,
va do do

2R|w|* + 2Re(ew) > 0

=|w|® + 2Re(£w) + L > L
2r") T AR T AR
e |2 1 e ¥ 1
j’“ 2R | 4Rz "‘H orR |~ 2R’




152 Chwong 2. Ham chinh hinh

D6 1a phan ngoai hinh tron. Phép anh xa nita mit phang Re(e™%2) > R > 0

dwoc xét twong tu. O

Nhan zét 2.4.1. Trong moi trwong hop, diém a dwoc 4nh xa thanh diém 1/a.

Diém nay thuoc anh hinh tron S(a, R) cling véi mot 1an can nao d6 clia né.
Dinh 1y 2.4.5. Anh za phan tuyén tinh bién mién thanh mien.

Chitng minh. Gid stt B 1a mién, w = o(z) 14 4nh xa phan tuyén tinh, D =
p(B).

1. Chitng minh D 1a tap hop méd. Véi moi wy € D, ton tai duy nhat
diém zy € B sao cho op(z9) = wy. Gia st U(zg) C B 1a lan can clia diém 2
(hinh tron véi tam zp néu zp # oo hodc phan ngoai hinh tron néu zp = o).
Khi d6 theo dinh 1y 2.4.4 ta c6 ¢(U(z)) 1a “hinh tron” chita diém wy cling
véi mot 1an can nao d6 cia né. Nhuw vay wy 1a diém trong ctia D va do d6
D la tap hop mé.

2. Chitng minh D la tap hop lién thong. Vi B la tap lién thong nén tir
dinh 1y 2.4.1 suy ra rang D 1 tap hop lién thong.

Nhw vay D la tap hop mé lién thong, nghia la: D 14 mot mién. 0

Dinh 1y 2.4.1, 2.4.2 va 2.4.4 14 nhirng tinh chit dic trieng cla dnh xa
phan tuyén tinh.

Ngoai tinh bo gidc va bdo toan dwong tron, nhém cic dang cau phan
tuyén tinh con c6 nhitng bat bién khac nira.

Déang cau phan tuyén tinh (2.51) chita ba tham s6 phitc 13 ty s6 ctia ba
trong bon hé s6 a,b, ¢, d v4i hé s6 thit tw (# 0). Cdc tham s6 nay dwoce xdc
dinh don tri bdi diéu kién: ba diém cho trwée 2y, 29, 23 clia mat phang phitc
(2) bién thanh ba diém wy, ws, w3 clia mit phang phite (w). Dieu dé dwoc

suy ra tir dinh ly sau day.

Dinh 1y 2.4.6. Ton tai dang cdu phdn tuyén tinh duy nhdt bién ba diém
khdc nhau z1, 29, 23 € C thanh ba diém khdc nhau w1y, We, W3 € C tiwong wng.
Dang cdu dé dvoc xdc dinh theo cong thitc

W—wy w3—Wwy  Z—Z21 23— 2

= : (2.53)

w— Wy W3 — W Z— 29 23— 21
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Chatng minh. 1.Tinh duy nhdt. Gia sit ta cé hai dang cdu wy(z) va wo(2)
thoa man céc dieu kién cta dinh ly. Gid stt G(w) 1a 4nh xa ngwoc clia wo(2).
Ta xét anh xa ([wi(z)]. D6 1a mot dang cau phan tuyén tinh. Dang ciu

N 7 oA N N \
nay c6 ba diém bat dong z1, zo va 23 vi

wy(zg) = wg, k=123,
@(wk) = Zk, k = 1,2,3.

s az+b
Do dé dat = thi
o d6 néu dat (owq(2)] il
azr +b
= k=1,2,3
CZk—i-d Zky ) Sy 9y

hay la
czi+(d—a)z,—b=0, k=123

Da thitc bac hai & vé trdi chi c6 thé ¢ ba nghiém khac nhau (z; # 29 # 23)
khi moi hé s6 ctia né déu bang 0, titc la a = d, b = ¢ = 0 va Gwi(2)] = 2
hay 1a w(z) = wa(z).

2. Dang cdu phan tuyén tinh thoéa man dieu kién cia dinh 1y dwoc xic
dinh theo cong thite (2.53). That vay, gidi phwong trinh (2.53) doi v6i w
ta thu diroc ham phan tuyén tinh. Ngoai ra khi thé cap z = z; va w = w;
vao (2.53) thi ca hai vé clia (2.53) déu bang 0. Thé cip 2z = 23 v w = w3
vao (2.53) ta thu dwoc ca hai vé déu bang 1 va cudi cing, thé cip z = 29 va

w = wy ta thu dwoc ca hai vé déu bang oo. O

Trong hinh hoc, biéu thitc

Z— 21 R3— X1

\ =

2 — 2y 23— 2o

. N . . \ o \
dwoc goi 14ty s6 phi diéu hoa ciia bon diém z, 21, 2o va 23.
o A Y N N N \ v \ M
Néu bon diém z1, 29, 2, 23 ndm trén mot dwong tron (hodc dwdmg thang)

thi ty s6 phi diéu hoa 14 mot s6 thwe. That vay
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a) Néu céc diém 21, 29, 2, z3 nam trén dwong thang ¢ = ( + te'®, —oo0 <
t < oo taco z = CO -+ tlem, 2o = CO -+ tgem, z = CO -+ toem, zZ3 = CO + tg@m
va tir do

Z— 21 R3— 21

(21, 22,2, 23) = :
Z — 29 23— 29
Cto—t ls—t

= : e R.
to—to T3 — 1o

z o N A N \ s
b) Néu céc diém z, 21, 22, 23 ndm trén dwong tron ¢ = (o + re, r > 0,
0<t<2m tacdz = o+ e, 2o = (o +1e™?, 23 = () +1re? va tir d6 ta

’

CO

eiQOO — eiﬁol eiQOS — eiﬁol

Z1,R2,2,23) = — - L -
( 1 <2, < 3) evro — elP2 evrs — eglp2

e

jeater jP0=¢1 _;P0=¥1 je2ten 83—l _;$3=01
2 e 2 — 2 e 2 e 2 —e 2

jeotes [ o0l _jeozer| T ertes [ e3—en ;32
el 2 el 2 —e 2 el 2 2 —e 2

sin LA ) sin L
= g : g c R.
sin Yo~ P2 sin LI
2 2

Tir dinh 1y 2.4.6 ta it ra mot tinh chit quan trong nita ctia dang cau
phan tuyén tinh.

Hé qua 2.4.1. Ty s6 phi dicu hoa la mét bat bién cia nhém cdc dang cdu
phan tuyén tinh.

Pinh nghia 2.4.2. 1. Hai diém 2 va z* dwoc goi 1a déi ztng véi nhau qua
duwong tron T = {|z — 20| = R} C C néu ching c6 cdc tinh chat sau:

a) z va z* cling nam trén mot tia di tir 2o;

b) |z — 20| - |2* — 20| = R%.

2. Moi diém trén dwong tron I' diroc xem 1a d6i xitng véi chinh né qua
I.
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Tir dinh nghia 2.4.2 suy ra rang céc diém déi xitng qua dwong tron I lién
hé v4i nhau bdi hé thike
R2

zZ — 20

w = zg +
That vay, tit biéu thitc vira viét suy ra
lw — 20| |2 — 20| = R?
va
arg(w — z9) = arg(z — 2¢).

Trong hinh hoc so cdp ta biét rang hai diém z va z* déi xitng véi nhau
qua dwong tron I' khi va chi khi moi dwong tron v € C di qua z va z* déu
truc giao voi I

Ta ¢6 dinh 1y sau.

Dinh 1y 2.4.7. Tinh déi mitng twong ho gitta cdc diém la mot bt bién cia

nhém cdc ddang cdu phan tuyén tinh.
Chitng minh. Két luan cta dinh 1y diroc suy tit dinh 1y 2.4.2 va 2.4.4. O

Tir su bat bién ctia tinh ddi ximg gitta cdc diém suy ra rang trong truong
hop khi dwomng tron bién thanh dwrong thang, tinh déi xing trung véi khéi
niém doi xitng thong thwong.

Ta minh hoa viéc &p dung tinh bat bién ctia cac diém d6i xing qua dang

cau phan tuyén tinh bang cic dinh ly sau day.

Pinh ly 2.4.8. Dang cdu phan tuyén tinh bat ky bién nika mdt phang trén
lén hinh tron don vi déu cé dang

Nz —
€z>\

— . Ima >0, (2.54)
z—

w =

trong dé X\ € R la s6 thuc tiy 1.
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Chatng minh. Gia st dang cdu phan tuyén tinh w = w(z) dnh xa mra mat

phang trén Im z > 0 1én hinh tron {|w| < 1} sao cho w(a) =0 (Ima > 0).
Ta nhan xét rang diém w = 0 va w = oo sé& twong ng véi cac gid tri lien

hop clia 2z, do d6 ¢ # 0 (vi néu ¢ = 0 thi diém oo sé twong ng véi diem oo).
Céc diém w = 0, w = oo sé twong ng véi cac diem —= va ——. Do d6

a c
Lo s ... b d _ . az—

co the viet —— =a, ——=avaw = — — -

a c cz—a
Vi céc diem cua truc thwe ¢6 anh nam trén dwomg tron dom vi, tire la

|lw| =1 khi z = x € R, cho nén

=N
cr—al lel
aF_a

vd a = ce”. Nhu viy w = e

zZ—«
Ta chitng minh rang d6 1a dang cau phai tim. That vay, néu z = 2 € R
thi hién nhién |w| = 1. Néu Imz > 0 thi z gin o hon so véi @ (tire 1a
|z —a| < |z—al) vado dé |w| < 1. O

Nhan xét 2.4.2. Trong anh xa (2.54) géc quay ctia cdc diromg cong tai diém
a 1a bing \ — g Wi tir (2.54) ta ¢6

argw'(a) = X — g
Pinh 1y 2.4.9. Dang cdu phan tuyén tinh bat ky bién hinh tron
{|z| <1} lén hinh tron {Jw| < 1} déu ¢d dang

N (2.55)

w=e —
1—az’

trong dd |a| < 1, X € R la s6 thwe tiy 1.

Chatng minh. Gia st dang cau phan tuyén tinh w = w(z) bién hinh tron
{l]z] < 1} 1én hinh tron {|w| < 1} sao cho w(a) = 0 (Ja| < 1). Theo tinh
chat bdo toan diém ddi xing, cic diem w = 0, w = oo twong tng véi cac

diém lién hop 2z = a va 2 = —, |a| < 1. Do dé:
a

1
——=a, ——=—=, o<1,
a
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va

w= — = —
1 c az—1
Z— =
Q
ao z —
c 1—az

Vi cdc diém ctia dwong tron don vi phai bién thanh cdc diém cia dwong
tron don vinén |w| = 1khi |2/ =1. Viz-Z=|2|? nén 2z = 1 khi |z| = 1. Vi
s0 1 —az va 1 — oz lién hop véi nhau va |1 —az| = |1 —@z| nén néu |z| =1
thi

1—az|=|1—az| |z| =]z —azz| = |z — a.

Do dé khi |z| =1 thi ta c6:

Z—Q

_):1.
1—az

Nhung khi dé |w| = 1 cho nén ’@’ —1va 2o e, X € R. Nhu vay ta
c

thu dwoc (2.55). ‘
Ta can chitng minh rang dé 1a dang cau mudn tim. That vy néu z = e
va a = rie’ thi
¢ _ el —if

= A A 1.
’ 1 —rie . et

B ’1 — riefe B
= remiBeif |

|w
Néu z = re? (r < 1) thi

|z —al* — |1 —@z|*> = 7% — 2rrycos(0 — B) + 17 — (r3r? — 2rircos(8 — 3) + 1)
=(r?*-1)1-7?)<0

vado dé |z —al? — |1 —az? < 0va |w| < 1. O

Nhan xét 2.4.3. Vi

dw N
— =e'—F0, <1,
(dZ )z:oc € 1— |Oé|2 |04|
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cho nén vé mat hinh hoc A bang géc quay clia 4nh xa (2.55) tai diém «:

A= [arg %La

T cong thite (2.55) ta con rut ra hé thirc
(=
dz

N 7’ A o~ A . o S .« A N N .
va do d6 do gian dan dén oo khi diém o dan dén bién ctia hinh tron don vi.

) B 1
Z=x N 1— |Oé|2

Nhan zét 2.4.4. Phép dang cdu bién hinh tron {|z|] < R} lén hinh tron
{lw| < R'} ¢6 dang

N 2 —
w = RR/€Z>\_72,
az — R

la| < R,\ € R.
Vidul. Giase Uy ={|z| <1}, Us={|z—1| <1} va D =U; NU,. Tim
dang cau bién mien D lén nita mit phang trén.
Gidi. Giao diém ctia céc cung tron gi¢i han mién D 1a cac diém sau:
1 V3, V3
i— i— -
2 2

n 1
a=— a* = —
2 ’ 2

Gia st cung tron di qua diém z = 1 dwoc ky hiéu 1a 6; va cung tron di
qua diém z = 0 14 §,. Ta 4p dung cdc anh xa trung gian sau
1. Anh xa

- 2 2
o)
2=z +i—=
272

bién mieén da cho D thanh mot géc trong mat phang z; véi dinh 1a 2, = 0.

. : . . s _ sy 2w
Vi goc gitra hai cung tron d; va ds tai cac diém a cting nhw a* déu bang 3
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soo2m PR
nén do mdé cua goc vira thu dwge bang 3 De dang thay rang

V3
2(1) = 2 2 L Y3
1 V3 2 2
1= (5+5%5)
21(0):—%—2'?

va do d6 géc - anh thu dwoc c6 canh di qua diém z;(1) va 21(0). Ta ky hiéu
gée dé ka D(z).

2. Anh xa quay 2, = e 3 2; bién géc D(z1) thanh géc c6 mot canh trung

V3

véi phan dwong ctia truc thiee, con canh kia di qua diém 3 + 27 .
3/2

3. Anh xa can tim c6 dang w = 2z,
< e 06 d6 me 2t 3 ')
2l
goc cOdo mo — o =
Hop nhét 1) - 3) ta thu dwoc

<2z—1—|—i\/§)3/2
w=—|———
22— 1—iV3

va hién nhién d6 chi 14 mot trong cdc ham thwre hién d4nh xa phai tim.

Vi du 2. Anh xa mien D 1a géc {0 < argz < 73,0 < 3 < 2} véi nhat
cat theo mot cung clia dwong tron don vi tir diém 2z = 1 dén diém z = 7,
0 < o < 3 (hdy vé hinh) 1én nita mat phang trén.
Gidi. Ta st dung cac d4nh xa trung gian sau day
1. Anh xa z = 2% bién géc da cho thanh géc D(z) ¢6 dd md bing =
v6i nhét cdt thuoe dwong tron don vi di tir didm z = 1 dén diém z = €'7™.
2. Anh xa phan tuyén tinh
21— 1
z1+1

Z9 =

bién mién D(z;) thanh nita mat phang trén véi nhat cat theo truc 4o tir goc

toa do dén diém itg—n. Ta ky hiéu midn anh d6 1a D(z.).

26
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3. Anh xa z3 = 25 bién mién D(z) thanh mit phang véi nhét cit theo

( — tg? %W oo) C R. Ta ky hiéu mién thu dwoc 1a D(z3).

Hién nhién ham can tim c¢6 dang

t gm_1 t
w = Z3+g Zl/ﬂ‘i_l +g2/3
Dé két thiic tiét nay, ta chitng minh rang dnh za phdan tuyén tinh (2.51)
b A 9 v A A ’ 7 . \ J N
w = L—l—i—_d’ ad—bc # 0 bién nta mdt phang trén 1én chinh nd khi va chi khi
cz

moi hé s6 a,b,c,d deu la nhitng sé thwc thda man diéu kién ad — be > 0. Gia
stt 4nh xa (2.51) bién nita mat phang trén 1én chinh né. Ta xét ba diém khéc
nhau 21, 23 va 23 clia truc thue trong mit phang z. Anh ctia ba diém nay la
nhitng diém bién clia nira mit phang Imw > 0, tikc 1a cdc s6 wy = w(z),
k =1,2,3 1a nhitng s6 thwe. T d6, ta thu dwwoc hé phwong trinh véi cde hé
s6 thue dé xéc dinh a, b, ¢, d. Do d6 véi s chinh xdc dén mot thira sé ndo dé
tir hé phwrrong trinh tuyén tinh vira thu dwoc dé dang suy ra rang cdc hé s6
cua (2.51) déu la thwe. Viw = u+iv, 2 = x +iy nén khi y > 0 ta cé v > 0.
Thay w = u+ v, z =  + iy vao (2.51) ta ¢

_ y(ad — be) .
(cx + d)? + (cy?)

T do6 suy ra ad — be > 0.
Ngwoc lai, néu céc hé s6 a, b, ¢ va d déu thwe thi truc thiee ctia mat phang
(z) dwoc 4nh xa lén truc thue ctia mit phang (w) va vi ad — be > 0 nén mia

mat phang trén diroc dnh xa lén nita mat phang trén.

2.4.2 Anh xa w=¢* va z = logw

Néu cho trwéde mien D va ham f € H(D) thi ta khong thé tim ngay mot
thuat toan cho phép tim anh D* ctla mién D qua 4nh xa f.

Dai v6i cac dwong cong sw viée ¢6 gian don hon. That vay néu z = z(t)
14 phwrong trinh ctia dwomg cong trong mat phang z thi phwong trinh cta

dwong cong - anh 1 f[2(¢)]. Do d6 dé kho sat anh ctia mot mien cho trirée
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tot hon ca 1a tién hanh nhiwr sau: ta chon mot ho dwong cong “phtt” mién da
cho va tim 4nh ctla ho dwong cong d6. Tat nhién, viéc chon ho dirdng cong
dwoc xdc dinh bdi dang cu thé ciia ham da cho va mién da cho.

Bay gio ta 4p dung phwong phap dé dé khdo sat mot s6 ham so cap.

Daéi véi anh xa w = €* va 2z = logw ta da c¢é dip dé cap dén trong chwong
I1. Ta Iwu ¥ rang 4nh xa w = e* don diép trong mién D nao d6 khi va chi khi
mien nay khong chita nhitng ciap diém khac nhau z; va 2, lién hé véi nhau
bdi hé thire

21—22:2/€7T’i, keZ.

Pinh ly 2.4.10. Vi s6 nguyén n bit ky (n € Z) ham w = €* dnh za bdo
gidc bang vo han

D, ={a+2nm <Imz<b+2nm,b—a<2r}, ne’ (2.56)
lén goc
A = {a < argw < b}. (2.57)

Ham z = logw dnh xa bao gidc goc A = {a < argw < b} lén mot trong
cdc bang vo han D,, (sé n dwoc xdc dinh béi cdch chon nhdnh chinh hinh

ctia ham légarit trong goc A).

Chitng minh. 1. Dé chitng minh ph#n thit nhat ta xét ho cic dwomg thang
song song va&i truc thue:

{M={ z=zr+ia,0 e R}, —o0<z<+00.
Anh ctia cdc dwong thang nay qua anh xa e* ¢é phwong trinh la:

w ="t =" " = (dit ¥ = 1)

=t acR, 0<t<oo.

Hién nhién rang w = te' 1a phwrong trinh cla tia {argw = a}.
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Bay gio ta cho « bién thién lién tuc tir a+2n7 dén b+2nm. Khi dd, dwong
thang A sé quét hét bang Dy v tia anh cia dwong thang A ciing sé quay lién
tuc ngroc chieu kim dong ho tir vi trf argw = a dén vi trf argw = b. T d6
suy ra anh cta bang (2.56) véi b —a < 27 la goc (2.57).

2. Ta chitng minh phan thit hai cia dinh 1y.

Ta dit w = re®. Khi dé mot trong céc gid tri clia 2 sé 1a: log r+i(p+2nm),

n € Z. Do db tix z = x + iy suy ra
x = logr,
Yy =@ +2nm.

Khi r bién thién tir 0 dén oo thi z bién thién tir —oo dén +oo. Do dé
néu b — a < 27 thi nhu ta da biét ham logw cé thé tdch nhanh chinh hinh
trong géc a < argw < b va mo6i nhanh nay sé 4nh xa bao gidc géc (2.57) lén

bang D,, twong tng nao do. O

Nhin zét 2.4.5. Khi dnh xa bang a < Imz < b 1én géc clia mat phang w thi
mot phan ctia mat phang w sé dwoc phi nhiéu lan néu b —a > 27 va lic nay

anh xa khong don diép.

Bay gio ta xét anh clia cdc dwong thang song song véi truc do. Phuong

trinh ctia nhitng dwong thang nay cé thé biéu dién dwéi dang
Aiz=c+1iy, —oo<y<o0.
Tt d6 rit ra anh ciia A qua éanh xa e® ¢6 phwong trinh

ez _ ec—i—zy — ec . ezy.

er = ;. —00 <y < oo.

Hién nhién dé 1a phwong trinh ctia dwong tron
{lw] = e}

dwroc vong quanh nhieu lan. Moi doan thang cé do dai 27 sé twong tng véi

mot 1an vong quanh day dd. Tt dé ta mit ra
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Dinh 1y 2.4.11. Véi sé nguyén n € Z bdt ky, ham w = e* dnh xa bdo gidc
hinh chw nhat

R={c<Rez<d,a+2nm <Imz<b+2nm,b—a <27} (2.58)
lén hinh quat vong
Q= {e <|w| < e a< argw < b}. (2.59)

Ham z =logw dnh za bio gidc hinh quat vong (2.59) lén mot trong cdc
hinh chie nhat (2.58) (s6 n dwoc xdc dinh béi viéc chon nhdnh chinh hinh

cta ham légarit trong hinh quat).

Vi du 3. Anh xa bing vo6 han ndm ngang {0 < y < 27} v6i nhét cit
{—oo <z <a,y=H} lén bang {0 < v < 2H} (hinh II.1)

Hinh I1.1
Giai

1. Ham z; = e™*/2H

anh xa mién da cho lén nita mit phang trén véi nhat
cat theo doan truc 4o [0, bi], b = e™/2H_ Ta ky hiéu mién thu dwoc 1a D(z;).
2. Ham 2y = /27 + b2 = Vem™/H + ema/H 4nh xa mién D(z;) 1én mira mit

phang trén.

Ham 4nh xa can tim c¢6 dang

2H H
w=—1Inz = —ln[e”z/H + em/H].
T T
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Vi du 4. Anh xa mién giéi han bdi dwdng tron don vi va deong thing A
tiép xtic v6i dwong tron tai diém z = i 1én nira mat phang trén.

Gidi ,

1. Ham z; = z+z bién diém chung ctia dwong tron va dwong thang A
thanh diém z; = oo. Tir tinh chat bao toan dwong tron va tinh bao gidc ctla

4nh xa phan tuyén tinh suy ra anh ctia mién D(z) 14 bang vo6 han:
D(z1) ={0 < Rez < 1}.

2. Ham zy = 7z; 4nh xa bang D(z1) thanh bang D(z3) = {0 < Rezy <

T}

3. Ham z3 = ¢™/2

29 quay bang vira thu dwoc thanh biang nim ngang
D(Zg) = {O <Imzg < 7T}.

Tir d6 dé dang suy rang ham

w = 623 = eﬂ—zz—z
la 4nh xa phai tim.
2.4.3 Ham Jukovski
Ham
= 1( + 1) (2.60)
w= gz . )

dwoc goi 1a ham Julovski. Ham nay chinh hinh tai moi diém z # 0, co; trong

do
dw 1 <1 1 )
dz 2 z2
va c6 cuc diém don tai cdc diém z = 0; co. Do dé ham Jukovski don diép

tai moi diem z # 41 vi w(z) # 0 khi 2 # 41 va khong don diép tai diém
z==£1.
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Ta lwru y rang ham Jukovski don diép trong mién D nao dé khi va chi khi
mien D khong chita nhitng cap diém khéc nhau z;, 2, lién hé véi nhau bédi
déng thitc 212, = 1.

1

Ta nhan xét rang vi w(z) = w(—) nén anh cta mién D va mién D =
z

1 N
{t =—-:z€ D} la trung nhau. Deé khao sat anh xa (2.60) ta xét céc ho
z
dwong cong la: ho cic dwong tron {|z] = r} va ho céc tia {argz = ¢}.
Dau tién ta tim anh cia ho dwomg tron.

Ta dit 2z = re, w = u + v va thu dwoc

1 . 1 .
u+iv = 3 <re“9 + —6_2‘9),

,
hay la
1 1
u= 5(7‘—1— —) cos 0
. (2.61)
(= 7)snd
= -(r——)sin
v=g\r S
Ta xét dwong tron
v(p) = {z=pe’,0 <0 <2r}, (2.62)

(p > 01a 86 c6 dinh). Tir (2.61) suy ra rang qua dnh xa Jukovski, anh cta

dwong tron (2.62) 1a elip

(2.63)

vGi cac ban truc la

va véi céce tiéu diem 1a w = 1 (vi a®(p) — b*(p) = 1). Béng cach khir tham
s0 0 tlr phwong trinh (2.63) ta thu dwoc dang chinh tic ctia phwong trinh
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elip

p#1. (2.64)

1
1. Truong hop 0 < p < 1. Vi khi p < 1 dai lwong r — — < 0 cho nén tir

r
(2.63) suy ra rang khi vong quanh dwomg tron v(p) theo hwéng dwong thi
elip twong tng trong mit phang w sé chay theo hwéng am. That vay khi
0<9<gtacéu>0\f§agiémtfra(p) dén 0, con v < 0 va gidm tir 0 dén
—b(p). Khi g < 0 < thi u tiép tuc gidm tir 0 dén —a(p) con v tang tir —b

~ . 37T v N ~ N v N ~ e
den 0. Khinw <t < > u tang tr —a den 0, con v tang tr 0 den b; cuoi

ciing khi s <t < 27 ta cé v tang tir 0 dén a, con v gidm tir b dén 0.

2. Trwong hop r > 1. Trong trwong hop nay hwémg cua dwong tron
(2.62) va elip - anh ctia n6 trong mat phang w la tring nhau va chay theo
hwéng dwong.

3. Truwong hop r = 1. Trong triwvong hop nay dwong tron {|z| = 1} clng
bién thanh elip véi céc ban truc a(p) = 1, b(p) = 0 nghia la bién thanh nh4t
cat [-1,+1] C R.

Bay gio ta xét cac tia

z=re 0<r<oo (2.65)

(e 14 86 ¢6 dinh). Qua dnh xa Jukovski anh cua tia (2.65) la dwong cong

1 1
u = —<7’—|——) COs @,
r

1< 1) !
V=—|\T— —)sinca.
r

Béng cdch khit tham s6 r tir (2.66) ta thu dwoc

0<7r<+00 (2.66)

u? v?

km
oo o =1, a# 5 keZ. (2.67)

Durong cong (2.67) 14 dwong hypecbon véi tiéu diém tai w = £1, dé dang

chitng minh rang céc cap dwong kinh déi xitng véi nhau qua céc truc toa do
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(lap nén tir cdc ban kinh
z==r(cosatisina), 0<r<1)

dwoc d4nh xa thanh cdc hypecbon khong ké dinh, véi tieu diem 41 va céc
bén truc |cosal, |sinal.
Khi @ =0 ta cé

_ ! +1) —0 (0<r<1)
u-2<r ) v= <r )

Do d6 4nh ctia dirdong kinh ndm ngang ctia hinh tron don vi 14 khodng vo
han cta truc di tir diém —1 dén diém +1 qua oo.

Khia:gtacé

1/1
u =0, ’UI——(——T), 0<r<l.

Tt d6 dé dang suy ra anh ctia dwong kinh thang ding 1a toan bo truc o
trir gée toa do.

Hién nhién ring qua anh xa Jukovski hai ho dwomg cong (2.64) va (2.67)
truc giao véi nhau do tinh bao gidc ciua anh xa (2.60).

Ta ¢6 dinh 1y sau day:

Dinh ly 2.4.12. Ham Jukovski w = %(2 + %) :
1. Anh za dwéng tron {|z| = p} thanh elip (2.64) 0 < p < 1.
2. Anh za bdo gidc hinh tron don vi {|z| < 1} lén toan b6 mdt phang
ddng trir nhdt cat theo doan [—1,+1] C R.
Chitng minh. 1. Dieu khang dinh thit nhat 1 hién nhién.
2. Via(p) = %(p—i— %), b(p) = —% <p— %), nén nhw ta da néi & trén elip
(2.64) chay theo hwéng am khi vong quanh dwong tron theo hwéng dwong.
a) Khi p — 0 ta ¢6

lima(p) = oo, limb(p) = oo,
p—0 p—0

lim(a(p) — b(p)) = lim p = 0.

p—0
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T d6 suy ra rang khi p — 0 thi cdc elip to dan ra va tron dan lai.
b) Khi p — 1 —0 ta c6

Jim alp) =1, lim b(p) = 0.
Tir d6 suy ra rang céc elip anh co - det dan thanh doan [—1,+1] C R.
Ta xét suw twong ing gitta dirong tron don vi va cdc b ctia nhat cit
[—1,+1].
Khir—-1-0va0<f<mthiv— —0. Khir—>1—-0van <6< 2,
ta c6 v — +0. T d6 suy ra rang nira dirong tron trén bién thanh bo dwdi

ctia nhat cit, con mta dirdong tron dwedi bién thanh bo trén. O

Pinh ly 2.4.13. Ham Jukovski (2.60) dnh xa bdo gidc phdn ngodi cia hinh
tron don vi lén toan b6 mdt phang w véi nhdt cdt theo doan [—1,+1] cia

truc thuc.

Chitng minh. Hién nhién dieu két luan ctia dinh 1y c6 thé suy ngay tir cho 1a

w(z) = w(l)

z
Phép chitng minh triee tiép dwroc tién hanh nhw sau. Ta xét ho dwong

tron {|z| = p,p > 1}. Anh ctia ho niy qua 4nh xa (2.60) 1a nhitng elip chay
theo hwéng dwwong va véi cac ban truc la

a(p) = %(/ﬂr%), b(p) = 5(/)— ;)-

a) Khi p — 140 tacé
lima(p) =1, limb(p) =0.

Do dé céc elip (2.60) co - det dan thanh doan [—1, +1]. Ta xét sy twong tng
gitta dwromg tron va nhat cit [—1,+1]. Khip — 1+0, va 0 < 6 < 7 ta cb
v—+0vakhip—-1+0vanr<<2rtacdév— —0.

Tir d6 mit ra két ludn: mia dwong tron trén bién thanh bo trén ciia nhat

cat va mira dwomg tron dwdi bién thanh bo dwdi ctia nhat cat [—1, +1].
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b) Khi p — oo ta ¢
lima(p) =00, limb(p) =0

i = iml =
lim[a(p) — b(p)] =1 , =0

Do dé céc elip - anh to dan ra va tron dan lai. O

Nhan zét 2.4.6. Tai cac diém z = £1, 4nh xa Jukovski khong bo gidc. That
vay tir (2.60) ta c6

+

€
Z(z

2 2
- (Z ) (2.68)

) 2P+ 1-2z
) _z2+1+2z

1
w—1 5
w+1 1

}—‘+

Bay gio ta dat
z—1 9 14w

a— =% w=——. 2.
S w= we (2.69)

(=

Tir d6 ta suy ra rang d4nh xa Jukovski 1a hop ctia ba 4nh xa (2.69). Anh xa
thit nhat va thit ba bao gidc khip noi trén C, 4nh xa thit hai khong bdo gidc
tai diem ¢ = 0 (twong ing véi diém z = 1) va tai diém ¢ = oo (twong ting

véi diem z = —1).

Bay gior ta xét dnh xa ngwoc véi dnh xa Jukovski. Giai phwong trinh

(2.60) déi véi z, ta tim dwoc
z=w+Vuw?—1
nhw vay ham
w=z+vV22-1 (2.70)

\ \ . s N . N N N N . X . oA ~
1& ham ngwoc déi véi ham Jukovski. Ham nay 1& ham da tri: moi diem z sé

twong img véi hai gid tri wy va ws lién hé véi nhau bdi hé thite

wiWe = 1.
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Trong mién D = C \ [~1,+1] ham (2.70) c¢6 thé tach thanh hai nhanh
chinh hinh: mot nhénh sé dnh xa bao gidc phan ngoai doan [—1, +1] lén phan
ngoai hinh tron don vi, con nhénh kia dnh xa phan ngoai doan [—1,+1] lén
phan trong ctia hinh tron don vi.

Ta nhan xét rang hai nhanh chinh hinh vira néi trén day khong thé dwoc
dac trung bdi dau cia can thite. That vay, ta xét nhanh thit nhat: nhénh
d4nh xa mien D = C\ [~1,+1] lén phan ngoai hinh tron don vi. Tai diém
z = 216 nhan gi4 tri (24+/3), va tai diém z = —2 né nhan gia tri —(2++/3).

Vi du 5. Anh xa ma mét phing trén cit bé mia trén ctia hinh tron don vi

va tia { = 0,y > 2} lén m¥a mit phang trén (hinh I1.2).

Hinh I1.2

Gidi. Ta st dung cac dnh xa trung gian sau day
1. Ham

1 1
a=3(:+2)
dnh xa mien D(z) lén mta mat phang trén trir nhat cit theo truc do di tir
Zz’. Ta ky hiéu mién nay 1a D(z).
2. Ham z, = 2? 4nh xa mién D(z;) 1én toan bo mit phang 2, trir nhat
cat (— 00, — ) ) va [0,00). Ta chi mién thu dwoc 1a D(23).

16
2 +9/16

3. Anh xa phan tuyén tinh z = bién mién D(z5) thanh mién
%)
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D(z3) = C\ R*. Tir céc 4nh xa 1) - 3) suy ra rang:

B VAA+ 1722+ 4

w:\/g_

2(22+1)
) 22 2
Vi du 6. Anh xa phan ngoai elip % + 6= 1 lén phan ngoai hinh tron don

vi.
Gidi. Ta sir dung cdc d4nh xa trung gian sau day:

1. Vi elip da cho c¢6 tiéu diém tai cdc diém
c==+v25—16 = £3,

NP N , FANEN . PN )
nén dau tién ta dung anh xa z; = 3 va thu dwoc elip véi tieu diem +1.
2. Ham 29 = 2z; + \/z% — 1 anh xa hinh elip vira thu dwoc lén hinh tron

{I22] < 3}. .
3. Anh xa dong dang w = 32 cho ta anh ctia mién vira thu dwrgc 1a hinh

tron don vi. Nhw vay 4nh xa can tim 1a

24+v22-9
3

w =
Vi du 7. Anh xa hinh quat Q = {|z| <l0<argz < E} trong d6 n € N
n
lén chinh né sao cho cac doan
{|z] < argz =0}, 0 < <1}
va
s
{lz| L vyargz =~ .0 <a <1}
n

bién thanh doan ban kinh twong ttng.

Ta st dung cdc dnh xa trung gian sau:

1. Ham z; = 2" 4nh xa hinh quat @ lén mira trén ctia hinh tron don
vi. Doan bén kinh [0, a] bién thanh doan [0, "], doan [0, ae’™"] thanh doan

0, —a™].
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2. Ham 2z, = %(22 + Z%) bién mién vira thu dwoe thanh nita mat phang
dwdi va doan [—a™, a”] bién thanh phan bién tir —%(a” +a™") dén %(04” +
a™") di qua oo. Ta ky hiéu phan bién dé 1a A(«).

3. Ham ngwoc cia ham Jukovski z4 = z3 + /2% — 1 bién mién vira thu
dwroc 1én nika trén cta hinh tron don vi va dwong kinh nam ngang 13 anh
ctia phan bién tir —1 dén +1 (qua oo).

Anh xa hop trong két qua bing

w=(a" + of”)_l/”\/z” — 24 /(2" 22 — (" a2,

2.4.4 CAc ding cdu so cidp khac

Céc dang céu so cap dwoc nghién citu trong 2.4.1, 2.4.2 va 2.4.3 mang lai
cho ta mot du trit cuc ky quan trong cc dnh xa co ban. Nho céc dang cau
nay ta cé thé xay dung cdc anh xa thirc hién bdi cic ham so cap khac. That
vay, khi biét cdc 4nh xa w = f({) va ¢ = ¢(z) ta sé biét ca dnh xa f[p(2)]
(phép hop cac dnh xa).

Anh xa so c¢ip co ban bat ky déu ¢6 thé bidu didn dwéi dang hop mot 6
nao do cac anh xa ma ta da nghién citu trong 1. 2. va 3. That vay, ta xét
cdc d4nh xa so cap thwe hién bdi cdec ham lwong gide sau day:

1. Ham w = cos z. Theo dinh nghia ta c6

Cos z = %~ (2.71)

Anh xa nay 1 hop cta ba 4nh xa

a)( =iz; b)w=¢e% ¢)w= %(w + i), trong dé moi 4nh xa trung gian
deu da dwoc khao sat & trén.

Gid sit qua d4nh xa a) anh ctia mién D 1a mién D;, qua énh xa b) anh
cia mién D; 1a Dy va qua énh xa ¢) anh clla mién Dy 1a mién D*. Anh xa
a) don diép khap noi, &nh xa b) don diép trong mién D; khi va chi khi D,

khong chita nhitng cap diém ¢; va ¢, lién hé véi nhau bdi hé thire

G — G =2kmi, keZ
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hay la
21—22:2/€7T, keZ.

Anh xa ¢) don diép trong mién Dy khi va chi khi Dy khong chira nhirng cap

diém lién hé v6i nhau bédi hé thite
wiwy = 1,
hay 1a D khong chita nhitng diém ma
o . pit — pilzaitz)
titc 1 D khong chita nhirng diém ma
21 + 29 = 2k

Tir d6 suy ra rang énh xa (2.71) don diép trong mién D nao dé khi va chi
khi mién D khong chita nhitng diém ma z; — 25 = 2km, hoiic 2 + 2z = 2km.

2. Ham w = sin z. T hé thirc
inz = oos (- 3)
sinz=cos (z— =
2

N z . z yad . ’ . ~ v
suy rang anh xa w = sin z khéac v4i 4nh xa cos z bdi phép dich chuyén mat
<
phang z.
4 . ~ 4 N1 R . X , , ~ N ,
Anh xa w = sin z cing ¢6 thé biéu dien qua cdc anh xa da nghién ciru &

trén. Ta biét rang, theo dinh nghia

. ot _ iz
sinz = ———— (2.72)
va do d6 4nh xa nay 14 hop cia bon dnh xa:
a) z1 =1iz; b) zo =e€*; ¢) z3 = —izy; d) w= %(23 + Zig) = sin z,
trong d6 moi dnh xa vira viét déu da dwoc nghién citu.
3. Anh xa w = tgz. Theo dinh nghia ta cé
tgz = sin = (2.73)
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va do d6 tir (2.71) va (2.72) rit ra:

eiz _ e—iz €2iz -1
tgz = —4— = —227
er? + W ez + 1

Do d6 4nh xa (2.73) 13 hop ctia ba anh xa quen biét sau day
. 29 — 1
a) z1 =21z, b) zo=¢€";¢) w= —1 .
) ! ) 2 ) Zo+1
4. Cung twong tw, anh xa w = cotg z cung la hop cia ba anh xa quen

biét 1
a) z1 = 2iz; b) z9 = €*; ¢) w = 2T

Z9 — 1 ’
z 7 . M ~ z
trong d6 moi anh xa trung gian deu da dwoc xét.
5. Ham w = 2%, o € R. Ta c¢6 2* = ™. Anh xa nay 1a hop ctia cac

anh xa trung gian sau day:
a) z1=1Inz; b) z=az; c¢)w=e>. (2.74)
Vidu: Ta tim anh cua géc
D(z)={a<argz <bb—a<2r}

qua anh xa w = z% (tic la dnh xa (2.74)).
Qua anh xa a) géc D(z) bién thanh mot trong cdc bang sau

D(z1) = {a+ 2kt < Tmz < b+ 2kr k € Z}

(s6 k dwoc xdc dinh bang viéc chon nhdnh cta logarit trong géc D(z)).
Qua 4nh xa b) bang D(z1) bién thanh bang

D(z) = {aa + a2km < Imzy < ab+ o2km, k € Z}

voi dieu kién 1a a(b — a) < 27
Do d6 qua dnh xa w = 2® géc da cho ¢6 anh la mot trong cdc goc sau

{aa + a2k < argw < ab+ o2k, k € Z}

néu b —a < 27 va a(b —a) < 27.
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2.4.5 Mot s6 vi du
Céc anh xa bao gidc da xét & trén 1a nhitng 4nh xa “mau”. Nho cdc anh xa
ds, ta cé thé tim 4nh xa bdo gidc cdc mién don gidn khic.
Vi du 8. Tim dnh xa bao gidc hinh tron {|z| < 1} 1én hinh tron {|jw| < 1}
thda man cdc diéu kién
w(z0) = wo; argw'(zp) = a.
Gidi. Ham

¢ =glz) ="

1—72Zyz
dnh xa hinh tron {|z| < 1} 1én hinh tron {|¢| < 1} va thdéa man diéu kién zq
bién thanh 0 va arg ¢'(z9) = a.
Ham
w — W

¢ = h(w)

dnh xa hinh tron {w < 1} 1én hinh tron {|¢ < 1} thdéa man diéu kién wq bién

1—@0’(1]

thanh 0, arg h/(wg) = 0. Tir d6 suy ra rang ham w = w(z) xéc dinh bdi hé
thire

w — Wy ia © T R0

1-— Wow 1-— ZoZ
sé 1& 4nh xa muon tim.

Vi du 9. Anh xa hinh quat Q) = {z ceC:0<argz < %} lén hinh tron
{Jw| < 1} sao cho cac diém z = /% v 2z = 0 bién thanh cdc diém w = 0 va
w = 1 twong &ng.

Gidi. Ham z; = 2z* 4nh xa hinh quat da cho lén nira mat phang trén
Imz; > 0. Khi d6 cdc diém z = /8 bién thanh z; = ¢™/2 = va diém 2 = 0
bién thanh diém z; = 0. Bay gio ta 4nh xa nita mat phang trén vira thu
dwoc 1én hinh tron {|zs] < 1} sao cho diém z; = i bién thanh tam cda hinh
tron
21— 1
21+ 1 .

Zgzk
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S6 k dwoc xac dinh tir diéu kién 14 diém z; = 0 bién thanh diém 2z, = 1. Dé

dang thdy rang k = —1. Tir d6 suy ra rang ham:

2 —i =2t
2241 42t

w =

14 4nh xa can tim.

Vi du 10. Tim 4nh xa phan tuyén tinh bién mién nhi lién gi¢i han bdi hai
dwomg tron v = {|z — 3| =9} va I' = {|z — 8| = 16} 1én vanh dong tam vai
tam tai diém w = 0 sao cho ban kinh ngoai ctia vanh bang 1.

Gidi. Diém w = 0 vA w = oo dong thoi ddi xttng véi nhau qua hai dwong
tron bién ctia vanh dong tam. Tir d6, theo dinh 1y 2.4.7 cdc nghich anh cia
w =0 va w = oo cling sé dong thoi déi xitng qua hai dwong tron I' va v. Ta
x4c dinh cdc nghich dnh nay. Vi tam cta I’ va v ndm trén truc thirc nén céc
diém can tim cing nam trén truc thuwe. Ta ky hiéu cdc diém ay 1a z1 va .
Theo dinh nghia 9.2 ta cé

(.1'1 — 3)(1‘2 — 3) = 81, (.%'1 — 8)(1‘2 — 8) = 256.

Giai hé phwong trinh nay ta c¢é: x; = —24, xo = 0 (hoac z1 =0, o = —24).
Mot trong hai diém vira tim dwoc can dwoc dnh xa lén diém w = 0, con diém
kia lén diém w = oo.
a) Gia stt w = 0 khi 2 = —24 va w = oo khi z = 0. Khi d6
z+24

=k 2.75
w=kt2 275

trong d6 hé s6 k can dwoc xdc dinh. Vi d4nh xa (2.75) bién diém z = 0 thanh
diém w = oo nén phan trong ctia méi dirdmg tron trong mat phang z sé dwoc
4nh xa l1én phan ngodi ctia anh twong tng. Vi~ nam trong I' nén qua dnh
xa (2.75) ban kinh cia anh dwong tron v sé 16n hon ban kinh cia anh dwong
tron I. T d6 hé s6 k can dwoc xédc dinh sao cho |w| = 1 khi z € 7. Chang

han ta xét diém z = 12 € v. Gid tri w twwong ng sé 1a

w=3k; |w|=3k=1 haylak=1/3.
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Nhw vay, trong trwong hop nay ta co:

1 z+24
w= —

o eR. 2.76
3, ¢ @ (2.76)

b) Néu ta doi héi w = 0 khi z = 0 va w = oo khi z = —24 thi cling twong
tw nhw & trén ta co:

Y 2
w= e —2_. (2.77)
z+24

Nhan zét 2.4.7. Trong diéu kién clla bai toan nguoi ta chi cho triréc ban
kinh ngoai ctia vanh tron. Ta sé chitng té rdng khi d6 bén kinh trong cling
hoan toan xac dinh.

That vay, bang cdch thé vao (2.76) hoic (2.77) mot diém bat ky nam trén
dwong tron cé anh 14 dwrong tron trong ctia vanh tron, dé dang thdy rang
ban kinh trong bang 2/3. Tir d6 suy ra rang mién nhi lién da cho chi ¢6 thé
4nh xa lén vanh tron ma ty s6 gitta ban kinh trong va ban kinh ngoai bang
2/3.

Vi du 11. Anh xa bang v6 han {0 < z < 1} v&i cde nhét cit doc theo céc
tia
1 . 1
{xzi,h1<y<oo} va {x:+§,—oo<y§h2}.
trong d6 hy < hy (Hinh I1.3) 1én m¥a mit phang trén.
Gidi. Ta st dung céc d4nh xa trung gian sau day:
1. Ham 2; = 2miz é4nh xa mién D(z) 1én mién D(z;) la bdng nam ngang

{0 < Tm 2, < 27} v6i hai nhat cat (—oo, mi — 2mhy] va [mi + 2mhy, 00).

2. Ham z; = ¢* dnh xa mién D(z;) 1én mién
D(z) = C\ (=00, —e™*™]U [e™*™2, o0].

T d6 suy ra rang dnh xa can tim cé dang

e27riz + e—27rh1
w= e27riz + e—27rh2 ’
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Vi du 12. Anh xa mien gi¢i han bdi cde dudmg tron {|z—1] = 1}; {|z—2| =
2} véi nhat cit theo doan {y = 0,2 < # < a} (a < 4) 1én mira mit phang
trén (hinh I1.4).
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Hinh I1.3 Hinh I1.4
Gidi. Ta sir dung cdc d4nh xa trung gian sau day:
4 N < . 2 <
1. 21 = il Qua &nh xa nay mién D(z) da cho c6 anh 1 bang thang
z

, 4 C i
ding {m < z < 27} v6i nhét cat theo doan [—W ,27r] Ta goi mien d6 la
a
D(21>.

2. Ham 2y = cos z; sé 4nh xa mién D(z;) 1én toan bo mat phang trir hai
nhét cit theo truc thwe. That vay, phwong trinh cta dwomg thang z = 7,
r = 27 c6 thé viét dwdi dang

Miz=m+it, —oco<t< oo

Ao z=2m+1il, —oo<t<o0.
khi 2z; bién thién trén \; thi

zl}/\l = cos(m + it) = coswcht — ¢ sin wsht = —cht.
Va do db z» vach nén nhat cat tia (—oo, 1].
Twong tw khi z; bién thién trén Ay thi
21}/\2 = cos(2m + it) = cht,

va do dé 29 vach nén nhét cit [1,00).

T do6 suy ra

47
1+ cos—
w = z .
47 A7
COS — — COS —

z a
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13 4nh xa mudn tim.

Vi du 13. Anh xa ntta mit phing trén cit bd mia hinh elip 1én nira mét
phang trén (hay vé hinh!).

Gidi. Ta st dung cdc d4nh xa trung gian sau day:

1. Him 2z = % ¢ = +v/a% — b2 bién hinh elip da cho thanh elip véi tiéu
diém 1& +1 va —1. Elip cit truc thuc tai hai diéem + va cat truc 4o
be

a2 — b2

a2 — b2

tai diém

V2402 —a?

. Z+ . . N
2. Him 29 = 21 + /22 — 1 = — bién mién vira thu dwoc
a —

lén nira mat phang trén cit bo mia hinh tron tam z; = 0 va ban kinh 1a
p__ 4 +0b

a2 _ 2
N 22 ., R N ~ B o M N
3. Ham z3 = 7 sé anh xa mién vira thu dwoc 1én nira mat phang trén

cat bd nira hinh tron don vi va

21 _z—l—\/zQ—l—b?—a?X Va2 — b2

TR 2 — 12 atb
2V —a?
a+b

4. Tiép theo ta sit dung anh xa Jukovski
1 1
) (=5+3)

N v} < ~ .z . N [N , N .
va thu dwoc mira mat phang trén. Thé gid tri z3 vao biéu thite vira viét ta
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co

Liz+V22+0b02—a? a+b
2425{ a+b Z 4+ z2+62—a2}
242V R - a2+ 224 —a® + (a+b)?

2(a+b)(z+ V22 + 1? — a?)
~ 22(z+ V22 +b? —a?) + 2b(a + D)
2@+ b)(z+ V22 + 0% —a?)

z
a+b+z—|— 2102 a2

Ap dung 4nh xa dong dang va sau vai phép bién ddi ta cé

bla+b)
2+ V22 4 b2 — a?
_az—b\/ZQ—i-bQ—aZ.

a2_62

w=(a+b)zy =2+

D6 la anh xa phai tim.
Vi du 14. Anh xa mién {|z| > 1} véi cdc nhat cit theo cdc doan thing
la, —1] va [1,b], trong d6 —oo < a < —1, 1 < b < oo 1én hinh tron don vi.
Gidi
1. Ham Jukovski z; = %(2 + %) dnh xa mién D(z) 1én phan ngoai doan
thang [4, B] C R, trong dé

d3esdy 5=300)

. A+ B 2 . RN
2. Ham tuyen tinh z, = <21 — —; )A B se anh xa mien vira thu

dwoce 1én phan ngoai doan [—1,1]. Tir dé it ra

w=zp+4/25 -1

Vi du 15. Anh xa mita bang {z > 0,0 < y < 2h} véi nhét cit theo tia
{z > h,y = h} (Hinh I1.5) 1én bang v6 han {0 < Imw < 1}

13 4nh xa muon tim.
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Hinh 1.5

Gidi. Ta st dung cdc d4nh xa trung gian sau day:
z BN N b v 7. ~ ~ N
1. Ham z; = o anh xa mién D(z) lén nira bang v4i do rong la 7.

2. Loi dung tinh chat cia ham e*, ta xét d4nh xa
zy = e

bién mién thu dwoc trong mit phang z; 1én nita mit phang trén cit bo nita
hinh tron don vi va nhéat cat {Imzy > €™, Rezs = 0}. Ta goi mién dé la
D(z3).

3. Ham

1 1
Z3 = 5 <22 + 2—2), <’i€7r/2 — zshg)

bién mién D(z) 1én mién D(z3) 14 nmka mat phang trén trir nhét cit theo
truc 4o di tir diem ishg.

4. Dén day ta thdy 16 1a dé c6 bang nam ngang rong 2 ta can bién mién
D(z3) 1én mat phang v&i nhat cit theo phan dwrong truc thire va sau d6 dung

anh xa logarit. Nhw vay,
24 = Z§

dnh xa D(z3) 1én mien D(z;) 14 mit phang trir hai nhét cit
<—oo,—sth va [0, 00).

Z4

5. Ham z5 = dnh xa mien D(z4) lén mat phang véi nhét cit

T
Z4 + ShZZ

theo phan dwong truc thwe. Tir cdc 4nh xa trung gian trén day ta suy ra

-1 Sh2g
2h
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2.5 Bai tap
1. Cho ham
3(1+1i) —y3(1 —1)
f(z) = vy
0 khi z = 0.

khi z # 0,

Chitng minh rang;
1) f(2) lién tuc tai diém z = 0.
2) Ham f(z) théa man cdc diéu kién Cauchy - Riemann tai diém (0, 0)

nhung dao ham tai diém dé khong ton tai.
2. Chitng minh rang céc ham

((zy?(x + 1y)

) fiz)=4 T+

L0 khi z = 0;

(24353 B/3yA8

khi z # 0

+1 néu z # 0,
) flo)={ PP
\O khi z =10
déu khong cé dao ham tai diém z = 0.
3. Tim mién ma tai d6 ham
f(2) = |2* = y?| + 2ilay]

chinh hinh.

[Tra 1oi: Ham chinh hinh khi

5}
0<argz < %, T<argz < Iﬂ(f(z) = 2?) va khi

7r< <37r 3
—_ r _— _—
g MBS T

4. Gid st z = p(cosp +ising) va f(z) = u(p,p) + iv(p, ¢). Khi d6 ham

<argz < I(f(x) = —2%).]

f(z) 1a C - kha vi khi va chi khi u(p, ¢) va v(p, ¢) 1a ham kha vi cia p, ¢ va
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cdc dao ham riéng cia ching thoa man hé thire
Ju 10v  dv  10u
5 03’ 05 e
5. Chitng minh rang ham dang

_az+ B

C pBz+a’
trong d6 a, 3 1a nhitng s6 phitc tiy ¥ théa man hé thite aa — 55 = 1 4nh xa
dwomg tron don vi {|z] = 1} 1én chinh né. Néu 33 — a@ = 1 thi phan trong

dwong tron don vi dwoc bién thanh phan ngoai.

6. Tim nhitng diém trén mat phang z ma

az+b
1. ‘ + ’ = const,
cz+d
az+b
2. arg = const,
cz

trong d6 a, b, ¢, d 1a nhitng hang s6 phitc.

7. Chitng minh rang anh clia dwong thang hay dwong tron v qua dnh xa
P b p
phan tuyén tinh w — “Zj: ~ ¢ # 0 1a dudmg thing khi va chi khi diém
cz

20 = —g €.

c
8. Chitng minh rang géc tai co gitta hai dwong thang song song 1a bang 0.
9. Chitng minh rang 4 diém nam trén dwong thang hay dwomg tron khi va
chi khi ty s6 kép ctia ching 1& mot s6 thue.
_lde] 1a bat bién d6i véi cdc dnh xa
R? — |z|? ‘
phéan tuyén tinh w = w(z) bién hinh tron {|z| < R} lén chinh né, nghia la

|dw| B |dz|
-l " -

10. Chitng minh rang dai lwong

w=w(z).

S . Z N ~ o N AN 7 . 7’ ’ 7z
11. Chirng minh rang dai lwong I—| la bat bien doi véi cac phép anh xa
mz

phéan tuyén tinh bién nita mat phang trén Imz > 0 lén chinh né.
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12. Chttng minh ring dwong thiang qua cdc diém bat dong cla énh xa
o .
¥ 2 13 bién thanh chinh no.

Z—1

w =

13. Tim dang tong quat ctia 4nh xa phan tuyén tinh cé hai diém bat dong

ZlVéZQ.
(Traloi: 1) w= Az néu z; =0, 2z, = 00, A € C;
9) LA _ AT 4ccq)
w — 29 z — 29

14. Day diém (z,) xéc dinh nhw sau: 2 1a diém cho trwée, 2,11 = f(zn),
n € N, trong d6 f 14 ham phan tuyén tinh cé hai diém bat dong. Hay khdo
sat s hoi tu cua day doé.

Chi dén. Gid st o, 8 € C 1 hai diém bat dong cta f. Ap dung bai 13

va cach cho day dé chitng minh rang

Zn+1 — & 1 1620—04
o AP — g = arg A.
Znp1 — B A 20— 3

Tiép dé 1a qua giéi han dang thite khi n — oo.

C o ' a  néu |A| <1, . L,
Tra loi 1) lim z, = ; 2) lim z, khong ton tai néu

n—eo B mnéu Al >1 n—eo

|A| = 1.

15. Gia st hinh tron don vi dwoc 4nh xa lén chinh né sao cho diém zy ctlia
né bién thanh tam. Chitng minh rang khi d6 nita dwong tron don vi dwoc
4nh xa thanh mta dwong tron khi va chi khi cdc ddu mnit clia né nam trén
dwong kinh di qua z.
Chi dan. St dung cong thitc

1-— EOZ

N 1
va diéu 1a w(zp) = 0, w(_—) = 0.

20

16. Tim anh ddi xitng cua dwomg tron v* = {z € C : |z — 2| = 2} qua dwong
trony={2€C: |z -1 =1}
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Trd loi. D6 1a dwomg tron Apolonius ddi véi cde diem 1 va 2: |w — 2| =
2w = 1J.

Chi dan. Phép bién doi doi xitng qua dwong tron v hoadn toan dwoc xéc
dinh bdi ham

17. Chitng minh rang moi dwong tron di qua diém +1 déu chia m#t phang
C thanh hai mién don diép ctia ham Jukovski.
Chi dan. Xét dirong tron v bat ky qua £1 va 21, 20 € 7 sao cho 212 = 1.

Tiép theo, xét 4nh xa

z+1

S =1

w =
bién mot trong hai mién ctia mit phang z (giéi han bdi ) lén mra mit
phang trén. Tir diéu kién 2120 = 1 suy ra w; = —ws.

18. Tim anh cta hinh chttr nhat P = {z € C: 0 < Rez < 7,0 < Imz < b}

qua anh xa w = cos z.

Trd lo4. Anh 13 niva dwéi cta hinh elip véi céc ban truc ch b va shb.

N 1
19. Chitng minh rang cdc canh cua hinh vuong véi dinh 7 <n + 5) <i 1 +i),

thda man dieu kien ——— < 1.

n € N ham — . .
| sin 2| | sin 2|

Chi dan. Khi wéc lwrong ham trén cdc canh nam ngang z = x4 <n+ i)ﬂ

hay st dung bat dang thirc

1
sh(n—i— i)ﬂ > shg > 1.
20. Gid st f(2) = u(z2) +iv(z) € H(D). Chitng minh rang cdc ho dwong
cong u(z,y) = C, v(x,y) = C (C la hing s6 tuy ¥) tric giao véi nhau.
Chi dan. Ching minh rang (grady,gradv) = 0, trong d6 gradu =

(5 a3) 0= (5 5
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21. Gid st f(z) € H(D). Chitng minh rang |f(z)| = const khip noi trong
mién D thl ham f(z) = const trong D.
Chi dan. Lay dao ham riéng theo x, theo y dang thic u? + v? = C? roi

ap dung dieu kién Cauchy - Riemann.

22. Tim anh ctia mién D = {z eC: —g < Rez < g,—oo <Imz < oo}
qua anh xa w = sin z.

Trd 16, Anh D* 1a toan b6 miit phang phitc véi nhat cat theo truc thuc
tir diem w = —1 dén diém w = +1 qua oo.
23. Vi gia tri nao cua « thi cac tap hop gid tri sau day trung nhau:

1. (a®)® va a®

2. (@)™ va a3

[Trd loi. 1. o= L, k,m=0,4+1,£2,...
2m +1
2. a= e k,m=0,£1,42,...)]
24. Chitng minh rang
1. ¢ = €—7r/2€—2k7r’
9 (_1)2 — €(2k+1)7r’

3. (=1)VZ = cos(2k + )mv/2 +isin(2k + V)72, k € Z.
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Bay gio xét st thu hep 16p tong quat cidc ham bién phitc bang diéu kién
kha tich. Su thu hep dé sé dwa ta t&i chinh 16p cdc ham chinh hinh da dwoc

nghién ctru trong chwong II. Toan bo chwrong nay dwroc danh cho viéc trinh

bay dinh ly co ban trong phép tinh tich phan cia Cauchy ctung hai cong thire

N , e . ,
co ban ctia nha todn hoc ndi tiéng do.

3.1 Tich phan trong mién phirc

3.1.1 BDinh nghia tich phan

Gia st cho tuyén tron vy =(t): I — C, I = [a,b] C R va gia sit cho 4nh xa

lien tuc

fiy)—C.

khi d6 ham f[y(¢)] 1a mét ham lién tuc trén 1.
Ta c6 dinh nghia sau day:

Dinh nghia 3.1.1. Tich phan

(3.1)
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dwoc goi 1a tich phan cia ham f theo tuyén v va dwoc ky hiéu 1a

/ f(2)d-.

Dinh nghia nay phu hop véi dinh nghia tich phan dwong thong thwong
(theo nghia Cauchy - Riemann) cia ham lién tuc theo khoang compac.

Cing c6 thé tinh tich phan dwong theo tuyén tron tirng khic. Trong
treong hop nay sé chon phép phan hoach

a=tog<t1<---<t,=b

sao cho han ché ~; ctia tuyén v trén doan [t;, ¢;11] 1a tuyén tron véi ¢ bat ky,
0 <i<n—1. Vatheo dinh nghia

/ f(2)dz = Z / F(2)d. (3.2)

C6 thé chitng minh rang gid tri clia vé phai (3.2) khong phu thudc vao
viéc chon phép phan hoach va trong trwomg hop khi «y 14 tuyén tron thi dinh
nghia nay cua tich phan /f(z)dz trung vGi dinh nghia 3.1.1.

S

Do d6, dinh nghia tich phan (3.2) 1a ding dén.
Vi du 1. Gia sit v la dwong tron

v={z€C:|z—al=r}

(do A6 v(t) =a+ €™, t €[0,27] va f(2) = (2 —a)", n € Z.
Theo dinh nghia 3.1.1 ta co:

27
J(f) = /(z —a)"dz = r”+1i/ei(”+1)tdt.
¥ 0

Khin # —1 thi J(f) = 0.
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Khi n = —1 thi
d 27
/ & :i/dt:27ri.
zZ—a
0 0
Nhuw vay:

0 khin # —1,
J(f) = , . (3.3)
27 khin = —1.

Nhan zét 3.1.1. Bang cdch dit f = u + v va dz = dz + idy ta thu dwoc:

/f(z)dz = /udx —vdy + ’i/'udx + udy. (3.4)

v v

Tir dinh nghia va cong thitc (3.4) dé dang suy ra céc tinh chit sau day
ctiia tich phan trong mién phitc.
I - Tinh chdt tuyén tinh. Néu fy(2), k = 1,2,...,n 1a nhitng ham lién

tuc dwoc cho trén v va ay, (k= 1,2,...,n) 1a nhitng hang s cho trwdce thi:
/ <Zakfk(z))dz = Zak / fr(2)dz.
S k=l k=1

II - Tinh chdt céng tinh. Gid st cho hai tuyén tron
M) :la, ] = C, 7(t): [e,0] = C
sao cho

71(c) = 1a(c).

Xét tuyén tron tirng khiic 13 hop ctia hai tuyén ~i, v,
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Tir dinh nghia suy ra rang

/ f(z)dzz/f(z)dz—l—/f(z)dz.

Y1U72
III - Tinh bdt bién doi véi phép bién doi tham sé. Ta nhic lai & day dinh
nghia phép thay tham sd. Gid st cho tuyén tron
v la,b] = C

va t = t(u) kha vi lién tuc khi u € [a1,b1] (@1 < by) v6i dao ham '(u) > 0
khap noi va

t(al) = a, t(bl) =b.
Khi d6 hgp ctua dnh xa u +— t(u) va
v la,b] = C

sé xac dinh mot danh xa v : u — y[t(u)].
Anh xa d6 cho ta mot tuyén tron va néi ring v thu dwoc tir v bing phép
thay thé tham so.

Pinh ly 3.1.1. Tich phdn (3.1) la mot bat bién doi véi phép thay tham so.
N6i cdch khdc, néu v ~ v* thi

/f(z)dz:/f(z)dz.

Chitng minh. Theo dinh nghia ta c¢é

/ f(2)dz = / SO (bt (3.5)

Thuc hién phép thay tham s6 & vé phai cia (3.5) va theo cong thike vi
phan ham hop, ta co

[ ez - / flntwiu)du = [ )z
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Tt dinh 1y 3.1.1 ta it ra két luan quan trong la: tich phan da dwoc xay
dung dé6i v4i tuyén van cé nghia ca doi véi dwong cong 13 16p cdc tuyén
twong dwong.

N6i diing hon: Déi véi tuyén bat ky xéc dinh dwong cong tron nao dé
thi tich phan ctia ham lién tuc theo tuyén dy c¢é mot va chi mot gid tri.

IV - Tinh dinh hwdéng. D6l véi tuyén tron v va tuyén ngwoc véi né v~
(tuyén thu dwoc tir v bang phép thay tham s6 ¢t — a+b—t, 7~ (t) = y[a+b—t])

/f(z)dz:—/f(z)dz.

Tinh chat nay dwge chitng minh nhw dinh 1y 3.1.1.

ta co:

3.1.2 Uéc lwgng tich phan

Pinh ly 3.1.2. Gid st v la mot tuyén tron
7 :la,b] = C

va gid st t — f[y(t)] la dnh xa lién tuc t tap hop compaz y[I] vao C. Khi
do

| [ #eiz] < sup ).

trong dé || la do dai ciia tuyén .

Chitng minh. Gia st

J(f) = / F(2)dz = |I(F)]e.
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Ta cb
0= [ s - / e (O (1)t
/b Re{e ™ f[y(t)]y/(t) }dt.
Do d6 a

/|f Do)t = /|f i
<sulf)- [l =swlra)l- [{(5) +

v

= sgplf(Z)H’V!-

Hé qud 3.1.1. Néu thém vao cdc gid thiét cia dinh lj 3.1.2 diéu kién
|f(2)] < M,V 2z €, trong dé M la hang sé nao dd thi

| [ raz| <ot

3.1.3 Tinh tich phan biang phwong phap qua giéi han
Gia sit A la phép phan hoach |[a, b]

Aca=ty<ty <---<t,=0b,
trong do6 dat

n= mzax|tz~+1 — til.
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Ta can tinh hiéu o, gitra tich phan (3.1) véi tong

[y

n—

0] (v(tigr) = (i), 0i € [ti, tiga].

1
o

tit1

/ dz = y(tiy1) —v(t:)

ti

nén biéu thitc trén c6 thé viét dudi dang
b
[ -
trong dé f(t) 1a ham trén [a, b], bang f[y(6;)] trén khodng (£, t;41). Nhw vy

ol = | 15600 = e erar]

Gia sit € > 0 1a mot so cho trwde. Chon n di nhd, sao cho v&i moi cip
t',t" € [a,b] thda man diéu kién ¢’ — t"| < n ta déu co:
5
[f(v(#) = fF(v(E")] < Zh
(Dieu d6 c6 thé thyc hién dirge vi ham f|y(t)| lién tuc trén [a, b] do d6 né
lién tuc deu trén doan do).
Khi do6

va:
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T két qua vira chitng minh suy ra rang tich phan / f(2)dz 1a giéi han
il
clia tong tich phan Riemann khi n — 0.

Tir diéu vira chitng minh va dinh 1y 3.1.1 suy rang tich phan dwong theo
tuyén khong phu thudc phép tham s hdéa tuyén dé: hai phép tham s6 héa
twong dirong ddi véi tuyén chi cho mot gid tri tich phan. Dicu dic biét hon
nita 13 céc tong Riemann c6 thé mo ta bdi cdc thuat ngit hinh hoc lién quan
dén dwong cong ma trén dé can tinh tich phan. Ta ding lai dé trinh bay
mot cdch ngan gon diéu dé.

Gia stt L(A, B) C C la dwong cong c6 hwéng véi diem dau A va diém
cudi B va gia st trén L(A, B) cho ham f(z). Thwe hién phép phan hoach

chia diromg cong L(A, B) thanh mot s6 n tly ¥ céc cung nhd bdi cdc diém

20 = A, 21,29,...,2n-1, 2, = B nam lién tiép trén L(A, B) (tirc 1a z; ding
trwde zjy1, j =0,1,...,n —1). Trén mo6i cung nhé £; = z;zj4; ta lay diém

& tuy y va lap tong tich phan

n—1
Jn=) [(§)Az, Azj=zin -z
=0
Gia st r = max (diamL;).

0ysn—1
Néu ton tai gidi han lim J,, khi r — 0 khong phu thudc vao cach phan
hoach L(A, B) thanh céc cung nhd va khong phu thudc vao viéc chon cac
diém trung gian &; thi gi¢i han d6 dwoc goi 1a tich phan dwong clia ham f
theo dwong cong L(A, B):

i > f(6)A5 = [ )
Jj=0 )

r—0 <
L(A,B

Trong trwong hop khi L£(A, B) la dwong cong déng A = B thi dat
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L(A, B) = L va tich phan dwoc ky hiéu la

J = ?{f(z)dz hay /f(z)dz néu £ c6 dinh hiwéng dwrong;
L L+

J = ff(z)dz hay /f(z)dz néu £ c¢6 dinh hwéng am.
C c-

Tiép theo ta chirng minh dinh 1y cho phép ta dwa viéc tinh tich phan
trong mién phitc vé tinh tich phan dwong trong mién thwe (xem (3.4))

Pinh 1y 3.1.3. (Vé sy ton tai tich phan dwong)
Néu L la dwong cong ¢é hudéng, do dwoc va ham f(z) lién tuc trén L

thi tich phdn /f(z)dz ton tai. Thém vao dd, néu z = x + 1y, f(z) =
L
u(z,y) +iv(z,y) thi

/f(z)dz = /u(x,y)dx—'U(x,y)dy—l—i/v(:c,y)dx—i—u(x,y)dy. (3.6)

L L
Chikng minh. Gia st zj = xj+1y;, & = ¢+iny, uj = u((5,m5); vy = v(G,105),
Az; = Azj +iAy;. Ta bién ddi tong tich phan cta tich phan /f(z)dz:

C
n—1 n—1
f(&)Az =) (u; +1iv;)(Az; + iAy;)
=0 =0
n—1 n—1
= (ujAz; —v;Ay;) +i Z('Uijj + u; Ay;). (3.7)
7=0 Jj=0

Néu f lién tuc trén £ thi v va v lién tuc trén £ va do d6 céc tich phan & vé
phéi (3.6) ton tai. Vé phai ciia (3.7) gom cdc tong tich phan déi véi cdc tich
phan dwong & vé phai clia cong thire (3.6). Do dé khi r — 0 vé phai cia
(3.7) dan dén vé phai cta (3.6). Tir d6 suy rang vé trai cia (3.7) ¢6 gidi han
khong phu thuoc vao cach phan hoach dwong cong £ va khong phu thudc

vao cdch chon cdc diém &;. Nhw vay tich phan & vé trai ctia (3.6) ton tai.
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Qua giéi han dang thitc (3.7) khi r — 0 ta thu dwoc (3.6). Dinh 1y dwoc
chitng minh. O

Vi du 1. Tinh tich phan

I:/zpdz, p=0,1,2,... (3.8)
c

trong d6 £ 1a dwong cong tiy ¥ ¢6 do dai |£| v6i diém dau 2z = a va diém
cudi z = b (a va b 1a nhitng s6 phite tuy ¥).

Gidi. Gia st 20, 21, . . . , 2 12 cdc diém chia trong phép phan hoach dwong
cong L. Trong trwong hop dé: 2o = a, 2, = b va

n
+1 _ _p+1 p+1  _p+l
b? a = E (zk Zk—l)
k=1

= Z (2f+ 20 ey + o+ 20 ) Az
k=1

= Z 2 Az, + Z P Az
k=1 k=1

+ Z i Az 4+ Z Zp Az (3.9)
k=1 k=1
Tong dau va tong cudi & vé phai ctia (3.9) 1a cdc tong tich phan thong

thwong: trong tong thit nhat ta ldy diém trung gian la & = 2z, con trong

tong cudi ta dat & = zp_1.

n n

: P — 1 P _

lim»  GAz =1lim Y Az = 1.
k=1 k=1

Ta xét mot tong nao dé & gitra, chang han

S = Z 2z 1 Az, 1<m<p (3.10)
k=1
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va so sanh (3.10) véi tong cudi

n
_E : p
Sn = Zk_lAzk-
k=1
Ta co

10— Sl = | D2 AT — ) A
k=1
=[S A A 4 A7) A
k=1

<z (™ e e ) Az
k=1

<mR™Y Az, (3.11)
k=1
trong d6 R 13 s6 nao dé khong bé hon khoang cach tir diém bat ky cia £ dén
goc toa do.

n
Ta can chitng minh rang lirrol >~ |Az|* = 0. That vay, ta c6
"=Yk=1

n n n
S IAZL =D Azl - Az < YAz < L.
k=1 k=1 k=1

Do dé khi r — 0 thi tong da néu dan dén 0.
T db suy rang
g5, =y, 1.
Qua giGi han (3.9) khi r — 0 ta thu dwoc
pptl _ gptl

PPt = (p+ DN =1 =
(p+1) P

Y

tire la

pptl _ gptl
/ Py = v —e
p+1

L(a,b)
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Vi du 2. Tinh tich phan

J:/ dz; y={z:]z—a| =71}

Z—a

v

Gidi. Phwong trinh ctia v ¢6 thé viét dudi dang:
z:a—i-rew, 0 < < 2m,

(xem vi du 1 trong trwong hop khi n = —1).

2k
Ta chon phép phan hoach ¢ = AT Gy dat
n

B tr + Tkt B (2k+ 1)

Tk

2 n
Khi dé
2km 2k4+1 -
zk=a+rez', (g=a+ren ™

Tong Riemann twong ng c6 dang

n—1
1 2(k41) ki
’I“e%nilm,r e n —en -
k=0
n—1
xi _mi mi _mi ..
= en —e n| =nlen —e n ) =n-2¢8in —-
k=0 n

Do do

d

/ c lim [Qn-z’sin z} = 271.
Z—a n—oo n

5

3.1.4 Dang vi phan ding va dang vi phan déng

Trong tiét nay ta lwu y mot s6 khéi niém ve dang vi phan. Ta bat dau tir

dang vi phan trong mién thurc.

I. Dang vi phan ding
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Dinh nghia 3.1.2. Gia sit P(x,y) va Q(z,y) la nhitrng ham lién tuc nhan

gid tri thiwe hodc phitc trong mien D C R?. Biéu thitc
w= P(z,y)dz + Q(z,y)dy = Pdx + Qdy
dwoc goi 1& dang vi phdn trong mién D.
Vidu. Gidst f(z) € H(D). Khi d6
w = f(2)dz = [u(z,y) +iv(z, y)][dx + idy]
= (u+ w)dz + (iu — v)dy
14 dang vi phéan trong mién D.

binh nghia 3.1.3. Dang vi phan w = Pdz + Qdy dwoc goi la dang vi phan

diing trong mién D néu ton tai ham F cho trong mién D sao cho
dF = w,
va khi d6 ham F' dwoc goi la nguyén ham cia dang vi phan w.

Lwu ¥y rang dang vi phan ding thwong dwoc goi 1a vi phdn toan phan

(hay vi phan du).

Pinh 1y 3.1.4. Néu w = Pdx + Qdy la dang vi phan ding trong mién D va
Fy, Fy la hai nguyén ham cia nd trong D thi Fy(x,y) = Fi(x,y) + C trong
D, trong dé C la hang s6 nao dé.

0F, 0F,

Chitng minh. Theo gid thiét ta c6 dF} = w = 5 = P, by - Q va
OF: OF:
dFy =w = —2 = P, =2 = (). Ta xét ham
ox dy
Y = F2 — Fl.
. Oy dp N e
Ta co e 0, 50 = 0 trong D. Tw d6, 4p dung dinh ly * khang dinh rang
x Y

néu moi dao ham riéng ctia hAm déu bang 0 trong mién D thi ham d6 1a

INguyén Vian Mau, Bang Huy Ruan, Nguyén Thily Thanh. Phép tinh vi phan va tich
phan ham nhiéu bién, Nha xuit ban DPHQG Ha Noi, 2001, (dinh 1y 4, tr. 74)
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hang s6 trong D. Nhw thé F} — F, = C' = const trong D, titc 1a Fy = [y, +C
trong D. O
Pinh ly 3.1.5. Néu w = Pdx + Qdy la dang vi phan ding trong mién D;
P va Q lién tuc trong D va L = L(A, B) la duong cong cé hwdng, do dugc
nam trong D véi diém dau A va diém cudi B thi
J:/w:F(B)—F(A) (3.12)
c

trong do F' la nguyén ham ndo dé ciua dang vi phdn w.
Chitng minh. Gia st dist (£,0D) = p. Ta ky hiéu

D = {z e D : dist(z,0D) > g}
Ro rang D* la tap hop déng. Ta thwce hién phép phan hoach tuy y T chia
dwomg cong £ thanh n cung tly ¥ 75, j = 0,n — 1 bdi céc diém chia Ag = A,
Ay, Ay, A, Ay = B (A dimg trude Ajpg trén £, j = 0,n—1). Ky
hieu

d; = diam~;, dr = max d;.
I R 0<j<n—1 ’

Dai lwong dr goi la dwong kinh cua phép phan hoach. Gia st dr < g Khi
dé

J'=F(B)=F(4) = [F(Aj+1) —F(4;)|,  Aj=(z;,y)

<
I
=)

Ta xét ham
QOJ(t) :F(l'j—i-Al'jt,yj—i-ijt), 0 gtg 1.

Ta néi A; v6i A;, béi doan thing va véi dT < g doan thing d6 s n¥m

trong D*. Ta cé

F(Ajn) = F(4)) = o(1) = 9(0) = (&), 0<& <1
OF

oF
F(Ajn) = F(4)) = 5 (5, y7) A + a—y(ﬂf}', T
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Mat khéc tong tich phan cta I = /w c6 dang
c

i
L

oF
T AT + () Ay |

<
I
=)

Tt d6 theo dinh nghia véi e > 0 va véi phép phan hoach di min ta sé ¢é

|, — J| < e

Bay gio ta xét |J, — J*|. Ta ¢

o — J] = )f{[g—i(%y}) gF( 1Az

[aa (5, 95) = aal;( j,yj)}AyJH

+

;_A

n—

{ j7yj ( j?yj>||AxJ|

I§
=)

Q) ) — QU )l 1Ay}

Ham P va @ lién tuc trong D va do d6 theo dinh ly Cantor ching lién tuc

déu trong D*. Do d6 véi dwong kinh phép phan hoach dr di bé, moi hiéu &
vé phai khong virot qué € va do d6

=" <aZ (12| +|2y;1)

282\/ (Az;)? + (Ay,)? < 2¢|L]
trong d6 |£| 1a do dai cta £. Nhw vay

T = T < |J = Jo| + | o — T < e+ 2¢|L].

Vie >0 bé tuy y nén J = J* va dinh ly dwoc chitng minh.
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Pinh nghia 3.1.4. Gia st trong mién D cho dang vi phan w va gia sit tich
phan / w theo moi dwomng cong do diroc £ trong D déu ton tai.
c

Ngwoi ta néi rang tich phan / w khong phu thuoc vao dwdng lday tich

c
phdn trong D néu véi hai diem A, B € D bat ky va véi hai dwong cong do

dwoc L1, Ly C D bat ky véi diem dau A va diém cudi B ta cé
/ o / o
L Lo

Trong trwong hop nay tich phan / w chi phu thudc vao diém dau A va

diém cudi B ctia dwong lay tich phan va ta ky hiéu

B B
/w:/de—l—Qdy.
A A

Pinh 1y 3.1.6. Gid st D la mién ciia mat phang R?, P va Q la nhitng ham
lién tuc trong D. Khi do w = Pdx + Qdy la dang vi phan dung trong D khi
va chi khi mot trong hai dieu kién sau day thoa man:
(I) Tich phan /w = 0 theo moi duong cong dong do dwoc L C D.
c
(IT) Tich phan /w khong phu thudc dwong ldy tich phdn trong D.

Dinh 1y 3.1.6 ¢4 thé phat biéu dwdi dang khéc sau day
Pinh 1y 3.1.6*. Gid stt D la mién cia mdt phang R?, P va Q la nhitng
ham lién tuc trong D. Khi dé ba diéu kién sau day la twong dweong véi nhau:
(I) w = Pdz + Qdy la dang vi phan ding trong D.
(IT) Tich phan | w theo moi dwong cong déng do dwoc trong D la bang

L
0.

(IIT) Tich phan / w khong phu thudc dwong ldy tich phan trong D
C
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Chitng minh. Ta sé chitng minh dinh 1y theo lwoc do:
(I) = (II) = (III) = (I).
a) (I) = (II). Gid sit £ 1a dwong cong déng do dwoc, tikc 1a diém dau A
va diém cudi B ctia né tring nhau. Vi dieu kién (I) thda man nén dang w c¢6
nguyéen ham F. Do d6 theo dinh ly 3.1.5 ta c6

tire 1a dieu kién (II) thoa man.

b) (IT) = (III). Ta ldy hai diém A, B € D tuy ¥ va hai dwong cong do
dwoc Ly va Lo tit A dén B, £, 1a dwong cong c6 hwéng ngiroc véi Lo, RO
rang 1a £ = £; + £5 1a dwong cong déng do dwge. Vi dieu kién (II) thda
man nen /w = 0. Do d6

L
/w:O:>/w+/w:O:>/w—/w:O
Ly Ly Lo

L Ly 3
= /w = /w,
Ly Lo

tire la tich phan / w khong phu thuoc dwong lay tich phan.
c
c¢) (IIT) = (I). Gia sit dieu kién (III) thda man, tikc 1a tich phan /w
khong phu thuoc dwong 1ay tich phan ma chi phu thudc diém dau va diém
cudi ctia dwong dé. Ta ldy diém dau cia dwong l1ay tich phan 1a diém c6 dinh
(w0, 40) ndo dé, con diém cudi 1a diém bién thién véi toa do (€,m). Khi dé
tich phan sé la ham cua &, n:
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Ta can chitng minh rang
oF oF
— =P — = D.
e ~ P&, Zo=QEmn, (&n)e
Ta can tinh FE+hm) = F(&mn)

h
Dai lwong F(€ + h,n) — F(&,n) 1a tich phan cua Pdz + Qdy theo dwong
véi diem dau (€,m) va diém cudi (€ + h,n). Theo dieu kién (I1I) ta c6 thé 14y
dwong d6 1a doan thang nam ngang néi (£,7) véi (€ + h,n). Mat khac vi

(&+h,n)
Qdy =0
(&mn)
nén
(§+h,m) &n) (&+h.m)
F(§+h,n)—F(&n) = / w — / w = / w
(z0,¥0) (z0,%0) (&m)
&+h
= / P(z,n)dx = hP({+6h,n), 0<60<1

£
theo dinh 1y gid tri trung binh doi véi tich phan. T dé suy ra
FE+hn)-FEn) _
h
Vi P(z,y) la ham lién tuc nén khi A — 0 ta thu dwoc

F h,n)—F
Fi(e, ) = i DEFPZEEN _ pe )

(€+06h,m), 0<6<]l.

Twong tir ta chitng minh dwoc rang F)(&m) = Q(&n). Dinh Iy dwoc
chirng minh. O

Nhdn zét 3.1.2. Trong trwomg hop dac biét khi £ 1a bién ctia hinh cht nhat

thudc D (cung véi L) véi cdc canh song song véi cdc truc toa do va w la

/w 0. (3.13)

L

dang dung trong D thi ta co
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Nhw vay (3.13) 1a diéu kién can dé dang w c6 nguyén ham. Nhung diéu
kién d6 khong phai bao gio ciing 1a diéu kién di dé dang vi phan w c6 nguyén

ham.
Nhan zét 3.1.3. Néu D 1a hinh tron, P va @ 1a nhitng ham lién tuc trong D
va

/w:O, w = Pdx + Qdy

c
d6i v6i bién £ cta hinh chr nhat bat ki ndm trong D (ciing véi bién cua
nod) véi cadc canh song song véi céc truc toa do thi w la dang vi phan ding.

Chitng minh. That vay, ta c¢6 dinh diém (z,90) € D va (§,1) € D 1a diém
tiy ¥. Khi d6 ton tai hai tuyén £, va Lo v6i diem dau (2o, yo) va diém cudi
(£,m) vamdi tuyén dwoc tao nén tir hai canh clia hinh chix nhat véi hai canh

song song véi truc toa dd va (xg, yo) va (§,m) 1a hai dinh déi dién. RO rang

[o=[w
Ly Lo

Gid stt F(&,n) la gid tri chung cia cdc tich phan dy. Twong tmg véi dieu

la

do ta co:
3

F(e,n) = / Pla, yo)da + / Q(E,y)dy

Zo

:/WQ(xO,y)dy—i—/nP(x,n)dx.

zo
Twong tiw nhw trong chirng minh dinh 1y 10.6* ta c6 F{({,n) = P(§,n),

F(&n) = Q(&n) vado vay F(§,n) la nguyén ham cia w trong D, tirc la w
la dang vi phan dung trong D. 0
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II. Dang vi phan déng

Pinh nghia 3.1.5. Gid stt D C R? la mién; P, Q la nhirng ham lién tuc
trong D. Dang w = Pdx + Qdy dwoc goi 1a dang vi phan déng trong D néu
ddi véi méi diem Moy(wg,yo) € D déu ton tai lan can U(My) C D cia diém

My sao cho trong lan can dé w c6 nguyén ham.

N6i mot cdch ngédn gon: ta doi hdi rang dang vi phan c6 nguyén ham dia
phuong.

Ta cé thé gid thiét rang 1an can néi trén 1a hinh tron véi tam tai diém
Moy(z0,y0). Khi dé tir cdc nhan xét 10.2 va 10.3 va phwong phép chirng minh
dinh 1y 3.1.6 ta co

Pinh 1y 3.1.7. Dang vi phin w = Pdx+ Qdy vdi cdc hé sé P va Q lién tuc
trong mién D la dang vi phdn déng khi va chi khi déi véi hinh chit nhdt di
bé bat ky nam trong D (cing véi bién ciia nd) véi cdc canh song song vdi
truc toa do déu théa man hé thic | w =0, trong dé L la bién cia hinh chi

L
nhat dé.

X OP(x,
Pinh ly 3.1.8. Gid st D C R? la mien; P(x,y), Q(z,y), oP(x,y) vé

Ox
0
% la nhitng ham lién tuc trong D. Dang vi phin w = Pdx + Qdy la
Y

dong trong D khi va chi khi

OP(z,y)  0Q(z,y)
oy Oz

V(z,y) € D.

Chitng minh. Dicu kién can. Theo gia thiét w 14 dang déng trong D. Do dé
V(x0,90) € D I F 1a ham trong lan can cla diém (z9,yo) sao cho dF = w
trong lan can do, tirc la

oF ., OF

%* ) a—y:Q
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Lay dao ham dang thitc thit nhét theo y va ding thitc thit hai theo z ta thu
duwoc

oP  9*F  0Q  O°F

oy  0xdy’ Ox  Oyox

oP x X 1 1ia
Vi Em va Bz lién tuc nén cdc dao ham riéng hon hop & vé phai lién tuc.
Y x
Do d6 ching bang nhau va tir d6
oQ oP
oxr Oy

Dicu kién di. Trong lan can diém (xg, o) € D ta xét ham
£ U]
Fen = [ P+ [ Qe
o Yo
D6 14 tich phan cia dang w = Pdx + Qdy theo dwong gip khic di tir diém
(w0, y0) dén (£,n) véi cde canh cia né song song véi cdce truc toa do va dinh
(.1'0, y0>7 (fa yO) va (fa 77)
Lay dao ham F (£, n) theo & ta thu dwogc

n

OF(£,n) 2Q(&,y)

e P(& yo) + dey.
Nhung theo gid thiét %(5, y) = aa—];(é, y) va ta ¢
oF [ OP(E.y)
8_5(5’ n) = P& y) +/ oy Y
= P(&:UO) + P(faﬁ) - P(€7y0>
= P(&,n).
Hoan toan twong tu ta co aFﬁ(fy’ n) = Q(&,n). Nhw vay F(&,n) la nguyén

ham ctia w trong 1an can ctia diém (z9, yo), titc 13 w 1a dang vi phan déng. O
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Nhan zét 3.1.4. Tir dinh nghia va cdc két qud trén day ta thdy rang moi
dang ding déu 14 dang déng. Dieu khang dinh ngwroc lai néi chung 1a khong

ding néu khong cé nhitng dieu kién bo sung. Ta ching té dieu dé bang vi

du sau
Gia st D =R?\ {(0,0)} va trong D cho
xdy — ydx
R

Hién nhién w 1& dang déng trong D vi w = dArctg;g tai lan can nao dé cua
x

moi diém (zo,y0) € R*\ {(0,0)}. Tuy nhién w khong phai 1a dang ding.

That vay, néu I' 14 dwong tron x = Rcost, y = Rsint, 0 <t < 27 thi

dt

27
/_/RcostRcost—Rsint (—Rsint)
B R?cos?t + R?sin’t
0
27

— [at=2n 20

0

I1I. Bay gio ta chuyén sang xét dang vi phan trong mién phic.

Dinh nghia 3.1.6. 1. Dang vi phan w = f(z)dz dwoc goi la dang vi phan
ding trong mién D néu ton tai ham F(z) théa man dieu kién F'(2) = f(z),
VzeD.

2. Dang vi phan w = f(z)dz dwoc goi 1a dang vi phan déng trong D néu
V2o € D déu ton tai lan can U(z) cta diém zy va ton tai hAm F(z) trong
U(zp) 1a nguyén ham doi véi f}U(ZO).

bat f(z) = u+ v va dz = dx +idy. Ta c¢6

w = f(2)dz = udr — vdy + i(vdx + udy) = wi + iw..
B6 dé 3.1.1. Dang vi phan w = f(2)dz la dang ding (dang dong) trong
mien D khi va chi khi cdc dang vi phan w, = udx — vdy va we = vdx + udy
la dang ding (twong w#ng: dang déng) trong D. Pong thoi, néu F = U + iV
la nguyén ham déi voi f = u+iv thi U va V' sé la nguyén ham déi véi wy

va Wy twong tng.
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Chatng minh. Ta chi can chitng minh bo dé cho trwomg hop dang vi phan
ding.

1. Gid stt w = f(z)dz la dang vi phan ding trong D nghia la 3 F la
nguyén ham doi véi f. Giask F =U +iV.

Ta co
ou oV
F'(z) = %—H% = u +iv.
Tt d6 it ra g—U = u, aa—v = v. Vi ham F chinh hinh trong D nén
x x

o _ov. ou__ov
dr oy’ 9y  Ox
Va bay gio ta cé
oU ov oU oU

= udxr —vdy = —dx — dy = —d d
w1 = uaxr — vdy = &cx 8xy ax—i-ayy
va do dé wy 1a dang ding trong D va U la nguyén ham cua né.
Twong tw
oV 8U oV oV
= vd, dy = —dzx dy = —d d
wy = vdx + udy = o 8xy o7 x+8yy

nghia 14 ws - dang ding va V 14 nguyén ham déi véi nd.
2. Bay gio gid str wy va wy 1a nhirng dang vi phan diung va U, V' 1a nguyén

ham cua ching. Ta cé

oxr ' oy O ox 7 oy
ou oV ou oV N
T d6 suy ra — = — va — = ———, nghia la dieu kién Cauchy -

Ox oy oy ox’
Riemann thda man. Do d6 F' = U + ¢V chinh hinh trong D va

, ou oV
F(z)—%—l— %—u—i—w—f(z).

Do dé F la nguyén ham doi véi f trong D.
Doi v6i céac dang vi phan déng dinh 1y cing dwoc chitng minh twong
tw. [
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Nho bo de vira chitng minh ta cé thé chuyén mot s6 két qua trong ly
thuyét dang vi phan trong mién thuc sang cho dang vi phan trong mién
phttc. Dé lam vi du, ta sé chitng minh hai dinh 1y sau day.

Pinh ly 3.1.9. Néu w = f(2)dz la dang vi phan ding trong mién D C C,
Fy va Fy la hai nguyén ham doi véi f trong D thi

Fy(z)=Fi(2)+C, VYzeD, C=const
Chitng minh. That vay, Fa(z) = Us + Vs, Fi(z) = Uy +iVy, trong d6 Uy, Us
14 nguyén ham déi véi wy = udx — vdy (f = u+iv), con V; va Vy 1a nguyén

ham déi v&i we = vdx + udy. Do d6 Uy = Uy + Cy, Vo = Vi + (5 trong dé C
va Cy 1a nhitng hang s6. Bay gio ta ¢

FQ(Z):Ug—i-inzUl—i-’iVl—i-Cl—i-’ng:
=Fi(2)+C, C=Cy+iCy = const.
]

Pinh ly 3.1.10. Gid st f la ham lién tuc trong mien D C C. Néu /f(z)dz

khong phu thudc vao dwong ldy tich phan trong D va F la nguyén ham déi
voi f trong D thiVYa,b e D ta co

Chitng minh. Dat F(z) = U(z)+iV(z), f(z) = u(z,y) +iv(z,y), z = x + iy
ta co
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3.1.5 Tich phan dwéng phu thudéc tham sé

Gia st L la dwong cong ¢6 hwéng do dwoc va D la tap hop md ciua mat
phang phitc C, con f((, 2) 1a ham xdc dinh, don trikhi z € D va ¢ € L. Gia
stt 2o 14 diém tu ctia D (2 1a diém hitu han hay diém vo cting). Ta nhéc lai

mot vai dinh nghia lién quan dén sw hoi tu ctia ho ham phu thudc tham sé.

Pinh nghia 3.1.7. 17. Ham ¢(¢), ¢ € £ dwoc goi la gidi han cia ham
f(¢,2) (ho ham!) khi 2z — 2 (2 # 00) néu

Ve>0V(eLId=0e()>0:VzeDN{z:0< |z— 2| <}
= (¢ 2) = ()] <&
2%, Ham ¢(¢), ¢ € £ dwoc goi 1a gidi han cia ham (¢, z) khi 2 — oo,
z € D néu
Ve>0, V(e LIA=A(e,()>0:VzeDnNn{z:|z| > A} =
1£(¢,2) — ()] <e.
3T. Ham f((,z) ddn déu dér véi ¢ € L dén ham ¢(¢) khi z — zy (khi
z — o00) néuw: Ve > 0,36 =4d(e) > 0 (twong ing: IA = A(g) > 0) sao cho

VzeDN{z:0<|z—2| < d} (twonging: z € DN{z:|z| > A)vavV({ e L
thi

1£(¢2) = o(Q)] <.
Ky hiéu:

f(¢2) = ()
(z—20)
Twong tw nhw triromg hop day ham (tite 1a khi £ =N, D = R) c6 thé
chitng minh ring gi¢i han ctia ho ham lién tuc hoi tu déu 14 ham lién tuc.

Ap dung két qua nay ta chimg minh
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Pinh 1y 3.1.11. Gid s#: 17 £ la duong cong ¢é hwdng do dwoc, D C C
la tap hop md vdi diém tu la zo;
T f(¢,2), C €L, z€ D la ham lién tuc trén LN z € D nhu la ham cia

TG = )aﬁ(é)-
Khi d6

i [ 7(¢ 2 = [ m f¢.20dc = [ 90

zZ—20

L L L

titc la phép qua gici han dwdi dau tich phan dwong cé thé thwe hién duoc.

Chitng minh. Theo nhan xét & trén ham gi¢i han ¢(¢) 1a ham lién tuc trén
L.
Vi f(¢,2) = ¢(C) khi 2 — zpnén: Ve > 0,30 =d(¢) > 0saochoV( e L

(G 2) = 0Q)] < 1oy 2 €DN{z:0< |z — 2| < 6}

€
L]’
trong d6 |£] 1a do dai etia dwdmg cong £. Ap dung dinh 1y 3.1.2 vé wéc lwong
tich phan ta co

\![f(g,z> (€)dc]| < /|f G.2) = 0(01dS < ] = =

Vie > 01as6 tity ¥ nén tir d6 suy ra két luan cia dinh 1y. O
Tt dinh 1y 3.1.11 ta thu dwoc céc trweong hop riéng sau day.

Hé qua 3.1.2. Gia st L la dwong cong cd hwdng do deoc, {fn} la day
ham lién tuc trén L va f, = f(¢) trén L. Khi do

(n—o0)

[ hioic — / (¢
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Hé qua 3.1.3. Gid sit £ la dwong cong cé hwdng do deoc, chudi

3 €)= wa(Q) + ua(€) 4 -+ un(C) + ...

n=1

cdc ham lién tuc trén L hoi tu déu trén L dén tong S(C). Khi dé chudi

S un(C) ¢6 thé tich phan theo L ting sé hang véi nghia la

/[;U”(O}‘“ = ;/un(odc = /S(g)dg.

Bé dé 3.1.2. (Bat dang thic Lagrange) Gid s doan [a,b] C R wa f :
[a,b] — C la ham lién tuc trén [a,b], khd vi tai moi diém cia khodng (a,b).
Khi do

1f(B) = fla) <[ OIb—a), a<&<b
Chitng minh. Gia sit o € Arg[f(b) — f(a)]. Khi d6
£(b) = f(a)| = e7[f(b) — f(a)] = €7 f(b) — e7 f(a).
Dit e~ f(z) = u(x) + iv(z), Yo € [a,b]. Ta ¢6

£(b) = f(a)]

u(b) +iv(d)) — (u(a) + iv(a))
(0) — u(a) +i(v(b) — v(a)).

Hién nhién ring vé cudi ciing phai 1 s6 thire (vi vé dau tién 14 s6 thie). Do
d6 v(b) —v(a) = 0. T d6 theo dinh ly Lagrange doi véi ham u, ton tai diém
¢ € (a,b) sao cho

|£(0) = fa)] = W' ()(b = a) < [F(E)I(b - a)

Pinh ly 3.1.12. (Pao ham tich phan dwong theo tham so)

Gia s
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1% L la duong cong cé hwdng do dwoce, D la tap hop mé cia mdt phdng
phite C.

2t f(¢,2), z € D, ¢ € L la ham lién tuc theo ¢ trén LNz € D con
fL(C, ) la ham lién tuc trén L X D va

o(z) = / f(¢,2)dC, zeD.

Khi do

o(z) = / F(¢.2)de (3.14)

L

va @' (2) lién tuc trén D hay la

d 0
= [ e = [ Lac s
L L

Chatng minh. Ta can chitng minh rang biéu thitc

90(2+AZ> _90(2) _/f(C,Z—i—AZ) _f(§72>
Az Az

dg

dan dén (3.14) khi Az — 0, hay 1a

J(Az)z/[f(C’HAAZ;_f(C’Z) — fUG )| =0, Az =0,

L

Trude hét, theo dinh 1y 3.1.2 vé wée hrong tich phan ta cé

1J(Az)] < /)f(C’HAZ) — /62 f;(g,z)}ds.

Az

Xét ham

f(CyZ +tAZ> — f((,Z)
Az

g(t) = — [l 2, 0<t< 1.
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Ap dung bét déng thite Lagrange cho ham g¢(¢) ta thu dwoc

Az) —
(1) — g(0)] = [[E2EEDZICE e )
|G (D)1= [fA¢ 2+ TA2) — f1(¢,2)], 0<T<1.
Nhuw vay

J(A2)] < / F1C 2+ 7A2Z) — F1(C. 2)|ds.
L

Vi f/(¢, z) lién tuc trén £x D nén né lién tuc déu trén tap hop déng LxU(z),

trong d6 U (z) 1a1an can nao d6 ctia diém z: U(z) € D. Dodé Ve > 0,35 > 0:

Ifi(C 2z +T7AZ) — fL(¢C 2)| <&, VAz:|Az|<§, 2+ AzelU(z), V(e L.

Nhw vay

|J(Az)| < /ads:5|£|, |Az| <0
L

va do dé J(Az) — 0, khi Az — 0.
Tiép theo ta cé

£'(21) = ' (22)| < [ 1f2(C, 21) = (G, 22)ds

c
g/ads:5|£|, |21 — 29| <6,
P

tirc 1a ham ¢'(z) lién tuc trén D. O

3.2 Ly thuyét Cauchy

3.2.1 Nguyén ham dia phwong cia ham chinh hinh

Bay gio ta chuyén sang xét van de ton tai nguyén ham ddi véi ham chinh
hinh. Ta c6
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Pinh nghia 3.2.1. Gi4 stt ham f € H(D). Ham F(z) € H(D) dwoc goi la

nguyén ham ctia ham f(z) néu
F'(z) = f(z), VzeD.

Néu F(z) 1a mot nguyén ham nao d6 ddi véi ham chinh hinh f(2) trong
mién D thi tap hgp moi nguyén ham cia né dwoce cho bdi cong thire F(2)+C,
trong d6 C' 1 hang s6 tly ¥ (xem tiét 3.1.4).

Dé nghién ciru van de ton tai nguyén ham déi véi ham chinh hinh, dau
tién ta xét van dé ton tai nguyén ham dia phwong tdc dung trong lan can
ctia mot diém nao d6. Ta bat dau viéc dé tir viée chitng minh dinh 1y cue ky

quan trong sau day.

Pinh ly 3.2.1. (Cauchy) Gid stz D la mién clia mdt phang phitc C. Néu
f € H(D) thi dang vi phan f(z)dz la dang vi phan ddng trong D.

Chitng minh. 1. Dau tién ta chitng minh rang /f(z)dz = 0 trong d6 0A

A
14 bién ctia tam gidc A tily ¥ nam trong D c¢é dinh hwéng ngiroce chieu kim

dong ho.

Gia sit rang
L/ z dz‘ a(A) >

Ta chia A thanh bon tam gidc con bdi cic dwong trung binh va gid thiét
rang bién ciia A va clia cdc tam gidc con nay déu dwoc dinh hwémg ngwoc
chiéu kim dong ho. Gia st bén tam gidc con dwoc ky hiéu 1a A;, i = 1,2, 3,4
véi bien twong wng dA;. Vi nhitng tich phan theo cac dwong trung binh
dwoc 14y hai Ian theo hai hwéng ngwoc nhau nén ching triét tiéu lan nhau
va ta co

4 4
/f(z)dz = Z / f(2)dz = Za(Ai).
oA =, =1

(2
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Tt do rut ra

a(A):‘/f(z)dz‘g‘/f(z)dz‘—k’/f(z)dz‘

8A1 BAQ

+’/f(z)dz’+’/f(z)dz’.

0A3 0Ay

Do d6 trong s6 bén hinh tam gidc A;, ¢ = 1,2,3,4 ton tai it nhat mot

A
hinh ma a(4;) > #. Ta ky hiéu tam gidc d6 1a Al. Nhw vay

a(A
‘ / f(z)dz‘ > %
aA!
Ta lai chia tam gidc A! thanh bon tam gidc bang nhau bdi cic dwong
trung binh nhw & trén. Trong sé bon tam gidc vira thu dwoc, ton tai mot

hinh, gid st d6 1a hinh tam gidc A2, thda man dieu kién

’ / f(z)dz’ > a(2A) .

4
N2

Tiép tuc qué trinh nay vo han Ian, ta ¢ thé di dén day vo han cac hinh

tam gidc 1ong nhau:

1.
(AHY D (AH DD (AH > A oL
(AMYc D, Vk (3.16)

2. do dai

1 1

|0A"| = Z|0A™ ] = —]0A],

2 on

3.

| / f(z)dz‘}afﬁ>~ (3.17)
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Tir tinh chdt (3.16) suy ra ring ton tai diém zy duy nhat thudc moi tam
gidgc A", zgp € A", Vn. Hién nhién zy € D va do d6 ham f(z) chinh hinh tai
diém zp. Tir d6 suy ra rang Ve > 0, 3§ > 0:

f(2) = f(=0)

— fl(20)| <&, VzeD:|z—z| <. (3.18)
zZ — 20

Rorangla 3N € N:Vn > N thi 9A™ ndm trong hinh tron {|z — 2| < &}
va do d6 Vz € OA™ ta ¢6 (3.18) hay la

| f(2) = f(20) = f'(20)(2 — 20)| < €|z — 2.

’ N 7 o~ . o N ./ A~
Ta lwu y rang khoang cach |2’ — z| gitra hai diém cia mot tam gidc luon

luén bé hon chu vi ctia né. Do dé doi véi z € OA™ ta cb

04|

- (3.19)

elz — 20| <e-|0A"| =¢

Tiép theo ta cé

/ [f(2) = f(20) — f'(20)(2 — 20)]dz =

OA™

= /f(z)dz—f(zo)/dz—l—f’(zo)/zdz—zof’(zo)/dz. (3.20)

dAn dAn dAn dAn
Theo dinh nghia tich phan ta cé
/ dz = 0; / zdz =0
dAn dAn
va tir (3.20) rit ra

/ [F(2) = F(z0) = F/(20)(z — 20)]d= = / F(2)d

OA™ oA
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Do dé tir dang thitc vira viét va tir (3.17) va (3.19) suy ra

%g | /f(z)dz\

:’ /[f(Z)—f(ZO)—f/(%)(z_zO)]dz
o alAanAP
\54—71'

va tir d6
a(A) < oA (3.21)

Vi ¢ 1a dai lwong bé tuy y, con |0A| va tich phan /f(z)dz khong phu

aA
thuoc vao € nén tir bat dang thitc (3.21) suy ra rang a(A) = 0, hay la

/f(z)dz = 0.

2. Tir dieu chitng minh trong 1) suy ra rang / f(2)dz = 0 ddi v6i hinh
V(R)
chir nhat bat ky R C D clung v6i bién v(R) cua né. Ro rang 1a /w1 =0,
v(R)

/ we = 0 va do d6 w; va we la nhirng dang vi phan ding trong lan can
1(R)

moi diém ctia mien D (xem dinh Iy 3.1.3), nghia la: w; va wy 14 nhitng dang

vi phan déng trong D. Tir b6 dé da chimg minh trong 3.1.4 suy ra rang

w = f(2)dz = w1 + iws la dang dong trong D. Dinh ly dwoc chitng minh

hoan toan. m

Pinh 1y 3.2.2. Néu ham f € H(D) thi f c¢6 nguyén ham dia phwong va
nguyén ham nay chinh hinh.

Chitng minh. That vay, vi f € H(D) nén f(z)dz la dang vi phan déng trong
D. Do dé sw ton tai nguyén ham dia phwong diroc suy tir dinh nghia dang
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vi phan déng. Nguyén ham dé 1a ham chinh hinh vi ham chinh hinh f 1& dao

ham ctia nd. I

Dinh ly 3.2.3. Gid st ham lién tuc f(z) chinh hinh tai moi diém cia mién
D ¢ thé trie ra nhing diém ndm trén dwong thang § song song véi truc

thwe. Khi d6 dang vi phan f(z)dz la dang dong trong D.

Trirong hop dic biét, néu ham f(z) chinh hinh tai moi diém ctia mien D,
c6 thé trir ra nhitng diém co 1ap thi f(z)dz 1a dang vi phan déng.
Nhw vay, dinh ly 3.2.3 la sw khéi quat héa cta dinh ly 3.2.1.

Chitng minh. Ta can chitng minh tich phan
/f(z)dz =0 (3.22)
OR

déi v4i bién OR cua hinh chir nhat R C D bat ky.

1. Néu hinh chir nhat R khong cit 4 thi (3.22) 1a hién nhién.

2. Gid sit mot canh ctia R nam trén §. Gid sit hinh chit nhat R c6 bon
dinh 1& u, v+ a, u +1ib, u+ a + b trong d6 u, u+a € 0; a,b € R. Ta ky hiéu
R(¢) la hinh chir nhat v4i bon dinh 1a

u+ie, u+4a-+ie, u+ib, u-+a-+ib,

trong dé € 1a s6 dwong da bé. Khi dé

/ f(z)dz = 0.
)

IR(e

Nhung khi € — 0 thi / f(z)dz — /f(z)dz. Do dé

OR(¢e) OR
/f(z)dz = 0.
oR
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3. Bay gio gia st 6 chia hinh cht nhat R thanh hai hinh chtt nhat R’ va
R’. Tt diéu chitng minh trén suy ra rang /f(z)dz =0 va /f(z)dz = 0.

OR/ OR"

/f(z)dz = 0.

Do do

3.2.2 Nguyén ham cia ham chinh hinh theo tuyén

Trong tiét trwde ta da chitng minh rang moi ham chinh hinh trong mién D
deu c6 nguyén ham dia phwong trong mién d6. Van dé vé su ton tai nguyén
ham toan cuc trong D c¢6é phan phitc tap hon. Trong tiét nay ta sé néu
phwong phap “dan” cdc nguyén ham dia phwong thanh nguyén ham theo

tuyén.

Pinh nghia 3.2.2. Gid sit trong mién D cho ham fva~y: 1 — D (I = [a,b])

14 tuyén lién tuc tuy y trong mién D. Ham
F:1—C

dwoc goi 1a nguyén ham ciia ham f doc theo tuyén v néu

1. ham F' lién tuc trén [a, b],

2. v6i diém tg € [a,b] thy ¥, ton tai 1an can U C D cha diém 7(tp) ma
tai d6 ham f ¢6 nguyén ham F, sao cho F,(y(t)) = f(t) véi moi ¢ thudce lan
can u(to) C |[a, b].

Pinh 1y 3.2.4. Gid sit ham f € H(D) va~y la tuyén (lién tuc) bat ky thudc
D. Khi dé nguyén ham cia f doc theo tuyén v bao gio ciing ton tai va xdc

dinh don tri véi su sai khdc mot hang s6 cong.

Chitng minh. 1. Sw ton tei. DS véi moi gid tri ty € [a,b], ton tai lan can

v(tg) C [a, b] sao cho 4nh xa ~y bién né vao hinh tron mé ma tai day ham f c6
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nguyén ham (dinh 1y 3.2.2). Vi doan [a, b] compéc nén ton tai mot phép phan
hoach htru han doan [a, b] thanh céc doan con I = [tg, tk1], K =0,1,...,n
sao cho y(Ij) thuoc hinh tron Uy, C D, k = 1,2,...,n ma tai d6 ham f cé
nguyén ham Fi. Trong s6 nhitng nguyén ham cia f (ching khdc nhau béi
mot hang s6 cong) ta sé chon mot nguyén ham tuy ¥. Ta ky hiéu né 1a Fy.
Ta xét mot nguyén ham nao dé cia f trong hinh tron Us. Vi Uy NUy # ()
(vi chita diém ~(¢;)) va lién thong nén nguyén ham nay chi sai khéc Fy boi
mot hang s6 cong (vi d6 1a nguyén ham cia cing mot ham). Do d6, trong
ciac nguyén ham ctia f trong Us, ton tai mot nguyén ham Fy, ma Fy = F

trong giao U; N Us. Gia s

G — Fy trong Uy,
F,  trong Us.

Khi d6 G la nguyén ham cua ham f trong Uy U Us.
Tiép tuc qud trinh 1y luan d6, tai moi Uy ta sé chon diroc nguyén ham

F}, sao cho
Fk = Fk—l

trong giao U1 N U (k = 2,3,...,n) va ham Gj_; twong ting la nguyén
ham cua f trong Uy UUy U -+ - U Uy.

Ta xét ham F(t) = Fi(y(t)), t € Iy, k = 1,2,...,n. D6 la ham lién tuc
trén I (do cdch xay dung). Ta can chitng minh rang F'(¢) 14 nguyén ham
clia f doc theo tuyén «. That vay, d6i véi moi diem ty € [a, b] ton tai mot

lan can ma tai do

F(t) = Fu(y(1)),

trong d6 Fyy 1a nguyén ham cia f trong lan can U C I ctia diém ~(to).
2. Tinh duy nhat. Gia st Fy va F, déu 13 nhirng nguyén ham cta f doc

theo 7. Trong lan can U(ty) cta diém t, € [a, b] ta cé

Fi = FOy(t), Fo=F?(y(1)),
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trong d6 F va F® 13 hai nguyén ham cta f tai mot 1an can nao d6 cia

v(to). Vi hiéu F; — F;, 1a hang s6 nén suy ra rang ham
p(t) = Fi(t) — (1)
la hdng s6 trong lan can u(ty). Ta can chitng minh rang
¢ = const, VYt € |a,b.
That vay, xét tap hop

E={telad]: ()=t}

Tap hop E ¢6 cdc tinh chéat sau day
a) E£0Dvity e E,
b) E 1a tap m& vi ¢ 1a hing s6 dia phirong va véi moi diém ¢t € E ton
tai mot lan can u(t) C E,
c) E 1a tap déng. Vi ¢ lién tuc (vi 1a hidng s6 dia phwong) cho nén néu
t, € E thi tir hé thitc p(t,) = ¢(to) ta co:
lim o(tn) = ¢(t*) = ¢(to)

tn—st*
vay t* € E. Do d6 E =1 (vi I lién thong). O

Nhan zét 3.2.1. Néu anh xa ~ 1a hang s6 thi hién nhién rang nguyén ham
bat ky ctia ham f doc theo v déu 13 hing so.

Trong trirdong hop néu biét mot nguyén ham cia ham f doc theo tuyén

~ thi tich phan cia f theo v dwoc tinh bang cong thitc Newton - Leibnitz.

Dinh ly 3.2.5. Gid st v : [a,b] — C la tuyén tron ting khic va ham f lién
tuc trén vy va c¢é nguyén ham F(t) doc theo v. Khi do

/ F(2)dz = F(b) — Fla). (3.23)
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Chitng minh. 1. Dau tién gid sit v 14 tuyén tron va nam tron trong mién
ma ham f ¢6 nguyén ham. Gia sit F'* 1a nguyén ham cua f doc theo ~y, ham
F*[y(t)] khdc F mot hang s6 cong, tirc la:

F(t) = F*[y(t)] + C.

Vi v 1a tuyén tron va F*(z) = f(z) nén véi moi t € [a,b] ton tai dao

ham lién tuc

Do do
b

[ 11z = [ thn = [ Fow=Fo) - Fa)

a

2. Trwong hop ~ 14 tuyén tron tirng khic. Trong triromg hop nay ta cé
thé chia v thanh mot s6 hitu han tuyén

”)/Vi[ty,ty+1]—>c, a:t0<t1<--~<tn:b

sao cho moi tuyén 7, déu 1a tron va déu nam trong mién ma ham f cé nguyén
ham.
Do d6

/ fds = P(tyo) — F(t). (3.24)

Bang céch cong céc dang thitc (3.24) ta thu dwoc cong thire (3.23). O

Nhdn zét 3.2.2. Giad stt ham f chinh hinh trong mién D. Khi d6, tir dinh 1y
11.4 va 11.5 ta c6 thé dinh nghia tich phan ctia ham f theo tuyén lién tuc
v C D bat ky nhw 1a s6 gia ctia nguyén ham ciia né doc theo ~ khi ¢ bién
thién trén [a,b]. Tich phan (3.23), hién nhién 1a bat bién d6i véi phép thay
tham s6. Do dé, ta c6 thé xét tich phan ctia ham chinh hinh theo dwong

cong lién tuc bat ky.
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3.2.3 Tinh bit bién cia tich phan d6i véi cac tuyén
dong luan
Trude khi chitng minh dinh 1y quan trong vé tinh bat bién ctia tich phan

ham f € H(D) theo cdc tuyén dong luan, ta chitng minh dinh 1y sau day vé

sw ton tai clla nguyén ham theo 4nh xa.

Dinh nghia 3.2.3. Gia st ¢ : (t,u) — §(¢,u) la 4nh xa lién tuc hinh ch
nhat

R:{@@eR%agtgadgugy}

vao mien D C R? va w 1a dang vi phan déng & trong D. Ham lién tuc ¢(¢, u)
dwoc goi 1a nguyén ham cia dang vi phan déng w déi véi dnh za §(t, u)
néu né thoa man diéu kién: véi diém (tg, up) € R bat ky, ton tai lan can
U(5(to, up)) ctia diem §(tg, up) va trong lan can d6 ton tai nguyén ham F cla

w sao cho

¢(t,u) = F[5(t, u)]
véi moi diem (¢, u) di gan (o, ug).

Dinh ly 3.2.6. V§i cdc gid thiét cia dinh nghia 3.2.3 nguyén ham ¢(t,u)
cia dang dong w dor véi dnh za § bao gio ciing ton tai va zdc dinh don tri

v6i sw sai khdc hang s6 cong.

Chatng manh. Vi hinh chit nhat R 14 compéac nén ta cé thé chia né thanh
nhitng hinh chitr nhat con bang cdch chia khodng bién thién cta t bdi céc
diém ¢; va khodng bién thién ctia u bdi céc diém u; sao cho véi i va j bat ky

qua anh xa ¢ anh cta hinh chtt nhat
RU:{@uymgtgmHﬂgguguﬁ&

thudc hinh tron mé U;; ma tai dé dang w c¢é nguyén ham Fj;.
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Ta c¢6 dinh j. Vi cdc nguyén ham khdc nhau bdi hang s6 cong va vi giao
Ui NUis1; # D (va lién thong) nén cé thé thém cho méi nguyén ham Fj; (j

c6 dinh, i bién thién) mot hang s6 sao cho
Fij = Fiyh; trong giao U;; NUit1 5.
Do d6 d6i v6i u € [uj, ujq] ta thu dwge ham ¢;(t, u) ma véi i bat ky
¢;(t,u) = Fij(6(t,u)), € [ti tia].
Nhw vay ham ¢;(¢, u) lién tuc trong hinh chtr nhat
R; = {(t,u) cR*:a <t <buy gugujH}
va né 1la nguyén ham cia dang w doi v4i anh xa 0, trong dé
§; = (5}Rj.

Mo6i nguyén ham ¢; déu dwoce xdc dinh véi sw sai khdc hang s6 cong.
Bay gior doi véi moi j ta ¢ thé chon lién tiép céc hang s6 cong dé mot
cach thich hop sao cho
Qﬁj(f, U) = ¢j+1 (t, U) khi o= Ujt1-
Ta xdc dinh ham ¢(¢,u) trong hinh chit nhat R nhw sau: véi j bat ky ta
dit
o(t,u) = ¢;(t,u) khi w € [uj,ujp).
Ham nay lién tuc trong R va thda man céc diéu kién ctia dinh nghia 3.2.3.
Do d6 né 1a nguyén ham cia dang w doi véi dnh xa 0. U

Bay gio ta chitng minh dinh 1y chti yéu ctia tiét nay va ciing 1a dinh 1y cht
yéu ctia toan bo 1y thuyét ham chinh hinh. D6 1a dinh 1y tich phan Cauchy.
Néu f € H(D) thl w = f(z)dz la dang vi phan déng (dinh 1y 3.2.1), do vay
thay vi néi “nguyén ham cia dang w” ta sé néi: “nguyén ham cia ham f”.

Ta co
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Dinh ly 3.2.7. (Cauchy) Gid sit D la mién cia C va f € H(D). Néu v

va Yo la hai tuyén dong ludan véi nhau trong D thi

/f(z)dz:/f(z)dz.

Chitng minh. Chitng minh dinh 1y diroc chia lam hai phan:
1. Tuyén v va 72 ¢6 ddu mit chung bat dong. Theo gid thiét v; va v,

dong luan v4i nhau trong D nén dnh xa § thda man diéu kién

0(t,0) =m(@), (1) =)

Tir dinh 1y 3.2.6 suy ra rang ton tai nguyén ham ®(¢,u) ctia f doi véi
anh xa 9. Do do

pr(t) = (¢, 0)

1a nguyén ham cta f doc theo tuyén ~;. Twong tu

pa(t) = (¢, 1)

14 nguyén ham cta f doc theo tuyén 7,.
T dinh ly 3.2.5 ta c6

/f(z)dz — $(1,0) — &(0,0)
/f(z)dz — B(1,1) — 6(0, 1)

va do do
/f(z)dz — /f(z)dz = [®(1,0) — ¢(0,0)] — [@(1,1) — D(0,1)]

= [®(0,1) — ®(0,0)] — [@(1,1) — D(1,0)].
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Ta can chitng minh rang
O(1,1) — &(1,0) =0, &(0,1) — &(0,0) = 0.
That vay, xét ham u — ®(0,u). D6 1a nguyén ham ctia ham f theo tuyén
Y u— 0(0,u)
nhung §(0,u) = 7, (0) nén tuyén v, 1a hang sé va do d6 ®(0,1) —®(0,0) = 0.

Twong tw, ham u — ®(1,u) 1a nguyén ham cta f doc theo tuyén hing

~

s0
Yu U — 0(1,u)

nén ¢(1,1) — ¢(1,0) = 0.
2. Tuyén v; va v, 1a nhitng tuyén déng. Ta da biét rang, theo dinh nghia,
néu v, va v, dong ludn véi nhau thi ton tai 4nh xa lién tuc hinh vuéng I x I

vao mien D sao cho

(Diéu kién sau cing ching to: véi moi ug € [0, 1] bat ky, tuyén ~,,(t) =
§(t, up) 14 mot tuyén déng).
Bay gitvr gia st @(¢, u) 1a nguyén ham ctia f doi véi dnh xa §. Ta xét hai

tuyén

Yo i 0(0,u); Ay u— 0(1u).
Vi hai tuyén nay tring nhau, cho nén

B(0,1) — B(0,0) = B(1,1) — (1, 0)

va tir d6 suy ra diéu phai chitng minh. O
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Nhan zét 3.2.3. 1. T dinh 1y vira chitng minh ta it ra két luan la: tich
phan ctia ham chinh hinh theo mét tuyén 1a mot bat bién ctia 1ép dong luan
chita tuyén ay.

2. Trong 3.1.1 ta da néu ra khdai niém tich phan ddi véi tuyén va sau
d6 ta da thay 1o rang trén thuwc té tich phan dwoc xdc dinh khong phai béi
tuyén ma bdi dromg cong (16p céc tuyén twong dwong). Véi dinh 1y Cauchy
dang tong quat vira chitng minh ta con cé thé di xa hon: ddi véi cédc ham
chinh hinh tich phan dwgc xdc dinh khong phai bdi dwong cong ma bdi mot

16p dong luan chira dwromg cong ay.

3.2.4 Cong thixc tich phan co ban thir nhat ciia Cauchy

Tit dinh 1y Cauchy da chitng minh trong tiét trwée ta suy ra dang co dién
sau day ctia dinh ly Cauchy - goi la dinh ly tich phan Cauchy.

Pinh 1y 3.2.8. (Cauchy) Néu f € H(D) va v ~ 0 la tuyén déng bdt ky
thuoc D thi

/f(z)dz = 0.

Chatng minh. Vi~ ~ 0 trong D nén ta c6 thé bién dang dong luan v thanh
tuyén déng v, nam trong hinh tron U C D. Tir dinh ly 3.2.2 suy ra rang
ham f ¢6 nguyén ham dia phwong F' trong U va do d6 nguyén ham cua f
theo tuyén 1 1a F(y1(t)). Vi 71 14 tuyén déng nén v;(a) = y1(b) = a*. Do
do

/f(z)dz = F(a") — F(a") = 0.

Nhung vi 71 ~ v nén tir dinh 1y tich phan Cauchy suy ra diéu phai chitng
minh. O

Trong mién don lién, moi tuyén déng déu dong luan véi 0 va do dé hai

tuyén bat ky v4i dau mit chung 1a dong luan véi nhau. Do dé tir dinh ly
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vira chitng minh ta rit ra dang phét biéu c6 dién ctia dinh ly Cauchy déi véi

mién don lién.

Pinh ly 3.2.9. (Cauchy) Néu ham f chinh hinh trong mién don lién D C C
thi tich phan cia nd theo tuyén déng v : I — D bat ky la bang 0, titc la

/f(z)dz = 0. (3.25)

Cong thite (3.25) dwgc goi la cong thite tich phdn co ban thi nhat cia
Cauchy.

Trong mién da lién, tich phan ctia ham chinh hinh theo tuyén déng khong
nhat thiét 14 bang 0. Dieu d6 dwroc chitng té bdi vi du sau day.

Giast D=C\{0} va f(z) =1/zvay={z€ C: 2 =¢"t €[0,2r]}.
Ta cé

[ Jurmomso

¥ 0

Bay gio ta chitng minh sw khéi quét dinh 1y Cauchy 3.2.9 cho mién D

htru han lién thong.

Pinh ly 3.2.10. (Cauchy) Gid st f € H(D) va D* la mién bi chdn nam
trong D cung véi bién cia né gom mot s6 hitw han dwong cong do duwoc.
Khi do

/ f(z)dz = 0. (3.26)

Chitng minh. Ta biét rdang mién hiru han lién thong (v4i cap lién thong n)
chinh 1a mién don lién htru han nao d6 ma trong dé cat bd (n — 1) 16 thing
(cdc thanh phan bién bén trong). Ta vé trong D* nhing nhét cat A¥ néi cic
thanh phan ctia bién mien D* sao cho D* trd thanh mien don lien D* véi

bién dinh hwéng dwong OD* (& day ta lay cdc nhat cat tirng doi mot khong
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. \ A s oA 7 . 7 N 'S oA N s oA
giao nhau va khong ¢é diém chung véi cac thanh phan cta bién trir cac diém

dau va cudi cac nhat cat dirgec mo ta bdi hai bo AF va A)). Ro rang la
oD = oD U (|JA) u (UN)-
Do dé

/f(z)dz: /f(z)dz—i—;/f(z)dz—l—;/f(z)dz:O.

aﬁ* BD*

Ta Iwru y rang tich phan theo cdc nhéat cat diroc lay hai Ian theo hai bo véi

cac hwéng ngiroc nhau. Do dé cdc tich phan theo céc nhét cat déu triét tieu

/f(z)dz: /f(z)dz:().

aﬁ* BD*

lan nhau va thu dwoc

Dinh 1y dwoc chitng minh. U

Nhan zét 3.2.4. Néu bién dD* ctia mién s - lién thong D* gom s dwong cong
déng I';, i = 1,2,..., s trong d6 'y 1a chu tuyén ngoai, con 'y, T's, ..., [, 1a

cdc chu tuyén trong thi cong thire (3.26) dwoc viét nhw sau:
/ f(2)de =Y / (). (3.27)
r =2,

Tat c céc dinh 1y 3.2.8 - 3.2.10 déu dwoc chitng minh déi véi mién con
nam tron trong mién chinh hinh cta ham f(z), titc 14 ching dwgc chitng
minh véi gid thiét ham f(z) € H(D), D = D U dD. Céc khai quat tiép
theo déi v4i dinh 1y tich phan Cauchy trinh bay trong céc cong trinh cia
cic nha todn hoc A. Pringsheim?, N. Luzin® va I. Privalov* da chitng to

dwoc rang ham dudi ddu tich phan f(z) khong nhdt thiét phdi chinh hinh

2A. Pringsheim (1850-1941) 1a nha toan hoc Prrc
3N. Luzin (1883-1950) 14 nha toan hoc Nga
41. Privalov (1891-1941) 14 nha toén hoc Nga
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trén D = D UOD ma chi can né chinh hinh trong mién D va lién tuc trén
D la di, tikc 1a f € H(D) NC(D). Cu thé nguoi ta da chitng minh dwoc

DPinh 1y Cauchy téng quat
Gid st ham f(z) chinh hinh trong mién bi chdn D gidi han bdi mét so
hitu han dwong cong déng Jordan do dwoc va lién tuc trén D. Khi dé tich

phan cia ham f(z) theo bién cd hwdng ciia mién dé la bang 0, titc la

/ F(2)dz = 0.

Ban doc cé thé xem chitng minh dinh 1y nay trong B. V. Sabat “Nhap
mon giai tich phitc”, phan I, Nha xuat ban Dai hoc va Trung hoc Chuyén
nghiép, trang 113-117, Ha Noi 1979 hoac trong I. Privalov “Nhap mon ly
thuyét ham bién phite” §2, ch.IV, Ha Noi 1964.

3.2.5 Nguyén ham trong mién don lién

Bay gio tir dinh 1y 3.2.9 trong tiét trirde ta ¢ thé rit ra mot két qua quan
trong ma ta chd doi: dinh 1y vé s ton tai nguyén ham toan cuc trong mién

don lién.

Pinh ly 3.2.11. Néu D C C la mién don lién va f € H(D) thi ham f c6

nguyén ham trong mién D.

Chatng minh. That vay, theo dinh 1y 3.2.9, déi véi tuyén déng v C D bat ky

ta co

/f(z)dz = 0.

Vi vay theo dinh 1y 10.3 va bo dé & 3.1.4 suy ra rang dang vi phan w = f(2)dz
la dang vi phan ding trong D. Nhw vay ham f(z) ¢ nguyén ham trong
D. 0
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Nhan zét 3.2.5. Doi hdi ve tinh don lién cia mién D & day 1a rat cot yeéu.
Néu D = C\ {0} va f(z) = 1/z thi 6 rang ham f khong c6 nguyén ham
trong mién D (xem nhéan xét 3.1.4 & 3.2.4). Do dé doi véi cde mién da lién

n6i chung dinh 1y vé sir ton tai nguyén ham toan cuc la khong diing.

3.2.6 Cong thic tich phan Cauchy (c6ng thirc co ban
th hai cia Cauchy)

Trong tiét nay ta sé nghién citu van dé ve bicéu dién tich phan cdc ham chinh
hinh. Ta sé thay phép biéu dién dé cé nhitng 4p dung quan trong ca vé mat
Iy thuyét lan thue hanh.

Ta co

Pinh ly 3.2.12. Gid st D la mién bi chdn véi bién Jordan do dvoc OD.
Néu ham f(z) chinh hinh trong D wva lién tuc trong D thi véi diém z € D

bat ki ta cd cong thitc

(3.28)

1 f(O f(z)  néuze D
N BNV P
27”'84 (-2 ‘ 0 néu z € D,

trong doé 0D la bién c¢d dinh hwdng dwong cia D.

Cong thire (3.28) 1a cong thitc tich phan co ban thit hai cua Cauchy (hay
cong thitc tich phan Cauchy); con vé phai clia cong thitre d6 dwoc goi 1a tich
phan Cauchy.

Chitng minh. 1. Dé chitng minh (3.28) ta xét hinh tron di bé S(p) = {|¢ —
z| < p} sao cho S(p) € D. Ta xét miéen K = D \ S. Bién c¢6 dinh hwéng
dwong K gon 8D va bién 9S(p) chay theo hwéng am. Ap dung cong thire
(3.27) cho mién D\ S(p) va ham f(z)/(¢ — z) € H(D \ {z}) ta ¢6

L fAQ ., 1 [ Q)
i | o= g |
oD

aS(p)
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AN s , A~ . < z N . s
Ta can xét tich phan & vé phai ciia dang thitc vira viét. Ta c6

f(z) d¢ 1 f(Q) = f(2)
27m/ 2m1 /C—z—i_% (—=z %
a5(p) aS(p) aS(p)
B 1 f(Q) = f(2)
= f(2) + 57 2 dc. (3.29)
2S(p)

Vi tich phan & vé trai (3.29) va s6 hang thit nhdt ciia vé phai khong phu
thuoc p nén s6 hang thit hai & vé phai ciing sé khong phu thuoc p. Néu ta
chitng minh dwoc rang s6 hang thit hai dan dén 0 khi p — 0 thi sé ching

minh dwoc rang né bang 0.

Ta c6
f(¢) = f(z 1 /() — f(2)
’Qm (—=z d( <§¢g§%€(p) CT’QW
9S(p)
— max [£(¢ )—f(z)]~§—C£%)|f(C)—f(2)’-

Khi p — 0, diém ¢ € 9S(p) dan dén z va do dé CI%%? 1f(Q) = f(2)] = 0w
€95 (p)

f la ham lién tuc.

Nhw vay
L[ FQ
%/C_—ng“—f(z), zeD.
oD

2. Bay gio ta xét treong hop 2z € D. Hién nhién trong trwong hop nay
. f(¢
ham g(¢) = )

2222 13 ham chinh hinh tai moi diém ctia D nén theo dinh ly
—z
tich phan Cauchy ta cé

Qm/g_zdgo ¢ D.
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Nhan zét 3.2.6. Cong thitc tich phan Cauchy biéu thi mot hién twong hét
sttc dac biét 1a gid tri cia ham chinh hinh trong mién D hoan toan dwoc xéc
dinh béi cde gid tri clia né trén bién. That vay, néu céac gia tri ctia ham trén
bién 9D da biét thi ta sé tim dwoc gid tri ctia f tai moi diém 2z € D. Ve mit
nguyén tac, sw kién nay phan biét cdc ham chinh hinh véi cdc ham R2-kha

V1.

Vi du 1. Tinh tich phan
e“dz
J= | ———= — 3i| = 2}.
/2(2_22.), {lz —3i[ =2}
Y

Gidi. Hién nhién ham f(z) = ¢*/z, chinh hinh trong mot 1an can nao d6
cta hinh tron giéi han bdi y. Do dé tir cong thire (3.28) ta ¢

e*dz (=) o N
/ z(z — 2i) " mif(2i) = m(cos2 + isin2)
v v

Vi du 2. Tinh tich phan

J = / _dz
22+ 16

v={l2|=5}

Gidi. Ham dwéi dau tich phan chinh hinh trong hinh tron {|z| < 5} trir
ra hai diém z; = 4i va 2y = —44. Ta dung cdc dwong tron v, va v, véi tam
twong ng tai z; = 40 va 2o = —4¢ va v&i ban kinh di bé e va ey twong trng
sao cho 71 vA 75 khong cit nhau va déu thude hinh tron {|z| < 5}. Ap dung
cong thite (3.28) cho mién

D = {|2] <5} \ {S(e1) U S(e2)},
S(er) = {|z — 4i| < &1},
S(e2) = {J2 +4i] < 2}
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Ta co

/dz _/ dz +/ dz
22416 | 22416 22 +16

v oo v

1
271
2=4i tem 2z — 49 lz=—4i

2'(1 1) 0
= 1IN — — — —
T8 T 8

Vi du 3. Xét tich phan

Dé tinh tich phan nay, ta xét tich phan

~ e d¢
= 7@ 1
r

trong do

F={[-R,RU[z:|z]| =R, Imz >0,R > 1]}
={[-R,R|UC}.

Hién nhién rang
J =RelJ.

Ta viét

e et 1y fQ) _ et
@+1§+¢Q—¢)g—w ==

Ham f chinh hinh trong va trén I" nén

;2

N 1 f(C)dC_eZ _1
f(’l)—%/ i ="

i+ 2ie
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Nhw vay
1 FOdC 1 [ efdg
2ie  2mi C—1 27r2 ¢?+1
r
va do do:
ed¢ w
C+1 e
r

Bay gitr ta biéu dién J dwéi dang:

) R )
ecd; [ ed¢ eCd¢
C2 + 1 o C2 + 1 C2 + 1
"R C
va do dé
ecd; m eicd¢

Z+1 e ) (2+1
-R c

Xét tich phan theo C. Khi ¢ € C thi ¢ = Re?, 0 € [0, 7], nén

iCd iR(cos0+isin0)
eC—wR/ee de.

<2 1 o R2e2i9 11
C 0
Nhung
|€i9€iR(cost9+isinl9)| _ e—RsinH <1 Vhe [0,7‘(]
va
|R2€2i9 4 1| 2 R2 -1
néen

™

R

eCd¢ s
’/@‘1‘1 \R2_1/d9:7R2_1—>0 (R — 0).
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Do dé
+oo

/ edry w ’ ecd; m

211 e Rbe 2+1 e
—00 C

T d6 rut ra cong thire:

COS & T sinx T
der = —, dr =0=J=—-
/x2+1 e /xZ—i—l 2e

Dinh 1y 3.2.12 ¢6 thé khéi quét cho triong hop khi mién D chira diém

oo. Cu thé ta cé

Pinh ly 3.2.13. Gid stt mién D chita diém oo véi bién Jordan do duwoc
OD. Néu ham f(z) chinh hinh trong D wva lién tuc trong D thi véi diém
2z € D bdt ki ta cé cong thitc

1) = 55 [ £ac+ s (330

trong dé 0D la bién cd dinh hwdng dwong cia mién D.

Chitng minh. Ta dung dwong tron vy(z, R) v4i tam z va ban kinh R du 1ém
sao cho toan bo bién 9D ciia mién D nam trong v(z, R). Ta xét mién B gidi
han bdi 9D va y(z, R). D6 la mién bi chan va f € H(B). Ap dung cong
thitc tich phan Cauchy cho mién B va ham f ta cé

f(z):i / f(odg

2m1 ¢ —
ODU~(z,R)
2m/<—z<+ fc .
v(z,R)
Tw dé
1 f(¢) f(oo
>—%/<——z e =l
’Y(ZR
£(0) = f(o0)
/ RO T,

v(z,R)
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hay la
10 = 55 [ e+ ooy + o [ L Sae

(—=z
¥,R

Néu bay gitr ta chitng t dwoc rang tich phan cudi cing I(R) & vé phai bang
0 thi dinh ly dwoc chitng minh.

Mot mat ta co

max | f(¢) — f(c0)]
J(¢Q) = f(o0) ) 1 “¢ey
‘2%2 / <5

C— 2 S or R 2mh
v(z,R)
—rggﬂf( ¢) — f(o0)],

va do tinh lién tuc r?ax |f(¢) — f(o0)| — 0 khi R — oo. Nghia la tich phan
€y

I(R) néi trén dan dén 0.
Mat khéc tir cong thite (*) ta thay rfing

27r2 C )

khong phu thuoc R.
Do d6 I(R) = 0 va dinh ly dwoc chitng minh. O

Nhdn zét 3.2.7. Néu diém z ¢ D thi vé phai ctia (3.30) bang 0. Dé thay dwoc
diéu d6 chi can theo doi chitng minh dinh 1y vira trinh bay.

3.2.7 Biéu dién tich phan d5i v4i dao ham ctia ham
chinh hinh

Theo dinh nghia, ham chinh hinh trong mién D - d6 1a ham bién phitc c6 dao
ham tai moi diém ctia mien dé. Bay gio, bang cich 4p dung cong thirc tich
phan Cauchy ta sé chitng td rang tir tinh chinh hinh ctia ham suy ra dwoc
str ton tai, tinh chinh hinh v& biéu dién tich phan ciia dao ham moi cap cua

ham dé.
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Pinh ly 3.2.14. Gid st ham f(z) chinh hinh trong mién D va lién tuc
trong mién D. Khi d6 tai moi diém zy cia mién D ham f(z) ¢ dao ham
moi cdp va dao ham ™ (z) chinh hinh trong mién D va dwoc wdc dinh bdi
gid tri cia ham f(z) trén bién OD cia mién D theo cong thitc
|
fW(z) = ks / (Ldz 20 € D, (3.31)

2mi ) (2 — z)"tt
oD

trong dé D la mién hitu han lién thong tiy o véi bién 0D gom mét s6 hitu
han dwong cong dong Jordan do dwoc.
Chitng minh. 1. Dau tién ta xét trwong hop mién D bi chdn. Phép chitng
minh dinh ly dwoc chia thanh cac bwdce sau.

1. Vi ham f(z) chinh hinh trong D nén theo dinh nghia tai diém 2o ham
f(2) c6 dao ham cap mot va ta can chitng minh rang

F(z0) = — /(f&dz. (3.32)

2mi ) (2 — 29)?
oD

Theo cong thirc tich phan Cauchy ta c6

e =55 [ L

- 2—77'2 Z— 20
oD
_ f(z)
f(ZO‘i‘h)—%/mdz.
oD
Do d6
5 _f(20+h>—f(20>_i/ f(2)dz .
" h T i) Ge—z— M)z — 2)
oD
Nhung
1 . Z— 20
(z—z20—h)(z—2) (2—20—h)(z — 20)?
1 h
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cho nén

1 f(z)dz
o = 2—7T’L/ (z — 20)? *

oD

va do do

’5k_i dz

2mi (z — %p)?
oD

h f(z)dz
QWiaz (z—20—h)(z— 20)?

!h!’/__ —

Vi ham f(z) chinh hinh trén 0D nén né lién tuc va bi chan trén 0D, tir d6,

34 M sao cho:

|f(2)] <

M, VzedD.

Néu p 1a khoang céch tir 2y dén 9D, tikc 13

1
= inf — z| thi |z — — A oD.
P zle%D|ZO z| thi |z — 20| > 2p, z €

o« . 1 .
Ngoai ra, néu sé h dwoc chon sao cho |h| < min [1, Zp} thi

|z — 20 — h| >

Khi d6, néu do dai cia 0D 1a L thi

Néu e 1a s6 dwong bé tly ¥ va chon

0 = min [1 —p,

’5/1 1 f(z)dz

2mi ) (2 — 29)

oD

1 1 1

—zol =Bl = 2p— 2p=p.

12— 20| = Il =1
<l ML

1 pgﬂ}
4" 8ML

|h| <.

Nhw vay cong thire (3.32) dwoc chitng minh.
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2. Bay gio ta chitng minh dao ham f'(z) ¢6 dao ham, titc la chitng minh

ham f’(z) chinh hinh trong Dy dong thoi chimg té rang

f”(Z) — 22_7:2 / %dz (333)

Ta cd:

g ot h) = flz) 1 / 220k riae

h h B 27rz'aD (z —20)%(z — 20 — h)?
Vi
2(z—z0) —h _ [2(z — 2z0) — h](z — 20)
(z—20)%(z — 20 — h)? (z—20)3(z — 20 — h)?
B 2 ~ 3(z—2)—2h
(2 —2)3 +h (z—20)%(z — 20 — h)?
cho nén

5i_i/<f(z)dz +i/( 3(z —z0) — 2h f(2)dz.

Comi ) (2—z)  2mi z—20)3(z — 29 — h)
oD oD

Vay ta c6 wéc lwong

PRy CTE DR / 1)
h S |(z — 20)?|

2mi ) (2 — 2)3 (z — 20 — h)?|

oD
2|h|2/ [f(2)] - |d=] .
|(z — 20)3] - |[(z — 20 — h)?|

vi rang |3(z — z0) — 2h| < 3|z — 20| + 2|h|. Nhung vi f chinh hinh trén 0D
nén |f| < M véimoi z € 9D.
Néu p 1a khoang céch tir 2o dén 0D thi

1
]z—zo|2p>§p.
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1
mu%v&hﬁwyumamﬁwmgnm{de

1
[z =20 = hl = |z = 20| = |h] > 5p = [A]
111

> p—p=1p.
o TP T 4P

Vay

} 9 2 f(z)dz ’ - 3| A ML N 2|h|? ML
p— . . .
2mi ) (2 — 2)? 2 2 1 2
o T () () T (5 ()
Néu € 1a s6 dwong bé bao nhiéu tity ¥ va § dwoc chon théa man:
1
d = min [Zp, 1,,0457r/(192)ML}

thi
5 2 f(z)dz’<5 e 2

homi ) (2 — )3
oD

Nhw vay theo dinh nghia dao ham ta cé

f”(20> _ 2_'/(‘”72)30{/2

2mi ) (2 — )
oD
va do d6 ham f(z) chinh hinh tai diém 2o € D tiy y va dong thoi cong thire
biéu dién tich phan (3.33) ctia dao ham cap 2 ctia ham f(z) dwoc ching
minh.
3. Ta chitng minh (3.31) theo quy nap. Ta da cé két qua déi véin =1
van = 2. Giad sit (3.31) da dwoc chitng minh cho n = k. Khi d6

F® (20 + h) = fP(2)
h

k! 1 1
- 27rih/f(z)[(z — 29 — )kt - (z = 2 )FH1 dz. (3.34)

oD
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Dé bién déi vé phai dang thite (3.34) ta sit dung hé thic®

k+1
1 1 (b—a)(k+1) )
pr g T g OO G, abeR
v=1

Thay b=z — 2 — h, a = z — 2 16i thé két qua vao biéu thitc dwdi dau
tich phan & vé phai (3.34) ta thu dwoc

fP o+ h) = [P (z0) _ (k+1)! / f(z)dz
(

h 2w z — zp)kt2

| kih /’“i F(2)dz
27r2 (z — 20)"t (2 — 29 — h)k+2—v

Do do

PRRIRCES Iy IO

2mi (z — zp)F+2

oD
k+1

v|f(2)|]dz]
< |h .
| |27T/Z|Z 20Tz — 29 — h|Ft2

Ta c6 |f(z)] < M Vz € 0D vanéu goi p 1a khodng céch tir zg dén 0D thi
1
|z — 20| = p> 5P Vz € dD. Chon h thda man diéu kién:

1
hl < =
|hl 5

thi

1
2=z = hl 2]z =zl = |l = p =1l > Sp;

®Xem chitng minh trong Ian xuit ban thir nhit cla gido trinh nay, trang 244-245
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va
S(54D) _ k+1 2)dz |h| k! "““z/ M|dz|
h (2 — z)k+2 S 1 \k3
dD =2 \5 )
k12k+2 -
<Ihl = M- Z /|dz|
— || -2 ~7T.pk+3~ML.

Néu e 1a s6 dwong tity ¥ va chon
1
§ = min {ip; TPt 2R (4 2)!ML]}

thi

<e v6i|h| <.

o+ _ (b1 L) / f(2)dz

2mi (z — z0)k+2
oD

Do d6, theo dinh nghia dao ham thi:
FOD () = (k+1)! / f(z)dz

2mi (z — zo)k+2

oD

Nhu vay f*#+1(z) - dao ham cip 1 ctia ham f*) () ton tai trong 1an can nao
d6 clia diém 2y € D va dwrge cho bdi cong thire (3.31). Dinh ly dwoc chitng
minh cho trueong hop mién D khong chita diém oo.

I1. Gia st mien D > co. DGi véi diém zp # oo ta ¢ cong thire (3.32):

1
f(z0) = o / %dz 20 € D, zp # 0. (3.35)
oD

Khi zg — oo vé phai (3.35) dan dén 0 va theo dinh nghia ta cho rang f’(c0) =
0. Dong thoi véi dieu d6 cong thire (3.35) ding tai diem oo va f/(zo) lién
tuc tai diém oco. Lap lai cdc 1ap ludn nay ta thu dwroc cc cong thike lién tiép

(3.31) ddi v6i treomg hop diém 2zp = oo € D. O
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Nhan zét 3.2.8. Cong thitc (3.31) ¢ thé thu dwge mot cach hinh thie ti
cong thitc tich phan Cauchy bang phép dao ham tich phan dirong phu thuoc
tham s6 lién tiép n lan.

Nhdn zét 3.2.9. Gid sit ham f chinh hinh trong mién D 3 co. Ta xét mién

- NV 1 Iy oL Ly
D* thu dwoc tir mién D qua phép bién doi w = — <z = —) va chirng to rang
z w

ham f(l) chinh hinh trong D*. Di v6i moi didm w # 0 (w = 0 thuée D*)
thi dieu /L(lijé 14 hién nhién theo quy tac dao ham ctia ham hop. Ta can ching
minh ham f<i) chinh hinh tai diém w = 0, titc 1a ton tai dao ham trong
lan can w = O/L.U Trong mién D ta dung dwong tron v(R) véi tam tai diém
z = 0 va bén kinh R du 1én sao cho v(R) C D. Ham w = ~ anh xa dwong
tron v(R) C D thanh dwong tron ~* <%) véi tam w = 0 va ban kinh % bai
véi 2 nam ngoai y(R), theo cong thire tich phan Cauchy ta c6

QWZ/C— d¢ + f(20).

V(R)
va do d6 ddi véi cde diém w nam trong v* ) ta thu dwoc
1 1 wf(¢)
—) = d
f(w) omi / w( — ¢+ J(e0).
v(R)

T d6 bang cich ap dung dinh 1y 10.10 vé phép dao ham tich phan dwong

phu thudc tham s6 ta thu dwoc

i) =5 [

v(R)

w

Dang thitc trén chitng t6 rang dao ham ton tai va lién tuc tai lan

A~ o
can diem w = 0.
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Ta néu ra diéu nhan xét sau day: Dinh 1y vira dwoc chitng minh 14 mot
két qud tuyét voi va né hoan toan mau thuan véi nhitng gi ma ta da biét
trede day ve ham bién thire.

Chang han, ta xét ham bién thuc

2 L
xesin—, x#0,
fz) = 33
0, xz=0.
Ham nay c6 dao ham véi moi x. That vay, néu x # 0 thi
1

1
f'(z) = 2xsin — — sin —,
T T

va néu r = 0 thi

f'(z) = %E%M — Illi_r)réhsin% =0.

Tuy nhién lir% f'(z) khong ton tai, titc 1a dao ham f’(z) khong lién tuc. Do
r—
ds, déi véi ham bién thue thi sw ton tai dao ham tai moi diém khong thé suy

ra tinh lién tuc cua dao ham do.

/ cos zdz
(z—1)%

T

Vi du 1. Tinh tich phan

trong d6 I' 1a chu tuyén déng bao diém ¢ mot lan.
Gidi. Ham f(z) = cos z chinh hinh trong mién bién I'. Do d6 4p dung

cong thire (3.31) véin = 2 ta ¢

(z—i)3 20 dz? 2
T

/ coszdz  2mid?(cos z) elte

~

Vay:

d
/ (COSZ,; — _richl.
Z—1
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3.2.8 Diéu kién dd dé ham f chinh hinh

Bay gio ta sé chitng minh mot dieu kién di dé ham lién tuc da cho chinh

hinh. Néu ham f lién tuc trong mien D C C va

Q/fdz:O

doi vai Q thuoc 16p céce tap hop nao dé thuoe D thi ham f € H(D). Ta sé
gia thiét rang {2} 1a tap hop moi hinh chir nhat nam trong D véi cdc canh

song song voi cac truc toa do.

Pinh 1y 3.2.15. (Morera) Gid st f la ham lién tuc trong mién D. Néu
dang vi phan f(z)dz la dang vi phan déng thi ham f chinh hinh trong D.

Chitng minh. That vay, theo dinh nghia 10.5 ham f c¢6 nguyén ham dia
phwong ¢(z). Nguyén ham nay la ham chinh hinh. Theo dinh ly 3.2.14
dao ham f cta nguyén ham nay la ham chinh hinh. Dinh 1y dwoc chimg
minh. U

3.2.9 Ham diéu hoa vaA mdi lién hé véi ham chinh hinh

L6ép ham thue lién quan mot cach chat ché véi cde ham chinh hinh 1& lép
cdac ham dieu hoa.
Pinh nghia 3.2.4. Ham thwc u(z,y) don tri trong mién D cia hai bién
thwe z,y dwoc goi 1a ham diéu hoa trong mién D néu trong mien D né lién
tuc, ¢6 cdc dao ham riéng cap hai lién tuc va thda man phwong trinh
Pu  0*u
— +=— =0. 3.36
ox?  0y? (3:36)
Phwong trinh vi phan dao ham riéng (3.36) dwoc goi la phwong trinh

Laplace® va todn ti¥ vi phan
0? 0?

"2 oy

6P. S. Laplace (1749-1827) 14 nha toan hoc Phép.

A




3.2. Ly thuyét Cauchy 251

goi 1a todn ti Laplace.
Béng cdch ap dung phép vi phan hinh thitc (2.1) dé dang thiy rang
82

A=4——
020z’

z=xT+y, ZT=2—1y.

Do d6 phwrong trinh (3.36) c6 thé viét dwdi dang
Pu
0207
DPinh ly 3.2.16. Moi ham chinh hinh déu la ham diéu hoa.

0. (3.37)

Chitng minh. That vay, moi ham chinh hinh f déu kha vi vo han lan va

of
2 ~o.
0z
. ) . 0
Ap dung phép vi phan 5 ta thu dwoc (3.37). O
z

Hé qua 3.2.1. Phdn thwc va phdn do cia ham chinh hinh la cde ham diéu

hoa.

Chitng minh. Ta co

T d6 suy rang

Pu 10 <8?) 0
020z 20z\0z

C s . Of , s c s Of o
(& day ta c6 75 = 0 do tinh chinh hinh cua f; con ham 7z la phan chinh
v
0207

Nhw vay phan thwe va phan 4o ciia ham f(z) chinh hinh trong mién D la

hinh). Twong tw ta cé 0

nhitng ham dieu hoa trong D. Diéu khang dinh ngwoc lai 1a khong ding néu

. A ~ ~ . 7’ A ’ \ \
mién D da lién. Dé thay ro dieu d6, ban doc chi can xét ham u = In |z| va
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mien D = {z:0 < |z| < 00} = C\ {0}. Vé mdt dia phwong tai lan can cia
diém z # 0 bat ky ta cé thé tdch mot nhanh lién tuc nao dé ctia ham da tri
Inz v ham « = In|z| 14 phan thye cia nhanh d6. Trong mien D = C\ {0}
khong thé tach nhanh chinh hinh ctia ham da tri In 2.

Vi du 1. Tim ham diéu hoa dang
u = p(r+ /22 +y?).

Gidi. Néu ham diéu hoa dang da néu ton tai thi né sé dwroc tim tir phirong
trinh Laplace. Ta dat x + /22 + y? = ¢, khi d6

t
r r .
1 /! t2 / y2
Wy = () s + () e
ety (V2 +y?)
t
u =), = (t) —;
= 0= ) —
2 2
u// //t y /t X .
Yy 90()1,2+y2 @()(\/myg
Tw do6 0 s .
1 " /! y +t / o
2, .2 2 .2
+ 2+ 2z\/a? + y? + a2 +
@'(t)* - =+t =0,

Va2 42
©"(t) [2\/:1:2 +y? + 2:1:} +¢'(t) =0,
20" ()t +¢'(t) =0,

2¢" (t)
©'(t)

1
2In¢'(t) + Int = 21n 50,

1
p—
+t
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o(t) = OVt + Cy.

u(z,y) = Cy/x+ 22+ y>+ Ch.

Pinh nghia 3.2.5. Néu cic ham dieu hoa u(z,y) va v(x,y) thda man céc

Nhuw vay

diéu kién Cauchy-Riemann thi ham v(z,y) dwoc goi 1a ham diéu hoa lién

hop v6i u(x,y).

Ta lwu ¥ rang khi d6 u(z,y) 14 ham dieu hoa lién hop véi —v(z,y) (chik
khong phai véi v(zx,y)).
Tw d6 ta thu dwoc

Dinh 1y 3.2.17. D¢ mot ham la chinh hinh trong mién D diéu kién can va
di la phan do cia nd la ham diéu hoa lién hop véi phan thuwc cia nd trong
mien D.

Ta sé chitng t6 rang néu 1dy u(z,y) 1a nghiém bat ky ctia phwong trinh
Laplace Au = 0 trong mién don lién bi chdn D thi ham v(z,y) sé dwoc xéc
dinh véi s sai khdc mot hang s6 cong.

That vay, tir cic dieu kién Cauchy-Riemann ta cé

v v ou ou
dv = —dxr + —dy = ——dx + —d
R T M
o ou ou . S A
Dang vi phan w; = —a—ydx + %dy la dang vi phan déng trong D (theo

(3.36)) va vi D 1a mién don lién nén w; 1a dang vi phan ding trong D. Ta

ky hiéu nguyén ham cia dang vi phan nay la v (né xdc dinh véi sw sai khéc
N P s .. , 0 ou 0 Ou |, e
hang so6 cong). Dong thoi ta ¢ 9 ——u, v _ —u, tire la dieu kién
ox dy’ Oy ox
Cauchy-Riemann dwoc thoa man. Mat khac ta ¢
0% 0%u v %

02~ Oydx’  Oy? B 0xdy

= Av =0,

titc 14 ham v thda man phwong trinh Laplace, va v 1a ham diéu hoa. Tt dé

ta co
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Pinh 1y 3.2.18. Moi ham diéu hoa trong mién don lién bi chan déu cé thé
zem la phdn thwc hay phan do ciia mot ham chinh hinh nao dd trong mién

ay.

Nhan zét 3.2.10. 1. Néu mién D 13 tiy y thi nguyén ham v néi trén chi ton
tai dia phwong. Diéu dé c6 nghia l1a vé mat dia phirong moi ham thwe dieu
hoa trong mién D la phan thwc hofic phan 4o ctia ham chinh hinh.
2. Ta c6 thé chi ra phwong phép tich phan dé x4c dinh ham f nhw sau.
Gid st U = {|z — 20| <r} C D. Tir (3.36) suy ra rang dang vi phan

la dang vi phan déng trong U. Do d6 tich phan cua w trong U khong phu
thuoc tuyén lay tich phan. Ta dat

va tir d6 dé dang thay rang
ov ou dv  Ou

dxr  dy’ dy Oz’

Céc hé thirc nay chinh 13 diéu kién kha vi phitc ctia ham f = u+iv, u = Ref.

Nhw vay
[ ou ou
- [ =+ Py vic
f(2) u(x,y)—l—z/ o v+ oody +i
20
béi v6i ham if = —v + 4w thi u(z, y) 1a phan do.

Ta xét mot vai vi du.

1) Gid st D = C\ R_ (titc 1a mit phang phitc C trit ra ban truc y = 0,
r < 0) va u(z,y) = %ln(alt2 + »?). Tim ham chinh hinh f(2) ma u(z,y) =
Ref(z).
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~ X N [N N 1 \ \ N
Giai. Trieée hét de dang kiém ta rang u(z,y) = 5 In(2? +y?) 1a ham dieu
hoa trong D. Ta can tim ham v(z,y) diéu hoa lién hop véi u(z,y). Ta ¢b
cac phwong trinh

ov_ Ou_ y
oxr Oy  x24y?’
ov  Ou T

dy  9r 2ty
Do do

z

Yy x
20
Ta léy <0 = (17(])7 &= (l‘,y)
Néu diém z thude mira mat phang bén phai thi ta cé thé ldy tich phan

theo dwong gap khic zoMz, M = (z,0). Ta ¢

(may) z

Y T
v(z,y) / g x+x2+y2 Y /—l—/
(1,0) oM M

Y

xdy Y
:O+/x2+y2 :arctg;—i—C’.

0

Néu diém z thuoc géc phan tw thit 11 (hay thudc géc phan tw thit I11) cla
mat phang toa do (x < 0, y # 0) thi ta cé thé 14y tich phan theo dwong gip
khic 20M'z, M' = (1,y), z = (x,y) € II (twong ttng: theo dwong gip khic
2oM"z, M" = (1,y), trong d6 z = (x,y) thuoc goc III).

Ta co

T

)
dy ydx
v(m,y)—/1+y2—/x2+y2+0
0

1

T 1
= arctgy — arctg— + arctg— + C
) )

= arctgg +C.
x
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Tir d6 suy rang v(z,y) = argz + C' Vz € D va nhw vay
1
f(z) = 3 In(2? + y?) + iargz +iC = In|z| + iargz + iC.

2) Tim ham chinh hinh trén toan mat phang phitc w = u +iv = f(z) ma
v(z,y) = 2® — 3y?x va f(0) =

Gidi. BAi todn c6 101 gidi vi v(z,y) = z° — 3y?x 13 ham diéu hoa trén
toan mit phang:

v v v 0%
=322 -3 2= bry=> — + —— = 6x — 62 = 0.
oz T TV gy T T T g T o T T
Cing nhw trén ham u(x,y) ¢ thé tim theo vi phan toan phan cla né
0 0
du ade - a—vdy = —6rydr — (32° — 3y*)dy.

Tt d6 ta co
ou

9 —6zy, (3.38)
ou
8y —(32% — 3y%). (3.39)

Tir phwong trinh (3.38) ta c6 thé viét

u=— /nydx = —32%y + p(y),

va mat khéc, theo (3.39) ta thu dwoc

ou

o —32% + ¢'(y) = —(32% — 3y°)

= o'(y) =3y = o(y) =y* + C.
Nhw vay

u = —32%y +y* + C;

) = —=32%y +y* + C +i(a® — 3y°x)
= i(2® + 32%yi — 3zy® — iy®) + C
=i(x +iy)* +C =1iz" + C.

e

Nhung vi f(0) = C =1 nén f(z) =iz> + 1.
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3.2.10 Tich phan dang Cauchy. Coéng thirc
Sokhotski
1t Khdi niém tich phin dang Cauchy. Gia st trong mit phang phitc z

cho dwong cong do dwoc tuy v déng hoac khong déng £ va trén dwwong cong
d6 cho ham lién tuc ¢(¢) ndo d6. Khi dé hién nhién tich phan

Flz) = Q—jm / j(f)cdg, 2eT\L (3.40)

sé xdc dinh mot ham nao d6 cta z. Tich phan d6 dwoc goi la tich phan dang
Cauchy, ham % dwoc goi 1a nhin Cauchy, ham ¢(¢) dwoc goi la mat do.

Tich phan Cauchy la trwong hop riéng cia tich phan dang Cauchy. That
vay, néu £ 14 duwong cong déng do dwoc gidi han mot mién don lién hodc £
gom mot s6 hiru han dwdmg cong do dwoce gidi han mién hiru han lién thong
va f € H(D) NC(D) thi tich phan (3.40) la tich phan Cauchy.

Lap lai nguyén ven cdc 1ap luan trong chitng minh dinh 1y 3.2.14 ta c6 thé
chitng minh tinh chit dic biét sau diy cua tich phan dang Cauchy: tai moi
diém z khong nam trén dwong cong L (z € C\ L) tich phan dang Cauchy
(3.40) la ham chinh hinh cia bién z va

F'(z) = zim / ( g"_@;)ng.

L

Hon thé nita F(z) ¢6 dao ham moi cdp va

FM(z) = ﬂ/@g’&dg, n=12... (3.41)

 2mi — z)ntl

Néu dwong cong £ téch mit phang phitc thanh mot s6 mién thi trong cac
mién dé, néi chung tich phan dang Cauchy xéc dinh nhitng ham chinh hinh
khac nhau. Trong trirong hop khi £ la dwong cong déng Jordan do dwoce thi
theo dinh 1y Jordan: mdt phang phitc C dwoc tdch thanh hai mién don lién
ma dwdong cong dé la bién cia moi mién. VA khi d6 tich phan dang Cauchy
(3.40) xac dinh hai ham chinh hinh, cu theé la:



258 Chwong 3. Ly thuyét tich phan ham chinh hinh

(1) O phan trong D* clia £ tich phan (3.40) x4c dinh ham chinh hinh kg
hiéu la fT(2)

() = Qim/g"(fldc

(2) Trong phan ngoai D~ cta L tich phan (3.40) xdc dinh ham chinh hinh
f(2)

IO Qim/g"(fldc

Chang han tich phan

1 d¢
2mi (—=z
I¢l=1

bang 1 khip noi trong hinh tron {z : |z| < 1} va bang 0 khip noi ngoai
hinh tron don vi. Ro rang fT(z2) =1, z € {z : |z|] < 1} va f~(0) = 0,
z € {z : |z| > 1} la hai ham chinh hinh khéc nhau.

Ta ciing lu ¥ rang ham F(z) x4c dinh bdi tich phan (3.40) 1a ham chinh
hinh tai diém vo cting. Dieu dé dwoc suy ra tir nhan xét 11.9.

Van dé quan trong nay ra mot cach tw nhién 1a cé thé xét gid tri ctia tich
phan (3.40) khi z = zy thuoc chu tuyén £ hay khong, titc 1a biéu thikc
L[ )

L/ Code (3.42)

2

c6 nghia hay khong khi diém 2z, € £7?

Pinh nghia 3.2.6. Ngwoi ta néi rang ham don tri f(z) cho trén tap hop
lién thong £ thda man dieu kien Holder " néu ton tai cic hang s6 dwwong M
(goi 1a hang s6 Holder) va s6 dwong a, 0 < a < 1 (goi 1a s6 mu Holder) sao

s . v oA z
cho véi moi cap diém z1, 2o € £ ta déu ¢

|f(21) = f(22)| < M|z1 — 2o|*. (3.43)

L. Holder (1859-1937) 1a nha todn hoc Dite.
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Nhan zét 3.2.11. 1) Khi @ = 1 thi diéu kién Holder con dwoc goi 1a diéu kién
Lipschitz®. Trong nhiéu sach chuyén khao dieu kién Holder dwoc goi 1a diéu
kién Lipschitz cap o.

2) Khi ham f(z) thda man diéu kién Holder trén £ thi ngwdi ta néi rang
f thuoc 16p Holder cap « : f € H*(L).

3) Ngudi ta cliing néi rang ham f(¢) théa man dieu kién Holder véi so
mi 0 < o < 1 tai diém (, néu ton tai hang s6 M > 0 sao cho véi moi diém
¢ € L di gan (, thi

1f(Q) = f(G)| S M|C =G, 0<a<l
2% Tich phan véi nghia gid tri chinh theo Cauchy

Ta sé gid thiét rang £ 1a dwong cong Jordan tron va diém z = zy nam
trén L.

Khi diém z, € £ thi tich phan (3.42) khong ton tai theo nghia thong
thiwong. Nhung véi mot s6 han ché bo sung déi véi mat do ¢(¢) nguoi
ta c6 thé gan cho (3.42) mot ¥ nghia xdc dinh. Gid st 7 14 dwong tron:
v = v(20,6) = {z € C: |z — 2| = ¢} trong d6 ¢ la s6 dwong du bé sao
cho ~ chi cat £ tai hai diém. Phan du@ng cong £ nidm ngodi hinh tron
{z € C: |z — 2| < e} dwoc ky hiéu la L(¢). Khi dé tich phan

Z 7

0 27r2 C — zo
L(e)

ton tai theo nghia thong thuwong.

Pinh nghia 3.2.7. Néu ton tai gi¢i han hitu han

hm[(zo, e) = 1(z)

thi giéi han dé dwoc goi la tich phan vdi nghia gid tri chinh theo Cauchy (goi
tat 1a gid tri chinh) hay tich phdan bat thwong Cauchy va dwoc ky hiéu 14

20) = %/%dg. (3.44)

R. Lipschitz (1832-1903) 14 nha toan hoc Dite.
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hay

= . p— (3.45)

27r2 C—Zo .

Hai chir cdi v.p & trwede tich phan trong vé phai cia (3.45) 1 viét tat cla

cac tr valuer principal cé nghia la gid tri chinh.

Dinh ly 3.2.19. Gid s& L la dwong cong dong Jordan tron va ham ¢(Q)

thoa man dicu kién Holder

lo(C1) —w(Q)| S M|G —¢*, 0<a<1

khap noi trén L. Khi d6 gid tri chinh theo Cauchy cia tich phan dang Cauchy

. . . - A \
ton tai tai moi diem zy € L va

omi / ¢ — Zo - Q—M/de—i_ %SO(ZO>- (3.46)

L
Chitng minh. Ta xét tich phan theo L(e):
d — d

L(e) L(e) L(e)

va thwe hién phép qua gii han (3.47) khi ¢ — 0.
1) Khdo sdt gidi han

e—0 C — ZO
L(e)
Vi g € H*(L) nén
’SO(C) o SO(ZO) ’ g M|< o ZO|a_1- (348)
¢ — 20
Mit khéc vi £ 14 dwomng cong Jordan tron nén né c6 tinh chat dic biét 1a
1> c=2l o (3.49)

|s — so]
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trong d6 s va so 1a cdc gid tri ctia do dai cung ctia £ twong tng véi diém ¢
va zp. Do dé tir (3.48) va (3.49) ta cd

)9"(0 = ZO)dg) < Ki|s — 5ol 1ds.

Nhw vay
‘ /gp(C) dC’ /|S—S |*~tds
¢ — 20
L(e) L(e)

va tir d6 suy rang tich phan (I) hoi tu tuyét doi va

i ©(¢) — »(20)
1 C—zo L) = O2) e = / Jac. (3.50)

e—0 — 20
L(e)

2) Khdo sdt gigi han

‘l‘l—r’%/ (-2 (1)

L(e)

Laru ¥ ring v(20,¢) chi cat £ tai hai diém. Ta ky hiéu cung tron nam trong

dwong cong L ctia (20, €) va ndi hai giao diém d6 14 v;(¢). Khi d6 theo dinh

&
e = @0

L(e) vi(€)

ly Cauchy ta cé

Nhung tich phan & vé phi cta (3.51) bang ia(e) trong d6 a(e) 14 s6 do gée
cta cung 7;(e). Khi e — 0 dai lwong a(e) dan dén géc gitra cac tiép tuyén
véi dwomg cong L tai diém zp. Do £ 1a dwong cong tron nén a(e) — m khi
e — 0. Qua gidi han déng thive (3.47) khi e — 0 ta thu dwoc

1 [ ¢(6) — ¢(20)

e
S S VAN < StV R
2mi C — zo " omi ¢ — 2o C+¢lz0) 2m1

L(e) L

va tir d6 thu dwoc (3.46). O
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Vé sau ta ky hiéu

1
F(ZQ) = 2—7” / CSO—(g,zodC’ z0 € L (352)
L

va nhw ta biét tich phan (3.52) 1a tich phan bdt thuong Cauchy
3%t Gid tri gidi han cia tich phan dang Cauchy
O day ta sé tim gid tri giéi han cta tich phan dang Cauchy

1 _
F(z):%/go(_—ozdg, ze€C\ L
L

khi diém z dan dén diém z, € £ tir phia trong va tir phia ngoai va xic lap
moi lién hé gitra cdc gid tri gidi han dy. D6 cing chinh 1& noi dung co ban
clia cdc cong thire Sokhoski-Plemeli .

Dé thay ro ban chat ctia van de, dau tién ta xét

F(2) = 5 / go(fldg (3.53)

1a tich phan Cauchy. Khi d6 tai moi diém ctia mien D (14 phan trong ctia
L) ham F(z) trung v4i ham ¢(2) chinh hinh trong mién D* nao dé chira ca
D va L. Do d6 néu 2y la diém nao d6 thuoe £ thi ham F(z) = ¢(z) dan dén

giéi han ¢(zp) khi z — 2o tir phia trong va

lim F(z) = ¢(z0) = ¢ (20) (3.54)

zZ—20

zeDt

trong dé ta ky hiéu lim F(z) = ¢p*(2). Khi 2z ¢ D" thi tich phan Cauchy
z—20

zeDt
(3.53) biing 0. Do d6 khi z — 2, z € D' thi tich phan Cauchy dan dén 0 va
lim F(z) =0=¢ (z) (3.55)

zZ—20

zeD™

9Tu. V. Sokhoski (1842-1927) 14 nha todn hoc Nga.

J. Plemeli 14 nha toan hoc Ditc.
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trong d6 ta ky hicu lim F(z) = ¢~ (2o).
z—20

zeD™

T (3.54) va (3.55) suy ra

T(20) — ¢~ (20) = p(20) — 0 = @(20). (3.56)

Nhw vy doi véi tich phan Cauchy tai moi diem 2y € £ déu ton tai cac

¥

gid tri gidi han bang ¢(2o) tir phia trong va bang 0 tir phia ngoai va cdc gid
tri giéi han d6 thoa man hé thire (3.56).

Bay gio gid st (3.53) 1a tich phdan dang Cauchy. Ta sé thiy rang khi
z — 29 € L thi cdc gid tri gidi han cua (3.53) cing tuan theo chinh quy luat
nhw doi véi tich phan Cauchy.

Dé don gidn trong trinh bay ta sé xét tich phan (3.53) véi cdce gia thiét
sau day

(i) £ 1a dwong cong déng Jordan trom;

(i) Ham bién (mat do) ¢(¢) 1a ham chinh hinh trong lan can ctia moi
diém ctia dwomg cong L.
Dinh ly 3.2.20. (Iu. Sokhoski, J. Plemeli) Gid sw L la duwong cong dong

Jordan trom va ¢(z) la ham chinh hinh trong lan can cia moi diém cia
dwong cong L. Khi do tich phan dang Cauchy

F(z) = QLM / g"(_—ozdg (3.57)

6 cdc gid tri gidi han la F*(2) va F~(20) tai moi diém zy ciia dudng cong
L khi diém z dan dén z tir phia trong va phia ngodi twong #ng va cdc gid
tri gi¢i han dé dwoc biéu dién qua ham bién o(C) va tich phan bt thwong

béi cdc cong thitc

1 1
F'(z0) = o / C@_(Cz)odg +5¢(=0),
L

(3.58)

(o) = g [ 2 g ot
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Cdc cong thite (3.58) duoc goi la cde cong thitc Sokhoski - Plemeli.

Nhdn zét. Lwu ¥ dén ky hiéu (3.52) cdc cong thire (3.58) cé the viét lai

dwdi dang

F*(z0) = F(z0) + %90(30)
1 (3.58%)
F~(20) = F(z) — 590(30)

Chitng minh. Gid stt zp 14 diém tiy ¥ cta dwong cong £ (29 € L£). Ta xét
d-lan can U(zo,0) = U(zp) sao cho ham ¢(¢) chinh hinh trong U(z). Ta
dung dwong tron y(zo,e) = {z : |z — 20| = &} A1 bé sao cho v(zo,&) C U(20).
Ta ky hieu:

+ L(e) 1a phan dwong cong £ nam ngoai hinh tron S(zp, &) = {z : |z —
20| < €}, con o(e) 1a phan dwong cong £ nam trong S(zo, €);

+ 7.(¢) 1a cung tron clia y(29,€) nam ngoai L, con ~;(¢) nam trong L;

+ () = L(e) Une(e);  v(e) = L(e) Une).

Tiép theo ta xét tich phan dang Cauchy

F(z) = QLM / g"(_—ozdg. (3.57)

trong hai trwrong hop sau day.
Trwong hop thit nhdt: diém z € DT. Khi dé tich phan dang Cauchy
(3.57*) xéc dinh ham F*(z) € H(D%) va

F+(Z) — QLM/ 90(§> dC

(—=z

Vi diém z nam ngoai diromg cong o (g) Uv.(g) va ¢(¢) chinh hinh trong U ()
nén theo dinh 1y tich phan Cauchy ta c6
1 1 1
1 / w(g)dg—o;»—,/ sO(C)dC__ / s@(C)dC
2m1 (—=z

2mi (—z  2mi (—z
o(e)U7e(e) o(e) Ve (€)
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va tir dé suy rang

L fe@ 1 () 1 [ »(Q)
FHz) = QWi/C—ZdC_ 2mi / C—de+2m’ C—zdc
L(e) o(e)
I T I(9) 1 e
27r2'/ — dC+27ri/C—de
5(6) Ye(€)
e(¢
=5 / =z dC, (3.59)
L(e)Ue(e

trong dé tich phan & vé phai 1a tich phan dang Cauchy. N6 xdc dinh ham
chinh hinh trong 1an can bt ky cta diém z, (khong chira diém cia L(e) +
Ye(g)) dong thoi tai cdc diem thuoe D' clia lan can dé né trung véi ham
F*(2). Qua gi6i han (3.59) khi z (€ D*) dan dén 2, € L ta c6

lim F*(z0) — -5 z/c—zo /g_ (3.60)

Z_)ZS_ L(e) 'ye(e
z€D

Cong thire (3.60) chirng t4 rdang gié tri gidi han F™(z) cia tich phan dang
Cauchy ton tai V29 € £ va do (3.59) né xac dinh mot ham chinh hinh trén
chu tuyén L.

Dé xéc dinh sy phu thudc gitta ham F*(2) véi ham bién ¢(z) ta can
chuyén qua gi¢i han dang thitc (3.60) khi ¢ — 0.

bau tieén khdo sat gidi han

e—>0 omi / C— zo

Ye (€)

Dit ¢ — 29 = ee? doc theo cung v.(g). Khi d6 d¢ = cie?df. Ngoai ra ta c6
thé viét

¢(€) = ¥(20) + (¢, 20)
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trong dé |n(¢, ZO)‘CE%(E) —> 0 khie —0va (€ 7(e). Dods
1 1
— / g0(§> dC = / SO(ZO) + ngzezede
271 ¢ — 20 271 get?
’Ye(f) ’Ye(f)
¢©(20) 1 /
= do + — dg.
2T / * 2T K
’Ye(f) ’Ye(f)
Vi lirrol df =, hm ndf = 0 nén
’Ye(f) ’Ye(f)
1 ©(6) ¢(20)
lim — a¢ = . 3.61
elfolzm/g—zoc 2 (3.61)
Ye(€)
P . \ N T A9
Tiép theo, khi ¢ — 0 tir (3.60) ta thu dwoc tich phan — | —d(
2t ) ¢ — 2
L(e)
dan dén gidi han xéc dinh. Ta ky hiéu gid tri giéi han dé 1a
1 [ 9
— | —dC. 3.62
e—>027r2/C—z0 QWi/C—ZQC ( )
L(e) L

D6 1a gid tri clia tich phan dang Cauchy tai diém z, € L.
Nhw vy qua giéi han dang thite (3.60), tir (3.61) va (3.62) ta c6

Foan) = g [ e+ Jota). (3.63)

Truong hop thit hai: diém z € D~. Hoan toan twong tw nhw trong

treomg hop thit nhat, trong trirdmg hop nay ta cé

L sO(C)
)_27r2' C—z 272/@“— QWZ/C—ZCK
L L(e) 7; (€)
_ L (40
=5 / - ng“. (3.64)

L(e)Uy; ()
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trong dé tich phan dang Cauchy & vé phai xdc dinh ham chinh hinh trong
lan can diém zy va tring véi F~(z) tai nhitng diém thuoc D~ ctia lan can
d6. Qua gi6i han (3.64) khi diém 2z € D~ dan dén diém z, € £ ta thu dwoc

lim F— d 3.65
im F~(z2) = 2p) =5 C—Zo e / C— % G (3.65)
e L(e) 7i(e)

zeD™

Nhuw vay ta da chitng minh sw ton tai gid tri gi¢i han tir ngoai ctia tich phan
dang Cauchy tai diém tuy ¥ 2 € L.
Lwu y rang theo cong thitc tich phan Cauchy ta cé

L[y L0y

2mi ¢—2 ¢—2
Ye(€) %(6)
va do dé tir (3.61) ta thu dwoc
= . 3.66
tig ot [ A= ot (3.66)
vi(€)

T (3.66), qua giéi han (3.65) khi ¢ — 0 ta c¢6

F(z0) = & - 5ol).

% C_ZO
L

Nhw vay ta thu dwoc

I 'A(9) ¢(20)
Ft = — | ——d(+ ——
(20) zm/g—on 3
c
- 1 [ () ©(20)
F = — d¢ — .
(0) =35 / c—l T g
c
D6 1a cac cong thire Sokhoski - Plemeli. O

Hé qua 3.2.2. 1. Cong vé vdi vé cdc dang thitc (3.58) ta thu duoc

ﬁ/;’_@zodg: F+(Z°);FF_(Z°>. (3.67)
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H¢ thitc (3.67) chitng t6 rang gid tri cia tich phan dang Cauchy tai diém
bdt ky cia chu tuyén tich phan la bang trung binh céng cdc gid tri giéi han
tir trong va tir ngoadi cua nd.

2. Lay dang thitc thit nhdt cia (3.58) trir dang thitc thit hai ta c6

o(20) = F*(20) — F~(2). (3.68)

H¢ thite (3.68) chitng td rang gid tri ciia ham bién tai diém bat ky cia £ la

bang hiéu gitta cdc gid tri gici han tai diém dé cia tich phan dang Cauchy.

Két qui twong tw nhw dinh 1y 3.2.20 ¢6 thé chitng minh cho truwong hop
L 13 dwomg cong tron tirng khic. Khi d6 tai cdc diem ma £ cé tiép tuyén
cdc cong thire (3.58) van gitt nguyén. Tai cdc diém géc cdc cong thire (3.58)

dwoc thay bai
1
F+(ZO> = Q—M/%dC + (1 - %)90(20%
c

1
F ()= 5 | ff@odc — 5-¢(=0)
L

trong dé o 1a géc gitra cdc tiép tuyén véi L tai diém géc 2z € L.

Nhan zét 3.2.12. Céc cong thirc Sokhoski-Plemeli van con ding néu ham
bién ¢(¢) € H*(L) chi lién tuc trén £ va L la dwong cong Jordan do dwoec.

Vi du
1. Xét tich phan

1 dz
F(z)= —
(2) 271 / Tr—z
A
trong d6 A = {x € R: —1 <z < 1} va tich phan dwoc lay theo hwéng tang
clia z. Gid stk 18y 2o = 0. O diy ham ¢(¢) = 1 1a ham chinh hinh V2 € C.
Do d6 ngoai trir dieu kién duy nhét 1a dwomng tron (2o, €) phai cat A tai hai

diém dimg triede va ding sau zo = 0, ta c6 thé chon dwong tron v(zp, €) mot
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cach tuy y. Ta lay v(z9,¢) la dwomg tron don vi. Khi dé cung o(e) la doan
A = [—1,+1] va cdc cung v;(€), 7e(¢) chinh la nita trén va nira dwdi cua

dwong tron. Theo cong thire (3.68) ta cd

2m
1 ¢ 1 /e’%’d@_l‘

+(0) — _
F0) 2mi ¢ 2mi et 2’
Ye(€) i
0
F(0) 1 ¢ 1 /e“gz'de 1
271 271 et 2
7i(e) Q

1
2. Gidaswk L={z:]z] =1}, p(¢) = R Ta xét tich phan dang Cauchy

27r2/§ ¢—2)

Néu diém z nam trong £ thi

/ B R
2mi C(C—2)  2miz ¢ 27r2' z) (—=z
c c

~ oA N . N ’ ~ 7 N 1 A
Neéu diéem z nam ngoai £ thi tich phan d6 bang ——. Nhw vay
z

1
F+(ZQ):O, F_(ZO):_z_
0

va do dé theo cong thire (3.67) ta thu dwoc

1
QWZ/C ¢ — 2p) 7_2—20.
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3.2.11 Biéu dién tich phan ham diéu hoa

Bay gio ta chuyén sang xét biéu dién tich phan ham diéu hoa.

Dinh 1y 3.2.21. Gid st ham f chinh hinh trong hinh tron S(R) = {|z| < R}
va lién tuc trong hinh tron dong S(R), f(z) = u(z) 4+ iv(z). Khi do

2w

1 4 Re + 2 ,
f(z) = - /u(Re >Reit — zdt +iv(0). (3.69)
0

Ret + z
Reit —

Cong thite (3.69) dwoc goila cong thitc Schwartz con ham duoc

got la nhan Schwartz.

Chitng minh. That vay, déi véi z € S(R), theo cong thite tich phan Cauchy

27r2 / g_z =50 /f ity 222 . (3.70)

dS(R)

ta co

Dic biét 1a

ZQL /R fT _QLO/ F(Re)d (3.71)

Ngoai ra ta cé

27r2 /C R2/zd§

aS(R

1 , ZRe't
— — | f(Rety—C g
w/f( ) ez — 12
0

1 ; -z
= — Re")————dt 3.72
- [ strety (3.72)
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vi |R?/z| > R va do d6 ham dwéi dau tich phan chinh hinh trong S(R) va
lién tuc trén S(R). T (3.70) va (3.71) ta thu dwoc

f(z) = / f(R ;gz; ", (3.73)

Bay gio tir (3.71) va (3.72) ta ¢6

1 Re % +%
— dt
T o /f 2 Re~it — ’

va do do

1 Re' + z
/f )5 ot (3.74)

bat f(z) = u(z) + iv(z) va cong (3.73) v6i (3.74) ta thu dwoc
27
1 a4 Ret + 2 :

0
0

Nhan zét 3.2.13. Cong thirc (3.69) cho phép ta xdc dinh ham chinh hinh f(2)
trong hinh tron S(R) (véi sw chinh x4dc dén mot hang s6 cong thuan do) khi
biét cdc gia tri ctia phan thwe ctia ham d6 trén bién 0S(R).

T dinh 1y vira chitng minh, bang cdch téch cdc phan thuc va phan o,

ta co
2

u(z) = - / a(rety 2= 2E 4y (3.75)

27 |Rett — z|?

Néu dit z = re?, r < R va dé y ring

Re® + ret RZ — 2
Re{ A A } = A A
Rezt _ ’1"610 |R€zt _ T€z¢9|2
R2 _ ’1“2
" R?2—2Rr cos(t — 0) +r?
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ta c6 thé viét (3.75) & dang khac nhw sau:

2w
R2 _ ’1“2

~ 1
0 Re™ dt. 3.76
u(re™) = 27r/ (Re )R2—2chos(t—0)+r2 (8.76)
0

Cong thite (3.75) hoac (3.76) dwoc goi la cong thitc Poisson con ham
R2 _ ’1“2
|Re® — 2|2

Cong thitc nay ding doi v4i phan thwe ctia ham chinh hinh trong hinh

dwoc goi la nhan Poisson.

tron S(R) va lién tuc trong S(R). C6 thé chitng minh ring cong thirc dy
diing véi ham u(z) bat ky diéu hoa trong S(R) va lién tuc trong S(R). Néu
f(2) = u(z) + iv(2) chinh hinh trong S(R) va lién tuc trong S(R) thi bing
cach biéu dién u va v bdi cong thire (3.75) (hodc (3.76)) ta thu dwoc

2]

(R K 70375. 3.77
27r/f€|Re“f FE (8:77)

Cong thitc nay dwoc goi 1a cong thitc Poisson doi vdi cde ham chinh hinh
trong hinh tron va lién tuc trong hinh tron déng.

Bay gitr ta chitng minh céng thitc Poisson va Schwarz doi véi treomg hop
khi mién 1& phan ngoai hinh tron.

Gia st ham f chinh hinh trong mién S*®(R) = {|z| > R} va lién tuc
trong S>°(R). Khi d6 nho cong thire tich phan Cauchy ta ¢

f = LIOB

S°°(R
2w

1 o Re
= —g/f(Re )Reit_zdt—l—f(oo).
0
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Ngoai ra
2m
1 1 ;
0= [ ac ooy = - [ rrey + o0,
85> (R) 0
1
0= / f(%2d<+f(00)
as=(Rr) G — =
2m
1 wn —Z
:_%/jmeﬁ§:3ﬁ+ﬂw)
0
vi rang
R2

Bang phiong phdp Iy luan nhw & trén ta thu dwoc

f2) = =5 [ u(Re
0

Rit
E%§§ﬁ+umm 2| > R.

D6 1a cong thire Schwartz doi véi cde ham chinh hinh trong S*°(R) va lién
tuc trong S°°(R). Tiép theo cling nhw & trén ta cé

21
A 1 A R? — 2
= = Re' dt R.
u(re") 27 /u( ‘ )R2 —2Rrcos(@ —t)+1r2 "
0

D6 1a cong thire Poisson ddi véi cdc ham dieéu hoa trong S*®(R) va lién tuc

trong S*®(R). Cong thitc Poisson d6i v4i cdc ham chinh hinh trong S*(R)
va lién tuc trong S*®(R) c¢6 dang

21
: 1 : R?* —r?
6 it
- R dt R.
f(re®) 27r/f( © )R2—2chos(0—t)+r2 T
0

Cong thite Poisson (3.75) ¢6 vai tro rat quan trong trong khi giai bai todn
Dirichlet.
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Bai toan Dirichlet dat ra nhw sau: Gia st f(6) 1a ham 27-tuan hoan, lién
tuc trén dwomg tron v = {|z| = r}. Hay tim ham bién phitc F(z) théa man
diéu kién:

a) diéu hoa trong hinh tron U = {|z| < r};

b) lién tuc trong U = {|z| < r}; va

c) f(0h) = lim F(z).

z—e'00
|z]<r

Ta muon chitng minh dinh 1y sau day.
Dinh 1y 3.2.22. Bai todn Dirichlet déi véi hinh tron luon luon cd nghiém.

Chitng minh. Gia st |z| < r. Ta dat

r?— |Z |2
= 0 / $O 70 (3.78)
Ta can chitng minh rang
1. F(z) 1a ham diéu hoa trong U.
2. f(6y) = lim F(z)
z—e00
|z|<r
Chttng minh 1). Trwdc hét ta nhan xét rang ham F(z) xdc dinh bdi
(3.78) la phan thwe ciia ham

Flz) = = / HO) ot 2 g

re — z

Do dé néu ta chimg minh dwoc réng F(z) chinh hinh thi 1) dwoc ching
minh. V§i z € U bat ky ta ¢6

F(z+Az) — et
— — —df =
Az /f ’1“6“9 z)?

27

Az re? £(0)do
o (re®? — 2)2(re?? — z — Az)
0
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va do d6 vé trai dan dén 0 khi Az — 0, tite 1a dao ham F'(z) ton tai.
Nhw vay tinh diéu hoa ctia F(2) dwoc chitng minh.
Chttng minh 2). Ta nhan xét rang ddi véi ham dieu hoa hang s6 u(z) = 1

ta cé cong thirc

27 ||2
1 r—|z
1=§/md97 2| <,
0

va do do

27
1 r? — |z|?

F(z) = f(00) = o~ | 75—z f(0) = f(6o)]db

21 ) |re? — z]2
0

-5 / T2 10— f00)de

27 |ret? — 2|2
[0—00|<n
1 r? —|z|?
— —————f(0) — f(0y)]dO =
+27T / |’I"€ZG—Z|2[f( ) f( 0)]
[0—00|>n
= A1+ Ay (3.79)

trong dé n 14 so sé dwoc xdc dinh.
Uéc lwong tich phan A;. Giad sit € > 0 1a s6 dwong cho trwde tiy y. Vi

f(0) 1a ham lién tuc nén ta cé thé xdc dinh s 7(e) sao cho
1£(0) = f(Bo)] < /2, [0 — 0o <nle).
Do d6
1 e 1 [ |72 — |2|? 5
A =|— ’§—~— —df =~ 3.80
Al 2 / 2 27 / |rei? — z|? 2 (3.80)
|0—60|<n 0

UGe lwong tich phan As. Sau khi chon s6 n(e) & trén, ta xét tich phan

1 r? —|z?
|6—60|>n
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va chitng to rang
lim d(z) =0.

z—e'%0

|z|<r
Ta dit z = pe'®. Néu |a — 6p| < n/2 thi
la — 0| = n/2
doi véi 0 bat ky théa man diéu kién |6 — 6o] > n. Do do
re® — |z > rsin ,
2
va

0(2)] < ——5(r* = p?) = 0.
r2sin” =

khi p — r.

Nhuw vay sau viéc chon s6 n(e) & trén ta cé

1 2M r? —|z|?
A :)— )g— B g = oms(2),
Bl 27 / 27 |rei? — z|? (2)
|0—60|>n |0—60|>n
trong d6 M = sup |f(0)|, va 6(z) la gid tri cha tich phan (3.81). Vid(z) — 0

. ;. A . A A A 7’ o y 7’
khi 2 — rei® (|z| < 7) nén khi z thuoc 1lan can di bé ctia diém re ta cé

[As] < (3.82)

DO | ™

Tw (3.79), (3.80) va (3.82) ta thu dwoc

[F(2) = f(0o)] <
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3.3 Bai tap

1. Chitng minh rang néu f € H(D) va ~ 1a chu tuyén déng tron tirng khiic

/%dz:

thudc mién don lién D thi

2. Chitng minh rang ham

27r2 C zC” dC = 9(2),

trong d6 v 1a chu tuyén Jordan bao diém ¢ = 0 va ¢ = z, 1a da thirc bac

n—1va

g™ 0) = f™©0), m=0,1,...,n—1.

3. Gid sit mién D 3 oo va f € H(D). Khi dé

f(3>_%/éf(_—<>zdg+f(oo), z€D.
oD

o
4. Chiirng minh rang trung binh cong cia moi gia tri z=™ > a, 2" ddi véi cde
v=0

o

diém 2 trén dwong tron {|z| = 1} 14 bang a, néu 3" a,2” 1a ham chinh hinh
v=0

¢ trong va trén bién hinh tron {|z| < 1}.

5. Tim ham diéu hoa trong nira trén ctia hinh tron don vi nhan gié tri bang

0 trén dwong kinh va bang 1 trén nita dwong tron.

6. Tim ham u(z) diéu hoa trong vanh léch tam gitra hai dwomg tron 9 =
{|]z=3] =9} vay = {|z — 8| = 16} va u}zeW = Ug, U
va u; 12 nhitng hang s6.

= rong do
e uy, trong do ug

7. Tim moét ham dieu hoa trong nita mat phang trén bé di hinh tron S =
{|z — 2i] < 1} va c6 gié tri bang 0 trén truc thwe va gid tri bang 1 trén chu

vi cia S.
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4.3.1 Chuodi Laurent . . . .. ... ... .. ....... 326
4.3.2 Diém bat thwong co lap don tri. . . . . . . . ... 337
4.3.3 Déng diéu clia ham tai diém v6 cling . . . . . . . . 348
4.3.4 Phan loai ham chinh hinh . . . . . ... ... ... 350
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45 BAIAD . v o ot e 365

Trong chwong trirde, ta da chitng minh dinh 1y co ban cia ly thuyét ham
chinh hinh- dinh ly Cauchy. Dinh ly nay kéo theo mot loat hé qua quan
trong. Dac biét 1a né cho phép ta xdc lap mai lién hé nhat dinh gitra cdc gid
tri ctia ham chinh hinh tai cdc diém trong ctia mién chinh hinh véi céc gid
tri bién ctia ham d6. Mai lién hé dé dwoe mo td trong cong thite tich phan
co ban thit hai ciia Cauchy. D6 1a cong thitc trung tam ctia 1y thuyét ham
chinh hinh.

4.1 Céac két qua quan trong nhat rit ra tir
tich phan Cauchy

O mot mite do nhat dinh, moi dinh 1y clia muc nay déu 1a hé qua cia cong

thire tich phan Cauchy.

4.1.1 DBinh ly gia tri trung binh

D6 la dinh ly sau day.

Dinh ly 4.1.1. Gid s f(z) la ham lién tuc trong hinh tron déng S(R) =
{z € C: |z — 2| < R} va chinh hinh trong hinh tron S(R). Khi dé ta co



280 Chwong 4. Cdc tinh chat co ban ctia ham chinh hinh

dang thitc
2m

f(z0) = %/f(zo + re')dt,

0

titc la gid tri cia ham tai tam hinh tron bang trung binh cong cdc gid tri cia

no trén dwong tron.

Chitng minh. Theo cong thitc tich phan Cauchy ta co

" 2mi / C—Zo

aS(R)
Thue hién phép bién déi theo cong thitc
=12+ Re", 0<t<2r

ta thu dwoc

2m 2m
1 a Reidt 1 i
f(z0) = %/f(zo—l—Re ) ot 27T/f(zo—i—Re )dt.
0 0

4.1.2 DBinh ly Liouville

Pinh ly 4.1.2. (Liouville') Néu ham chinh hinh trén toan mdt phdng phitc
f(2) ¢é moédun bi chan thi né dong nhdt hang so, titc la f(z) = const Vz € C.

Chitng minh. Gia st |f(z)] < M < oo Vz € C. Ta sé d4p dung cong thirc
tich phan Cauchy cho dao ham f’(z) va hinh tron S(R) vé6i tam tai diém z
va ban kinh R. Ta cé

1
RGP
2mi (¢ —2)?

dS(R)

f'(z) =

1. Liouville (1809-1882) 14 nha todn hoc Phép
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T doé
1 M M

!
<——2rR="—.

V& tréi ciia bat ding thite nay khong phu thuoe R, con vé phai dan dén 0 khi
R tang vo han. Tt d6 suy rang |f/(z)| = 0 va f/(z) =0V C. Do d6 f(z) =
const trong C.

O

Nhu véy 16p cdc ham chinh hinh trong toan m&t phang va bi chan chi
gom céc ham tam thwong (cdc hang s6).

Dinh ly Liouville vira chitng minh cé thé khai quat dwdi dang

Pinh ly 4.1.3. Néu ham f(z) chinh hinh trong toan mdt phang va thda
man dieu kién | f(z) < M|z|", M < oo va n la s6 nguyén dwong thi dé la da

thitc bac khong cao hon n.?

Chitng minh. Gia st 2y 1a diém tlly ¥ clla mat phang phite. Tir cong thirc

tich phan Cauchy déi véi dao ham cap cao ta cé

FOD () = M / %d:z, S(R) ={z:]z— 2| < R}

271
9S(R)

va do do

2"

n M|z
7 z0)| < Ty

Vi |2] < |z| + R nén qua gi¢i han khi R — oo ta thu dwge fF1(z) = 0.
Do 2 1a diém tity ¥ ctia C nén f+9(2) = 0. Tir d6 suy rang £ (z) = const

(n+ 1)l

vi
F(z) = f" (z20) = /f(”+1)(2)d2 =0,
20
tite 1a £ (2) = f(2) = const... Bing cich lap luan nhw vay, dé dang
thu dwoc dieu khang dinh cta dinh 1y. O

2Khi n = 0 thi ta thu dwoc dinh 1y 12.1
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Dinh 1y Liouville con c¢é thé phéat biéu dwdi dang

DPinh 1y 4.1.2%. Néu ham f(z) chinh hinh trén toan mdt phang mé rong C
thi né dong nhat hang so.

Chitng minh. Vi ham f chinh hinh tai diém oo nén lim f(z) ton tai va hiru
han. T dé suy ra f(z) bi chan trong lan can nao dzé_)lilo(oo) ={z:|z| > R}
clia diém oo. Gid st f(2)] < My, Vz € U(co). Mit khéc, do ham f chinh
hinh (va do dé né lién tuc) trong hinh tron déng S(R) = {z : |2| < R} nén
né bi chin trong hinh tron d6. Gia st |f(2)| < My, z € S(R). Nhung khi dé
ham f bi chan trong toan mit phang: f(z)] < M = max(M;, Ms) Vz € C.

Vi ham f chinh hinh trén C nén theo dinh ly 4.1.2 ta ¢6 f = const. O
Bay gio ta 4p dung dinh ly Liouville dé chitng minh dinh ly Gauss - dinh

Iy co ban cua dai so.

Pinh ly 4.1.4. (Gauss) Moi da thitc dai s6 bdc m > 1 véi hé s6 phitc déu

cé m nghiém néu moi nghiém dwoc tinh mét sé lan bang boi cia nd.

Chitng minh. Gid st

1

Po(z) = anz" 4+ am_12"" "+ -+ a1z +ap, am#£0, m=>1.

Ta chitng minh bang phan chitng: gid sit P, (2) khong c6 nghiém trong
C. Ta xét ham

Ham f(z) ¢6 cdc tinh chat sau day

(i) Him f(z) € H(C) vi P(2) #0 Vz € C.

(ii) Ham f(2z) ¢6 modun bi chan, tic la |f(z)] < M ¥z € C. That vay,
=0. Tr dd IR >0saochoVz:|z| >R

vi Zli)rglo Py (2) = 0o nén Zli)rglo P (?)

ta co

[f(2)] < 1.
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Trong hinh tron déng |z| < R ham f(z) ¢6 médun bi chan, tive 1a |f(2)| < m
Vz € {|]z| < R}. Tt db suy rang |f(2)] <m+1= M, Vz e C. Nhw vay
ham f(z) € H(C) va |f(z) < M Vz € C, tirc la thda man cdc diéu kién ctua
dinh 1y Liouville. Do d6 f(z) = const trén C. Tt d6 suy rang Py, (2= const.
Nhwng diéu dé khong thé xdy ra vi a,, # 0 va m > 1.

Nhuw vay ton tai gia tri a; € C sao cho
P(O{l) =0.
Do d6 P, (z) = (2 — a1)Pn-1(2), Pm-1(aq) # 0. Nhung P,,—1(z) cung la da
thire dai 86 bac m — 1 nén Jag € C sao cho P,_1(z) = (2 — ag)Pm—2(2),
Ph—o(as) # 0. Nhuw vay
Po(z)=(z—a1)(z — a2) Pp—a(2),. ..
Tiép tuc lap luan nhw vay ta thu dwoc dang thirc
Po(z) =am(z—a1)(z —ag) -+ (2 — am).
Déang thitc nay chitng to rang oy, g, . . .,y 12 nghiém va ngoai chiing ra da
thitc P,(2) khong con nghiém nao khdc. That vay néu § 1a nghiém 3 # «;
Vi=1,m cua da thitc P, (z) thi
Pm(ﬁ) = am(ﬁ - al)(ﬁ - 042) te (ﬁ - am) = 0.

bieu nay chitrng té rang mot trong cdc thira s6 phai bang 0, titc 13

B—a; =0, i=1,2,....m

— (=, 1=12,...,m.

O

Dinh 1y vira chitng minh con cé tén goi 1a dinh Iy vé trudong déng dai so.
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4.1.3 Dinh ly Weierstrass vé chuéi ham héi tu deu

Trong 1.4 ta da trinh bay khéi niém chudi ham héi tu déu trong mién D va
hoi tu déu trén tieng compdc clia mién D cing mot s6 tinh chat ham cia
chudi hoi tu déu. Bay gio ta chitng minh dinh 1y quan trong ctia Weierstrass
ve stt bao toan tinh chinh hinh ctia téng ctia chudi trong phép qua giéi han

déu va phép dao ham tirng s6 hang ctia chudi ham chinh hinh hoi tu déu.

Pinh ly 4.1.5. (Weierstrass) Gid si:
1) un(2) n €N la nhitng ham chinh hinh trong mién D;

2) chuoi ham
ur(z) Fug(z) 4+ +un(z) + ... (4.1)

hoi tu déu trén tieng compdc cia mién D dén ham (hitu han) f(2).
Khi do
1) Tong f(z) cia chuoi la ham chinh hinh trong mién D.

2) Chudi cé thé dao ham tieng s6 hang dén cdp tiy i
(m) (m) e o= fM) (. —
up (2)+Fuy (2) o Fuy(2)Fo=f"(2); m=1,2,... (4.2)

3) Moi chudi (4.2) déu la chuoi hoi tu déu trén ting compdc ciia mién
D.

Chitng minh. 1) Lay hinh tron S(R) bat ky ban kinh R v&i bién v(R) sao

cho S(R) C D. Trén dwomg tron y(R) (vy(R) 1a tap hop déng nam trong D)
chudi (4.1) hoi tu déu dén ham f(z). Do d6 ham

FO =ulQ) +ua(Q) + - Fua(Q + o CE(R) (4.3)
lién tuc trén y(R). Nhan (4.3) véi ham

1
C2mi (=2

v(C) ¢€(R), z€ S(R).
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Ham nay bi chin trén v(R). Do d6 chuoi thu dwgc sau khi nhan (4.3) véi
v(¢) van hoi tu déu trén v(R) va cé thé tich phan timg s6 hang theo v(R).
Ta thu dwoc
1 1 U 1 Up,
L[ IQp L[y L@,

2m1 (—=z 2m1 (—=z (—z
V(R) V(R) v(R)

Tich phan & vé trdi 1a tich phan dang Cauchy. Do dé vé trdi 14 ham chinh
hinh trong hinh tron S(R). Ta ky hiéu ham d6 1a fz(z). Ap dung cong thitc

tich phan Cauchy cho céc ham u,(¢) tir biéu thitc trén ta thu dwoc
fr(z) =ui(2) +ua(z) + - +up(2) + ... (4.4)

Nhw vay chuoi dwoe xét hoi tu déu dén ham fr(z) chinh hinh trong hinh
tron S(R). Nhung trong S(R) ham fgr(z) trung véi f(z). Nghia la f(z) la
ham chinh hinh trong S(R). Vi mdi diém 2 ctia mién D déu thuoc mot hinh
tron S(R), S(R) C D nao dé nén ham f(z) chinh hinh trong D.

Céc lap luan trén day chi ding néu mien D khong chita diem oco. Gid

sit mien D 3 oco. Ta sé xét “hinh tron” Sg(co) = {2z : |z] > R} vdi
ban kinh R di 1é6m sao cho toan bo bién D déu nam trong dwong tron
yr(o0) = {z : |z| = R}. Lap luan nhw trén va thay cho chudi (4.4) theo dinh
Iy 3.2.13 ta thu dwoc dang thitc

fr(z) = [u1(2) — u1(00)] + [uz(z) — uz(c0)] + . ..
+ [un(2) — up(c0)] + . ..

hay la

fr(z) = [wi(2) + - +un(2) +...]
— [u1(00) + ug(00) 4+« -+ + up(00) + ... 1.

Chudi trong ddu ngodc vuong thir hai & vé phai hoi tu dén f(oo) va do dé

fr(2) + f(o0) = ur(2) + ua(z) + -+ un(z) + ...
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O day fr(z)+ f(0o) = f(2) V2 € Sg(co0) va ham fr(z) + f(c0) chinh hinh
trong Sp(co). Do vay ham f chinh hinh trong lan can diém oo.
2) Néu nhan chuoi (4.3) véi ham
m! 1
m(() = — ————, € S(R
0nlO) = 4 e 2 € S
bi chan trén y(R) va tich phan tirmg sé hang theo v(R) thi thay cho (4.4) ta

thu dwoc chuoi
(2 =0 (@) + w2 ()

Vi fr(2) = f(2) Vz € D nén tir d6 thu dwoc (4.2).

3) Dé chitng minh phan thit ba ctia dinh 1y ta pht tap hop déng tuy ¥
E C D bdi hé céc hinh tron S’ sao cho S € D. Néu tap hop E 3 2 = oo thi
ta c6 thé 1dy hinh tron 1a tap hop S'(c0) = {z : |2 > R > 0}, §'(c<) C D.
Tit hé céc hinh tron nay ta cé thé chon mot phit con gom mot sé hiru han
cdc hinh tron. Hop moi hinh tron déng nay dwogce ky hiéu la E*. Gia s § 1a
khoang cdch tir E* dén bién mién D: § = dist{ £*,dD}.

Déi véi moi hinh tron S’ ctia phit hitn han ta dwng hinh tron S dong tam

véi bdn kinh 1ém hon bén kinh ctia S” mot dai lwong bang B (d6i véi S’ (o0)

N ~ 5 ~ 9 7 \ \, \ A
thi can lay ban kinh bé hon 5) Chu tuyén L cua céc hinh tron nay lap
thanh tap hop déng I' C D. Do d6 chuoi dwoc xét Y u,(2) hoi tu déu trén

n>1

I', nghia la

Ve>0,INeN:¥Yn>N, VpeN, V(el =

n+p

’ Z uk(C)’ < e.

k=n+1

. \ o A N s B . , A \ \
Gia st 2z la diem tuy y cta F va gia st né thuoc hinh tron S’ cua phu
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)
hiru han. Khi ( € Lvaz € S thi |( — z| > 3" Do d¢
n+p n—+p
(m) m! uk(Q)
]| 3 0
|2 el = 2 e

trong d6 R, 1a ban kinh cta hinh tron S twong ng. Nhw vay doi véi moi
diém 2 € E ta cé

n+p g

m Rmle
’ > up )(2>‘ < 5ot
e (3)

trong do R 1 bén kinh 16n nhét trong cac ban kinh ctia cdc hinh tron S
ctia phtt hitu han. Tir dé suy ra s hoi tu déu ctia chudi dao ham trén ting

compéac ctua D. O

Nhan zét 4.1.1. Trong giai tich thwe khong ¢é dinh 1y twong tw nhw dinh ly
Weierstrass. That vay, trong gidi tich thire ta biét rang tong S(x) ctia chudi

ham thwe (bién thwe) khd vi 3~ w,(z) hoi tu déu trén khodng nao dé c6 theé
n>1
la ham khong kha vi. Hon thé nira néu 3.5'(x) thi hoan toan khong nhét

thiét phai c6 dang thicc S'(x) = > u,(z).
n=1

Nhén wét 4.1.2. Néu ¢6 day ham (f,(z)) _, cho trong mién D thi chudi

fi(z) + [fo(2) = R(2)] + - + [fu(2) = fa1(2)] + ...

c¢6 tong riéng thir n 1a S, () = f,(x). T d6 moi dieu khang dinh vé chudi
déu c6 thé phat bieu déi véi day va ngwoc lai. Tir d6 va dinh 1y 4.1.3 ta rit

ra
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Pinh 1y 4.1.6. (Weierstrass; vé day ham chinh hinh hoi tu deéu)
Néu day cdc ham (fn(2)), -,

tirng compac ciia mién D dén ham hitu han f(2) thi f(z) la ham chinh hinh

chinh hinh trong mién D hoi tu déu trén

trong D va day cdc dao ham (ﬁ(lm)(z))nx; m=1,2,... hoi tu déu trén tieng

compic clia D dén ham f™(z).
Tt dinh ly Weierstrass 4.1.3 va dinh 1y Abel rut ra

Hé qua 4.1.1. Téng cia chudi liy thita

Z an(z —a)"

n>0
la ham chinh hinh trong hinh tron héi tu cia né va trong hinh tron hoi tu
ctia chudi ta cé thé lay tich phan va dao ham tung sé hang mét s6 lan tuy v,
dong thoi phép dao ham va tich phan tieng s6 hang khong lam thay doéi bdn
kinh hoi tu cia chuoi.

4.1.4 Tinh chat dia phwong ctia ham chinh hinh.
Chuoi Taylor

Trong 2.1 ta da chitng minh rang tong ciia chudi liy thira 1 ham chinh hinh
trong hinh tron hoi tu ctia né. Bay gio nho cong thire tich phan Cauchy ta
c6 thé chitng minh mot tinh chat quan trong nita ctia ham chinh hinh - d6
1 tinh chat dia phwong: moi ham chinh hinh trong hinh tron déu biéu dién
dwoe dwdi dang tong ciia chudi liy thira. Cu thé ta chitng minh dinh 1y sau
Pinh 1y 4.1.7. (Cauchy - Taylor?)

Néu ham f(z) chinh hinh trong mién D thi tai lan can cia moi diém
20 € D ham f(z) biéu dién dwoc dudi dang chuoi liy thia

f(z) = Z an(z — 20)" (4.5)
n>0

v6i bdn kinh hoi tu R khong bé hon khodng cdch d tir diém zo dén bién 0D
ctia mién D (d = dist(zo,0D).

3B. Taylor (1685-1731) 1a nha toan hoc Anh
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Chitng minh. Gia st f € H(D) va 2z 1a diém tuy ¥ cta mien D. Ta ky
hiéu S(z0,d) = {# € D : |z — 2| < d} va gid st 2 1a diém tuy ¥ cta
S(20,d) : z € S(z0,d). Xét hinh tron S(zg,d) dong tam véi hinh tron S(zo, d)
véi ban kinh § thoa man dieu kiéen 0 < 6 < d sao cho diém 2 nam trong D.

Ap dung cong thite tich phén Cauchy ta c6

2m/ =5 _2—7r2 / f(odi%)’ (4.6)

1) i (€= (1- 2
trong d6 7(d) = ¢+ |¢ — 20| = 0}
bai vai dlem z € S(2;6) c6 dinh ta cé bat dang thitc
z—2z
0) =q<1 (e()
¢— 2o
Do dé biéu thitc
1
zZ — 20
¢— 2o

z ~ ~ A~
¢6 thé xem nhw tong cta cé{p s6 nhan

. zZ — 20
1— Z — ZQ Z < _ ZO) (47)
C — 20
Chudi (4.7) hoi tu déu trén y(p) nén ta cé thé thiee hién phép tich phan tirng
s6 hang va tir (4.6) va (4.7) ta thu dwoc

10 =3 (5 [ )= o0

"z 7(9)
= an(z—2)", (4.8)
n>0
trong do
_ 1 f(Q)dg _
an_Qﬂi/(C—zo)”H’ n=0,1,... (4.9)

v(8)



290 Chwong 4. Cdc tinh chat co ban ctia ham chinh hinh

Dé y dén cong thitc tich phan Cauchy d6i véi dao ham ctia ham chinh

hinh ta cé

_ ()

an T n=012,.. (4.10)

Vi d6i véi moi diém z ¢6 dinh thuoc hinh tron {|z — 2o < §} chudi & vé
phéi ctia (4.7) hoi tu déu déi véi ¢ € v(d) con cde hé s6 a,, khong phu thude
vao d trong khodng 0 < § < d nén ban kinh hoi tu R cia chuoi > a,(z—2)"

n=0
khong bé hon d. That vay néu R < d thi mau thuan véi dinh nghia bén
kinh hoi tu ctia chudi dé vi c6 thé 1ay d 1a s6 16n hon R. Dinh ly dwoc chitng

minh. O
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Hinh IV.1
Chuoi (4.8) v6i hé s6 biéu dién qua ham chinh hinh f(z) theo céc cong
thite (4.9) hay (4.10) dwoc goi 1a chudi Taylor véi tam tai diém 2o hay khai
trién Taylor tai lan can diém zy ctia ham f(2).

Hé qua 4.1.2. Moi chudi liy thira déu la chudi Taylor ciia téng cia nd.

Chitng minh. That vay, gia sit trong hinh tron nao dé

f(z) = Zan(z — zo)". (4.11)

n=0
Thay 2z = 29 ta c6 f(29) = ap, dao ham tirng s6 hang chuoi (4.11) r6i thay
z = zp ta tim dwoc f'(a) = a;. Tinh dao ham tirng s6 hang lién tiép chuoi
(4.11) roi thay z = 2 ta c6 f"(z) = 2lag, f®(20) = 3las, ..., f™(2) = nlay,

(n) _ ~
vado dé a, = f ('ZO). Do dé chuoi (4.11) la chuoi Taylor cia ham f(z). O
n!
Hé qua 4.1.3. Gid s M(r) = max |f(C)|. Khi d6 cdc hé s a,, cia chuoi
cery(r
Taylor théa man cdc bat dang thitc
M
|an|<ﬂ, n=01,... (4.12)
/rnn

trong dé r la s6 bat ky bé hon bdn kinh héi tu clia chudi. Cdc bat dang thitc

(4.12) duwoc goi la cdc bat dang thitc Cauchy déi véi hé s6 clia chuoi Taylor.
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Chitng minh. Tl céc cong thire (4.9) va (4.10) ta c6

() 1 / f(¢) d
_ LY N YRS
(¢ — zo)"t?

a = —
" n! 2

(r)
T d6 4p dung cong thitc wdce lrong tich phan trong mién phitc ta thu dwoc

1 M(r) M(r)
< — N opp = 2V
[n| 2 pntl o rn

Dé it ra hé qua tiép theo ta néu ra

Pinh nghia 4.1.1. 1) Diém 2z = a dwoc goi 14 diém chinh quy ctia ham f(z)
néu ham f(z) chinh hinh trong mot lan can nao d6 cta diém a.

2) Diém z = a dwoc goi 1a diém bat thuwong ciia ham f(2) néu né khong
la diém chinh quy d6i véi ham f(2) nhwng trong 1an can bat ky ctia né déu

’ [N 7z \
c6 diem chinh quy cua ham.

Hé qua 4.1.4. Bdn kinh héi tu cia chuoi Taylor véi tam tai diém z = a

bang khodng cdch tir diém a dén diém bdt thwong gan nhdt cia ham f(z).

Chatng minh. Vi cdc diém bat thwong deu 14 diém bién déi véi mién chinh
hinh ctia ham nén theo dinh 1y Cauchy - Taylor bdn kinh héi tu ctia chudi
Taylor thu dwoc khong bé hon khodng céch d tir diém a dén diém bat thwong
gan nhat ctia ham, titc 13 R > d. Nhung ban kinh hoi tu khong thé 16n hon
khodng cich d6 vi néu R > d thi c6 it nhat mot diém bat thiong ctia ham f
roi vao hinh tron hoi tu, ma diéu dé lai khong thé x4y ra do tong clia chudi
lay thira 1a ham chinh hinh trong toan b¢ hinh tron hoi tu. Dodé R =d. O

Cong thitc tong quat (4.9) hay (4.10) ddi véi hé s6 Taylor thiromg khong
tién loi trong tinh todn. Trong mot s6 triomg hop ta cé thé dp dung cac
phrrong phap don gidn hon dé khai trién ham thanh chudi liy thira.

Néu f(z) 1a ham hiru ty thire sw thi ta c6 thé biéu dién né dwédi dang tong

1
htru han céc phan thite t6i gian dang —— hay —— (k > 1). Khi d6
z—a (z—a)k



4.1. Céc két qud quan trong nhat it ra tir tich phan Cauchy 293

khai trién thanh chudi cap s6 nhan, con phan thitc p
z—a (z—a)

(k > 1) khai trién thanh chudi thu dwoc bang phép dao ham lién tiép & — 1
Ian chuodi cap s6 nhan.

phan thirc

Néu f(z) 1a biéu thitc vo ty hay siéu viét thi c¢é thé dp dung cdc khai
trién Taylor ddi véi ham e?) sinz, cos z, In(1 + 2), (1 + 2)%,... (goi la céc
khai trién bdng) thu dwoc bing céch tinh tric tiép cdc dao ham cia cdc ham

&y,

z
I e = - eC
€ 7—§0n" z
(—1)nz2n
II. cos z = — 5 #€C
2 o
. (_1)nz2n+1
III. sinz = ——— 2€C
nz>0 (2n + 1)!
(_1>n—1
IV.In(l+2) = 3 ~———=2", |2 <1
n=1 n
V.
a o n 04(06_1> 2
(EAEIED M (3 EES RIS K
n=1 n
1 (a— 1
+0‘(O‘ ) n‘(a nr >z”+..-, acR, |z[ <1,
N () et amnt)
O - bl n - /n/' ’
<O‘>—C§‘né’ua€N
n
VI = T [o] <1
! 1 277120/2’ :
1
VI, =2 (=1 [z <1
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Trwéde khi 4p dung cdc khai trién bang ta can bién déi so bo ham da cho.
Ta minh hoa dieu dé bang mot s6 vi du sau day.
Vi du 1. Khai trién ham
1
(1 —22)(22+4)

thanh chudi Taylor tai lan can diém z = 0.

fz) =

Gidi. Ham da cho c6 thé biéu dién dwdi dang:

1 1 1
f(z)75[1—22+z2+4}
_1[ 1 n 1 }
5Ll — 22 22

4(1+Z)

Bay gio 4p dung khai trién VI;

ta cé
=Y % 1+ %} 2 2 < 1.

Vi du 2. Tim khai trién Taylor ctia ham
f(z) =¢€* - cosz.
Gidi. Tai lan can diém z = 0 ta c6 thé nhan hai chudi véi nhau. Tuy
nhién, trong trueomg hop nay, tién loi hon ca 1a sit dung dong nhat thire
eiz + e—iz 1 ) )
?} — §[€(I+Z)Z + el—z)z].
Vil4i=+2-¢%;1—i=+/2-¢"% nén dp dung khai trién (II) ta cé:

ez~cosz:ez[

n ;mn n _;1n

. 22 'z 22 .72 n

e 'COSZ:E B z
n>0

_Z<22 cos—) 2" zeC.

n>0
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p 1 x. o n
Vi du 3. Khai trien ham f(z) = 12 + e7# thanh chuoi Taylor véi tam
z
a = 0 va chi ra ban kinh hoi tu ctia chuoi.

Gidi. Ta c6
1 2 3 n.n
=1l—z4+22—22 4+ (=1)"" +
1+ 2
. 22 23 nzn

T d6 bang céch cong cac chudi ta thu dwoc

f)=1—z+22— -+ (=D"2"+...]
—i—[l—z—i—é—?— —i—(—l)”i—?—i— }
1

Diém bat thwong gan gdc toa do nhat 1a z = —1. Do d6 ban kinh hoi tu cia
chuodi la R = 1.

Vi du 4. Khai trién ham
22 —22419
&)= 3re +5)

thanh chudi Taylor véi tam tai diém @ = 0 va chi ra ban kinh hoi tu cta,

chuoi thu duoc.
Gidi. Vi f(z) 1a phan thitc hitu ty thue s nén ta c¢é thé biéu dién né
dwéi dang tong cac phan thic t6i gian:
1 2
2) = .
/() 2245 * (z — 3)2
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Tiép theo ta cé

R o
s L e

~ 5 oA ~ \ M ~ A ~ N z 7z A
Vi diem z = ) la diem bat thwong gan goc toa do nhat nén ban kinh hoi
tu R; cta chudi thu dwoc 1a R = =
~ . oA N 2 N X . . A A~ oA
Deé khai trien ham ————= thanh chuoi Taylor tai lan can diem a = 0 ta

(z —3)?
sé 4p dung hé qua cia dinh ly Weierstrass. Ta ¢6

<233)/:_(2—23)2

va do do

_22 TS Z n3n+2 , |zl < 3.

n>1 n>0
Cong cac chudi thu dwoc ta cé

£ =Y -1y o+ 2O D] e <

n=0

Vi du 5. Khai trién nhanh logarit nhan gid tri 27 tai diém 2o = 1 thanh
chuoi Taylor trong lan can diém a = 2.
Gidi. Trwede hét ta can xdc dinh nhdnh nao (trong vo s6 nhénh ctia ham

logarit) 1a nhanh thda man diéu kién cia bai todn. Ta ¢é

lnzzln[2+(3_2)]:ln{2[1+252}}

2
:ln2+ln<1+T).
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T d6 suy rang
-2
Inz=In2+1In (1—1— ZT) + 21

lanhénh can tim. Nhénh nay chinh hinh trong mién C\R~. Vidist (2;0D) =

2 nén trong hinh tron {z : |z — 2| < 2} theo IV nhanh dwoc chon khai trién

dwoc thanh chudi Taylor dang

(_1)71—1
n2m

lnz:ln2—|—27ri—i—z

n=1

(’Z - 2)71’

v&i ban kinh hoi tu R = 2.
Vi du 6. Khai trién ham f(z) = /z, /=8 = —2 thanh chudi Taylor trong
lan can diém a = —8.

Gidi. Nhw trong vi du 5 ta cé

%:m:y_—g[l_erS}lB

8

va do d6 nhédnh théa man diéu kién bai todn 1a

2—1—8)1/3

fl2) = —2(1- 5

Tiép theo, 4p dung cong thitc V ta c6

1
Z -\ 1
f(2) 3 o (z+38)
n>l \ T
Vi z = 0 la diém bat thwong ctia ham gan diém ¢ = —8 nhat nén R =

dist(0; —8) = 8.

Dinh ly 4.1.8. Gid st chuoi cdc ham chinh hinh " ug(z) hoi tu déu trong
k>1

hinh tron S(a; R) = {2z : |z — a| < R} dén tong f(2):

f(z) =) w(z) (4.13)

k21
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Khi dé cdc hé s6 Taylor a,(f) cia ham f(z) xdc dinh boi (4.13) la bang cdc

~ z A \ A z \ z \
tong cta cdc hé so Taylor cung s$é hiéu an(uy) cia cdc ham ug(z), tic la

an(f) = an(ur). (4.14)

k21

Chitng minh. Tinh chinh hinh ctia ham tong f(z) dwoc suy ra tir dinh ly
Weierstrass (4.1.3). Cung theo dinh ly Weierstrass ta c¢6

) =Y u(z)

k1

Thay z = a ta thu dwoc

f™(a) 5 u”(a)

nl
hay la

an(F) = 3 an(uwn).

k21

Ta xét vi du sau day.

7 ~ X . N
Ta xét tong cua chuoi ham

F(z):zlfzn.

n=0

Trude hét ta nhan xét rang cdc s6 hang ctia chuoi déu 1a nhimg ham
chinh hinh trong hinh tron don don vi.

Ta can chitng minh rang chuoi da cho hoi tu déu trén tirng compac cla
hinh tron don vi U. That vay, néu K 1a tap hop déng trong U va 6 > 0 1a
khoang cach tir K dén dwong tron don vi thi

2| <1—-d=p<1 VzeK.
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Do do

T T

=

14 < 14
1—2zm

< .
1l—pr " 1—p

Y2

Nhung vi chudi >
n>0 L —p
Dé x4c dinh hé s6 Taylor ctia 2* trong khai trién Taylor ctia ham f(2) ta

hoi tu, nén chuodi da cho hoi tu déu trén K.

'S A ’ A . . oA
can cong cac hé s6 Taylor clia z¥ trong moi khai trién

ZTL

:1—,2”

On ="y Sy

Ta ky hiéu hé s6 Taylor cia o, 1& Ag(0y,). Ta ¢

( ”) ’
4 k o —

néu k chia hét cho n,

Do d6 hé s6 can tim ctia z¥ bang tong céc don vi véi s6 lwong bang s6 cac
wée tw nhién cia s6 k. Néu ta ky hiéu p(k) 1a s6 d6, thi p(1) = 1; p(2) = 2;
0(3) =2; p(4)=3,... vataco

F(z2)=) wok)z*
k1
D6 1a khai trién mudn tim. Ham F(z) chinh hinh trong hinh tron don vi

(theo dinh 1y Weierstrass) nén chudi dang xét hoi tu trong hinh tron don vi.

Dinh 1y 4.1.9. Giad s f(z) la ham hop cia z

va cde dieu kién sau day dwoc thda man
1. ham w = p(2) chinh hinh trong lan can diém z = a;
2. ham F(w) chinh hinh trong lan can diém w = b = p(a).
Khi d6: 1) ham f = F o chinh hinh tai lan can diém z = a;
2) Khai trién Taylor ciia ham f(z) véi tam tai diém z = a thu dwoc bang

phép thé chuoi theo liy thira ciia z — a A6 véi ham p(z) vao chuoi theo liy
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thira cia w — b doi vdi ham F(w); ¢ ddy cdc hé so Taylor cia ham f(z)
duwoc tim bang cdch thwc hién cdc phép nhan chudi va cong cdc hé s6 cia

cac luy thwa cung bac.

Chitng minh. Gid st

©(2) :b—i—Zam(z—a)m, |z —r| <r (4.15)
F(w) =Y A,(w—0b)", |w—b <R (4.16)

trong d6 céc hé s6 a,,, A, da biét.
Vig(z) = bkhiz— anén 3p=p(R),0<p<rsaochokhi|z—al<p
thi

lp(z) — bl < R.

Do d6 khi |z| < p, diém w = ¢(z) thuoc hinh tron hoi tu cla chudi (4.16).
Vi F(w) chinh hinh trong hinh tron |w — b < R, con ¢(z) chinh hinh trong
hinh tron |z —a| < p va gid tri ciia né thuoc hinh tron |w — b < R nén ham

hop

chinh hinh trong hinh tron |z — a| < p. T d6 theo dinh ly Cauchy - Taylor
ham f(z) khai trién dwoc thanh chudi liy thita trong hinh tron |z — a| < p.
Ta can tim hé s6 ctia chuoi dé.

Xét khai trién

= ZA”{ Zam(z—a)m}n (4.17)

hoi tu khi |z — a| < p.
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Dé c¢6 thé dwa vao tinh hoi tu déu clia né ta thay p bdi s6 khong 1ém hon
n6 la 0 < p/ < p sao cho trong hinh tron |z — a| < p’ thi

R
o) — bl < 5

Vi chuoi (4.16) hoi tu déu khi |w — b| < g nén chuoi (4.17) hoi tu déu khi
|z —a] < p/. Do d6 hé s6 cia 2* trong khai trién Taylor ctia f(z) c6 thé
tim dwoc bang céch 14y tong céc hé s6 cling s6 hiéu trong khai trién ctia moi
ham u,(2) = Au[p(z) — b]™. DEé tim khai trién Taylor déi v&i u,(z) ta can

thie hién phép nhan lién tiép cdc chudi > a,,(z —a)™ véi chinh né. Chuoi
m2=1

3" u,(2) hoi tu déu va gom tir cac ham chinh hinh nén cé thé 4p dung dinh

n=0

Iy 4.1.6. Tir d6 va tir tinh duy nhat cta khai trién ham thanh chuéi liy

thira suy ra cdch xéc dinh cdc hé s6 Taylor cia ham f. Pinh 1y dwoc chitng
minh. U
Vi du. Tim bén s6 hang dau tién cta khai trién ham f(z) = €5"# thanh
chudi Taylor véi tam a = 0.

Gidi. Thay t = sin z vao dang thic

i_q. ¢ t? ot
ta thu dwoc
sinz sin?z sin” z

esinz -1 4

TR Y

Tt do ta co



302 Chwong 4. Cdc tinh chat co ban ctia ham chinh hinh

23 1, 22 2
1, 22 3
_ L g 1, 13
—1—1—2—52 +§Z +§Z +...
1
=14+z+-2240+...

2
Pinh ly 4.1.10. Gid st cho hai chudi liy thira
p(z) = an(z—a)", ()= bu(z—a)"
n=0 n=0

v&i bdn kinh hoi tu twong ing la Ry va Re. Gia st (z) khong triét tiéu
trong hinh tron |z —a| < p, p > 0; kg hiéu r = min(Ry, R, p). Khi dé ham

- )

chinh hinh trong hinh tron |z — a| < r va néu

) =Y au(z—a)"

n=0
the
ag
o = —
0 bO )
bo 0 0 ... 0 ao
bl bo O e O aq
1 bg bl bo e 0 a9
Cn:bgﬁ : : : : : s TL:LQ,... (418)
b1 bn—z bp—g ... by an—1
bn bn—l bn_g e bl Qp,

Chitng minh. Tinh chinh hinh cia ham f(z) trong hinh tron da néu dwoc

1t ra tt quy tac dao ham déi véi phan thite. Ta nhin xét rang tir dieu kién
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cta dinh 1y suy rang by # 0 vi trong trieomg hop ngwoc lai (a) = 0 va do d6

p(2) g
O f(2)

p =0 va ta di dén mau thuan. Tiép theo, tir dong nhat thitc
suy rang
Zan(z —a)" = ch(z —a)"- an(z —a)".
n>0 n>0 n>0
Vi cdc chudi & vé phai hoi tu tuyét doi trong hinh tron |z —a| < r nén trong

hinh tron d6 ta c6 thé thwe hién phép nhan cic chudi dé. Ta thu dwoc

n

Z an(z —a)" = Z <Z bn_kck) (z—a)"

n>0 n>0 k=0
= cobo + (cob1 + c1bp)(z — a)
+ (coby + c1by + cabo)(z — a)* + . ..
+ (cobn + c1bp—1 + -+ cpbo)(z —a)" + ...

Do tinh duy nhat ctia khai trién ham thanh chudi liy thira ta cé thé xac

dinh cdc hé so cg, c1, ... bdi hé sau
bOCO = ao,
bico + bocy = ai,
bgCo + 6101 + boCz = a2,

bnco + bp—1c1 4 by—oco + -+ +boc, = ap,

D6 13 hé vo han céc phirong trinh tuyén tinh déi véi céc hé s6 chwra biét

N ~ ’ , ~ ’ . N .
€0y Cly -y Cn,y... T hé A6 ta c6 the xdc dinh hé s6 ¢y, c1,...,¢pn, ... V6 SO
[N 3 \ A ~ A \ A x ’ A~
hiéu cho trwde bat ky. That vay, hé n + 1 phwong trinh dau vdi cde an
Co,C1, - .., Cp c6 dinh thitc bang
bp O 0

=00 #£0 (4.19)

b bp—1 bn—a ... bo
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Tir (4.19) va quy tac Cramer ta thu dwoc (4.18). O

Vi du. Ta thyc hién phép chia chudi liy thira cho chudi liy thira. Xét ham

z
e —1

fz) =

Vi z va e — 1 déu chinh hinh Vz € C nén ham f(z) chinh hinh Vz €
C\ {0; £27i; +4mi;. .. }. Vi

z z 1
fle)=——= . = . (4.20)
(1+2+Z+..)-1 1+2+Z+
TEECTRA 21 3l

nén sau khi cho f(0) =1 ta c6 thé xem f(z) chinh hinh tai z = 0. Diém bat
thwong gan z = 0 nhat 1a 2 = 27 (va 2 = —2mi). Do dé trong hinh tron
|z] < 27 ham f(z) khai trién dwoc thanh chudi ag + a1z + -+ + a2 + ...
Dura vao (4.20) ta c6 thé viét

2 28

1=(1+2= 2
—< +5+§+Z+...)<ao+alz+agz —i—)

Chudi thu dwoc sau phép nhan chudi v4i chuoi & vé phai dong nhat bang 1
(tirc 1a bang 1+ 0z + 022 +...)

ap =1,
ai + 5% =0,
1 1
ao + ia1 + iao = O, (4.21)

1 1
an + Syan-1 F -+ —a1 +
n!

2! (n+1)!

T (4.21) suy ra:

| 1 1 0 1
ag = a] = —— Ay = — as = Ay = ————,...
0 5 1 27 2 127 3 ) 4 7207
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va do dé khai trién cé dang

z z 22 24

=l—-—=-4+—=—=—+... 4.22
er —1 2+12 720+ ( )

Ta sé chitng td rang trong chuoi thu dwoc moi hé s véi s6 hiéu 1& (trir ra
ap) déu bang 0. That vay tir (4.22) ta ¢

z z 22 24

S A
c—172 T 70"

Vé trai 1a ham chan vi

z z z ef+1 +e”
+—:— = = =z

z z
e—1 2 2e -1 2 e

ya
= ZethZ.
2

wle| ok

— e

Do dé khai trién Taylor ctia né & vé phai chi chita cac liy thira chan.

4.1.5 Céac quan diém khac nhau trong viéc xay dung
Iy thuyét ham chinh hinh

Khi xay dung 1y thuét ham chinh hinh ta c6 thé xuat phét tir cdc dinh nghia
twong dwwong nhau vé ham chinh hinh trong mién D. Diéu d6 dwa trén co s&
14 16p céc ham chinh hinh trong mién D cé thé duoc ddic trung bdi nhitng
tinh chdt ddc biét khdc nhau nhung twong dwong nhau. Do viy hé thong
trinh bay ly thuyét ham bién phitc phu thudc nhieu vao viéc chon tinh chat
nao trong s6 d6 lam dinh nghia xudt phat.

Sau day 14 nhirng tinh chat quan trong nhat ddc trung cho tinh chinh
hinh cta ham f(z) trong mién D. O day ta gid thiét D 1a mién don lién va
ta ky hieu f(z) = u(z,y) + wv(x,y), z =  + iy.

Tinh chdt C. Ham f(z) c6 dao ham f’(z) tai moi diém ctia mién D.

Tinh chdt R. Trong mién D phan thwe u(z,y) va phan 4o v(z,y) ¢ céc

dao ham riéng cap 1 lién tuc va thda man céc diéu kién Cauchy - Riemann

ou_ov ou_ o
oxr oy’ Oy  Ox
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Tinh chdt J. Gia thiét ham f(z) lién tuc trong mién D. Tinh chat J
droe phat bidu bdi mot trong hai dang twong dwong sau.

(J1) Véi hai diém a va b thuoe D bat ky, tich phan / f(z)dz 14y theo

£(a,b)

dwong cong do dwoc L(a,b) di tir diém a dén diém b 14 khong phu thuoce vao
dwong 14y tich phan £(a,b) ma chi phu thudc vao ham f(z), diém dau a va
diém cudi b cia L.

(J2) Véi dwong cong déng do dwoe bt ky £ ndm trong mién D tich phan
/f(z)dz 1dy theo dwong cong dé 13 bang khong.

z
Tinh chdt W. Véimoi diém a € D ham f(2) khai trién dwoc thanh chudi

liy thira véi tam tai a, tire la: Va € D, 3(A,), A, = A,(a) sao cho chudi

Z Ap(z —a)"

n=0
hoi tu trong hinh tron {z : |z —a| < R} nao dé (bdn kinh héi tu R phu thudc
vao a) va c6 tong bang f(z)).

Ta co
Pinh ly 4.1.11. Cdc tinh chat C, R, J va W la twong dwong véi nhau.
Chitng minh. Ta can chitng minh lwoc do sau day

C=—R

[

W<—J

1* Digu khang dinh C = R dwoc chitng minh trong dinh 1y 6.3 (vé diéu
kién can dé ham f(z) 1a C - kha vi) va dinh 1y 11.14 vé sy ton tai dao ham
moi cap cia ham chinh hinh.

2+ Dieu khang dinh R = J dwoc chitng minh bédi dinh 1y 10.3.

3* Diéu khang dinh J = W dwoc chitng minh béi dinh Iy Cauchy -
Taylor.
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4% Sau cling, dieu khang dinh W = C dwoc chitng minh trong dinh ly

6.9 veé tinh chinh hinh ctia chudi liy thira trong hinh tron héi tu ctia né. 0O

Xuét phat tir cic quan diém khac nhau nhw vay nén cic thuat ngtt dwoc
dung cung khac nhau. Tt dinh Iy 4.1.11 cac thuat ngr sau day dwoc xem la
dong nghia

“ham chinh hinh” = “ham gidi tich’ =

= “ham déw’ = “ham chinh quy’
hodc con dung thuat ngr “ham nguyén trong mién D”. O day, thuat ngw
ham chinh hinh dwoc ding dau tién bdi cdc hoc tro ctia Cauchy. Thuat ngtr
“ham giai tich” dwoc dung dau tién bdi Lagrange va sau dé bdi Weierstrass.

Trén thye té O. Cauchy (1784 - 1857) da dinh nghia ham chinh hinh béi
tinh chat C (dwa vao cdc tinh chat kha vi ctia ham) mac du khi chimg minh
dinh 1y tich phan Cauchy (cong thitc tich phan co ban I) éng da thém gia
thiét c6 tinh chdt ky thuat 14 dao ham f’(z) phéi lién tuc trong D. Nhung
diéu d6 da dwoc khic phuc bdi Goursat va Pringsheim veé sau.

Cung thoi v4i Cauchy, nha todn hoc Dirc B. Riemann (1826 - 1866) da
xuat phat tir tinh chidt R. Phwong phap nay dwa dén s khao sit dong thoi
cdp ham dieu hoa lién hop v va v trong mién D lién hé véi nhau béi diéu kién
Cauchy - Riemann va xdc dinh ham chinh hinh dwéi dang f(2) = u(z)+iv(2).

Ngwoi tiép theo xdc 1ap co s& ly thuyét ham bién phitc theo mot cdch
khac 1a K. Weierstrass (1815 - 1897). Weierstrass da stt dung tinh khai trién
dwroc clia ham thanh chudi liy thira (tirc 1a tinh chat W) dé lam dinh nghia.

Sau cung, dé thu dwoc céc tinh chat co ban ctia ham chinh hinh va dic
biét la thu dwge nhanh cong thire tich phan Cauchy ngwoi ta da sit dung
tinh chat J. Ngwoi dau tién khao sit cdc tinh chat ctia ham chinh hinh dwa
trén quan diém nay 14 Osgood: Ham lién tuc f(z) trong mién don lién D
dwroc goi 1a ham chinh hinh trong mién dé néu véi dwong cong déng do diroc

L bat ky thuoc mien D thi tich phan /f(z) 14y theo diomg cong dé 14 bang
C

0.

Bay gior ta néu ra mot s6 vi du chitng minh mot s6 tinh chat cia ham
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bang nhitng phirong phép khac nhau dwa trén cic dinh nghia xuat phét da
neéu.

1. Téng cia hai ham chinh hinh trong mién D la ham chinh hinh trong
mien D.
Chitng minh. Gia st fi, fo € H(D).

(C). Néu fi va fo khid vi tai diém 2z € D tliy ¥ thi fi + fo cling kha vi tai
dé va tai d6 né cé dao ham moi cap.

(R). Dat fi(z) = ui(x,u) +ivi(z,y); fa(z) = ua(x,y) +iva(x,y). Khi d6

F1(2) + fo(2) = [ (@, 9) + wa (@, y)] + i[vi (2, y) + ooz, y)].

Vi moi dao ham riéng cip 1 clla ham wuy, ug, vy, vy ton tai va lién tuc nén

cdc ham u; + up va v; + vy cling ¢6 tinh chat d6. Ngoai ra tir cdc diéu kién

8u1 o 6’01 8U2 . 6’02
dy Oy \ 9r 0y
8u1 . 6’01 va 8u2 . 6’02
dy  Or dy  Or

suy ra

8(u1 + Ug) . 8('01 + ’Ug) 6(u1 + Ug) . 8('01 + ’Ug)

Ox oy oy or
tire 1a f1(z) + f2(2) chinh hinh theo dinh nghia R.
(J). Déi véi dwong cong déng do dwoce T' bat ky trong mién D ta c¢6

) — [IAG)+ leNde =0
/fg(Z)dZ =0 T

tirc 1a ham f; + f5 chinh hinh theo dinh nghia J.
(W). Néu céc chuoi liy thira

fiz) =) an(z—a)

n=0
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va

A A A o N 7’ N 7’ . N X
hoi tu trong lan can cia diém a tly ¥ nao dé ctia mien D thi chuoi

fi(2) + fa(z) = Y _(al +ap)(z = a)"

n=0
cung hdi tu trong lan can dé va ham fi(z) + f2(2) chinh hinh theo dinh nghia
W). O

2. Néu f1, f» € H(D) thi f1fs € H(D) h € H(D), fo # 0 trong mién

) f2
D.

Chitng minh. 17 Viéc chitng minh f fo € H(D) theo dinh nghia C 1& khong
c6 gi khé khan. Phép chirng minh theo dinh nghia W (phép nhan chudi) hay
dinh nghia R tuy phitc tap nhung déu dan dén két qui mong mudn. Viéc
chitng minh tinh chinh hinh ctia f; - fo bang dinh nghia J té ra khong thich
hop.
27 Dé chitng minh % € H(D) don gian hon ca la dung dinh nghia C.
2

Phép chitng minh dira vao dinh nghia W rat phitc tap: dé 1a phép chia chudi
cho chuoi theo phwrong phdp hé s bat dinh (dinh 1y 4.1.10). O

3. Néu ham W = (z) chinh hinh tai diém zy, con ham f(w) chinh hinh
tai wo = @(z0) tht ham f(p(2)) chinh hinh tai diém zo.

Chatng minh. Phép chitng minh dwa vao dinh nghia C 1a hién nhién vi né
thu dwoc tir quy tac dao ham ciia ham hop. Néu ap dung dinh nghia (W)
thi phép chitng minh phitc tap hon do phép thé chudi vao chudi (dinh 1y
1.1.9). O
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4.2 Tinh chat duy nhat cia ham chinh hinh

Trong 3.2 ta da thay rang ham chinh hinh hoan toan dwroc xdc dinh bdi céc
gid tri clia né trén bién ciia mién chinh hinh. Bay gi¢ ta sé chimg té rang
ham chinh hinh hoan toan dwoc xdc dinh bdi gia tri clia né trén day diém
tity ¥ hoi tu dén diém thuoc mieén chinh hinh. Tinh chit “noi tai” nay cta

ham chinh hinh dwoc goi 1a tinh chat duy nhat.

4.2.1 Khoéng diém (0-diém) ctia ham chinh hinh

Pinh nghia 4.2.1. Gid st f(z) € H(D). Khi d6

1* Diém z = a € D dwoc goi 1a khong-diém (0-diém) ctia ham f(z) néu

(@) =0.
2 Diém z = a € D dwoc goi 1a khéng-diém cdp m cia ham f(z) néu
fla) = f'(a) =+ = f"V(a) =0,
(4.23)
fm(a) # 0.

Néu m =1 thi z = a goi 1a khong-diém cap 1 hay khéng-diém don clia ham
f(2).
Tir dinh 1y Cauchy-Taylor suy riang trong 1an can U(a, d) ctia khong diém

a cua ham f ta cé

(m) (m—1)
hay la
f(z) = (z = a)"p(2)
trong do
f"(a) | f"D(a)
o(z) = — + ] (z—a)+...
N ) . A . ) (a)
la ham chinh hinh trong lan can U(a,d) va ¢(a) = — # 0.

Ta c6 tidu chudn sau diy dé xéc dinh khong-diém cta ham chinh hinh.
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Dinh 1y 4.2.1. Gid sit f € H(D) va a € D. Khi dé diém z = a la khéng-
diém cap m cia ham f khi va chi khi tai lan can cia diém a ham f thda
man hé thitc

f(z) = (z —a)"e(2),
trong dé ham ¢ chinh hinh tai diém a va @(a) # 0.

Chitng minh. 1. Gid sit diém a 13 khong-diém cap m ctia ham f. Theo dinh
ly Cauchy-Taylor ta co:

f'(a) f"V(a)

f(2>:f(a)+T(Z—a)+...+m(z_a>m_1
(m)(q
+ / m!( )(z —a)" + fi(2)(z — a)™ ",
trong do
(m+1) (¢ (m+2) (g,
f1(z):f (@) f (>(z—a)—|—...

(m+1)! (m+2)!
chinh hinh tai diém a. Nhung z = a 14 khong-diém cdp m nén f(a) = f'(a) =
o= fm=1(g) = 0 va do dé

_ ")

m)!

= (= a)"[ 227 (@) + i) - a).

f(2) (@ —a)" + fi(2)(z — )"

[ (a)

m)!

bat ¢(z2) = [%f(m)(a) —l—fl(z)(z—a)} va nhan xét rang ¢(a) = # 0.

Tt d6 suy ra dieu khang dinh cta dinh 1y.
2. Bay gio gia s
f(z) =(z—a)"¢(z).

Ap dung cong thitc Leibnitz déi v6i dao ham cdp cao cilia tich cdc ham

(uw)™ = ™y 4+ CLum VY 4 Ol MY ()
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vadat u=(z —a)™, v=p(z) tacd

f(z) = (z=a)"p(z) = f(a) = 0;
fi(z) =m(z —a)" () + (2 — a)"¢/(2) = f'(a) = 0;

Fr ) =mim—1)---2(z — a)p(z) + CL_m(m —1)---3(z —a)® + ...
+ (2= a)"p" V(2), = [ V(a) = 0.

Nhung
F(2) = mlo(z)+ Clm(m —1)---2(z —a)'(2) + . ..
+ (2 = a)"p"(2) = f"(a) = mlp(a) # 0
va d6 1a diéu phai chitng minh. O
Vi du

1) Moi diém z; = k7, k € Z déu 1a khong-diém don ctia ham f(2) = sin 2
Vi f(21,) = sinz, = sinkm = 0 vd f/(2x) = cos zx = coskm = (—1)F # 0.
2) Diém z = 0 14 khong-diém cip 4 cia ham f(z) = e’ — 1 — 22. That

vay, khai trién ham da cho thanh chudi Taylor tai lan can diém z = 0

e . - . 2 24 Z2n . )
f(Z)—@ — 11—z —< +F+§++F+)— —Z
_24 26 Z2n
TR TR e o
1 22 Z2n—4
:,24[5—1—5—1— LR R = 2*p(2)
s;(;)

Tir d6 suy rang z = 0 13 khong-diém cap 4 ctia ham da cho.

3) Tim cip cta khong-diém z = 0 ddi véi ham
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Gidi. Stt dung khai trién ham sin z thanh chudi Taylor tai lan can diém

z =0, ta thu dwoc

28 28
f(z)iz—sinzi 2228
Z—[Z—ﬁ‘i‘a—
_ 2 5 1
o235 T2
ETRE TR 31 5
it
1
SO(Z>:1 2,2
35T

khi d6 f(z) = 2°¢(z), trong d6 ¢(z) 14 ham chinh hinh tai diém z = 0 (tai
sa0?) va p(0) = 6 # 0. Do vay z = 0 14 khong-diém cép 5 ctia ham f(z).

4.2.2 Tinh chat duy nhit ciia ham chinh hinh

Mot hién twong rat dic biét 1a 16p ham ma ta da tdch ra tir tap hop céc
ham bién phitc tong quéat bang dieu kién C-kha vi titc 14 16p céc ham chinh
hinh H(D) mang mot tinh chit ndi tai rdt chat ché. Tinh chat ndi tai dé
cho phép ta dwa ra mot két luan xdc dinh ve ddng diéu ctia ham 4y trong
mién con di bé thudc mien D. Ta cé dinh 1y sau diy mo ta tinh chat d6 goi
1& dinh lyj duy nhdt.

Dinh ly 4.2.2. Néu ham f(z) chinh hinh trong mién D va triét tiéu trén

tap hop v6 han E C D nao d6 cé it nhat moét diém tu nam trong D thi
f(z) =0 VzeD.

Chatng manh. 1. Dau tién ta xét trueomg hop tap hop E ¢é diém tu hitu han
a € D. Phép chitng minh dwgc chia thanh cac budc sau.
1t Ham f c6 khai trién Taylor

f(2) =ai(z —a) +as(z —a)* + ... (4.24)
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That vay, vi ham f lién tuc tai diém a nén f(a) = 0. Tiép d6, vi f chinh
hinh tai diém @ nén né khai trién dwoc thanh chudi Taylor tai lan can diém
a va do f(a) = 0 nén ta cé (4.24).

2% Ta chitng minh rang a, = 0 Vk = 1,2,.... Gia stt ngwoc lai: ton tai
nhirng hé sé khdc 0. Gia sit a,, 14 hé s6 khéc 0 v6i s6 hiéu nhd nhét, tike 14
a1 =ay="-++=am_1 =0, a, # 0. Khi dé

f(z)=(z—a)"[am + ams1(z —a)+...], amn#0. (4.25)

Tir (4.25) suy rang trong lan can thing di bé cia diém z = a ci hai thira
s0 ctia vé phai (4.25) déu khéc 0. Nhung dieu d6 lai mau thuan véi gia thiét
rang z = a 13 diém tu cta 0-diém ctia ham chinh hinh f. Nhw vay gia thiét
cua ta la sai va ap =0 VEk > 1. Nhung khi d6 f(z) = 0 trong lan can nao dé
ctia diém a v&i ban kinh bang khodng cach tir diém a dén bién ctia mién D.

3T Bay giv ta chitng minh rang f(z) = 0 trong toan mién D. Gia sit
ngroc lai: tai diém z = b hitu han nao d6 f(b) # 0, b € D. Ta ndi diém a véi
diém b bdi dwong cong ¢ = £(a,b) C D va ky hiéu § = dist(¢, D) 1a khoang
cach tir dwong cong ¢ dén bién 9D, § > 0. Ta pht dwong cong ¢ bdi céc
hinh tron ban kinh § sao cho hinh tron thit nhat cé tam tai a, hinh tron tiép
theo c6 tam tai giao diém ctia dwong tron thit nhat véi dwong cong 4, ...
Theo chitng minh trong 2% ta ¢6 f(z) = 0 trong hinh tron thit nhat va tam
ctia hinh tron thit hai 1a diém tu ctia cdc khong-diém ctia ham f(z). Do vay
f(2) = 0 trong hinh tron thit hai. Lap luan twong tw ta thu dwoc f(z) =0
trong moi hinh tron va dic biét 1a f(b) = 0. Trai véi gia thiét. Nhw vay
f(2) =0 tai moi diém hiru han ctia mién D. Néu ham f chinh hinh tai oo
thi theo tinh lién tuc ta c¢é f(oco) =0, tikc la f(z) = 0 trong D.

I1. Trieomg hop tap E cé diém tu duy nhit tai co. Ta xét ham f(w) =
f (a) Ham nay chinh hinh trong mién D* 14 4nh ctlla mién D qua énh xa
W= Tap hop E ¢6 anh qua dnh xa w = % la tap hop E* nao dé c6 diém

tu w = 0 thudéc mién D*. Lap luan nhw trén ta c6: F(w) = 0 trong D*. Do

dé f(z) =0 trong D. Dinh ly dwoc chitng minh hoan toan. O
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Hé qua 4.2.1. (nguyén ly co 1ap ctia 0-diém ham chinh hinh)
Moi 0-diém ctia ham chinh hinh khong dong nhdt bang 0 déu cé lap, titc
la d6i voi moi 0-diém nam trong D cia ham f #Z 0 déu ton tai lan can ma

trong dé ham f khong cé mot 0-diém nao khdc ngoai 0-diém dé.

Chitng minh. Gia stt ton tai 0-diém z = a clla ham f # 0 ma trong lan can
bat ky ctia né con ton tai cdc 0-diém khéc ctia f. Khi dé s6 0-diém dé 1a vo
s6 va doi véi ching diém z = a 13 diém tu. T d6 theo dinh 1y duy nhat
f(2) = 0 trong D. Diéu nay mau thuan véi gid thiét rang f(z) # 0 trong
D. O

Heé qua 4.2.2. Néu ham f chinh hinh trong mién D va tai diém a € D nao

dé ham f va moi dao ham cia ndé déu triét tiéu thi f(z) =0 trong D.

Chatng minh. Vi ham f chinh hinh tai diém @ € D nén trong lan cén ndo dé
ctia diém a né khai trién dwoc thanh chudi Taylor. Theo diéu kién ciia hé
qua ta c6 f™(a) =0 ¥n > 0 nén

_ )

=0 Vn>0.
n!

an

bicu dé cing ¢6 nghia la f(z) = 0 trong lan can d6. Lay lan can nay lam
tap hop F va ép dung dinh 1y duy nhét ta ¢é f(z) = 0 trong D. O

Hé qua 4.2.3. Néu fi, fo € H(D) va fi(z) = fa(2) trén tap hop E nao dé
nam trong D va c¢é diém tu thuéc D thi f1(z) = fo(2) trong D.

Chitng minh. Hé qui 4.2.3 thu dwoc bang cich d4p dung dinh 1y duy nhat
cho ham f(2) = fi(2) — f2(2). O

Nhin xét 4.2.1. Bén canh dinh ly duy nhat da dwoc chitng minh (con goi la
dinh Iy duy nhdt trong) trong 1y thuyét ham chinh hinh con cé cdc dinh Iy
duy nhat bién, trong dé tong quat nhat va sau sac nhat la cac dinh 1y cia N.

Luzin va I. Privalov ma do pham vi gido trinh ta sé khong trinh bay & day.
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Nhan zét 4.2.2. Tir dinh ly vira chitng minh ta cling suy ra rang moi khong-
diém ctia ham f(# 0) déu c6 cap hitu han. That vay, tir dinh 1y 4.1.1 va khai
trién Taylor (4.24) suy rang néu khong diém ctia ham chinh hinh ¢é “cip vo
han” thi

lim f(z)

———— =0 =0,1,2,...
Z—>Q(Z—a)n ) n P )

va do d6 f =0 trong D.

Nhéan zét 4.2.3. Tap hop con compac K C D bat ky chi chita mot s6 hitu

han c4c khong- diém ctia ham chinh hinh f.

Nhdn zét 4.2.4. Néu tap hop moi khong-diém ctia ham chinh hinh f (f # 0),
trong mien chinh hinh D ctia né khong hitu han thi tap hop dé chi c¢é thé 13
tap dém dwoc. That vay, ta ky hiéu 5:1 14 hé cdc mieén déng thudc D thda
man cac dieu kién:

a) E;H-l - E;w

b) dist(9D, D) = %

Trong moi mién déng 5; ham f chi ¢6 mot s6 hitu han khong-diém vi
trong trirong hop ngwoc lai, ton tai gidi han cla céc khong diém ay va diém
giéi han nay thuoe D. Do d6 f(z) = 0 trong D theo dinh ly duy nhéat. Tir
nhan xét dé, dé dang suy ra rang tap hop céc khong diém ctia ham chinh

hinh 1a dém dwoc.

Nhan zét 4.2.5. Trong nhiéu truwong hop, thay vi cdc khong-diém ctia ham
chinh hinh ta sé xét A-diém. Ta goi z 1a A-diém ctia ham f chinh hinh trong
mién D néu f(z) = A, A € C. Trong tridng hop dic biét khi A = 0 thi 2
1a khong-diém ctia ham f. Ta nhan xét rang véi moi A # oo, moi A-diém
clia ham f déu 14 khong-diém ctia ham f(z) — A. Do dé moi quy ludt tong
quét da dwoc xéc lap d6i véi khong-diém ciia ham chinh hinh déu ding véi

A-diém ctia ham chinh hinh, trong d6 A # oo 1a s6 phitc tiiy y.
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4.2.3 Nguyén ly thac trién giai tich

Pinh nghia 4.2.2. Gia st cdc diéu kién sau diy dwgc thda man: 1) ham
f chinh hinh trong mién D; 2) ham F chinh hinh trong mién D O D; 3)
F(2)|, = f(2), titc 1a F(2) = f(z) khi z € D. Khi dé ham F(z) dwoc goi la

thdc trién gidi tich cia ham f(z) (tir mién D ra mién D).

N6i mot cach khéc: hay md rong mién xdc dinh ctia ham f ma van gitr
nguyén tinh chinh hinh.

Tinh chat quan trong nhéat cia théc trién giai tich 1a tinh duy nhat cta
né. Dinh Iy sau day (goi 1a nguyén Iy thdc trién gidi tich) c6 mot ¥ nghia rat

co ban trong viéc xay dung khéi niém ham giai tich.

Pinh 1y 4.2.3. (nguyén Iy thac trién gidi tich)
Néu phép thdc trién gidi tich ham chinh hinh vao mién xdc dinh réng hon

cho trude la cd thé thwe hién dwoc thi phép thdc trién dé la duy nhdt.

Chatng minh. That vay, gid st fi va ¢; 1a hai théc trién gidi tich ctia ham
fo € H(D) vao ciing mot mién Dy D D. Khi dé ham

h(z) = f1(2) = 1(2)

chinh hinh trong mién D; va bang 0 trong mién D. Tir dinh Iy duy nhét suy
rarang h(z) = 0 va fi1(z) = ¢1(2) trong D;. O

Nhén zét 4.2.6. Hién nhién bao gior ta cling mong muén thac trién ham chinh
hinh cho trudc ra mién cang rong hon cang tot va két qua thic trién ham
chinh hinh cho trwéc ra khap noi (tat nhién noi ndo c¢é thé) néi chung sé
dan dén tinh da tri!

Vé sau (xem chwong V) ta thwomg can dén sy mé rong khai niém thac

trién giai tich vira dwoc trinh bay.

Gia stt cho hai mién D; € C va Dy C C va céc ham chinh hinh twong
ung fi € H(Dy) va fo € H(Dy). Hai ham fi(2) va fo(z) dwoc goi la thde

) e, .
trién gidi tich truwc tiép ctia nhau néu
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a) D1 N D2 7£ @,
b) ton tai mién d15 C Dy N Dy sao cho

fl}(sm - f2}512'

Theo dinh 1y duy nhat hai ham f; va f, phai bang nhau khap noi trong
thanh phan lién thong A D 15 clia giao D; N Dy. Nhuwng giao Dy N Dy ¢6
thé khong lién thong va do dé tai cdc thanh phan lién thong khéc dang thite

fi(z) = fa(2)

c6 thé khong dwoc théa man.
Bay gio ta dwa ra khai niém tong quat hon vé thdc trién gidi tich theo
mot xzich mién.

Gia st cho xich mién
Do, Dy, ..., D,

sao cho moi giao D; ;11 = D; N D1 déu khong trong va déu 1a nhirmg mién

véimoi i, 0 <7 < n— 1. Gid st ton tai cdc ham
fO(’Z)’fl(Z)a"'afn(Z)

chinh hinh trong cdc mién D;, i = 0,...,n twong tng sao cho trong moi

mien D;;y1 (1 =0,1,...,n— 1) ta c6 dang thiic

fi = fin

véi moi z € Dy (ke 1a: fiyg 14 théc trién gidi tich tric tiép cla f; tir D;
vao mién D, ;). Khi d6, ham f,(z) dwoc goi 1a thdc trién gidi tich cia ham
fo(2) theo zich mién Dy, Dy, ..., D, (khong c6 hinh dung tir“truc tiép”!).
Dé dang thdy rang: théc trién giai tich ham chinh hinh theo mot xich
mién cho trwée 1a duy nhit (tat nhién, néu phép théc trién dé cé thé thue

hién dwoc).
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R6 rang 1a khi théc trién ham chinh hinh cho truéc theo mot xich mién
ta c6 thé trd ve mién xuat phat sau mot s6 buwde chuyén tiép ndo dé va néi
chung lic d6 ta cé thé thu dwoc mot ham chinh hinh khéc.

Dé két thic tiét nay, ta tim diéu kién dé c6 thé thue hién théc trién giai
tich.

Ta cé dinh 1y sau day.

Dinh 1y 4.2.4. Gid st mien D C C va ham f € H(D). Ham f(z) cé thé
thdac trién gidi tich ra mién D* O D khi va chi khi ton tai, du chi la mét,
phép khai trién ham do thanh chuoi Taylor tai lan can cia diém a € D nao
dé véi hinh tron hoi tu vieot ra khoi bién gidi ciia mien D.

Chitng minh. 17 Gid str hinh tron hoi tu K(a) ciia khai trién ham f(z) thanh
chudi Taylor

f"(a)

n!

f'(a)
1!

f(z) = f(a) + (z—a)+---+ (z—a)"+... (4.26)

virot ra khdi bién gidi ciia mien D. Ta ky hiéu
C y ni€

Ki(a) ={z € D: |z —a| < dist(a,0D)},
G =K(a)ND.

Xét dang thikc (4.26). V& trai cta né 1a ham f(2) chinh hinh trong mién
D; con vé phai 1a chudi liy thira biéu dién ham chinh hinh trong hinh tron
K(a). Theo dinh 1y Cauchy-Taylor hai vé ctia (4.26) bang nhau trong hinh
tron Ky(a). Do d6 theo dinh 1y duy nhat ching bang nhau trong giao G' ma
tai d6 ca hai vé deu chinh hinh.

Ta théc trién hAm f(2) ra khdi mién D bang cdch dit

f(z) néuze D,

f(2) =
S(z) mnéuzek(a)\G

trong d6 S(z) 14 tong clia chudi & vé phai clia (4.26).
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T d6 ta thu dwoc ham xdc dinh trong D N XC(a) don tri va chinh hinh
f*(2) tai d5. Nhw vay néu hinh tron hoi tu K(a) ctia khai trién Taylor ctia
ham f(z) virot ra khéi bién giéi ctia mién chinh hinh ctia ham thi c6 thé
thdc trién giai tich ham d6 ra mien D U K(a).

2 Ngwoc lai, gid sit ham f(2) ¢6 thé thac trién ra mién rong hon D* D D.
Khi d6 ton tai hinh tron K(a*) vwot ra khoi bién giéi mién D véi tam tai
diém a* € D. Theo dinh ly Cauchy-Taylor khai trién

. f/ a*
1) = fa) + 20
hoi tu {t nhat 1a trong hinh tron X(a). Pinh 1y dwge chimg minh. O

(z—a)+...

Trén co s& dinh 1y vira chitng minh, qué trinh thac trién giai tich cé theé
hinh dung nhw sau.

Ta khai trién ham thanh chudi Taylor tai moi diém trong ctia mién D.
C6 hai kha nang c6 thé xay ra

(i) Néu khong mot hinh tron hoi tu nao ctia cdc khai trién thu dwgce virot,
ra khéi mién D thi ham f(z) khong théc trién dwoc ra khéi mién D va mién
D dwogc goi la mién ton tai tw nhién cia ham f(x) (xem 5.1, 5.2).

(ii) Néu c6 nhirng hinh tron hoi tu virgt ra khoi mién D thi theo dinh 1y
4.2.3 ta thu dwoe ham chinh hinh trong D* 1a hop cia moi hinh tron hoéi tu
va D* D D.

Ham da dwoc thac trién nhw vay dwoc khai trién thanh chudi Taylor tai
moi diem a € D*\ D. Néu khong mot hinh tron hoi tu nao clia cac khai trién
méi vieot ra khdi mién D* thi D* 14 mién ton tai ctia ham dwoc xét. Trong
trirong hop ngwoc lai ta lai 4p dung dinh 1y trén va bang céc khai trién méi
ta théc trién ham vao mién D** > D* trong d6 D** 1a hop ctia céc hinh tron
hoi tu mai.

Qua4 trinh théc trién da chi ra dwoc tiép tuc cho dén khi thu dwoc mién

D(f) ma ham f khong thé thic trién gidi tich tiép dwoc nita.

4.2.4 Nguyén ly médun cuc dai

Do la dinh ly sau day



4.2. Tinh chat duy nhat ctia ham chinh hinh 321

Dinh ly 4.2.5. Gid st ham f chinh hinh trong mién D C C. Khi dé mddun
ctia ham khong thé dat gid tri cwc dai clia né (va do dé khong dat gid tri
I6m nhdt) tai bdt cié diém nao clia mién do, trie truong hop khi f(z) = const
trong mien D.

Chitng minh. Gia thiét rang tai diém zy € D (29 # oo) modun ctia ham
f(2) # const dat cuc dai cia né. Dieu db c6 nghia rang trong lan can nao
d6 U(zp,€), € > 0 ctia diém 2o ham f théa man hé thie | f(2)] < |f(20)]-

Dau tién ta can chitng minh rang |f(z)| = | f(20)| trong 1an can U (zo, o).
Gia st (20, ) la dwong tron tuy ¥ véi ban kinh € < gy va tam tai zo. Theo
dinh ly trung binh ta cé

27
1 A
= %/f(zo + ee)dt
0
va tir do
27
1 A
o)l < 55 [ 1F0+ e
0
hay la

1

;/Wf%+w|—u%m

Trong bat dang thitc trén biéu thitc dwdi dau tich phan 1a khong dwong. Do

d6 bat dang thite chi cé thé xay ra trong triomg hop néu

| f(z0 +ee™)| = | f(20)],

tire 1a | f(2)| = |f(z0)] trén v(z0,€). Vie latuy ¥, 0 < & < g9 nén tir do suy
rang | f(2)] = |f(20)| trong lan can U (zo, o).

Tiép theo ta can chitng minh rang f(z) = f(z0) trong lan can Uz, o).
Néu f(z9) = 0 thi |f(z)] =0 va do d6 f(z) = 0 trong lan can U(zp, o). Néu
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f(z0) # 0 thi f(2) # 0 trong lan can da néu. Trong lan can U(zg, &) ta xét

ham
F(z)=Inf(z) =In|f(2)| + targf(z) = u + iv.

O day wvi |f(2)] = |f(20)| V61 2z € U(20,€0) nén u = const (viu =1In|f(2)] =
In|f(z0)]). Theo diéu kién Cauchy-Riemann ta ¢é

v _ _ou_,
oxr oy
ov  Ou

a—y——xzo,

va tir d6 ta ¢6 v = const trong U(zp, ). Do vay ham F(z) = In f(z) = const
va tir d6 f(2) = const trong lan can ctia diém zp. Nhw vay f(z) = const
trong 1an can cla diém 2. Theo dinh 1y duy nhét, ta c6 f(z) = const trong
mién D. D6 1a dieu vo 1y.

Béy git ta xét trirong hop mién D 3 oo va ham f(z) ¢6 modun dat cwe
dai tai co. Trong trwong hop nay ta xét ham F(w) = f(%) Ham nay
chinh hinh trong mién D* thu dwoc tit D qua énh xa w = —. Ham F(w)
c6 cure dai tai didm w = 0 va diém w = 0 13 diém trong cta DZ* Theo phan
chirng minh trén ta c¢6 F(w) = const trong D*. Do dé f(z) = const trong
mién D. 0O

Ta lwu y cdc hé qua sau

Hé qua 4.2.4. Ham f chinh hinh trong mién D c¢é modun hang s6 khi va

chi khi bdn than ham dé la hang sé trong mién do.
Chatng minh. Diéu kién di 1a hién nhién. Dieu kién can dwoc trinh bay trong
phan cudi ctia chitng minh dinh 1y. O

Hé qua 4.2.5. Néu f(z) # const la ham chinh hinh trong mién D va lién
tuc trén D thi gid tri cuc dai clia modun cia né chi dat dwoc trén bién cia

mien D.
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Chitng minh. That vay, theo dinh 1y quen thuoc trong giai tich thwe, ham
|f(2)| (lién tuc trong mién D) nhan gid tri cwc dai clia né tai diém 2 nao d6
ctia mién D. Theo nguyén 1y modun cure dai diém z, khong thé nam trong

D. Do d6 diém zg chi ¢é thé nam trén bién 0D cta mién D. O

Hé quad 4.2.6. Néu f(z) # const la ham chinh hinh trong mién D wva
f(20) # 0V z € D thi médun cia né khéng thé dat cuc tiéu (va do dé khong

dat gid tri bé nhdt) & trong mién D.

Chitng minh. Gia st ham |f(z)| ¢6 cue tiéu tai diém zy € D. Ta xét ham

D6 14 ham chinh hinh trong mién D. Ham |F(2)] = |f(2)|™ ¢6 cuc dai tai
diém zy € D. Nhung khi d6 F(2) = const trong D va do d6 f(z) = const

trong D. Dieu dé trai v6i gia thiét cia hé qua. O

Hé qua 4.2.7. Néu ham f(z) # const chinh hinh trong mién D wva lién tuc
trén D va |f(z)| = const trén bién OD cia mién D thi nd cd it nhdt mot

0-diém nam trong D.

Chitng minh. Gia stt ngwoc lai: ham f(z) khong c¢é 0-diém trong D. Khi
d6 modun |f(z2)] khong cé ci cuc dai 1an cie tiéu trong mién D. Vi |f(2)]
lién tuc trén D nén né dat gid tri 16m nhat va nhé nhat clia né tai céc diém
bién ctia mién. Nhung, theo gia thiét trén bién ctia mién D |f(2)| 1a ham
hang. Do d6 gié tri 16n nhat va nhé nhat trong mieén D 14 trung nhau, tic
13 | f(2)| = const trong D. Dieu d6 ¢ nghia 1a moi diém cia D deu 1a diém
cuc dai d6i véi | f(2)]. Nhung diéu d6 khong thé xay ra vi f(2) # const. Nhu

vay ham f(2) c6 it nhat mot 0-diém trong mién D. O

Tt nguyén 1y modun cue dai cia ham chinh hinh ta thu dwgce dinh 1y sau

day goi 1a Bo dé Schwarz 4

4K. G. A. Schwarz (1843-1921) 14 nha todn hoc Dite.
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Dinh ly 4.2.6. Gid s¢ f(z) la ham chinh hinh trong hinh tron don wvi
U={z:|z| <1} va thda man cdc diéu kién f(0) =0 va |f(z)] <1 Vz € U.
Khi do
1t ham f(z) cung théa man cdc diéu kién |f'(0)] < 1 va |f(2)] < |7|
Vzel,

2 néu dang thite |f(2)| = |z| théa man di chi tai mot diém zy # 0,
|z0] < 1 hay |f'(0)] =1 thi khdp noi trong hinh tron U ham
f(z) = ez

trong dé o la hang sé thuc.

Chitng minh. 17 Gid st r 1a s6 dwong tuy v < 1. Khi d6

O T

[t[=r

Tir gia thiét f(0) = 0 va hé thitc vira viét ta cé

1) = o= [ (2= 1) s

~ omi t—2 1
jt]=r

_ 2 [ fWdt

C2mi ) t(t—2z)’

[t[=r

nghia la ham

chinh hinh trong hinh tron {|z| < r}, trong d6

7(0) = QLM %dt.
[t|=r

Nhw vay ham
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chinh hinh trong hinh tron: {|z| < 1}.

Tir nguyén 1y modun cie dai suy ra rang max |F| dat dwoc trén dwong
tron {|z| = r1} trong dé r1 1a s6 dwong tuy y bé hon r. Do dé, véi |z| < 7y,
theo gia thiét, ta cé:

’@’ < % khi |z| = .

Tir d6, d6i véi diém 2z c¢6 dinh bat ky thuoc hinh tron don vi, qua gidi

han khi r; — 1 ta ¢6

’f(z)’ <1
z
Dic biét 1a d6i voi 2 = 0 ta ¢6 |F(0)] = | £/(0)] < 1 va ddi v6i didm = # 0 thi
FeI= T < e 176 < Lo
2% Néu tai diém 29 # 0, 20 € U ta ¢ dang thitc | f(20)| = |20| thi tai diém

dé |F(z0)| = @’ = 1. Dieu d6 c¢6 nghia 1a ham |F(z)] dat cwe dai = 1
0

tai diém zp € U. Do d6 theo nguyén ly modun cire dai ta c6 F(2) = const
trong U. Néu cé dang thirc |f/(0)] = 1 thi bang Iy luan twong tw ta ciling
két luan rang F'(z) = const. Trong ca hai trwdomg hop 16 rang 1a [F(2)| =1,
titc 1a F(2) = €@, a € R v do d6 f(z) = e¢*z. Bo dé Schwarz dwoc ching
minh. O

Vé mét hinh hoc B6 dé Schwarz c6 nghia nhir sau. Qua anh xa bat ky
thie hién béi ham chinh hinh w = f(2), f(0) = 0 bién hinh tron don vi U
lén mién D* nidm trong hinh tron don vi khoang céch tir &nh f(2o) ctia diém
20 € U dén diem w = 0 khong vuot qud khodng cach tir chinh diém z dén
diém z = 0. Néu c6 mot diém nao dé ctia U ma khodng cich tir dé dén goc
toa do bang khodng céch tir anh ctia né dén gdoc toa do thi mién D* trung

véi hinh tron dom vi va lie d6 4nh xa chi 1a phép quay.
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4.3 Diém bat thwong cé lap

4.3.1 Chubi Laurent

Chuoi ham dang

—+o00
n A—m a_1
Zan(z—a) :“.—i_m—i_“.—i_ﬁ

+ag+ai(z—a)+ - +ay(z—a)" + ...

MR M

nz=l n>=0
= Z an(z —a)" (4.27)
—oo<n<oo

dwoc goi 1& chudi Laurent®, trong d6 z = a 1a diém c¢6 dinh cta mit phang
phitc, a,, € C, n € Z la céc hé s6 ctia chuoi Laurent (hé sé Laurent) va phép
1ay tong dwroc thue hién theo cic gid tri am va dwong ctia s6 hiéu n.

Ta xét hai chuoi

apt+ai(z—a)+ - +a(z—a)"+... (4.28)
a_q a_o A_m

e+ .. 4.29
z—a (z—a)2+ +(z—a)m+ (4.29)

Pinh nghia 4.3.1. 1) Chudi Laurent (4.27) héi tu tai diém z € C néu tai
diém d6 cdc chuoi (4.28) va (4.29) dong thoi hoi tu.

2) Néu chudi Laurent hoi tu thi tong ctia né dwoc dinh nghia nhw 13 téng
clia hai tong ctia chudi (4.28) va (4.29).

Chudi (4.28) 1a chuoi liy thira thong thwong nén néu né hoi tu thi mien
hoi tu sé 1a hinh tron S(R) = {z : |z — a| < R} (khi R = 0 chuoi (4.28) chi
hoi tu tai diém a; con khi R = oo thi chudi héi tu trong toan mit phang).

1 .
Trong (4.29) ta thay —— =t va thu dwoc chuoi liy thira
z—a

i a_nt". (4.30)
n=1

°P. Laurent (1813-1854) la nha toan hoc Phép.
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Néu chuoi (4.30) hoi tu thi mién hoi tu sé 14 hinh tron

S(ra) = {t: 1}t < = %}

Do dé6 chuoi (4.29) hoi tu trong mién {z : |z —a| > r}. Néu dieu kién sau
day dwoc thdoa man
r<R

thi chuoi (4.27) hoi tu trong mién
V:{ZEC:T<|z—a\<R,7"<R}.

D6 1a vanh tron véi tam tai diem a.

Tai m6i diém nam ngoai vanh tron d6 chudi Laurent (4.27) phan ky do
mot trong hai chudi (4.28) va (4.29) phan ky. Nhw vay néu thda man diéu
kién 7 < R thi mién hoi tu ctia chudi (4.27) 14 vanh tron. Tai cdc diém nidm
trén bién cia vanh tron V chudi (4.27) c6 thé hoi tu tai nhitng diém nay
nhung phan ky tai cac diém khac. Néu r > R thi cdc chudi (4.28) va (4.29)
khong c¢6 mién hoi tu chung va do vay chudi (4.27) khong hoi tu tai bat ct

A N v < 7
diém nao cua mat phang phitc.

Nhan zét 4.3.1. Tt dinh Iy Abel (dinh 1y 4.6) suy rdng trong moi vanh tron
déng r < r; < |z—a|] < Ry < R nam trong vanh tron V chuo6i Laurent hoi tu
déu va theo dinh 1y Weierstrass (dinh 1y 12.3) tong ctia chudi Laurent (4.27)
1a ham chinh hinh trong vanh tron V. Dong thoi, chudi ¢é thé dao ham va
tich phan tirng s6 hang mot so lan tuy .

Trong trirong hop riéng c6 thé xdy ra trieong hop r = 0 hay R = co. Tit
st 1ap luan & trén suy rang néu trong chudi chi ¢6 mot sé hiru han sé hang
v4i Iy thira am thi 7 = 0 va néu chi ¢c6 mot s6 hitu han s6 hang véi liy
thira dwong thi R = oc.

Dinh 1y 4.3.1. (Laurent)
Gia st 0 <r < R < o0o. Moi ham f(z) chinh hinh trong vanh tron

V={zeC:r<l|z—a|<rr<R}
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déu biéu dién dwoc thanh chudi Laurent hoi tu trong vanh tron dé

f(z) = Z an(z—a)”:Zanz—a —1—2 (z—a)" (4.31)

—o0<n<+o0 n<—1 n>0

va khai trién dé la duy nhdat.

Chatng minh. Gid st z 1a diém c6 dinh ctia vanh tron V. Ta xét vanh tron
Vi={zeV:r<l|z—a|<R,r<r <R <R}

sao cho diém z € V*. Ta ky hiéu céc dwong tron bién ctia V* 1A T(r') = {z €
Vilz—al=7r}val(R)={z¢€V:|z—a|l =R} Theo cong thic tich
phan Cauchy ta c6

= o f g_z C+— fg d¢. (4.32)

T'(R") F(r

Trén dwong tron I'(R') nhan Cauchy

c6 thé biéu dién dwdi dang
-2z

I 1 :Z (z —a)* CeT(R).

(=2 (—a |_ZZa Z((—aft

—a
Vi
zZ—a
=q <1
C—a’ 41

nén chuoi thu dwoce trén day hoi tu déu trén I'(R'). Nhan chuodi d6 véi ham

LQ va tich phan két qua theo dwong tron T'(R') ta c6

e
oPe f C_ng > a(z (4.33)

r(R) k>0
1 f(¢)
“=55 P ey dc. (4.34)

T'(R")
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Trén dwong tron I'(r') ta cé

C(—=2 z—a 1_C—CL = (z —a)k ~
z—a
C_a’_QQ<1.
z—a

1 / ) R N
Nhéan véi Tf(() va tich phan két qua theo dwong tron I'(r’) ta thu dwoc

YW
a_g
o f = —T (4.35)

r(r) k>1

=5 f f(¢ a)k=td¢ (4.36)

T(r")

Thé cdc cong thire (4.33) va (4.35) vao (4.32) ta cé

fe)= > alz—a) (4.37)
—oco<k<oo
véi moi z € V*. Van dé con lai 1a chitng minh rang khai trién thu dwoc 1a
duy nhat.
Gid sit £ 1a dwong cong déng Jordan tron tirng khiic ndo dé nam trong
V* va bao diém a. Trén dwong cong nay chudi (4.37) hoi tu déu. Nhan hai

vé clia dang thite (4.37) véi — trong dé m 1a s6 nguyén c6 dinh,

A1 ( )m—f—l ’
roi tich phan két qua thu dwoc theo dirdng cong déng £ theo hwémg nguoc

chiéu kim dong ho, ta cé

1 f(z) B 1 dz .
i 7{ md:z N Z h 2mi | (z —a)mti-k

s —oco<k<0o0 T
Vi
7{ dz 0 néu m # k
(z —a)m+i=k 21 néum =k

L
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nén tir do suy ra

Ay = L 7{(& m € 7.

C2mi ) (2 —a)mtt’

Didu d6 chimg t6 khai trién (4.37) trong vanh tron V* 1a duy nhit. Vis' va
R’ ¢6 theé 14y twong tng gan r va R tiy ¥ nén khai trién (4.37) hoi tu trong

toan vanh V va khai trién dé 13 duy nhat. O
Pinh nghia 4.3.2. 1. Gia st ham f(z) chinh hinh trong vanh tron V =
{z€C:0<|z-a|l <p}. Khidéham f cé thé khai trién thanh chuoi
Laurent

FE =3tz -+ (Zfi”a)n (4.38)

n>0 n>1

hoi tu trong vanh tron d6. Chuoi (4.38) dwoc goi 1a chudi (hay khai trién)
Laurent ciia ham f(t) trong lan cin cia diém a.

2. Gid stt tai 1an can diém 2 = oo (titc 1a trong mien {2 : R < |z| < oo})
ham f(z) biéu dién dwoc dwdi dang chudi hoi tu

f(z) = Z anz". (4.39)

—oo<n<oo
Khi d6 chudi (4.39) dwoc goi la chudi (hay khai trién) Laurent ciia ham f(z)
trong lan can cia diém oo.
Nhan zét 4.3.2. C4c hé s6 ctia khai trién (4.37) dwoc tinh theo cong thirc
(4.34) néu n > 0 va dwoc tinh theo cong thite (4.36) néu n < —1. Ta lay

dwong tron tuy y
v(p) = {ZGV*: |z — al :,0,7“’<,0<R’}

va 4p dung dinh 1y tich phan Cauchy dé dang thdy rang cdc hé s6 Laurent
dwrgce tinh bang phép tich phan theo dwdmg tron v(p) va ta cé cong thirc hop
nhat hai cong thire (4.34) va (4.36) sau day
1 d

f _JQde g (4.40)

"o [ ((—a)
v(p)
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Bay gio ta chuyén sang xét phép khai triém ham thanh chudi Laurent tai
lan can diém vo cung.

Gia stt ham f(z) chinh hinh trong lan can thing nao d6 cia diém vo

1 ~ o~ N oA AN N oA
cung. Dat z = Z Qua phép bién doi nay diem z = oo bién thanh diem ( =0
va lan can V(oo) clia diém vo6 cliing chuyén thanh lan can cta diém ¢ = 0.
1 B

RS rang 13 ham o(¢) = f<z) chinh hinh tai 1an cin diém ¢ = 0. Do d6 c6
thé khai trién ham ¢(¢) thanh chudi Laurent

pO= D =D e+

—oo<n<oo n=>0 n=>1

~ . oA s Ao o N 1 S 7
Tiep do, sau khi thwe hién phép doi bien ( = — va thay ¢, = a_,, ta cé
z

f(z) = Z % + ) a2t = Z anz". (4.41)

n=0 n=1 —oo<n<oo
Chuoi (4.41) 1a khai trién Laurent ctia ham f(z) tai lan can cia diém a = oco.

Pinh nghia 4.3.3. 17 Phan cla chuoi (4.31) hodc (4.41) gom tir moi s6
hang ctia chudi Laurent ctia ham f(2) tai 1an can diém z = @ ma khi 2 — a
céc s6 hang dé déu dan dén oo dwoc goi 1a phan chinh ciia khai trién Laurent
ctia ham f(z).

2% Hiéu gitra chudi Laurent ctia ham f(2) tai 1an can diém z = a va phan
chinh ctia né dwoc goi 1a phan chinh hinh (hay phdn déu) ctia chu6i Laurent

clia ham f(z) tai lan can diém z = a.

Néu diém a # oo thi trong khai trién Laurent (4.31):
(i) chu6i Y. a,(z —a)™ 1a phan chinh;

n>—1
(i) chuoi Y an(z —a)™ 1a phan chinh hinh.

n=0
Néu diém a = oo thi trong khai trién Laurent (4.41):
(i) chuo6i > a,2" 1a phan chinh;

n=1
(ii) chudi 3> “=" 1a phan chinh hinh.

n>0 2
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Nhan xét 4.3.3. 1. Khai trién Laurent thwong dwoc sit dung trong nhirng
trirong hop khi ham f xdc dinh trong mot 1an can nao dé ctia diém 2, nhung
khong xac dinh tai zp.

Khi dé, khai trién Laurent ctia ham f cé thé thwe hién dwoc trong vanh
tron {0 < |z — 2| < §}. Khai trién dy thwong dwoc goi 1a khai trién Laurent
ctia ham f tai lan can diém zo.

2. Chuoi Taylor 13 trirdong hop riéng ctia chuoi Laurent khi a, = 0,
n = —1,-2,.... Khdc véi trrong hop chuoi Taylor, trong d6 cé cdc hé s6
Taylor dwoc biéu dién qua cic dao ham ctia ham, trong trong hop chudi
Laurent nguwoi ta khong thé biéu dién céc hé s6 Laurent a,, qua cdc dao ham

clia f tai diém 2o vi ham f khong xé4c dinh tai diém z,.

Dé khai trién ham thanh chudi Laurent ta can liu y mot s6 phwong phap
sau day.

Trong thirc hanh cdc cong thire (4.38) it khi dwoc diing dé tim heé s6 cla
khai trién Laurent ctia cdc ham cu thé. Thong thwong bang cich nay hay
cach khéc viéc khai trién cdc ham cu thé thanh chudi Laurent dwoc quy ve
khai trién thanh chudi Taylor va do d6 can 4p dung céc khai trién bing da
neéu trong 4.1.4.

Dé khai trién ham thanh chudi Laurent tai 1an can diém a = oo ta cé thé
st dung cdc khai trién bing hoac sit dung phwong phdp chinh tdc sau.

Dau tién thwe hién phép bién ddi bién z = ¢ 10i 4p dung céc khai trién
~ . oA N 1 N X . . A A oA
bang dé khai trien ham ¢(¢) = f <Z) thanh chuoi Laurent tai 1an can diém

1 . N
¢ = 0. Sau cung thay ( = — vao chuoi thu dwoc ta sé thu dwoc chuoi Laurent
z

. A~ A~ o
tai lan can diem 2z = oc.

1
Vidu 1. Him f(z) = —————— chinh hinh trong céc mien
- f(z) 1-2)(z+2) &
a) Dy = {|z]| < 1};
b) Dy = {1 < |z| < 2};
c) Dy = {|z] > 2}.

. . ~ N . oA N ’ . Y A
Gidi. Ta sé tim khai trién Laurent ctia ham f trong cdc mién néi trén.
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Véi muc dich d6, ta biéu dién ham f dwéi dang
17 1 1
f(z) = _[1—2 * 2—1—2]

a) Khai trién Laurent trong mién D;. Vi trong mién Dy ta c6 |z| < 1 nén

1
1—,2:22”’

n>0
va
I T Y e
22 =2 ontl
21—|—§ n>0
Do d6

f(z) = Z%[l + <2_ni)1n}z”, z € Dy.
n>0

D6 1a khai trién Taylor.
b) Khai trién Laurent trong mién Dy. Vi1 < |z| < 2 nén:

1 1 1

z(l — —) n>0
z

1 1 1" 2"
_ :Z()i’Z’ 2] < 2.

z+2 2(1 + %) n>0 2t

va

Do d6
f(2)22<%)~2%+2%, 2 €Dy

n>1 n>=

c¢) Khai trién Laurent trong mién Ds. Vi |z| > 2 nén

1 1
1—22_22_71’ |Z|>17

n>1

1 1 2"

2 ( n+1
z4+2 z(l n _) = z
z

—1)n.9n-1
e

n>1
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va ta c6 két qui:
2| > 2.

Vi du 2. Khai trién ham f(z2) % thanh chudi Laurent tai lan can
diém a = oo. .

Gidi. Dau tién thwc hién phép doi bién z = ~. Khi d6 ham da cho cé

dang ‘

018t

¢ 2¢C—1 1—2¢

Vi véi dieu kién [2¢] < 1 ta c¢6
1 1
— — no__ _ n ~n+1 -
w=f() = =@ = =22 <

n=0 n=0

¢

nén khi trd ve bién z ta thu dwoc

1 2"
f(Z)ZQ_z:—Zﬁ7 2] > 2.

D6 1a khai trién Laurent can tim.
Ta ciing c6 thé thu dwoc khai trién ndy bang céch 4p dung phwong phép

gidi vidu 1

Ta co
1 1 1
fe)=52="2 2
z

NN .
Khi d6 véi dieu k1¢n’—’<1ta co
z

0 D1 ) R

f(z) = — p;
n=0

’ . o ’ N . N X . A A
Vi du 3. Khai trién cac ham e?, sin z, cos z thanh chuoi Laurent tai lan can

N
diém a = oo.
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A g 1 . ’ 7 N ~ z =
Glidi. Thwe hién phép dai bién z = —. Khi d6 cdc ham da cho ¢6 dang eé,

. . oA ’ N N N X . A A oA
sin —, cos —. Khai trién cdc ham nay thanh chuoi Laurent tai lan can diem

¢=0:

borp iy Do Ly
ec = — 4 =4 cee
¢ 2¢ nl¢n
1 1 1 1
sin-=-——+4---+(-1)" +...,
RS (2n — 1)1t
1 1 1
cos—=1——+-+(-1)'——5-+...
¢ 21¢? (2n)l¢2n
Trd vé bién z ta thu dwoc
z n
=1+t b
1! n!
) 23 . Z2n—1
SIHZ:Z—§+"'+(—1)W+---,
22 nz2n
cosz:1—§+~-~+(—1) (2n)!+““

Vi du 4. Khai trién ham trong vi du 1 thanh chuéi Laurent trong cdc mién
khic nhau néu ldy a = 1.

Gidi. Trong trieomg hop nay ta cé hai vanh tron véi tam tai diém a = 1:

(i) hinh tron thing: Vi ={z:0< |z — 1| < 1}

(ii) phan ngoai hinh tron Vo = {2 : |z — 1] > 1}.

Trong mo6i vanh tron vira néu ham f(z) chinh hinh va trén bién cia ching
ton tai diém ma ham khong chinh hinh.

Cung nhw trong vi du 1, ta c¢é

1 1 1

IO ==y ~s22 =1

Tiép theo,
1 1
- _ = _ — 1" — 1| < 1.
Z—2 1—<Z—1> Z(’Z )7 |Z |

n=0
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Do do
1

z—1

£2) = -

—Z(z—l)”, 0<|z—1] <1

n=0
(i) Khai trién trong vanh tron 1 < |z — 1] < oo.

Trong mién nay ta cé

1 1 1 1
z=2 (¢-1)-1 =z-1 , 1
z—1
1 Z 1
z—1n>0(z—1)”

1
:Zm’ |2 -1 >1.

n>0
va tir d6 suy rang

f(z) = —

1 1
B AT
z—2 z-1 n>2(z—1)

Dé két thic tiét nay ta chiing minh

Dinh ly 4.3.2. Gid st ham f(z) chinh hinh trong vanh tron ¥V = {z :r <
|z —a| < R}. Khi d6 cdc hé s6 ciia chuoi Laurent

JR= Y alz—a)

—oo<Nn<oo

clia ham f(z) trong vanh tron V thda mdn cdc bat dang thitc
M
lan| < —, neZ (4.42)
pn

trong do M = mazx)|f(z)], v(p)={z€V:|z—al=pr<p<R}
zey(p

Cdc bat dang thitc (4.42) dwoc goi la cdc bdt dang thitc Cauchy ddi vdi
hé s6 Laurent.

Chitng minh. Stt dung céc cong thire (4.38) ta cé
ol S 5 / ¢ —al™*! S ompn | BT g PO

v(p) v(p)
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4.3.2 Diém bat thwomg co6 lap don tri

Gia sit ham f(z) chinh hinh trong 1an can ndo dé cia diém z = a, c6 thé trir
ra chinh diém a. Néi cdch khdc, f(z) chinh hinh trong vanh tron (lan can
thing) U(a;7) = {2 : 0 < |z — a| < r}. Khi d6 hai kha ning sau day c6 thé
XAy ra

(1) Tim dwoc s6 A sao cho néu dit f(a) = A thi ham f(z) trd nén chinh
hinh tai diém 2 = a, titc 1& chinh hinh trong toan hinh tron U(a;r) = {z :
|z—a| < r}. Trong treomg hop nay diém z = a dwoc goi 1a diém bdt thuong
khit dwoc (hay con goi 1a diém déu hoac diém thwong).

(2) Ham f(z) chinh hinh trong vanh tron U(a;r) = {z:0 < |z —a| < r}
nhung khong chinh hinh trong hinh tron U(a;r) = {z: |z —a| <r}. Khi dé
diém 2z = a dwoc goi 1a diém bdt thwong cé lap don tri (goi tat 1a diém bat
thwong cé lap hodc doi khi chi goi 14 diém bat thwong) ctia ham f(2).

Dé khao sit déng diéu ctia ham trong lan cén cia diém z = a ta khai

trién ham f(z) thanh chudi Laurent trong vanh tron U (a,r):

flz) = Z an(z—a)”zzz_a —|—Zanz—a (4.43)

—oo<n<+o00 n>1 n>0
0<|z—al<r

trong do

1
n:2—/ z—a”“’ nezZ, 0<p<r. (4.44)
(p)

Ta co

Dinh 1y 4.3.3. Néu ham f(z) chinh hinh trong vinh tron U(a;r) = {z
0<|z—al<r}thiz=a la diém bdt thwong khit dugc cia f(z) khi va chi

- \ e A - v A A \ ’ A
khi ham f(z) ¢6 modun bi chan trong lan can nao do cia diém a.

Chitng minh. 1. Diéu kién can. Gia stt z = a 13 diém bat thuong khir dwoc
cua f(z). Khi dé tim dwoc s6 A sao cho sau khi thay f(a) = A thi ta thu

\ N . o N z z oA . N
dwoc ham chinh hinh tai diém z = a va do dé né lién tuc tai a. Tl s ton
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tai giéi han httu han ll_I)% f(z) = A suy ra f(z) bi chan trong lan can nao dé
ctia diém a.

1. Dieu kién di. Gid st ton tai lan can U(a;0), 0 < § < r va ton tai
s6 M > 0 sao cho |f(z)] < M khi z € U(a;0), z # a. Trong céc cong thikc

(4.44) ta xem y(p) = {z : |z —a| = p,p < 0} va ap dung dinh 1y 4.3.2

M
|an| < — y nE Z
pn
ta thu dwoc
la_n| < Mp", n=1,2,... (4.45)

Trong cong thire (4.45) cac hé s6 a_,, khong phu thude p. Do d6 khi p — 0
ta thu dwoc a_, = 0n =1,2,.... T d6 suy rang trong khai trién Laurent
(4.43) ctia ham f(z) phan chinh bang 0 va

f(z) = Zan(z —a)', 0<|z—al<r.
n>0
Ky hiéu tong ctia chudi liiy thira vé phai 13 S(z). Téng S(z) 14 ham chinh
hinh trong toan hinh tron U(a;r) va f(2) = S(2) Vz € U(a;r). Néu ta dit
f(a) = S(a) thi f(z) trd nén chinh hinh trong U (a;7) ké cd diém z = a. (D6
cling 1a 1y do c6 tén goi “diém bat thwong khit dwoc”). O

Nhan zét 4.3.4. Khéi niem “diém bat thwong khit dwoc”® dwoc dung twong
tw nhw khai niém “diém gidn doan khit dwoc’. Tuy nhién néu déi véi ham
hai bién thwe F(z,y) xdc dinh v kha vi trong 1an can diém (xg, o) (c6 thé
trir ra chinh diém (o, 1o)) ton tai giéi han hitu han lim F(z,y) = A sau khi
z—0
Y—Y%o
b6 sung gid tri f(wo,y0) = A ta sé thu dwoc ham F(x,y) lién tuc tai (zo, yo)
nhwng néi chung khong kha vi tai (zg,40). Trong khi d6 déi véi ham f(2)
chinh hinh trong U(a;r) chi véi mét dieu kién ve tinh bi chin ctia né trong
lan can diém z = a ta da c6 giéi han ll_I)I; f(z) ton tai httu han va sau khi
bo sung gia tri f(a) = ll_I)I; f(2) ta thu dwrge ham chinh hinh tai chinh diém

Z = Q.
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Tir dinh 1y 4.3.3 da chitng minh suy rang z = a la diém bat thiong co
lap ctia ham f(z) chinh hinh trong vanh tron U(a;r) khi va chi khi |f(2)|

khong bi chan trong bat cit 1an can nao cia diém z = a, tic 13
lim |f(z)| = oo.

Nhw vay néu z = a la diém bat thwong co 1ap clia ham f(z) thi ham
f(2) khong c6 gii han hiru han khi 2 — a va do d6 chi ¢6 thé xuat hién hai
trwong hop

i) li_r)n f(z) = 0.

ii)zhéam f(2) khong dan tG¢i mot gidi han hiru han hay vo cting nao khi z —
a (tic 1 ton tai {t nhat hai day diém 21, 25, ..., 2/, ... va 2 24 ... 2! ...
ciing hoi tu dén a sao cho céc day gid tri tiwrong tng ctia ham f(z)) va f(z!)
khong dan t6i cing mot gidi han).

Vidu 5. 1) Ta xét ham f(z) = z%a)”’ n € N. Ham nay chinh hinh khi
0<|z—al va ll_l’)% f(2z) = co. Nhw vay, trieong hop i) xay ra.

2) Ta xét vi du khéc la f(z) = eﬁ, a = « + 1. Ham nay chinh hinh
khi 0 < |z — a|, nhung lim f(2) khong ton tai. That vay, gia sit z nam trén
dwong thang qua a V?azs:ng song véi truc thwe. Viz —a = o — a 14 s0
thucnénkhix>av?&x—>athieﬁ — 00, con khi z < a va x — « thi
e=a — 0. Do d6 khong ton tai gidi han hitu han l1an gigi han v6 cling khi

z — a va ta c¢6 trieong hop ii).

Dinh nghia 4.3.4. 1) Diém bit thwong c¢o 1ap z = a ctia ham f(z) dwoc
goi 1a cuc diém néu ll_I)I(ll f(z) = .

2) Diém bat thwomg c6 1ap 2z = a ctia ham f(2) dwoc goi 1a diém bat
thwong cot yéu néu ham f(z) khong bi chian vé modun va khong dan dén oo
khi z — a.

Ta khdo sat mot cach chi tiét ddng diéu ctia ham tai lan can cla cuc

diém.
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Dinh 1y 4.3.4. Diém z = a la cuc diém cia ham f(2) khi va chi khi diém
ao la 0-diém doi véi ham o(z) = —.

ANE
Chitng minh. 1. Gia stt z = a 14 cye diém ctia ham f(2). Khi d6 lim |f(2)] =
oo va do dé ton tai lan can U(a;6) = {z: |z —a| < § < r} cha diém a sao
cho trong dé f(z) thda man bat dang thitc |f(z)| > 1. Trong lan can dé ham

o(z) = 8 13 ham chinh hinh c¢6 thé trir ra diém z = a. Nhung tir hé thikc
Pl = < 1
o(2)] = =
£(2)]

va dinh 1y 4.3.3 suy rang z = a la diém bat thwong khir dwoc d6i véi ham

©(z). Gid tri ctia ham nay tai diém a bang;

Do d6 ham ¢(z) chinh hinh trong U(a;d) va 2z = a 1a 0-diém ctia né.

I1. Ngwoc lai, gid stt 2 = a 1a 0-diém cia ham ¢(z). Ta can chitng minh
z = a la cwe diém cta f(z). That vay, vi 2z = a 1a 0-diém ctia ham ¢(2) va
©(z) # 0nén 3A > 0 dd bé sao cho trong lan can U (a; A) = {z : |z —a| < A}
ham ¢(z) khong c¢6 0-diém nio khac ngoai z = a (tinh ¢6 1ap cia 0-diém cia

1
ham chinh hinh!). Ta lap ham f(z) = ) D6 1a ham chinh hinh trong
o(z

lan can thing U(a; A) = {z: 0 < |z —a| < A} va dan dén oo khi z — a. Do

d6 z = a 1a cre diém cla f(2). O

Nho s twong tng gitta 0-diém va cue diém dwoc xdc lap trong dinh 1y

4.3.4 ta c6 thé phat biéu dinh nghia vé cdp cta cuc diém.

Pinh nghia 4.3.5. Ta néi rang diem 2z = a 1a cuc diém cip m (m > 1)

d6i véi ham f(z) néu diém z = a 1a 0-diém cip m ddi véi ham 7o Trong
z

triromg hop m = 1 cuwc diém dwoc goi 1a cuc diém don con khi m > l-cuc

oA . N - A A .
diem goi la cuc diem boi.
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1 B 1 .
Vidu 6. 1) Xét ham f(z) = —- Céc diem z = = k==+1,+2 ... déu
sin — T
N 1 1
la cye diém don ctia f(2). That vay, ham g(z) = m = sin <;) chinh hinh

khi z # 0 va z; 14 0-diém don ctia n6 (¢/(z;,) # 0). Diém z = 0 14 diém bat
thwong khong co6 1ap, né la diém tu ctia cac cire diém.

1
. . z—sinz’
Twong tw nhw trén de dang thiy rang (z — sin z)’}zzo = (z —sin z)”}zzo =0,

2) Chitng minh rang z = 0 1a cye diém cap 3 clia ham f(z2) =

con (z —sinz)®| _ = 1. Do vay z = 0 la 0-diém cép 3 clia mau s6 va do
d6 1a cuwc diém cap 3 clia ham.

Déng diéu ctia ham tai lan can ctia cuc diém cap m cing dwoc xac dinh
nho cau tric ctia khai trién Laurent tai lan can ctia cuc diém.

Dinh 1y 4.3.5. Diém bdt thwong co ldp z = a cia ham f(2) la cuc diém cdp
m ctia nd khi va chi khi phdn chinh ciia khai trién Laurent cia ham f(z) trong
lan can diém z = a chita khong qud m s6 hang va a, = 0Vn < —(m+ 1),

con a_, # 0.

Chitng minh. 1. Gid st 2 = a 1A cye diém cap m ctia ham f(z). Khi d6 z = a
~ ~ e 7 . N 1 N ’ N A A~ \ z b))
la 0-diem cap m doi véi ham m T d6 suy rang trong lan can nao do cua
z

z=atacod

%—Am(z—a)m+Am+1(z—a)m+1+...; A #0

va do do

1 1

J(z) = (z—a)™ Ap+Api(z—a)+... (4.46)

Chudi liiy thira A,, + A,q1(2 —a)+. .. biéu dién mot ham chinh hinh khong

triét tiéu trong mot 1an can nao d6 cta diém z = a (vi A,, # 0). Do d6

1
mF+ Anp1(z —a) + ...

pl2) =+
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12 ham chinh hinh trong lan can cia diém z = a va ta cé khai trién dang
1
olz)=apta(z—a)+-F+a(z—a)"+... o= T #0. (4.47)

Thay chuoi (4.47) vao (4.46) ta thu dwgc chuoi

Q a
(z—a)™ + (z —a)mt

f(z) = (1.18)
va do tinh duy nh&t cta khai trién ham thanh chudi Laurent, chudi & vé
phdi ctia (4.48) 14 khai trién Laurent ctia ham f(z).

Thay d6i ky hiéu cdc hé s6 trong (4.48) bang cdch dit o, = apm; n =
0,12,... ta thu dwoc

f@:(Z“_;ZWJF...JFZ“:1a+a0+a1(z_a)+... (4.49)

I1. Gid stt trong lan cin nao dé cla diém z = a ham f(2) c¢6 khai trién
dang (4.49), trong d6 a_,, # 0. Khai trién d6 c6 thé viét lai dwéi dang

Uem +A_ (2 —a) + ...

f(Z) = (Z — a>m
T do suy ra
1 1
—=(z—a)"- . a_py, # 0.
f(z) ( ) A+ Gemyr(z —a) + ... 7
. 1 B
Béang cach thay ham chinh hinh bdi khai trien

U+ A pyr(z—a) + ...
Taylor ciia né theo cac iy thira clia z — a ta thu dwoc

‘ -

=(z—a)"[Bo+ iz —a) +...] (4.50)

~

()

ZBO(Z—G)W+B1(Z—G)W+1—i—...; BO:L#O.

~ Q oA ~ )] N 1

Khai trién (4.50) ching t6 rang z = a la 0-diém cap m cia ham 5k Do
2

d6 theo dinh 1y 4.3.4 diém z = a 1a cue diém cap m clia ham f(2). O
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Ap dung phwong phap chitng minh vira trinh bay ta cé thé chitng minh

Dinh 1y 4.3.6. Diém bat thuong cé lip z = a cia ham f(z) la cwc diém

ciap m (m > 1) cia né khi va chi khi ham f(2) c6 thé biéu dién dwdi dang

trong dé (2) la ham chinh hinh tai diém z = a va ¢(a) # 0.

—1
Vi du 7. 1) Xét ham f(z) = —— .
¥

D ={z:0 < |z| < oo}. Khai trién Laurent ctia hAm d6 trong mién D cd

Ham f chinh hinh trong mién
dang

2n

cosz—1 1 (=1
24 _?[; (2n)! }* 222+Z 2n+4)

n>0

~ ~ b)) N ] ~ 1
va do dé z = 0 la cuc diém cap 2 cta ham f(z) (& day a_g = —5 # 0;
a_, =0 Vn>2).
1 1
2) f(z) = -

e2—1 =z

RO rang 1a 2z = 0 14 diém bat thwong ctia ham f(z). Vi e* tuan hoan nén
mau s6 clia phan thitc thit nhat bang 0 khi z = 2kwi, k € Z. Nhw vay ham
f(z) chinh hinh V z # 2k7i, k € Z.

’ o ’ X
c6 cuc diem do. De

v 1
Néu zp = 2kmi, k # 0 thi — chinh hinh, con
z ez j—

va

dang thay rang 2, = 2kwi, k € Z, k # 0 1a céc cuc diém don ctla ]
eZ j—
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do vay ching ciing 1a cire diém don ctia ham f(2). Ta xét diém z = 0. Ta c6

22 23
z(e* — 1) . 22 23 .
Z[( +Z+§+§+...)—i|
22 23
_ 21 3t
_ .
Z<Z+§+ )
1 z
T . T T . T ... 1
Lo+ 2

Do d6 ham f(z) bi chin trong lan can diém z = 0 va vi vay z = 0 13 diém
bat thwong khnt dwoc.
Sau ciing ta khao sit dang diéu ctia ham chinh hinh tai 1an cén diém bat

thwong cot yéu. Tir cdc dinh 1y 4.3.3 va 4.3.5 dé dang chitng minh

Dinh ly 4.3.7. Diém bdt thuwong cé ldp 2 = a cia ham f(z) la diém bdt
thwong cot yéu cia né khi va chi khi phan chinh trong khai trién Laurent

. s 1A N ) ;A
ctia ham f(z) tai lan can diém a cé vé s6 so hang.

1 "
Vi du 8. 1) Ham f(z) = sin — chinh hinh trong miéen D = {z € C: 0 <
2
|z| < oo} va
1 1 1 1

pu— 1 _—= = — . . _1”
/() T 3!z3+ + )(2n+1)!z2”+1+

Phan chinh cia khai trién ¢ vo s6 hang thitc khac 0. Do dé diem z = 0 1a
diém bat thwong cét yéu ciia ham sin =

2) Ham f(z) = e+ chinh hinh trong mién D = {z € C: 0 < |2| < o0} va
f(z) = er = ) ﬁ Do d6, diém z = 0 la diém bat thwong cét yéu cia
ham e. )

Su phitc tap clia ddng diéu ham chinh hinh tai lan can diém bat thuong

cot yéu dwoc thé hién trong dinh 1y sau day
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Pinh 1y 4.3.8. (Weierstrass)®

Gid st a la diém bat thwong cot yéu cia ham f(z). Khi dé tai lan can
U(a; ) bdt ky ciia diém a ham f(2) nhan nhitng gid tri gan mét sé phitc cho
truede bat ki bao nhiéu tiy o, titc la:

VbeC, Ve >0, VU(a,0) Tz € U(a,d) : |f(z) — b <e.

Diéu dé cd nghia la: f(z) dan dén giéi han cho trudce bat ky khi z dan

dén a theo day cdc gid tri dwoc chon twong #ng.

Chatng minh. Ta sé chitng minh bang phirong phép phan chitng. Gia thiét
rang
3beC, 3e>03U(a;0) : Yz eU(a;0) = |f(z) — b > &.

Ta xét ham .

p(2) = 7=
D=
Ham ¢(z) ¢é céc tinh chat 1a

i) ¢(z) ¢6 modun bi chan trong lan can thung U(a; J)

1
()] = =g < o

—_

ii) (z) chinh hinh trong U (a; ) va vi z = a la diém bét thwong co lap
clia f(z) nén né ciing la diém bat thiromg co6 1ap cta o(2).
Do d6 theo dinh 1y 4.3.3, diém a 1a diém bat thiromg khit dwoc clia ¢(2)

va tai lan can diém a (chang han a # 00) ta cé

o(z) = Z an(z—a)", am#0, m>0VYzeU(a;d).

n>m
Néu m = 0 thi ag # 0 va ham

1 1
f(z):b—i_w:b—i_ao—l—al(z—a)—i—...

OK. Weierstrass (1815-1897) 1a nha toan hoc Dire.
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chinh hinh trong lan can thing U(a; ), tikc 1a z = a 1a diém bét thwong ki
dwge doi véi f(z). Mau thuan véi gid thiét cta dinh Iy. Néu m > 0 thi
am 7 0 va ham

1 1

f(z) :HW :b+am(Z—a)m+am+1(Z—a)m+1+---

’ o . o . 7 ~ A~ x ya . N
c6 cuc diem cap m tai diem a. Diéu dé cing mau thuan véi diéu kién cia
dinh 1y. O

Pinh nghia 4.3.6. Ta ndéi rang tdp hop E tru mat khap noi trong tap hop
B néu
VzeB,Ve>0, 32" E:|z—2" <e.

St dung dinh nghia 4.3.6 ta cé thé phat biéu dinh ly Weierstrass dwéi
dang: Néu a la diém bdt thwong cot yéu cia ham f(z) thi YU(a;6) la lan
can cia diém a tap hop f(U(a; 8)) tri mat khdap noi trong C.

Dinh 1y Weierstrass chi khang dinh ring trong lan can di bé cta diém
bat thirong ¢t yéu ham nhan nhitng gid tri gan mot sé phite cho trirée bao
nhiéu tiy y chit khong néi gi vé viéc ham nhan moi gid tri. Nha toan hoc
Phap Picard” da chitng minh dinh 1y manh hon va sau sic hon sau day
Dinh ly Picard. Trong lan can bé bao nhiéu tiy y cia diém bdt thuwong cot
yéu ham f(z) nhan vé sé lan moi gid tri hitu han ngoai tri nhicu nhdt mot
gid tri (goi la gid tri ngoai lé Picard).

Vi du 9. 1) Khio sét déng diéu ctia ham f(z) = e= tai lan can diém z = 0.

Nhw da biét diém 2 = 0 13 diém bat thwong cot yéu. Ta sé chirng to rang
trong 1an can diém z = 0 ham f(z) = ex ¢6 dang diéu nhw dwge mo ta trong
dinh 1y Picard. Gia st A 1a s6 phitc # 0 bat ky. Dat A = pe?. Tir phwong
trinh e = A ta thu dwoc

1
—=InA=Inp+i(p+ 2km)
z
1
F T np+i(p + 2km)

7C. Picard (1856-1942) 14 nha todn hoc Phép.
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R6 rang 1a d6i véi moi hinh tron véi tam 2z = 0 va ban kinh di bé ta cé thé
14y s6 ki sao cho vi moi k ma |k| > |k1| thl moi 2z déu roi vao trong hinh
tron d6. Nhung z, la nghiém cua phwong trinh er = A véi moi A cho trwéde
va A # 0. Nhw vay doi vgi ham ex gia tri ngoai lé Picard la A = 0.

2) Ham f(z) = sin% c6 diém bat thwong cot yéu 1a z = 0. Gid st A 14
s6 dwoc cho tuy y.

Ta xét phwong trinh sin ! = A. St dung dinh nghia ham sin ¢ trong mién

2
phitc ta viét phirong trinh dwéi dang

Sau mot vai phép bién ddi ta thu dwoc phwong trinh
e* —24ies —1 =0
va do dé
ef = Ai++/(Ai)2+1=B.

S6 B # 0 vi néu khong nhw vay thi Ai = +1/(A4i)2 + 1 hay 1a (4i)? =
(Ai)? + 1. Gia st
B = p(cosp +isingp).

Khi d6 tir phwong trinh e* = B ta thu dwoc

! =InB=1Inp+i(p+ 2km)
z
1

= keZ.
- ©o+2kr —ilnp’

Tir d6 suy rang trong lan can bat ky cia diém z = 0 déu tim dwoc nghiém

1 ~ 7 ~ ~ ’ N ’ N A
ctia phwong trinh sin— = A, VA vi s0 k ¢6 the lay 1én tuy y vé modun.
z

1
Trong trwong hop nay ham sin — khong c6 gia tri ngoai 1é Picard.
z
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4.3.3 Déang diéu ciia ham tai diém v6 cling

Ta lwu ¥ rang trén mit phang phite z chi ton tai mot diém vo cling va theo

. ~ A~ A~ o
dinh nghia lan can cua diém oo:

U(oose) ={z € C:dg(z;00) < e}

D6 1a phan ngoai hinh tron véi bén kinh R = 4/ 5% — 1 va véi tam tai goce
toa do. Trén mat cau Riemann lan can d6 twong ng véi hinh tron cau véi
tam tai cuwc bac clia mit cau.

Néu thire hién phép bién déi z = = hay ¢ = . thi lan can diém z = oo
clia mat phang z bién thanh lan can diém ¢ = 0 cta mit phang ¢. Do d6
viéc khdo st ddng diéu ctia ham f(2) tai lan can diém 2z = co dwoc dwra vé

1 g
khao sit ddang diéu cua ham ¢(¢) = f(z) tai lan can diem ¢ = 0.

Pinh nghia 4.3.7. Diém v6 ciing z = oo clia mat phang phitc 1a diém bdt
thwong coé ldp ctia ham chinh hinh f(2) néu c6 thé chi ra gia tri R > 0 sao
cho trong phan ngoai hinh tron |z| > R ham f(z) khong c6 cdc diém bat

thwong ma khodng céach tir d6 dén gdc toa do 1a hitu han.

DI 1
Gidstt f(2) € H(U(o0;€)). Sau khi thye hién phép bién doi z = c ta thu
dwoc

1
1) =1(3) =90
¢
va ham ¢(¢) chinh hinh trong 14n can nao dé ctia diém ¢ = 0. Tir d6 suy
rang tinh bdt thwong cia ham f(z) khi z — oo va clia p(¢) khi ¢ — 0 1a nhw
nhau vi

lim f(z) = lim ().

2Z2—00 ¢—0

Ta co
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Pinh nghia 4.3.8. Gia st z = oo 14 diém bit thwong c6 1ap clia ham f(2).
Nguoi ta néi rang diem z = oo 1a diém bdt thuong khat dwoc, cuc diém hay
diém bdt thwong cot yéu tuy theo gidi han lim f(z) hitu han, bing oo hay

hoan toan khong ton tai.

Tuy nhién céc tiéu chuan vé dang cia diém bat thwong dwroc phat bicu
dua vao khai trién Laurent can phai c6 sw thay doi.
Khai trién Laurent ctia ham f(z) tai oo thu dwoc tir khai trién Laurent

clia ©(¢) tai 1an can diém ¢ = 0 bing cach thay ¢ = P

f(z) = Z Sy anz" = Z anz", (4.51)

ZTL
n>0 n>=1 —oo<b<400
trong do
X a_n \ \

chu6i »  —— la phan chinh hinh

n>0 <
chuo6i Y a,z" 1a phan chinh.

n=1

Ta thay, khac véi khai trién Laurent trong lan can diém bat thwong hitu
han, trong khai trién (4.51) d6i véi ham f(2) tai 1an can diém z = oo tdp
hop moi sé hang véi liy thiea dwong cia z déng vai tro phdn chinh, con tap
hop liy thira am lap nén phan chinh hinh. Tt dinh nghia 4.3.8 va ciu tric
ctia chudi Laurent (4.51) ta c6

DPinh ly 4.3.9. Diém z = oo la

1+ diém bat thwong khit dwoc cia ham f(z) khi va chi khi khai trién
(4.51) khong chita phdan chinh (titc la khong chita cdc sé hang véi luy thira
duwong cia z);

2% cuc diém khi va chi khi phan chinh trong (4.51) chi chita mét sé hiu
han so hang;

3t diém bat thwong cot yéu khi va chi khi phan chinh chita v6 s6 s6 hang

(titc la chita vo $6 s hang vdi luy thira dwong cia z).

Déi véi diém bat thwong cot yéu tai oo dinh 1y Weierstrass dién dat nhuw

sau: Néu z = oo la diém bat thuong cét yéu cia ham f(z) thi trong lan can
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bat ky cia nd ham f(z) nhdn nhing gid tri gain mét s phitc cho trudc bao
nhiéu tuy 1.

Dinh Iy Picard déi véi trieomg hop diém bat thiromg cot yéu vo cling ciing
dwoe phat biéu twwrong tir nhw trirong hop hitu han.

Ta minh hoa dinh 1y Picard bang hai vi du sau.
Vidu 10. 1) Diém z = oo 1a diém bt thwomg cdt yéu déi véi ham f(z) = e,
Ta xét phwong trinh

= A, A£0.
Phwong trinh nay cé cac nghiem sau day
2, = In |A| + i(argA + 2km),

trong dé argA 1a gia tri chinh clla acgumen, k € Z. T dé suy rang trong
lan can bat ky ctia diém z = oo ton tai vo s6 diém z, ma tai d6 ham e* nhan
gid tri A (A # 0). Gia tri A = 0 la gid tri ngoai 1é Picard (ham e* khong
nhan gia tri A = 0).

2) Déi véi ham f(2) = sinz diém z = oo 1 diém bat thwong cdt yéu va
doi véi moi gia tri A phwong trinh sin z = A ¢ v6 s6 nghiém

zk:lln(iA—l-vl—A?)—i-Qkﬂ, ke Z.
i

Do d6 ham f(z) = sin z khong c¢é gid tri ngoai 1é Picard.

4.3.4 Phan loai ham chinh hinh
Phtit hop véi st phan loai diém bat thwong co lap, ta sé phan loai cdc ham
chinh hinh don gidn nhét theo cdc diém bat thwong ctia ching.

Pinh nghia 4.3.9. Ham f(z) chinh hinh trong toan mat phang C (tic la

ham khong cé diém bat thiromg hitu han) dwoc goi 1a ham nguyén.

Khai trién ham nguyén f(z) thanh chudi Taylor & lan can diém z = 0:

f(z) = Zanz”. (4.52)

n=0
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Vi ham f(z) chinh hinh trong toan mét phang C nén chudi (4.52) hoi tu
véi moi z, va do dé chudi d6 1a chudi Laurent ciia ham f(z) tai lan can diém
oo véi phan chinh 1a

fi(z) = Z anz"

n=1
va phan chinh hinh
fa(z) = ay.

Trong C, diém bat thwong duy nhéat clia ham nguyén chi c¢é thé 1a diém

Z = OQ.

Pinh ly 4.3.10. Néu diém z = oo la cwc diém cdp n cia ham nguyén f(z)
thi f(z) la da thite bac n.

Chatng minh. Theo gia thiét, ta ¢
Qp
f(Z) :anzn+an—1zn_1+"‘+G12+Z—‘

Dit g(2) = an2" + a,_12"1 + -+ + a;z. D6 1a phan chinh ciia khai trién

N A~ A oA oA N N
Laurent cia ham f(z) trong lan can diéem z = co. Hién nhién ham

14 mot ham nguyén va diém 2 = oo 1a diém chinh hinh ctia né. Do dé theo
dinh 1y Liouville h(z) = const. Ttr d6 suy ra f(z) la da thitc bac n. O

N A N oA N o \ . N
Ham nguyén, ma diém z = oo la diém bat thwong cot yéu dwroc goi 1a
ham nguyén siéu viét, (vi du cdc ham e* sinz,cosz,...)

Lép tong quat hon cédc ham nguyeén 1a cdc ham phan hinh.

Pinh nghia 4.3.10. Ham f(2) dwoc goi la ham phan hinh trong mién D C C

néu ton tai tap hop (hitu han hodc vo han) cac diém co lap

{ai}ieJ, a; € DVieJ
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N X o oA ’ N o N
ma moi diem trong do la cwe diém cia ham f sao cho

feH (D\A{a}).

Néi cach khéc: trong tap hop D ham f khong c6 cdc diém bat thuong
ndo khac ngoai cuc diém.

Trong lan cén ctia mo6i diem thudoc D ham phan hinh c¢é thé biéu dién
dwéi dang thwong cia hai ham chinh hinh ¢(z)/¢(2), trong d6 ¢ (z) khong
dong nhat bang 0. Mot céch tir nhién, ta c6 thé xdc dinh phép cong va nhan
cdc ham phan hinh. Ro rang 1a doi v4i cédc phép todn do, tap hop cédc ham

phan hinh trong D lap thanh mot vanh.

Dinh ly 4.3.11. Gid s ham f(z) phan hinh trong D. Khi dé ham f' cing
la phan hinh trong D. Ham f va f' ciing cé cwc diém nhw nhau, dong thoi
néu zy la cuc diém cap m > 0 cia ham f thi né la cuc diém cip m + 1 cia
dao ham f'.

7 . N ’ . N N . . o . A
Chitng minh. Ham f’ xac dinh va chinh hinh tai moi diém ctia mién D khong
. S oA \ ~ A . N N [N
phai 1a cie diém ctia ham f. Ta sé chitng minh rdng néu 2 1a cuyc diém cta

N ~ N oA x M 3
f thi 2z¢ cing la cwe diem cua f'. Véi z di gan zg ta cé

f(2) = ——— - h(2),

(z — zp)™
trong d6 h(z) 1a ham chinh hinh trong lan can diém zg, h(z) # 0. Do do,
néu z # zo thi
1
fl(z) = W[(Z — z0)(2) — mh(z)]
1 -
(z — zp)mt! ()

Vi h(z0) = mh(z) # 0 nén diém z 1a cuc diém cédp m+1 cta ham f. O

Ta nhan xét rang trong mién dong bi chan bat ky cia mdt phang phitc

\ A \ 7z A ~ - A
ham phan hinh chi c¢é mot so hitu han cwec diém.



4.3. Diém bat thuong co lap 353

That vay, néu trong mién déng bi chan bat ky D C C ham c6 vo s6 cire
diém thi tir tap hop cdc cire diém c6 thé trich ra day (z,) hoi tu dén diém zq
nao dé nam trong mién déng diroc xét 2o € D. Khi d6 z 1 diém tu cia day
cc cue diém (z,) cta f(z) va

Zli_)rrio f(zn) = 0.
Do d6 zp 1a diém bat thwomg ctia ham f(z). Mat khac 1a diém tu cta day
(2,,), diém z khong theé 14 diém bat thwomg co 1ap clia f. Nhw vay, diém 2
khong thé 1a cwe diém ctia ham f(2). Nhung diéu d6 mau thuan véi tinh
phan hinh cua f(z).
Ta ¢6 dinh 1y sau:

Dinh 1y 4.3.12. Ham chinh hinh f(z) trong C khong cé cdc diém bdt thuong

khdc ngodi cwc diém khi va chi khi f la ham hiu ty.

Chatng manh. 1. Hién nhién ham hitu ty 14 mot ham phan hinh c¢é mot s6
hitu han cuc diém.

2. Nguwoc lai, 16 rang 1a s6 cwe diém ctia ham f trong C 13 hitu han (Vi
C 1a compéc). Ta ky hiéu a, (v = 1,2,...,n) Ia nhitng cuc diém cta né va
g»(z) 1a phan chinh ctia khai trién Laurent twong tng tai diém a,. Goi g(z)
13 phan chinh ctia khai trién Laurent tai diém z = oo (néu f chinh hinh tai
oo thi g(z) = 0).

Ham

chinh hinh trong C v theo dinh 1y Liouville thi () = const. Tt d6 suy ra

f(z)=g(2) + Zgy(z) + const

la mot ham htru ty. O
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4.4 Tinh bit bién cua tap hop md

Mot trong nhirng tinh chét topo quan trong ctia ham chinh hinh 1& tinh chat

bat bién clia tdp hop md ma ta sé xét trong muc nay.

4.4.1 Nguyén ly acgumen
Dinh ly 4.4.1. Gia s tap hop mé D C C va f € H(D) véi tap hop cdc
0-diém trong D la N¢(D). Gid s dD 1o bién dinh huéng cia mien D ném

trong D sao cho

8D C D\ Ns(D).
Khi d6 néu goi Ny(D) la s6 0-diém ciia ham f ndm trong D, thi ta ¢d cong
thitc

Ny(D) = 2%” / ?8 dz, (4.53)

’ X . - A ’ A v z
trong dé moi 0-diém dwoc tinh mét sé lan bang cdp cia nd.

Chitng minh. Theo dinh 1y duy nhét (xem nhéan xét 13.4) trong D chi ¢6 mot
s6 hitu han 0-diém ctia ham f. Ta ky hiéu cic khong diém dé 1a ay, as, . . . , am
vGi cap twong tng 1a n(ay), ..., n(ay,). Nhw vay

N(D) = " n(ay).

g=1

D3i v6i mdi 0-diém a; ta xét hinh tron S(a;) C D véi tam tai a; va ban

kinh di bé sao cho

Sa) N S(a) =6 i 4G isj=1,2...,m.

Ta xét compic: D* = D\ { U S(aj)}, trong d6 S(a;) 14 phan trong cla
j=1
hinh tron S(a;).
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Hién nhién bién cia D* 1a
OD* =D US(a) U---UdS(am),

trong dé céc duomg tron 0S(a;) dwoc lay theo hwdng am.
— /
Vi 0D C D\ Ng(D) nén ham g = f7 chinh hinh trong lan can nao dé

ctia bién dD. Do dé, doi véi D* ta cé

1=,
zm'ml o) =0

hay la
L, 1 e,
27r2'8[ f(z) d 21 2mi / f(z) dz. (4.54)

J dS(a;)

Viaj,j=1,2,...,mla0-diém clia ham f nén f(2) = (z —a;)™) - p;(2)
trong d6 ¢;(z) chinh hinh tai diém a; va ¢;(a;) # 0.
Do d6

f'(z2) _ nla;) #5(2)

) " i) )
T (4.54) va (4.55) ta thu dwoc (4.53):
1 f()dz &1 n(a;) 1 @l (2)dz
2—7T’L/ f(z) 212—72 / z—ajdz—i_% / ©;(2)
oD B 95(a;) 95(a;)
=3 n(a;) = Ny(D)
U

Dinh Iy vira chitng minh cé thé dién dat vé mat hinh hoc nhw sau. Ta

biéu dién D bing tuyén

z=2z(t), te]la,b
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va ky hiéu ®(¢) 1a nguyén ham ctua f'/f doc theo tuyén dé. Khi dé

PR e
aé o= 0 - o).

f

Mat khéc, ®(t) = In f[z(¢)], trong d6 In 1& nhénh lién tuc bat ky cia ham
1ogarit bién thién doc theo bién dD. Vi

In f =1In|f| + iargf

va ham In |f| don tri nén s8 gia ctia In|f| doc theo tuyén dD bing 0 va

ﬁ J; ((;) dz — i{argf[=(b)] — argf|=(a)]}
" — i zargf.
Do d6
Ny(D) = %Aaﬁarg f (4.56)

Veé mat hinh hoc, vé phai ctia (4.56) chi s6 vong quay day du cia vecto
w = f(2) xung quanh diém w = 0 khi z vong quanh theo oD (hinh IV.2).

Hinh IV.2
Ta ky hiéu I* = f(dD) : w = f[z(t)], t € [a,b]. Khi d6 s3 Ny(D) trong

cong thire (4.53) va (4.56) bang s6 vong quay ctia vecto w khi diém w vong

quanh theo I'*. S6 vong quay dé dwroc goi 1a chi s6 clia tuyén I'* d6i véi diem
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w = 0 va dwoc ky hiéu 14 indgdD*. Do db, cong thire (4.56) ¢ thé viet dwdi
dang

-1
N¢(D) = gAp«argw = indp0D".

Nhan zét 4.4.1. Thay vi xét khong-diém ctia ham f ta cé thé xét cdc A-diém
clia né, tirc 1a nghiém ctia phirong trinh f(2) = A. Dé lam diéu do, ta chi
can thay ham f bdi ham f(z) — A trong toan bo qud trinh lap luan nhw trén.
Néu 9D khong chira A-diém clia f thi
~ 1 fldz 1
N a(D) = — = —A, - —A
£.4(D) omi) f-A " 2m aparg{f(2) }

oD

1
= —Apsarg|w — A] = ind40D",
2m
trong d6 Ny (D) 1a s8 A-diém ctia ham f trong D.
Vi du 1. (Dinh Iy Gauss). Da thitc

Py(2) = apz" + A12" P+ ta, = Zakz”_k, ag # 0

c6 n nghiém (khong-diém) trén C.
Vi lim P,(z) = oo nén moi nghiém ctia P,(z) déu ndm trong hinh tron

{lz| < R} véi ban kinh R di 16n. Ta ky hiéu s6 nghiém dé 1la N,. Khi d6
theo dinh Iy 4.4.3 ta c6

1 P! (z)dz

2mi Po(z) "
|z|=R

M4t khéc, dé dang thay rang véi |z| di 16m, thi

Pl(z)  mnagz" '+ 4 an

P,(2) apz" + -+ ap
n _,] _n  const
—;[14‘20%'2 }———l— — - h(2),

k21
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trong d6 h(z) la ham chinh hinh & ngoai hinh tron |z| > R va lim h(z) = 1.

Z—00

Do d6, néu I'(p) 1a dwomg tron {|z| = p} thi ta cé
1 P d t h
" (2) n dz  cons / (Z>dz.

omi | P.(z)  2mi z 2mi
T'(p) T'(p) T'(p)

22

Nhung tich phan thit hai & vé phai dan dén 0 khi p — oo nén
1 Pl (z)dz

2mri P,(z)
I'(p)

Nhw vay N, = n, titc la da thitc bac n cé ding n nghiém trong C.

Dinh 1y 4.4.1 va cong thite (4.53) c6 thé khai quat cho ham phéan hinh.
Tuy nhién trong trirong hop nay, né khong cho ta s6 khong-diém nam trong
D ma chi cho hiéu

Ny (D) — P¢(D)

gitta s6 Ny(D) céc khong-diem va s6 Pp(D) céc cure diém ctia ham f trong

D. Nhuw vay ta co

Dinh ly 4.4.2. Gid s f(z) la ham phan hinh trong tap hop md D, f #
const vdi s6 khong-diém la Ny va s6 cuc diém Pp. Gid s 0D la bién cdé

hwdéng cia mién D C D sao cho

oD c D\ {NU P}

(N va P la tdp cdc khéng-diém va cuc diém cia ham f). Khi dé n€u~Nf(l~))

va Pp(D) lan leot la s6 khong-diém va cwc diém cia ham f trong D thi ta
co
1 f(z)dz ~ ~
— = N¢(D) — P¢(D 4.57
o | 5 = D) = pi() (4.57)

8D

trong dé moi khong-diém va moi cuc diém déu dwoc tinh mét sé lan bang
cdp cta nd.
Truong hop riéng, khi f € H(D) thi vé phdi ciia (4.57) bang N¢(D).
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Chitng minh. Hién nhién ring Ny (D) va Py(D) 1a hivu han. Ta ky hiéu
bi,ba, ..., b, 1& cdc cuc diém cla f nam trong D véi cap twong tng la
p(b1),p(b2), ..., p(bn) va nhw vay

Pr(D) = ) p(be).

Ciing nhw & trén, 1y cdc khong-diém va cuwc diém lam tam ta dung céc
hinh tron S(a;) va S(b;) du bé sao cho ching ngoai nhau tirng doi mot va

cling nam trong D.

Twong tw nhw trong chirng minh dinh 1y 4.4.1 ta ¢6

f/ f'(2) f'(2)
2—7r2 ZQm / f(2) d +22m / f(2) dz. (4.58)

oD 95(ay) dS(b;)

Déi véi cac khong-diém qud trinh 1y luan dwoc tién hanh nhw & trén.
Ta xét céc cue diem. DS véi cre diém b; ta b
h(z)
f(z) = RO
(Z — bj)P( )

f'(z) _ _plby) | W(2)
f(2) z=bj  h(z)’

(4.59)

trong d6 h(z) chinh hinh va khong cé khong-diém trong lan can diém b;.
Thé (4.59) vao tich phan thit hai & vé phai (4.58) va ap dung (4.55) ta
thu dwoc

f, m n

~ =1
oD J

Ny(D) — P4(D).

Dinh 1y 4.4.3. (Nguyén ly acgumen)
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Vi cdc gid thiét cia dinh 1y 4.4.2 ta cé

1 ~ ~

o= Aparef(2) = Ny(D) — Fy(D). (460)
NGi 16 hon: gid st diém z vong quanh theo cdc tuyén dong Ty, Ty, ..., Ty

)
cua bién co hwong
0D = {FZ} cia mién D.
el

Khi dé diém w = f(z) sé vong quanh theo cdc tuyén dong xzdc dinh
T, ..., I, Téng sé vong quay cia diém w theo cdc tuyén bao diém
w =0 d6 sé bang hiéu gitta s6 0-diém va s6 cuc diém cla ham f trong mién
D.

4.4.2 DBinh ly Rouché

St dung céc két qua trong tiét trude ta sé chitng minh dinh ly quan trong

sau day goi la dinh ly Rouché.

Dinh 1y 4.4.4. (Rouché)

Gida st f(z) va g(z) la hai ham chinh hinh trong mién D; T la bién cd
hwéng cia mien D C D. Khi d6 néu |f(2)| > |g(2)| khdp noi trén T = dD
thi:

a) ham f + g khong cé khéng-diém trén T;

b) Ny(D) = Nysy(D), i
(titc la s6 khong-diém cia ham f trong mién D bang sé khong-diém cia ham
f+g trong D).

Chatng minh. a) Dieu khang dinh thit nhat 1a hién nhién vi néu f(z)+g(z) =
0 thi |f(2)| = |g(z)| trén T.

b) Vi |f(2)] > |g(2)] = 0 = f(2) # 0 trén I. Theo dinh ly 4.4.1, 6

khong-diém ctia ham f(z) + g(z) trong D 1a

R RLCETIOM
27”'1/ OETChE
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vi f(z) +g(z) #0 trén I
Mat khéc, tich phan nay cé thé biéu dién dwdi dang

1 f'(z)+d'(2) _ L i n( f(z 2))]dz
Q—/Wd zm-F/dzﬂ o

1 [ d 1 [d
= [ Szt o [ (14 2)a

N 27r2' dz 2mi ) dz f
f'(z 1 [d 9(2) %
27m/ 27r2 dzl [14—%}@ )
Ta xét ham
_ () +9(2)
“B =750

Dé dang thdy rang tich phan thit hai & vé phai ctia (*) bang
1 dw

271 w
1—‘*

trong d6 I'* 1a anh cta I' qua anh xa w = 1 + % Nhwng vi

<1,
75
nén I nam tron trong hinh tron {|w — 1] < 1}. Vi hinh tron nay khong
chira diém w = 0 nén
1 dw

271 w
1—‘*

= 0.

Nhw vay

1 [ fErgE), 1 [ fE),
2m’F f(z)+g(2)d 27r'iF f(Z)d'
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Vi du 2. Tim s6 khong-diém ctia ham
o(2) =2 — 62" +32 -1

trong hinh tron {|z] < 1}.
Gidi. Ta k¥ hiéu
f(z) = —62% g(z)=2"+32—1
va do d6 f(z) + g(2) = p(2).
Khi |z] =1 ta ¢
’f('z)’IzI:l = 6;
|g(2)||z|:1 < (|Z|9 + 3|Z| + 1)}|z|:1 = 9.
Do d6 | fl{jz1=13 > |gl{jz1=1} va theo dinh 1y Rouché sd khong-diém clia ham ¢
trong hinh tron dom vi la 4.

Vi du 3. Chitng minh rang da thitc P,(z) bac n trong vi du 1 (4.3) cé n
nghiém trong C (dinh lj Gauss).
Clidi. Ta dit

Véi |z| dua 1ém, ta ¢

[F(2)] > lg(2)]-
That vay, khi |2] > 1 ta ¢6
12"+ an] < aa[2" 4+ ag
< 2™ 1(|a1|+|a2|+ -+ [anl)

. ) M
bat M = > |ay|. Khi dé |2|" M < |agz"| néu |z| > ool Do dé
m=1 ag

-1

lagz"| > |a12""" 4+ - 4 an|
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dwoc thoa man khi |z| > Ry = max {1, %}. T d6 suy ra rang da thitc
Po(2) # 0 khi |2| > Ro. Ta dit

I'(R)={z€C:|z|=R> Ry}
Ham f(z) va g(2) (f(2)4+9(z) = P.(z)) thda man dinh ly Rouché trong hinh

tron {|z|] < R}. Do d6, s6 nghiém ctia P,(z) trong C bing s6 nghiém cta

ham f trong C va bang bac clia da thitc da cho.
Vi du 4. Tinh s6 nghiém ctia phwong trinh
0,9-e"+1=22

trong mién D = {z € C;|z| < 1,Rez > 0}.
Giai. Ta dat f(z) = —2z+1, g(z) =0,9-e >
Khi |z| =1, 2 >0 tacd
f(2)] = 2[z] =1 =1,
lg(2)|=0,9-e7*<0,9.

Khiz=0,-1<y<1tacéd

|f(2)
19(2)

=V1+4y? > 1;

|
|=0,9.

Nhuw vay
[f(2)lop > 19(2)lan-
b A N ] R 1 N . ,
Vi trong mien D ham f c6 mot khong-diem la zp = = nén theo dinh 1y

Rouché phwong trinh da cho ¢6 mot nghiém trong D.

4.4.3 Tinh bat bién cta tap hop mé

Dinh 1y 4.4.5. Gid sit f(z) la ham chinh hinh, khong dong nhdt bang hang
s6 trong tap hop mé D C C. Khi dé dnh D* = f(D) cing la tap hop mao
trong C.
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Chatng minh. Gid st wy 1a diém tiy y thuoc D* va zo 1a mot trong céc nghich

anh ctia n6 trong D. Vi D la tap hop md& nén ton tai hinh tron
S:{zGC:|z—z0| <5}cD.
Bang cich gidm ban kinh § trong trwomg hop can thiét, ta cé thé cho
rang hinh tron
S = {ze@: |z — 20| gé}
khong chita cdc wo-diém khéc ngoai diém zo (vi f # const nén theo dinh ly
duy nhét, moi wo-diem deu co 1ap). Gid sit

a= 2161(19% |f(2) — wol. (4.61)

Hién nhién rang o > 0. That vay, vi ham f(z)—wp lién tuc nén | f(2) —wo|
dat cwe dai trén 0S. Do d6, néu o = 0 thi trén S ton tai wo-diém clia ham
f. Diéu dé6 trai véi cach xay dung hinh tron S.

Bay gio ta can chitng minh rang
S* ={|w —wo| < a} C D*.

Gid stt w; 14 diém tuy ¥ cta hinh tron S*, tirc 1a

lwi — wo| < a. (4.62)
Ta xét biéu thirc
f—wi = (f—wo)+ (wy — wn). (4.63)
T (4.61) ta cé
|f(2) — wol > ;¥ z € DS (4.64)

va do db, tir (4.62) - (4.64) ta thu dwoc

[f(z) =wni| = [f(2) —wo| = Jwo —wr| >0, Vzeds.
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Nhw vay hai ham f(2) — wy v wy — wp thda man diéu kién dinh 1y Rouché.
Do dé trong hinh tron S ham f(2) —w; ¢6 s6 khong-diém bing s6 khong-diém
clia ham f(2) — wp, titc 1a c6 it nhat mot khong-diém, (diém 2z = zy c6 theé
13 khong-diém boi ctia hAm f(z) — wg). Nhw vay, trong S ham f nhan gia
tri wy; va do dé wy; € D*. Vi w; 13 diém tuy ¥, nén S* C D*.

Tinh m& cta D* dwge chitng minh. O
Pinh 1y 4.4.6. (Nguyén ly bdo toan mién)

Gid st D la mien thuéc C va f € H(D), f # const. Khi dé anh D* =
f(D) la mot mién trong C.

Chitng minh. Tap hop D* 1 tap hop mé theo dinh 1y 4.4.5. Ta can chitng
minh D* lién thong. Gid st w; v w, 1a nhitng diém tuy ¥ ctia D* v 2,
la mot trong cdc nghich anh cua wq, 2z 1a mot trong cdc nghich anh cua
wy qua anh xa f : f(z1) = w1, f(22) = we; 21,20 € D. Vi D lién thong
nén ton tai dirdng cong Jordan v C D ndi z; v6i 2o. Gid sit v ¢ phwong
trinh z = v(¢), t € [o, B]. Khi d6 Vt € [a, 5] ham v(t) C D va y(a) = 21,
7(B) = z9. Vi ham f lién tuc nén 1 = f o 1a biéu dién tham s6 clia dwomg
cong lién tuc v* C D* ndi wy véi wy: Y(a) = (f ovy)(a) = f(z1) = wy,
V(B) = (foy)(B) = f(22) = wa. Do vay D* la tap lién thong. Do d6 D* la

miéen. 0

4.5 Bai tap

1. Néu f €e H(D), D ={z:|z| <1} va |f(2)| <1 Vz € D thi
f(z) = f(20) ’ o ’ z— %
L= f0)f(2)] 11 =02
Chi dén. Ap dung B6 dé Schwarz.
2. Chtmg minh rang néu F € H(D), D = {z : |2] < R} va |F(z)| < M
Vze D thi

’; 20,2 €D (*)

F(z) — F(z0) . 2MR

v eD.
zZ— 29 SR —Zpz2] ] 0%
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F(Rz)
A

Chi dan. Ap dung (*) cho ham f(z) =
3. Chitng minh rang

a—b |a| — [b]
> ,
1—abl = 1 [a|]b]

Va,be{z:|z| <1}
4. Chitng minh rang néu ham f(z) chinh hinh va [f(z)| < 1 trong hinh tron
don vi thi

|21 + 1/ (0)]

TEIS 7O

Chi dén. Ap dung 3 va 1.

5. Tim nhitng tap hop diém ma trén dé cac chudi sau day hoi tu déu:

x cosn’z
1.
> 1] 1
2. —{ 2”——}.
7_;271 z 22n

Chitng t6 rang trén cdc tap dé hai chudi néi trén khong cho phép 1ay dao
ham tirng s6 hang. Hay giai thich tai sao diéu d6 khong mau thuan véi dinh

ly Weierstrass?

6. Gia st phan 4o clia hAm nguyén f(z) bi chdn bdi hang s6 M trén toan
mat phang. Chirng minh rang khi d6 ham f 14 hing s6.
Chi dan. dat ¢(z) = e ) va xét |p(2)).

7. Hay xéc dinh xem c6 ton tai hay khong ham chinh hinh tai diém z = 0

P 1 .
va tai cac diem z, = —, n = 1,2,... n6 nhan gia tri
n
1 0 khin =1,
1) f(—): 1 .
n —  khin # 1;
2n
1 1 nmw
D () e
) / n om
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z/2  khiz # 1,
0  khiz=1;

Tra loi. 1) Ton tai, f(z) =

2) Khong ton tai

8. Hay xét xem trong hinh tron don vi cé ton tai hay khong ham chinh hinh

ma

Tra loi. 1) Ton tai, f(z) =
2) Khong ton tai.

9. Gid st a la diém bat thwong cot yéu clia ham f. Hay xét xem a 1a diém

?
f(z)

- oA Dy z o v o \ ~
Trd loi. Diem gidi han cia céc cue diém hoac diém bat thwong cot yéu.

béat thiong loai nao doi véi

10. Gid st 2 1a cuye diém cap m cta f(z). Chitng minh rang ton tai cic
hang s6 dwong e, A, B sao cho Vz € {0 < |z — 2| < &} ta cé:

SR p—

|z — zo|™ = |z—zo|m.

11. Hay chitng minh dinh ly Liouville bang c4ch tinh tich phan
/(—i@——w,E@ﬁﬂmMzRLM<RJH<R

z—a)(z—0b)
£(R)

va wdc lwong tich phan dy khi R — oo.

Chi dan. Hay chitng minh rang tich phan I bang

PIOES (01}

—a

12. X4c dinh s6 nghiém cia da thite P(z2) = 2° — 1222 + 14:
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1t trong vanh tron V; = {2z : 0 < |z| < 2};

2% trong vanh tron Vo = {z: 1 < |2] < 2};

3% trong nita mit phang bén phai.

Trd 6. 1% Ny, (f) = 5; 25 Ny, (f) = 2; 3+ N(f) = 2.

13. Hay xdc dinh cadc nghiém cta da thitc
P(z) =2+ 2 +422 + 22+ 3

nam trong nhitng géc phan twr nao clia mat phang phirc

Trd loi. Trong goc phan tw thit IT va thi I11.
14. Chitng minh rang néu P(z) 1a da thitc bac n thi dwong mitc L = {z €
C:|P(z)| = R} (dwong lemniscate) ¢ thé phan ra thanh khong qud n thanh
phan lién thong.

Chi ddn. Ap dung nguyén 1y modun cue dai.
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Trong cdc chwong triréc ta da xét cdc ham chinh hinh trong mién cho
trede va da khong quan tdm dén ban chat ctia ham & ngoai mien dé. Sw
khao sat c6 tinh chat “dia phwong” d6 1a can thiét dé cé suw khao sit cdc ham
mot cdch toan cuc - tirc 1a khdo sdt ham trong mién ton tai néi chung cia
no.

Nguyén nhan chung trong sw xuét hién tinh da tri ctia théc trién giai tich
mot ham chinh hinh tir mot mién cho trwde ra mien rong hon 1a & cho: céc
diém ctia mit phang phite C khong phai 1a mot tap hop dwoc sidp thit tuw,
trong khi phép théc trién chi ¢ thé don tri trong trirong hop khi ta cé mot
thit tu cd dinh gitta cdc diém ma trén d6 qué trinh théc trién gidi tich dwoc
dién ra.

Mot diéu cling can nhdn manh 14 trong 1y thuyét ham ngwoi ta khong
dwoce phép loai trir cdc ham da tri vi ngay cdc ham ngwoc ciua nhirng ham
don tri gidn don nhét ciing da cé thé 14 khong don tri. Do d6 van dé co ban
14 can xay dung mot quan diém khong mau thuan, can déi va logic déi véi

cac ham da tri.

5.1 Phuwong phdp thdic trién ctia Weierstrass

Trong ly thuyét Weierstrass, dau tién ham chi dwoc xdc dinh & trong hinh
tron hoi tu ctia chudi luy thira dau tién. Sau d6, ham dwoc xéc dinh béi céc
gid tri cho bdi chudi dé va moi thac trién ciia nd.

Trong muc nay ta sé trinh bay mot cidch ngan gon qué trinh théc trién

gidi tich theo Weierstrass hay con goi 1a phwong phdp chudn cia thic trién.
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5.1.1 Phan ti¥ chinh tic

Gid st mién D trong dinh nghia 13.1 14 mot hinh tron. Néu tam a ctia hinh
tron thuéc C (htru han!) thi hinh tron dé c¢6 dang

S(a) ={]z —a| < Ry, Ry < 00}.

Néu a = oo thi S(a) = {|z| > Ra, R, = 0}. Khi d6 trong hinh tron S(a) ham

f c6 thé biéu dién dwdi dang

Yoap(z—a)", ze{lz—al <R}
fulz) = {2

S anz™m, z € {|z] > R}

n=0
Pinh nghia 5.1.1. Cip P, = (S(a); fa(2)), trong dé f.(2) 14 tong ctia chudi
luy thira v6i tam tai diém a va S(a) 14 hinh tron héi tu cia né dwoc goi 1a
mot phan i chinh tdc véi tam tai a va S(a) dwoc goi 1a hinh tron hoi tu
cua P,.

Déi véi cac phan tit chinh tac viée dinh nghia théc trién giai tich truwec
tiép va théc trién giai tich c6 phan don gian hon vi céc hinh tron hoi tu giao
nhau theo mot tap hop lién thong va do dé khong can thiét phai chi 1o phép
théc trién gidi tich dwoc tién hanh qua thanh phan lién thong nao cla giao.
Ta co

Pinh nghia 5.1.2. Gia st S(a1), S(as),...,S(a,) la day htru han céc hinh
tron thudc C sao cho tam a4 cia hinh tron S(a;1) nam trong hinh tron
S(a;),i=1,2,...,n— 1. Day hinh tron ay dwoc goi 1a mot zich. Néu f,,(z2)
1a phan tit chinh tdc v6i hinh tron hoi tu S(a;) va fa,,, (2) 1a théc trién giai
tich true tiép cta f,,, i = 1,2,...,n — 1 thi ta néi rang f,, dwoc thdc trién

giai tich theo zich cdc hinh tron.
Tir d6 ta it ra la: phan ti chinh tic f,(2) 14 théc trién gidi tich cta
phan tit chinh téc f,(z) néu

a) hodc fp(2) 1a thac trién gidi tich tric tiép cla fu(2);
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b) hodc fy(z) 1a khau cudi cing ctia mot xich hiru han cdc phan ti

fa(z> = fm(’Z)afaz(Z)’ .- '7fan(z> = fb(z)7

trong d6 moi chudi f,,(z) 1a théc trién giai tich truc tiép cta fo, ,(2), j =
,....,n—1.

Dé dang thay rang quan hé thac trién giai tich gitta cdc phan ti chinh
tac c6 cdc tinh chat:

1. tinh phdn re: moi phan tir chinh tic 13 thic trién gidi tich cta chinh
no;

2. tinh ddi mEng: néu phan tir chinh tic fy(2) 1a thdc trién gii tich cia
phan ti f,(2) thi phan ti f,(2) 1a théc trién gidi tich ctia phan tik fy(2);

3. tinh bdc cdu: Néu phan tit fi(2) 14 théc trién gidi tich ctia phan ti
fa(2), phan tir f.(2) 1a théac trién gidi tich cta fy(2) thi f.(2) 14 thdc trién
giai tich ctua f,(2).

5.1.2 Diém bat thuwong cta phan ti chinh tic

Gia stt f,(2) 1a phan ti¥ chinh tac v6i tam a va bdn kinh hoi tu R,. Ta xét
diém s nao dé trén bién y(R,) = {|z — a] = R,} cta hinh tron hoi tu cta
fa(2). Céc diém ctia y(R,) = v(R) c¢6 thé chia thanh hai 16p.

1. Tai diém s da cho ctia dwong tron (R) ton tai phan tir chinh tac f,(2)
14 théc trién tric tiép cta f,(z). Nhitng diém nay dwoc goi 1a nhitng diém
chinh quy clia f,(z).

2. Phan tir nhw thé khong ton tai. Nhitng diém nay dwoc goi 1a nhirng
diém bdt thuong cia phan ti chinh tac fu(2).

Tir dinh nghia diém chinh quy suy ra rang: néu zy € v(R,) 14 diém chinh
quy thi moi diém ctia cung d 3 2o ndo dé deu 1a diém chinh quy. Do dé, néu
ton tai mot diém chinh quy thi sé ton tai vo s6 diém chinh quy. Nguwoc lai
véi didu nay, diém bat thwong cé thé 1a duy nhat.

Vi bién v(R,) 14 déng nén cdc diém bat thwong clia mot phan ti¢ chinh
tac lap thanh mot tap hop déng. Néi cach khic, diém giéi han ctia cdc diém

bat thwong cling 1a diém bat thwong.
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Veé diém bat thwong clia phan tit chinh tic ta cé

Dinh ly 5.1.1. Trén bién v(R,) = {|z — a| = Ra} cta hinh tron hoi tu cia

chuéi lugj thira f,(2) c6 i nhdat mét diém bt thwong cia phan ti chinh tdc.

Chitng minh. Gia stt trén v(R,) khong ton tai mot diém bat thiromg nao clia
phan ti chinh tdc. Khi d6 ham nay c6 thé théc trién gidi tich dén moi diém
nam trén y(R,). Két qua clia thic trién gidi tich dwoc ky hiéu 1a p(2). Nhuw
vay ©(z) = fu(2), z € S(a). Theo dinh nghia thac trién gidi tich, ddi véi moi
diém ¢ € y(R,) deéu ton tai hinh tron S(¢) véi tam tai ¢ ma trong d6 ¢(z2)
chinh hinh.

Nhw vay dwomg tron y(R,) dwoc phtt bdi vo s6 hinh tron véi tam nam
trén y(R,).

Theo bo dé Heine - Borel, tit phit v6 han dé c¢é thé trich mot phu con hitu
han, nghia 1a ton tai hé cdc hinh tron S(¢;) 7 = 1,2,...,n; ¢; € v(R,) phu
Y(R,). Gidstt z; 1A mot diém ctia giao hai hinh tron ké nhau S(¢;) va S(¢j41)
(1=1,2,...,n; S(Cuy1) = S(¢1)) nam ngoai S(a). Ta dit R = 1I£ji£n |z; —al.
Khi d6 ham ¢(z) trung véi fo(z) trong S(a) va chinh hinh trong hinh tron
16n hon Sp(a) = {|z —a| < R, R > R,}. T d6 suy ra rang ham f,(z) biéu
dién chudi luy thira hoi tu trong hinh tron Sp(a) véi ban kinh hoi tu R > R,,.
Nhung diéu nay khong thé xay ra. O

Ta ¢6 hé qua sau day.

Hé qua 5.1.1. Bdn kinh hoi tu cia chuoi lug thita f,(z) bang khodng cdch

ttr tam a dén diém bat thwong gan nhdt cla phan té chinh tdc.

Trong nhiéu trieong hop, dieu khang dinh nay cho phép ta tim ban kinh
hoi tu clia chudi luy thira mot cdch rat c¢é hiéu lire ma khong stt dung cong
thite Cauchy - Hadamard.

5.1.3 Phwong phap thac trién ctia Weierstrass

Phwrong phép thac trién gidi tich ctia Weierstrass dua trén viéc 4p dung mot

cdch ¢6 hé théng chuoi Taylor. Néu ham f(z) chinh hinh trong mién D thi
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né c6 thé khai trién thanh chudi Taylor tai lan can ctia moéi diém zy € D véi
ban kinh hoi tu Ry khong bé hon khodng cdch ngdn nhat dy tir zo dén bién
OD. Néu ban kinh hoi tu 16n hon khodng céch ngan nhat dé thi chudi vira
thu dwrgc sé xéc dinh ham chinh hinh trong phan hinh tron nam ngoai mién
D va trung véi f(z) trong hinh tron {|z — 29| < dp}. Do d6 chuoi vira thu
dwoc cho ta thdc trién ham vao hinh tron |z — 2| < Ro} (xem dinh 1y 13.5)

Nhw vay, vé sau ta chi can xét céc khai trién Taylor va dung céc khai
trién d6 dé thirc hién thac trién giai tich.

No6i dung ctia phirong phap Weierstrass 1a nhw sau. Gia st ta bat dau ti

chudi luy thira

far(2) =Y an(z —ar)" (5.1)

n=0
c6 ban kinh hoi tu hitu han R,, > 0. Chuoi d6 sé x4dc dinh ham f,, (2) chinh
hinh trong hinh tron S(a1) = {|z—ai| < R,, }. Néu ta ldy diém ay véi modun
bé hon R,,, thi dé dang thay rang cic gid tri fo,(a2), f, (a2),... ,d®) (ay)

dwgc tinh (vé mat 1y thuyét) theo cdc cong thirc

o0

FP (e = > nn— 1) (0 V(s — )

n=p

Do d6 ta cé thé xét chudi Taylor

> o (z—ay)?; (0=1). (5.2)

Ta nhan xét rang viéc khai trién ham f,,(z) thanh chudi theo céc luy
thira ctia (2 — az) ¢6 thé tién hanh mot cdch nhanh chéng bang cdch dwa vao
hé thirc

(z = a)" =[(z = az) + (a2 — a1)]"

= Z C*ag — a1)"™"(z — ap)*

0<k<n
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va nhém cdc tir ctia chudi thu dwoce sau khi thé bieu thire vira viét vao (5.1).

Gia sit chuoi (5.2) hoi tu trong hinh tron
S(a2> = {|Z - a’2| < RdzaRaz > R(M - |a2 - a1|}-

Néu R,, = R, — |az — a1| thi hinh tron S(as) tiép xic trong véi hinh tron
S(ay). Trong triromg hop nay ta khong thu dwroe thac trién gidi tich.

Gia st R,, > R,, — |aa — aq]. Khi d6 hinh tron S(as) vwot ra khoi gidi
han ctia hinh tron S(a;). Trong hinh tron S(az) chudi (5.2) xdc dinh ham
fa,(2) chinh hinh trong S(az) va

fm(’Z) = faz(’Z)’ S S(a1> N S(a2>‘

Do d6 fa,(2) 1 thac trién gidi tich tric tiép ctia f,, (2) tir hinh tron S(a;)
vao hinh tron S(as).
Nhw vay, trong mién S(a;) U S(as) ta thu dwge ham chinh hinh

fm(’Z)’ z € S(a1>7
far(2), 2z € S(ag).

N6i cach khac: ham f(z) chinh hinh trong

mién gidi han bdi cédc cung tron AmB va AnB

fz) =

(hinh V.1). Tir d6 ta cing thay rdng néu z = a3

thudc hinh quat Aay B cua S(aq) thi ban kinh hoi

tu ctia mo6i chudi Taylor biéu dién ham f(z) tai

diém a3 sé khong bé hon khodng cach tir diém as

dén bién cia mién AmBnA va 1én hon R,, —|as],

va moi diém cia hinh quat Aa; B déu cho phép

thdc trién gidi tich ham f(z) ra khdi giéi han

cia S(a;). Do db, néu déi véi az nao dé mién

R4, = R4, — |as| thi ta khong thé thic trién giai Hinh V.1

tich bang cich xuat phat tit cdc diém nam trén ban kinh a;H di qua diém
as, trong d6 H 1a diém cudi ctia ban kinh hinh tron S(a;). Trong triromg hop

ndy, diem H 1a diém bat thwomg cla f,, (2).
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Vi trén bién ctia hinh tron hoi tu ctia chudi luy thira cé it nhat mot diém
bat thwong nén cdc diém bat thwong cé thé roi vao A hoac B. Cing cé thé
xay ra trueong hop moi diém cia AmBnA deu 1a diém bat thwong doi véi
f(2), khi d6 f(z) khong thé thdc trién rong hon nira. Gia stt ring khong
phai moi diém ctia AmBnA déu 1a diém bat thwong. Khi dé tim dwoc diém

as va chuoi

(2)
S Ly
q!

q=0
vGi hinh tron hoi tu S(as) viegt ra khéi gidgi han AmBnA. Trong phan hinh
tron S(a3) ndm ngoai AmBnA ta sé thu dwge mot thac trien méi cta f(2)
ma khong can phan biét az thuoc S(a;) hay S(az). Nhw vay ta thu dwoc
ham chinh hinh

fa(2), 2 € S(a),
f(z> = faz(z)a FAS S(a’2>7
fas(2), 2z € S(as).

Sau khi bwéc thit hai nay da hoan thanh ta chuyén sang budc thir ba,
thi tw,...

Gid st ton tai mot day cac phan tit chinh tac
Jar(2), fas(2), fas(2), - -+, fan(2);

sao cho chudi f,;(z) 1a thdc trién gidi tich trwe tiép cta f,, ,(2),1 < j < n—1.
Khi d6 phan ti¥ chinh tic f,,(z) 1 thdc trién gidi tich ciia phan tir chinh tac
fa, (2) doc theo day xich cdc hinh tron S(ay), S(as),...,S(a,).

Thuét todn da néu trén day dé théc trién gidi tich c6 thé tién hanh vo
han néu ta chon tam ctia cc khai trién Taylor 13 nhitng diém chinh quy ngay
cang mai déi véi cac phan tik chinh tac da thu dwoc.

Ta nhan xét rang vi hai phan tir chinh tac fo,(2) va fo,_, (2) 1a théc trién

gidi tich truc tiép ctia nhau nén

8S(aj) N 8S(aj_1) 7§ @
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That vy, néu S(a;) C S(a;j—1) thi f4,(z) 1a ham chinh hinh trong hinh tron
tam a; ban kinh 1én hon ban kinh R,;. Do d6 hinh tron S(a;) khong con la
hinh tron hoi tu cta f,;(2) nira.

Vi du 1. Gid st ham dau tién f1(2) dwoce cho trong hinh tron S(0) = {|z] <
1} béi chudi

fi(z) = Z 2"
n=0
1

1—2
Ta chon diém zy # 0 tlty y trong hinh tron S(0) va khai trién ham f;(2)

theo luy thira (2 — 29)". Dé dang thay rang khai trién Taylor ctia f(z) tai

Hién nhién tong fi(z) =

lan can zy c6 dang

1 R S D) L
fa2) = 3 an(z = 20)"s o= n!zo T

Do dé
z—2o)"
fa(z) = Z 7(5 — ZO§2+1 :
Dé dang kiém tra ring ban kinh hoi tu Ry ctia chudi nay bang |1 — zo|. Néu
diém zp khong nam trén doan [0,1] thi Ry = |1 — 20| > 1 — |20/, nghia 1a Ry
16m hon khoang céch tir 2o dén dwomg tron 9S(0). Do d6, hinh tron hoi tu
S(z0) = {|z — 20| < Ro} vwot ra khdi giéi han cta dwong tron 05(0). Trong

hinh tron S(zo) chudi trén day xéc dinh ham chinh hinh fy(z) = va

1—=2
fa(2) = fi(z), z€ S5(0)NS(z).

Nhuw vay fo(2) 1a thdc trién gidi tich ctia fi tir S(0) vao S(zp). Vi Ry = |1— 20|
bang khoang cich tir diém 1 dén diém 2o nén véi moi vi trf cia 2 trong S(0)
bién 05(z) déu phai di qua diém z = 1.

Bay gitr ta ldy diém 21 # 20, 21 € {2 — 20| < |1 — 20|} 1am tam v lai thu
dwoc khai trién
D

1-— 21)n+1

n=0
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1

1—z
tring v4i ham f; va fy trong céc phan chung ctia S(z1) v6i mién xdc dinh

hoi tu trong hinh tron S(z1) = {|z — 21| < |1 — 21|} dén ham f3(2) =

clia ham f; va fo. Do d6 f3(2) 1a thac trién gidi tich ctia f; ra mien S(z;) =
{lz — z1],]1 — 21|}. Vé&i moi vi trf ctia diém 2; bién ctia hinh tron S(z;) déu
phai di qua diém z = 1.

Béng cach 18p lai qud trinh d6, ta thu dwoc théc trién giai tich ham f(z)

ra toan mit phang trir diém z = 1. Nhw vay ham

1a théc trién gidi tich cta fi(z) tit hinh tron don vi ra mién D = C )\ {1}.

Nhan zét 5.1.1. 1. Ve mat ly thuyét, phwong phdp thic trién cia Wreier-
strass tién loi trong moi trueong hop. Nhung trong cdc bai todan cu thé, viéc
ap dung phwong phap dé gip rat nhiéu khé khan bdi tinh phite tap cta né.

2. Qué trinh théc trién gidi tich dwoc trinh bay trén day 1a co s& cta ly
thuyét ham s6 diroc Weierstrass dwa ra, trong d6 Weierstrass da 1dy chudi
luy thita lam neén tang dé dinh nghia ham gii tich ma ta sé trinh bay trong

muc saul.

5.1.4 Ham khéng cho phép thac trién gidi tich

Tuy phan 1ém céc chudi luy thira thong thwong déu cho phép théc trién gidi
tich ra khoi gi¢i han ctia hinh tron hoi tu dau tién nho cdc chudi Taylor,
nhuwng khong nén nghi rang déi véi moi chudi luy thira phép théc trién giai
tich deu luon ludn thwe hién dwoc. Weierstrass, nguoi dau tién dwa ra dinh
nghia thac trién giai tich, da ching té bang vi du rang ton tai nhitng phan
tir chinh tac ma moi diém bién cia hinh tron héi tu déu la diém bt thwong,
nghia 13 bién cia hinh tron hoi tu 14 mot dwong bat thwong.

Ta xét chudi

fR)=1+z+2+20+ 42"+ ... (5-3)
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Dé dang thdy rang ban kinh hoi tu ctia chudi (5.3) 14 bang 1. Do d6 trén
dwomg tron don vi ¢6 it nhit mot diém bat thwomg clia ham f(2).

Néu dan dén diém z = 1 tir phia trong thi moi sd hang ctia chuéi (5.3)
déu dan dén 1, con tong ctia né thi dan dén co. T d6 suy rang z = 1 1a
diém bt thwong cta (z).

Trén moi cung bé tiy ¥ ctia dwomg tron {|z| = 1} déu ton tai nhitng diém

c6 acgumen bang 27 nhan v4i mot s6 hitu ty nao dé. Ta dit

;m
z=re™n, r<l
m,n € Z. Khi dé
! ! im(n—1)! !
P ,rn.€27rzm(n n o
n+1) _ n\n+1l __ n"\n+1 __ . (n+1)!
Z(EDE = (prhyndl — (priyntl — (D

Tir d6 c6 thé viét chudi (5.3) dwdi dang
f2)= (0 +z+22 4 2070 gt D

Khi r — 1, biéu thitc trong dau ngoac

1+ 2+ 20070

dan dén mot gidi han nao dé, con phan dw dan dén co. Dieu dé chimg td
rang cac diém dang z = e*™% déu la diém bat thwong ctia ham f(z). Vi tap
hop céc diém z = e*™%, m,n € Z lap nén tap hop trit mat khip noi trén
dwong tron {|z| = 1} va vi tap hop cdc diém bat thwong 1a déng nén moi
diém thuoc dwong tron don vi déu 1 diém bat thwong ciia ham f(z).

Trong trwomg hop nay ham f(z) hoan toan khong thé thac trién dén diém
z ndm ngoai dwomg tron {|z| = 1} va mot ham nhw vay dwoc goi 1a ham
khong thac trién dwoc, con dwrong tron {|z| = 1} dwoc goi 1a bién tuw nhién

cta ham.
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5.2 Cac phuwong phap khac

Néu théc trién giai tich ctia mot ham ton tai thi thac trién dé cé thé xay
dung bdi mot xich cdc mién tron nhw da mo td trong muc truwde. Nhwng
khdi niém nay con chwa hoan toan tién loi dé thu dwoc mot biéu twong ro
rang ve dic tinh da tri xuat hién trong théc trién gidi tich. Khéi niém cé
hiéu lwe nhat dé dat dwoc muc dich d6 1a khai niém théc trién giai tich theo

tuyén.

5.2.1 Théc trién giai tich theo tuyén

Khong han ché tong quét, ta cé thé gid thiét rang moi tuyén dang xét déu
dwge tham s6 héa trén doan I = [0, 1].
Théc trién gii tich theo tuyén dwoc dinh nghia nhw sau.
Pinh nghia 5.2.1. Gia sit cho tuyén
v: 1 —C
véi diém dau a = v(0) va diém cudi b = (1), va phan ti chinh tac
f(2) = fo(2) =D an(z = (0)"
n=0
véi tam y(0) = a tai diém dau ctia tuyén . Ta néi rang phan tit chinh tac
fo thdc trién gidi tich dwoc theo tuyén néu
1. ton tai ho cdc phan ti chinh tac
) = Frn(z) =D an(z —y(1)", tel
n=0
véi tam tai diém a; = (t) va ban kinh hoi tu Ry = R(y(t)) # 0 (nghia 1a
moi gid tri ¢ € I déu twong tng véi phan ti chinh tac f;);
2. néu u(ty) C [0,1] 13 1an can lién thong cia diém ¢y € I ma
V() € Sy(to)] = {lz = (to)l < Ry}, Vi € ulto)
thi véi t € u(to) bat ky, phan tir chinh tac f; 14 théc trién giai tich trwc tiép

clua f,.
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Trong trwong hop fy thac trién dwoc theo tuyén thi ta néi rang phan ti
chinh tdc f; = f,q) clia ho trén (v6i tam tai diem cudi b = (1) cta tuyén)
thu dwoc tir fo bang théc trién gidi tich theo . Ngwoc lai, phan tit chinh
tac fo thu dwoc tir f; bang théc trién gidi tich theo tuyén v~.

Théc trién gidi tich theo tuyén cé thé xem nhw trirdong hop gidi han cia
théc trién gidi tich theo mot xich mieén: thay cho xich hitu han céc mien va,
ham chinh hinh trong cic mién tirong ttng dé, ta sé 1dy mot ho lién tuc céc
ham vd mien. Ve sau ta sé thay rang théc trién gidi tich theo tuyén luon
luén c6 thé dwa ve théc trién gidi tich theo mot xich cdc hinh tron.

Bay gio ta chuyén sang xét mot s6 tinh chat clia théc trién gidi tich theo

tuyén.

Pinh 1y 5.2.1. Bdn kinh héi tu R(a) cia chuoi f.(z) hodc dong nhdt bang

v cung, hodc la ham lién tuc cua tam a.
Chitng minh. Gid sit R(a) < oo ddi véi tg nao d6, ag = y(ty). Ta lay t; sao
cho diém ~(¢;) nam trong hinh tron hoi tu ctia phan tit chinh tac fi,(2) va

Rfao) .
2

[v(to) — y(t1)| <

Khi d6 badn kinh hoi tu ctia chudi f,(z) khong bé hon khoang céach tir
v(t1) dén bién cia hinh tron hoi tu fi,(2). Do d6

Rly(t1)] = Rly(to)] — [v(to) — (1)l

Diém 7(tp) ndm trong hinh tron hoi tu ctia f;,(2) nén

Rly(to)] = R[y(t1)] — [v(to) — (1)l

Nhw vay

[R(v(to)) — R(v(t1))| < [7(to) — ()]

va tir d6 suy ra két luan cia dinh ly. O
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Dinh ly 5.2.2. Phép thdc trién gidi tich phan ti chinh tdc cho truéc theo
tuyén ~y luon luon dan dén mot phan ti chinh tac P, duy nhdt khong phu

thuéc vao cdch chon ho cdc phan tit thuc hién thdc trién.

Chatng minh. That vay, gid stt P, va @, 1a hai théc trién clia cling mot phan
tit Py = Qo doc theo tuyén v. Néu E = {t € J: P, = Q,} thi F ¢6 céc tinh
chat sau day

a) E£Dvidiemt=0¢€ E;

b) E 1a tap hop md. That vay, véi ty bat ky ca hai chuoi P, va Qy, deu

hoi tu trong hinh tron

|2 = 7(to)| < £(to),

trong d6 () bang ban kinh bé nhat trong hai ban kinh hoi tu. Ton tai s6
d = d(to) > 0 sao cho

[7(to) — ()| < e(to), Vte{[t—to] <},

cho nén P, va Q; 1a théc trién gidi tich trire tiép twong tng clia Py, va Qy,
khi [t — to| < 6. Néu tg € E thi P,, = Qy, va cdc théc trién gidi tich truc
tiép cta ching P va @Q; cing tring nhau. Nhw vay ¢t € E néu |t — to| < 4.
Tinh m& cua E dwoc chitng minh.

c¢) E 1a tap hop déng. Gia st ¢y 14 diém giéi han ctia E. Khi d6 ton tai
t; € E sao cho

|t1 — t0| < 5(t0)

va P, = Q. Nhung hinh tron hdi tu cia ba chuoi P,, P, va Qy, giao
nhau va trong giao d6 tong ctia ba chudi tring nhau. Nhw vay P, = Qy, va
to € b.

Tt ba tinh chit trén day suy ra £ = J va nhw vay P, = Q; véi moi
teJ. Dods P = Q. O

Dinh 1y 5.2.3. Phép thdc trién gidi tich phan ti Py doc theo tuyén v luon
luén cé thé thay bang phép thdc trién gidi tich theo mét xich hitu han cdc

hinh tron.
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Chitng minh. Vi bén kinh hoi tu R(y(¢)) 1a ham lién tuc dwong cia y(t) nén
R(v(t)) 2 >0 véimoit e J. Tachon day cdc gid tri 0 =tg <t < -+ <
t, = 1 sao cho

[y (tien) = v(t) <6, 0<j<n-—1.

Khi d6 cac hinh tron S; = {|z —v(¢;)| < R(y(¢;))], 0 < j < n—1lap
nén mot xich htru han céc hinh tron, con céc phan t& Ry, Py, ..., P, 1ap nén

théc trién gidi tich theo xich cac hinh tron. U

Tiép theo, néu phan ti Py dwoc thic trién giai tich theo tuyén ~;, ndi
diém a véi diém b thi thac trién gidi tich Py doc theo tuyén bat ky khéc cling

noi a véi b va di gan 7 sé dan dén mot phan tir duy nhat P;. Cu thé ta cé

Dinh ly 5.2.4. Gid s 0 la gid tri cuc tiéu cia bdn kinh hoi tu R(y(t)) cia
phan t chinh tdc P, trén v. Gid st vy : 2z = 1 (t), t € J, la tuyén bdt ky
khdc thda man dicu kién

71(0) =7(0) =a, m(1) =~(1) =b,
)
i) =0 < 2.
Khi dé néu Q, la phan té thu dwoc tie Py = Qo bang thdc trién gidi tich theo

71 thi

P =Qh.

Chitng minh. Ta xét day diém 0 = ¢ty < --- < t, = 1 thoéa man diéu kién
|y(t) — ~v(tic1)| < g véi moi t € [ti_1,t;] 0 <i < n. Khidé phép thic trién
Py thanh P; c6 thé thuc hién theo xich hitu han cac théc trién trwc tiép.

Gid st L; 1a doan thang ndi v(t;) v6i y1(t;). Ta xét thac trien Py, tir diém
a dén diém v(t;). Phép théc trién nay cé thé thire hién:

a) theo tuyén v tir diém a dén diém ~(t;); va

b) theo tuyén hop gom doan clia v, tir diém a dén diém ~; (t;) va L] ti
y1(t1) dén (t1).
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C4 hai théc trién trén cing dwra dén mot phan tit P, vi d6 1a hai théc
trién xdy ra trong hinh tron hoi tu ctia phan tit chinh tic Py = Q.

Bay gio ta thic trién tiép tuc B, tir diém ~(¢;) dén diém v(t3). Phép
théc trién ndy cé thé thue hién:

a) doc theo v tir diém ~(¢;) dén (t2) va thu dwoc phan tit P,;

b) hodc theo tuyén hop gom doan L;, doan cta v tir diém v,(¢;) dén
diém v, (t2) va Ly tir 1 (t2) dén y(t9) va ciing thu dwoc phan tit P, (vi trong
phép théc trién nay, ta khong ra khdi hinh tron hoi tu cta B,).

Ta nhan xét rang trong théc trién Py tir a dén y(t;) ta da thac trién theo
L, lién tiép theo hai hwéng ngwoc nhau, nén két qua sé khong doi néu ta bo
qua L;. Nhw vay, ta da thac trién doc theo hai tuyén:

a) tuyén tir a dén ~y(t2) doc theo 7; va

b) tuyén tir a dén ~y; (t2) va sau d6 tir 1 (t2) dén y(¢2) theo Ly, va da dwa
dén mot két qua 14 phan ti chinh tic B,.

Tiép tuc qua trinh dé, sau mot s6 hitu han buédc ta sé dén diém b va thu
dwoe P, = Q1. O

Dé két thiic viéc nghién citu céc tinh chat clia théac trién theo tuyén, ta
chitng minh tinh bat bién ctia théc trién theo céc tuyén dong luan. Dinh ly
dé cé ¥ nghia cuc ky quan trong déi véi Iy thuyét cdc ham da tri ma ta sé

thay ro trong muc sau.
Pinh Iy 5.2.5. Gid si
Yo =), ted m=mn), tel

la nhitng tuyén cé dau mait chung dong ludn véi nhau va gid s phan ti

chinh tdac P thdc trién gidi tich dwoc doc theo tuyén bat ky
Y = Yult), uweJ

thwee hién phép dong luan (yo ~ 1) dy. Khi do, cdc két qud cia thdc trién

phan tit P theo vy va 1 la trung nhau.
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Chitng minh. Theo dinh nghia phép dong luan va dieu kién cta dinh 1y ton
tai ho cdc tuyén 7, = v, (t), 0 < u < 1 phu thudc lién tuc vao u sao cho

a) moi tuyén 7, déu cé chung diém dau va diém cudi;

b) tuyén v, trung véi g khi w = 0 va trang véi v khi u = 1;

c) théc trién gidi tich phan ti¢ P theo moi tuyén 7, déu c6 thé thwe hién
duoc.

Dé don gidn céch 1y luan, ta tam goi hai tuyén véi cdc dau miit chung 1a
twong dwong néu két qua ctia thac trién theo cdc tuyén dé 1a nhw nhau. Ta,
can chitng minh rang moi tuyén v,, 0 < v < 1 déu twrong dwong véi nhau.

T dinh 1y 5.2.4 ta suy ra rang véi v > 0 di bé, céc tuyén v, déu tirong
dwong véi vp. Ta ky hiéu v* 1a can dwdi ding cta cac gid tri u, 0 < u < 1
ma tuyén vy, khong twong dwong véi tuyén 7y (néu nhirng gid tri u ay ton
tail).

Tir Iy luan vira néu suy ra rang «* > 0. Mot mat, tuyén -y, khong thé
twong dwong véi tuyén 7y, va mat khéac 7, khong thé khong twong dirong
vGi g, vi theo dinh 1y 5.2.4 moi tuyén 7, véi u di gan u* déu cé mot tinh
chat hét nhw ctia 7,-. Nhung diéu d6 khong thé xdy ra theo dinh nghia s6
u*. Do d6 s6 u* khong ton tai va moi tuyén v, 0 < v < 1 déu twong dwong

v&i nhau. Tir d6 suy ra két luan cta dinh 1y. 0O

Nhéan xét 5.2.1. Néu du chi doc theo mot trong cdc tuyén -, thuce hién phép
dong luan 7y ~ 7, phan tit P khong thé théc trién dwoc thi két qua cta thic

trién phan ti P doc theo v va 7 ¢6 thé khac nhau.

That vay ta xét mra trén vy dwomg tron don vi va nira dwdi ;1 ctia né.
Gid stt f(2) = /z. Ta xét két qud ctia thac trién f doc theo vp va 71 tir
diém 1 dén diém —1. Hién nhién vy ~ 71 v phép dong luan nay c6 thé thuec
hién nho ho cdc cung tron v,, 0 < u < 1 di qua hai diém £1. Gia st dé xdc
dinh ta ky hi¢u

v1 =[-1,+1] C R.

o=

~ N N ’ ~ s’ oA 1 N N
Hién nhien ham f c¢6 thé thac trien doc theo ~,, u # 3" Ham f khong
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thé théc trién gidi tich theo tuyén 7 Vi
f'(z) = 0o khi z — 0 € [—1,+1].
TAt nhién tai diém —1 ta c6

f():’i\/'l_":’l', flz—z\/')_“:—z’

trong d6 fy 14 két qua cia thac trien ham f theo v con f; 1a két qua cta

thac trién ham f theo ;.

5.2.2 Théc trién doi xing

Dé xay dung mot cach thue tién phép thac trién giai tich ham chinh hinh cho
trude, thong thwdmg nguwdi ta sit dung nguyén ly doi xitng ctla Riemann va
Schwartz. D6 1a mot trwong hop riéng ciia théc trién gidi tich cé lién quan
t&i anh xa bao gide. Nguyén 1y nay sé dira dén nhitng trirdng hop riéng quan
trong thwong gap trong ttng dung, dong thoi né cing dwa dén viec xay dung

z N ’ oA « 9. ,
c6 hiéu lwre théc trien giai tich.

Dinh ly 5.2.6. (Riemann - Schwartz) Gid st ham f(z) chinh hinh trong
mién D ¢d bién Jordan 0D chita doan thang § C R cta truc thwe va DND* =
0, trong dé D* la mién dor zitng véi D qua truc thwe. Gid st ham f lién
tuc dén tan & va trén doan thang 6 ham f(z) nhan gid tri thwe. Khi dé ham
f dwoc thdc trién gidi tich qua doan § vao mién D* va phép thdc trién dé

dwoc cho boi cong thitc

f(z), ze€DUJ,
ﬁ, z € D*.

Chatng minh. Trwédce hét ta nhan xét rang ham thu dwoc trong théc trién 1a
duy nhét, do tinh chat duy nhat cia thic trién giai tich.
Ta chitng minh rang ham

9(z) = f(z), =zeD"
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chinh hinh trong D*. Ta c6

gz +A2) —g(z) _ fE+A2) - f(Z)

Az Az
[f(3+A_i)— @)
Az

Vizvaz+Aze D" nénz z+ Az e D vado ds

lim g(Z + AZ) B g(’Z) _ f’(E).

z—0 AZ

Nhw vay ham g(z) chinh hinh trong D*.
Béy gi¢ ta chitng minh rang ham h(z) lién tuc trong mién D U § U D*.
That vay, tit tinh lién tuc ctia ham f dén tan § suy ra

lim f(z) = f(z), x€0o

zZ—X
va twr do ta cd

lim g(2) = lim 77 = (@),

tirc 14 ham g(z) clng lién tuc dén tan §. Vi

theo diéu kién cta dinh 1y nén

g(z)‘zeé = f(z>‘z€6

Nhw vay ham h(z) lién tuc trong D U 6 U D*, chinh hinh tai moi diém
cia D va D*. Tir dinh 1y 11.3 va dinh Iy Morera suy ra rang ham h(z) chinh
hinh trong D Ud U D* va la théc trién gidi tich ctia ham f(2). O

Ta nhan xét rang tai cdc diém cia D U J U D* déi xitng véi nhau qua
truc thuc ham f(z) nhan cdc gid tri lién hop phitc. D6 cang la nguyén do

dé nguwoi ta goi dinh 1y 5.2.6 1a “nguyén ly déi ximg”.
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Bay git ta trinh bay mot s6 vi du 4p dung nguyén ly déi xiing dé tim

anh xa bao giac.

Vi du 1. Anh xamién Dy = C\ {[~3i, +3i]U[—4, +00)} 1én mta mit phing
trén D} = {Imw > 0}.

Gidi. Ta nhan xét rang ca hai mién Dy va D da cho déu ¢é tinh chét
doi xitng: mién Dy ¢6 truc déi xing 1a truc thwe, con mién Dj ¢6 truc doi
xttng 1a truc 4o. Do d6, dé c6 4nh xa can tim ta ké nhat cat phu (dwong
cham cham) theo truc thyc va xét nira trén ctia mién Dy, ké nhdt cat phu
theo truc 4o trong mit phang w (dwomg chdm chdm) va xét géc phan tw thir
nhat D* cta D (hinh V.2).

Hinh V.2

Ta can tim énh xa D(z) lén D* sao cho phan bién phu [—oo, —4] dwoc
4nh xa lén phan dwong cta truc 4o, con phan bién ABC D, dwoc 4nh xa
lén phan dwong truc thie.

1. Dau tién ta dung anh xa z; = 2? d4nh xa mién D(z) lén toan bo mét
phang v&i nhét cat [—9, +oo) C R, trong dé bo trén ctia nhat cat twong
trng vGi phan bién C' Dy, con doan by dwdi [—9, +16] twong ting véi phan
bién CBA, doan ctia bo dwdi di tir 16 dén oo twong tng véi phan bién phu
(—o0, —4].

2. Tiép theo ta st dung ham

Z9 = \/Z2+9

dnh xa mién vira thu dirgc 1én niva mét phang trén, trong dé doan [—oo, —5]

14 phan bién phu va phan con lai - doan [—5, 00) - 14 &nh ctia bién mién D.
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3. Anh xa

z3=V2+5=15+V22+9

sé bién mta mat phang vira thu dwoc thanh géc phan tw thit nhat, trong dé
ban truc RT twong ttng v&i bién ctia D, con phan dwong cta truc do twong
tng véi phan bién phu.

Ap dung nguyén ly déi xing cho doan (—oo, —4) ta suy ra riing ham
w =23 = V5+v22+9 cling v6i thdc trién ctia né xudng nira mit phang
duwdi (qua doan (—oo, —4) anh xa mién Dy 1én nita mat phang trén.

Vi du 2. Tim dnh xa phan trong hinh tron don vi D lén phan ngoai ctia
“hinh sao” D*:

2k
{w gl,argw:—w, k=0,1,2,...,n—1}.
n

L. oA N . x 7 L7 . 7 z ~
Gidi. Hién nhién cA mién D lan D* déu c6 tinh chat doi xitng. Do dé6, dé

c6 4nh xa can tim ta chi can xét 4nh xa hinh quat
2
Dy = {|z| <l,0<argz < —},
n
lén hinh quat

2
D* = {|w| < 00,0 <argw < —W},
n

2 " .
trong d6 cung tron AB = <O,—7T) bién thanh hai doan thang {|w| <
n

2
l,argw = 0} va {|w| < l,argw = —W} (hinh V.3)
n
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Hinh V.3

Ta vé cdc nhét cit phu theo céc ban kinh OA va OB va xét hinh quat Dy
trong mat phang z; ta vé cdc nhat cit phu A’co va B'oo trong mit phang
w va xét hinh quat D*. Ta sé tim anh xa hinh quat Dy lén Df sao cho cung
AB dwoc anh xa lén hai doan thang B'O’ U’ A, cac nhét cit phu dwoc d4nh
xa lén céc doan thang A’co va B'oo.

Ta thwe hién cac anh xa trung gian sau:

1. Anh xa z; = 2" anh xa hinh quat Dy lén hinh tron don vi v&i nhat
cat phu [0, 1].

2. Ham Jukovski

(2+3)
29 = =\ %2 —
2 2 ! Z1

dnh xa mien vira thu dwoc lén toan bo mat phang trir nhét cit [—1, +oc],
trong d6 nhat cit [1, +o0] 1a nhét cit phu (d6 1a nhitng diém trong!). Ta ky
hiéu mién anh 1& D(zz).

3. Ham

_22+1
2

z3

dnh xa mién D(z;) lén toan bo mit phang véi nhat cit [0, +o0), trong d6
nhét cat [+1,00) 1a nhét cat phu.

4. Ham 2z, = /z3 cho ta nira mat phang trén, trong dé nhét cit phu
chuyén thanh doan thing di tir —1 dén +1 qua oo.

5. Ham

w= Y2

s¢ anh xa mién thu dwoc trong mit phang z4 1én hinh quat Dj. Tiép do,
bang phwrong phép 1y luan twrong tiw nhw trong vi du trwde ta sé thu dwoc

anh xa can tim.
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5.3 Ham giai tich dua

Khai niém théc trién gidi tich da trinh bay trong cdc muc trirde 1a mot khai
niém cwe ky quan trong. N6 cho phép ta khai quét hdéa khai niém ham chinh
hinh, di dén kh&i niém ham gidi tich.

5.3.1 Khai niém ham giai tich da

Bay gio ta c6 thé phat bicu dinh nghia sau diy ctia Weierstrass vé ham gidi
tich.

Pinh nghia 5.3.1. Gii st tai diém a cho phan tit chinh tac f,(z) véi tam
tai diém z = a. Ta thdc trién gidi tich phan t& f,(2) da cho theo moi tuyén
bat dau tir tAm a ctia phan tir ma trén moi tuyén phép thac trién ay cé thé
thue hién dwoc. Tap hop F moi phan tir thu dwoc tir f,(z) trong két qua

. s o A . S \ - ). ’
ctia moi théc trien dwoc goi la ham giadi tich di.

Hién nhién khéi niém ham giai tich da dwoc dinh nghia & day khong phu
thudc vao viéc chon phan tit chinh tac dau tién. That vay, gia st fi(2) 1a
phan tir bat ky thudc ham giai tich F(z) xdc dinh bdi f,(2). Khi d6 f,(2)
thu dwoc tir f,(z) bang thic trién gidi tich theo tuyén . Nhung chinh f,(2)
lai thu dwoc tir f,(2) bang thac trién gidi tich theo tuyén v~. Néu f.(z) 1a
phan tit tiy ¥ thu dwoc tir f,(2) bang théc trién theo tuyén \ thi f.(z) cling
thu dwoc tir f5(2) bing théc trién gidi tich theo tuyén hop v~ U .

Hai ham gidi tich dwoc xem 14 bang nhau néu ching c¢é it nhat mot phan
ti¢ chung. Tir dinh 1y 5.2.2 ta két luan rang khi d6 moi phan tit twong tng
ctia chiing déu bang nhau.

Ta co

Dinh ly 5.3.1. Gid s F(z) la mdt ham giai tich di va Dg la hop moi hinh
tron hoi tu ciia moi phan tit chinh tac thuoe F. Khi d6 Dr la mot mién (goi

la mién ton tai theo nghia Weierstrass cia ham gidi tich F ).

Chatng manh. 1. Hién nhién Dy 1a tap hop mo.
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2. Ta can chitng minh Dpg 1a tap hop lién thong. Gia sit 29 € S(20),
f2(2) € F va z* € S(2%), f.-(2) € F. Theo dinh nghia, ton tai mot xich néi

fzo VOI for
Jagsooos fou = for
Vi f., , va f., 1a thdc trién giai tich tryc tiép cta nhau nén
S(zj—1) N S(z) = b1, # 0.

j=0,1,....,n—1. Gid st & € §;_1; va ; 1a tuyén thude S(z;) va ndi &;

voi €1, j = 1,2,...,n — 1. Khi d6, bang cdch ndi zy véi & bdi tuyén lién
tuc o trong S(2g), ..., néi &, véi z* bdi tuyén lién tuc 7, C S(z,) ta thu

dwoc tuyén
Y=%UnU---Uy CDr
noi zp véi z*. Dieu dé chitng té Dp 14 tap hop lién thong. O

Ham giai tich dwoc dinh nghia & day khong phai 1a ham theo nghia thong
thwong clia tir vi moi gid tri 2z cho trwée khong nhat thiét phai twong tng
véi mot gid tri cia ham ma cé thé twong tng véi mot s6, va tham chi 1a véi
vO 50 gid tri cia ham. Diéu can lwu ¥ & day 1a: néi chung, phan tir chinh

tac sé sinh ra ham giai tich da tri.

Nhén xét 5.3.1. 1. Néu ta cho mot phan tir f,(2) tai diém a € C nao dé thi
hién nhién phan ti nay sé xac dinh mot tap hop K nao dé cac tuyén v nam
trong C va déu xudt phéat tir diém a ma trén nhitng tuyén dé cé thé thic
trién gidi tich phan ti f,(z). Ham gii tich sinh bdi phan ti f,(z) sé dwoc
xéc dinh d6i véi moi tuyén v C K. Do d6 ta cé thé xem gid tri tai diém cudi
clia tuyén v trong thdc trién giai tich phan t dau tién f,(2) theo v la gid
tri ctia ham giai tich twong tng véi tuyén v C K.

2. Tir s phan tich trén ta thiy rang Weierstrass da 14y chuoi luy thira
dé 1am cong cu xudt phét trong khi dinh nghia ham gidi tich. Tinh wu viét

ctia dinh nghia Weierstrass 1a & cho dinh nghia d6 mang tinh chat kién thiét
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khd ré rét. Tuy nhién trong viéc xay dung ly thuyét ham theo quan diém
Weierstrass, mot s6 chitng minh da té ra khé khan hon so véi phwong phép
ctia Cauchy. Nhung mat khac, véi phwong phép ciua Cauchy ta da thu dwoc
khd it i khi chwrra tim dwoc nhitng ham thda man céc dieu kién di dé mot
ham 1a chinh hinh. Ta cling da tim dwoc la: cdc ham chinh hinh téng quét
nhat déu cé thé khai trién thanh chudi luy thira; v do d6 ci hai quan diém
nay hoan toan twong dwong véi nhau. Dieu dé chimg td, dé xay dung ly

thuyét mot céch tron ven ta can dén ca hai phwong phdp (xem 4.1.5).

5.3.2 Mot vai vi du

Bay gio ta xét mot vai vi du quan trong nhat vé cdc ham giai tich. Ta sé
khong dirng lai khao sdt mot cach chi tiét, ma chi phac hoa viéc dinh nghia

cing mot s6 tinh chat cia cdc ham &y.

Vi du 1. Déi véi cée gid tri phike z, ham In z dwge dinh nghia mot cdch tw
nhién nhw 13 thac trién gidi tich ctia Inz. Ham Inz dwoc khai trién thanh

chudi Taylor dang

(-1
Inx = —-1)| = —(z—1)". .
ne=h{l+@-1)]=)_ S—(z—1) (5.4)
n=1
Chudi nay hoéi tu trong khoang (0,2) C R. Theo dinh Iy Abel, chuo6i nay hoi
tu cd déi voi cée gid tri phite trong hinh tron S(1) = {]z — 1| < 1} va vi thé,

ta c6 thé xét chudi (5.4) véi z phire, nghia 1a xét ham

n—1
= ey (5.5)
n>1

Chudi (5.5) hoi tu trong hinh tron S(1) va do d6 ham f;(z) chinh hinh trong
S(1) va fi(z) = Inz khi 0 < 2 < 2. Do d6 ham f(z) 14 thac trién gidi tich

(duy nhat!) cta ham Inz tr khoang 0 < x < 2 vao hinh tron S(1).
Béy gio néu lay fi(z) lam phan tir chinh tac dau tién va thwe hién moi
thac trién gidi tich phan tit d6 (dwoc cho tai diém z = 1) ta sé thu dwoc ham

giai tich In z.



394 Chwong 5. Ham d a tri va dién Riemann

Vi du 2. Ta xét ham luy thira tong quat
w=2z2" aeC.
Véi x thue va dwong va véi a 1a mot s6 thwe ¢6 dinh ta ¢6 cong thire
a _ palnz

Tr =e€

Ta mé& rong cong thire nay cho trieomg hop z € C va a ¢6 dinh thudc C bang
cach dat

O day, ta c6 thé 1dy phan ti chinh tic dau tien 1a
n(z) = e

tai diém 2z = 1, trong d6 fi(z) 14 phan tit dau tién ctia ham Inz tai diém
z=1. Khi do6

)= () (z— 1), (5.6)

That vay, ta cé

dn

dn
%91(2)

dn
= g (@)

r=1 dz™

T hé thitc nay va cong thirc Taylor

) 20
gz =D

n
n=0

ta suy ra (5.6).
Nhw vay, ham luy thira tong quat 1a ham giai tich.
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Ta sé phan biét bén trwomg hop sau day.
1. a € Z. Trong trwong hop ndy ham w = 2® chinh hinh trong C néu
a > 0 va trong C\ {0} néu a < 0.
2.a€Q (a= P13 6 hitu ty). Trong trirdng hop nay moi gid tri z # 0,
q
00 sé twong tng vl g gid tri khdc nhau cta m.

That vay, dat z = re'¥, ta ¢

alnzx a

lw| =e =,

Or = ap + 2kma.
Khik=0,1,...,9g—1tacé

Oy = ayp,
01 = ap + ‘2—927r,
q

%4=aw+§@—1ﬂm

con khi k£ > ¢ thi cdc gid tri 6, khdc céc gid tri trén diy mot s6 hang boi

nguyén cua 2. Do d6

Y
24 = /2P .

3. ala so vo ty. Trong trwedmg hop nay doi vai cde gid tri 0, = ap + 2kwa
sé khong cé nhitng gid tri khac nhau mot boi nguyén ctia 2. That vay, néu
kl,kg cZ vak; 7£ ko ma

2kyma — 2kyma = 2mn, n € 7

thi ta cé

. n
ok — ko

a

€ Q.

Dieu nay trai véi gia thiét rang a 1a s6 vo ty.
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Do d6 khi a 1a s6 vO ty, moi gid tri z # 0, oo sé twong tng véi mot tap
hop dém dwoc gid tri.

4. a = a+1i3, f # 0. Trong trrong hop nay w 1a ham cé vo s6 gid tri va

pr = |,w| — ealnr—ﬂ(gp+2k7r)’

0, = argw = alp + 2kn) + Blnr, k€ Z.

Tt hai hé thitc nay suy ra rang khi 2z # 0, co céc gid tri cia ham luy thira

tong quéat dwoc phan bé trén hé cic dwong tron

{|w| — ealnr—ﬂ(gp+2k7r)’ ke Z}

5.3.3 Tinh don tri va da tri.

Dinh 1y don tri (monodromie)

Gia st 2 = a* 1a mot diém thudc mieén ton tai Dp va f,,(z) 1a phan ti¢ chinh
tac dwoc cho tai ap. C6 hai kha niang sau day cé thé xay ra:

1. Théc trién gidi tich phan ti f,,(2) theo moi tuyén déu chi dan dén
mot va chi mot phan tir tai diém a*.

2. Phan tit tim dwoc tai a* trong théc trién theo mot tuyén khong tring
véi phan tir thu dwoc tai diém Ay nhung qua théc trién theo mot tuyén khéc.

Diéu vira trinh bay trén day da budc ta phai chia cdc ham giai tich thanh
hai 16p:

(I) 16p cdc ham thda man kha nang thit nhat dwgce goi 1a 16p cdc ham
don tri;

(IT) 16p cdc ham thoa man kha nang thit hai dwoc goi 1a 16p cac ham da
tra.

Tinh chat cia ham 1a don tri hay da tri 14 tinh chat toan cuc, nghia la
tinh chat dé khong xuat hién doi véi mot phan di bé ctia ham ay.

Ta xét ham giai tich F(z) sinh b&i phan tir f,(2) tai diém a. Gia st mién
D c Cvaa € D, va gid st phan ti f,(z) cho phép thic trién gidi tich theo
moi tuyén xuat phét tir @ va ndm trong D. Tap hop cédc phan tit thu dwoc

qua moi théc trién dé dwoc goi 1a ham gii tich F(2) trong mién D.
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Ta sé chitng minh rang khéi niém
“HAM GIAI TICH PON TRI”
va khéi niem
“HAM CHINH HINH”

14 hai khai niém dong nhat.

That vay, gid stt F(z) chinh hinh trong mién D. Tai mdi diém z, € D ta
cho phan tit f,,(z) ma cu thé 1a chinh ham F(z). Ta c¢6 dinh diém 2y € D
va phan tit f,(2) tai d6. Néu tuyén v ndi 2o véi z* va vy C D thi mot cach
hién nhién phan tit f,,(2) c6 thac trién gidi tich theo v va ta c6 thé 14y ham
F(z) lam phan tir chinh tac tai z*.

Béy gitr gid sit F'(z) giai tich dom tri trong D. Ta can chitng minh F'(2)
chinh hinh trong mieén d6. That viy, tai mo6i diém ctia mién D ta c6 ding
mot phan ti F(z) (vi néu tai mot diém nao dé ton tai hai phan tit khac
nhau thi ham da cho khong don tri!). Do d6 tai lan can clia moi diem thudce
mién D cdc gid tri cla ham F(2) trung voi cde gid tri cia mot phan tir (duy
nhat) nao d6. Vi vay ham F(z) chinh hinh tai moi diém ctia mién D.

Khé khan chi yéu khi khdo sat cdc ham da tri 1a viéc chon cdc gid tri
ctia ham tai mot diém cho trwée. Trong mot s6 treong hop, ham gii tich
c¢6 thé dirge xem nhw nhitng ham “théng thwomg” (don tri!). Ta c6 dinh Iy
cuc ky quan trong déi véi ly thuyét ham da tri sau diy - goi 1 dinh ly don

tri monodromie trwdmg hop riéng cua dinh 1y 5.2.5.

Pinh 1y 5.3.2. (dinh ly don tri). Gid st D C C la mién don lién va
fo(2) la ham chinh hinh tai diém zo € D nao dé. Gid st ham fo(z) cd thé
thdc trién gidi tich theo tuyén v C D bat ky (véi diém dau tai z) khong
veot khdi gidi han cia mién D. Khi dé ham gidi tich F(z) thu deoc qua

moi thdc trién dy cia ham fo(2) la ham chinh hinh trong D.

Chitng minh. Gia stt ham fy(z) 1a tong ctia chudi luy thira hoi tu trong hinh

tron S(zg). Gia st 2* 1a diém tuy y thuoec D. Vi mién D don lién nén hai
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tuyén o va 91 C D bat ky di tir 2y dén z* 1a dong luan v4i nhau. Tir diéu
kién ctia dinh 1y suy ra rang ham fy(2) c¢6 thé théc trién gidi tich theo tuyén
Yu, 0 < u < 1 bat ky thwe hién phép dong luan ay. Theo dinh 1y 5.2.5 moi
thac trién d6 deu dan dén mot va chi mot phan tit chinh tic tai diem z*.
Nhw vay, ham gidi tich xdc dinh trong mién D béi moi théc trién dé 14 ham
don tri trong D. Do d6 F(z) la ham chinh hinh. O

Nhdn zét 5.3.2. 1. Dinh 1y don tri cho ta sw giai thich quan trong vé nguyén
nhan ctia tinh da tri ¢é thé cé trong théc trién giai tich: tinh da tri c6 thé
ndy sinh khi vong quanh nhitng diém ma phép théc trién phan tit dau tién
khong thé thwe hién dwoc.

2. Véi cdc dieu kién cia dinh 1y 5.3.2, phan ti¢ chinh tic f,,(z) sé sinh
ra mot ham gidi tich trong mién D. Do d6, dinh 1y don tri con cé thé phat
biéu & mot dang khac nhw sau:

Ham gidi tich trong mién don lién la mot ham chinh hinh.

3. Néu dieu kién cta dinh 1y don tri khong dwoc thda man thi tai céc
diém z € D ham gidi tich c¢é thé nhan nhieu gid tri. Van dé can xem xét 1a
s6 céc gid tri, nghia 1 s6 phan ti tai diém z € D, ¢6 thé ¢6 14 bao nhiéu?

S6 cac phan tit khac nhau ciia ham gii tich tai mot diém cé thé 1a vo han.
Nhung ta cé

Dinh ly 5.3.3. (J. H. Poincare, V. Volterra). Ham gidi tich F(z) cd
thé cé khong qud mét tap hop dém dwoc cdc phan tit khdc nhau véi tam tai

- A . 7
diém co dinh cho trudec.

Chitng minh. Gid str ham gidi tich F(z) dwoc xde dinh bdi phan tir dau tién
fa(2), @ € Mp 1a diém tluy y. Theo dinh nghia, cdc phan tit khic nhau cta
ham gidi tich F(z) déu cé thé thu dwoce bing théc trién phan tir dau tién
theo mot tuyén nao dé. Theo dinh 1y 5.2.4 két qua ctia théc trién theo tuyén
sé khong thay doi néu ta bién dang tuyén dé di mot it. Do d6 ta luon luon
c6 thé xem théc trién gidi tich dwoc dién ra theo cdc dwong gap khic véi

dinh tai cdc diém cta mat phang cé toa do hitu ty. Tap hop céc dwong gip
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khiic d6 1a tap hop dém dwoc. Do dé tap hop cdc phan tir thu dwoc bang

théc trién theo cac dwong gap khic ay 1a dém dwoc. O

5.3.4 Nhéanh va phwong phap tach nhianh chinh hinh

Gia st cho ham giai tich F(z) dwoc sinh bdi phan ti dau tién f,(z). Ta lay
mot mien D ndo d6 chira diém a va xét cdc thic trién giai tich f,(z) khong
phai theo moi tuyén cé thé c6 di tir diém a ma chi theo nhitng tuyén nam
trong mién D. Két qua ctia moi théc trién d6 cho ta ham ®(z) khéc véi toan
bo ham gidi tich F(z) & cho 1a: mién xéc dinh cia ®(z) c6 phan hep hon.
Ham ®(2) nay dwoc goi 1a mot nhdnh ctia ham gidi tich F'(z) trong mién D.

Cu thé hon ta cé

Pinh nghia 5.3.2. Phan cia ham giai tich di F(z) dwoc xdc dinh bdi tap
hop céc phan tit thu dwrge bing théc trién gidi tich phan tit f,(2) theo cic
tuyén khong virot khoi gigi han ctia mién D cho truwde dirge goi 1a mot nhdnh

trong mién D ctia ham giai tich da F(z).

Ta nhan manh rang: nhanh ctia ham gidi tich trong mién D ciing nhw
ban than ham giai tich déu dwoce sinh bdi viée cho phan tir dau tién f,(2).

Do dé dinh nghia trén con cé thé dién dat nhw sau:

Tap hop con lién thong céc phan ti¢ clla mot ham giai tich dwoc goi 1a
mot nhéanh cua ham giai tich.

Nhénh ctia mot ham giai tich c6 thé 1a mot ham khong don tri clia z. Ve
sau ta chi xét cdc nhanh don tri ciia ham giai tich.

Vi ham giai tich dom tri trong mién D 1a chinh hinh trong mién d6 nén

ta co

Pinh nghia 5.3.3. Néu ham ®(z) giai tich trong mién D la don tri trong
mién dé thi ®(z) dwoc goi 1a mot nhdnh chinh hinh clia ham giai tich F(z)

(trong mién D).

Viéc tdch cdc nhdnh chinh hinh ctia ham gidi tich 13 mot phan rat quan

trong cia bai toan khao sat dac tinh da tri ctia ham giai tich d6. Dinh 1y don
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tri da chitng minh trong tiét truwde cho phép ta xay dung mot thuit todn
don gidn va tién loi dé “tdch = cat” ham gidi tich F(z) thanh céc nhanh
chinh hinh.

Noi dung thuat toan dé6 nhw sau

1. Ta vé nhirng nhat cit bién mién da lién D cé cap lién thong hiru han
thanh mién don lién D*.

2. Ta c6 dinh phan tit chinh tac

P(a) = {5(a); fa(2)}

tai diem a € D*.

3. Ap dung dinh 1y don tri, ta thu dwoc ham chinh hinh F.(z) € H(D*).

Ham vira thu dwoc 13 mot nhdnh chinh hinh ctia ham F(z). Hién nhién,
céc phan tit khac nhau tai diém a sé sinh ra cédc nhanh chinh hinh khéc nhau
ctia ham F(z). Tir d6 suy ra rang trong mién D* ham F(z) dwoc tdch thanh
nhtrmg nhénh chinh hinh.

Ta nhan xét rang cac nhat cat bién mién D thanh mién don lién D* ¢
thé 1ay theo cdc cdch khac nhau, do d6 ham giai tich ciing dwoc tdch thanh
nhénh chinh hinh theo nhitng cach khéc nhau.

Tuy nhién dinh 1y don tri khong cho phép ta giai quyét van de tach nhanh
chinh hinh ctia ham giai tich F'(z) trong mién da lién D.

Trong trwong hop chung, phwong phép tadch nhéanh chinh hinh dwoc tién
hanh theo “thu tuc” sau day:

Gia st f(2) 1a mot phan ti ndo d6 clia ham gidi tich F(2) tai diém zy € D
vd v C D la mot tuyén déng véi diem dau tai zp. Bang cach théc trién giai
tich ham f(2) theo tuyén v ta sé thu dwoc phan ti p(z,7) tai diém 2.

C6 hai kha nang sau day cé thé x4y ra

(I) Théc trién gidi tich phan tit f(z) theo moi tuyén déng v C D c6 thé
c6 voi diem dau tai zg s dan dén mot va chi mot phan ti f(2) tai diém 2.

Trong trwomg hop nay ton tai ham chinh hinh ¢(z) trong D sao cho
g(2) = f(2), v6i moi diém z clia 1an can diém zo.

(i) Théc trién giai tich phan ti¢ f(2) theo mot tuyén déng v C D nao
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d6 véi diém dau tai zo dan dén phan tir o(z,70):
o(z,7) # f(2)

tai diém zo.

Trong trwong hop nay ham giai tich F(z) khong cho phép tach nhénh
chinh hinh trong D.

D6 1a ndi dung “thu tuc” tach nhéanh chinh hinh trong triromg hop chung.

Dé 1am sang té diéu vira trinh bay, ta xét viéc tdch nhanh chinh hinh cta
cdc ham trong cdc vi du 2 va 3 cia muc 5.1.

Triréc hét ta xét ham w = /z. Hién nhién theo dinh 1y don tri, nhdnh
chinh hinh ctia ham ¥z c6 thé tach trong mién don lién bat ky khong chita
diém z = 0, co. Hon thé nita: Nhdnh ciia ham {/z c6 thé tdch trong mét

mién bat ki khong chita mot tuyén déng nao bao diém z = 0.

Chatng manh. That vay, khi vong quanh theo nhitng tuyén v bao diém z = 0
thi arg z thay déi mot boi nguyén ciia 2. Do d6 phép théc trién mot phan

tir nao d6 theo v c6 thé dan dén mot phan i khic. 0O

Trong moi mién théa man diéu kién ciia ménh dé vira chitng minh ta c6
thé tdch n nhanh chinh hinh ctia ham giéi tich F'(z) = {/z, méi nhdnh trong
s6 d6 & khac v6i nhénh kia bdi cde thira s6 e % va hoan toan dwoc dic
trung bdi viée chi ra mot mién ma trong dé ham xdc dinh va mot gia tri cia
ham tai mot diém ctia mien dé.

béi véi ham gii tich F(z) = Inz ta cing ¢6 ménh dé twong tu nhw &
trén: cu thé la:

Nhdnh ciia ham Inz cé thé tdach trong mién D bat ky khong chita mot

tuyén dong nao bao diém z = 0.

Chatng minh. That vy, néu tuyén déng v bao diém z = 0 thi khi vong quanh
theo v diém w = In z khong trd ve vi tri ban dau ctia né ma nhan mot vi trf
moi la

wél) = wo + 2.
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Vi du 3. Ta xét ham giai tich

w=+(z—a1)(z—as)...(z—ay)

a; #a;, 1,53=12,...,n, a; €C.

Moi gid tri z sé twwong tng véi hai gid tri w. Ta xét phan ti we(z) cho truwde
tai diém 2. Gia st y 1a tuyén déng Jordan véi diém dau z.

1. Tuyén v bao mot s6 1é céc diém a;. Trong triomg hop nay phép thic
trién wo(z) theo v dan dén gia tri we(z) tai diém zo.

2. Tuyén v bao mot s6 chan diém. Trong triomg hop nay phép théc trién
theo ~ sé di dén gia tri dau tién.

Ta sé chitng minh 1), con 2) dwoc chirng minh twong tw. Gia sit v bao
k diém ay,ag,. .., ay, k1a s 1é. Ta dat o; = arg(z —a;), i = 1,2,... .k, k+
1,...,n. Qua théc trién theo v, hién nhién ¢;, i = 1,2, ...,k sé nhan gia s6
1a 27; con ¢;, i = k+1,...,n khong nhan gia s6 nao. Do dé qua théc trién

theo v ta co

n—k lan
—N—
2k +04+0+---+0
Aargu = TR H0H0+--40
2m
k 1é tr d6 suy ra 1).

Bay gio gid st cac diém a;, i = 1,...,n dwoc ghép thanh céc cap:
la1, as], [as, as, ... va ky hiéu cdc nhdt cat gian don khong giao nhau ndi

a1 VOl as; ag voi ay; ... twong ing la

(a1, az), v(as,as),...

Néu n 1a s6 16 thi a,, khong dwoc phép thanh cap véi diém nao cd. Trong

treong hop nay ta ghép a, véi oo va thu dwoce ntl nhat cat. Trong mién

D =C\ {y(a1,as) U---U~x(a,,o0)} ca hai nhanh ctia w déu chinh hinh.
Néu n 1a s6 chin thi ta thu dwoc — nhét cét (a1, as),...,(an-1,a,) va

trong trwomg hop nay ham da cho dwoc tdch thanh hai nhdanh chinh hinh

trong D = C\ {v(a1,a2) U--- U (an_1,a,)}.
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Vi du 4. Ta chitng minh rang ham giai tich

1—=2

=1
w(z) NI

c6 thé tach thanh mot tap hop dém dwoc cdc nhanh chinh hinh trong mien
D=C\[-1,1].

Gia str wo(z) 14 phan tir dau tién ctia ham F(z) tai diém z va v C D 1a
tuyén déng Jordan véi diém dau zp. Sau khi théc trién ham wg(2) theo v ta
thu dwoc gid tri F(2o) bang

, 11—z
w(zp) = wo(z0) + 1A, arg T

bat p; = arg(1 — 2), po = arg(1 + 2); ta ¢

1—2_
1—|—,27S01 Y2

A, arg

C6 hai kha nang c6 thé xay ra

1. Poan [—1,1] nam trong 7. Trong trirdong hop nay ¢; = ps = 27. Do
dé 1 — @2 =0, w(z0) = wo(20) va f(z) = In %, z€D f(z0) =wo(z0) 1a
mot nhanh chinh hinh.

2. Poan [—1, +1] khong nam trong 7. Khi dé ¢; = @2 =0 = @1 — 2 =0
va f(z) =In %, z € D la nhanh chinh hinh.

Ham giai tich da cho c6 thé tach thanh tap hop dém dwoc cdc nhanh
chinh hinh. Céc nhédnh dé xéc dinh theo cong thire

1—=2 1—=2
f”(z>:1n’1+z}+iA7arg1 Z—i—iImwo—l—Qnm, n € 7,
, 1 - 20 4. .y ST 5 ~ . N N ~ Y
trong d6 wy = In = la gid tri co dinh cua logarit, con ~ la tuyeén nam
20

trong D noi zg v6i z.

— 1— a
Vidu 5. Gidst D =C\ [=1,+1] va f(2) = (HZ) , @ € R 1 nhénh
z

chinh hinh sao cho f(0+ ¢0) = 1. Tinh céc gia tri f(z) khi z € R.
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Khi 2z € D thi

1—2z|@

1+ 2

ip

f(2) = | L e=pi-en,

trong d6 1 = A, arg(l — 2), o = A, arg(1l + z), v 1a tuyén néi zo = 0 v6i
diém z € D.

Ta phan biéet cac trwrong hop sau day

1. 2=z € (—1,+1) va ndm & bd trén cta nhat cat (—1,+1). Trong

treong hop nay ¢1 = @2 = 0. Do d6

flz +1i0) = (1_37)& > 0.

1+
2. z =x > 1. Trong trwong hop nay ta cé
pr=—m, ¢2=0

va do do

o) = (E2d) e

rz+1
3.z=x<—1. Khidbé o1 =0, oo =7 va

fla) = (1) e

z+1

4. z =x € (=1,+1) vd z nim & bo dwdi clia nhat cat. Hién nhién trong

trwong hop nay
p1=—2m, @wy3=0

va do do

f(x —1i0) = G _T_ i)ae_’?m.

Vidu 6. Giasit D =C\ [~1,1] va f(z) la nhanh chinh hinh trong mién D

cua ham In 1 — 2 ma f(0+1i0) = 0. Tinh gid tri cua f(z) trén truc thwe va
z

truc ao.
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Tai moi diem z € D ta ¢

11—z
ENLEE/
f(z) S g +i(p1 — 2),

1 =Ajarg(l —z), @2 =A,arg(l+ 2),
trong d6 v C D 1a tuyén néi diém 0 nam & bo trén clia nhét cat véi diém 2.
1. Gid st 2 =2 € (—1,1) va ndm & bo trén cta nhdt cit. Khi do
Y1 = P2 = O Vé

1—=x

f(z +1i0) =1In

+x

2. Giastt z=2x>1. Khidb p; = —7, o3 =0 va

r—1
—1 —ir.
f(z) n- im
Néu z =2 < —1 thi ¢; =0, pp =7 va
r—1
=1 — 4.
f(z) N7

3. Gidstt 2 =z € (—1,1) vd nam & bo dwdi ctia nhdt cat. Khi dé

Y1 = —2m, o =0 va

— 2.

f(x—iO):ln1+x

4. Gia st z =iy, y > 0. Khi d6 o1 = —p9, po = arctgy va do d6 khi
y >0
fliy) = —2iarctgy,

(VI 1 —ay[ = [1+y]).

5.3.5 Khai niém vé diém bt thuong

Ta da gap khai niém diém bat thwong trong chwong triede. Néu nhw tai céc
diém bat thwong ma ta da gip trong chrong truée day tinh chinh hinh cta

ham bi phd v& mot cdch rdt don gidn: do ham khong lién tuc, thi & day



406 Chwong 5. Ham d a tri va dién Riemann

(xem ci muc tridce) ta sé gap loai diém bat thwromg ma tinh chinh hinh cta
ham bi phd v& do tinh da tri ctia ham tai lan can diém dé.
Ta sé trinh bay khai niém diém bat thwong trén co s& ly thuyét théc

trién giai tich.

Pinh nghia 5.3.4. Gia stt cho ham giai tich F(z) sinh bdi phan tik chinh
tac dau tién f,(2) tai diém a va cap (a*,7) gom a* 1a diém nao d6 ctia C va
v 1a tuyén di tir @ dén a*. Ta sé néi rang cap (a*,v) xdc dinh mot diém bat
thwong ciia ham gidi tich F(z) néu phan ti f,(2) c6 thé thac trién giai tich

theo 7 tit a dén diém tuy ¥ cla v ngoai diém cudi a*.

Mot diéu quan trong can nhan manh & day 1a: khdi niém diém thwong
cting nhr diém bat thwong phu thudc mot cich rat can ban vao tuyén ~.
Diém z = a c6 thé 13 diém thwong d6i véi tuyén théc trién giai tich di tir
tam a cla f,(2) nhung lai 1a diém bat thwong d6i véi tuyén khac ciing xudt
phat tir tam a.

Vay khi nao thi hai cap (a, ) va (a,v1) sé xéc dinh mot diém bat thiromg ?

Hai cap (a,7) va (a,7) dwoc xem 1a xdc dinh mot diém bat thiromg néu
cdc phan tit fz(2) va fz,(2) twong tmg véi cdc diém a € v va a; € v du
gan diém cudi chung a* ctia v va 7, ¢6 thé thac trién giai tich vao nhau theo

tuyén ndo d6 nam trong hinh tron
{lz = a"] < b,p = max{|a —a"], a1 — a’[}}.

Vi cau tric clia diém bat thirong ctia ham giai tich 14 hét sitc phitc tap
nén ta chi han ché xét 1ép cdc diém bat thwong don gidn nhat - cac diém bat

thwong co lap.

Pinh nghia 5.3.5. Diém 2 = a € C dwoc goi 1a diém bdt thuong cé lap cla

ham giai tich F(z) néu ton tai lan can V(a) cta diém a.
V(ia)={2€C:0< |z —al <R}

sao cho moi phan tit f.,, € F nao dé cé thé thic trién ra toan vanh tron
V(a)).
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Vi du 7. Céc diém z = 0,1, 00 1a nhitng diém bat thiromg co lap clia ham

F<z):1+1\/2'

That vay, cdc diém 0, oo 1a nhitng diém bat thiromg o 14p clia ham F(z2)

vi trong treong hop nay tap hop
V={2€C:0<|z| <},

thoa man céc diéu kién ctia dinh nghia 5.3.5. Ta xét diém z = 1. Tai lan can
bé U(1,€) cla diém z = 1 ham /z dwroc phan thanh hai nhdnh chinh hinh
fi(z) va fo(2) (dinh ly Monodromie). Gia st

A =1 f(1)=-1
Khi dé ham f(z) cling sé phan thanh hai nhédnh
B 1
1+ fi(2)’
Nhdnh Fi(z) chinh hinh tai diém z = 1, nhanh Fy(z) c6 crc diém don tai

z=1,v

F;(2) j=1,2, VzeU(le).

1 1
FZ(Z)‘H\/E 141+ (z—1)
1 2
:_Z_1+ =g
2

tai lan can cta diém z = 1.
Vi du 8. Céc diém z = 0, 1, 00 13 diém bat thwong co 1ap ctia ham

F(Z>:1+\/E.

z—1

That vay, hién nhién z = 0, oo 14 diém bat thwomg o l1ap ctia ham F(z). Ta

xét diém z = 1. Twong tw nhw trong vi du trwde, tai lan can U(1, €) clia diém
1 .

z =1 ham F(z) dwoc tach thanh hai nhéanh chinh hinh Fj(z) = iﬁ,
Z _

j=1,2; z€ U(l,e). Nhanh F; c6 cuc diém don tai diém z = 1, con nhanh

F5, chinh hinh tai diém z = 1.
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Pinh nghia 5.3.6. Gi sit a 1a diém bat thwong c6 1ap clia ham gii tich
F(z) va V(a) 1a lan can thda man dinh nghia 5.3.5 va v C V(a) 1 tuyén
déng Jordan chita diém a & bén trong. Khi dé, néu phép vong quanh theo v
khong lam thay d6i phan tit chinh tac dau tién thi diém a dwoc goi 1a diém
bat thwong c¢d ddc tinh don tri.

Nhw vay, diém bat thiomg co lap cé dic tinh don tri dwoc dic trung boi
dieu 1a: phan tik chinh tac f,(2) tai diém 2; di gan diém cudi a cla tuyén
(cap (a,7)) xdc dinh diém bat thiromg ctia ta, c6 thé théc trién ra toan vanh
tron V(a) nhw mot ham chinh hinh.

Do d6, diém bat thwong co lap cé dac tinh don tri cé thé xem nhw diém
bién ¢6 1ap ctia mién chinh hinh ctia ham chinh hinh f nao d6 (14 mot nhanh
clia ham gidi tich). Do dé s phan loai céc diém bat thwong nay dwoc can
ctr vao cau tric cia chuoi Laurent ctia ham f trong V(a) nhw da trinh bay

trong 4.3.

Pinh nghia 5.3.7. Gi4 stt a 1a diém bat thwong co 1ap clia ham gidi tich
F(z), V(a) 1a lan can nhw trong dinh nghia 5.3.5 va v C V(a) la tuyén
Jordan bao diém a & trong. Gia st phép vong quanh theo v dwra dén phan
tir khdc phan tit dau tién. Khi d6 diém a dwoc goi 1a diém bat thwong cd
ddc tinh da tri hay diém phan nhdnh. C6 thé xay ra hai kha nang sau day.
1. Néu ton tai s6 nguyén n > 2 sao cho sau phép vong quanh n lan theo
mot hiréng ta quay ve véi phan tir dau tién thi diém a dwoc goi 1a diém phan
nhdnh cdp hitu han va s6 n bé nhat ¢6 tinh chat vira néu 1 cdp phdn nhdnh.
2. Néu s6 n nhw trong 1) khong ton tai (nghia la vong quanh theo v theo
mot hwéng luon luon dwa dén phan ti¢ méi) thi diém a dwoc goi 1a diém

phan nhdnh cap vé han hay diém phan nhdnh léga.
Vi du 9. Diém 2z = £1 13 diém phan nhanh cip hai ctia ham
F(z)=v2z?2—-1.
That vay, gia st

z—1= ,016“91, z+1= erwQ.
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Khi do6

.01+6o

F(z)=/pip2-€ >

Tt d6 suy ra rang khi vong quanh theo tuyén + bao mot trong hai diém

2z = —1 hodc +1 gia tri thu dwoc khdc gid tri dau tién ctia F' vé dau. That
thé, khi vong theo v thi §; (hodc 0s) tdng lén 27 trong khi d6 6, (hodc 6;)
khong thay doi. Do dé acgumen ctia cin thitc thay déi dai lirong bang 7 con
modun trd ve gid tri ban dau ctia né. Néu vong quanh theo v mot Ian nira
thi cin thitc quay vé gid tri dau tién cia né.

Vi du 10. Diém z = a v z = b 1a nhitng diém phan nhanh ctia ham

F(2)=/(z—a)k(z—bn*, 0<k<n.
That vay, ta xét diém a. Ta dat
z—a=r(a) €%, z—b=r(b) ¥,
Khi d6
ko(a)+(n—k)(b)

F(z)= {/r(a)r(d) e n

Khi vong quanh theo tuyén + chi bao diém a thi ¢(a) cé gia s6 14 27, va ¢ (b)
khong thay déi, con {/7(a)r(b) trd vé gia tri dau tién ctia né. Do dé

k(p(a) +27) + (n = k)p(b)

A, arg F(z) =

_ kpla) +(n—k)pd) |k,

a) Néu k vd n nguyén t6 ciing nhau thi hién nhién diém 2 = a 1a diém
phéan nhénh cap n.

b) Néu d 14 wéce s6 chung 16m nhat cta k van, ttc 1Ak =p-d, n = q-d,
q > 1 va p, ¢ nguyén t6 cting nhau thi khi d6 diém 2 = a 1 diém phan nhanh
cap ¢ néu ¢ = 2. Néu ¢ = 1 thi k chia hét cho n va diém 2 = a khong phai

1a diém phan nhanh.
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Twong tw nhw vy, diém z = b 14 diém phan nhanh ctia ham F(z). Viéc

x4c dinh cdp phan nhénh ctia diém b dwoc tién hanh twong tu.
Vi du 11. Xét ham giai tich

F(z) = {/(z — a)k(z — b)",

trong d6 k + ¢ khong phai boi cua n.

Hién nhién cdc diém z = a, b 13 nhitng diém phan nhdnh cta ham F(z).
Ta sé chitng td rang diém oo ciling 1a diém phan nhanh.
Ta ky hiéu
z—a=r(a)e?V, 2z —b=r(b)e*®,
trong d6 z nam trén dwong tron chay theo hiréng am:
7 (R) = {lz| = R, R > max{lal, [b[}}.
Khi d6

F(z) = /r(a)r(b) 5
Khi vong quanh theo v~ (R) thi ci ¢(a) lan ¢(b) déu nhan hai s6 —27 va do
do
klp(a) — 2] + €lp(b) — 27]
n
ko(a) +lo(b) Kk + 62%
n n

A, (parg F(z) =

Vi k + ¢ khong phai boi s6 cia n nén 27 # boi nguyén cua 27. Tw dé
suy ra z = oo la diém phan nhanh.

Dé két thic muc nay ta chitng minh dinh 1y vé cau tric ctia ham giai tich
lan can diém phan nhénh cap hitu han a.
Dinh 1y 5.3.4. Gid st f(z) gidi tich trong vanh tron V(a) va a la diém
phdn nhdnh cap hitu han m cia ham f(2). Khi dé ham f(z) c6 thé biéu dién
duwoi dang

fE) = > an(z—a)™ (5.7)

—oo<Nn<oo
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Chatng minh. Dé chitng minh ta xét ham

9(Q) = fla+¢™).

Ham ¢(¢) ¢6 céc tinh chat sau day.
a) Ham ¢(¢) giai tich trong vanh tron

Ve={0<I¢] < ¥/r}
b) Ham ¢(¢) don tri trong V*. That vay, ta lay dwong tron

Y(p) ={l¢l=p, 0 <p < ¥/r}.

Khi diém ¢ = pe? di hét dwomg tron v(p) mot lan theo hwémg dwong thi

diem z = a + (™ = a + p"e™¥ sé vong quanh dwong tron

v (p) ={lz —a| =p"}

theo hiréng dwong m Ian. Do d6 phép thdc trién gidi tich ham ¢(¢) theo
dwong tron v(p) tron mot vong sé dira dén thac trién gidi tich ham f(2) theo
dwong tron v*(p) tron m lan theo hwémg dwrong. Vi diém a 13 diém phan
nhénh cap m nén theo dinh nghia 5.3.6 Ian théc trién thit m theo dwong tron
7v*(p) sé dwa dén phan tir dau tién. Do d6 ham g¢(¢) don tri trong V*.

Tt hai tinh chat nay va nhan xét & dau tiét 2 clla muc nay, suy ra tinh
chinh hinh cta g(¢). Khai trién ham g(¢) thanh chudi Laurent trong vanh

tron V* ta cé

9 Q)= > an™ (5.8)

—oo<n<oo
Bang cach thé ¢ = (z — a)/™ vao khai trién (5.8) ta thu dwoc (5.7). O
Hé qua 5.3.1. Gid sit diém z = oo la diém phdn nhdnh cdp m cia ham
gidi tich f(z). Khi dé ham f c6 thé biéu dién duwdi dang
)= > a2, (5.9)
—oo<n<oo

trong dd chuoi hoi tu trong vanh tron dang {R < |z| < oo}.
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Chatng minh. Nhan xét rang diém ¢ = 0 1a diém phan nhénh cap m cia ham
f(1/¢). Do d6 tir dinh 1y 5.3.4 suy ra hé qua 5.3.1. O

Khai trién (5.7) va (5.9) 1a khai quat ctia khai trién Laurent ma ta da
nghién citu trong chwong trirge. Nhw vy, diém phan nhénh co6 lap cap m
cia ham f(z) (m € N,m > 2) dwoc ddc trung bdi dieu kién 1a: tai lan can

clia diém &y c¢6 mot nhanh ctia f(z) dwrge biéu dién dwéi dang

f= Y alz—a)"" a#oo (5.10)

—oo<Nn<oo

hoac

f= Z anz "™ (a = o0). (5.11)
—oo<Nn<oo
Cian ¢t vao cau triic ciia chudi (5.10) hodic (5.11) diém phan nhdnh z = a
con dwoc goi la
1. diém phan nhdnh dai s6 néu chi c6 mot s6 hitu han hé s6 a,, # 0 khi
n < 0;
2. diém phan nhdnh siéu viét néu c6 vo s6 hé s6 a, # 0 khi n < 0 (diém

bat thwomg cot yéu cé dic tinh da tri!).

5.4 Khai niém vé dién Riemann

Nhw da néi trong muc trwde, ham giai tich khong phai la ham theo nghia
thong thwong clia tir dé vi moi gid tri z ¢é thé twong ng véi mot hoac mot
s6 (va tham chi 14 mot tap hop dém dwoc gid tri). Dé cé thé xem ham F(z2)
nhw 14 ham theo nghia thong thwong ta gan ham F(z) véi mot miat R nao d6
ma trén dé ham F(z) don tri. B. Riemann la nguwoi dau tién dwa ra y niém
tim nhitng mat méi thay cho mat phang phitc ma trén dé moi ham giai tich
déu don tri. Nhitng méat thu dwoc dé goi 1a dién Riemann. Dién Riemann
c6 thé xem nhw 13 phirong phép twdng twong trirc quan vé dac trung da tri
ctia ham giai tich. C6 thé néi rang tinh tric quan 14 ¥ nghia co ban cla viée

yx oA oA . ~ N ’ N .
dwa khai niém dién Riemann dé nghién citu ham da tri.
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5.4.1 Mot s6 vi du m& dau

Gia stt cho ham chinh hinh f(2) x4c dinh trong mién D ctia mit phang phitc.
Tai moi diém a € D ham f(z) dwoc khai trién thanh chudi Taylor. Ta tach
ra nhitng chudi ma hinh tron héi tu ciia chiing virot ra khéi gi¢i han cia D.
Hop mién D véi moi hinh tron nay 1ap nén mot mién D; D D nao dé. C6
thé c6 hai truomg hop xdy ra.

1. Truong hop 1: Trong giao cia hai hinh tron K va Ko: G = K1 N Ko,

tong ctia chudi Taylor twong tng

fiz) =aj+aj(z—a)+ai(z—a)*+...
fa(z) = aéQ) + a(12)(z —a)+ a(22)(z —a)y+...

khac nhau, nghia la fi1(z) # f2(2), z € G.

Do dé, tai diém 2z € G ham c6 hai gid tri. Theo dé nghi ciia Riemann,
trong trirdong hop dé, ta sé hinh dung rang & phia trén mién G, cdc hinh tron
K, va K, nam trén nhau (khong nhap lam mot) trong hai mit phang (hosc
to - mat phang).

2. Néu tong fi(z) = fo(z) trong G thi ta sé ddn cdc hinh tron K; va Ko
véi nhau theo mién G dé diwoc mot “to0”. Nhw vay, mién thu dwoc D; trong
két qua clia thac trién khong nhat thiét 13 don diép (mot to) ma & nhing
phan riéng 1& né c6 theé 1a da diép (nhiéu to!).

Qué trinh théc trién gidi tich c6 thé tiép tuc bang cach khai trién ham
thanh chudi Taylor tai cdc diém nam ngoai D nhung nam trong D; (& mot
s6 phan riéng 1é mién D; cé thé 1a da diép). Qua bwrée théc trién nay mien
gidi tich ctia ham c6é thé dwoc mé rong thanh mién D, nao dé chita Dy, v.
v... Qud trinh nay cé thé tiép tuc cho dén khi phép thac trién tiép theo
khong thuwe hién dwoc. Va nhw ta biét, ham thu dwoc trong két qua 1a ham
giai tich dd, con mién dwoc phi béi mién D da cho va moi hinh tron hoi tu
dwroc goi 1a mién ton tai ctia ham. Mién nay cé thé 1a don diép va cling cé
thé 1a da diép. Bay gior ta sé trinh bay mot s6 vi du xay dung dién Riemann
mot s6 ham don gian dé phuc vu cho st hinh dung tric quan dién Riemann

sé trinh bay trong phan sau.
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Vi du thi nhat. Xét ham giai tich
F(2)=13/z, 2€D={0<|z| <oo}.

Trong mién D = {0 < |z] < oo} ham F(z) 1 da tri. Céc diém z = 0,00 1a
diém phan nhanh cap n (xem dinh nghia 5.3.7). Ta dit D* = C\ R_. Trong
mién D* ham F(z) c6 thé tdch thanh n nhanh chinh hinh

.arg z42mim ~ - 2Tm

fm(z) = ¥z - e = =F(z)e' n | (5.12)

-arg z

ﬁ(z): Vizle =, m=0,1,2,...,n—1, —7 < arg < 7. Ta ldy n ban -

mien D*
Dr, =C\R_

v4i bién clia mo6i mién 1a nhat cit theo R_. Ta ky hiéu bo trén ctia nhat cit
R_ la~* va by dwdi la .

Ta nhan xét rang cdc nhanh chinh hinh fy, f1,..., fn_1 c6 thé thac trién
lién tuc lén céc bor clia nhét cit. Do dé ta cé thé dong nhat nhitng diém trén
cac bd clia cdc nhat cit ma tai d6 gid tri ctia cdc nhanh chinh hinh tring
nhau.

T céc hé thire (5.12) ta ¢

~ 2m+41 - ~ 2m—1

fn(D)] 4 = F@™, fu(2)], = F(2)e™

Do do

fn@)] e = ()]s m =01, 0 =2

o

va

foa ()], = fol2)],..

Do d6 tir nhan xét trén day ta cé thé dong nhat (“ddn”) cdc bo clia nhét
cat nhwr sau. Khi m =0,1,...,n — 2 ta s¢ ddn bo 4+ ctia nhat cat R_ trén

ban mién D, véi bo 4~ trén ban mién D, ;. Vi gid tri fo = f, trén R_ (va
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cA Dj = D7) nén ta con phai ddn b 41 c¢tla ban mién Df véi by 4~ cta ban
mién Df_;.

Trong khong gian ba chiéu, phép dén khong cé ti cat sau cling nay khong
thé thwc hien dwoc. Nhung dieu dé khong can ban. Mit n- to vira dwoc
dung goi 1a dién Riemann cia ham {/z. Bay gio toa do 2 sé xac dinh diém
trén to s6 0, diém trén to so 1, ... , va diém nam trén to thit n — 1. Ta can
tim ky hiéu dé xdc dinh diém duy nhat trén dién Riemann.

Diém z # 0, # oo thudc to thir 0 dat twong ing véi gid tri co dinh cila
Y/z bing fo(z), —7 < argz < 7 va ky hiéu diém trén to thit 0 1a (2, fo(2)).
Sau dé xudt phét tir gid tri /2 ta thac trién ham F(z) theo tuyén déng gidn
don bao diém gdc toa do ta sé virot qua nhat cit va di dén to thit nhat va
khi trd vé diém c6 toa do z trén to thir nhat F(z) nhan gia tri fi(z). Ta ky
hiéu diém z trén to thit nhat 1a (2, f1(2)), v.v... Bing cach Iy luan twong tu,
ta ky hiéu diém z trén to tht n — 1 1a (2, fo1(2)).

Nhwr vay moi diém ctia mat n - to vira dung c6 thé xem nhw cdc cap
c6 thit tw (2, F(2)), trong d6 F(z) = {/z va ngoai ra hai diém (zy, F}) va
(22, F») trung nhau trén dién Riemann khi va chi khi

21 = Z9, Fl(Z) :FQ(Z)

tai lan can diém z = 2;. Hién nhién rang ham F(2) don tri trén dién Riemann
clia né va nhan gid tri F tai diém (z, F).

o) phia trén diem z = 0 dién Riemann ctia ham F chi ¢c6 mot diém va
twong tu trén diém z = oo dién Riemann ciing chi c¢6 mot diém. Céc diém
nay goi la diém phdn nhdnh clia mat.

Trén hinh V.4 1a dién Riemann ctia ham 2-tri /2. D61 véi ham w = /z,
moi gid tri # 0 twong ng véi hai gid tri khac nhau wy va we = e™w,; khéc
nhau bdi thira s6 2 = e™ = —1, titc 1a khdc nhau vé diu.

Néu xuat phat tir diém z, thuoc t& Dy ta vach mot chu tuyén déng bao
diém phan nhénh z = 0 thi khi trd vé vi trf xudt phat 2 ta sé & to Dy véi
gid tri ham ws(20) vA néu tiép tuc thwe hién mot lan vong quanh mién xung
quanh diém phan nhénh ta sé trd vé vi trf xuat phat cling véi gid tri xudt

phét cia ham w(2o).
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Hinh V.4 Hinh V.5
Vi du thit hai. Xét ham giai tich
Flz)=2z+V22-1

(xem vi du 9, 5.3). Ta ky hiéu pi(z), 61(2) va twong tng pa(2), 02(2) la

modun v acgumen cia cdc s6 phite z — 1 va z + 1. Khi d6

o) = V1= Vn@ple T m=0,1
va hién nhién ring trong mien D = C\ [~1, +1] ham ¢(z) c¢6 thé tdch thanh
hai nhanh chinh hinh ¢,,(z), m = 0,1 va do d6 ham F' dwoc téch thanh hai
nhanh chinh hinh fy(2) va fi(2).

Dé dung dién Riemann ctia ham F(2) = 2 + ¢,,(2), m = 0,1 ta 1ay hai
ban mién D = C \ [~1, +1] trong dé doan v = [~1, +1] dwgc chita trong R,
m = 0,1. Twong tw nhw trong vi du thit nhat dé dang thiy rang

fo(z)"y_CDo = fl(’z)‘,y-&-cha

f0(2>‘7+CD0 - fl(z)‘w‘ch'

Do d6 ta sé ddn bo dwédi v~ clla ban mién Dy véi bo trén 4T clia ban
mién D; va tiép theo 1a dan bo trén v+ C Dy véi bo dwdi v~ C Dy (céch
dan nay goi 1a cach ddn bat chéo!).

Mit hai to vira thu dwoc goi 1a dién Riemann ctia ham F/(z) = z++v/22 — 1
(hinh V.5).

Diém 2z = oo khong phdi 14 diém phan nhanh ctia ham da cho vi tai lan

can diém oo ta cé thé khai trién ham d6 thanh chuoéi Laurent c6 phan chinh
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dang = const - z, va do d6 diém oo la cuc diém don clia cdc nhanh chinh
hinh. Tt d6 suy ra rang trén moi to déu cé diém vo cling riéng ctia noé.
Vi du thit ba. Trong mién D = C\ R_ ham gii tich
F(z)=Lnz

¢ thé tach vo s6 nhanh chinh hinh. Bo trén ctia nhét cit ta ky hiéu 1a 4+,
con bo dwdi la y~. Khi d6, néu ta ky hiéu f,,(z) 1a cdc nhanh chinh hinh thi

fm(2) =1In|z| +iarg z + 2mwim;
—mT<argz<m, mEZL (5.13)

Tir hé thite (5.13) suy ra rang

fm(Z)‘w =In|z| + (2m + 1)7i,
fm(2)],- = In|z[+ (2m — ).

Do do

fm(2>‘7+ = fm—f—l(z)‘ _-

o

Ap dung nhan xét da néu trong vi du thit nhét ta sé 14y cdc ban mién D,,
twong ting v4i cdc nhéanh chinh hinh f,,(2) va dén cdc b ctia chiing nhw sau:
dédn bd 4" ctia ban mién D,, véi v~ cta ban mién D,, 1, m = 0, £1, £2, ...

Két qua ctia phép dén nay sé cho ta mit vo s6 to - dién Riemann cia
ham logarit (hinh V.6).

Trén dién Riemann nay cé thé xem logarit nhir ham theo nghia thong
thwong. Tai cic diém z = 0 vd 2z = oo logarit khong xéac dinh, do dé dién

. A s A [N \ ’ ~ \
Riemann khong c6 mot diem nao & phia trén z = 0 va z = oo.

Vi du th& tw. Twong tw nhw & vi du thit hai, dién Riemann ctia ham
(xem vi du 3, 5.3)

F(z) = /(z=m)(z —ax)(z —a3), a1 # ax # as
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c6 thé ding nhw sau. Hién nhién rang diém ai, as,as va z = oo 1a nhitng
diém phan nhanh cap hai ctia ham F(2). Gid st (a1, as), v(as, 00) 1a nhitng

tuyén Jordan khong giao nhau, néi a; véi ag, ag véi oo (hinh V.7).

Hinh V.6 Hinh V.7

Bay gio ta ldy hai ban mién D.

D,, = C\{v(a1,az) Uv(as, o)}, m = 0,1 tirong ng véi cadc nhanh chinh
hinh f,,; m = 0,1 trong mién D = C \ {7y(a1,as) U y(as,o0)} va sau d6 dan
bat chéo cdc ban mién dé véi nhau theo céc nhat cat v(aq, as) va y(as, o0).
Mat hai to vira dyng 1a dién Riemann ctia ham da cho. Céc diém ctia mat
nay cé thé ky hiéu 1a (z, F'(z)), trong d6 z x4c dinh diém trén ci hai to, con

F(z) thi x4c dinh diém dé ctia mit ndm trén to ndo.

Vi du thit nam. Dién Riemann ctia ham

F(z) = /(2 — a)t(z = 0)f

1a mit n - to. Dé dung dién Riemann clia ham F(z) can phan biét hai treomg

hop cé thé xay ra.

1. S6 k + ¢ 14 boi s6 ctia n. Do dé, diém z = oo khong phai 13 diém phan
nhanh cta ham F(z). Trong trwong hop nay dién Riemann ctua F(z) dwoc
xay dung twong tw nhw & vi du thit hai.

2. SO k+ ¢ khong phai 1a bdi s6 ctia n. Trong trueomg hop nay (xem vi du
11, 5.3) diém 2 = oo 1 diém phan nhdnh cip n ctia ham F(z). Do dé dién

Riemann cia ham F'(z) dwoc xay dung twong tw nhw trong vi du thi tw.
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Vi du thir sdu. Xét ham giai tich (xem vi du thi tw)

F(z) = (2 —a)(z —a2) - (z = an),

trong d6 ai, as, . . . , a, 1a nhirng s6 phitc khdc nhau. Nhw ta biét F'(2) 1a ham

c6 hai gid tri. Do d6 ta sé thu dwoc dién Riemann hai t& véi cdc diém phan
nhénh 1a ay, as, . .., a,.

Dé dung dién Riemann déi véi ham da cho, ta can phan biét hai truong
hop c¢6 thé xay ra.

1. n la s6 6. Ta ghép cdc diém ré nhdnh thanh cic cip (a1, as),
(as,a4),... Diém a, khong dirgc ghép véi diém nao thanh cip cd. Trong
trirong hop nay, diém z = oo ciing 1a diém phan nhdnh nén ta sé ghép a,

vGi oo. Do dé trong mién

2L nhat cdt

A

D =C\ {Y(a1,a2) U---Ury(an, )},

trong d6 (a1, az), . .., v(a,, 00) la nhitng nhat cat don gidn khong giao nhau,
ham da cho c6 thé tadch thanh hai nhdnh chinh hinh.

Bay gio 1dy hai ban mién D,,
D,, = C\ {y(ai,as) U---Ux(a,, )}, m=0,1

va ddn bat chéo v4i nhau theo nhitng nhét cit va ta sé thu dwoc dién
Riemann cia ham F(z).

2. n la s6 chan. Trong triomg hop nay ta lay hai ban mién D,,.
Dy, = @\ {7<a17 (7,2) U 7(a37 (7,4) U---u 7(an—17 an)}7 m=0,1

va tién hanh phép dédn nhw & trén (xem vi du thit hai).

5.4.2 Phwong phap dung dién Riemann

Y niém chii yéu vé dién Riemann 13 & cho: tly theo sw xuat hién céc hién

twong khong don tri trong qud trinh théc trién gidi tich, ngwoi ta dwa vao
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xét nhitng “ban mieén” mdi (“cdc to” mdi) thudec mat phang cia bién doc
lap va bang cach gan lien dong thoi cac “ban méi” db véi cde ban trwede (co
thé néi: “dan ban nay véi ban khic”!) sao cho diém z chuyén dich tir ban
nay dén ban kia l1a thong sudt.

Phwong phép dung dién Riemann bing cdch cit - ddn da mo ta trong
cac vi du & tiét triede diroc tng dung trong truong hop tong quat. Ta sé mo
td mot cdch van tat qué trinh nay.

Gia stt F(2) 1a ham giai tich tiy ¥ chi ¢6 cdc diém bat thwong co 1ap.
Tir moi diém clia mit phang ma & trén diém d6 ton tai dit chi 1a mot diém
bat thirong, ta ké tia di tr diem dé ra vo ciing va khong di qua hinh chiéu
clia cdc diém bat thwong khac. Mit phang z véi céc nhat cit theo nhitng
tia d6 14 mot mién don lién D. Theo dinh Iy Monodromie ham giéi tich F'(z)

c6 thé tach thanh mot tap hop dém dwoc cdc nhanh chinh hinh

Mo6i nhénh chinh hinh f,,,(2) sé twong tng véi mot ban mien D,,. Céc to
ctia chong ban mién D,, vira thu dwoc sé dwoc dan v4i nhau theo phwong
phap da tién hanh trong tiét tride.

5.5 Bai tap

1. Hay khao st xem ham da tri

\V1++z

c6 nhanh don tri cho phép khai trién thanh chuoi Laurent tai lan can diém
z = 1 hay khong?

2. Chitng minh rdng ham 2%(1 — 2)”, trong dé a, 8 1a nhitng s6 thire, ¢6 thé
tdch nhanh chinh hinh trong C \ [0, 1] néu « + 3 1a s6 nguyén.

3. Giast D = C\ [—1,+1] va f 1a nhanh chinh hinh trong D cia ham
V22 — 1 sao cho f(2) = V/3.
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1. Tinh gid tri ctia f tai diém z = 2 € R.

2. Khai trién ham f(z) thanh chudi Laurent tai lan can diém 2 = oco.

Tra loi: 2) f(z) =2, 1/2

n>0 n

(=1)mz—2m,
4. Chitng minh rang ham da tri
fz) = Vo2

cho phép tach cdc nhanh chinh hinh trong phan ngoai D ctia cdc nhat cat
[y =[1,4+00) va I'y = (-0, 0].

5. Gia st w(z) la nhanh chinh hinh ctia ham f(z) trong bai tap 4 ma

(3)=3
w(; 72.1 |
Tinh w<%) w(—1+10), w(—1 — i0).

6. Gid st D la phan ngoai cta hai tiay; = [1,1—i00) va Ty = [—1, —1+1i00)
va w(z) 1a nhdnh chinh hinh ctia ham In(1— 2?) thda man diéu kién w(0) = 0.
Tinh w(8) va w(l 4 1).

7. Dung dién Riemann ctia cdc ham

1. w= {/(z—a)k(z —b)

phéan biét hai trivomg hop k + ¢ 1a bdi cua n va khong 1a boi cia n.
2. w=Ln S a.
z—>
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6.1 Co sé& ly thuyét thing dw

6.1.1 Dinh nghia thang duw

Trwée khi phat biéu dinh nghia vé thang dw ta chitng minh mot dinh 1y don

gian sau day
Dinh 1y 6.1.1. Gid st ham f chinh hinh trong vanh tron
V={:2e€C:r<|z—a| <R}

Khi do tich phan

khong phu thuoc vao p.

Chitng minh. That vay, gid st 7 < p1 < p2 < Rvay(p1) = {|z —a| = ;1 },
v(p2) = {|]z —a| = po}. Tir dinh 1y vé bat bién cta tich phan theo céc tuyén
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S ~ Y
dong luan suy ra rang

/f(z)dz: / f(z)dx.

v(p1) v(p2)

O

Pinh nghia 6.1.1. Gi4d sit ham f(z) chinh hinh tai diém a hoic c6 bat
thwong c6 lap dac tinh don tri a. Gia st v 1a dwong cong déng Jordan bao
diém z = a va dwoc dinh hwéng ngiroc chieu kim dong ho. Khi dé tich phan
%/f(z)dz dwoc goi 1a thang dw cia ham f(2) d6i véi diem a va dwoc ky

Y
hieu la

Res|[f;al 27rz/f (6.1)

Hién nhién chu tuyén v thda man dinh nghia 6.1.1 bao gid ciing ton tai.
That vay, theo diéu kién da cho ham f chinh hinh trong U(p) = {0 < |z2—a| <
p}. Do db ta cé thé 14y v 1a dwong cong Jordan déng bat ky thuoc U(p)
khong di qua a nhung bao a, vi du dwong tron v, = {|z — a| = r,r < p}.

Tir dinh 1y Cauchy va dinh 1 6.1.1 suy ra rang thing dw (6.1) ¢ thé viét

dwdi dang

Res [f; al =5 / f(z (6.2)

v(a,r)
trong d6 dwong tron y(a,r) chay theo hwémg dwong va dai lwong & vé phai
cia (6.2) khong phu thuoc vao r va hoan toan dwoc xdc dinh bdi ddng diéu
dia phwong ctia ham f tai diém a.
Pinh nghia 6.1.2. Gid stt ham f € H{|z| > 7} vA z = oo 1a diém bét

thwong c6 lap cua ham f(z). Dai lwong

hes(fioe) =5 [ 1

~=(0,R)
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dwoc goi 1a thang dw ciia ham f tai diém oo trong d6 v~ (0, R) 1a dwong tron
v~(0, R) = {|z| = R} v6i ban kinh du 16n dwge dinh hwdéng sao cho lan can
diém oo luén luén nam bén trai.

Ta c6 thé dwa ra dinh nghia hop nhat sau day vé thing duw.
Pinh nghia 6.1.3. Gi stt a € C la diém chinh hinh ho#ic diém bat thwong
c6 lap don tri cua ham f. Gi4 tri cua tich phan ctia ham f theo bién cta lan
can di bé cia diém z = a chia cho 2mi dwoc goi 1a thang dw cia ham f tai
diém a.

Theo dinh 1y Cauchy

Res|[f;a] =0

néu ham f chinh hinh tai diém a va a € C. Thang dw tai oo c¢é thé khéc
1 B s

0 khi ham chinh hinh tai co. That vay, gia st f(z) = —. Hién nhién diém
z

2 = oo la khong diém don cia f va

Res [f; 00] = ! / %dz——l#o.

T omi
7= (0,R)

Nhw vay ham chi c¢é thé ¢ thang dwr # 0 tai diém a cich goc toa do mot
khodng céch hitu han trong triromg hop khi a that s 13 diém bat thwong,
trong khi dé né cé thé cé thang dw # 0 tai co tham chi ca trong triong hop
ham chinh hinh tai dé.

6.1.2 Phwong phap tinh thang dw

Viéc tinh thing dw bang cdch xuat phét tir dinh nghia hét sitc phitc tap. Co
s& cho viéc tinh todn thang dw mot cdch thire tién 1a dinh 1y sau day.
Pinh 1y 6.1.2. Gid st v6i 0 < |z —a| < p ham f(2) cd thé biéu dién dudi
dang

e =3 -y (63)
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Khi do
Res[f;a]l = a_;. (6.4)
Néu khi R < |z]| < oo

fe)= > a" (6.5)

thi
Res|[f;00] = —a_;. (6.6)
Chitng minh. 1. Trong vanh tron déng bat ky
O<pi<l|z—al|<p<p

chudi (6.3) hoi tu déu nén cé thé tich phan tirng s6 hang chudi (6.3) theo
dwong tron y(r) = {|z — a| = r; p1 <17 < p2}. K& qui cta phép tich phan

do cho ta
i /f

(r)

T d6 suy ra (6.4) dwge chitng minh.
2. Vi chuo6i (6.1.5) hoi tu déu trén dwong tron

(0, R) ={|2| = R, R > R}
nén c6 thé tich phan tirng sd hang chudi dé theo (0, E) va thu dwoc

e AE

v~ (0,R)
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Vidu 1. Gia s

Tinh Res[f;0].

. . N . ~ A~ oA z
Giai. Vi tai lan can diém z = 0 ta ¢6

1 22 25
=5 g+5
S S
25 313 Blz T
A 1. 1
nén a-p = ¢ va Res[f;O]:g.

Vi du 2. Chitng minh rdng néu

1
f(z) =z c0s ——
thi
Res[f; —1] = 1
2
Gidi. That vay, ta cé
1
) =+ 1) =11~
va do do
o =L
1= 5
Vi du 3. Gia st
1
f(z) = z(1 —eh?)

Tinh Res[f;0].

)

72<Z+1)2+...
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1 R
Giai. Khi d6 Res[f;0] = 5" That vay, tai lan can diem z = 0 ta cé

f(z): h2,2
z[l—l—i—hz— o
B 1
n h?z3
2 _
hz o
=t ot ()
hz? = 2z ),

trong d6 ¢(z) chinh hinh tai diém 2 = 0. Tir d6 suy ra dieu phai chitng minh.

Vi du 4. Ta xét mién D = C \ [0,1] v ham giai tich trong dé

z

F(z)=¢ =

Tinh Res|[f;o0], trong d6 f 1a nhanh chinh hinh nhéan gid tri dwong & bo
trén cta nhét cat [0, 1].

Gidi. Trong mién D ham F(z) c6 thé tdch thanh ba nhdnh chinh hinh.
Gia sit f(z) la nhdnh chinh hinh nhan gid tri dwong & bo trén clia nhat cat.
Ta sé khai trién ham f(z) thanh chudi Laurent tai lan can diém oo. Véi
z€ D taco

€3, Y = ¥1— P2,

fz) =

1—=2
trong d6 1 = A, arg 2z, pa = A (1 — 2), v C D la dwdmg cong nam trong D
vanoi diem 0+i0 véize€ D. Khiz =2 > 1tacodp; =0, po=—m. Do dd

fz) = 3/%61‘7#3’

va f(o0) = lim_f(z) = €.

\ 7 N A A~ oA ,
Tw d6 suy ra rang trong lan can diem z = oo ta cd

|
N |
N———
|
W=
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trong dé cén thitc nhan gid tri 1 tai co. Tt d6 dé dang thay rang

fle) =)

n>0

1
3 (_1)nz—n
n

va

Res[f;00) = —e™3 | 3

Vi du 5. Gia stt f(2) la nhanh chinh hinh cia ham

1 — a
F(z):<1+j) , a€eR

ma f(0+4:0) = 1 trong mién D = C\ [—1,+1]. Tinh thang dw ctia ham f(z)
tai diém oo (vi du 5.3.5).

Gidi. Ta khai trién ham f(z) thanh chudi Laurent tai 1an can diém oo.
Ta co

Tiép theo

trong do6 ta dat
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Ham g(z) chinh hinh tai diém oo va g(o0) =1

1
1__ (e}
fo)= (—=
1+ -
z
a ola—1) ,
142 a(a_l)z—2+..
z 21
2
1
z

Ti db suy ra rang

va
Res [f; 00] = 2ae™™.

1—
Vi du 6. Gia st f(2) la nhanh chinh hinh cta ham F(z) = Ln1 n -

z
f(0+140) = 0 trong mién D = C\ [—1,+1]. Tinh thing dw cia ham f(z) tai
diém oo (vi du 5.3.6).

Gidi. Ta co

ma

fe) =12

o1 =Ajarg(l —2), @2 =A,(1+ 2),

z .
| + it — o)

trong d6 v 1a tuyén thuoc D néi diem z = 0+ 40 (diém 0 & bo trén clia nhat
cat) véi diém z. Hién nhién khi 2z = iy, y > 0 thi o) = —9, 9 = arctgy va
do d6 voi y > 0.

fiy) = —2iarcrgy,

vi |1 —ay|=|1+1iy|.
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Tir d6 ciing it ra rang
f(o0) = lim f(iy) = —mi.
y—o0

’ . A~ A~ oA z
Do d6 tai lan can diem z = oo ta co

1
_1+_
4

f(z)=In 1
I+-
z
: 1 1
:—m—i-ln(l——)—ln(l—i——),
z z

trong dé céc logarit & vé phai chinh hinh tai lan can diém oo v& bang 0 khi

Z = OQ.

Dé dang thay rang

fe) = —ri= 30— -3 LT
z2) = —mi — —_ = -
nzm nzm
n=1 n=1
2
= (2n + 1)z
va twr dé rat ra
Res|f; 00] = +2.

Trong céc vi du trén day, viéc khai trién ham thanh chudi Laurent dwoc tién
hanh mot cdch dé dang. Tuy nhién tuyét dai da s6 truwomg hop phép khai
trién d6 dwoc tién hanh rat khé khan.

I. THANG DU TAI PIEM BAT THUONG COT YEU. Néu diém » = a
la diém bat thwong ¢t yéu ctia ham f(2) thi dé tinh thing dw ctia ham tai
diém d6 ta can tim phan chinh ctia khai trién Laurent va stt dung cong thirc
(6.4) néu a € C, cong thirc (6.6) néu a = cc.

IT. THANG DU TAI CUC DIEM. Trong trwong hop khi a 1a cue diém
clia ham f, dé tinh thiang duw tai diém a, thay cho cong thirc (6.4) va (6.6)
(stt dung khai trién Laurent) ta thiong stt dung nhitng cong thitc sé chimg
minh dwéi day chi can tim dao ham. Ta xét cdc truong hop cu thé sau day.

1. Truong hop cuc diém don
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Pinh ly 6.1.3. Néu a la cuc diém don cia ham f(z) thi thing du cia f
tai a dwoc tinh theo cong thitc

Res[f;a] = lim(z — a) f(2). (6.7)

zZ—a

Chitng minh. Tai l1an can diém a khai trién Laurent ctia ham f(2) c6 dang
f(2)=a_1(z—a) "+ Z an(z —a)"
n=0

va tir d6 suy ra

a_y = lim(z —a) f(2).

zZ—a

Nhw vay, dé tinh thang dw tai cuc diém don ta cé cong thitc

Res[f(z);a] = lim(z — a) f(2).

zZ—a

O

Hé qua 6.1.1. Néu f(z) = %, trong dé ¢ wva ¥ la nhing ham
chinh hinh tai diém a thda man dicu kién ¢(a) # 0, ¥(a) = 0,

W'(a) # 0 thi

Res[f;a] = Z/((Z)) . (6.8)

Chitng minh. That vay, vi a 1a cire diém cia f(2) nén tir (6.7) ta c6

Res|f;a] = lim (2= a)plz)

e (2)
e ele)
29 0@ i)
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; N < s e 2n+1
Vidu 7. Tim thang dw cia ham w = tg z tai cac diem z,, = —g T €.
s . sin 2 : L

Giai. Ta c6 tgz = , cosz, =0, cos?'| = —sinz,. Do dé tir (6.8)

, cos 2 #n
ta co

sin z
Res[tg z; 2, = ——— = —1.
—sin 2,

Trwong hop cuc diém boi. Ta cé dinh ly sau day:
Pinh 1y 6.1.4. Néu a la cuc diém cdap m cia ham f(z) thi

1 dm—l

Res(f1a] = ooy i gy (2 = ) () (6:9)

’ - N \ [N ~ N N
Chitng minh. Vi a la cuc diém cap m ciua ham f(z) nén
am a-

f(z):m+--~+z_la+2an(z—a)”

n=0

va tir do
(z—a)"f(z2) =a-m+a_mi1(z—a)+-+a_(z—a)"*

+Y an(z—a)". (6.10)

n=0

Lay vi phan biéu thite (6.10) m — 1 Ian lién tiép ta cé

dm—l
Ttz —a)"f(2)] = (m=Dlay +mlao(z —a) + ...
va chuyén qua giéi han khi 2 — a ta thu dwoc (6.9). O]

Vi du 8. Tinh thang dw cia ham

. e 3. R .
doi véi diem 2z = 1.
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Gidi. Hién nhién diém z = i 1a cye diém cip ba ctia ham f(z). Do dé ap
dung cong thitc (6.9) ta cé

Res(f; ] = & lim 0 [ (2 — i) ——
es|fit = = -— —
T o1 d2 (z—i)3(z +1i)
1., & s
=g gl
—lhmwsx—®@+w4y——§4
2 16
Vi du 9. Tinh
1
Sin z

Gidi. Vi z = 0 1a cye diém cdp hai ctia hAm f(2) nén

odr 22 . 2zsinz? — 223 cos 22
Resl ;0] _ll—%l%[sinz?} = lig sin? 22
6 4
22[22—2——1—...}—2,23[1—2——1—...}
. 3! 2]
z—0 9 26 2
2
—2T 4.
= lim 3 =0
z—0 2%+

I1I. THANG DU TAI VO CUNG. Céng thitc (6.6) 1a cong thirc co ban
dé tinh thang du tai diém vo ciing

Res|[f;00] = —a_;. (20.6)

Tuy nhién, trong mot s6 trwong hop dé tinh thing dw tai oo, ta cé thé &p

dung cong thirc dwwoc chitng minh trong dinh ly sau day.
Pinh 1y 6.1.5. Néu ham f chinh hinh tai diém oo thi

Res[f; 00] = — lim z[f(z) — ao. (6.11)

zZ—00
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Chitng minh. That vay, v6i |z| > R ta ¢é

_ a_
f(2)2a0+—1+z—22+
a_np a_n
:E —+a0:>f(z)—a0: _
AL AL
n>1 n=>1

Nhan hai vé ctia dang thitc trén day véi 2 va chuyén qua giéi han khi 2 — oo
ta thu dwoc (6.11). O

Hé qua 6.1.2. Néu oo la khéng - diém cap m > 1 cia f(z) thiap =a_1 =
oo =a_ms1 =0 va do dd Res|f;00] = —a_1 = 0.

Néum =1, titc la lim f(z) = ag =0 thi

Res[f(z); 0] = — lim z - f(2).

Vi du 10. Gia st cho ham

217P(1 — 2)P

Fz) = 1+ 22

, peER D=C\]|0,1].
Tinh thang dw tai oo ciia nhdnh chinh hinh f(z) thda man diéu kién
arg(l —z) =argz =0

khi z thugc bo trén ctia nhét cat [0,1] C R con sau dé cdc acgumen bién
thién lién tuc.

Gidi. Hién nhién diém z = 0, z = 1 13 diém phan nhanh ctia ham da tri
F(z) va trong mién D ham F(z) c6 thé tdch nhdnh chinh hinh. Gi st f(2)
14 nhanh thda man céc dieu kién da néu. Hién nhién rang

lim f(z) = 0.

Z—00

Do d6, dé tinh Res[f; 00| ta c6 thé 4p dung cong thitc (6.11). Ta can tim

lim |zf(2)| va lim arg zf(z).
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Ta ¢6 a)

1-p|1 — 4P
lim [f(2) - 2| = lim || - 2L =20

z—00 z—00 |1—|—z2|
1
-
:Zli_)rglo Zl 1.
1

b) Tinh limarg(zf(z)). Vi z- f(z) la ham chinh hinh trong D nén giéi
han ctia né khong phu thudc vao phwrong dan z ra vo ciing. Gia st 2 — oo
theo hwémg dwong ctia truc thuwe. Ta cé

lim arg(z - f(2)) = lim {arg z + (1 — p) arg 2 + parg(1 — z) — arg(1 + 2%)}

zZ—00

=04+ (1=p)-04p-(—7)+0=—pr.

Nhw vay

Zli_)rgloz f(z) =P,
va tir d6 suy ra rang

Res|[f; 0o] = —e P™.

6.1.3 Dinh Iy co ban cia ly thuyét thing duw
Dinh 1y co ban ctia ly thuyét thing dw 1a dinh ly sau day

Pinh ly 6.1.6. (Cauchy) Gid s D la tdp hop mé cia mdt phang phitc va
f la ham chinh hinh trong D\ {a;}, trong dé a; la tap hop nhing diém bat
thuwdng co lap cia ham f(z). Gid st T la bién c¢é hwdng cia mién B C D
va gid thiét rang T khong di qua mot diém bat thwong nao cia f. Khi dé
1. s6 diém bat thwong cia f ¢ trong B la hitu han.
2. ham f(z) thda man hé thitc

/f(z)dz = 2mi Z Res|f; ai], (6.12)

a;,€B
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trong dé tong ¢ vé phdi cia (6.12) duoc ldy theo moi diém bdt thwong cia

ham f(z) nam trong B.

Chitng minh.

1. Dieu khang dinh thit nhat ctia dinh 1y hoan toan hién nhién.

2. Dé chitng minh dieu khang dinh thit hai ta cin phan biét hai trirong
hop

Truwong hop thit nhdt. Diém co € B. Vi diém oo khong thuoc B nén B
1a mién ctia C. Gid st S; 1a nhitng hinh tron déng véi tam tai moi diém bat
thwomg a; (€ 1?3) S; = {|z — a;| <r;;r; > 0}. Ta gia thiét rang r; dwoce chon
da bé sao cho:

a) S, C B, Yi; b) SinS; =0,i# .

Gia st 7; la bién cta hinh tron S; twong timg chay theo hwémg dwong.
Ta ky hieu

B* =B\ (| JS),
trong d6 S; 14 phan trong ctia S;. Hién nhién B* ciing 1a mot mien. Bién

0B* chinh la hiéu gitra bién ¢6 hwéng I' cuia B va cdc dwong tron ;. Vi
f € H(B*) nén

/ f(z)dz = Z / f(z)dz. (6.13)
Nhung mat khac tir (6.2) ta ¢6

/f(z)dz = 2miRes[f; a;].

Thé biéu thitc nay vao (6.13) ta thu dwoc hé thite (6.12).
Trudong hop thit hai. Diém co € B. Gid stt U(co,7) = {2 € C: |2| = 1}
13 1an can diém oo ma tai d6 ham f(z) chinh hinh (c6 thé trir ra chinh diém

z = 00) va gia sit U (oo, r) N T = (.



438 Chwong 6. Ly thuyét thang du va ing dung

Ta ky hieu:
BO) = B\ {4l > 1
Bién ¢6 hwdémg cua E(T’) 1a tong bién c¢é hwéng I' cia B va dwong tron

{|z| = r} chay theo hwéng dwong. Vi mién B(r) khong chita diém oo nén

tir treong hop 1 suy ra

/f(z)dz + / f(z)dz = 2mi ZRes[f; ai), (6.14)
r {lsl=r} '
trong d6 tong & vé phai ctia (6.14) dwoc 1ay theo moi diém bat thwong a;

clia f nam trong mién B trir ra diém oco. Nhung theo dinh nghia 6.1.2 ta c6

f(z)dz = —2miRes|f; o],
{lzl=r}

va tir (6.14) suy ra rang
/f(z)dz = 27r'i{ Z Res|f; a;] + Res[f; oo]}

D6 chinh 1a dang thitc (6.2) vi diém oo cling 14 mot trong cac diém a;. O

Nhdn zét 6.1.1. Cong thitc tich phan co ban thit hai ctia Cauchy 14 nén tang
dé xay dung toan bo 1y thuyét ham chinh hinh ma dic biét 1a dé thu dwoc
khai trién Laurent va do d6 dé tinh thang dw. Nhung cong thitc dé lai 13
mot hé qua ctia dinh 1y co ban ctia Cauchy vé 1y thuyét thang dw. That vay,
doi v6i ham f € H(D), ham

fz)

Z—a

Z

nhan diém a 1a diém bat thwong cé thé c6. Thang dw clia ham nay tai a
bang f(a). That thé, diém a chi c¢6 thé 1a diém chinh hinh hogic cie diém
f(z)

Z—a

N . oA
don cta va néu ta st dung khai trién

f(z) = fla) + fa)(z—a) + ...



6.1. Co sd 1y thuyét thang dur 439

thi hé so cua se la f(a). Do d6

Z—a

% !(_Zldz = Res[;(_zl ;a} = f(a).

Dinh 1y 6.1.6 c6 ¥ nghia to lén vé mit nguyén tac vi né dwa viée tinh
mot dai lwong c¢é tinh chat toan cuc - tich phan ciia ham chinh hinh theo
bién ctia mién - vé tinh nhitng dai lwong cé tinh chat dia phwong - thing dw
ctia ham tai cdc diém bat thwong.

Hé qua 6.1.3. Gid st ham f chinh hinh trong toan mdt phing C tri ra
(mét s6 hitw han) cdc diém bat thwong cé lap. Khi @6 tong cdc thang dw tai
cdc diém dy (ké cd diém oo) la bang 0.

Chitng minh. Triwde hét ta nhan xét rang s6 cdc diém bat thiwong co 1ap (néu
ham khong cé diém bat thwong khong o 1ap) khong thé biang co vi trong
triromg hop d6 sé ton tai diém tu doi véi tap hop céc diém bat thwong va
diém d6 1a diém bat thwong nhung khong co lap.

Bay gio gid st a 1a diém hitu han tlly ¥ ma tai d6 f chinh hinh. Ta bao
diém a bdi mot dwomg tron y(a,e) véi tam a va ban kinh di bé € sao cho f
chinh hinh trong S(a, ) = {|z —a| < €}. Dwong tron v(a, ) chia mit phing
thanh hai mién: mien bi chin D = S(a,&) va mién khong bi chiin D>, Ap
dung dinh ly thang dw déi véi D™ ta thu dwoc

/ f(z)dz = 2mi ZRes[f; J-
) T

v(a.e

Mat khéc, theo dinh 1y tich phan Cauchy (4p dung cho mién D) ta c6

/ f(z)dz =0.
)

v(a.e

T do6 suy ra

Z Res|f;.] = 0. (6.15)
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Dinh 1y Cauchy vira chitng minh 1a mot trong nhtrng dinh ly quan trong
nhit cta 1y thuyét ham bién phitc. Dinh 1y dé chi ding trong trirdomg hop
khi trén bién I' ham f(z) khong cé diém bat thwong. Ta sé khai quat dinh
Iy 6.1.6 cho triromg hop khi ham f(z) ¢d cuc diém don trén bién T

Gia sit ham f(z) chinh hinh trong T’ trir ra mot s6 hitu han diém bat

thwong co lap
1,9, ...,0n,

va chinh hinh trén I trir ra mot s6 hitu han diém bat thwong co lap

a1, ag, ..., Q.
Lay ai,as, ..., a, lam tam ta dwng cidc dwong tron v1,79s, . . ., Ym vGi bdn
z z X \ \ 9 . . oA
kinh € dia bé sao cho moi dwong tron v, k = 1,...,m chi cat I" tai hai diem.

Ta ky hieu
Y(ag,e) =T N{|lz —ax| <e}, k=1,2,...,m;

r(e) = T\ | ().

Ta ¢6 dinh nghia sau

Pinh nghia 6.1.4. Giéi han cua tich phan

I(e) = [ [f(2)dz,
)

T'(e

khi e — 0 dwoc goi la gid tri chinh cta tich phan I = /f(z)dz theo Cauchy

T
va ky hieu la

e—0
I'(e)

vp. / f(2)dz = lim / F(2)dz,

(trong d6 v.p. 1 nhing chir cai dau tién cla céc tir tieng Phap Valeur-

principal - ¢6 nghia la “gid tri chinh”).



6.1. Co sd 1y thuyét thang dur 441

Pinh 1y 6.1.7. Gid stt D la tdp hop mé cia mat phang C va f la ham
chinh hinh trong D\ {a;}, trong dé a; la tap hop nhitng diém bat thuong co
lap cia f. Gid si trén bién tron T' cia mién D C D ham f chi cé mot sé
hitw han cec diém don ay,as, . .., Gny.

Khi dé gid tri chinh cua tich phan / fdz ton tai va dwoc tinh theo cong

T
thitc

v.p./f(z)dz = 27r'i{ Z Res(f; a;] + % Z Res|f; ak]} (6.16)

dieﬁ apel’

trong dé tong > dwoc ldy theo moi diém bat thwong a; nam trong l~), con
aieﬁ

tong thit hai ¢ vé phdi (6.16) dwoc ldy theo moi cuc diém ay, € T.

Chitng minh. Dé tien trinh bay ta ky hiéu cdc diém bat thwong co lap cua

f trong D 1a

1,09, ...,0n,
A ~ oA ~ ’ ’ oA
(mot s6 hitu han diem!). Ta sé chon e di bé sao cho cdc diem oy, ag, ..., ap
khong nam trén cdc dwong tron v, k= 1,2,...,m, trong d6

Pyk:{|z—ak|:5}, k=1,2,...,m

Y(ar, ) = D Ny,

la cung tron chay theo hwdéng am, va
[(e) = I(e) U { U 5(%,5)}.

Nhw vay ['(¢) 1a bién ciia mien D* ndo dé va hién nhién trén I'(e) ham f

khong ¢6 diém bat thwong ndo. Ap dung dinh 1y co ban cta Cauchy vé thing
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dw cho D* véi bién I'(g) va ham f ta c6

/fdz: f(z)dz—i—i / f(z)dz
) )

(o) (e k=1

= 2mi Z Res[f; ax],
k=1

Y(ak,e

va do d6
/ F(2)dz = 270> Res[fon] + 3 / f()de (617)

T(e) k:1§(‘1k=5)+

trong d6 7(ag,e)™ la nhimg cung tron chay theo hwémg dwong. Vi
ai, s, ..., ay, la cuc diém don clia hdm f nén tai lan can cdc diém dy, ham
f c6 thé biéu dién dwdi dang

Cc_
f2) = —" +o(z), k=12,...,m,
Z — ag

trong d6 ox(2) 1a phan chinh hinh cta f tai lan can diém ag. Do dé

d
/ f(z)dz = c_q1 / S / or(2)dz = I + Is.
Z — Qg
+

F(ag.e) F(ag,e)t F(ag,e)t

RO rang 1a khi e — 0 thi hai cat tuyén axty
va agt; (hinh VI.1) dan t6i vi trf cta tiép tuyén
v6i I otai diem ay, va do dé

lim(pg — 1) =m, va

e—0

dz

lim /[ = lim

e—0 e—0 Z — Qg

a(akae)

= lirrolz'(ngg — 1) = 7i; (2 — a = ge'?).
£E—>

Bay gio ta xét Io. Vi @g(z) chinh hinh tai lan

A~ o A~ ’ . z z
can cua diem ay nén véoi e du bé ta cé

Hinh VI.1
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w2
2| = ’ / gok(z)dz‘ = ‘/gpk(ak + ge'?)ice™dyp

F(ag,e)t ¥1

< ME(SOQ - 901)7

M = sup |g0k(z)‘

z€y(ak,e)t

Nhw vay

lim / f(2)dz = c_q pmi = mwiRes|f; a).

e—0
F(ag,e)t

Thé dang thitc vira thu dwoc vao (6.17) ta cé

lim / f(z)dz = 2mi iRes[f; ag] + m’iRes[f; ag]

e—0
T'(e)

:271"&'{2.4—%2.}.

n m
k=1

k=1

O

Nhdn zét 6.1.2. 1. Néu trén I’ ham f khong c6 diém bat thirong thi tir (6.16)
ta thu dwoc (6.12) titc 1la dinh 1y co ban cia ly thuyét thang duw.
2. Néu thay diéu kién tron ctia I' bang dieu kién tron tirng khic va gia

stt gbe gitta cac tiép tuyén tai moi didm géc 1a 0y, k= 1,2,...,m, ta cb

lim f(2)dz = driRes[f; ax],

va do do

v.p./f(z)dz = 27r'i{ ; Res|f; ai] + % ;(5kRes[f; ak]}.

T
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6.1.4 Tinh tich phan theo chu tuyén déng

Ta xét mot s6 vi du tinh tich phan theo chu tuyén déng bang céch ap dung
thang dw. Trong cdc vi du nay chu tuyén tich phan v dwoc dinh hwéng sao

cho khi vong quanh theo 7 thi phan trong cta v luén ludn & bén trai.

Vi du 11. Gia st

f(z) = (22 — 1)0052_ .

Khi d6
I= / f(2)dz = 2miRes[f; 1].
{Iz1=2}
Ham f(z) chinh hinh trong hinh tron {|z| < 2} trir ra diém z = 1 1a diém

bat thwomg cot yéu ctia f(z). Ta cb

S
= Cos
1 z—1

CoSs
Z_
= cos1 - cos — sin 1sin
Z — Z —
T R E——
cos 2(2_1>2+
1 [ 1 1 n }
—sinl - —
i c—1 3l(z—1p ’

2z2—1=2(z—-1)—1
va tlr d6 hé s6 a_1(f) cia chuoi Laurent ham f bang
a_1(f) = —(cos1+sinl).
Do dé
I = —2mi(cos1 +sinl).

Vi du 12. Tinh tich phan

1 dz
[=— . (V1=1),
2mi ) (A4 1)vV22 +1 ( )
T
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trong d6 T 1a parabon y? = x chay theo hwéng téng cla y.

Gidi. Diém ré nhanh ciia ham dwdi dau
tich phan la z =7 va 2 = —¢. Do d6 trong
mién D = {Rez > 0} ta c6 thé tach nhanh
don tri ctia ham da tri va véi diéu kién

24+1|_, >0,
ta sé xdc dinh dwoc mot nhanh don tri. Dé
tinh tich phan I dau tién ta tinh tich phan
theo chu tuyén déng £ nhw & hinh VI.2
gom:

(1) cung parabon BOA,

(2) doan thang AB : Rez = r; va sau

Hinh VI 2 d6 chuyén qua gi6i han khi r — oo.
Ta cé
/fdz = / —i—/ = 2mi{Res| | + Res[ ] }.
c BOA AB

Ta xét tich phan theo doan AB. Vi trén doan AB ta c¢é

rT=r
—r<y<r

va do do

|2zean = Va2 +y? > 1!/

nén dé dang thiy rang

)Aé’g(ﬂ—zl\)/f/m_)() khi 7 — oo.

Ti d6 suy ra rang

/f(z)dz = QWi{RGS[f; eiﬂ + Res|f; e_iﬂ }
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Dé y rang

ta co
1
. ) 1
T +1
Res|[f; e’ - .
sl =T e~ meE
1
e 4Z2+1 1
Res[f7€ 4j| 42:3 Z:e_ZT"\' 46/56 Z77\' )
va do do

/ dz B Uy
S (FHDV2 T 2V 4 V2
Vi du 13. Tinh tich phan

dz
I= —— b > 0.
/bz2—2az+b - a

|z|=1
Gidi. Mau s6 ctia ham dwéi dau tich
A oA PN . . oA
phan triét tieu tai hai diem

B a — ivVb? — a?

a—f va
l_a—l—i\/bZ—aZ
a b

1 ~ ) N /.
Vi a va — la cuc diem don cua ham dwéi
!
dau tich phan va
1
o = E’ =1 Hinh VI. 3

N . oA S N N ’ A v
nén cd hai cuc diém o va — déu nam trén chu tuyén tich phan. Ta dat
o

Fe) = T(e) Ur (e U (- ¢)),
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gom (hinh VI. 3)
(1) dwong tron don vi loai bé hai cung ndm trong cdc hinh tron bé;
(2) cung tron y(a, ¢) chay theo hwéng am,
. 1 L.
(3) cung tron fy(—, 5) chay theo hwéng am.
5

Khi do6
[=]- ]~ [ =i =

F(e I'(e)
Do do
/ I )+1(1 )
=I(a,¢e —,e).
9 a?
T'(e)

Ta xét tich phan I(a,¢). Tai lan can diém « ta cé

1 1
= 1[ + ham chinh hinh tai > = a
(z—a)(z——) a—= "
« «
1 —1
(e-3)
_ [0
= o +900<(Z>

Do do

lim I(a g) = lim
e—0 e—0 gel

v(a,e) %6)
1\ -1
= <a — —) 1.
«Q

Bang phwong phdp trong tu ta cé

1 -1
! (a)
i1 (5e) =l | [P e

’Y(é €) (6]
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Tir d6 suy ra rang

1
I =limI(e) =limI(a,¢) —|—lim[<—,5)
a

e—0 e—0 e—0
1 1 ,+1 0
:—7177'2 —1771'2: .
bOé—— b——Oé
(6% (6%

6.2 Mot s6 tng dung cda ly thuyét thing dw

binh 1y co ban ctia Cauchy vé thing dw da chitng minh trong muc trude 1a
diém xudt phat dé tng dung ly thuyét ham chinh hinh trong cac qué trinh
tinh todn khac nhau.

Trong muc nay, ta sé xét s ap dung ly thuyét thang dw dé tinh tich phan
xéc dinh (khong tim nguyén ham ctia ham dwéi dau tich phan), va tinh tong
clia mot s6 chudi. Day khong phai 1a phwong phdp chung dé sit dung trong
moi trwong hop. Ta chi xét vai loai tich phan c¢6 dién va tinh tong mot s6
chudi va thong qua dé dé chitng té phwong phip dwa cdc bai todn trén ve
bai toan tinh thang duw.

6.2.1 Phwong phap tinh tich phan

Gia st ta can tinh tich phan cta ham thwe f(z) theo doan (a,b) (hittu han
ho#ic v6 han) nam trén truc thie R ctia mat phang 2.

Thirc chit ctia phirong phdp tinh cdc tich phan dwra trén co sd 1y thuyét
thang dw la nhw sau.

Ta sé bo sung vao doan (a,b) mot dwong cong I' ndao db sao cho dwong
cong I' cing v4i doan (a, b), 1ap nén dwong cong déng gidi han mién D ma
ham f(z) c6 thé théc trién gidi tich tir R vao D. Sau d6, 4p dung dinh 1y co

ban ctia 1y thuyét thing dir cho théc trién gidi tich f(z) vira thu dwoc ta c6

b

/ flz)dx + / f(2)dz =27y Res, (6.18)

a
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trong d6 > Res 1a tong thing dw ctia ham f trong D.

Néu tich phan theo I' ¢é thé tinh dwroc hoac biéu dién dwoc qua tich phan
b

can tim / f(x)dz thi bai todn dwgce gidi xong. Trong nhiéu triwromg hop ta

c6 thé chC(Lj)n f(2) sao cho ham f dwogc cho trén (a,b) la phan thwe hodc phan
4o cta né thi tich phan theo doan (a,b) sé dwoc tinh bang cach tdch phan
thue va phan 4o cla (6.18). Trong trwomg hop khi doan (a, ) 14 vo han thi
thong thwong ngwrdi ta xét cdc ho cde chu tuyén tich phan mdé ra vo han sao
cho trong giGi han ta thu dwogc tich phan theo (a,b). Trong truwong hop nay,
tich phan theo T trong (6.18) c6 thé khong can tinh ma chi cin tim gi¢i han
ctia n6 ma thong thiromg bang cach wée hrong céc tich phan.

Sau day ta sé chirng minh mot s6 bo dé thwong dwoc st dung dé wéc
lwrong cac tich phan theo T

B6 dé 6.2.1. (Jordan) Gid stz o > 0 va ham f thda man cdc dieu kién

1. ham f(z) lién tuc trong mién
D(Ry) = {Imz > 0,|z| > Ry > 0};

2. M(R) = max |f(2)| va

z€y(R)

lim M(R) =0, (6.19)

R—o0
V(R) ={|z| = R,Imz > 0}.
Khi do

R—o0
v(R)

lim / f(2)e"**dz = 0. (6.20)

Chitng minh. Gid sit z € y(R), R > Ry. Khi d6 z = Re™, 0 < p < 7,
dz = iRe*?dp,

iaz| _ | ta(Rcosp+iRsing)| _ _ —aRsing
€] = e | = eoRsng,
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Bay gio ta wéc lwong tich phan / f(2)e™*dz. Ta c6
v(R)

™

N
b
=
=
=
oY
3 o}
3
2
5
©
a
AN

w/2

o, |/2
= M(R)( =2 )em2ns
a 0
7r m
= M(R)—[1 < —-M(R
(BT[] < Taa(r)
T d6, theo (6.19) ta thu dwoc (6.20). O

Nhan zét 6.2.1. 1. Néu o < 0 va ham f théa man céc diéu kién ctia bo dé
Jordan trong nita mat phang dwéi {Im z < 0} thi cong thike (6.20) van con
hiéu lwe, trong d6 v(R) = {|z| = R,Im z < 0}.

2. Néu a = ia (a > 0) vA ham f théa man céc dieu kién ctia bo d& Jordan

trong nita mat phang bén phai thi bang céch chitng minh twong tu ta cé

R—o0
v(R)

v(R) = {|z] = R;Resz > 0}.

lim /f Je **dz =0, a>0,

3. Néu a = —ia (@ > 0) vd hAam f thda man céc diéu kién cia bo dé

Jordan trong nita mat phang bén trai thi

R—o0
v(R)

lim/f )edz =0, a> 0.
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Bo dé 6.2.2. Gid st v(R) = {|z| = R} va M(R) = max |f(2)].

z€y(R)
Khi do ta c6 cdc dieu khang dinh sau ddy

1. {RM(R) — 0(R — 0)} = { / F(2)dz — O(R — 0)} (6.21)
v(R)
2. {RM(R) — 0(R — o0)} = { / fe)dz — 0(R — o0} (6:22)
v(R)

Chitng minh. Céc hé thire (6.21) - (6.22) dé dang suy ra tir wéc long

)/f dz\ M(R)2xR.

[
. « 9. . N ’ ~ A ’ A . N ~ v
Trong khi gidi nhiéu bai todn bo dé sau day c6 mot vai tro rat cian ban.

B6 dé 6.2.3. Néu trén cung tron 6(R) cia dwong tron ban kinh R ham f

const
thoa man hé thite |f| < TR thi

[ ] <52

5(R)

Do dé véi o > 1 tich phan dan téi 0 khi R — oo con véi o < 1 tich phan
dan téi 0 khi R — 0.

Chatng minh. Duroc suy truc tiép tir bo dé 6.2.2. 0
2m

6.2.2 Tinh tich phan dang [ = /R(Cos @, sin p)dp
0

Gia st ta xét tich phan
2m

I= /R(cosgo,singo)dgo, (6.23)
0
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trong d6 R(u,v) la ham htru ty cia u, v.
Viéc tinh cdc tich phan dang (6.23) sé dwoc dwa vé tinh tich phan cta

ham bién phitc theo chu tuyén déng. Qua vay, ta dat

z=e".
Khi dé
1 . 1 1
Ccos p = —<z+—); sin @ = —,(z— —),

z 2

d

dgpz—z’—z
z

Khi ¢ bién thién tir 0 dén 27, bién 2 sé vach nén duwong tron v = {|z| = 1}

theo hwéng dwong va tich phan (6.23) dwoc dwa vé tich phan

I= / Ry (2)dz;

|2|=1
m(:) = —2al5 (-4 ) (- 2))

Theo dinh 1y Cauchy veé thing dw ta cé

1a ham hitu ty.

I = QWiZRes[R1(2); 2k),
k=1

trong d6 21, 2a, . . ., 2, 12 cdc cue diém ctia ham hitu ty R;(z) ndm trong hinh
tron don vi.
Vi du 1. Tinh tich phan

2w

d
I—/ v 0<la| <1.

1 —2acosx + a2’
0

Gidi. Dat
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ta co

1
cosT = 5(2 +2z7h, dr=-—, va

/ 1dz
I = .
az? — (a®>+ 1)z +a

|2=1

SN

Phwong trinh az? — (a®> + 1)z +a = 0 ¢6 hai nghiém 1a 2; = a va 29 = —.

N ~ N N N . ’ \ oA
Vi0 < |a] < 1 nén z; nam trong hinh tron don vi, dé la cuc diém don cia

ham dwdi dau tich phan.
2m
1l—a

Tir d6 dé dang suy ra [ = S
Vi du 2. Tinh tich phan

2w

I= [ azb>0
(a+ bcosx)?
0

Gidi. Dat z = ™. Khi d6

I / dzdz
B ib%(z — 21)%(z — 29)?

|z|=1
—a+vVaz -2 —a—+Va?—1b?
) b :

b

1 = Z9 =

Trong hinh tron don vi ham dwéi dau tich phan cé cuc diém cap hai 13

—a+Va? — b?

Z=2 = ; v4i thang dir bang
.«
i(a? — b2)3/2 ’
Do d6

2ra

I= (a2 — b2)3/2 ’
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+00
6.2.3 Tich phan dang [ = /R(w)da:

Gia st ta xét cac tich phan dang
I= /R(:c)dx, (6.24)
R

trong d6 R(z) 14 ham hiru ty cta bién z. Gia siv

P(7)

Rw) =5~ @)’

trong d6 P, 1a da thitc dai s6 bac n cia x va Q,, 1a da thite dai s6 bac m.

Dé tinh cdc tich phan dang (6.24) ta thiong dwa trén dinh 1y sau day

Dinh 1y 6.2.1. Gid st

F,

la ham hitu t) va gid s a, la cdc khong - diém phitc hodc la nhitng khong

- A A \
diém thwc cap mot cia Q,, va

m>=n+ 1.
Khi do
+o00o
v.p. / R(z)dx = v.p. /R(x)dx
—00 R
P, 1 P,
:27m'{ Z Res[R—m;ai} —1—5 Z Res[@;az}
Ima; >0 Ima ;=0
1 P,
Z _n. ) 9
+2Res[Qm,oo}} (6.25)
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Chitng minh. Gia st ham R(z) c¢6 céc cuc diém a;, Ima; > 0 va gia st trén
R ham R(z) ¢6 mot s6 cye diém don a;, Ima; = 0. Ta xét chu tuyén déng
['(R,e) gom (hinh VI.4):

(1) cdc doan [—R, a1 — €], [a1 +€,a2 — €], ..., [a, + &, R].

Ima; =0, i=1,2,...,p; |a;| <R;
(2) cac cung tron
Y(ai,e) ={lz—a;| =¢,Imz > 0;i=1,...,p};
(3) nivra dwong tron

Y(R) = {|]z2| = R,Imz > 0, |a;| < RVi=1,p}.

Hinh VI. 4

Ap dung dinh Iy co ban ctia Cauchy veé thing dw cho T'(R, &) vA ham R(z)

ta co

ajl—e€ ag—¢€ R

/R(x)d:c—i— / R(z)dx + -+ / R(z)dx+
a1+e ap+e
+ Z / z)dz + / R(z)dz = 2mi Z Res[R(z), a;].
Ima;= ’Y(az I'(R) Ima;>0

Do dé bang céch st dung céach 1y luan trong chitng minh dinh 1y 6.1.6 ta thu
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dwoc

/R@dx:%lggﬁo( / R@dz)

R
|z| <R
|z—a;|>¢€,a;€ER

= lim R(z)dz + 2mi Z Res[R(z); a;] + mi Z Res[R(z

R—o0

Ima; >0 a;ER
Y¥(R)
= miRes[R; oo| + 2mi Z Res + i Z Res[R; a;]
Ima; >0 Ima;=0
:27m{ —Res[R; o] + Z ResRaZ—i-— Z ResRaZ}
Ima; >0 Imaz

Nhan zét 6.2.2. 1. Néu m > n + 2 thi
Res[R(z); 00] = 0,

do d6 s6 hang thit ba & vé phai cia (6.25) bang 0.

2. Néu R(z) chi ¢6 céc cre diém phitc va khong cé crre diém trén R thi
s hang thit hai & vé phai cia (6.25) bang 0.

3. Néu ta lay

V(R) = {lz] = R, Imz < 0}
chay theo hwéng am va
v(ai, ) ={|z — a;] = ¢,Imz < 0}

chay theo hiréng dirong thi bang 1y luan twong twr ta cé

v.p./R(x)dx = 274 Z Res|R; a;]—

R Ima;<0

— i Z Res|R; a;] — miRes|R; 0o]. (6.26)

Ima;=0
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Hai két qua (6.25) va (6.26) tring nhau vi tong toan phan céc thang dw
béang 0.
Vi du 3. Tinh tich phan
[ d
I — / _w
(.1'2 + 1)3
Giai. Ham f(z) xéc dinh trén toan truc x va ham

1

f(Z):m

13 théc trién gidi tich ctia ham da cho vao nita mit phang trén. Ham f(z2)
chinh hinh khép noi trit ra diém z = 7 va trén truc thic né khong cé diém
bat thwong.

Hién nhién ham f théa man diéu kién

1 1
() jzp=r>Ro>1 = )m) < Re
Do dé tir cong thire (6.25) ta ¢
T 3\ 3

Vi du 4. Tinh tich phan

[ d
I:/ v , n=>1,neN.
1+ x2n
0
Gidi. Phwong trinh
2T+ 1=0

c6 cac nghiem sau day

2= B =0,1,...,2n — 1.
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Do d6 théc trién gidi tich f(z)

1

) =1

9
S ~ S v , oA S o A oA Y
ctia ham da cho vao mra mat ¢6 n cwe diém don va hién nhién rang
iTt/n\ —
f(ze™m) = f(2).

Ta sé 14y chu tuyén tich phan I'(R) gom
a) doan thang [0, R] C R,

b) cung tron y(R) = {z = Re?;0< p < z},
n

c) doan thang § = {z =re'n,0 < r < R}, (hinh VL. 5).

Hinh VI.5

Theo dinh 1y Cauchy vé thing dw ta cé

[ fra:

I'(R)

fle)de + [ f(z)dz+ /f(z)dz
v(R) g
= 2miRes[f; zo] (& trong I'(R) ham f(z)
chi c6 mot cire diem z)
eim/2n T i /om

= —2m = ——e
2n n




6.2. Mot s6 ing dung ctia 1y thuyét thang dur 459

Ta xét tich phan theo 6. Ta c6

R
f(2)dz = — | f(re™m)e™/mdy
Jroe=]

R
/ dx

1+ a2
0

Ta xét tich phan theo v(R). Vi z € v(R) nén

3

:ei

2 = Re™,
™
—R
Rdyp
/ g/R2n_1:R2Z_1—>O(R_>OO>'

Y¥(R) v(R)

Chuyén qua giéi han khi R — oo ta thu dwoc

(1—6%)12 —W—Ze%
n
hay la
I=—"
2n sin —
2n

6.2.4 Tich phan dang [ = /eme(x)daj
R
Ta c6 dinh 1y sau day

Pinh ly 6.2.2. Gid st P,/Q,, la ham hitu tj trén C va a; la khéng diém

phite hodc la khong diém thwce cdp mét cia da thite Q,, va ngodi ra
m>=n+ 1.

Khi do voi o € R ta ¢6 cac cong thiec sau day
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Vp/Qn zoza:dx_

27m'{ > Res[Pn iaz }—i—l > Res[Pn taz,

Ima; >0 Qm 21ma =0 Qm
il © Res[gheesa] +g © Res[5n
— 4T €S ;g - €S

Ima;<0 Qm 21ma =0 Qm

an a > 0;

by
o)} a <o

Chitng minh. Ta lai stt dung chu tuyén déng I'(R, ) nhw trong chitng minh
dinh 1y 6.2.1. Nhirng tich phan theo cdc mra dwong tron y(a;, €), a; € R dan

p Py i ’ . S s N v
den —m’Res[—eO‘”] Tich phan theo nira dwong tron 1ém v(R) dan dén 0

m

theo b6 dé Jordan. Tir dé dé dang it ra két luan thit nhat cta dinh 1y déi

voi o > 0.

Dai véi treomg hop o < 0 ta can lay cde niva dwong tron dwdi (xem nhan

xét 6.2.1) va thu dwoc dieu két luan thit hai.

Vi du 5. Tinh tich phan

x
/ 1n:c
0

Gidi. Tich phan phai tim cé thé viét dwdi dang

1oosinx
[ =— d
2/ T .

Do d6, dé tinh (6.10) ta xét tich phan sau

/ e

T'(R,)

O

(6.27)
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trong d6 chu tuyén déng I'(R, e) dwge mo ta trén hinh VI. 6.

Hinh VI.6

Tich phan I(R, <) = 0 vi ham € chinh hinh bén trong chu tuyén (R, ).
z

Nhuwng mat khac
I(R,¢) /—dx—i— / —dx—l—

7(0,¢)

/—d:c—l— / —dz = 0.

Y(R)
iz

1 N A
Vit == P h(z), trong d6 h(z) la ham chinh hinh tai diem z = 0, nén
z

/—dz—z/dgo—ir/ z)dz — —mi(e — 0).

7(0,¢) 7(0,¢)
Tich phan theo v(R) dan dén 0 khi R — oo. Téng hai tich phan theo hai
doan [—-R, —¢] va [e, R] bang
R

—& R R .
el el el _ p—ix ' sin
—dr+ | —dv = | ———dx =2 dx.
X X X X
—-R € €

£

Do do

0= () +0(R),
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va qua gidi han khi e — 0 va R — oo ta thu dwoc

0 .
sin s
de = —-
T 2
0

Vi du 6. Tinh tich phan

o0

[:/cosax—Zcosﬁxdx’ 0>0, 330
x

0
Gidi. Tich phan phdi tim cé thé biéu dién dwéi dang

o0

1 iar i
;o1 / e e
2 2

—00

% iar __ i
_ e / e e
2 2
1 x
:§Re/f(:c)dx.

Do d6 dé tinh tich phan trén day ta xét tich phan

iz _ 1Pz
J(R,e) = / %dz,
T'(R,)

trong d6 T'(R, €) 1a chu tuyén trong vi du 5 (hinh VI.6) ta c6

]ef(:l?)dx—l— / f(z)d:c—l—/Rf(:c)dx—i—/f(z)dzz().
"R ) /

7(0,e v(R)

Ta xét tich phan theo y(R). Hién nhién / f(2)dz dan dén 0 khi R — oo

v(R)
(theo b6 de Jordan). Bay gio ta xét tich phan theo nita diromg tron (0, €).
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Ta co

f() = —

Toéng hai tich phan con lai bang

R A A A R
/ <€zozac +2€—zam N eZﬂﬂB +2€—zﬂm)dx _ 2/ COS ax —2 COS ﬁxdl‘
T T Z
Nhw vay
/ 8
cos ax — cos Bx
2/ " dr +m(a— )+ 0(e) +0(R) =0

£

va do d6 qua gidi han khi e — 0 va R — oo ta thu dwoc
2l +7m(a—p) =0,

tir do
™
6.2.5 Tich phan dang [ = /R(w)a:o‘dw
R+

Gia st
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14 mot ham hiru ty va a 14 mot s6 thuwe.
Ta xét cac tich phan dang

o0

Ia) = /R(x)xo‘dx, (6.28)

0

trong d6 R(x) khong c6 cuc diem > 0 va R(0) # 0 (vi trong trwong hop
ngwroc lai R(r) = 2'Ry(z), trong d6 [ 1a s6 nguyén). Ry(z) chinh hinh tai
diém z = 0, sao cho R;(0) # 0. Khi d6 thay cho (6.28) ta c¢6 thé xét tich
phan

= / P Ri(x)dz;  (Ri(0) # 0,00)).
R+
Ta lwu y rang tich phan (6.28) hoi tu khi va chi khi cdc dieu kién sau day
dwoce thda man:
a) ham R(x) khong c6 cure diém > 0;
b) ham R(x) thda man diéu kién:
(b1)  lim faf™ | R(@)] = 0,
(b.2)  lim |2|*"|R(z)| = 0.
Hién nhién dieu kién (b.1) dwoc théa man khi va chi khi o +1 > 0 (tite
la a > —1). Ta xét dieu kién (b.2). Khi x — oo thi ta c6 thé viét

const

R(z) ~ (const # 0,m —n € Z).

:L-m—n
Do dé diéu kién (b.2) dwoc thda man khi va chi khi
m—-n—a—1>0,

hay la

a+n—m<—1.
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Nhw vay, & day ta sé gia thiét rang R(x) 14 ham hiru ty khong cé cure
diém > 0, R(0) # 0. Tich phan dang (6.28) hoi tu khi va chi khi
a>—1 (kb tich tai 0).

a+n—m< —1 (kha tich tai vo cung),
tire la

l—-a<m—n-—1. (6.29)

PTL ~ Y A ¢ . - A
Dinh 1y 6.2.3. Gid st R = ——Ila ham htu ty khong c¢é cdc cuc diém > 0
va « la s6 thwe khong nguyén sao cho

a> -1, (6.30)
at+n—m< -1 (6.31)

Khi do

I(a) = / R(z)z*dz

Rt

2mi N
= 1_ 2ria > Res[R(2)2% al, (6.32)

trong d6 2% la ham dwoc zdc dinh theo cong thitc z® = e*™* Inz = In 2| +
rargz, 0 < argz < 2.
Chitng minh. Dat
f(z) = R(z)z"
va xét tich phan
I(R,e) = / f(z)dz
T'(R,)

trong d6 chu tuyén déng T'(R, €) (hinh VI.7)

M
gom
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(1) doan [e, R] (bo 1)
(2) dwong tron v(R) = {|z| = R},
(3) doan [R,e] (bo 1)
(4) dwomg tron v(0,¢e) = {|z| = €}.
Doi véi thira s6 da tri ciia ham dwdi dau
tich phan Hinh VI.7
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h(z) = 2% =e*Lnz = |z|“eiargz = |z|°‘em“",

ta sé chon nhénh thda man dieu kién
0 < argz < 2m.
Hién nhién ham 2z® nay chinh hinh trong mién
D=C\R,,

va do do ham

phan hinh.

Trén bo (I) ctia nhat cat ¢ = 0 nén
h(x +1i0) = h(zx) =2 >0 (z>0).

Bay gior ta xét diem 2z € (I1). Khi z € (I1) thi z = 2z —i0 (x > 0) va
@ =2m, va do do

h(z —i0) = z%C™ = h(z)‘ze(n)

= h(x)e*™™ (x> 0).
Tir hé thitc vira viét suy ra rang

h(z)}ze(n) = ¥ f ().

/f /()d:c,
/f dz——2”’”‘/f
(I1)

Nhw vay
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Béy givr 4p dung dinh 1y co ban ctia Cauchy vé thang dw cho ham f(z)
va chu tuyén (R, ¢) ta c6

/f dz—/f d:c—l—/f dz—l—/f dz—i—/f
(11

T'(R.) ~v(R) ~(0,¢)

= 271 Z Res|[f
véi R du 1ém va e dua bé; hay la

m/f Vo + / f(z dz—i—/f(z)dz:QmZRes. (6.33)

7(0,¢)

Ta xét tich phan theo v(R). Ta c6

|f(2)] = |R(2) - 2*] < const - |z[|*T"™™.
Do do
27
’ / f(z)dz’ < const/RO‘+”_dego
v(R) 0

= const - 2 R*T" 0 (R — o0)

theo diéu kién (6.31).
Bay gio ta xét tich phan theo (0, ¢).

27
[ ] < max 5] [ eia
z€7(0,¢)
~(0,¢) 0

= 2™ t? max|()|—>0 (e —0)
2€7(0,¢)

theo diéu kién (6.30).

Chuyén qua gi¢i han khi e — 0 vA R — oo tir (6.33) ta thu dwoc (6.32)
(dé ¥ rang vi a khong nguyén nén 1 — > = (). Dinh 1y dwoc chitng
minh. U
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Bay gi¢ ta xét mot vai vi du minh hoa cho chitng minh lan viéc ng dung
dinh 1y 6.2.3.

Vi du 7. Tinh tich phan

Ooxoc—l
I:/ dr, 0<a<l.
14+
0

Gidi. Ta xét tich phan

za—l
[(R,S) = / mdz,

T'(R.)

trong d6 T'(R, €) 14 chu tuyén déng nhw trong dinh 1y 6.2.3.
Ta cé

Zoc—l e(a—l)lnz

f(z>:1—|—z: 1+2z

trong d6 In z 1a nhdnh chinh hinh khi 0 < arg z < 27. Ham f(2) ¢6 cuc diém

don tai z = —1 véi thing dw bang
(a—1)In(~1)
e A A
R 1] = — m(a—1)1 — i
es[fa ] (1 +—Z>l S € €

Theo dinh 1y co ban vé thing dw ta cé

/f dz—/f d:c—i—/f dz—i—/ dz—l—/f

I'(R.e) v(R) (In) 7(0,¢)

= —2mie™™

hay la

27”0‘/ dx—l— / / —2mie®™

7(0,e)  Y(R)
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Ta xét tich phan theo v(0,¢). Khi 2z € v(0,¢) ta c6 z = €™, 0 < ¢ < 2,

va

Ea—l
’ / ’<27r e < const - £°.
1—¢
7(0,¢)

Hién nhién khi o > 0 thi / — 0.

7(0,¢)
Twong tw, khi z € v(R) ta cé 2 = Re™, 0 < ¢ < 27, va

Roc—l
’ / ’ <27TRR_ 7 < const - R*7!
v(R)

va tat nhién / — 0 khi R — oo.

V(R)
Nhuw vay, qua giéi han khi e — 0 va R — oo ta cé

i a—1
(1 — e?m) / L = —2mie*™,

I+
0
va do dé
T d —2mie™ 2 s
r = =T — - = — :
1+ 1 — e2mai erat — e~ ginam

0
Vi du 8. Tinh tich phan (theo nghia gia tri chinh)

o1
I = /fdx, 0<a<l. (6.34)
0
Gidi. Viéc 4p dung trire tiép dinh 1y 6.2.3 1a khong thé dwroc vi trén ban
truc Ry ham dwdi dau tich phan cé cuc diém don o = 1.

Dé tinh (6.34) ta xét tich phan

e(a—l)lna
](R, 8) = / ﬁdz, R>1,

T'(R,)

trong dé chu tuyén déng I'(R,¢) (hinh VL. 8) gom:



6.2. Mot s6 ing dung ctia 1y thuyét thang dur 471

(1) doan thang [e, 1 — €J;
(2) nivra dwong tron
v(1,e) ={]z — 1| = ¢,Imz > 0},
(3) doan thang [1 +¢, R],
(4) dwong tron y(R) = {|z| = R};
(5) doan thang [R, 1 + ¢;

)

(6) nira dwong tron
’7(627” ):{|Z 27rz|_8

Imz < 0}
(7) doan thang [1 — ¢, €];
(8) dwong tron v(0,¢) = {|z| = €}. Hinh VI. 8

Hién nhién, trén cac phan bién (1) va (3) ta cé

(l.eigo)oz—l xa—l

ey@)  1— (weiv)  1—x

= f(l'),

f(2)

(trén (1) va (3) ta c¢6 ¢ = 0) va trén céc phan bién (5) va (7)

f(2>‘ze(5) (7) 27mf( ).

Do dé theo dinh 1y co ban veé thang dw ta cé thé viét

/f Ydz + (1 — e2™) /f d:c—l—/f(:c)dx}—l—

7(0,¢)

/fdz+/fdz+/f *)

~v(1,¢) (€27 g) ~v(R)

Bang phwong phép wéce lwong twong tir nhir trong vi du 7 tich phan thit
nhit va thit nam & vé trdi dan dén 0.
Ta xét tich phan theo v(1,¢). Tai lan can diém z = 1 (bo thit nhat) ta
co
2ot 1

1—z:_z—1+h1(2)’
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trong d6 hi(z) chinh hinh tai diém 2z = 1. Vi
1 —z=ce%, dz= —icedyp

nén

-7 —Tr

—eely . .
f(2)dz = e do + [ hi|l —ce™lice’dp
cew
0

0

= i + /h1[1 — ee™)icedp — i (¢ — 0).
0

Twong tw ta co

—27
27rozz
/ f(z dz—/ w( iae“")dgo—i-/hg(z)dz,
(2™ g) - “r

trong d6 hy(z) chinh hinh tai diém 2 = > (diém 1 ctia b dwdi). Do d6

/ f(2)dz = 7ie*™ 4+ 0(g), 0() =0 (¢ —0).

(627rz £

Bay gio tir (*) va cdc gid tri gidi han vira thu dwoc ta cé

a—1
(1 — e / f dx + mi(1+ ™) = 0,
-z
0

va tir do rat ra

xoz—l

[:/ dr = 7 - ctgam.
1—x

0

Trong dinh 1y 6.2.3 ta chi xét trwomg hop khi « 14 s6 thwe khong nguyén.
Néu « 1 s6 nguyeén thi cdc dieu kién cta dinh 1y 6.2.3 khong con phit hop

2mai

ntra. Trong trwong hop nay 1 —e = 0 va tich phan ciing bang 0 (vi

T'(R,)
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lic nay R(z)z* 13 ham hiru ty va tong toan phan moi thing dw clia né bang
0) va do dé

0

R(z)x“dx = =
0
0

Do dé dé tinh tich phan dang (6.28) khi o nguyén ta can tién hanh theo mot
cach khac. Ta xét tich phan dang

I= /xo‘(lnx)k“R(x)dx. (**)
Ry
trong d6 @ € R (nguyén hoic khong nguyén), k 14 s6 nguyén > 0. Ta gia thiét
R(z) thda man céc diéu kién cia dinh 1y 6.2.3. Khi d6 tich phan vira viét
hoi tu khi va chi khi né thda man céc diéu kién (6.29) (vi thira s¢ (log x)*+?
khong anh hwdng dén tinh chat hoi tu cia tich phan).
Ta chitng minh dinh ly sau day

Pinh 1y 6.2.4. Vdi cdc gid thiét cia dinh lyj 6.2.3 va « la s6 nguyén ta cé

hé thitc sau day

o0

(1) /R(x)xo‘dx = — Z Res[R(z)z%In z, a4, (6.35)

0
00

(2) /R(:c)x“ log zdx = —%Res[R(z)zo‘ In z; a;]
— i ZRes[R(z)zo‘ Inz;a;. (6.36)

Chitng minh. Ta xét tich phan
I(R,e) = / R(2)2"(In )54z, (6.37)
T'(R.)

trong d6 T'(R, €) 14 chu tuyén da chon trong dinh 1y 6.2.3 (hinh VI.7), 2 14

nhanh chinh hinh cia ham 2 trong I'(R, £) nhan gid tri dwong & bo trén
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ctia nhét cat, log z 1a nhanh chinh hinh cia l6garit nhan gia tri dirong cta

bo trén ctia nhat cat. Khi d6 trong mién D ta cé
Inz=In|z|+iargz, 0<argz <2m.

Tich phan theo (I) dan dén

/ R(x)z*(Inz)"da.

0
Trong khi d6 tich phan theo (IT) dan dén
/R(x)xo‘(e%m)(ln:c + 274 )" .
0
Do d6 ta con phai xét hai tich phan theo v(R) va v(0, ). Xét tich phan theo
v(R). Néu z € y(R) thi

IInz| = /In® R+ % < (In® R 4 (21)*)"/? < const - In R,

|In z|F*! < const(In R)*™. (6.38)
Do d6 néu z € y(R) thi

1£(2)] = |R(2)2*(In 2)*™| < const - R*(In R)* ™ R™™™
(ln R)k—i—l
Rm—n—«a

= const -

Tir d6 va diéu kién (6.29) suy ra rang

R—o0
v(R)

lim / F(2)dz = 0.

Twong twr, néu z € v(0, ) thi

1
|Inz| < const - In — (6.39)
5
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va

1\ k+1
| log z|F™ < const(log )

jm [ s

7(0,e)

va do do

Nhw vay tir (6.37) va dinh ly Cauchy vé thang dw ta ¢6

R_)lgor’r;_)o / f(z)dz = 2mi Z Res|f

T'(R,)
hay la
/R(:c)x“[(ln z)Ft — 2™ (In g 4 270)F ) do = 27i Z Res|[R(2); a;].
0 @i
(6.40)
Ta xét cac trwvong hop riéng sau day
a) « la s6 nguyén va k = 0. Khi d6
QWZZRGS )2%In z; a;] = —QWi/R(:c)xo‘dx,
0
va tir d6 ta thu dwoc (6.35)
b) Trwomg hop k = 1. Trong triong hop nay ta ¢
ZWZZRQS *(In 2)? a;] = —47ri/R(x)x°‘ Inzdx + 4%2/]%(3:):1:0‘033:,
0 0

va tir d6 ta thu dwoc (6.36). O
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Nhan zét 6.2.3. Trong trweong hop khi o khong phai 14 s6 nguyén, bang cch
dat k£ = 0, tir hé thite (6.40) ta cé

o0 o0

(1-— 62”“)/]%(3:)3:0‘ Inzdr — 2772'62”0”/]%(3:):1:0‘(1:1:
0
= 271 Z Res|R(2)z%In z; a;]. (6.41)
Ta xét tiép mot vai vi du vé tich phan dang (**)

Vi du 9. Tinh tich phan

o0

I:/x_l/Zlnx d :
(x+1)2
0

1
Gidi. Trong trwomg hop nay a = —5n= 0,m=2k=0.
Do dé diéu kién (6.29) dwoc théa man. Tl cong thike (6.41) ta ¢é
Q/x_llnx do +2 2/ z dr = 2miRes[f(z); —1]
dlnr—= 427 | ——=dr =27 ;—1].
(+1)2 (z+1)2 ’
0 0

N oA S oA . N
Vi diém z = —1 la cuwe diém cép hai nén

Res[f; —1] = lim [z7"?1In 2]’

z——1

1\ 22 1 .
[(——) Inz+ -2 2}
2/ z z z=—1

Tir d6 dé thay rang
7 e dz 7 T3 p T
T nr = — T = —-
@+02 7 ) @rip 2
0 0
Vi du 10. Tinh tich phan
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Gidi. Dé tinh tich phan nay ta chon chu tuyén nhw trong dinh 1y 6.1.3
(hinh VI.9) va xét tich phan

I(R,2) = / (Ldz,

z+a)? + b?
T'(R.)

trong dé In 1a nhdnh chinh hinh thda man diéu kién

0 <argz < 2m,

B In?
“Grari e

_ (Inz 4 2mi)?
“rar e

Iz +4rilng — 4n?
T (@ra2+b?

f<z>}z€(1)

f(z>‘z€(11)

Bay gio tir dinh 1y co ban vé thang dw ta thu dwoc

/+ +/+ / _
I ~®) D)  ~(0e)

= 2mi{Res[f; —a + bi] + Res|[f; —a — bi]}. (6.42)
Béng cdch st dung cdc wée lwgng (6.38) va (6.39) dé dang thdy rang

lim = lim = 0.
e—0 R—o0
7(0,¢) v(R)
Ta tinh thang dw cla f tai cdc cuc diém don cia né. Ta cé

[Inr +i(m — ¢)]?

Res[f; —a + ib] ob; )
. [Inr +i(m + )]
Res[f; —a — bi] ob; ,

b
trong d6 r = (a? + b?)Y/2, p = arctg—.
a
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Do dé qua gi¢i han khi e — 0 va R — oo, tir (6.42) ta thu dwoc

0

/ (Inx + 2mi) d:c—l—]o In?z d
—_—dx =
(x +a)?+b? (x +a)?+ b2

4 7 S A 7
= — 1 €T et
" (x +a)?+? " (x+a) +w
0 0
4
:WTSO(W—’“HT’)
va
7 Inz elnr  In(a® + b%)1/2 . b
€r = = I -.
(x +a)? + b2 b b aeey
0

6.2.6 Mot s6 vi du khéc

Trong thuc té, dé 4p dung phwong phép thiang duw trong viéc tinh cac tich
phan (chtt yéu la tich phan suy rong) hodc ta phai dwa nhirng tich phan can
tinh vé cdc dang chinh tac da trinh bay trén day, hodc ta 4p dung truc tiép
cac phwong phap twong tw cho céac tich phan véi dang da cho.

Ta sé néu mot vai vi du minh hoa cho diéu vira néi.

Vi du 11. Ta xét tich phan

J(a) = / 1€+€md:c, 0<a<l. (6.43)

Gidi.
a) Dwra tich phan (6.43) vé dang chinh tic. Hién nhién bang phép thé

e” =t ta sé dwa tich phan da cho vé dang

Ootoc—l
dt
=
0
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Do la tich phan da nghién ciru trong vi du 7.
b) Ap dung phwrong phap thing diw triee tiép. Ta xét ham

oz

e
f<z> - 1+€Z
Hinh VI.9

Vi ham e 1a tuin hoan véi chu ky thuan 4o 27i nén ham f(z) chi thay doi
mot thira s6 €2 khi z nhan gia tri s6 27i. Do dé ta sé chon chu tuyén tich
phéan 1a chu vi hinh ch nhat véi cac dinh 1a — R, R, R+ 27i, — R+ 2mi (hinh
VI.9). Trong hinh chit nhat d6 ham f(2) c¢6 crc diém don z = 7i véi thing
dwr bang

o

—ai

= —e¢

Z=mi

Res[f;mi] =

Theo dinh 1y Cauchy ta c6

/f(z)dz—i—/f(z)dz—l— f(z)dz + / f(2)dz = —2mie®™.  (6.44)
() ) (

(IT) (I11 IV)

a [e%5
JECE e
() —R

R

-R
(z+2mi) ax
€ ; €
de= [ S _dp = e d
/f(z)z /1+€m+2m$ e /1+€m:€

(I11) +R -R
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Trén doan (II) ta ¢6 z = R+ iy, 0 < y < 27 nén

eoc(R-i—iy) el
= <
| fleean = [ ofr| S gE o
va do dé
ealt e(oc—l)R
’ / f(z)dz‘ < 27T€R_ 1= 271 — R O(R— o0) (Via<l).

(i1)

Clng twong tw, trén doan (IV) ta cé

e(—R+iy) e—aR
\flzearvy = 1 o—Ftiy < "
va do dé
e—aR

— 0(R — o0) (via>0).

)/f(z)dz}gzw

(1v)

1—e R

Nhw vay néu 0 < o < 1 thi qua giéi han khi R — oo tir (6.44) ta c6

/ € dx — e2om / € dx = —27ie®™
1+ e® 1+e®
hay la
eoca:
/ dr = — T .
1+ e= sin o

Vi du 12. Tinh tich phan
1

2P(1 — )P
I = 0/ de, (—1<p<2). (6.45)

Gidi. Dé 4p dung ly thuyét thang dw tinh tich phan nay, dau tién ta
thac trién giai tich ham dwdéi dau tich phan ra mat phang phic. Gia sit
D =C\ [0,1]. Dé dang thiy rang thac trién giai tich

2P(1— 2)tP
o=y
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ctia ham dwdi dau tich phan cé hai diém ré nhanh 13 0 va 1 va trong mién D
ta ¢ thé tach nhdnh chinh hinh ctia ham gidi tich F(z). Ta sé tdch nhanh
chinh hinh f(z) ctia F(z) sao cho f(z) > 0 khi z & bo trén ctia nhat cat

0, 1].

Khi z = 2 410, 0 < 2 < 1 thudc bo trén clia nhat cat

fla+i0) = f(2)] ., =

2Pl —x)tP
(1+ )3

=f(z)>0, 0<z<Ll

Ta tim gid tri f(x —i0). Khi diém z = 2 — i0 & bo dwdi ctia nhét cit, ta co:

(1= 2)' 7P = |2]P|1 — 2| Peilpart(-plez)

o1 =Ajargz, o= A, arg(z — 1),

trong d6 v 14 dwong cong néi diém thudc bo I véi diém z € D. Néu z =

x—1i0 (0 <z <1)thi
o1 =2m, @ =0,
va do dé
2P(1—2)7P = 2™ 2P (1 — 2)' 7).

Tir d6 suy ra rang

Bay gio ta xét tich phan
Ire)= [ fe
T'(R,)

trong d6 chu tuyén déng T'(R, )
(Hinh VI. 10) gom:

Hinh VI. 10
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1) dlrong tron (0,¢) = {|z] = ¢},
2) b
)
)b

(

(2) bo (I) ctia nhat cat [e,1 — ¢]

(3 du*ong tron y(1,e) ={|z — 1| = e};
(

(

4) bo (II) ctia nhét cat [e,1 — ¢];
5) dwong tron y(R) = {|]z| = R, R > 1}.
Theo dinh ly Cauchy vé thang dw ta cé

/ /f )dz + (1 2’”’”/f d:c+/f dz+/f()d
7(1,¢)

T'(R,) ~(0,¢)

= 2miRes[f, —1].
Ta cé

1
Res[f; —1] = o liml{zp(l —2) P}
= p<p - 1)2—p—2€7rpi’
va nhw vay

/ ¢27vi) / (@) + / / = mip(p — 1)2777"eP™. (6.46)

7(0,¢) v(le)  v(R)

Ta xét tich phan theo v(0,¢). Vi z € (0,€) nén z = ge?, 0 < ¢ < 27, do d6

)/) /gpl ;l_pedgo < const - P

7(0,¢)

Tir d6 suy ra rang
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Cung twong tw ta co

lim / f(z)dz=0, p<2.

Ta xét tich phan theo v(R). Vi z € y(R) nén z = Re*, 0 < p < 27 va do
do

27
P (1 1-p 1
‘ / ’g/%]%dgogconst~ﬁ—>0 (R — 00).
v(R) 0

T céc wée lwong nay va (6.46) trong gidi han khi e — 0 va R — oo ta ¢d
1
A P(1 — p)l-P A
(1 — ™) / %dm = mip(p — 1)27PLeP™

(1+x)
0
hay la
[ a1 =o'
P(l —x) 7P . —p—1 _pmi

/ (1527 dr = mip(p— 1)27P7 €

0
hay la

1 A

/ 2P(1 — )P mip(p — 1)27P~Lep™

——dr = A
(1t 2 1= o

0

(nhan tir va mau sé véi e ™)
_ pl-p)
2PF2 sin prr

= ¢ tich phan (6.45)

Nhan zét 6.2.4. Ta nhan xét rang bang phép thé ] v
sé dwoce dwa vé tich phan da nghién citu trong 5° (tich phan dang (6.28)).
Vi du 13. Tinh tich phan

+1

(1+z)P(1 —x)tP
I = d —1<p<?
/ 1+ 22 “ P

-1
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Gidi. Ta ky hi¢u
D =C\[~1,+1]

mit phang v6i nhat cit theo doan [—1,41] ¢6 hai bo (I) va (1), trong mién
D ta tach nhédnh chinh hinh cia ham

(1+2)P(1 —2)tP
14 2P

fz) =

13 théc trién gidi tich ham dwéi dau tich phan ra toan mit phang. Ta chon
nhénh chinh hinh f(z) thda man diéu kién

f(z) >0
khi z thuoc bor trén clia nhat cat [—1,+1] va do dé

Fla+i0) = §(3)] oy = HEUZD

=f(z) >0, —-l<uz<l,
fa=i0) = ()] ey = €™ ().

Ta xét tich phan

/‘f

T'(R,)

trong d6 T'(R, €) 14 chu tuyén déng, gom:

(1) du*ong tron y(—1,e) = {|z + 1] = ¢};

(2) bo (I) ctia nhat cat: (1) =[-1+¢,1—¢l;
(3) du*ong tron y(1,e) ={|z — 1| = e};

(4) bo (II) ctia nhét cét: (IT) = [-1+¢,1 —¢;
(5) dwong tron v(R) = {|z| = R > 1}.
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Theo dinh 1y Cauchy veé thang dw ta cé

| 1= [ - /f

T'(R.) v(—1,e) —14e
/ f(2)dz + / f(z
v(Le) Y(R)
= 2mi{Res|f; ] + Res[f; —i]} = 2mi Z Resf. (6.47)

Ta tinh thang dw

(1+2)P(1 — z)l_p)

Res[f; +i] = ( 5,

z::I:i.
Béng céch tinh céc gid tri cia ham luy thtra (1 + 2)P(1 — 2)'7P tai cdc
diém z =i va z = —i, dé dang thdy rang

T

Res|f; +i] = \2/? [ 5‘1}

Res|f; —i] = —\2/—?; [ngr%}

va tir d6 ta c6 thé viét (6.47) dwdi dang

1—¢
. 1+ 2)P(1 — 2)lP
/f )dz + (1 2”)/( iiﬁ) da+
v(—1,e) —1+e
+ / f(z)dz—l—/f(z)dz:
v(Le) v(R)

3r

_ m@{(j [pg‘ﬂ [”7*4} } (6.48)

Vi —1 < p < 2 nén dé dang thay rang

lim f(z dz—hm/f

w( Le) v(Le)
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Ta xét tich phan / f(2)dz. Hién nhién tich phan nay khéng dan dén 0

v(R)
khi R — co. Do d6, dé xét tich phan theo v(R) ta ding dinh nghia 6.1.2 va

hé qua 6.1.2. Ta cé

Reslfioo] = 5 [ (),
y(R)~

va do dé6
/ f(z)dz = —2miRes[f; o).
V(R)

Ta tinh thang dw Res|[f;00]. Ta ¢

Res[f; 00] = — lim zf(z)

Z—00

N ~ 3 s ze 3 A 3 s se ~ N
va dé tinh gi¢i han dd, ta can tinh gigi han cua modun va acgumen cua

z2f(2).

1+

a) lim |z]|f(2)] = lim

b) Tinh lim [arg z f(2)]. Vi gidi han cia ham chinh hinh khong phu thudc
vao hwéng dan dén giéi han nén trong trirdng hop nay ta cho z dan dén oo
theo hwémg dwong ctia truc thue. Ta cé

lim argl[zf(z2)] = Zli)rglo{argz +p-arg(l + 2) + (1 — p)arg(l — 2) + arg(1 + 2%)}

Z—00

=0+0+(1—p)(-m)+0=(p—1)m.
Do do

lim zf(z) = e® V™ = _ePm

Z—00
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va tir dé suy ra

Res|f; oo] = eP™,

/ f(2)dz = —2mier™. (6.49)

v(R)

Chuyén qua gi¢i han khi e — 0 va R — oo, tir (6.48) va (6.49) ta thu
dwoc

)

2 2 A}mmw‘
1 — e2mpi
[T [T
il r51) ol e
e P _ epmi

W[\/isin (pz + %) — 1} .

2
sin pm

I =

Vi du 14. Tinh tich phan

1

2P(1 — )P
r= 2N g Ci<p<a
/ 24z . p
0

Giai. Gia si

2P(1 — )P

fa) =50

Ham f(z) dwoc cho trén doan (0,1) C R c6 thé thdc trién gidi tich ra
toan mat phang phitc va théc trién giai tich clia né, ham

2P(1— 2)t=P

F(z) = 24z

c6 hai diém phan nhénh 1a 2z =0 va z = 1.
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Gid st D = C\ [0,1). Khi dé, trong mién D ta c6 thé tach nhanh chinh
hinh cta ham giai tich F(z). Ta sé chon nhédnh chinh hinh f(z) thda man
dieu kién

f(z)>0
khi z thuoc bor trén I ctia nhét cit (0,1) va do dé

2P(1 — )P

Ta tim gid tri cia f(2) & b dwdi (IT) ctia nhét cat (0,1). Dé dang thay rang

_ 1-p
_appmt(l—2)
f<z)}ze(11)_€ 241

— e_(l_p)%if(x).

/ I

T'(R,)

Ta xét tich phan

trong d6 T'(R, €) 14 chu tuyén déng gom:
du’ong tron y(0;¢) = {|z] = ¢},
O (I) cta nhat cat (0,1);
dlrong tron y(1,e) ={|z — 1| = e};
O (IT) cta nhét cét (0,1);
) dwong tron y(R) = {|z| = R, R > 2}.
Dé dang thay rang tich phan theo cdc dwomg tron (0, ¢) va v(1,¢) deu
dan dén 0 khi € — 0. Do d6 theo dinh 1y Cauchy ta c6

(1

(2
(3
(
(5

)
)b
)
4) b

1

. p — 1=p
(1 . e%pZ)/de = 2m’Res ‘—2 - % f Z dz

24z
0 V(R)

= 67r2 e’”” f f(z

v(R)
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bai v6i tich phan / f(2)dz ta cé thé viét

v(R)

f(z)dz = —2miRes[f; o0].
)

Y(R

Do dé ta can tinh Res[f;oc0]. Dé lam viéc d6, ta xét ham

1\1-»
-}

F*(z):<7’22~
1+;

Hién nhién d6 14 mot ham da tri. Ta sé xét nhanh f*(z) ctia ham F*(z) sao

cho nhanh dé dan dén 1 khi z — oo. Ddi véi nhanh dé ta ¢o

I\1-P
%:[1—(1—@14—%%_---

Ti d6 suy ra rang

C—l(f*) = -3 + D,

(hé o cua 1/2).
Ta nhan xét thém rang
a) |fl=1f";
b) arg f(z) # arg f*(2).
That vay, khi z — oo theo R ta ¢
2P(1— 2)tP

arg2+—z — —(1 —p)’ﬂ'



490 Chwong 6. Ly thuyét thang du va ing dung

trong khi do
arg f*(z) — 0

khi z — oo theo R" vi lim f*(z) = 1. Tir d6 suy ra rang trén ban truc R*

ta co

f(z) =P (2)

va theo dinh 1y duy nhat, biéu thitc vira viét ding cho toan mit phang. Do
do

ca(f) = (p—3)e ™7
va

/ f(z)dz = +2mi(p — 3)6—7”(1—17).

v(R)

Nhw vay khi e — 0 va R — oo ta cé
2mpi (2\P i : —mi(1—p)
(1—e p)J:6m<§) eP™ — 2mi(p — 3)e ™V P

hay la

I= gl =2-3(3)]

6.2.7 Tim tong cta chudi

Céc phwong phap ctia 1y thuyét thing dw con dwoc 4p dung dé khao sit tong
cac chudi. Trong mot s6 trwong hop, viée dé thwong dwra trén cic dinh ly

sau day:

Dinh 1y 6.2.5. Gid sit
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la ham hiu ty wdi cdc cwc diém  khong nguyén 21, za, ..., 2
(zr €7, k=1,2,...,p) va gia s m = n + 2.
Khi do

Z R(n) = —m Z Res|R(z)ctgrz; z). (6.50)

—oo<Nn<oo

Chitng minh. Ta xét tich phan

I(n) = /R(z)ctgﬂzdz; n=20,1,2,...,
v(n)
trong dé y(R) 1a bién cta hinh vudng véi tam tai goc toa do véi cde dinh tai
1
(n+ 5) (£1, £i)

sao cho cdc diém z1, 29, . . ., 2, thudc phan trong ctia né (hinh VI.11).

Hinh VI 11

Ta sé chitng minh rang lim 7(n) = 0. Vi mau s6 cia R(n) c¢6 bac cao

n—oo

hon bac tir sé hai don vi nén

1
|R(z)| < const —

|2[?
va do dé
t t
max [R(z)] € oty < s (6.51)
z€v(n) <n+ _) n
2
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Bay gio ta xét |ctgmz| trén y(n). Trén cdc canh song song véi truc 4o ta cé

1

coS [i (n—l— i)ﬂ —i—’iyﬂ}
1

sin [i (n—i— i)ﬂ —i—z’yﬂ}

evT — e YT

|Ctg7TZ|Z€DnAn,BnCn =

sin 2y

Y

cos 1y evT 4 e U

con trén cac canh song song vdi truc thwe thi

1
CoS [m: + 2<n + 5)7Ti|
|Ctg7TZ|Z€Aan,CnDn - 1 g
sin [nx + z<n + 5)7Ti|

h 1

¢ <n + i)w 1+ e~ (2n+1)m
1 T 1 _ e—(2nt)7

sh <n + i)ﬂ I—e

< 1+e™ €e"4+1

T l—e T er—1

(& day ta da sit dung cac bat dang thitc

€] + |e | eV4eY

< = ch
| cos z| 5 5 chy
|sin z| > |shy|).
Nhw vay véi moi z € y(n) ta ¢
e"+1
|Ctgz|z€'y(n) g = 5 (652)
em —1
va do dé tir (6.51) va (6.52) suy ra
e"+1 const
I(n)| < : 42 +1
1) < Sy (an 4 1)
< const 0 (n— o).

n
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Nhung méat khdc, theo dinh 1y ve thing duw ta cé
= 272{ Z Res[R(z)ctgmz; k] + Z Res]. zk]} (6.53)

trong d6 z = 0,+1,42,...,+n la cuc diém cua ctgrz.

Hién nhién rang
1
Res[R(z)ctgmz; k] = —R(k)
™

va do dé tir (6.53) ta cd

= 2mi Z — —i— Z Res|R(z)ctgmz; zg].

Qua giGi han khi n — oo ta thu dwoc cong thite phai chitng minh. O

Pinh 1y 6.2.6. Véi cdc gid thiét cia dinh lj 6.2.5 ta con cé

Z (—=1D)"R(n) = —Wi Res[ R<Z> ;zk] (6.54)

STz
—oo<Nn<oo

Chitng minh. Cung nhw trong chitng minh dinh ly 6.2.5, ta xét tich phan
R(z)d o i
I(n) = / <Z> Z, v(n) = chu vi hinh vuéng A,B,C,D,, va hién nhién

simnz

. v(n)
rang

I(n)z%m’{%i( DFR(k —i—ZRes[Si(jr)z,zk}}.

—-n

Ta can chu*ng minh rang I, — 0 khi n — oco. Dé lam viéc do, ta sé wéc

‘ khi z bién thién trén cdc canh hinh vuong A, B,C,D,.
sinmz

Trén cac canh song song véi truc 4o ta ¢

lwong

_‘1’_1

<1
chrmy

cos 1Ty
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(vi chmy khong bi chan khi y tang!) con trén cdc canh song song véi truc
thwe thi

1 1
1 < 1 < L
sinw[i(n—i——)iix} sh(n+—)7r
2 2
Tir d6 suy ra rang lim I(n) = 0 va ta thu dwoce cong thire (6.54). O

n—oo
Vi du 16. Tim téng ctia chudi

1

—oo<Nn<oo

Gidi. Dat

—oo<n<oo
Vi
—1
ctgnz = ctg(—ma) + (72 — 7a) [f} +..
sin” Ta
néen
t _
N [, P
(a+ 2)? sin‘ wa
va do do

DT &
(a+mn)?  sin’7a

—oo<Nn<oo

Vi du 17. Tim téng ctia chudi

(1
Z (n+a)?’ 7 2.

—oo<Nn<oo



6.3. Ham nguyén va ham phan hinh 495

Giai. Dat

va ap dung dinh 1y 6.23 ta co

1 —1)" 1
— E u = —Res[ - ,—al.
T (a+mn)? (z+a)?sinmz
—oo<n<oo
Dé dang thay rang
Res|.; —a] = _w
sin® Ta

va do do

Z (-=1)*  wcosma
= latn)? ~ sin’7a

6.3 Ham nguyén va ham phan hinh

6.3.1 Ham phan hinh. Bai todn Cousin thir nhat trong
mit phing phirc

Ta liru ¥ rang ham don tri dwoc goi 1& ham phdn hinh néu trong todn mit
phang (c6 thé trir diém 0o) né chi ¢ céc diém bat thwong 1a cuc diém (xem
4.3.5).

Ham phan hinh ¢6 thé c¢é mot s6 hitu han hoac v6 han cac cuc diém. Néu
né c6 vo s6 cire diém thi cdce cuc diem khong thé cé diém tu trong C vi diém
tu d6 1a diém bat thwong nhung khong o lap va trong moi truong hop né
khong phai 14 cire diém. Dieu d6 trdi véi dinh nghia ham phan hinh.

Bay gid ta xét cdc dwong tron C), va C, 1 v&i ban kinh bang n va n + 1
twong ng. Tir dieu da néi trén suy ra rang gitra cdc dwong tron nay chi cé
mot s6 hitu han cue diém ciia ham phan hinh. Dieu d6 chimg to rang céc

cuc diém cé thé danh s6 theo thit tir khong giam doi véi mé dun cia ching

lar| < az| < -+ < anl <
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va khi d6 lima,, = co.
n
. N N A N \ S N ’ [N ’
Gia sit f la ham phan hinh va a, la mot trong cac cwe diem cia né. Ta
ky hiéu

9.(2) =3 (=)

Z—ap

14 phan chinh cta khai trién Laurent tai lan can diém a,,.

Bay gior ta chuyén sang nghién ctru bai todn Cousin thit nhit trong mét
phang phitc.

Gi stt {a,} 1a tip hop déng cac diém co 1ap cia C. DGi véi moi diem a,,

ta x4dc dinh ham dang

gn(2) = in:ak,n<z jan)k (6.55)

(d6 1a nhting da thic doi v6i 1/(z — ay)).

Bai todn Cousin thit nhat dwoc dat ra nhw sau. Hay xdc dinh ham phdan
hinh f trong C sao cho f ¢6 cwc diém tai a, véi phan chinh twong #ng g,(2)
tai cdc cuc diém dd, con ham f — g,(z) thi chinh hinh tai cdc diém a,,.

1. Néu s6 cue diém a,, 1 hitu han (vi du m) thi ham nhw thé sé 13, chang
han

1z) = ifg”(z—lan)'

. o N N A ~ \ N N . .« 9. N
2. Gid st s0 cue diem cua ham f 1a vo han. Deé trinh bay 101 gidi cia bai

z . \ N M oA AN ’ oA A
toan Cousin trong triromg hop nay, dau tién ta can quy wée hieu sw hoi tu

ctia chuoi cdc ham phan hinh.

Pinh nghia 6.3.1. Chudi cdc ham phan hinh dwoc goi 1a hdi tu (trong ting:
héi tu déu) trén tap hop M néu chi mot s6 hiru han céc s6 hang ctia né ¢
cue diém trén M va sau khi cat bd céc s6 hang dy thi chudi hoi tu (twong

tng hoi tu déu) trén M.
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Bay gio ta sé chitng minh dinh 1y vé sw ton tai loi gidi cia bai todn
Cousin thit nhat trong mat phang phite, titc 1a chitng minh sw ton tai ham

~ N 7. ’ [N S N 7z 7 ’
phan hinh véi cac cuwe diem va phan chinh twwong tng cho trude.

Pinh ly 6.3.1. (Mittag-Leffer) Gid si {an}zo:l la day diém roi rac bat
ky cua C

, \ N 1
0 < |ag| <lag] <+ <ap < ... lim anzoovagn(Z)zgn< )

n—o0 2 —ap
la day cdc da thite bdt ky cia
1

Z—ap

, n=0,1,2 ...

Khi dé ton tai ham phdan hinh f ¢é cwc diém tai moi a,, (va cting chi tai

cdc diém dy) voi cdc phan chinh g,(z) twong #ng.

Chatng minh. 1. Khong gidm tong quét, ta cé thé cho rang a, # 0 vi thay
cho f ta c6 thé xét ham f — gy, trong d6 gy 1a phan chinh cia f tai diém
z=0.

Ham g,,(z) chinh hinh trong mién D,, = C\ {a,}, do dé c6 thé khai trién
gn(2) thanh chudi luy thira

(n) (n)

gm(z) =a + a2t alMr (6.56)

Chudi (6.56) hoi tu trong hinh tron {|z| < |a,|}. Ta chon mot day
{571}20:1, en > 0 sao cho chuoi Y &, hoi tu. Vi chuoi (6.56) hoi tu déu trén
tirng compéc cia hinh tron {|z] < |a,|}, €, > 0, Im, € N sao cho khi

1 .
2] < §|an| ta ¢

gn(z) — Z a;”)z’“) < é&n. (6.57)
k=1

Ta dit B,(z) = Zn al™ ¥ va xét chudi
k=1

Y lgu(z) = Pu(2)]. (6.58)

n>1
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Ta sé chitng t6 rang chudi (6.58) hoi tu deéu trén titng compac K C C
theo nghia cua dinh nghia (6.55). That vay, tap hop K C C bat ky luon
luon cé thé xem 1a nam trong hinh tron {|z| < R}, R > 0 nao d6. Ta ky
hiéu N(R) + 1 14 chi s6 ma bat dau tir d6 tat ci cdc cue diém a, déu ndm

ngoai hinh tron véi bén kinh gap doi:
lan| > 2R = |a,|/2 > R ¥Yn > N(R), (6.59)
va xét chuoi

Y [9a(2) = Pa2)): (6.60)

n>N(R)+1
Tat ci cac cre diém ctia chudi (6.3.6) déu thda man diéu kién (6.59): Ja]
R; va do d6 hinh tron {|z| < R} nim trong moi hinh tron {|Z| < |ag—n|}

Do diéu kién (6.57) ta c6 thé khang dinh rang |g,(z) — P.(2)| < &, néu
|z2| < Rvan > N(R). T dé suy ra rang chuoi (6.3.6) hoi tu déu trong
hinh tron |z| < R va do d6 trén K; va tong ¢x(z) clia né 1a ham chinh hinh
trén K. Tir d6 suy ra rang tong f cta (6.58) khic véi pn(z) mot ham hiru

N(R)
ty > [ge(2) + Pi(2)] v6i cde cue diém ay, as, . .., ang) v6i cdc phan chinh

k=1
twwong tng gr(2), k =1,2,..., N(R). Do dé trong K ham f c6 cic cuc diém
cho trwde va phan chinh twong tng cho truwdée.

Vi K 13 compéc bat ky nén f 1a ham phan hinh va trong C né c¢é cdc cire
diém v& phan chinh twong ng cho trude.

2. Hién nhién ham f(2) chi1a mot trong cdc ham théa man cdc diéu kién
clia bai todn. Bay gior ta ching té rang 1oi gidi tong quit clia bai todn cé
thé biéu dién dwdi dang

f(2) = h(z) + ) lgn(2) = Pal2)], (6.61)

n>1
trong d6 h(z) 1a ham nguyén, P,(z) 1a nhitng da thitc ndo dé. Dé ching
minh, ta 4p dung phan 1 vira ching minh dé xay dung ham ¢(z) cé cue

diém va phan chinh twrong tng ctia ham f(z).
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Ta co

p(2) = Y lga(2) = Pul2)].

n=1

Hién nhién hiéu f(z) — ¢(2) = h(z) chinh hinh trong C, do d6 h 1a ham

nguyén. Tt d6 suy ra rang

f(z) = h(z) + () = h(z) + D _[ga(2) = Pul2)].
n=1

O
binh 1y Mittag-Leffter vira chitng minh 1a dinh 1y ton tai chit khong cho
ta mot lwong thong tin ndo vé viée chon céc da thite “hiéu chinh” P, va ham

nguyén h(z). Ta sé st dung phwong phap Cauchy dé chiing minh mot dinh
1y ¢6 tinh chat kién thiét hon sau day.

Dinh 1y 6.3.2. (Cauchy) Gid s trén hé dwong tron
Yo ={|zl =10 <To <o <rp < ...,7 — 00}

nao do ham phan hinh f tang khong nhanh hon so véi 2™, tikc la voi moi
z€v, (n=1,2,...)

|f(2)] < Alz]™, A= const. (6.62)

Khi d6 c6 thé ldy cdc ham P, va h trong khai trién (6.61) la nhitng da

thitc bac khong vwot qua m.
’ - . N 3 ’ oA N .
Chitng minh. Gia stt ham f c¢6 céc cuc diem 1& aq, as, ..., ap,.... Ta co dinh
oA \ ’ ’ 7 . ’ oA N . ’ oA
diem z € C tuy y khdc véi cac cwe diem cua f va gia sit vy chita diem z &
bén trong. Ta xét ham
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Ham F(z) chinh hinh khip noi trong vy trir diém ¢ = 2 va cdc cre diém

ai,as,...,ay cua ham f. Ta xét tich phan
d
QWZ/C—ZC
Dé dang thay rang
LS U DS ST O m+1
(—z (12 ¢ ¢ mit =z (MY
¢

va do dé
L[ AQ / 1 g
S PAS YA = . d
zm/g—z =50 ) /¢ g+g2+ e T | %
YN
hay la

_ 2O e
27r2 C— z - 2mi /Z <k+1 o /(C — ot (6.63)

TN

1
Tinh tich phan —/&dg Ta co
2mi) (— =z
N
Res ()] = 1(2).
Bay gior tinh Res[F(¢);ax], k = 1,2,..., N. Vi tai lan can diém a;, ham
f c¢é dang
f(2) = gr(2) + @r(2),
trong d6 ¢x(2) chinh hinh tai diém ay, do d6
Res|[F; ax] = —gr(2).
T do6 suy ra

Q_jm/éf(——cl ) =3 ga(2). (6.64)

(vN)
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Bay gio ta tinh céac tich phan dang

o k1

Bang cach ap dung cong thitc tich phan ddi véi dao ham cap cao tai diém
z =0, tir cong thire (6.64) ta cé

1 [ f(Q) f(’“ g _
Q—M\/C‘kﬁd Z k‘ —0,1,2,...,771,
IN

va tir d6 suy ra

trong do6

>
—
N
N—
Il
[z
=
=
P
o
SN—
N
ol
v
—
N
N—
Il
[z
QQ/-\
=
—
o
N—
N
ol

(6.65)
k=0 ’ k=0

Nhuw vay, tir (6.26) ta thu dwoc

AN B (O N )
271 /(g_z)m+1d<—f() h(z) Z(gn Py).

(vw)

IN
Van de con lai 1a wée hrong tich phan & vé trai. Ta ¢

S RQ) dC
2mi ) ¢ {C—2)

YN
va do d6 st dung dieu kién (6.25) ta thu dwoc
A|Z|m+1

TN — |z

RN(Z) =

[Rn(2)] <

Do d6 Ry(z) — 0 khi N — oo va sw hoi tu d6 14 déu trén compéc bat

ky. Dinh 1y dwoc chitng minh day du. O



502 Chwong 6. Ly thuyét thang du va ing dung

Vi du 1. Dinh ly Cauchy vira chitng minh cé #ng dung quan trong viéc

khai trién ham phan hinh thanh céc phan thitc t6i gidn. Ta xét vi du sau

Ham phan hinh f ¢6 céc cire diém don tai 2, = nw (n € Z) vé6i thang dw

la
Res[f;nm] = 1.

Ta sé chitng minh rang ham f bi chin trén hé cdc dwong tron

== 3)e}

Vi f(z) 1a ham tuan hoan véi chu ki 7 nén trong moi bang nw < Re z <
(n+1)7 ham dé nhan nhirng gi4 tri nhw nhau. Do d6 ta chi can chitng minh
né bi chan trong mién D 14 bang 0 < Rez < 7 trir di cdc mita hinh tron
e[ +]e7| eV 4eY
lleiz] —le==||  |e=v —ev]

lctg 2| <

Do d6 khiy > 1:

l4+e2 1462
tg 2] < < ,
ot82l S T < T

va khiy < —1

14 e% 14 e 2
t < .
e 2] S 7oy < T

Trong phan con lai ctia mién dang xét khi —1 < y < 1 thi ham |ctg 2| bi
chan vi né lién tuc.

Nhw vay |ctg z| bi chin trong mién D va do d6 ta c6 thé 1dy m = 0. T
d6 ciing suy ra ring ham ctg z bi chin trong toan mat phang cit boé céc hinh
tron {|z —nn| <r,n € Z}.

Thang dw clia f tai cdc diém 4y bang

1

n = 5 € Z.
gl2)=— n
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Céc da thite P, (trong cong thire (6.65)) la nhirng da thirc bac khong qué

m = 0:

Tt do rut ra

1 1 1
to = = ( —). 6.66
ng Z+ Z Z—nﬂ'—i_nﬂ' ( )

—o00<n<o0,n#0

Chudi (6.66) 1 chudi hoi tu déu trong phan bi chin tly ¥ cla mat phang

|z] < R sau khi vitt bo cdc s6 hang chira cire diém trong phan d6. That vay,

ta co

‘ z ‘_ 1 || R 1

(z — nm)nm _nZW’W_E’\WGT_E) n2

n
n
. R : . <. L. o e
Vi — T T khi n — oo va chuoi > — hoi tu nén tir d6 suy ra
7r<7r——) T n#0 1t
n

diéu can chirng minh.
Bing cdch thay déi thit tir cdc s6 hang ctia chudi (6.66) (ta cé thé lam

dwrge vi chudi hoi tu deu va tuyét doi) ta co
I < 1 1
ctgz = — + < + )
& z nzl zZ—nm  z+nmw
1
2

2
D

n=1

6.3.2 Ham nguyén. Bai toidn Cousin thit hai trong mat
phing phtc

Béy gitr ta chuyén sang xét cac ham nguyén. Theo dinh nghia (xem 4.3.5)

ham f dwoc goi 1a ham nguyén néu né chinh hinh trong C. Ham nguyén f

c6 thé

1. khong c6 mot khong-diém nao,
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2. ¢6 mot s6 hitu han khong-diém,
3. ¢6 vo s6 khong-diém trong C.

Trong trwomg hop thit nhat ta ¢6

Dinh ly 6.3.3. Ham nguyén khong cé khong - diém khi va chi khi né 6 thé

biéu dién duwdi dang f = e9, trong d6 g la ham nguyén.

Chitng minh. 1. Néu g 1a ham nguyén thi ¢f ciing 14 ham nguyén khong c6
khong - diém.

2. Ngwoc lai néu f 1a ham nguyén khong cé khong - diém thi ton tai ham
nguyén g sao cho f = €. That vay, nhanh bat ky cia In f(2) déu 1a ham
chinh hinh trong toan mat phang (vi f chinh hinh va khong triét tiéu) va cé
thé thdc trién giai tich In f(2) theo tuyén bat ky. Do dé In f(z) 1a ham don
tri trong C, nghia la: In f(2) 1a ham nguyén. Ta ky hiéu né la g va thu dwoc
f=eI. O

Trong trwomg hop thit hai, gid stt ham nguyén f ¢6 mdt s6 hiru han
khong-diém trong C, trong dé moi khong - diém dwoc tinh mot s6 lan bang
cap ctia né. Ta sé xét viéc khai trién ham nguyén thanh tich céc thira s6 bac
nhat twong ng véi cac khong - diém ciia ching twong tir nhwr khai trién da
thire

! !

P(z) =az™ H(z —a,) = Az" H(l — z/ay).

n=1 n=1
Ta co

Dinh ly 6.3.4. Néu cdc ham nguyén f(z) # 0 va F(z) £ 0 c¢d cdc khong -

diém nhw nhau (véi cdp nhw nhau) thi
f(2) = 9OF(2),

trong dé g(z) la mot ham nguyén nao dé (cé thé la hang so).
f(2)

F(z)
thiong (cire diem!) tai cdc khong diém cia F(z). Nhwng khong-diém ctia

Chitng minh. Ta xét ham @(z) = Ham nay cé thé cé céc diém bat



6.3. Ham nguyén va ham phan hinh 505

F(2) ciing 14 khong-diém ctia f(z) véi cting mot cap cho nén o(z) khong cé
mot cire diém nao trong C. Do dé (z) 1a ham nguyén. Bang cich 1y luan
tirong tir ta con thiy rang (z) khong c6 khong diém trong C. Tir d6 cling

suy ra rang ham

cling 14 ham nguyén. Lay tich phan ham h(z) tir 0 dén diém 2z tly y ta thu
dwoc

z

= z)dz = ZSO/(Z>ZZHM i
g1(z)—0/h( d O/W)d in 2+ 2

T dé rit ra ¢1(z) 1a ham nguyén va
o(z) = gp(O)egl(z) = 91 () Hne(0) — 9(2)

trong d6 ham g(z) = ¢1(2) + In¢(0) cing la ham nguyén.
T d6 it ra

f(z) = 9D F(2).

Néu ham nguyén f cé mot s6 hitu han khong diém trong C:

0,0,...,0,a1,a9,...,a,
—_——

.
mlan

thi vi da thite F(2) = 2™(1 —z/ay) ... (1 — z/a,) cling ¢ nhitng khong diém
d6 nén tir dinh ly vira chitng minh suy ra

fz) =D [T - 2/ar). (6.67)

Bay gio ta xét sw khai quat cong thirc tréen day cho trwong hop khi tap
hop céc khong diém N (f) ctia ham nguyén f 1a vo han. Tir dinh 1y duy nhat
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ctia ham chinh hinh suy ra rang N(f) la tap hop dém dwge. Vi trong moi
hinh tron {|z| < R, R < oo} ham f chi ¢6 mét s6 hitu han khong diém nén
céc khong-diém ciia ching cé thé danh s6 theo thit tr modun khong gidm va,

moi khong diém diroc tinh mot s6 Ian bang boi ctia né. Nhuw vay
N(f)={ai,as,...,an,...}, lima, = oc.

Trong trwdomg hop nay ta can xét tich vo han thay cho tich hru han
(6.67). Ta nhac lai vai dinh nghia va sy kién gian don nhat lién quan dén
cac tich Ay ma ta sé sit dung sap tGi. Tich vo han véi cac thira s6 phite

o0

[T+ (6.68)

n=1
dwoc goi 1a hoi tu néu moi thira s6 ctia né khac 0 va tich riéng

n

m = [J(1+ )

k=1

c6 gidi han IT = lim II,, cing khéc 0. S6 IT dwoc goi 1a gid tri cua tich (6.68).

n—oo

Hn ~ N oA N N LN A N,
Vil+ec, = 0 cho nén diéu kién ¢,, — 0 la diéu kién can de tich (6.68)
n—1

s 1 2
hoi tu. DI nhién d6 khong phai 13 didu kién di: ching han H(l n —). 9%
n

tich (6.68) hoi tu, dieu kién can va di 1a chuoi > In(1 + ¢,) hoi tu véi viec
n=1
chon céc gia tri cua logarit thich hop.

Cudi cung, tich vo han ma thira sé 14 cdc ham chinh hinh trén tap hop
M dwoc goi 1a hoi tu trén M néu trong céc thira so chi c6 mot s6 hitu han
1a triét tiéu trén M va sau khi gat bd céc thira sd ay thi tich hoi tu tai moi

N
diém cua M.

Pinh ly 6.3.5. (Vé tich v6 han cdc ham nguyén)

Gid s cde ham nguyén U,(2), n=1,2,... théa man cdc diéu kién:

1. i véi moi R > 0 déu ton tai chi s6 N(R) sao cho véimoin > N(R),
cdc ham U,(z) déu khong cd khong diém trong hinh tron {|z| < R}.
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2. Chuoi

> InU(2)

n>N(R)+1

hdi tu déu trong hinh tron {|z| < R} véi cdch chon ndo dd ddi véi cdc logarit.
Khi do tich vo han

[T0-() (6.69)

a) hoi tu Vz € C;

b) la mot ham nguyén;

¢) tap hop cdc khong diém cia ham nguyén dy chinh la tap hop cdc khéong
- diém ciia moi thira s6 Uy, (z).

Chitng minh. a) Ta viét tich vo han dwdi dang

N(R

)
[[Uz) =] Uu(z) [ Ual2).

n=1 n>2N(R)+1

Tir dieu kién 2) suy ra rang tich vo han  [[  U,(z) hoi tu trong hinh
n>2N(R)+1
tron {|z| < R}. Khi dé tich v6 han (6.69) hoi tu trong hinh tron {|z| < R}.

Do R tuy y nén tich v6 han (6.69) héi tu Vz € C.
b) Ta xét ham
vr(z) = Z InU,(2).
n>2N(R)+1

Theo gia thiét, Vn > N(R) cac ham U,(z) chinh hinh va khong triét tiéu
trong hinh tron {|z| < R}. Va khi d6 ca InU,(z) cung la ham chinh hinh
trong hinh tron {|z| < R}. Theo diéu kién 2) chudi déi véi ¢r(z) hoi tu deu.
Do d6 tong ctia né 1a ham chinh hinh trong hinh tron {|z| < R}. Tir dé suy
ra rang tich vo han

N(R)

P(z) = [[Un(2) = ] Un(z) - €72 (6.70)

n=>1 n=1
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cung 1a ham chinh hinh trong hinh tron {|z| < R}. Vi R la tuy ¥ nén tich vo
han 1a ham chinh hinh trong C, nghia la tich v6 han (6.69) la ham nguyén.

¢) DBé chitng minh 3) ta sé 4p dung cong thire (6.70). Vi ¢, (z) chinh hinh
trong hinh tron {|z| < R} nén e¥2*) khong triét tiéu trong hinh tron dy. Do
d6 trong hinh tron {|z| < R} tich v6 han chi triét tiéu tai nhing diém ma
cac thira s6 U, (2) triét tiéu, n = 1,2,...,n(R). VI R1a tuy y, nén tir d6 suy
ra dieu khang dinh cta dinh ly. O

Trwéde khi chuyén sang trinh bay céch dat bai toan Cousin thit hai va 1oi
gidi cua né ta chirng minh
Bé dé 6.3.1. Gid st a# 0 va p € N. Khi d6 déi véi ham

1— i)e(z/a>+§<z/a>2+~~+p+1<z/a>p-1 p>2

u(z) = < a ’

(6.71)
1 —z/a, p=1
. . 1 .
trong hinh tron {|z| < §|a|} ta co woc lwong
IInU(z)] < 2|z/al
néu nhdnh lién tuc cia légarit dwoc chon sao cho InU(0) = 0.
Chitng minh. 1. Gia st p > 2. Khi dé
1 2 1 -1
InU(z) :1n<1—3) +5+—<3) +--~+—(f)p
a a 2\a p—1\a
=) () e 0
a 2\a a 2 \a p—1\a

B 1<z)p 1 (z)p+1
 pl\a p+1\a
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Khi |z| < |;L| ta co

zpr1 1 |z
U< 2[5+ =[5+
al \p p+1la
z|P z z|?
<2 <1+H+)— +)
a a a
_E L <2
a 1_’_’ a
a
N , zPp |al
Nhuw vay, doi véip > 2 ta cé [InU(2)] < 2’—’ khi |z| < O
a
2. Trwong hop p = 1 dwoc xét twong tiw. 0

Nhin zét. V{an} |, an #0 Vn :lima, = oo I{p,} _ pn € N :

n=1’

R Pn ,g
3 <ﬁ) hoi tu v6i moi R > 0. Déy p, nhw vay luén luén ¢6 thé tim
n>1 N|An

dwoc, chang han, c6 thé dit p, = n va khi d6 véi |a,| > 2R ta c6
R\n 1\»
() <)
|an| 2

N R\"
va do dé chudi 3 (—) hoi tu.
Bay gio ta chuyég sang xét bai toan Cousin thit hai trong mat phang
phttc.
Gid str cho tap déng céc diém co lap {an}zo:l trong C va so nguyén p,, > 1
d6i véi moi n. Bai toan Cousin thit hai gom viée xdc dinh ham nguyén trén
C c6 khong diém tai cac diém a, véi cap twwong ting 1a p,.

Loi gidi ctia bai toan nay dwoc dién dat trong dinh 1y sau day.

Dinh ly 6.3.6. (Weierstrass) Gia suw {an}zo:l C C la day diém roi rac
bdt ky cia C, lima, = co. Khi dé ton tai ham nguyén f cé khong - diém tai
moi diém a, (va cing chi tai cdc diém dy) va cdp cia khéng diém a, bang

50 cdc 56 hang bang a, trong day cho trude.

Chitng minh. 1. Khong gidm tong quét, cé thé xem a, # 0 Vn (vi thay cho

f ta c6 thé xét ham nguyén f(z)/z™, trong d6 m 1a cip ctia khong diém ctia



510 Chwong 6. Ly thuyét thang du va ing dung

f tai z = 0) va céc s6 a,, dwge ddnh s6 nhw sau
0<lar| <lag] <lag| < -+ <Jay| < ..., lima, = co.
Hién nhién réng VR >0 IN(R) € N : |a,| > 2R Vn > N(R). Ta dat

_ (2/an)+5(Z) 244 (Z)rm
(1 —z/an)e Pn =2
U, = ’

1— Z/a’na Pn = 17

khi d6 ham U, (z) khong c6 khong diém trong hinh tron {|]z| < R} Vn >

N(R). Nhw vay dieu kién 1) trong dinh 1y vé tich vo han cdc ham nguyén

dwoc thoa man. Ngoai ra, véin > N(R) ta ¢

Pn R Pn
o)
|an|
trong hinh tron {|]z| < R}. T wdc lwong nay va tinh hoi tu ctia chudi

R pn ~ A Y X A A Ao N M
> <—) ta két luan rang chuoi > InU,(z) hoi tu tuyét déi va déu
1 N anl n>N(R)+1

(v6i viéc chon cac logarit twwong ttng) trong hinh tron {|z| < R}. Nhuw vay,

z

| InU,(2)] <2

n

diéu kién 2) cia dinh ly vira néi trén cting dwoc théa man. Do dé tich vo

han
1 z/an 24... 1 _z pn—1
fz)=1I0- 2/ ay)e TR et (e
n=1

(goi la tich vo han Weierstrass) ¢6 cdc tinh chat:

a) hoi tu trong toan mat phang C;

b) f(z) 1a ham nguyén;

c) tap hop céc khong diém cia f(z) 1a day a1, as, ..., ay, ... VA tat ca cic

khong diém deu cé boi cho trude.

2. Bay giv ta chitng minh rang moi ham nguyén khéc théa man dieu
kién ctia bai todn déu thu dwogc tir f(z) bang cach nhan né véi ham nguyén
tiy ¥ khong c6 khong diém. That vay, theo phan 1) vira chitng minh ta xay

dung ham ¢ nhw trén: ¢ c6 khong diém tai moi a, véi boi cho trude. Khi
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v(2)

dé ham m 1a ham nguyén khong cé khong diéem. Do dé theo dinh 1y da
z

chitng minh, ham nay cé dang

P _ a2
f
trong d6 ¢g(z) 1a ham nguyeén. T d6 rut ra ¢ = fed. O

Vi du 2. Ta xét ham sin z. Ham ndy c6 cdc khong diém don tai a, = nm,
~ R Pn ,
n €7 Chudi ¥ (—) hoi tu khi p, = p = 2VR > 0. Ap dung dinh Iy
n>1 Nan
vira chitng minh ta cé

sinz = 9z H <1 — i)ez/’”(l + i)e_z/’”
nm nm

n=1
hay la

2

sin z = eg(z)zH <1 — j 2)~
n2m

n=1

Tir d6 suy ra rang dao ham 16ga cé dang

COS 2 1 2z
- = g/(z) + ; — Z 5

sin z z
n>1 <1 _ —)n27r2
n2m2

Bay gior bang céch so sanh véi khai trién ctg z thanh phan thite téi gidn

trong tiét trwde ta két luan rang ¢'(z) = 0Vz € C = g(z) = const. Tir d6
ta co

sinz = ¢z H(l — 2?/(n*7?)), ¢ = const.

Bang cach chia ca hai vé cho z va dan z dén 0, qua gidi han ta cé ¢ = 1.
Nhuw vay

smz—zH 2? /n’r?
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Dinh Iy 6.3.7. Gid sii
A= {ai}z‘el’ B = {bj}jeJ’ ANB =10

la nhitng tdp hop déng cdc diém cé lap cia C va p;, q; la nhitng s6 nguyén
dwong tuy 4. Khi d6 ton tai ham phan hinh f ¢ trén C c¢é khong - diém tai
a; v&i cap twong ng p; va ¢ cuc diém tai b; véi cap twong dng q; (Bai

todn Cousin thit hai tong qudt).

Chitng minh. Gid sit f 1a ham nguyeén cé khong diém cap p tai diém a; va

¢(z) cling 1a ham nguyén cé khong diém cap ¢; tai diém b;. Ta xét ham

H(z) = f)
v (2)
Hién nhién ham H(z) thda man cdc dieu kién ctia dinh 1y. O

Twr dinh ly Weierstrass ta co

Pinh 1y 6.3.8. Hai I6p ham chinh hinh sau day la dong nhdt véi nhau:
(I) Lép cdc ham chinh hinh khong c6 diém bdt thwong khdc trong C ngodi
cuc diém.
(1) Lép cdc ham biéu dién dwoc dwdi dang thwong cia hai ham nguyén.
Chitng minh. Mii tén tir (I) dén (IT) dwgc chitng minh nhw sau. Ta dung
ham nguyén F(z) c6 khong diém tai céc cuee diém cta f(z) (v6i cdp bang

cap ctia cire diém cia f(2)). Khi d6 ham

Nhw vay mo6i ham 16p (I) déu nam trong lép (II).

Mii tén tir (II) dén (I). Hién nhién cdc ham thudce 16p (I1) khong thé cé
cac diém bat thwong hitu han khéc ngoai céc cuc diem. Do dé moi ham 16p
(IT) déu nam trong lép (I). O
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BAI TAP

6.4 Bai tap

1. Gid st ham f chinh hinh va g(z) = f(2") trong d6 n € N. Gia st thém

ring zy 1a cue diém cia ham g(z). Chitng minh rang
1) 2 = 206", e, = e k=1,2....n—1 cling 1 cye diém cta g(z2);
2) Res(g; 21) = €fRes(g; 20).

2. Gid st f(2) = g(az), a # 0. Chitng minh rang
1
Res(f; zoa) = —Res(g(2), 2o).
a

3. Gia st f(z) = 2™g(z"), trong d6 m va n la nhitng sé nguyén thda man

diéu kien m > 0, m < n. Chitng minh rang:
Res[f; Zoe2k7ri/n] _ €2k7ri(m+1)/nReS[f; Zo]-

4. Tinh tich phan

2m
dz
I = ) eC, +1.
/1—2@00833—1—@2 “ “f
0
Tra loi:
(27 néule <1
n :
o2 éu |a ;
2T P
[ néu |al > 1;
0 (gid tri chinh), néu |a| = 1; a # £1
\ (khi @ = £1 gia tri chinh khong ton tai).

5. Chitng t6 rang khi —7 < a < 7 thi
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6. Chitng minh cdc dang thitc sau day

1

1-p(1 _ ,\p
1 /de:
1+z

0

2
V3 — 9 — 12
/ 3z xdx:
T

/m

1+z

sm7rp(1 TP 217)
G-
G-
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726 Dinhly Riemann . . ... ... .. ... ...... 548

7.2.7 Dinh 1y duy nhat ciua dnh xa bdo gide . . . . . .. 553
7.2.8 Sw twong Ung gitta cidc bién va cong thic

Christoffel-Schwarz . . . . . . ... ... ... ... 554

7.3 BAI AP « « v v v v v e e e e e 560

Tailiéutham khdo . . . .. ... ... ... ... .. 563

Trong chwong II ta da lam quen véi sw mo t4 hinh hoc céc tinh chat
chinh hinh ctia ham bién phitc. Mot trong nhirng van dé co ban cia qué
trinh d6 1a viéc nghién ctru cdc ham chinh hinh bang céch xuat phat tir céc
anh xa thuc hién béi cdc ham dy. Céc 4nh xa ay 1a bao gidc tai moi diém
ma ham cé dao ham khéc khong. Tir d6 ta ciing cé thé thu dwoc nhitng vi
du khac nhau vé céc d4nh xa bao gidc minh hoa vé mat hinh hoc mot ham
da cho nao dé.

Tuy nhién, trong thue té van dé diroc quan tam hon ca va ciing 1a van
dé khoé khan hon ca 1a bai todn ngwoc - goi 1a bai todn co ban cia lyj thuyét
dnh xa bdo gidc. Bai toan dé dwgc dat ra nhw sau:

Gia st cho hai mién D va D* cia C. Hay tim ham &nh xa bdo gidc mién
nay lén mieén kia.

Trong chwong nay ta sé nghién citu van dé ton tai ham 4anh xa bao gidc
dsi vé6i trieomg hop don gidn nhat khi hai mien D va D* don lién. Cu thé 1a
ta sé chitng minh dinh 1y Riemann khang dinh rang moi mién don lién véi
bién chita it nhat hai diém déu cé thé dnh za bdo gidc lén hinh tron mé cia

C.
7.1 Cac khai niém chung
Khai niém dnh xa bao gidc da dwoc dinh nghia trong 2.3. Trong muc nay ta

sé trinh bay mot s6 khéi niém chung ctia 1y thuyét 4nh xa bao gidc ciing véi

mot vai tinh chat chung cia céc 4nh xa ay.



7.1. Cac khai niém chung 517

7.1.1 Ham don diép

Khai niém ham don diép trong mot mien da dwroe dé ciap dén trong chwong
I. Bay gio ta dwa vao khai niém ham don diép tai mot diém va nghién ciru
mot s6 tinh chat cia 1ép ham nay ma qua dé ta sé thay ro tinh chat dia

phwong cia dnh xa chinh hinh ¢é dao ham ## 0.

Dinh nghia 7.1.1. Ham F(z) dwoc goi 1a don diép tai diém z, néu ham iy

oA ~ A~ N ’ o
don diép trong lan can nao do cua diem z.

Hién nhién, ham don diép trong mién thi don diép tai moi diém ctia mién
dy. Dieu khang dinh ngwoc lai néi chung la khong ding. That vay, ham
f(2) = € don diép tai moi diém 2z # oo nhung f khong don diép trong C vi

Vi = a+2kmi, ke Ztadeucod f(z) = e
Bay gio ta xét tiéu chuan dé ham don diép tai mot diém.

Pinh ly 7.1.1. Ham f(z) chinh hinh trong mién D C C la don diép tai
diém 2o € D khi va chi khi f'(z) # 0.

Chitng minh. 1. Gid st f don diép tai diém 2. Ta can chitng minh f'(z) #
0. Ta gid st ngwoc lai: f/(20) = --- = f®PV(z) = 0; f®(2) #0, p > 2.
Bang cach ap dung phirong phép 1y luan nhw trong chitng minh tinh bao toan
tap mo (4.4 dinh 1y 4.4.3) ta sé chon hinh tron U(zp,r) = {|z — 20| < r} C D
sao cho trong dé khong c¢é wp - diém ctia ham f cting nhir khong c6 céc khong
- diém ctia dao ham ngodi tam zp ctia né (ta lai st dung tinh chét c6 tap cia
cdc khong diém) va ta cé

_ L F1(Qd¢ _
p= Q—M/m, ’LUQ—f(ZO).
ou

Tir dinh nghia chi s6 mot diém déi véi dwong cong (xem 4.4) ta thiy rang
trong triomg hop nay J(w,dU) bang p véi moi w di gan wp (chang han
|w — wo| < p). Dieu d6 chitng t6 rang trong hinh tron U(zg,r) ham f nhan

gid tri wy, |w; — wo| < i, dén p lan (vi ham f nhan gid tri wy dén p lan). Vi
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f(z) # 0 tai moi z € {S(z0,7) \ {20}} nén ham f sé nhan gid tri w; bat ky
tai p diém khac nhau trong hinh tron S(z.r). Dieu dé cé nghia 1a f khong
don diép tai diém zp. Dieu dé6 mau thuan véi gia thiét.

2. Nguoc lai, ta sé chitng minh rang ton tai mot lan can diém z, ma tai
d6 ham don diép. Ta xét 1an can U(zp,7) = {|z — 20| < r} ctia diém 2 sao
cho U(z,7) C D va

2) F'(z0) # 0 trong T(z0,1),

b) h(z) = f(2) = f(z0) # 0, ¥z € {U(z0,7) \ {20}}-

(tirc 12 f(2) — f(20) c6 khong diém duy nhat zo; vi khong diém ctia ham chinh
hinh ¢6 1ap nén lan can d6 ton tai).

Khi d6 ta c6 Nu(U) = 1 (vi khong diém duy nhat ctia ham f(2) — f(20)
c6 cap bang 1) va N,(OU) = 0. Gid st A = min,eor |f(2) — f(20)| va
V={w:|w— f(z0)] < A\}. Gid sit w; 1a diém di gan f(20) sao cho w; € V.

Ta xét biéu thirc

f(z) —wr = (f(2) — wo) + (wo — w1), wo = f(20)-
Vi |f(z) —wo| > A, Vz € QU va |wy —wp| < A nén

1£(2) —wi| = |f(2) — wo| — |w1 —wo| >0, VzeadU.

Tir d6 suy ra rang f(z) — wy va f(2) — wp thda man céc dieu kién ctia dinh
Iy Rouché. Do d6 Ny_y, (U) = Ny_y, (U) = 1. Nhung diéu d6 chimg t6 rang
ham f(z) — w; chi triét tiéu mot lan trong U. Do d6 trong hinh tron V ton
tai ham dom tri g(z) 14 ham ngwoc cta f(z). Khi dé trong mién U N g(V)
chita diém zp ham f(z) don diép. Dinh 1y dwoc chitng minh. O

Hé qua 7.1.1. Ham chinh hinh tai diém z = oo
ai
f(z):ao—i—?—i—..., |z| > R
la don diép tai dJ khi va chi khi

a_1 = —Res[f; 00] # 0.
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Chatng minh. Ta xét ham chinh hinh tai diém ¢ =0

sO(C)Zf(%) =ao+a1(+as+. .., |g|<%.

1 R PR
Ham ¢ = — dnh xa don tri mot - mét lan can {|z| > R} cta diém oo 1én lan
z
can {|¢| < 1/R} cta diém ¢ = 0. Do d6 ham f(z) don diép tai co khi v chi
khi ham ¢(¢) don diép tai diém ¢ = 0 (va theo dinh 1y 7.1.1) titc 1a khi va
chi khi

#(0) = a_y 0.
]

Hé qua 7.1.2. Ham f(z) c6 cuc diém tai zo (hitu han hodc vo han) la don

diép tai diém @y khi va chi khi 2o la cec diém don.

Chitng minh. Ap dung dinh 1y 7.1.1 cho ham néu zg # oo va hé qua

1

f(z)
7.1.1 néu 2y = oo. [
Vi du 1. Néu 2 1a diém bat thwong c6t yéu ciia ham f(z) thi f khong don
diép tai diém zy. That vay, theo dinh ly Picard, trong lan cin bat ky cua
diém zp - phwong trinh f(z) = ¢ ¢6 v6 s6 nghiém ddi véi moi gid tri ¢, cé the
trir ra mot gid tri. Do dé f(z) khong don diép tai z.
Vi du 2. Gidsit f(2) € H(D) trir ra hai diém 21, 2o 13 nhitng cire diém cia
né. Khi d6 f(z) khong don diép trong D. That vay, néu |c| 1a s6 di 16n thi
phwong trinh f(z) = ¢ ¢6 {t nhét hai nghiém 2 va Z, trong d6 z; du gan z;.
Do dé f(z) khong don diép trong D.

Pinh ly 7.1.2. Néu ham w = f(z) don diép trong D, con F(w) don diép
trong D' thi ham ¢ = F(f(z)) don diép trong D.

Chatng minh. That vay, vi F don diép trong D’ nén tir dang thitc F(f(z1)) =
F(f(22)) suy ra f(z1) = f(22) vavi f don diép trong D nén z; = zs. O
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Pinh 1y 7.1.3. Gid st w = f(2) chinh hinh don diép trong mién D khong
chita diém oco. Khi dé ham nguoc z = p(w) cing chinh hinh don diép trong

D (D = f(D)).

Chitng minh. 1. Sw ton tai ham ngwoc dwoc suy tir dinh 1y 7.1.1.

2. Ham o(w) don tri. That vay, néu z; # 2 1a hai gid tri ctia wy € D
thi ta phai c6 f(21) = f(22) = wp. Diéu nay mau thuan véi tinh don diép
ciua f(z).

3. Ham p(w) 1a don diép. Néu p(w;) = @(ws) = zq, trong dé wy # wy
thi ta cé

f(20) = w1, f(z0) = wa.

Nhung dieu ndy mau thuan véi tinh don tri cla f(2).

4. Ham @(w) lién tuc. That vay, gia sit wy € D’ va p(wg) = zo. Khi d6
moi diem w' € {Jw — wo| < pu} sé 1 gid tri cta f(2) tai diém 2’ ndo d6 ndm
trong hinh tron U(zo,7) = {|z—20| < r}. N6i cach khac 2’ = p(w') € U(zo, )
néu w' € {|w — wo| < p}. Do d6 véi e > 0 tuy ¥, ta chon s6 r < . Khi d6
doi véi s6 p = u(r) twong img véi né ta sé ¢é

[p(w') —p(wo)| <7 <e, [w —wo| < p.
Do dé ¢(w') lién tuc.

Van dé con lai 14 chitng t6 ¢(w) chinh hinh tai diém w, € D* bat ky.
Gia st p(wy) = zo. Khi d6 vi f don diép nén Aw # 0 khi Az # 0 va do
d6 suy ra sw ton tai dao ham ¢'(w) tai moi diém thuoc {|w — we| < p} va

1
P(w) = 7 0
f'(2)

Moi lién hé gitra 4nh xa bao gidc va ham don diép dwoc thé hién trong
dinh ly sau day.

Pinh 1y 7.1.4. Anh za chinh hinh
w=f:D— D"

la bao gidc khi va chi khi f don diép trong D.
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Chitng minh. 1. Gia st f : D — D* la anh xa bao gidc, khi d6 f dom tri
mot - mot va do d6 né don diép.

2. Ngwoc lai, gid stt ham f don diép. Ta can chitng minh rang f 1a dnh
xa bdo gidc tai moi diém z € D. Vi f don diép nén f'(29) # 0Vz € D. Do
d6 néu zg # oo, va f(z0) # oo két luan cia dinh 1y dwoc it ra tir cho 1a
f'(z0) #0. Gid sir z9 # oo va f(zp) = oo. Khi dé

’LU:f(Z):Z > +A0+A1(2—Zo)+ s A_17£0
— 20
va
1 1 ( )+
W=—=—F—7"=0a1\ — 2 s
w o f(2)
1 dw
= — = — 0.
“ A_1 dz z=z0 7é
N 7 ~ 1 )] sz . oA N z ~ )] sz
Vi anh xa w = m bao gidc tai diém zp nén dnh xa w = f(2) cing bao gidc
z

tai diém dé.

Trwong hop zp = oo ¢6 thé dwa vé trwong hop da xét bang cich dit
2/ = ~. C6 thé x4y ra hai kha ning:

a)zf(oo) # oo. Khi d6

w:fG):AOJFAleF..., Ay £ 0.

b) f(oc0) = oo. Khi dé

1\ A
w:f:<—): L Ag+ A . A £O.

z2' z2'

O

Nhan zét 7.1.1. T diéu vira trinh bay trén day suy ra rang céc dieu kién
sau day la nhitng dieu kién can dé ham f don diép trong mién D:
1. Ham f chinh hinh trong mién D cé thé trir ra mot diém 1a cuwc diém

don cta f.
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2. Tai mo6i diém hiru han 29 € D (ma tai d6 f chinh hinh) ham f théa
man diéu kién f’(zo) # 0.

3. Néu zp = 0o € D va f chinh hinh tai 2y thi f phai thda man diéu kién
c_1 = —Res][f;00] # 0.

Ta nhan manh lai rdng néi chung cdc dieu kién 1) - 3) khong phéi 1a
nhirng diéu kién di dé ham f don diép. Céc dieu kién di dwoc xét trong tiét

sau.

7.1.2 Dieu kién dd dé ham don diép

Stt dung nguyén ly acgumen ta sé chiitng minh hai dinh ly sau day 1a nhirng
diéu kien di dé ham don diép trong mien D. Ta lwu ¥ rang trong mot so
sach gido khoa, cac dinh ly nay con dwoc goi la nguyén ly twong #tng mot -

mot.

Pinh 1y 7.1.5. Gid sit 1) D la mién don lién bi chan (hodc khéng bi chdn
chita diém oo) véi bién v la dwuong cong déng Jordan; 2) f € H(D) wva
f € C(D); 3) khi z vong quanh v thi diém w = f(2) vach nén dwdong cong
dong Jordan I

Khi dé ham f don diép trong mién D va dnh ma bdo gidc mien D lén

mién bi chan D* véi bién T.

Chitng minh. Ta can chitng minh rang

1. D6i véi moi diém w; € D* chi ton tai mot diem zy € D sao cho
f(z) = wy, tikc 1a Fi(2) = f(2) — w;y c6 ding mot khong - diém trong D.

2. DG véi diém wy € D* ham f(2) khong nhan gid tri wy Vz € D, tikc
1a Fy(z) = f(z) — wp khong c6 khong diém trong D.

Ta ching minh 1). Ta ky hiéu s6 w; - diém cia ham f trong D la
Ny (D;w;) va gia sir diém z vong quanh v theo hwémg dwrong. Khi d6 diém
w = f(z) sé vong quanh I', hodc theo hwéng dwong, hoac theo hwéng am.

Trong trwomg hop thit nhit vecto Fy = f(2) — w; quay dwoc mot géc bang



7.1. Cac khai niém chung 523

21 va

Npg (D;wy) = %AW arg(f(z) —wy)
1

= gAF(’w — wl) =1

nghia 13 F} c6 mot khong - diém trong D. Trong trwong hop thit hai vecto
Fy quay dwoc géc - 2m va do d6 Np (D;wq) = —1 va Fy ¢6 trir mot khong
diém trong D. Dieu nay khong thé xay ra. T dé suy ra: thit nhat khi z
vong quanh v theo hwéng dwong thi dwong cong I' dirge vong quanh theo
hwémg dwong; va thit hai ham f(z) —w; c¢6 mot khong - diém trong mién D.

Béy gitr ta chitng minh 2). R6 rang 1a tir diéu vira chitng minh suy ra
NFQ(D;'LU2> =0 Vw2 ¢ D*

vi trong trwomg hop nay vecto Fp = f(z) — wy khong nhan mot gia so
acgumen ndo. Do d6 ham Fy(z) khong ¢ khong - diém & ngoai D. Dinh 1y
dwoc chitng minh. O

Pinh ly 7.1.6. Gid si: 1) D la mién don lién bi chan (hodc khong bi chdan
chita diém oo) véi bién v la dwong cong déng Jordan; 2) f € H(D\ {z})
va f € C(D\ {20}), trong d6 z la cwc diém don duy nhdt cia f trong D;
3) khi z vong quanh bién v thi diém w = f(z) vach nén dwong cong déng
Jordan T' gidi han phdn trong D* va phan ngoai DX ; 4) ¢ trong D ham f
khong nhan gid tri wy € D* nao do.

Khi do ham f don diép trong D va dnh za bao gidc D lén DY, .

Chitng minh. Gia sit diém w; € D7, Khi diém z vong quanh « acgumen
clia vecto Fy = F(z) — wy khong nhan mot gia s6 ndo. Ap dung nguyén Iy

acgumen ta co

N (D)~ 1= 50, arg{f(2) - w1}

1
= —Ararg{w —w;} = 0.
2m
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Do d6 s6 khong - diém va s6 cire diém ctia ham f(z) — w; trong D 14 bang
nhau. Tir d6 suy ra né c¢6 mot khong - diém.

Bay gio gia sit wy € D*. Khi d6 acgumen cua vecto Fy = f(z) — wq nhan
gia s6 hodc 27 hosic —2m khi diém z vong quanh «. Trong trwong hop thit

nhat ta cé
Np, (D) —1= %Ap arg{w —wy} =1
= Np,(D) =2
nghia 14 F5 c6 hai khong diém trong D. Nhung diéu dé khong thé xay ra vi

khi wy; = wp n6 khong c6 mot khong diém nao (theo diéu kién 4 cta dinh 1y).

Nhw vay chi con lai trrong hop thit hai. Trong trwomg hop nay ta ¢

1
Np, (D) —1= Q—Aparg{w —wy} = —1
m

titc 1a F khong c6 khong diém trong D. Dinh 1y dwoc chitng minh. O

7.1.3 Suw hdi tu ctia day ham don diép

No6i chung két qua ctia cdc phép todn dai s6 trén 16p cédc ham don diép 1a
nhtrng ham khong don diép. Ngwoc lai, phép toan qua gi¢i han cac day ham
don diép lai cho ta ham don diép (trir mét triromg hop dac biét).

Ta c6 dinh 1y sau day vé tinh don diép ctia ham giéi han.

Pinh ly 7.1.7. Gid sit: 1) D la mién thuéc C; 2) f.(2) n = 1,2,... la
nhitng ham chinh hinh don diép trong D; 3) Day {fn}zo:l hoi tu déu trén
tirng compdc cia mien D; 4) f(z) = lim, f,(z) # const trong D.

Khi dé ham f chinh hinh va don diép trong mién D.

Chitng minh. Theo dinh 1y Weierstrass ham f(z) chinh hinh trong mién D.
Ta can chitng minh rang ham f don diép trong D.

Gia str ham f khong don diép trong D. Khi d6 ton tai céc diém z;, 2o € D,
21 # 22 sao cho f(z1) = f(z2) = a. Gia st Uy, k = 1,2 la nhirng hinh tron
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véi tam tai diém 2, k = 1,2 sao cho U C D, k = 1,2. Cé thé cho rang
UiNnU,=0va Nf_a(Uk) =1va Nf_a(aUk) =0voi k=1,2. Ta dat

A =min|f(z) —al,

trong d6 I' = OU; U OUs,. Ro rang 1a A > 0. Do tinh héi tu déu ctia day ham
fn dén ham f trén T nén AN € N: |fo(2) — f(2)| <A, Vn > N,Vzel. Ap
dung dinh ly Rouché ta thu dwoc

Nto-aUk) = Ng—ay—(5— 1) (Us)
= NyoU) =1, k=12

biéu dé c6 nghia 1a véi n > N ham f,, nhan gid tri a cd & trong U; 1an trong
U,. Két luan nay trai véi gia thiét ve tinh don diép ctia ham f, trong D.

Dinh 1y dwoc chitng minh. O

Vi du vé day cdc ham fo(2) = =, n = 1,2, ... chinh hinh v don diép
n
trong hinh tron don vi chitng t4 rang dieu kién 4) ctia dinh 1y 1a mot dieu

kién cot yéu.

7.1.4 Tinh chat dia phwong ctia 4nh xa chinh hinh cé
dao ham bang 0

\

Gia st wy = f(z0) va
Flzo) == [P D(z0) =0, fP(z0) 0, p>2. (7.1)

Ap dung phirong phép ly luan nhw trong chitng minh phan 1 dinh 1y 7.1.1
dé dang thay rang moi gid tri w di gan wy (v # wp) sé twong tng ding p
gid tri z khac nhau. N6i cdch khic: w = f(z) la ham p t& tai lan can cia
diém 2.

Gid st 1 va v, 1a hai dwong cong lién tuc di qua diém zy € D, c¢é tiép

tuyén xdc dinh tai 2y v&i gée nghiéng déi véi hwéng dwong ctia truc thire 1a
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01 va Oy twong tng. Gid sit 21 = 20+ h € 91 va 23 = 29 + hy € 2. Ta dat:
Zl—ZQIhlzTewl, 91:91(’1“),

22—20:]12:’1“6102, 92:92(’1“).

Khi do
22 — 20 _ ez‘(92_91)
21 — 20 ’
. 22 — 20 .
lim arg = lim(f; — 0;) =6,
r—0 21 — 20 r—0

trong d6 6 la gbc gitva hai dwomg cong v va v, véi dinh tai zg. Vi f chinh
hinh tai zg va thda man diéu kién (7.1) nén
f(2) =ao+ay(z —20)’ +apii(z — 20" +... a,#0,p=2 (7.2
va chudi vira viét hoi tu trong lan can nao dé cia z.
Gia st qua danh xa w = f(2) ta cé:
wo = f(20) = ao,

[ = fm), T2=f(r),

va goc gira 'y va 'y 1a

. Wy — W
wzlg%argwj_wz, wy = f(z1), w2 = f(22).
Tw do ta cd
w1 — Wo
m:ap+ap+1(21—20)+...,
W2 — Wo
m:ap—l—ap_,_l(Zg—Zo)-i-...,
va do dé
w2 — Wy
Z9 — 2p)P
¥ = limar (22 _Zo)p( )
r— g w1 — Wo
o = 20)7 (21 — 20)P
= limar (22 — )"
r—0 (21—20>p
= plimar 2% =p-0
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Nhw vay 4nh xa chinh hinh c¢é dao ham bang 0 sé khong bao gidc tai diém

20-

7.1.5 Tinh chat chung ctia 4nh xa bao giic

Ti st phan tich trén day, ta c6 thé phat biéu dinh nghia 4nh xa bio gidc
(2.3) dwéi dang twong dwwong sau day.
Dinh nghia 7.1.2. Anh xa w = f(z) bién mien D C C lén mien D* ¢ C
dwoc goi 1a dnh za bdo gidc néu:

1. Anh xa d6 don tri mot - mot, nghia la ham f don diép trong D;

2. Ham f(2) chinh hinh trong D c¢6 thé trir ra mot diém ma tai d6 ham
f c6 cuc diém don.
Pinh ly 7.1.8. Gid st f la dnh za bdo gidc. Khi d6 dnh za nguoc f~1 cing
la bdo gidc.
Chatng minh. Dinh 1y nay dwoc suy truc tiép tir dinh nghia 7.1.2 vé ham
ngwoc. 0
Pinh 1y 7.1.9. Qua dnh xa bdo gidc mién D C C lén mién D* C C gdc
gitta cdc dwong cong tai moi diém cia mién D dwoc bdo toan.
Chitng minh. Ta can chitng minh

1. Néu ham

f(z):ao—i—%—i—..., 2| > R

chinh hinh tai diém z = oo, a; # 0 thi &nh xa w = f(z) bdo toan géc gitra
cac dwong cong tai diém z = co.

2. Néu ham f c6 cue diém don tai diém zy (hitu han hoic vo cling) thi
anh xa f ciing bao toan gdc tai diém Ay.

Ta chitng minh 1). Ta biéu dién ham w = f(z) dwdi dang hop clia hai

ham

w=g(0)=f(3) =a+ml+ ...
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1 B .
theo dinh nghia 22.3 4nh xa ( = — bao toan gbc tai diem z = co. Anh xa
z

w = g(¢) cling bao toan géc tai diém ¢ = 0 vi

g0)=a.#0

Do d6 anh xa hop w = f(2) bao toan géc tai diém 2z = oco.

bieu két luan 2) dwgce chitng minh twong t. O

7.1.6 Dang cdu va tw ding ciu

Ta xét tiép mot s6 khai niém chung cé lién quan téi Iy thuyét anh xa bao
giac.

Néu ham f chinh hinh don diép trong mién D thi f 1a mot phép dong
phoi bién tap md cia D 1én tap md cua f(D) va danh xa ngwoc f~1 chinh
hinh trong f(D).

Pinh nghia 7.1.3. 1) Gia st D 1a mién cia mat phang bién phitc 2, D* 1a

mieén ctia mat phang bién phitc w. Phép dong phoi
f:D— D*

dwoc goi 1a mot phép dang cdu néu ci dnh xa f 1an dnh xa ngwoc f~! déu
chinh hinh.

2) Phép dang cau mién D lén chinh né
f:D—D
dwoc goi 1a mot phép tw dang cdu.

Dé dang thdy rang néu ta thira nhan hop fi o fy 1a phép todn-nhém, dnh
xa dong nhat z — z 14 don vi, 4nh xa ngwoc z = f~!(w) la phan tit ngwoc
doi v6i phan t& f, thi tdp hop moi phép tu dang ciu ctia mien D C C bat
ky sé lap thanh mot nhém; nhém dé dwoc goi 14 nhém cdc te diang cdu cia
mién D. Ta ky hiéu nhém cac tw ding cau ctia mién D 1a AutD.

Ta gid thiét rang gitta hai mién D va D* ton tai ft nhat mot phép dang
cau fo. Ta c6 dinh ly sau day vé mdi lién hé gitta cac dang cau va tu dang

~
cau.
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Pinh 1y 7.1.10. Néu fy : D — D* la mét phép dang cdau 6 dinh nao dé thi
tap hop moi phép ddang cdu f cia mien D lén mien D* dwoc cho bdi cong
thitc

f=vo fo,
trong @6 ¢ € Aut D* la mét tw ddang cau tiy §f cia D*.
Chitng minh. Gid sit ¢ € AutD*. Khi dé hién nhién ¢ o f; 1a 4nh xa bdo
gidc D léen D*. Mat khéc, gia sir

f:D— D"

13 mot phép dang cau tuy y. Khi dé

o=fof"

sé 1a anh xa bao gidc D* lén chinh né, va do dé né 1a phan ti¢ cia nhém
AutD*. Ttwr do rit ra
f=vofo
U

Bay git ta tinh nhém céc tw dang cdu AutD khi D 14 mién chinh tdc.

Ta lwru v lai rdng: mien D dwoc goi 1a mién chinh tdc néu D 1a mot trong
ba mién sau day:

1. mat phang mé& C;

2. mit phiang déng C;
3. hinh tron don vi U = {|2| < 1}.

Pinh ly 7.1.11. Gid stt D = C. Khi d6 cdc phép bién doi tuyén tinh
nguyén: z — az +0b, a # 0 la nhitng phép tu dang ciu duy nhdt cla mdt

phang md C va lap thanh nhém
AutC = {2z az+b,a # 0}

phu thudc bon tham so thuc.
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Chatng minh. Gia st 4nh xa w = f(z) 1a mot phép tuw dang ciu nao dé clia
C. Vi ham f(z) chinh hinh trong C nén c6 thé c6 hai kha ning xay ra:

1. diém z = oo la diém bat thwong cot yéu;

2. ham f la mot da thirc.

Ta sé chitng minh rang khd ning thit nhat khong thé xdy ra. That vay,
vi 4nh xa f don diép nén anh cta tap hop {|z| > 1} khong thé cé diém
chung v4i anh cua tap hop {|z| < 1}. Anh clia tap hop {|z| < 1} 1a mot
mién khong trong. Do dé anh ctia tap hop {|z| > 1} khong tru mat khap
noi trong mét phang va vi thé theo dinh 1y Weierstrass diém z = oo khong
thé 1a diém bat thwong cot yéu ciia f(z). Do d6 f 1a mot da thire bac n > 1.
Theo dinh 1y Gauss, khi n > 1 da thitc f(z) nhan moi gid tri w dén n lan.
Nhung diéu d6 lai mau thuan véi tinh don diép cta f. T d6 rit ra n = 1,

tire la f(z) c6 dang

f(z) =az+b, a#0.

Ta xét treomg hop D = C.

Pinh 1y 7.1.12. Gid sit mien D = C. Khi d6 moi phép tw dang cdu ciia
C deéu la tw dang cdau phan tuyén tinh. Cdc phép tw dang cdu do lap thanh

A ’ . J ’ - .
mot nhom cdc tw dang cdu véi sdu tham sé thuc.

az+b
cz+d

Aut@:{z»—> ,ad—bc;«éO}.

Chatng minh. Gid st w = f(z) 1a mot tw dang cau ctia C va f(oo) = C # .
Khi do

~ 1 1
w = — = —
w—C  f(z)=-C

bién diém z = oo thanh w = oo va la mot ham nguyén. Nhung khi dé

~ 1
w=ag+ a1z, a; # 0, hay la — = qag + a1 z.
w—C
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b - . §
Do d6 w = az——:_—d trong d6 a = Cay, b= Cag+ 1, ¢ = ay, d = ag, dong
cz
thoi ad — be = —ay # 0.

Néu f(oo) = oo thi hién nhién ta c6 f(2) = ag + a,2. O

Ta xét tiép trwomg hop D = U = {|z| < 1}.

Pinh ly 7.1.13. Gid st D = U = {|z| < 1}. Khi d6 moi phép tw dang cdu

cta hinh tron don vi déu la tw dang cdu phan tuyén tinh.
Chitng minh. Gia st ¢ 1a mot tw dang cau tiy ¥ cta hinh tron don vi. Ta
ky hiéu (0) = wy va dung phép tir dang cau phan tuyén tinh:

w — Wy
Arwrs —
1 — wow

ctia hinh tron U bién diém wy thanh diém 0. Ta xét 4nh xa f = Ao . D6
cling 13 mot tw dang cau ctia hinh tron U va f(0) = 0. Vi |f(z)] < 1 véi moi

2z € U nén theo bo dé Schwarz ta cé
f(2)] <z, VzeU. (7.3)

Nhwng hién nhién dnh xa ngwoc 2 = f~!(w) cing thda man bo dé Schwarz,
nén | f~H(w)| < |w| Vw € U.
bat w = f(z), ta cé:

12| < f(2), Vzel. (7.4)
T (23.3) va (23.4) ta rit ra
fGI=1el, Vel

va ciing theo b6 dé Schwarz ta cé f(z) = ez, Nhwng khi d6 ¢ = A"1o f =
A71(e™2) 1a anh xa phan tuyén tinh. Nhw vay:

AutU = {zn—>em1z__a al < 1,04€R}.
z
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7.1.7 Dieu kién can dé ton tai ding ciu

Gia st cho hai mién D va D* ¢ C. Hay tim moi dang cau (néu ching ton
tai) bién mién D 1én mién D*.

R6 rang 13 véi dang tong quét trén day 1oi giai clia bai todn co ban ctla
Iy thuyét anh xa bao gidc sé khong ton tai. Do dé van dé dau tién ndy ra khi
khao sat bai todn co ban do 1a van dé kha ning dnh xa bao gidc mién cho
trude.

Sau day ta sé chi ra mot s6 dieu kién can dé bai todn trén cé loi gidi. Vi
moi dang cau déu 1a nhitng phép dong phoi nén dieu kién can dé ton tai dang
cau mién D 1én mién D* la ton tai mot dnh xa dong phoi nao dé gitra cdc
mieén.

Do d6 dieu kién can dau tién la: cdc mién D va D* phai dong phdi véi
nhau.

Chang han, néu mieén D 1a don lién thi dieu kién can 1 mién D* phai don
lién (tinh dom lién 1a mot bat bién topo!).

Thé nhung diéu kién can nay lai khong phai 1a diu kién dia. Dieu dé

dwoc suy ra tir dinh ly sau day.

Pinh 1y 7.1.14. Mdt phang C va hinh tron mé U = {|z| < 1} khéng ddang

~ Y
cau vat nhau.

Chitng minh. Gia thiét rang ton tai dang cau f : C — U. Khi d6 f chinh
hinh va bi chién trong C. Theo dinh 1y Liouville f = const. Diéu d6 trédi véi
gid thiét f 14 dang cau. O

Hé qua 7.1.3. C va C\ {2}, 20 # 0o déu khong dang cdu véi hinh tron

mo U.

Chatng minh. Vi zy # 0o nén bang anh xa ¢ = ta dwra 2y vé 0o va 4p
zZ — 20

dung dinh ly vira chitng minh. O

Tuy nhién mat phang C va hinh tron don vi U 1a dong phéi véi nhau.
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That vy ham

2

— iarctg|z|, khi z # 0,
W(z)=<{ 7 ||

0, khi 2z = 0

14 mot trong s6 4nh xa dong phoi C lén U.

Nhin zét 7.1.2. Vi tinh dong phoi 1a dieu kién can dé ton tai dang cau gitra
hai mién cho trirée D va D* C C nén tir dé suy ra rang: mién da lién khong

J ~ ;- Y A
dang cau voir mien don lién.

Nhu vay, néu bay gio dit van dé ve su ton tai dang cau bién cdc mién D
khéc nhau lén mien don lién cho trude D* thi ta can phai han ché xét céc
mién don lién.

Trong trweomg hop nay diéu kién can dé ton tai dang cdu la:

1. mién D phdai don lién;

2. miéen D # C.

bieu kién thit nhat 1a dieu kién can vi mién D dong phoi véi mién don
lién D*. Diéu kién D # C 14 diéu kién can theo dinh 1y 7.1.14 da chitng minh
trén day.

Ta lru ¥ thém rang mat phang C chi dang cau véi C\ {2z}, 20 # oo (hoic
dang cau v6i ban than né). Dieu dé dwoc suy ra tir chd 14 moi ham chinh
hinh don diép trong C déu 1a phan tuyén tinh (xem dinh 1y 7.1.11 va hé qua
7.1.3).

Toan bo sur khao sat trong muc tiép theo ciia chirong nay 14 danh dé trinh
bay nhitng dieu kién dam bao cho sw ton tai va duy nhit ctia nghiém bai
todn co ban cia ly thuyét anh xa bdo gidc cac mien don lién.

Sau khi loai trir hai trwomg hop da néi trong dinh ly 7.1.14 va hé qua ctua
né ta sé gia thiét rang bién cia mién dwoc d4nh xa D c6 it nhat 14 hai diém
khac nhau va do tinh don lién clia D né ¢6 mot tap hop bién lién thong nai

hai diém &y.
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7.1.8 Diéu kién chuin

Gid st 1oi gidi doi véi bai todn vira néu la ton tai. By gio ta chuyén sang
xét nhirmg diéu kién xdc dinh 161 gidi d6 mot cdch duy nhat. Nhing diéu
kién d6 1a can thiét vi néu ham f(z) d4nh xa mién don lién D 1én hinh tron
don vi thi theo dinh 1y 9.9 anh xa thu dwoc tit f(z) bang phép bién doi phan
tuyén tinh dang

ez‘ef(z)—’wo 0cR

1 —wof(2)’

(Phép tw dang cdu ctia hinh tron don vi) ciing la d4nh xa bdo gidc mién D
lén hinh tron don vi d6. Néi mot cach khdc: néu ta chitng minh dwoc rang
ton tai mot ham f(z) 4nh xa mién D 1én hinh tron dom vi thi sé ton tai vo
s6 ham nhw vay thuwe hién d4nh xa d6. Do d6 dé 4nh xa dwoc xét duy nhat,
ngoai cac dieu kién dwoc néu trong tiét 7.1.7, ngwdi ta con doi hdi mot trong
ba diéu kién bo sung (tirong dirong véi nhau) sau day (cac diéu kién nay sé
chudn héa dnh xa bio gidc drge xét!)

(I) Diém trong 2o cho trude tuy 1 ciia mién D dwoc dnh za thanh diém
cho trude wy cia mién D* va mot hwdng cho trude tai zo chuyén thanh

hwong cho trueoc tai wy:
f(z0) =wo, argf'(2) =0, 0€eR. (7.5)

Hé thitc (7.5) chitng t6 rang d4nh xa bao gidc hai mién cho trwde D va D*
phu thudc vao ba tham s6 thie va vé mit hinh hoc né chitng té rang: qua
dnh xa w = f(z), diém z cho trge bién thanh diém wy cho trirde, cdc tiép
tuyén véi moi dwong cong di qua diém zy sé quay mot géc bang 6 khi chuyén
qua cac dwong cong dnh di qua diém wy.

Ta cling nhan xét rang, bang cdc phép ddi bién phan tuyén tinh diéu kién

chuan (7.5) c6 thé viét dwéi dang

f(20) =0, f'(2)>0. (7.6)

(1) Hai diém cho trude tuy 4: diém 2o ¢ trong, diém z; nam trén bién

. , \ , - A 7’ z \
cia mién D, duoc dnh za thanh cde diém cho trudc twong ng wy va wy,
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7 \ A \ \ - A A
trong do wq la diém trong con wy la diém bién:

f(z0) = wo, f(z1) = ws. (7.7)

Phwong trinh thit nhét trong (7.7) sé dwa dén hai phwong trinh thie vi rang
vi trf ctia diém trén bién dwoc xdc dinh bang mot tham s thwe, chang han,
bé&i khoang cdch (doc theo bién) tir mot diém bién ¢6 dinh nao dé.
(1) Ba diém bién cho trude tuy 1 21, 2o va z3 cia mién D dugc dnh za
thanh ba diém bién cho trudc tiy | wi, we va ws twong tng cla mién D*.
Trong muc sau ta sé ching té rang tap hop vo s6 cdc anh xa bao gidc
bién mién D 1én hinh tron don vi chi ton tai moét 4nh xa thda man mot trong
ba dieu kién chuan trén day, tic 1a chi ton tai mot 4nh xa bdo gidc dwoc
chuan héa.
Vi du 1. Anh xa mia mit phing trén {Imz > 0} lén hinh tron don vi
{Jw| < 1} sao cho w(i) = 0, argw'(i) = —g.
Gidi. Dang tong quét ctia ham anh xa nita mat phang trén lén hinh tron

don vi sao cho w(i) = 0 ¢6 dang

ia” L
w=e =
z+1
Tw do
w'(z) = ew‘ﬁ = w'(i) = —iiew‘
= argw' (i) = a — g
Theo diéu kién cia bai todn argw’(i) = —7/2 nén o = 0. Nhw vay, d4nh xa

can tim c6 dang

Z—1
z+1

w =

Vi du 2. Anh xa phin ngoai hinh tron {|z — (1 44)| < 1} 1én mira mit
phang {Imw > 0} sao cho w(0) = i, w(1) = 0.
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Gidi. Ta can chuyén dwong tron {|z — (1 +4)| = 1} thanh truc thic cta
mat phang w. Dé lam viéc dé ta thwe hién dnh xa bién diém z = i thanh

z1 =00 va z = 1 thanh z; = 0. Chéng han ta c¢o

lek s

z—1
trong dé k chwa dwoc xéc dinh. Nhung qua diém z; = 0 va 2; = oo ta ¢ vo
s6 dwong thang di qua va ta can thu dwoc truc thwe. Dé ¢6 dwoc dieu do,

géc quay tai diém z = 1 qua 4nh xa z; phai bang =, titc 13
arg 21 (2)|,_, = .
Tw dé
1—1
(z —1)?
Dé x4c dinh k, ta khong cé mot dieu kién nao cho trudc nén dé don gidn ta
lay k= —1+1, va tir d6

3
arg k + arg zﬂéargk:%~

z=1

z—1

zZ—1

2= (—=1+1)

Qua 4nh xa nay diém 2 =0+ 2, = 1+14, 2 =1 +— 2z = 0. Do d6 4nh xa
thu dwoc chwa thda man céc dieu kién da cho.

Bay gio ta can 4nh xa nira mat phang {Imz; > 0} 1én nita mat phang
{Imw > 0} sao cho

z1=14+1 —w =1,

z1=0 — w = 0.

\ 7 . v < ~ A~ v < A~ 7
Vi 4nh xa bién mira mit phang trén lén nita mit phang trén cé dang

b
w:%, a,b,c,d e R
ari+d

A s . v oA 7 A z
nén vaGi hai cap diem twong tmg & trén ta cé

o,
i:w’ozéjbzo’c:a’d:QQ.
c(1+1i)+d d
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Do do

—21 . z—1
:’L .
2z — 2 (1—22’),2—1

w =

Vi du 3. Tim énh xa bién bang D = {z € C: —7/4 < Rez < 7/4} lén
hinh tron don vi U = {|w| < 1} sao cho ba diém bién sau diy twong tng
f(£m/4) = £1, f(ioco) =i (ico 1a ky hiéu diém vo ciing phia trén clia bang).
Bang cdc 4nh xa trung gian
a) z1 = 2iz, b) 2o = €%
ta bién bang D da cho thanh mita mat phang bén phai Rez, > 0. Qua céc
% , —% , 100 sé 1 cac diém 2z, = i, —i, 0 tirong ng.
Bay gio ta can dnh xa mta mat phang Rezs, > 0 1én hinh tron don vi sao cho

’ 7 oA
anh xa cua cac diem z =

cac diém zp =4, —i, 0 chuyén thanh cic diém w = 1, —1, 7 twong tng. Ham
dnh xa thoéa man diéu kién vira néu sé dwoc it ra tir cong thike (9.3) (dinh
1y 9.6):

w—1 z 7
(1+1i) ==
w—1 29
122—1
=W = —
120+ 1
N 1e?* — 1 ¢
W= —— = tgz
1e2% 41 &

7.2 Dinh ly co ban cta ly thuyét dnh xa bao
giac

Trong muc nay ta sé gidi quyét van dé cé tinh chat nguyeén tac 1a sw ton tai
ham &nh xa bién mién don lién D cho trwde trong mat phang phitc z lén
mién don lién D* cho trwée trong mat phang w. Cu thé ta sé chitng minh
rang: doi voi hai mien don lién bat ky D va D* C C véi bién c¢é it nhat
la hai diém khdc nhau luén luén ton tai dnh za bdo gidc bién mién nay lén

mien kia.
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D6 14 noi dung ciia dinh 1y co ban trong 1y thuyét anh xa bao gidc - dinh
ly Riemann. Dinh ly nay dwoc Riemann phat biéu dau tién trong luan an
tién si cia minh “Co s& ctia ly thuyét tong quat ve ham bién phitc” nam

1851. Phép chitng minh ma ta sé trinh bay la ctua Feijer va Riesz.

7.2.1 Tap hop bi chan trong H(D)

Gia sit D 14 mién thuoc C va gid sit trong D cho tap hop cdc ham chinh
hinh M (D) = {f(2)}. Dic biét 1a: M(D) ¢6 thé 13 day ham

{fn(z)}:):f

Pinh nghia 7.2.1. Tap hop M (D) dwoc goi 14 bi chdn déu trén tirng compac
K C DnéuVK C D, 30(K) > 0:

f(z)| So(K), VzeK, VfeM(D,).
Tap hop bi chin déu trén D ciing sé goi 1a ho bi chin.
Khai niém tap hop bi chin déu trén titng compac ctia mién D 13 khéi

[N A~ ;. s [N . ) . < ’ N
niém rong hon so véi khéi niém bi chin trong mién D. Chang han, cdc ham

9 § .
%7 4 € R khong lap thanh tap hop bi chin déu trong hinh tron don vi

1—=z
{|z| < 1} nhung lai 14 tap hop bi chin déu trén tirng compéc cia hinh tron

ay.
Dinh ly 7.2.1. Anh za f — f' khéng gian H(D) vao chinh né bién tap hop
bi chdn déu thanh tap hop bi chdn déu.

Chitng minh. Gidstt S = {|z — 20| < r} 1a hinh tron bat ky nam tron trong
DvaV ={|z— 2| < 7,7 > r} cing 14 hinh tron ndm tron trong D. Déi
vGi f € M(D) bat ky ta c¢6

oy — L F(O)
f(z)—%/(g_zydg“, zeV.
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Bay gior gia st z € S. Khi d6 v6i moi ¢ € 9V ta c6
IC— 2| >7" —r
Va tir tinh chdt bi chan cua M (D) ta c¢6

,r,/

1/'(2) € 30 (V) = 01(9)

GETE

va do dé |f'(z)] bi chan trong cdc hinh tron S C D.

Moi tap hop compéc K C D bat ky déu cé thé phit bdi céc hinh tron S,
nam tron trong D. Do d6 theo dinh ly Heine-Borel ta c¢6 thé chon phi con
httu han {Sy}le phu K. Gia st

o1(K) = myax{al(Sy)}.
Khi d6 v6i moi z € K vamoi f € M(D) ta sé ¢
|1'(2)] < o1(K)

va dinh 1y dwoc chitng minh. O

7.2.2 Tap hop lién tuc dong bac

Dinh nghia 7.2.2. Tap hop M (D) cdc ham dwoc goi la tap hop lién tuc

dong bac trén tirng compac K C D néu

Ve>0,VK CD, 3§(e,K):V2 2" e K(|z/ = 2" <)
= () = f(Z") <&, V[feMD).

Ta co

Pinh 1y 7.2.2. Néu M(D) la tap hop bi chdn déu trén ting compdc thi né

la lién tuc dong bac trén tierng compdic K C D.
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Chitng minh. Gid stt compac K C D va 4d, d > 0 1a khodng céch gitta K
va bién 0D clia mien D. Tap hop cdc diém ma khoadng cich tir d6 dén K
khong vwot qua 2d dwoc ky hiéu la B. Vi B C D va B la tap hop dong nén
do tinh bi chan déu ctia M (D) tim dwoc s6 M = M(B) > 0 sao cho trén B
tacod |f| < M,V feM(D).

Ta sé chitng minh rang véi € > 0 bat ky va véi cap diem 21, 2o € K bat

d
ky ma |z — 22| <4, 6 = min{d, M&} ta sé ¢

[f(z1) = f(z2)] <e.

That vay, theo cong thitc Cauchy ap dung cho f(z) trong hinh tron
Q=1{z:|z— 2| < 2d} C B (ké cA bién) ta cé6

_ f@) 4
f(z) = 27r2 t— z
0Q
Do do
Z1 — 22
= dt
[f(z1) = f () = ’2 z/f (t — z1)(t — 22)
|21 2|
< —M 21 - 2d
21 2d - d
M| P M(5
=—|z — 2 —
a"t
Nhw vay M (D) 1a tap hop lién tuc dong bac. O

7.2.3 Nguyén ly compac

Pinh nghia 7.2.3. 1) Ho ham M (D) C H(D) dwoc goi 1a ho compdc trong
mién D néu tr moi day ham {f,(z)} C M(D) déu c6 thé chon day con f,,
hoi tu deu trén tirng compac K C D.

2. Ho compac cdc ham M (D) dwoc goi 1a ho compdc trong né néu ham
gi¢i han ctia mo6i day f, C M(D) hoi tu déu trén tirng compac K C D déu
thuoc M (D).
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Vidul. Giast U = {|]z] < 1}. Tap hop ham M(U) = {az: 0 < a < 1}
la tap hop compac nhwng khong compéc trong né (day }0071 hoi tu deu
trén tirng compéc ctia U dén ham f = 0 khong thuoe M(U)).ni

Bo de 7.2.1. Gid sit: 1) fu(2), n=1,2,...; fn € H(D) la ddy bi chan déu
trén tung compac; 2) day fn hoi tu trén tap hop E C D nao dé tri mat khap
noi trong D. Khi d6 day f, hoi tu déu trén teng compic K C D.

Chitng minh. Ta c6 dinh € > 0 va tap hop K C D. Vi day f, bi chin déu
nén theo dinh ly vira chitng minh trong tiét trirée né 1a day lién tuc dong
bac. Bang cach stt dung tinh lién tuc dong bac va bang cdch chon phép chia
D thanh céc hinh vuong véi cdc canh song song véi cac truc toa do trong
mit phang z bé dén mikc sao cho véi cdc diém 2/ va 2" (€ K) bét ky thuoc
cing mot hinh vuéng va véi f € {fn};o:l bat ky ta cé
< .

() = ] < 5 (7.8)

Tap hop K dwgc pht bdi mot s6 htru han cdc hinh vuéng Q,, p =
1,2,...,P. Vi E trit mat khap noi nén trong moi hinh vuong @, tim dwoc
diém z, € E. Vi f, hoi tu trén E nén 3N € N sao cho

3

() = Fal)] < <
Vm,n>N,z,p=12,...,P.

(7.9)

Bay givr gid st 2 1a diém tuy ¥ cta K. Khi d6 tim dwge diém z, ndm

trong cung mot hinh vuéng véi z va Vm,n € N tir (7.9) ta ¢

|fn(2) = fu(2)| < |fm(z) — fm(zp)| + |fm(2p) _ fn(2p>|
+ 1 fulz) — fu(2)| < &

Tir d6 theo tiéu chudn hoi tu Cauchy ta két luan réng day {f,} —, hoi tu
déi véi moi z € K va s hoi tu d6 14 déu tréen K. Vi K 14 ¢6 dinh tuy ¥ nén

day da cho hoi tu déu trén tirng compac K C D. O
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Bay gio ta chitng minh dinh 1y chi yéu cia tiét nay

Dinh 1y Montel (nguyén ly compéic). Gid siz: 1) D la mién cia C; 2)
M(D) la ho ham chinh hinh trong mién D. Khi dé hai diéu kién sau ddy ld
twong dwong vor nhau.

(I) Ho M(D) la compic.

(IT) Ho M(D) bi chan déu trén titng compdc.

Chitng minh. 1. Ta chitng minh rang tir cdc dieu kién 1) - 2) va (I) suy
a (IT). Gid sit ngwoc lai. Khi d6 trong D ton tai compac K C D ma trén
dé modun cua cdc ham thuoée M (D) nhan gid tri 16m bao nhiéu tuy y. Do
d6: Vn € N, 3f, € M(D) : |fu(zn)| > n tai diém 2, € K ndo d6. Vi
M (D) la compac nén tir day {fn(z)}zo:l ¢6 thé chon day con {fnk(z)}ZO:1
hoi tu déu trén tirng compac ma dic biét 1a hoi tu déu trén K dén ham
chinh hinh f nao d6. Nghia la doi vé6ie = 1, IN = N(K) : Vk > N,
Vze K= |fulz) — f(2)] < 1.
Do d6

[fa(2)] ST+ max|f(z) =1+ L, L =max][f]|

Nhung hé thirc nay lai mau thuan véi dieu 1a f,, (2,,) — oo khi & — oo.
Phan thit nhéit cia dinh 1y dwoc chitnh minh.

2. Bay gio ta chitng minh rang tir 1) - 2) va (II) suy ra (I). Bé ching
minh (I) ta can chirng minh rang moi day ham f, € M (D) déu chira day
con hoi tu deu trén tirng compac K C D. Nhwng theo bo dé da chitng minh
trén, ta chi can chitng minh rang tir day f,, € M(D) bat ky c¢6 thé chon day
con hoi tu tai moi diem ctia tap hop £ C D nao dé trit mat khap noi 1a du.

Ta lay tap hop E 1 tap hop céc diém z = x4 iy € D, trong d6 = va y
déu 1a hiru ty. Tap hop E trit mat khap noi trong D. Mit khdc E 13 tap

hop dém dwoc. Do d6 ta c6 thé sap xép va ddnh s6 né thanh day {a,}

A1, 9, ...,0n,...
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Day
filan), fa(ar), s fulon), . (7.10)

1ap thanh tap hop diém bi chan. Do d6 tir (7.10) ¢6 thé chon day con

f?’lbl (a1>7 frl@(al% ey }LP(OQ), .

hoi tu dén gi¢i han hoan toan xdc dinh. Nhw vay tir day ham f,(z) c6 theé

chon day con

fél(z),fég(z),...,fip(z),... (7.11)
hoi tu tai diém 2z = oy.
Day
7.1“ (Oég), leLQ(OJQ), ey fép(ag), e

thda man moi diéu kién nhw day (7.10), do dé c6 thé chon tir day dé mot

day con

le (Oég), f732(042>, ceey fﬁp(ag), S

hoi tu dén gidi han hiru han hoan toan xdc dinh. Nhwr vay day ham

P22 2 (2) e SR (),

hoi tu khi z = . Va vi cde s6 hang cia day nay cung la ctia day (7.11) nén
né hoi tu ca khi z = aj.

Tiép tuc qud trinh nay ta thu dwoc tap hop cdc day

w1 ()5 fay ()5 S, (2),
m(2), foy(2), o [ (2), (712)

2(2), fL,(2), . 1 (2),
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trong d6 moi day cia (7.2.5) 1a day con cta day dimg trwede né va day véi

N A . X oA
sO hiéu ¢ hoi tu tai moi diem
a1, 0, ...,04.

Bang cach 4p dung phwong phdp dwong chéo ctia Cantor, ta ¢ thé chon

day dwong chéo

fo(2), f2(2),. .., n(2), .. (7.13)

Day nay hoi tu tai moi diém cia tap hop E vi theo cich xiy dung moi s6
hang cta day (7.13), bat dau tir s6 hang nao dé deu dwoc chon tir day (7.2.5)
vGi 6 hiéu ¢ (¢ 1a s6 cho trwde tuy ¥).

Nhw vay theo bo dé da ching minh, day (7.13) hoi tu déu trén tirng

compac. O

Nhan xét 7.2.1. Néu mién D > oo thi day (7.13) hoi tu déu trén moi tap
doéng thuoc D.

That vay, ta dung dwong tron v(R) = {z € C: |z| = R} v4i ban kinh du
16m sao cho v(R) C D. Gia s K’ 1a tap hop dong tuy y cua D va

K={2eKk:|z <R} Uy(R).

Theo dinh 1y Montel, day (7.13) hoi tu déu trén K va do d6 hdi tu déu trén
v(R). Béng céch dp dung nguyén ly modun cie dai, ta c6 thé két luan ring

day (7.13) hoi tu déu trong U(R) = {z € C: |z| > R}. Nhu vay day (7.13)
hoi tu déu trén K UU(R) D K’ va do d6 trén moi tap hop déng cta D.

7.2.4 Phiém ham lién tuc

Pinh nghia 7.2.4. 1. Gi4 st cho ho ham {f} xdc dinh trong mién D. Khi

doé anh xa

1(f):A{fy —=C
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dwoc goi 1a mot phiém ham trén f.
2. Phiém ham I(f) dwoc goi 1a lién tuc tai diém fo néu vV f, € {f} hoi
tu deu dén fo € {f} trén titng compic K C D, ta ¢

lim I(f,) = 1(fo).

3. Phiém ham I(f) dwoc goi 1a lién tuc trén ho {f} néu I(f) lién tuc tai
moi diem f € {f}.

Vi du 2. Ta xét ho ham chinh hinh H(D) va diém a tliy ¥ ctia mien D. Khi
do

_ f(p)(a)

cp(f) I

14 hé s6 thit p trong khai trién Taylor ctia ham f tai lan can diém a. D6 1a
phiém ham trén ho H(D). Phiém ham c,(f) 1a phiém ham lién tuc.

Théat vay néu f, — fo 1a déu trén tirng compiac K C D thi ldy duwong
tron y(r) = {|z —a| =r} C Dlam K, véie >0, IN : |f.(2) — fo(2)| < e,
Vn > N,Vz¢c~(r). Khids, 4p dung bat dang thitc Cauchy ta c6

e(f) —6(fo)l < ¥n>N.

Diéu d6 chimg t6 rang c,(f) lién tuc.

Ta co

BPinh ly 7.2.3. Moi phiém ham lién tuc trén ho compdc trong né {f} déu

bi chan va dat can trén cia nd, nghia la

foe{f: Ul = (DI, VFe{f}

Chitng minh. Gid st A = sup |I(f)], d6 14 s6 hitu han va ciing c6 thé bang
felry
0o. Theo dinh nghia cén trén, tim dwoc day f, € {f}, n =1,2,... sao cho

[1(fn)| = A.
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Vi {f} 1& compéc trong né nén ton tai day con f, hoi tu déu trén tirng
compac K C D dén ham fy € {f} nao dé. Vi I(f) lién tuc nén

1(fo)| = lim |T(£,)] = A.

Tir d6 ta két luan dwoe, thir nhat 14 A < oo, va thit hai |[I(fo)] = [I(f)],
vVie{f}. O

7.2.5 DPon gian héa cach dat bai todn Riemann

Nhuwr da néi & trén, sw khio sat ctia ta chi yéu 1a lién quan dén cdc mién don
lién (va don diépl). Do d6 bai toan co ban dwoc dit ra cé thé don gian héa
ma khong 1am mét tinh tong quat ctia né.

Ta cé thé cho rang mét trong hai mién dwoc xét la hinh tron, nghia la
d6i véi moi mién don lién D véi bién ¢6 it nhat 13 hai diém ludén luén ton tai

dnh xa bao gidc lén hinh tron {|w| < R}. That vay, néu

w=f(z):D—-U={|lw| <R}
w' = f(z"): D" = U*={|u'| < R'}
/
thi ham v’ = 7Y sé anh xa bao gidc U lén U* va ham 2/ = F~!(w') 4nh

R/
xa {|w'| < R'} lén D*. Do d6 2/ = F_1<Ef(z)) anh xa D lén D*. Vi vay

dinh 1y Riemann cé thé phat biéu dwéi dang:

Moi mién don lién D trong mdat phang C (D # C) véi bién cd it nhat la
hai diém déu dang cdu véi hinh tron mé {|w| < 1}.

Tiép theo, mién D trong phét biéu cia dinh 1y vira néu cé thé gia thiét
14 mién bi chin. Diéu dé duwa trén co s& dinh 1y sau day.
Dinh 1y 7.2.4. Gid sit D la mién don lién véi bién cé it nhdt la hai diém
trong mat phang C, D # C. Khi dé ton tai dang cdu bién mién D lén mién

bi chdn nao dé cia mdat phang phitc C.

Chitng minh. 1. Néu mién D bi chin thi phép dang cdu can tim cé thé 1dy

la f(z) = z.
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2. Gia st mién D khong bi chin. Ta can phan biét hai trirong hop
a) Mién D c6 diém ngoai a, tikc 1a mien D khong chita cdc diém ctia hinh

tron S(a,r) véi tam a va bén kinh r. Trong trwong hop nay ham

1

Z—a

w=f() =

d4nh xa mién D 1én mién D’ nam trong hinh tron {|w| < 1}, tikc 1a D' 1a
mién bi chin. D6 1a dang cdu mudn tim. '

b) Mién D khéng c6 mot diém ngoai nao ci, tirc 1a phan bu ctia mién D
dSi v6i cad mat phang khong chita mot hinh tron ndo. Theo gid thiét bién
ctia mién D cé it nhat 14 hai diém khéc nhau a va 3. Do tinh don lién mien

D sé ¢6 mot tap hop bién lién thong néi a véi 5. Ta xét ham

Ham nay thdc trién dwoc trong mién don lien D theo moi tuyén, va do
d6 theo dinh 1y Monodromic c¢6 thé tach nhénh don tri F(z) (vi biéu thitc
dwéi cdn khong triét tiéu cing nhw khong bang oo trong D).

Ham F(z) la don diép trong D. That vay tir hé thirc

21—04_22—04
21— f3 29— 3

va tinh don diép ctia 4nh xa phan tuyén tinh suy ra rang z; = z,. Do d6 F

don diép va né dnh xa don diép mién D lén mién D*.

Mién D* ¢6 tinh chat 1a: néu diém wy € D* thi diém (—wp) 1a diém ngoai
ctia D* vi cip diém wy, —wp tuy ¥ luon luoén twong tng véi mot diem z.
Nhw vay mién D* ¢ diém ngoai. Tiép theo ta 4p dung 1y ludn trong phan

a) cho mién D*. Dinh 1y dwoc chitng minh. O

Nhuwr vay, vé sau ta sé cho rang mién D trong dinh Iy Riemann 1& mién bi
chin. Hon thé nita, trong trirong hop can thiét bang phép tinh tién va dong

dang ta c6 thé gid thiét mién f(D) nam trong hinh tron don vi va hAm dnh



548 Chwong 7. Anh xa béo gidc

xa w = f(z) thda man diéu kién
fla)=0, f'(a)>0, a€D.

Do d6 dé chitng minh dinh 1y co ban ctia ly thuyét anh xa bao gidc ta chi
can chitng minh rang;

Moi mién don lién bi chin D déu dang cdu véi hinh tron mé {|w| < 1}.

7.2.6 Dinh ly Riemann

Tw twdng chi dao cia phép chiing minh dinh ly Riemann la nhw sau:

1. Pau tién ta xét ho S(f; D) cdc ham chinh hinh va don diép trong D
sao cho

a) [f(z)| <1 VfeS(fiD),Vze D

b) f(a) =0, f'(a) > 0.
do tinh don diép ctia f trong D nén f'(z) # 0V z € D. Hién nhién S(f; D) #
(). That vay, vi D bi chdn nén D C {|z —a| < R,a € D, R < oo}. Do d6 ta
c6 thé 1dy ham f 1a

f(z) ===, zeD=|f(2)| <1, VzeD,

2. Tiép theo, ham anh xa can tim w = f(2) sé dwgc xdc dinh tir cAc ham
ciua ho S(f; D) bdi mot tinh chét cwe tri sau day. Tir ho ham S(f; D) hay
tim ham fy € S(f; D) sao cho

[fola)l = 1f'(a)], ¥V feS(f;D),

nghia la dai lwong do gian |f'(a)| dat cwc dai khi f = fo.

3. Ham f, - 101 giai ctia bai toan cwe tri sé 1a dang cdu mudn tim; né dnh
xa mién D lén hinh tron don vi chit khong phai vao hinh tron domn vi nhw
doi v6i cde ham con lai cua S(f; D).

Bay gio ta chuyén sang chitng minh dinh 1y co ban cta ly thuyét 4nh xa

bao gidc - dinh ly Riemann.
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Pinh 1y Riemann. Moi mién don lién D trong mdt phing C va D # C

déu dang cdu véi hinh tron mé {|w| < 1}.

Chatng minh. 1. Theo dinh ly vira chitng minh cudi tiét trude va nhan xét
saul chitng minh dinh 1y d6, moi mién D thda man cdc gia thiét cta dinh 1y
Riemann déu dang cdu véi mot mién nao dé6 nam trong hinh tron don vi.
Ta xét ho S(f; D) tdt cad nhirng ham chinh hinh don diép trong D sao cho
modun ctia ching bi chian bdi 1 va f(a) = 0, f'(a) > 0, trong d6 a 1a diém 6
dinh nao dé ctia D. D6 14 ho tat cd nhirng ham 4nh xa bao gidc mién D vao
hinh tron don vi U. Theo dinh 1y vira nhac dén trén day, ho S(f; D) # 0, va
theo dinh 1y Montel S(f; D) 1a ho compac.

I1. Bay gior tir ho S(f; D) ta sé tim ham fj sao cho d6 gian |fi(a)| la cuc
dai. Ta xét tap hop con Si(f; D) C S(f; D):

Si1(f; D) ={f € S(f; D) - [f(a)] = | fi(a)| > O},

trong d6 f; 14 ham c¢6 dinh nao dé cia S(f; D). Ta sé chitng minh rang
S1(f; D) 1a compac trong né. Gia st day {fn}zo:l, fn € S1(f; D), Vn hoi tu
déu trén tirng compac ctia mién D dén ham gidi han fo. Ham fy thda man
céc tinh chat sau day.

1. Ham fy € H(D), |fo| < 1. That vay, vi f, € H(D), ¥n nén theo dinh
Iy Weierstrass ham f, € H(D). Vi |f,| <1 Vnnén |fy| <1 trong D.

2. fola) =0, fi(a) > 0. That vay, ta c6

fola) = lim f, (@) = 0.

Tiép theo, vi f, € H(D) Vn va f, hoi tu déu trén tirng compéc cia D
nén theo dinh ly Weierstrass day cdc dao ham f! cung hoi tu déu trén tirng

compac ctia D dén f] va
fola) =lim f; (a) > fi(a) > 0.

Nhw vay ham fo(z) khong phai 1a hang s6 trong D.
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3. Ham fy dom diép trong D. That vay vi fy la gigi han ctia day ham
don diép trong D va fo khong phai 14 hiang s6 nén f, don diép trong D (xem
dinh 1y 7.1.7).

Nhw vay ham fo € Si(f; D) va do d6 Si(f; D) 1a compac trong né.

Bay gio ta xét anh xa

I(f): = [ (a)l.

D6 13 phiém ham lién tuc nhwr da chitng minh trong tiét 4° ctia muc nay. Ta
biét rang ham lién tuc trén tip hop compic thi dat gid tri 16n nhit cia né.
Nghia 1a 3 fo € S1(f; D) thda man diéu kién

[f(a)] < |fola)] ¥ f€Si(f;D).

Nhw vay s ton tai 101 giai ciia bai todn ciwre tri diroc chitng minh.
I11. Bay gi¢r ta chitng minh rdng fy 4nh xa mién D lén toan bo hinh tron
U. Vi fp chinh hinh don diép trong D nén né6 anh xa bao gidc D lén fy(D). Vi
|fo(2)] <1V 2 € Dnén anh fo(D) ndm trong hinh tron don vi {|w| < 1}. Ta
chitng minh rang tir tinh cwe tri cla fy suy ra rang fo(D) = U = {|Jw| < 1}.
Gia st ngwroc lai. Ta gia thiét ton tai diém b (|b| < 1) khong thudc anh
fo(D), b ¢ fo(D). Ta sé chitng minh rang khi d6 Ih(z) € S(f; D) sao cho

|7 (a)] > | fo(a)

va nhwr vy mau thuan véi tinh cue tri ctia ham f;.
~ 1 ~ A ~ h)
Vi fo(a) =0 = b+# 0. Khi d6 diem b* = 5 cing khong thude anh fo(D)
vi [b*| > 1.
Ta xét ham
fo Z) — b
oo [HE D
1— be(Z)
Ham ¢ (z) chinh hinh don diép trong D. That vay vi gid tri cia ham f
nam trong hinh tron don vi nén gid tri cua biéu thire dwdi can cung nam

trong hinh tron dom vi (xem dinh 1y 9.9). Vi mién D don lién nén theo dinh
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1y Monodromie ta c6 thé tich nhdnh don tri ctia cin thitc. Nhanh nay don
diép trong D, dieu d6 dwoc kiém tra hét nhw trong chitng minh dinh 1y 7.2.4
& tiét trwde. Hién nhién ] < 1Vz € D.
Bay gio ta xét ham
o) = 0 ) = V(@)
1= y(a)y(z)
Ham h(z) ¢ cdc tinh chat sau day:
1. h(z) € S(f;D). That vay, h(z) chinh hinh va don diép trong D;
h(a)=0va |[h| <1VzeD.

, —m<0<m.

/() = Y'a) 191+|b|
A O V=

V&i 0 = argy/—b ta ¢
1+ |b|

hia) = N

2. K(a) > fl(a). That vay, ta c6
14 |b] > 2+/10].

> 1. T d6 suy ra h'(a) > fi(a).

fola) = h(z) € S(f; D).

1+ |b]

2/1o]

bicu nay trai véi tinh chat cue tri ctia ham fo(z). DPinh 1y Riemann dwoc

o do

chirng minh. O

Nhan zét 7.2.2. Nhwoc diém co ban ctia chitng minh vira trinh bay 1a & cho
né chi thuan tiy chitng minh s ton tai ma chwa dwra ra mot phwong phap
c6 tinh chat kién thiét dé xay dung ham &nh xa. Phép chitng minh cé tinh
chat kién thiét dinh 1y nay, xin moi xem céc sdch gido khoa [2], [6], [14] va
20].

Hé qua 7.2.1. Néu cdc diéu kién cia dinh lij Riemann dwoc théa man thi
ton tai duy nhat F(z) chinh hinh trong D, dwgc chudn héa tai diém zy € D,
20 # 00 bdi cde dieu kién F(z)) = 0, F'(20) = 1 va dnh za bdo gidc D lén

\ \ 7 - A - - A
hinh tron voi tam tai diém w = 0.
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Chatng minh. Néu fy 1a ham dwoc chi ra trong dinh ly Riemann thi ham

F(z) = ]{/0((;)) Ham F anh xa D lén hinh tron {|w| < R}, R = 1/f'(20).
o\<0

Néu con ton tai mot ham Fy(z) nita thda man diéu khang dinh ctia hé qua

F
va anh xa D lén hinh tron {|w| < R;} nao dé6 thi % = fo(2) sé la ham
1

dwoc chi ra trong dinh ly Riemann. Tt do suy ra

_ folz) B
D

1

" folz0),  Fi(2)

O

S6 R = dwoc goi 1a bdn kinh bdo gidc ctia mién D tai diém zy € D.

1
fo(z0)
Hé qua 7.2.2. Hai mién don lién tiy 4 Dy va Dy trong mdt phdang C va

£ C déu ding cdu véi nhau.
Chitng minh. Theo dinh 1§ Riemann ton tai dang cau
fi: Dj = Alw| <1}, j=12
bién cdc mién dé lén hinh tron don vi. Nhuwng khi d6
f=ftoh
sé 14 dang cdu bién Dy lén Ds. O

Hé qua 7.2.3. Hai mién don lién tiy i D1 va Dy trong mdt phang C la

dong phoi véi nhau.

Chatng minh. 1. Néu D; va D, khong tring véi C thi hé qua nay dwoc suy
tir hé qua 7.2.1.
2. Néu mot trong hai mién tring véi C thi hé qua dwoc it ra tir cho 1a

mit phang C va hinh tron {|z| < 1} dong phoi v6i nhau. O

Hé qua 7.2.4. Néu ham w = f(z) chinh hinh trong C va khong nhan nhitng

gid tri nam trén cung | nao dé cia mat phang thi ham dé la hdang so.
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Chitng minh. Gid stt w = p(w) dnh xa bao gidc phan ngoai [ 1én phéan trong

hinh tron don vi (né ton tai theo dinh 1y Riemann). Ta xét ham

Ham w = ®(z) chinh hinh trong C va bi chan. Do d4, theo dinh ly Liouville
®(z) = const. Nhwng ¢(z) # const nén f(z) = const. O

7.2.7 Binh ly duy nhat cia anh xa bao giac

Trong n°6 muc trirée ta da ban dén cac dieu kién dé chuan héa dnh xa. O
ddy ta da néu ra ba cich dat dieu kién chuan twong dwong véi nhau.

Bay gi¢ ta chitng minh dinh 1y duy nhat cia dnh xa bao gidc.

Pinh 1y 7.2.5. Néu mi¢n D dang cdu véi hinh tron don vi U = {Jw| < 1}
thi tap hop moi dnh za bdo gidc D lén U phu thudc ba tham sé thwc va ton
tai dnh za bdo gidc duy nhat f bién D lén U dwoc chudn héa bdi cdc dicu

kién
f(z0) =0, arg f'(20) =0, (7.14)
trong do zo la diém tuy o thude D, con 0 la s6 thwe tiy 1.

Chitng minh. Diéu khang dinh thit nhat dwoc suy tir dinh 1§ 7.1.10 vi nhém
AutU phu thudc tham s6 thue: hai toa do cia diém a va s6 o trong dinh ly
7.1.13.

Dé chitng minh diéu khang dinh thit hai ta gid thiét rang c¢é hai dnh xa
f1 va fo bién mién D lén U dwoc chuin héa bdi dieu kien (7.14). Khi d6

o=fiofy!

sé 14 mot tw dang cdu ctiia U va (0) = 0, arg¢’(0) = 0. T dinh 1y 7.1.13
suy rarang a = 0 va a = 0 va do d6 ¢ = z hay 1a fi(2) = fa(2). O
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7.2.8 Suw twong Utng gitra cac bién va cong thirc
Christoffel-Schwarz

Néu ham chinh hinh dwoc dinh nghia nhw 4nh xa mién nay Ién mién kia thi
anh xa dé luon luon phai dirge hiéu 1a sy tirong tng mot - mot gitta cac diém
trong clia cic mién. Vi cdc diém bién khong dwroc liet vao diém ctia mién nén
dé nghién citu sw twong tng gitta cdc diém bién ta can nghién citu van de
khé khin hon - ddng diéu ctia ham anh xa khi dan dén bién ctia mién. Thé
nhung, trong nhiéu van dé ta can phai biét mot s6 tinh chit cla ham 4dnh
xa & gan bién ctia mién.

Trong pham vi gido trinh, ta thwomg st dung két qud sau day cila

Caratheodory - goi la nguyén ly twong tng bién.

Pinh ly 7.2.6. (Caratheodory) Gid st mien D va D* dwgc gidi han bdi

cdc dwong cong Jordan 0D va 0D* va
f:D— D*
la dnh za bdo gidc mién D lén mién D*.

Khi do

1) ham f(2) c6 thé thdc trién lién tuc ra mién déng D,

2) ham da dwoc thdc trién dé xdc lap mot phép dong phéi gitta cdc mién
déng D va D.

Ta sé khong dirng lai dé chitng minh két qua nay ma xin moi ban doc
nao quan tam dén van dé dang diéu ctia 4nh xa bao gidc & trén bién hay tim
xem cuon sich ctia C. Caratheodory “Conformal Representation” hodc cuén
sach cua A. Hurwitz va R. Courant “Teopus ¢yurmuit” M., 1968.

Bay gio ta sé trinh bay cong thitc cho phép tim dnh xa bao gidc nira mat
phang trén {Imz > 0} 1én da gidc trong mat phang w.

Khong di sau vao chi tiét, & day ta sé trinh bay nhitng két qui co ban
trong viéc xay dwng biéu thitc gidi tich ddi véi ham w = f(2) anh xa nita

mat phang trén

P={Imz> 0}
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lén da gidc A, trong mat phang w.
O day ta st dung cdc ky hiéu sau: Ay 1a cdc dinh lién tiép cta da gidc
A, k=1,2,...,n; Tay la do 16m cua géc tai dinh A; twong timg trong do

n
0<ap<2, Y ap=n—2 (dinh Iy vé tong cdc géc trong ctia da gidc); cac
k=1

diém az, k = 1,n nam trén truc thwe clia mat phang z
ar < Q41 VEk = 1,n— 1

la nghich anh ciua Ay qua anh xa w = f(2), tic 1a f(ag) = As.

Tt dinh 1y Riemann suy ra ham w = f(z) ton tai. Tt nguyén ly twong
tng bién trong anh xa bo gidc ciing suy dwoc rang ham nay lién tuc trong
nira mat phang déng P = {Imz > 0} va ham ngwoc cua né lién tuc trong
da gidc déng A,.

C6 thé chitng minh

Pinh ly 7.2.7. (Christoffel-Schwarz) Gia si:

1) ar va ax, k = 1,n ld nhitng 6 thue théa man cde diéu kién
—oo<a <y < < Ay < H+00

n
0<ar <2, Zak:n—z
k=1

2) Ham w = f(z) dnh za mta mat phang trén P = {Imz > 0} lén da
gidc bi chan A, véi cdc dinh lién tiép Ay, As, ..., A, sao cho f(ag) = Ay,
k=1,n. Khi dé ta cé cong thitc Christoffel-Schwarz

w=f(z)=A /(z —a) Nz —ag)? (2 —an)™ Mz + B (7.15)

20
trong dé tich phan dwoc ldy theo dwong cong nam trong nika mat phang trén;

A, B la cdc hang sé.

Ta xét hai treong hop dac biet sau day.
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. ~ , .z N oA ~ N v
I. Gid st mot trong céc dinh cia da gide 1a anh ctia diém vo cung, chang
N N 7 . o~ ’ . v
han 14 4nh ctia a,, = oo. Ta thirc hién phép bién doi tuyén tinh bién nira mit

Y A~ A~ 9 v < A 2. 1
phang trén {Im z > 0} lén nira mat phang trén {Im ¢ > 0} boi ( = —— +a/,
z

~ v 9 . _1 ~ z ~ 7
néu a; # 0 hodac bdi ( = —— + a/, néu c6 mot ap = 0 (trong db6 a # ay

EEN . ’ oA S ’ oA ~
Vk = 1,n) bién cdc diém ay,as,...,an_1,a, = oo thanh cic diém hitu han

ay,ab, ... al. Khid6 theo (7.15) va hé thire > ap =n — 2 ta ¢
k=1

Hé qua 7.2.5. Gid stt hamw = f(z) dnh va mta mdt phang trén {Im z > 0}
léen da gidc bi chan A, sao cho ay # co voi k=1,n—1 va a,, = co. Khi do
ta co cong thitc

w=f(z) =4 /(z —a) Nz —a)? (2 —ap_1)* ' ldz + By

20

(7.16)

Tir (7.16) ta thay rang trong cong thitc Christoffel-Schwarz thira sé lién
quan dén dinh twong ng véi a, = oo 1a khong hién dién. Dieu dé dwra dén
viée cong thire (7.16) thwong dwoc sit dung nhiéu hon.

IT. Xét trirong hop khi da gide A, ¢ mot hay mot s6 dinh nam tai oo.
Trong triromg hop nay ta sé xem goc gitra hai canh véi dinh tai co dwoc xac
dinh nhw 1a géc tai giao diém hitru han gitra hai canh dé véi dau ngwoc lai.

Véi quy wée dé cong thire (7.15) va (7.16) van c¢6 hiéu lwe, tire 1a ta ¢

Dinh 1y 7.2.8. (Christoffel-Schwarz) Anh za bio gidc w = f(z) bién mia
mat phang trén lén da gidc A, dwoc thwce hién béi

1) ham (7.15) néu ar, # oo Vk=1,n;

(2) ham (7.16) néu ax # oo, k=1,n—1, a, = cc.

Cong thirc Christoffel-Schwarz cho phép ta tim ham w = f(z) dnh xa
bdo gidc nita mit phang {Imz > 0} 1én da gidc A, da dwoc cho (tike 14 cho
cdc dinh Ay, va céc gbc mag, k= 1,n) thi bai todn tim ham w = f(2) dwoc

dira vé tim céc diém ay, k = 1,n va cdc hang s6 A, B. Ba diém bat ky trong
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s6 cac diem ay k = 1,n dwoc cho tuy v (7.1.8), cdc diém ay con lai va cdc
hang s6 A, B sé dwoc xéc dinh don tri vi cac dinh Ay, = f(ay) da cho. Tuy
nhién viéc xdc dinh céc hiang s6 nay (goi 1a cdc hang s6 Christoffel-Schwarz)
trong thirc té 1a cwre ky phitc tap. Ban doc mudn tim hiéu sau van dé nay xin
moi xem cuon sach M. A. Jlasperntnes, b. B. Illabar. Metonnr Teopun
¢yHrmUii kKomiiekcHoro nmepemennoro. M., “Hayra”, 1973. Ch II, con
bay gitr ta sé néu mot vai vi du don gidn dé minh hoa viéc xédc dinh cdc hang

s0 Christoffel-Schwarz.

Vi du 3. Anh xa mira miit phing trén {Imz > 0} lén bing nim ngang

{0 < Imw < h}.

Hinh VII. 1

Gidi. Bang ndm ngang da cho (hinh VIIL. 1) 1a mot “nhi gidc” véi cde
dinh 1a A; = +o00 vi Ay = —o0 véi cde géc dinh a3 = ay = 0. Vi dé chuan
héa dnh xa ta can cho trudc su twong ng ciia ba diém, nén ta bo sung cho
“nhi gidc” da cho mot dinh nira 14 A3 = 0 v6i géc dinh bang 7 (hién nhién
dieu d6 khong anh hwdng gl dén hinh dang ctia “nhi gidc”).

Dé tien loi, ta ghi céc s6 liéu da biét thanh bang sau day

ag Ap Qg
00 +00 0
0 —00 0
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Dé y dén bang vira lap dé dang thay rang trong trwomg hop nay tich
phan Christofell-Schwarz c6 dang

w:A/d—z—i—B.
z
1

Vi diém a3 = 1 twong ing véi dinh As = 0 nén

1
O:A/d—Z+B,
z
1
B=0.
Do do

2
w=A dz =Alnz,
z
1
trong d6 hang s6 A dwoc xdc dinh bdi do rong va hwéng ciia bang da cho.

Vi bén truc dwong ctia mét phang z dwoc dnh xa lén truc thuwc cia mét
phang w nén hang sd A la mot s6 thuc.

Ta x4c dinh hing s6 A.

Dé lam viée d6, thong thwong ta st dung dinh ly sau day cta (R.
Courant).

Gid s vy, la nita dwong tron véi bdn kinh vo cing bé r va véi tam tai
diém z = a va gid st qua dnh za bdo gidc w = f(2) diém z = a bién thanh
diém w = oo. Khi d6, véi sw sai khdc moét vo cing bé bac cao hon so vdi
r, dnh cia mta dwong tron v, sé la mét doan thang. (xem P. Kypanr,
leomeTpuyeckas Teopus QYHKIUN KOMINIEKCHOTO mepeMmenHoro M-JI
1934).

Ap dung dinh Iy vira phét biéu, ta thiy ring anh clia nira dwong tron

v =A{lz] =r, Imz > 0}
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14 doan thang ndi cac tia A; Ay v6i Ay As va thang géc v6i cac tia dy. Do d6
véi si sai khac vo ciing bé 0(r), khi vong qua diém z = 0 theo nmira dwong
tron 7, (theo chiéu kim dong ho), gia s6 Awg cia w = Alnz sé bang hiéu

cic gia tri ctia phan thire cia w lan lwot trén A Az va A Ay, nghia 14
Awg = —hi+0(r), r—0.

Nhung mat khac ta lai cé6

dz
z

A’IUQ:A

Yr

0
—Ai/dHZ—Aﬂ'i (r —0).

T do6 suy ra

h
A=—, va w=—Inz.
™ ™

Vi du 4. Anh xa mia mit phing trén {Imz > 0} lén mia biing { - g <

Rew < g ,Imw > 0} 1amot “tam gidc” véi céc dinh (hinh VIL 2)

T T
A1=—§7 A2=§7 Az = o0.
Gidi. Tam gidc A1 AAz 6 cde goc twong ting 1a

= — = — :O
aq 27 %) 27 as

(a1 + ag +az = 1!). Céc 6 liéu da cho c6 thé ghi thanh bang sau day

ag Ay Qg
-1 —m/2 1/2
1 /2 1/2
00 00 0




560 Chwong 7. Anh xa béo gidc

Hinh VII. 2

Tich phan Christofell-Schwarz c6 dang

z

W = A/(z +1)7%(z—1)"2dz + B
0
[ dz
- A’/i B
V1—2z2
0
= A’arc sinz + B.
St dung su twong ng gitra cic diém da ghi trén bang ta cé
s s s s
——~=-A~-+B, —=A=-+DB
2 2 +5, 2 2 +5,
va tir dé
B=0, A =1

Nhw vay

W = arcsin z.

7.3 Bai tap

1. Ham thwe G(z, 29, D), trong d6 2o 1a diém thuoc D bat ky, dwoc goi 13
ham Green d6i véi mién D néu né thda man cdc diéu kién:
1. G(z, 20, D) 1a ham diéu hoa theo z trong D \ {z0};
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2. G(z,20,D) — 400 khi z — zp;
3. G(z,20,D) — 0 khi z — 0D.

Chitng minh rang

G(z, z0, D) = G(20, 2, D).
2. Chitng minh rang ham Green déi véi mien don lién D cé thé biéu dién
qua ham anh xa bdo gidc D lén hinh tron don vi theo cong thire

1 w(z) — w(zo)
G(z,20, D) = o In 1 —w(zp)w(z)

: ()

trong d6 w(z) la dénh xa bao gidc D lén hinh tron don vi
U={w| <1}.

3. Ap dung cong thire (¥) dé viét cong thite biéu dién ham Green déi véi

cac hinh tron S = {|z| < R} va nita mit phang trén.

4. Chitng minh rang néu D va D* 13 nhitng mién don lién va f 14 4nh xa
bo gidc nao d6 bién D* 1én D thi ham Green d6i v6éi mién D va D* lién hé

v&i nhau theo cong thire
G(’Za 20, D*> = G(f(Z), f(20>7 D)

5. Gid st f € H(D), f'(2) #0Vz € D. Khi d6 mién D cé thé phan hoach
thanh tap hop hitu han hodc dém dwoc mién ma trong moi mién d6 ham
f(z) don diép.

6. Tim ham 4nh xa nita mat phang trén lén chinh né sao cho w(a) = b,

argw'(a) = a (Ima > 0,Imb > 0).
b L
(Tra loi: =2 = ¢ieZ "2 )
w—>b z—a

7. Tim ham &nh xa ntta mit phang trén lén nita mat phang dwdi sao cho
i
w(a) =a, argw'(a) = —5 (Ima > 0).
a z—a

(Tra loi: —— 2 === 9
w—a z—Q




562 Chwong 7. Anh xa béo gidc

8. Anh xa hinh tron S = {z : |z| < 2} lén mia mit phéng P = {z : Rew > 0}
sao cho

w(0) =1, argw'(0) = g
Y 1 z— 21

(Traloi: w= T 2’i)
9. Anh xa hinh tron S = {z : |z — 4i| < 2} lén mira mit phing P = {w :
Imw > Rew} sao cho tam ctia hinh tron chuyén thanh diém w = —4 va diém
2 = 2i clia dwong tron bién thanh gdc toa do.

(Tra Tois w = —4—2 12

z2—=2—4

10. Anh xa hinh tron S(R;) = {z : |z| < R;} lén hinh tron S(Ry) = {z :
|z] < Ra} sao cho w(a) = b, argw’(a) = « (|a| < Ry, |b] < Ra).

w—>b zZ—a
T’l\': Ri_:
(Tra loi QR%_bw e IR%—@Z)

11. Tim ham dnh xa nira hinh tron S = {z : |2| < 1,Imz > 0} 1én hinh tron
S* = {w : Jw| < 1} sao cho w(*1) = +1, w(0) = —i.
22+ 2iz + 1)

Tra loi: w =
( 1224+ 2z +1
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