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TOAÙN GIAÛI TÍCH 1

Ñaây laø caùc slides baøi giaûng moân Toaùn Giaûi Tích 1 
daønh cho sinh vieân naêm thöù nhaát Khoa Toaùn-Tin, 
tröôøng Ñaïi hoïc Khoa Hoïc, Ñaïi hoïc Quoác Gia Thaønh
Phoá Hoà Chí Minh, nieân hoïc 2007-2008. Baøi giaûng
naøy ñöôïc soaïn theo quyeån : Giaùo Trình Toaùn Giaûi
Tích 1, cuûa GS Döông Minh Ñöùc, Nhaø xuaát baûn
Thoáng Keâ, 2006.

DÖÔNG MINH ÑÖÙC
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vấn đề 
thực tiển

mô hình
toán học

kết luận
toán học

TOÁN HỌC VÀ THỰC TIỂN

diễn giải
kết luận

CHÖÔNG MOÄT
TAÄP HÔÏP VAØ LYÙ LUAÄN  CÔ  BAÛN



GIAI TICH 1 - CHUONG 1 3

Moät vaán ñeà coù theå giaûi quyeát baèng caùc böôùc sau : 
 duøng toaùn ñeå moâ hình vaán ñeà : laøm roõ vaø goïn hôn, 

 duøng caùc phöông phaùp toaùn ñeå giaûi quyeát baøi toaùn
trong moâ hình. 

 dieãn giaûi keát quaû toaùn hoïc baèng ngoân ngöû thöïc tieån

Thí duï1. Giaù moät cuoán taäp laø 3.000$, quó taøi trô chæ
coù 3.500.000$, hoûi coù theå mua ñöôïc bao nhieâu taäp
cho hoïc sinh ngheøo?

Chuùng ta moâ hình vaán ñeà naøy nhö sau: soá taäp mua
laø moät soá nguyeân lôùn hôn hay baèng 1, soá tieàn coù theå
chi traû chæ coù theå laø caùc soá töø 1 ñeán 3.500.000,  neáu
soá taäp mua ñöôïc laø n thì soá tieàn phaûi traû laø 3.000n.
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Chuùng ta moâ hình vaán ñeà naøy nhö sau: soá taäp mua
laø moät soá nguyeân lôùn hôn hay baèng 1, soá tieàn coù theå
chi traû chæ coù theå laø caùc soá töø 1 ñeán 3.500.000,  neáu
soá taäp mua ñöôïc laø n thì soá tieàn phaûi traû laø 3000n.
Chuùng ta thaáy trong moâ hình naøy khoâng coøn caùc

vaán ñeà raéc roái nhö : quó töø thieän, taäp vôû, tieàn baïc vaø
hoïc sinh ngheøo. 
Vaø vaán ñeà bieán thaønh : tìm soá nguyeân n lôùn nhaát
sao cho 3000n  3500000.
Duøng kyõ thuaät laøm toaùn thoâng thöôøng, baøi toaùn trôû
thaønh tìm soá n lôùn nhaát sau cho n  1166,66. 

Vaäy ta coù lôøi giaûi laø 1166 quyeãn saùch.
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Thí duï 2.  Chuùng ta coù hai heä thoáng ño
nhieät ñoä : Celcius vaø Fahrenheit.  Nhieät
ñoä ñeå nöôùc ñoùng baêng laø 0o C vaø 32o F, 
vaø Nhieät ñoä nöôùc luùc baét ñaàu soâi laø
100oC vaø 212oF. 
Ñeå laøm moät nhieät keá duøng trong nhaø, 

chuùng ta phaûi laäp baûng keâ caùc soá ño
trong heä Fahrenheit töông öùng vôùi caùc
soá ño töø -20 ñeán 70 cuûa heä Celcius,

Ñaët C vaø F laø soá ño nhieät ñoä cuûa moät vaät trong heä
Celcius vaø heä Fahrenheit. Ta bieát: C=0 khi F=32,  
vaø C=100 khi . Ta phaûi tính F töông öùng vôùi caùc
trò giaù C töø -20 ñeán 70.

C F

0 32

100 212

C F
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Ñaët C vaø F laø soá ño nhieät ñoä cuûa moät
vaät trong heä Celcius vaø heä Fahrenheit. 
Ta bieát: C=0 khi F=32,  vaø C=100 khi . 
Ta phaûi tính F töông öùng vôùi caùc trò giaù
C töø -20 ñeán 70.

Ta ñeå yù

Vaäy hay

0 32
100 0 212 32
C F 


 

32
180 100

F C
 18

10 32F C 

C -20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 25 30 35
F -4 5 14 23 32 41 50 59 68 77 86 95
C 40 45 50 55 60 65 70
F 104 113 122 131 140 149 158

C F

0 32

100 212

C F
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A. TAÄP HÔÏP

Thí duï :  trong baøi tính soá caây phaûi troàng doïc theo
caùc con ñöôøng, ta phaûi tìm lôøi giaûi trong taäp hôïp caùc
soá nguyeân döông Õ

Trong vieäc moâ hình nhö ôû caùc thí duï treân, chuùng ta
caàn quan taâm ñeán moät vaøi soá nguyeân (chöù khoâng
phaûi taát caû caùc soá nguyeân). Trong caùc vaán ñeà khaùc
cuõng vaäy,  ta phaûi quan taâm ñeán moät soá söï vaät coù
chung vaøi tính chaát naøo. Moät taäp theå moät soá caùc söï
vaät nhö treân ñöôïc goïi laø moät taäp hôïp, vaø caùc söï vaät
ñoù ñöôïc goïi chung moät teân laø “phaàn töû” cuûa taäp
hôïp ñoù .
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Cho moät taäp hôïp E vaø moät phaàn töû x cuûa E (ôû
ñaây x coù theå laø moät soá, moät ñieåm hoaëc moät döõ
lieäu),  luùc ñoù ta noùi x  E .

Thí duï : Trong caùc baøi toaùn veà caùc chuyeån ñoäng
chuùng ta quan taâm ñeán caùc yeáu toá thôøi gian, vaän toác
vaø khoaûng ñöôøng di chuyeån, caùc yeáu toá naøy buoäc
chuùng ta phaûi xeùt taäp hôïp caùc soá thöïc.

Duøng lyù thuyeát taäp hôïp chuùng ta coù theå dieãn taû deã
daøng moät soá söï vieäc trong toaùn hoïc. Ngoaøi ra chuùng
ta coù theå khaûo saùt cuøng moät luùc moät soá vaán ñeà
khaùc bieät nhau baèng caùch söû duïng caùc khaùi nieäm veà
taäp hôïp vaø aùnh xaï. 



GIAI TICH 1 - CHUONG 1 9

Thí duï.   Ñeå xeùt caùc nghieäm cuûa phöông trình
x3 +  4x2 - 5 =  0, 

Ta xaùc ñònh taäp hôïp E = x :  x3 + 4x2 - 5 = 0.

Ta coù caùc taäp hôïp thoâng duïng nhö
 taäp hôïp caùc soá nguyeân döông Õ =  1,2, 3,.....,  
 taäp hôïp caùc soá nguyeân Ÿ =....,-3,-2,-1,0,1,2,3,.. ,
 taäp hôïp caùc soá höõu tæ – =  : m Ÿ vaø nÕ , 
 taäp hôïp caùc soá thöïc — ,
 taäp hôïp caùc soá phöùc ¬= x+iy : x vaø y trong — ,
 taäp hôïp troáng  laø taäp hôïp khoâng chöùa phaàn töû
naøo caû

m
n
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Ta thöôøng moâ hình taäp hôïp caùc soá thöïc — nhö laø taäp
hôïp caùc ñieåm ôû treân moät ñöôøng thaúng D. Soá 0 ñöôïc
gaùn cho moät ñieåm A treân ñöôøng D, moät soá thöïc
döông x ñöôïc gaùn cho moät ñieåm M naèm phía beân
phaûi A treân ñöôøng D vôùi khoaûng caùch AM = x, vaø
moät soá thöïc aâm y  ñöôïc gaùn cho moät ñieåm N  naèm
phía beân traùi A treân ñöôøng D vôùi khoaûng caùch NA =
-y

A MN

xy 0
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Naêm 1881,  oâng John Venn (nhaø toaùn hoïc ngöôøi
Anh) ñeà xuaát vieäc moâ hình moät taäp hôïp X nhö moät
phaàn A cuûa maët phaúng giôùi haïn bôûi moät ñöôøng cong.

Ta gaùn caùc phaàn töû cuûa X nhö laø caùc ñieåm ñöôïc
ñaùnh daáu trong mieàn A . Tuy nhieân nhieàu luùc ta cöù
moâ hình X nhö mieàn A, maø khoâng caàn ñaùnh daáu
caùc ñieåm ñöôïc gaùn trong A .

AX
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Moâ hình taäp hôïp nhö oâng Venn laøm giaûn ñôn nhieàu
baøi toaùn, thí duï moät mieàn A trong maët phaúng coù theå
moâ hình moät taäp hôïp X coù vaøi phaàn töû hoaëc taäp hôïp
coù raát nhieàu phaàn töû nhö —. 

ÔÛ ñaây chuùng ta thaáy toaùn hoïc nhìn söï vaät theo nhieàu
caùch, neáu theo moät caùch naøo ñoù, X vaø — chæ ñöôïc
nhìn theo yù nghóa taäp hôïp, thì chuùng coù theå ñöôïc ñoái
söõ nhö nhau vaø moâ hình nhö nhau!
Chuùng ta seõ thaáy nhôø tính ñoàng nhaát hoùa nhöõng söï
vieäc khaùc nhau nhö vaäy, trong toaùn coù theå coù caùc
khaùi nieäm chung cho caùc söï vaät ñoù nhö : phaàn giao, 
phaàn hoäi cuûa caùc taäp hôïp .
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F =  x : x A hoaëc x  B , 
F laø phaàn hôïp cuûa A vaø B vaø kyù hieäu laø A B.  

Cho hai taäp hôïp A vaø B. Ta ñaët

E =  x : x  A vaø x  B , 
E laø phaàn giao cuûa A vaø B
vaø kyù hieäu laø A B

A B
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Ñaët X vaø Y laø caùc ñoà thò cuûa caùc haøm soá y = cos x
vaø y = sin x , vôùi x [0,6]. Luùc ñoù XY  laø taäp hôïp
goàm caùc ñieåm A , B, C, D, E vaø F. Caùc ñieåm chung
cuûa caùc ñöôøng thöôøng ñöôïc goïi laø giao ñieåm.

5
0 6

y x=cos y x = sin 

A C

D

B

E F

X

Y
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Thi duï : Ñaët A = {x — : sin x = 0} vaø
B = {x — : 2x2 + x - 1 = 0}.

 AB laø taäp hôïp caùc nghieäm cuûa heä phöông trình

2

sin 0,
2 1 0.

x
x x

 
   

 AB laø taäp hôïp caùc nghieäm cuûa phöông trình

(2x2 + x - 1 ) sin x = 0
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Cho hai taäp hôïp A vaø B. Ta ñaët
G  =  x : x  A vaø x  B . 
Ta kyù hieäu G laø A \ B .

A \ B
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Ñònh nghóa.  Cho hai taäp hôïp A vaø B. Ta noùi

A baèng B neáu vaø chæ neáu A  B vaø B  A ,
luùc ñoù ta kyù hieäu A = B.

 A chöùa trong B neáu vaø
chæ neáu moïi phaàn töû cuûa
A ñeàu thuoäc B (luùc ñoù ta
noùi A laø taäp con cuûa B vaø
kyù hieäu A  B)

 A vaø B rôøi
nhau neáu vaø chæ
neáu A B  = f,

A B

B
A
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Neáu A  B, ta goïi B \ A laø phaàn buø cuûa A trong B. 

Cho A laø moät taäp hôïp, ta ñaët P (A)  laø taäp hôïp taát
caû caùc taäp hôïp con cuûa A. 

A
B B \ A

Thí duï :  A = { 2 , a ,  }, luùc ñoù

P (A) = { ,{2},{a},{},{2,a},{2, }, {a, },{2,a, }}
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Thí dụ . Gọi A laø tập hợp tất cả caùc linh kiện trong
một cửa haøng maùy tính trong moät ngaøy naøo ñoù. Moät
maùy tính ñöôïc laép raùp baèng caùc linh kieän naøy coù theå
coi nhö moät taäp con cuûa A, hay laø moät phaàn töû trong
P(A). Ñaët M  laø taäp hôïp caùc maùy tinh ñöôïc laép raùp vaø
baùn ra trong ngaøy hoâm ñoù. Luùc ñoù M laø moät taäp con 
cuûa P(A).

Thí duï. Ñaët A = {0,1,2, . . .,9}. Luùc ñoù {1,9,2,4} laø
moät taäp con cuûa A, nhöng soá 1924 khoâng phaûi laø
moät taäp con cuûa A.
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Ñeå khaûo saùt thieát keá heä thoáng maùy laïnh trong giaûng
ñöôøng naøy, chuùng ta ño nhieät ñoä taïi moät soá vò trí trong
giaõng ñöôøng naøy (goïi A laø taäp hôïp caùc vò trí ñoù) taïi moät
soá thôøi ñieåm töø 7.00 giôø saùng ñeán 6.00 giôø chieàu trong
moät ngaøy naøo ñoù.  Luùc ñoù chuùng ta quan taâm cuøng moâït
luùc ñeán hai taäp hôïp : A vaø [6,18] (caùc thôøi ñieåm maø ta
ño nhieät ñoä). Ta moâ hình vieäc naøy baèng toaùn nhö sau.

Ñònh nghóa. Cho A vaø B laø hai taäp hôïp, ta ñaët tích
cuûa A vaø B laø hoï taát caû caùc caëp (x,y)  vôùi moïi x  A
vaø y  B vaø kyù hieäu noù laø A B.
Thí duï: A = { 2 ,  } vaø B = {@,#,&}, luùc ñoù
A B = {(2, @), (2, #), (2, &), (, @), (, #), (, &)}
B A = {(@, 2), (@, ), (#, 2), (#, ), (&, 2), (&, ) }
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Thí duï: A = { 2 ,  } vaø B = {@,#,&}, luùc ñoù
A B = {(2, @), (2, #), (2, &), (, @), (, #), (, &)}
B A = {(@, 2), (@, ), (#, 2), (#, ), (&, 2), (&, ) }

2

#@

• ( , )@ • ( , )# • ( , )& •

( , )@ 2 ( , )# 2 ( , )& 2

&
A
BA

B
2

#

@

&

•

( , )2 &

( , )2 #

( , )2 @

( , )• &

( , )• #

( , )• @
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Thí duï: C = { m , n } vaø D = {a,i,oâ}, luùc ñoù
D C = {(a,m), (a, n), (i, m), (i,n), (oâ,m), (oâ,n) }
C D = {(m,a), (m,i), (m,oâ), (n,a), (n,i), (n,oâ)}

an

im oâm

a

am

i

in

oâ

oân

m

n

C

D m

ma

mi

m âoâ

na

ni

noâ

n

a

i

oâ

C

D
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Thí duï: C = { 1 , 2 } vaø D = {-1,-2,-3}, luùc ñoù
CD = {(1,-1), (1,-2), (1,-3), (2,-1), (2,-2), (2,-3)}
DC = {(-1, 1), (-1,2), (-2,1), (-2,2), (-3,1), (-3,2) }
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Neáu B = A, ta thöôøng kyù hieäu A  A 
laø A2. Luùc ñoù A2 laø hoï taát caû caùc caëp
(x,y) vôùi moïi x A vaø y A, ta phaûi löu
yù trong tröôøng hôïp naøy laø (x,y) coù
theå khaùc (y,x), thí duï nhö M = (1,2) 
khaùc N  = (2,1) trong —2. 

a b

c

d
[ ]x[ d]a,b c,

Duøng bieåu dieån theo tích Descartes

a b

c

d

( )a,c

( )b,d

1 2

1

2

0

M

N
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Coù hai baøi toaùn cô baûn lieân quan ñeán taäp hôïp : xaùc
ñònh moät taäp hôïp vaø chöùng minh taäp hôïp naøy chöùa
trong moät taäp hôïp khaùc. Chuùng ta xem caùc phöông
phaùp thoâng duïng sau ñaây duøng ñeå giaûi quyeát caùc
vaán ñeà naøy .

A.1.  Xaùc ñònh moät taäp hôïp
Ñeå xaùc ñònh moät taäp hôïp E ta coù caùc phöông

phaùp sau :

 Lieät keâ taát caû caùc phaàn töû cuûa E

 Ñònh nghóa laïi taäp hôïp E moät caùch giaûn dò hôn

 Duøng ñoà hoïa ñeå dieãn taû taäp hôïp E
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 Lieät keâ taát caû caùc phaàn töû cuûa E

Thí duï. Xaùc ñònh caùc taäp hôïp :
F  =   x  Õ :  4x 4 - 4x 3 - x 2 + x = 0 ,    
G  =  x Ÿ : 4x 4 - 4x 3 - x 2 + x  = 0 ,  
H  = x  – : 4x 4 - 4x 3 - x 2 + x  = 0 ,  
K  = x  — : 4x 4 - 4x 3 - x 2 + x  = 0 .

4x 4 - 4x 3 - x 2 + x   = x(x - 1)(2x - 1)(2x + 1)

Phöông trình 4x 4 - 4x 3 - x 2 + x   = 0 coù caùc
nghieäm x   =   0,  1 ,     ,         .1

2
1
2



F  = 1 ,   G  =   0, 1 , 
H  =  0, 1, ,  vaø K  =   0, 1, ,       .1

2
1
2

1
2

1
2
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 Ñònh nghóa laïi taäp hôïp E moät caùch giaûn dò hôn

Thí duï. Cho A vaø B laø hai ñieåm trong moät maët phaúng
P. Xaùc ñònh taäp hôïp E  = M  P : = 90o .

 

AMB

Ñaët O laø trung ñieåm cuûa AB. Duøng caùc keát quaû
trong hình hoïc phaúng ta thaáy E laø ñöôøng troøn taâm O
baùn kính OA ôû trong P  hay E =M  P : OM = OA .

Thí duï. Xaùc ñònh taäp hôïp E  = x — : x2 +x - 2 < 0 

Duøng phöông phaùp xeùt daáu cuûa tam thöùc baäc hai ta
coù x2 + x - 2 = (x - 1)(x +2 ) < 0  -2  < x  < 1  . 

Vaäy E laø khoaûng môû (-2, 1) 
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 Duøng ñoà hoïa ñeå dieãn taû taäp hôïp E

Duøng phöông phaùp giaûi heä baát
phöông trình baäc moät ôû chöông
trình trung hoïc ta thaáy E  laø mieàn
tam giaùc ñöôïc toâ maøu vaøng trong
hình veõ.

Thí duï. Xaùc ñònh taäp hôïp
E =  (x,y)  —— : 2x  > y  > vaø y - 2 < -x 

2
x

1 2

1
2

0
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A.2. Chöùng minh taäp hôïp A chöùa trong taäp hôïp B
Cho hai taäp hôïp E vaø F, ñeå chöùng minh E  F, ta
coù theå laøm nhö sau
Cho x trong E ,  chöùng minh x thuoäc F
Baøi toaùn 1. Cho A, B vaø C  laø ba taäp hôïp sao cho A 
 B vaø B  C.  Chöùng minh A   C.

Cho x trong A ,  chöùng minh x thuoäc C
Cho x trong A ,  ta coù x thuoäc B
Cho x trong B ,  ta coù x thuoäc C

Vôùi A={oâng Socrate}, B laø taäp hôïp taát caû loaøi ngöôøi, 
vaø C laø taäp hôïp caùc sinh vaät coù ñôøi soáng höõu haïn. 
Chöùng minh treân laø maåu cuûa tam ñoaïn luaän Aristot. 
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B.Quan heä trong moät taäp hôïp
Trong caùc ñoäng cô nhieät hay ñoäng cô noå chuùng ta
caàn caùc heä thoáng piston vaø cylinder, kích côû cuûa
piston phaûi töông thích vôùi kích côû cuûa cylinder : 
kích côû cuûa piston phaûi nhoû hôn haün kích côû cuûa
cylinder, ñeå piston coù theå chuyeån ñoäng vôùi ma saùt
nhoû trong vaän toác nhanh trong cylinder, nhöng
khoâng ñöôïc quaù nhoû ñeå coù theå taïo löïc neùn trong
cylinder. Ta coù theå moâ hình toaùn hoïc nhö sau: goïi r
laø ñöôøng kính cuûa loøng trong cylinder vaø s ñöôøng
kính cuûa piston, ta phaûi coù 0,998r   s  0,999r.
Nhö vaäy chuùng ta caàn moät quan heä thöù töï treân —.
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Trong noâng laâm ngö nghieäp chuùng ta thaáy coâng
vieäc thöôøng tuøy vaøo thôøi vuï, thí duï khoâng theå troàng
luùa vaøo caùc muøa quaù khoâ haïn ñöôïc. Ñeå moâ hình caùc
vaán ñeà naøy chuùng coù theå laøm nhö sau: neáu laáy ñôn
vò laø thaùng, vaø m vaø n laø hai thaùng cho khôûi söï moät
loaïi thôøi vuï, ta phaûi coù moät soá nguyeân (döông hay 
aâm k sao cho n – m = 12k.

Nhö vaäy chuùng ta phaûi xeùt moät quan heää töông
ñöông treân taäp hôïp  : 

n  m neáu vaø chæ neáu coù k Ÿ ñeå cho n – m = 12k



GIAI TICH 1 - CHUONG 1 32

Cho A laø moät taäp theå nho nhoû naøo ñoù cuûûa loaøi
ngöôøi.  Trong taäp hôïp A coù theå coù caùc moái lieân heä
khaùc nhau, coù theå coâ x vaø anh y  trong taäp theå A naøy
coù dính daùng vôùi nhau trong moái lieân heä naøy nhöng
chaúng dính daùng vôùi nhau trong quan heä khaùc.

Ñeå moâ hình moät moái lieân heä
trong taäp A, ta laøm nhö sau: neáu
a vaø b lieân heä vôùi nhau, ta chaám
ñieåm (a,b) leân treân taäp tích A×A. 
Nhö vaäy moät moái lieân heä trong
A coù theå moâ hình baèng moät taäp
con trong A×A



GIAI TICH 1 - CHUONG 1 33

Ñònh nghóa.  Cho moät taäp hôïp A khaùc troáng vaø cho
B laø moät taäp con khaùc troáng trong AA. Ta noùi

x R y       neáu vaø chæ neáu (x,y)  B .
Luùc ñoù ta goïi R laø moät quan heä trong A.

B={(x,y) : x<y} 
a R b  a < b

B={(x,y) : x y} 
a R b  a  b

B={(x,y) : x= y} 
a R b  a = b





a
b

a

( )a,b
B





a
b

a

B
( )a,b





B

a

b
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B

a R b  |a|=|b|





B

a R b  |a| < b





B

a R b  |a|<|b|




B
1

-1

-1
1

a R b  2| | 1a b 





B
1

-1

1

a R b   21a b 



GIAI TICH 1 - CHUONG 1 35

Trong thöïc teá ta haàu nhö khoâng nhaéc ñeán taäp B khi
ñònh nghóa moät quan heä. Thí duï cho X laø moät taäp hôïp
khaùc troáng. Ñaët A laø P(X), hoï caùc taäp hôïp con cuûa X. 
Ta coù theå ñaët quan heä sau ñaây : C R D  C  D

Tuy nhieân, vôùi
ñònh nghóa quan heä
baèng caùc taäp hôïp B
trong AA, ta coù
caùc quan heä khoâng
thoâng thöôøng.

a R b   
 m  , a = b + m




B

2

1 (2,1)

10

Quan heä R töông öùng taäp B = (C,D) AA : C D
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 Quan heä R ñoái xöùng neáu vaø chæ neáu “x Ry thì
y R x”





B

a R b  a = b
ñoái xöùng





B

a R b  |a|=|b|
ñoái xöùng

a R b  a  b 
khoâng ñoái xöùng

Ñeå cho quan heä R ñoái xöùng , ta thaáy B phaûi ñoái
xöùng qua ñöôøng cheùo cuûa AA .



a b

( )a,b

( )b,aB
b
a
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 Quan heä R phaûn xaï neáu vaø chæ neáu
“x R x vôùi moïi x  A”





B

a R b  |a|=|b|
phaûn xaï





B

a

b ( , )a b

a R b  a  b
phaûn xaï

a R b  |a| < b
khoâng phaûn xaï

Ñeå cho quan heä R phaûn xaï , ta thaáy B phaûi chöùa
ñöôøng cheùo cuûa AA .





B

-2(-2,-2)

-2
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Quan heä R phaûn ñoái xöùng neáu vaø chæ neáu
“xRy vaø y R x thì x = y”

a R b  a  b
phaûn ñoái xöùng

a R b   m  ,    a = b + m
khoâng phaûn ñoái xöùng

Ñeå cho quan heä R phaûn ñoái xöùng , ta thaáy BB’
phaûi chöùa trong ñöôøng cheùo cuûa AA , ôû ñaây B’ laø
ñoái xöùng cuûa B qua ñöôøng cheùo cuûa AA .





B

2

3
2

3

(2,3)
(3,2)

0





B x

y

( )x,y

( )y,x

x

y
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 Quan heä R truyeàn neáu vaø chæ neáu
“ x  R y  vaø y R z thì x R z”

a R b  a  b   
truyeàn

B

x y
y

z

(x,y)

(y,z)(x,z)

a R b 
khoâng truyeàn

2| | 1a b 
B

xy

z

y
( )x,y

( )y,z ( )x,z

0

R truyeàn trong
tröôøng hôïp B coù
tính chaát nhö sau

a b

b
c

B
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 Quan heä R toaøn phaàn neáu vaø chæ neáu “ vôùi moïi x 
vaø y  trong A thì hoaëc x R y  hoaëc y  R x”

Ñeå cho quan heä R toaøn phaàn , ta thaáy BB’ phaûi
baèng AA , ôû ñaây B’ laø ñoái xöùng cuûa B qua ñöôøng
cheùo cuûa AA .





B

a

b ( , )a b

a R b  a  b
toaøn phaàn

a R b   m  ,    
a = b + m
khoâng toaøn phaàn





B 1

1

2,6

2,6

(1,2,6)
(2,6,1)
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Quan heä R laø moät quan heä thöù töï neáu vaø chæ neáu R
phaûn xaï, phaûn ñoái xöùng vaø truyeàn.





B

a

b ( , )a b





B

a

b ( , )a b

a R b  a < b
khoâng laø
quan heä thöù töï

a R b  a  b
laø
quan heä thöù töï

a R b   m
a = b + m
khoâng laø
quan heä thöù töï




B

0 1 2 3

1
2
3
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Quan heä R laø moät quan heä thöù töï toaøn phaàn neáu
vaø chæ neáu R phaûn xaï, phaûn ñoái xöùng, truyeàn vaø
toaøn phaàn.





B

a

b ( , )a b

a R b  a = b  
hoaëc 0  a  b laø
quan heä thöù töï
khoâng toaøn phaàn

a R b  a  b
laø
quan heä thöù töï
toaøn phaàn





B
B

-1

2(-1,2)

(2,-1)
-1

2
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Quan heä R laø moät quan heä töông ñöông neáu vaø chæ
neáu R phaûn xaï, ñoái xöùng vaø truyeàn

a R b 
 m  ,       
a = b + m
laø moät quan
heä töông
ñöông





B

a R b  |a|=|b|
laø moät quan heä
töông ñöông

a R b  a=-b
khoâng laø moät
quan heä töông
ñöông





B 2 (2,2)

2


B

0 1 2 3

1
2
3
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Moät meänh ñeà P  coù yù nghóa toaùn hoïc neáu vaø chæ
neáu hoaëc laø P ñuùng hoaëc laø P sai (nghóa laø khoâng
coù tröôøng hôïp P  vöøa ñuùng vöøa sai cuõng nhö khoâng
coù tröôøng hôïp P vöøa khoâng ñuùng vöøa khoâng sai)

Cho x  — vaø ñaët P laø “x7 + x + 7 = 0”, thì P laø moät
meänh ñeà toaùn hoïc.

C. Meänh Ñeà toaùn hoïc

Cho  laø moät soá thöïc döông, cho x  vaø y trong — vaø
ñaët P laø “|y –x | < ”, thì P laø moät meänh ñeà toaùn hoïc.

Sau khi moâ hình toaùn hoïc, chuùng phaûi rôøi boû khung
trôøi thöïc tieån vaø böôùc vaøo theá giôùi toaùn hoïc, ôû ñoù
chuùng ta phaûi duøng ngoân ngöõ ñaëc thuø toaùn hoïc.
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Xeùt meänh ñeà R  laø “Toâi noùi doái”.

Meänh ñeà R khoâng theå ñuùng ( vì neáu ñuùng thì toâi
ñang noùi moät söï thaät, laøm sao maø noùi doái ñöôïc)

Meänh ñeà R cuõng khoâng sai ( vì neáu noù sai, thì toâi
khoâng noùi doái, vaø caâu noùi “Toâi noùi doái” phaûi laø söï
thaät vaø phaûi ñuùng).

Neáu P laø moät meänh ñeà toaùn hoïc thì meänh ñeà “P
sai” cuõng laø moät meänh ñeà toaùn hoïc vaø ta kyù hieäu noù
laø ~P.  

Ta goïi ~P  laø phuû ñònh cuûa P.
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Cho A laø moät taäp hôïp. Ta  kyù hieäu

 “vôùi moïi phaàn töû x trong A” laø “  x  A” , 

 “coù moät phaàn töû x trong A” laø “  x   A” .  

Q  : “  x A  thì P  ñuùng ñoái vôùi x ”. 

~Q  : “ x A  sao cho ~P  ñuùng ñoái vôùi x ”.

Cho A laø moät taäp con cuûa — ,  vaø P  laø “ § 4 “

Q  : “  x A     thì x § 4 ”. 

~Q  : “ x A  sao cho x  > 4 ”.

Ta thöû xem taùc ñoäng cuûa phuû ñònh ñeán  vaø  :
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R  : “  x A  sao cho P  ñuùng ñoái vôùi x ”

~ R  : “  x A  thì ~P  ñuùng ñoái vôùi x ”

Cho A laø moät taäp con cuûa — ,  vaø P  laø “ <  4 “

R  : “  x A     thì x   <  4 ”. 

~R  : “ x A  sao cho x  ¥ 4 ”.
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~S :“ x A  z  B sao cho ~P(x ) ñuùng ñoái vôùi z”

S  : “  x A sao cho P(x) ñuùng ñoái vôùi z ,  z  B ”
ÔÛ ñaây P(x)  laø moät meänh ñeà ñöôïc xaùc ñònh tuøy theo
caùc giaù trò cuûa x

Cho B laø moät taäp khaùc troáng trong — , A = [0 , 1]  vaø

P(x)  laø “ <  x “

S  : “  x A sao cho z  <  x ,      z  B ”

~S  : “  x A  z  B sao cho z  ¥ x ”
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T  : “ x  A,  y B sao cho P(x) ñuùng ñoái vôùi z ,       

 z  C(y) ”

ÔÛ ñaây C(y)  laø moät taäp hôïp ñöôïc xaùc ñònh tuøy theo
caùc giaù trò cuûa y

~T  :“  x  A sao cho  y B,  z  C(y) ñeå cho
~P(x) ñuùng ñoái vôùi z .”
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Caùch vieát moät meänh ñeà U thaønh daïng cô baûn

É Ñeå yù ñeán caùc cuïm töø “vôùi moïi” vaø “coù moät” ôû
trong U, vaø vieát chuùng thaønh moät trong boán daïng
neâu treân. Neáu caàn ta ñaët theâm caùc taäp hôïp môùi.

Cho caùc taäp hôïp C, D, E, F vaø G , ta ñaët
A  = C  D     vaø B  =  E  F  G vaø vieát

 “ x C,  y D ” thaønh “ (x,y)  A” .
 “ u E,  v F vaø  t G” thaønh “ (u,v,t)  B”

É Gom caùc meänh ñeà toaùn coøn laïi trong U  thaønh moät
meänh ñeà P.
É Vieát U   thaønh caùc daïng cô baûn ôû treân. 
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Caùch phuû ñònh caùc meänh ñeà ôû daïng cô baûn

 ñoåi  thaønh 

 ñoåi  thaønh 

 ñoåi P       thaønh ~P

 ñeå nguyeân “”

 ñeå nguyeân “ ñuùng vôùi”
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Baøi toaùn 2. Vieát meänh ñeà sau ñaây ra daïng cô baûn :
“ vôùi moïi soá thöïc döông  coù moät soá nguyeân N sao
cho
| am- an| <  vôùi moïi soá nguyeân döông m vaø n ¥ N ”
Töø ñoù suy ra phuû ñònh cuûa caâu treân.

P( )    laø : “| am- an | <  ”

   (0,  ).  N  Õ sao cho
| am- an| <  " m vaø n ¥ N

   (0,  ),    N  Õ sao cho
P( ) ñuùng vôùi moïi m ,  n  k  Õ : k ¥ N 
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P( )    laø : “| am- an | <  “

   (0, ),    N  Õ sao cho

P( ) ñuùng vôùi moïi m , n  k  Õ : k ¥ N 

C(N) = k  Õ : k ¥ N   k  Õ : k ¥ N 

   (0,  ),  N  Õ sao cho

P( ) ñuùng vôùi (m, n)  (m, n)  C(N)

   (0,  )  sao cho  N  Õ ,  (m , n)  C(N)   

ñeå cho ~P( )   ñuùng vôùi (m, n)
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P( )    laø : “| am- an | <  ”

   (0,  )  sao cho  N  Õ ,   (m, n)  C(N)   

ñeå cho ~P( )   ñuùng vôùi (m, n)

~P( )  laø “ | am- an |  ¥  ”

   (0,  )  sao cho  N  Õ ,   (m, n)  C(N)   

ñeå cho | am- an |  ¥ 

coù moät soá thöïc döông  sao cho vôùi moïi soá
nguyeân döông N coù m vaø n ¥ N  ñeå cho

| am- an | ¥ 
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Baøi toaùn 3. Vieát meänh ñeà sau ñaây ra daïng cô baûn :

“ coù moät soá thöïc döông M sao cho vôùi moïi x  A ta
coù x § M ”.

Suy ra phuû ñònh cuûa noù.

P(M )  laø “x § M ”

 M  (0,  ) sao cho  x  A thì P(M) ñuùng ñoái
vôùi x

 M  (0,),  x  A ñeå cho ~ P(M) ñuùng ñoái vôùi x

~ P (M )  laø “x > M ”

 M  (0, ) ,  x  A ñeå cho x > M
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Caùc meänh ñeà coù “vaø” hay  “hoaëc” vaø

phuû ñònh cuûa chuùng

P     laø “ R   vaø S  ”

~P    laø “ ~R   hoaëc ~S  ”

Q laø “ R   hoaëc S   ”

~Q laø “~R  vaø ~S”

P  laø “ x  < 5 vaø y   9”

~P laø “ x  5 hoaëc y  < 9 ”
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Caùc töông quan suy luaän  ,   ,  
giaû söû P ñuùng thì Q phaûi ñuùng
neáu P ñuùng thì Q phaûi ñuùng
Q ñuùng khi P ñuùng

Taát caû caùc caâu naøy ñeàu coù cuøng moät nghóa

P  Q

Q  P 

Neáu “P  Q” vaø “Q  P” ta noùi P vaø Q töông
ñöông vôùi nhau

P  Q
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Phaûn chöùng
ñeå chöùng minh “P ñuùng”. ta chæ caàn chöùng minh ~P
khoâng theå naøo ñuùng ñöôïc

 Giaû söû ~P ñuùng, coi nhö ñaây laø moät giaû thieát cuûa
baøi toaùn. Giaû thieát môùi naøy thöôøng ñöôïc goïi laø giaû
thieát phaûn chöùng.

 Keát hôïp giaû thieát môùi vôùi caùc giaû thieát cho saün
cuûa baøi toaùn chuùng ta coá tìm ra moät ñieàu maâu thuaãn
vôùi caùc giaû thieát cho saün cuûa baøi toaùn hoaëc maâu
thuaãn vôùi caùc ñònh nghóa hoaëc caùc keát quaû coù töø
tröôùc. 
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Baøi taäp. Cho A laø moät taäp hôïp .  Chöùng minh «  A

Ta duøng phaûn chöùng.  Giaû söû “«  A” sai

Ta phuû ñònh “«  A”

“«  A”  “ x  « : x  A”

Phuû ñònh “«  A”  “ x  « : x  A”

Vaäy giaû thieát phaûn chöùng cuûa chuùng ta laø :  coù
x  « sao cho x  A.

Vieäc x  « maâu thuaãn vôùi ñònh nghóa cuûa taäp troáng

Vaäy giaû thieát phaûn chöùng khoâng theå ñuùng, noù phaûi
sai, do ñoù «  A
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Chöùng minh baèng ñaûo ñeà
Ñeå chöùng minh “P  Q” ta coù theå chöùng minh  

“~Q  ~P”

Cho a vaø b laø hai soá thöïc döông sao cho a < b. 

Chöùng minh a b

“P  Q ~Q   ~P

P  laø “a < b “ vaø

Q laø “ ”a b

fl a ¥ ba b
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Ñaët c  = vaø d  = .a b

a  =  c2        vaø b  =  d 2 

c ¥ d      fl c2 ¥ d 2

c2  cd cd  d2

fl a ¥ ba b
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CHÖÔNG  HAI
AÙ N H    X AÏ

Neáu trong kyõ thuaät chuùng ta phaûi coù moät hình troøn
coù dieän tích ñònh tröôùc, chuùng ta moâ hình baøi toaùn
baèng coâng thöùc sau : 

Dieän tích moät hình troøn coù baùn kính r = r2

Trong nhieàu moâ hình caùc vaán ñeà thöïc tieån, chuùng ta
thöôøng thaáy coù caùc ñaïi löôïng thay ñoåi theo moät hoaëc
nhieàu ñaïi löôïng khaùc. Chuùng ta haõy xem caùch moâ
hình cuûa toaùn cho vieäc naøy.

Nhö vaäy ñaïi löôïng “dieän tích” thay ñoåi tuøy theo ñaïi
löôïng “baùn kính”
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Chuùng ta ñaàu tö xaây döïng moät coâng trình vôùi soá voán
laø a, öôùc löôïng moãi naêm toán chi phí baûo quaûn laø b, 
döï kieán seõ cho thueâ haøng naêm laø vôùi giaù c (sau khi
tröø thueá). Vaäy neân ñònh c bao nhieâu ñeå sau 10 naêm
chuùng ta thu hoài voán. 
Duøng moâ hình baøi toaùn nhö sau : xeùt coâng thöùc sau :
“Tieàn thu ñöôïc ñeán cuoái naêm thöù t” = (c – b)t

Trong hai thí duï treân, chuùng ta môùi moâ hình toaùn
hoïc nöõa vôøi. Chuùng ta thaáy “dieän tích moät hình troøn
coù baùn kính r” vaø “Tieàn thu ñöôïc cuoái naêm thöù t” coù
chung moät tính cô baûn laø caùc löôïng thay ñoåi theo
moät löôïng khaùc , vaø ta seõ kyù hieäu chung laø f (r) hoaëc
f(t) .



GIAI TICH 1 - CHUONG HAI 64

A. Xaùc ñònh moät aùnh xaï
Ñònh nghóa. Cho   A vaø B laø hai taäp hôïp khaùc troáng
vaø D laø moät taäp con khaùc troáng trong A. Giaû söû vôùi
moïi x trong D ta ñònh nghóa ñöôïc moät phaàn töû f(x) 
trong B, ta noùi ta xaùc ñònh ñöôïc moät aùnh xaï f  töø D 
vaøo B.

A B
D

Theo caùch naøy chuùng ta moâ hình ñöôïc söï thay ñoåi
cuûa moät löôïng naøo ñoù theo moät löôïng khaùc.
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Thí duï. Dieän tích moät hình troøn coù baùn kính r laø r2. Ta 
thaáy r  f(r) = r2 laø moät aùnh xaï töø taäp hôïp caùc soá thöïc
döông (0,)  vaøo chính noù.

Thí duï.  Nhieät ñoä taïi moät vò trí naøo ñoù trong giaûng ñöôøng
naøy taïi thôøi ñieåm t trong buoåi saùng hoâm nay, laø moät aùnh xaï
töø [6,12] vaøo [20, 50]. 

Thí duï. Coá ñònh moät thôøi ñieåm t trong buoåi saùng hoâm
nay, nhieät ñoä taïi moãi vò trí trong giaûng ñöôøng naøy laø moät
aùnh xaï töø taäp hôïp A vaøo [20, 50], vôùi A laø taäp hôïp caùc vò
trí trong giaûng ñöôøng naøy.
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Thí duï. Toång trò giaù xuaát khaåu cuûa Vieät Nam trong töøng
thaùng cuûa naêm 2007 laø moät aùnh xaï töø taäp {1,2, . . ., 12} vaøo
taäp [1,20] neáu chuùng ta laáy ñôn vò laø tæ USD. Nhöng aùnh xaï
naøy ñöôïc coi laø töø {1,2, . . ., 12}  vaøo [16, 340] neáu ñôn vò
tính tieàn laø moät ngaøn tæ ñoàng Vieät Nam.

Thí duï.  Ñeå khaûo saùt thieát keá heä thoáng maùy laïnh
trong giaûng ñöôøng naøy, chuùng ta ño nhieät ñoä taïi moät
soá vò trí trong giaõng ñöôøng naøy (goïi B laø taäp hôïp caùc
vò trí ñoù) töø 7.00 giôø saùng ñeán 6.00 giôø chieàu trong
moät ngaøy naøo ñoù . Goïi f(x,t) laø nhieät ñoä taïi vò trí x ôû
thôøi ñieåm t. Luùc ñoù f laø moät aùnh xaï töø B[7,18] vaøo
taäp [20,50].
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f x( )

f )(1

f(2)

Ta coù theå moâ hình caùc aùnh xaï qua ñoà thò cuûa chuùng.
Ñònh nghóa. Cho f laø moät aùnh xaï töø moät taäp hôïp A
vaøo moät taäp hôïp B. Ta ñaët

 = {(x,y)  AB : y = f(x) }.

Ta goïi  laø ñoà thò cuûa f .
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Để vẽ đñồ thị của một aùnh xaï f töø moät khoaûng [a,b] 
vaøo —, ta coù theå duøng Mathematica vôùi leän

Plot[f,{x,xmin,xmax}]

Thí duï. Duøng leänh Plot[Cos[x3+Sin [x]],{x,0,}] ta
coù ñoà thò cuûa aùnh xaï f(x) = cos(x3+sinx) treân khoaûng
[0, ] nhö sau.

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0

-1.0

-0.5

0.5

1.0
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Tuy nhieân chuùng ta cuõng
coù caùc ñoà thò cuûa aùnh xaï
do caùc thieát bò ghi chöù
khoâng phaûi veõ töø ñònh
nghóa cuûa aùnh xaï ñoù.
Hai ñoà thò beân caïnh do 
ñòa chaán keá ghi laïi caùc
gia toác chuyeån ñoäng maët
ñaát cuûa moät vò trí theo
caùc höôùng baéc-nam vaø
ñoâng-taây trong moät traän
ñoäng ñaát ôû Northridge.
Theo tö lieäu cuûa Calif. Dept. of Mines and Geology 
(“Stewart, Calculus- concepts and contexts” tr.15)
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Khi ñi xe taxi , chuùng ta phaûi traû moät soá tieàn khôûi
ñaàu laø a vaø moät khoaûng tieàn theo giaù moãi km chuùng
ta ñi. Nhö vaäy giaù tieàn trung bình moãi km trong moät
chuyeán ñi laø bao nhieâu.

Chuùng ta moâ hình baøi toaùn nhö sau : goi x laø soá km 
cuûa chuyeán ñi vaø b laø giaù tieàn moãi km, vaø t laø soá tieàn
ñi chuyeán xe ñoù, vaø y laø giaù tieàn trung bình moãi km 
trong chuyeán ñi ñoù; ta coù caùc coâng thöùc sau

t = a + bx vaø t a bx ay b
x x x
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Plot[{7/x+6,6},{x,1,1000},AxesOrigin{1,5.99}]

Nhö vaäy giaù tieàn trung bình y moãi km laøm moät
aùnh xaï tuøy thuoäc vaøo khoaûng ñöôøng ñi. Duøng
Mathematica ta coù ñoà thò cuûa y nhö sau

Theo ñoà
thò naøy, giaù
tieàn trung
bình moãi
km trong
moät chuyeán
ñi giaõm daàn
theo ñoä xa
cuûa chuyeán
ñi 0 1 2 3 4 5 6 7

6

7

8

9

10

11

12

13
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Trong vieäc ñieàu
chænh giaù moät
maët haøng naøo ñoù
seõ daãn theo heä
quaû soá ngöôøi mua
vaø soá löôïng saûn
xuaát maët haøng ñoù
seõ thay ñoåi. 

Duøng ñoà thò beân treân chuùng ta coù theå thaáy ñònh giaù
maët haøng laø t laøm cho kinh teá oån ñònh.

Neáu caàu vaø cung khoâng töông ñoái baèng nhau, chuùng
ta seõ coù hai tình hình kinh teá baát oån : hoaëc haøng toàn
kho quaù lôùn, hoaëc thieáu huït haøng hoùa.

cung

caàu

giaù

soá
saûn
phaåm

s

t
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Cho D laø moät taäp con khaùc troáng trong moät taäp A vaø
f laø moät aùnh xaï töø D vaøi moät taäp B. Luùc ñoù D ñöôïc
goïi laø mieàn xaùc ñònh cuûa aùnh xaï f  vaø taäp hôïp f(D) 
=  y  = f(x) : x  D  ñöôïc goïi laø taäp hôïp aûnh cuûa f.

A B
D

f(D)

Thí duï.  Cho D  laø moät khoaûng môû (a,b) trong —, vôùi
x  trong D  ta ñaët f(x) = . Luùc ñoù f laø moät aùnh
xaï coù mieàn xaùc ñònh laø D vaø taäp hôïp aûnh laø (0, ) 

b x
x a
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Ñoâi khi chuùng ta duøng ñoà thò ñeå coù hình aûnh cuûa
mieàn xaùc ñònh vaø taäp aûnh cuûa moät aùnh xaï.

mieàn xaùc ñònh

taäp
hôïp
aûnh y f x = ( )

0 x

y
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Nhieàu khi chuùng ta ñònh nghóa moät aùnh xaï baèng moät
meänh ñeà toaùn hoïc, luùc ñoù chuùng ta phaûi tìm mieàn
xaùc ñònh cuûa f.

Baøi toaùn 4. Vôùi moïi soá thöïc x ta ñaët f(x) =  y  sao
cho y(x - 1) = 1. Tìm mieàn xaùc ñònh cuûa f. 

Ñaët D  = x  — : f(x) xaùc ñònh duy nhaát . Ta 
chöùng minh  D = — \ 1 .  

Neáu x  — \ 1 ,  ta thaáy (x - 1)  0, vaäy ta coù theå
choïn y =  (x - 1)-1 , suy ra x  D.  Do ñoù

— \ 1   D.

— \ 1   D D  — \ 1 
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D  — \ 1 

f(x) =  y  sao cho y(x - 1) = 1.

D  = x  — : f(x) xaùc ñònh duy nhaát 

Khi x = 1, ta coù (x - 1) = 0  vaø khoâng coù soá thöïc y 
naøo ñeå cho y(x - 1) =  1, vaäy x  D.

Chöùng minh “ x  D thì x  — \ 1 ”
Chöùng minh ñaûo ñeà “x  — \ 1  thì x  D”.

Ta choïn caùch sau vì x  — \ 1  cho ta x =1 : baøi
toaùn ñôn giaûn hôn
Chöùng minh “x =1 thì x  D”.

Coù duy nhaát y sao cho y sao cho y = f (1)
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Trong moät kyø tuyeån sinh, chuùng ta choïn caùc thí sinh
coù toång soá ñieåm thi  18. Ta moâ hình vieäc tuyeãn
choïn nhö sau: xaùc ñònh taäp hôïp

{ thí sinh : coù ñieåm thi  18}.

Vôùi giaù hieän nay cuûa moät saûn phaåm naøo ñoù chuùng ta
coù n khaùch haøng. Nay chuùng ta muoán taêng giaù ñoù
leân theâm moät möùc laø T,  vaán ñeà neân choïn T sao cho
soá khaùch haøng tuy giaõm nhöng cuõng coøn hôn 90% soá
khaùch haøng hieän nay.

Moâ hình toát hôn nhö sau : ñaët X laø taäp hôïp caùc thí
sinh, f (x) laø ñieåm thi cuûa thí sinh x , luùc ñoù taäp hôïp
caùc thí sinh ñöôïc tuyeån laø {x X : f(x)  18}. 
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Chuùng ta moâ hình vaán ñeà naøy nhö sau : goïi c laø heä
soá giaûm soá löôïng khaùch haøng neáu taêng giaù moät ñôn
vò tieàn teä vaø F(T) laø soá löôïng khaùch haøng khi chuùng
ta taêng giaù saûn phaåm theâm T. Luùc ñoù

F(T) = -cT + n

Vaäy caùc möùc taêng giaù coù theå chaáp nhaän ñöôïc laø
{T :  F(T)  0,9n }

Moâ hình chung cho caùc vaán ñeà naøy coù theå laøm nhö
sau.
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Ñònh nghóa. Cho   A vaø B laø hai taäp hôïp khaùc troáng
vaø C laø moät taäp con khaùc troáng trong B. Cho moät aùnh
xaï f  töø A vaøo B. Ta ñaët f-1(C) = {x  A : f(x) C } 
vaø goïi f -1(C) laø aûnh ngöôïc cuûa C qua f

A B
C-1f C  ( )



GIAI TICH 1 - CHUONG HAI 80

Nhieàu luùc chuùng ta muoán thu heïp vaán ñeà, luùc ñoù
chuùng ta phaûi coù caùc caùch moâ hình vieäc thu heïp naøy. 
Trong moät soá vaán ñeà vieäc thu heïp naøy coøn giuùp
chuùng ta bôùt soá tính toaùn vaø coù keát quaû nhanh hôn
tröôùc. 

Vì caùc söï vaät phaûi quan saùt ñöôïc bôùt ñi, moät soá moâ
hình cuõng ñöôïc “thu nhoû” laïi. Chuùng ta duøng ngoân
ngöõ toaùn hoïc dieãn ñaït sö vieäc naøy nhö sau.
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Ñònh nghóa. Cho f laø moät aùnh xaï töø moät taäp hôïp X 
vaøo moät taäp hôïp Y, vaø A laø moät taäp hôïp con cuûa X.
Vôùi moïi x  A  ta ñaët g(x) = f(x), luùc ñoù g laø moät aùnh
xaï töø A vaøo Y vaø ta noùi g laø aùnh xaï thu heïp cuûa aùnh
xaï f treân A vaø kyù hieäu g laø f |A.

X

f

Y

A

X Y

A

Yg
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Thí duï.  Cho A = ( 0,  ), B = (- , 0) vaø f  laø moät
aùnh xaï töø — vaøo — xaùc ñònh nhö sau

Ñaët g = f |A vaø h = f |B . Ta coù g(x) = x vôùi moïi x
trong A  vaø h(x) = 0 vôùi moïi x trong B.

2 0,
( )

0 0.
x khi x

f x
khi x

 
 



f

AB

h
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Ñònh nghóa. Cho X, Y  vaø Z laø ba taäp hôïp khaùc
troáng, f laø moät aùnh xaï töø X vaøo Y, vaø g laø moät
aùnh xaï töø Y vaøo Z. Ta  ñaët h(x) = g(f(x)) vôùi
moïi x trong X. Luùc ñoù h laø moät aùnh xaï töø X vaøo Z 
vaø ñöôïc goïi laø aùnh xaï hôïp cuûa f vaø g vaø ñöôïc kyù
hieäu laø gof. 
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X

Y

Z

x

f x( )

y

g y( )
g f xo ( )

g f x( ( ))

g fox

f g
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g x( )

g x( )

f g x( ( ))
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f(x) = x2 g(x) = x2 + x4 gof(x) = x4 + x8

x x 2 x +x2 4

f

g

+++
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f(x) = x2 g(x) = x2 + x4 fog(x) = (x2 + x4)2

x

f

g

+++
2x 2 4x x+

2 4x x+x

fg y 2y
++ +

f go 

2 4 2( )x x+
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f(x) = x2 g(x) =x2+x4 gof(x)=x4+x8 fog(x) = (x2 + x4)2

2 4x x+x

fg y 2y
++ +

f go 

2 4 2( )x x+
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B. Xaùc ñònh aùnh xaï hôïp

Ñeå xaùc ñònh aùnh xaï hôïp gof ta laøm nhö sau : 
vôùi moïi x  trong X tính y = f(x), roài thay y baèng giaù
trò ñoù vaøo coâng thöùc z = g(y),  töø ñoù xaùc ñònh ñöôïc
giaù trò gof (x)  theo x. Thí duï.  Cho X = —,  Y = [-3,  )  vaø Z  = [-5, 4], cho
f(x) = vôùi moïi x trong X vaø g(y) =                
vôùi moïi y trong Y. Xaùc ñònh gof.

21 x
2

4

1
1

y
y




Vôùi moïi x trong X  ta ñaët y = f(x) =                .  Ta 

coù gof(x) = g[f(x)] =g(y) =              = 

Vaäy gof (x) = vôùi moïi x trong X.

21 x
2

4

1
1

y
y




2 2

2 4

1 ( 1 )
1 ( 1 )

x

x

 

 2

4 22 2
x

x x
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Vieäc ñaët y = f(x) = môùi xem raát taàm thöôøng, 
nhöng noù giuùp ta laøm nhanh vaø ít sai trong tính toaùn
veà sau : noù traùnh cho chuùng ta khoûi laàm laãn caùc x 
trong f(x) =               vaø g(x) =              ( thöôøng ngöôøi
ta vieát g  nhö moät haøm soá theo x chöù khoâng theo y )  

21 x

21 x
2

4
1
1

x
x




Coù theå duøng Mathematica ñeå giaûi thí duï treân nhö sau

In[1]:= f[x_] := Sqrt[1 + x2]
In[2]:= g[x_] :=
In[3]:= g[f[x]]                                  

2

2 2

 -xOut[3] :
1 (1 + x ) 




2

4
1
1

x
x
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In[1]:= f[x_] := Sqrt[1 + x2]

In[2]:= g[x_] :=

In[3]:= g[f[x]]                                  
2

2 2

 -xOut[3] :
1 (1 + x ) 




2

4
1
1

x
x




Trong In[1] vaø In[2] ta ñònh nghóa f vaø g vaø trong
In[3] ta ra leänh tính gof (x) 
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Nay ñeå tính f og (x)  baèng Mathematica, ta laøm

theâm phaàn treân nhö sau

In[4]:= f[g[x]]                                

Out[4]:= Sqrt[1 +                    ]

In[5]:= Expand[%]                              

Out[5]:= Sqrt[                                  ]

Vaäy fog (x)  =                                        vôùi moïi x

trong Y. 

2 2

24
(1 )
(1 )

x
x




2 4 8

4 2
2 2 3

(1 )
x x x

x
  


2 8

4 2

42 2 3
(1 )
x x x

x
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Thí duï.  Cho X  = Y  = Z = —, f(x) =     

vaø g(x) =                        vôùi moïi x  trong —. Tính

fog

4 36 15 8x x x  
3

2

4 5
7

x x
x
 


Baøi naøy coù soá löôïng tính toaùn khaù lôùn ta neân duøng
maùy tính,   ôû ñaây ta duøng Mathematica
In[1]:= f[x_] := x4 + 6x3 - 15x + 8 
In[2]:= g[x_] :=
In[3]:= f[g[x]]

3

2

4 5
7

x x
x
 


3 3 3 3 4

2 2 3 2 4

15(5 4 ) 6(5 4 ) (5 4 )Out[3] : 8
7 (7 ) (7 )

x x x x x x
x x x
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C. Phaân tích aùnh xaï thaønh caùc aùnh xaï ñôn giaûn

Cho taäp hôïp con A trong — vaø moät aùnh xaï f  töø A
vaøo —. Vôùi moãi x trong A ta tính caån thaän f(x), töø ñoù
suy ra caùch phaân tích f thaønh caùc aùnh xaï ñôn giaûn.
Thí duï.  Cho f(x) =  vôùi moïi x trong —. Phaân
tích f thaønh caùc aùnh xaï ñôn giaûn.

21 x

Vôùi moãi x trong — quaù trình tính f(x) nhö sau : 
 vôùi x ta tính ñöôïc x2 ñaët g(x) = x2,
 vôùi z = x2 ta tính ñöôïc 1+x2 =1+z : ñaët h(z) = 1 + z,
 vôùi w = 1 + x2 ta tính ñöôïc : ñaët
u(w) = .

21 x w 
w

f(x) = u(h(g(x))) vôùi moïi x trong — hay f = uohog.
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Thí duï.  Cho f(x) = sin(3x + cosx)  vôùi moïi x trong
—. Phaân tích f thaønh caùc aùnh xaï ñôn giaûn.

Vôùi moãi x trong — quaù trình tính f(x) nhö sau : 
vôùi x ta tính ñöôïc 3x vaø cosx : ñaët

g(x) = 3x vaø h(x) = cosx,
vôùi z =  3x  + cosx ta tính ñöôïc sin(3x + cos x) = 
sin z : ñaët

u(z) = sin z.
Vaäy f(x) = u(( h + g)(x))  x  — hay f = uo(h+g) 

Khi ñaët caùc z vaø w, ta thaáy hình nhö laø ta ñang laøm
vieäc voâ ích, nhöng vieäc naøy seõ giuùp ta laøm toaùn
nhanh vaø traùnh caùc sai laàm khoâng ñaùng coù veà sau. 
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Vieäc phaân tích f thaønh hôïp cuûa caùc aùnh xaï ñôn giaûn
raát höõu ích khi ta ñöa caùc baøi toaùn phöùc taïp veà caùc
baøi toaùn ñôn giaûn, nhaát laø khi ta gaëp caùc vaán ñeà veà
lieân tuïc vaø khaû vi cuûa moät aùnh xa phöùc taïpï. 
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Trong moät tuùi coù 10 vieân bi coù kính côû nhö nhau
nhöng coù caùc maøu saéc khaùc nhau. Chuùng ta choïn ba
vieân bi trong tuùi naøy theo hai caùch sau :

*  Laáy moät laàn ba vieân bi.

** Laáy moät vieân bi, ghi maøu saéc cuûa noù roài boû laïi
vaøo tuùi; laáy moät vieân bi, ghi maøu saéc cuûa noù roài boû
laïi vaøo tuùi; vaø laáy theâm moät vieân bi nöõa.

Chuùng ta thaáy söï khaùc bieät giöõa hai caùch choïn treân : 
ta coù ba vieân bi khaùc nhau trong caùch thöù nhaát, coøn
trong caùch thöù hai chuùng ta coù theå coù cuøng moät vieân
bi trong nhieàu laàn laáy bi töø tuùi.
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Ta thöû moâ hình toaùn hoïc hai caùch choïn treân. Moâ
hình caùc laàn choïn nhö taäp hôïp A = {1,2,3} vaø caùc
vieân bi nhö taäp hôïp B = {1,2,3, . . .,10}.
Caùch choïn thöù hai töông öùng vôùi moïi aùnh xaï f töø A
vaøo B. Caùch choïn thöù nhaát töông öùng vôùi caùc aùnh xaï
f töø A vaøo B coù tính chaát sau : f (x)  f(y) neáu x  y .

Neáu xem moät con ngöôøi nhö laø moät phöùc hôïp theå
chaát, tinh thaàn vaø caùc yeáu toá khaùc bieán ñoåi theo thôøi
gian t kyù hieäu laø f(t), thì moãi con ngöôøi laø moät aùnh
xaï töø moät khoaûng [a, b] vaøo taäp hôïp B nhöõng “con 
ngöôøi töùc thôøi” (moät con ngöôøi ôû ñuùng moät thôøi
ñieåm naøo ñoù). AÙnh xaï naøy cuõng coù tính chaát
f (x)  f(y) neáu x  y .
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Ñònh nghóa . Cho X vaø Y  laø hai taäp hôïp khaùc
troáng, f laø moät aùnh xaï töø X vaøo Y. Ta noùi f laø moät
ñôn aùnh neáu vaø chæ neáu f(a)  f(b) khi a  b,

f  khoâng laø ñôn aùnh

f  laø ñôn aùnh

X Y

f

X Y

f
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D. Chöùng minh  f laø moät ñôn aùnh
Cho f  laø moät aùnh xaï töø moät taäp hôïp X vaøo taäp hôïp
Y, ñeå chöùng minh  f ñôn aùnh ta coù theå duøng caùc
phöông phaùp sau
 Duøng ñònh nghóa : cho x vaø y trong X sao cho x  y,
chöùng minh f(x)  f(y). 
Thí duï.  Cho f(x) = x3 vôùi moïi x  trong —. Chöùng
minh f   laø moät ñôn aùnh.
Cho  x vaø y thuoäc — sao cho x  y. Ta coù

f(x) - f(y) = x3 - y3 = (x - y)(x2+ xy + y2) =  
=   (x-y) [ (x2+ y2) + (x + y)2]/2.

Vì x  y, ta coù (x-y)  0  vaø (x2+ y2) + (x + y)2 >  0. 
Vaäy f(x) - f(y)  0 hay f(x)  f(y). Do ñoù f laø ñôn aùnh.
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 Duøng ñaûo ñeà : cho x vaø y  trong X  sao cho f(x) =
f(y), chöùng minh  x  = y.

Thí duï.  Cho f(x) = x5 – x4 + 2x  vôùi moïi x  trong
[1, ). Khaûo saùt söï ñôn aùnh cuûa f.

ÔÛ ñaây ta chöa roõ phaûi chöùng minh  f laø ñôn aùnh
hay  phaûi chöùng minh  f  khoâng laø moät ñôn aùnh.
Chuùng ta duøng maùy tính ñeå ñònh höôùng giaûi toaùn. 
Ta duøng Mathematica ñeå xaùc ñònh caùc (x,y)  sao cho
x5 – x + 2x  = y5 - y+ 2y : ta veõ ñöôøng möùc 0 (level 
curve 0) cuûa haøm soá

h(x,y) = x5 – x4 + 2x – y5 + y4 - 2y 
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Ta duøng Mathematica ñeå xaùc ñònh caùc (x,y)  sao cho
x5-x4+2x = y5–y4+2y : ta veõ ñöôøng möùc 0 (level curve 
0) cuûa haøm soá h(x,y) = x5 –x4 + 2x –y5 + y4 - 2y 

In[1]:= ContourPlot[x5 - x4 + 2x  - y5 + y4 - 2y,
x,-200,200,y,-200,200,Contours->0, 
PlotPoints-> 60, ContourShading->False] 
Out[1]:= -Graphics-

Vaäy phöông trình
x5 – x4 + 2x = y5 - y4 + 2y
hình nhö chæ coù caùc nghieäm x = y.

Töø ñaây ta vöõng loøng ñeå coá gaéng
chöùng minh  f  laø moät ñôn aùnh. 
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Cho  x vaø y trong [1, ) sao cho f(x) = f(y). Ta seõ
chöùng minh x = y. Ta duøng Mathematica

In[1]:=   Factor[x5 - x4 + 2x - y5 + y4 - 2y ] 

Out[1]:=(-x+y) (-2+x3–x4+ x2y –x3y+xy2–x2y2+y3-xy3–y4 )

Vaäy ta coù
0  = x5 - x4 + 2x - y5 + y4 - 2y 
=(-x+y) (-2+x3–x4+x2y –x3y  + xy2 –x2y2 + y3 - xy3 – y4 )

= (x-y)[2+x3(x -1) + x2y(x -1) + xy2(x -1) + y3(x -1)  + y4]
Vì x vaø y trong [1, )  neân
[2 + x3(x-1) + x2y(x-1) + xy2(x-1) + y3(x-1)  + y4] >  0
Suy ra x = y vaø f laø moät ñôn aùnh. 
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Chöùng minh  f khoâng laø ñôn aùnh
Ñeå chöùng minh  f  khoâng laø moät ñôn aùnh ta phaûi
tìm x vaø y trong A sao cho x  y vaø f(x) = f(y).  
Thoâng thöôøng ta ñoaùn ra x vaø y. 
Neáu khoâng thaáy ngay,   ta neân giaûi phöông trình
f(x) - f(y) = 0  vaø neân löu yù : phöông trình naøy coù
moät nghieäm laø x = y, neân ta ñeå yù laø f(x) - f(y) coù
theå phaân taùch thaønh thöøa soá trong ñoù coù (x - y). 
Thí duï.  Cho f(x) = x2 + 2x  + 3 vôùi moïi x trong —.
Khaûo saùt söï ñôn aùnh cuûa f .
f(x) - f(y) = x2+ 2x  - y2 - 2y = ( x2 - y2)  + 2(x - y)

=  (x - y)(x + y + 2).
Töø ñoù ta thaáy f(0) = f(-2) vaø f khoâng ñôn aùnh. 
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Thí duï.  Cho f(x) = x4 + 2x3 vôùi moïi x trong —.
Khaûo saùt söï ñôn aùnh cuûa f.
Ta duøng Mathematica ñeå ñoaùn
höôùng giaûi baøi toaùn nhö sau
In[1]:=  Plot[x4 + 2x3, {x, -4, 4} ]
Töø ñaây ta thaáy f khoâng laø moät ñôn
aùnh.Tuy nhieân, ta khoâng theå chæ
nhìn treân ñoà thò maø noùi ñöôïc. Ta 
tieáp tuïc duøng Mathematica nhö sau

In[2]:=  Solve[x4 + 2x3 == 0, x]
Out[2]:=   x -> -2 , x -> 0, x -> 0 , x -> 0
Vaäy phöông trình x4+2x3= 0 coù hai nghieäm x = 0  
vaø x =-2, do ñoù f(0)= f(-2)= 0 vaø f khoâng ñôn aùnh.
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Moät coâng ty du lòch ñònh höôùng tìm caùc tours du lòch
thích hôïp vôùi moät soá ñoái töôïng coù khaû naêng chi cho
du lòch nhöõng möùc khaùc nhau. 

Caùc möùc chi tieâu coù theå coù cuûa caùc ñoái töôïng maø
coâng ty löu taâm ñöôïc moâ hình laø moät con B cuûa taäp
hôïp caùc soá nguyeân döông. Caùc tours du lòch coù giaù
tieàn ñöôïc lieät keâ trong B ñöôïc moâ hình nhö moät taäp
hôïp A . Vaán ñeà ñöôïc moâ hình nhö sau : neáu f(x) laø
giaù cuûa moät tour x, thì ta phaûi tìm taäp A sao cho vôùi
moïi y trong B ñeàu coù moät x trong A sao cho f(x) = y.
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X Y

f

Ñònh nghóa . Cho X vaø Y  laø hai taäp hôïp khaùc
troáng, f laø moät aùnh xaï töø X vaøo Y. Ta noùi f laø moät
toaøn aùnh neáu vaø chæ neáu f(X) = Y,

f  khoâng laø toaøn aùnh

f  laø toaøn aùnh

X Y

f
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Trong moät thöû nghieäm ngöôøi ta quan saùt soá virus 
trong moät moâi tröôøng theo thôøi töøng thôøi gian ñònh
tröôùc. Maët khaùc chuùng ta cuõng muoán xaùc ñònh caùc
thôøi ñieåm ñeå soá löôïng virus trong moâi tröôøng ñoù ñaït
ñeán caùc soá löôïng ñònh tröôùc.

Chuùng ta moâ hình caùc vieäc treân nhö sau, moâ hình
thôøi gian quan saùt nhö moät khoaûng A = [c, d], vaø soá
virus ñöôïc quan saùt laø moät taäp hôïp B caùc soá nguyeân
döông {n0, n0 +1, . . . , N}. Vieäc quan saùt soá virus 
trong moät moâi tröôøng theo thôøi töøng thôøi gian ñöôïc
moâ hình nhö moät aùnh xaï f töø A vaøo B. Vieäc quan saùt
thôøi ñieåm coù moät soá naøo ñoù löôïng virus trong moâi
tröôøng ñöôïc moâ hình nhö moät aùnh xaï g töø B vaøo A. 
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Ñònh nghóa . Cho X vaø Y  laø hai taäp hôïp khaùc
troáng, f laø moät aùnh xaï töø X vaøo Y. Ta noùi f laø moät
song aùnh neáu vaø chæ neáu f ñôn aùnh vaø toaøn aùnh.

f  laø song aùnh

X Y

f
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Ñònh nghóa. Cho f laø moät song aùnh töø X vaøo Y. 
Vôùi moïi y   Y ta coù duy nhaát moät x  X sao
cho f(x) = y, ñaët g(y) =  x.   Ta thaáy g laø moät aùnh
xaï töø Y vaøo X  coù tính chaát sau :  gof (x) = x   vaø
fog(y) = y vôùi moïi x  X vaø vôùi moïi y  Y. Ta noùi
g laø aùnh xaï ngöôïc cuûa f vaø thöôøng kyù hieäu laø f -1. 
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CHÖÔNG  BA
SOÁ NGUYEÂN  VAØ SOÁ HÖÕU TÆ

Ta xeùt caùc baøi toaùn sau: taïo ra lòch cho naêm sau
(danh saùch caùc ngaøy vaø caùc thöù töông öùng, lieân keát
ngaøy döông lòch vaø ngaøy aâm lòch),  tính soá cöûa soå ñeå
xaây moät caên nhaø, soá ngaøy hoc sinh ñeán tröôøng haèng
naêm, soá caù coù theå nuoâi trong moät dieän tích naøo ñoù, 
chæ tieâu tuyeån sinh cuûa moät ñaïi hoïc. . . 
Ñeå moâ hình caùc baøi toaùn beân treân, chuùng ta caàn moät
taäp hôïp con soá.  Ta khoâng theå coù khaùi nieäm : nöûa
con caù, nöûa sinh vieân, ta caàn khaùi nieäm “nguyeân”.

A.  Soá nguyeân - pheùp coäng
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Coù theå ñoàng nhaát taäp soá nguyeân vôùi caùc soá ñeám
hay khoâng? Neáu chuùng ta ñeám taát caû caùc söï vaät maø
chuùng ta bieát, goïi soá ñoù laø M, thì soá M+1 tuy khoâng
laø soá chuùng ta ñaõ duøng ñeå ñeám, nhöng noù roõ raøng laø
moät soá nguyeân! Như vaäy khoù maø ñeå tìm taäp hôïp taát
caû soá nguyeân trong thieân nhieân. 

Taäp hôïp caùc con soá nguyeân naøy goàm coù caùc phaàn
töû naøo ñoù. Tuøy theo ñòa phöông noù coù nhieàu teân, thí
duï coù moät phaàn töû ñöôïc goïi baèng nhieàu caùch : hai, 
nhi, dzì, deux, two, ni, . . . . Chuùng coøn ñöôïc kyù hieäu
theo nhieàu caùch coøn ñöôïc kyù hieäu baèng nhieàu caùch, 
thí duï moät phaàn töû trong taäp ñoù coù caùc kyù sau : 12, 
XII, 1100 (cô sôû nhò phaân) . . .  
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Chuùng ta chaïm ñeán moät hình aûnh dieån taû raát kheùo
caâu sau ñaây cuûa Laûo töû :
“ Ñaïo khaû ñaïo, phi thöôøng ñaïo; danh khaû danh, phi 

thöôøng danh”
“Ñaïo maø dieån giaûi ñöôïc thì khoâng phaûi ñaïo vónh
cöûu baát bieán, teân maø coù theå ñaët ra ñeå goïi noù [ñaïo] 
thì khoâng phaûi teân vónh cöûu baát bieán “.
(Nguyeãn Hieán Leâ dòch)
ÔÛ ñaây chuùng ta thaáy söùc maïnh trí tueä loaøi ngöôøi, ñaët
ra moät caùi gì ñoù (taäp hôïp caùc soá nguyeân) khoâng coù
saün trong töï nhieân, duøng caùi ñoù ñeå giaûi quyeát caùc
vaán ñeà coù thöïc trong töï nhieân : duøng caùc tieàn ñeà ñeå
ñònh nghóa taäp caùc soá nguyeân.
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Caùc tieân ñeà Peano veà taäp caùc soá nguyeân döông :
Coù moät taäp hôïp Ù cuøng vôùi caùc tính chaát sau
I. Vôùi moãi phaàn töû x trong Ù coù moät phaàn töû ñöôc kyù
hieäu laø S(x) trong Ù, ñöôïc goïi laø phaàn töû keá tieáp cuûa x.
II.   Cho x vaø y laø hai phaàn töû trong Ù sao cho

S(x) = S(y) thì x  = y.
III. Coù moät phaàn töû trong Ù ñöôc kyù hieäu laø 1 sao cho 1 
khoâng laø phaàn töû keá tieáp cuûa moät phaàn töû naøo trong Ù.
IV. Cho  U  laø moät taäp hôïp con cuûa Ù sao cho 1  U
vaø S(x)  U vôùi moïi x  U.  Luùc ñoù U =  Ù .

OÂng Peano ñònh nghóa taäp soá nguyeân döïa vaøo tính
thöïc tieån cuûa caùc soá (caùch ñeám söï vaät, phaûi coù moät
soá ñaàu tieân,  söï noái tieáp caùc soá ñeám) vaø “moät tính
chaát khoâng deå chaáp nhaän laém” (tieân ñeà IV).
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Ñònh nghóa. Vôùi boán tieân ñeà naøy ta xaùc ñònh soá 2 
nhö laø S(1),  soá 3 nhö laø S(2), soá 4 nhö laø S(3),...  
ta seõ coù moïi soá thöôøng duøng ñeå ñeám
Ñònh nghóa. Ta  coù pheùp coäng treân Õ nhö sau :
n +1 = S(n), n +2 = S(n+1), n +3 = S(n+2),.... n Ù

Ñònh nghóa. Ta  xaùc ñònh pheùp nhaân treân Ù nhö
sau :         

1.n  = n, 2.n  = n + n, 3.n  = 2.n + n,.....    n  Ù.

Taäp hôïp Ù duy nhaát theo nghóa sau : neáu coù taäp
Ù’ thoûa boán tieân ñeà Peano vôùi phaàn töû ñaàu tieân laø 1’,
thì coù moät song aùnh f   töø Ù vaøo Ù’ sao cho f(1) =  
f(1’) vaø S(f(n)) = f(S(n)) vôùi moïi n  Ù.
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Ñònh nghóa. Ta coù moät quan heä thöù töï treân Ù nhö
sau : cho m vaø n  trong Ù,  ta noùi
 n  > m (hay m < n )   neáu vaø chæ neáu n = m + r 
vôùi moät r naøo ñoù trong Ù, 
 n  m (hay  m  n )  neáu vaø chæ neáu n = m hoaëc
n > m. 

OÂng Peano ñaõ ñoùng goùp moät yù toaùn raát quan
troïng : Ù khoâng chæ laø moät taäp hôïp chöùa caùc soá
nguyeân döông,  maø trong Ù coøn coù moät caáu truùc
logic “phaàn töû keá tieáp”.  Chính caáu truùc logic naøy
xaùc ñònh caùc pheùp toaùn coäng vaø nhaân treân Ù vaø
quan heä thöù töï sau ñaây treân Ù. 
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Ñònh lyù. Ñònh nghóa caùc pheùp + vaø . vaø quan heä 
trong Ù nhö treân. Ta coù vôùi moïi m, n, p vaø q trong Ù
(i)  m+n = n+m, n.m = m.n vaø m.(n + p) = m.n + m.p,
(ii)    laø moät quan heä thöù töï toaøn phaàn treân Õ.
(iii)   neáu m  n  vaø p  q, thì

m+p  n + q   vaø mp   np.
(iv)  Cho   A laø moät taäp con  khaùc troáng trong Ù ,   
luùc ñoù coù z  trong A  sao cho n  z  vôùi moïi n
trong A  (ta noùi A  coù cöïc tieåu ).

Caùc tieân ñeà cuûa Peano (töông ñoái khaù töï nhieân) giuùp
chuùng ta seõ laøm toaùn coäng vaø toaùn nhaân coù lyù luaän
chaëc cheõ hôn! Ngoaøi ra caùc tieân ñeà naøy coøn cho
ta moät caùch chöùng minh ñaëc bieät : qui naïp toaùn hoïc. 
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Ñònh lyù. Cho A   Õ vaø p  A. Giaû söû S(n)  A 
neáu n  A. Luùc ñoù m  Õ : m  p  A.
B.  Pheùp qui naïp toaùn hoïc

Khi ta quan saùt khoâng phaûi moät hieän töôïng, moät tính
chaát maø caû moät daõy hieän töôïng hoaëc moät daõy tính
chaát Pn vôùi n laø caùc soá nguyeân döông, ta coù theå
duøng pheùp qui naïp toaùn hoïc ñeå chöùng minh Pn
ñuùng vôùi moïi n  N  chæ caàn hai böôùc nhö sau : 
 Chöùng minh  Pn ñuùng vôùi n = N,
 Cho k laø moät soá nguyeân döông k  N. Giaû söû

Pk ñuùng, chöùng minh Pk+1 cuõng ñuùng.
Neáu laøm ñöôïc hai ñieàu treân,  ta keát luaän Pn

ñuùng vôùi moïi n   N. 
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Baøi toaùn 5.  Cho n  Õ. Ñaët Xn = 1+ 23 + ... + n3. 

Chöùng minh
2 2( 1)
4n

n nX 

Ñaët P(n)  laø “ “. Ta thaáy P(1) ñuùng
2 2( 1)
4n

n nX 

Giaû söû P(k) ñuùng vôùi moät k  1, ta coù
2 2( 1)
4k

k kX 

2 23 3
1

2 22 2

( 1)( 1) ( 1)
4

1 ( 1) ( 2)( 1) [ 4 4]
4 4

k k
k kX X k k

k kk k k


     

     

Vaäy theo qui naïp toaùn hoïc P(n)  ñuùng vôùi moïi n  1.



GIAI TICH 1 - CHUONG BA 120

Baøi toaùn 6. Cho m vaø n laø hai soá nguyeân döông. Giaû
söû coù moät ñôn aùnh f   töø {1, . . . ,m}  vaøo {1, . . . 
,n} . Chöùng minh m  n.

Neáu m = 1. Ta coù m  n (thaät ra khoâng caàn giaû thieát
veà f )
Giaû söû keát quaû ñuùng khi m = k .

Neáu coù moät ñôn aùnh f  töø {1, . . . , k} vaøo {1, . . . , n} . 
Thì k  n

Giaû söû coù moät ñôn aùnh f   töø {1,. . . , k+1}  vaøo
{1,. . . , n}. Chöùng minh k+1 n.

Giaû söû coù moät ñôn aùnh g töø {1,. . . , k+1} vaøo {1,. . . , p}. 
Chöùng minh k+1 p.
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Neáu coù ñôn aùnh f  töø {1,..., k} vaøo {1,...,n}. Thì k  n
Giaû söû coù moät ñôn aùnh g  töø {1, . . . , k+1} vaøo
{1, . . . , p} . Chöùng minh k+1 p.
Giaû söû coù moät ñôn aùnh g  töø {1,. . . , k+1}  vaøo
{1, . . . , p} . Chöùng minh k  p - 1.

 g({1,...,k}){1,..., p-1 }
 g({1, . . . , k}) khoâng chöùa trong {1, . . . , p - 1} . 
  j  {1,..., k}  

sao cho g(j) = p

duøng giaû thieát qui naïp

g
j k k+121

1 2 j p-1 p

g
j k k+121

1 2 j p-1 p
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Neáu coù moät ñôn aùnh f  töø {1, . . . ,k} vaøo {1, . . . ,n} . 
Thì k  n

Giaû söû coù moät ñôn aùnh g  töø {1, . . . , k+1} vaøo
{1, . . . , p} . Chöùng minh k  p - 1.

   j  {1, . . . , k} sao cho g(j) = p

Ñeå ñöa veà
tröôøng hôïp  , 
ta ñaët aùnh xaï v 
nhö trong hình
veõ

j k k+1

v

1

21

2 j k k+1
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Ta coù :
gov(k+1)  

= p

gov laø moät
ñôn aùnh

Do ñoù

gov(i) p-1
 i  k

v

g

g voj k k+1

v

1

21

2 j k k+1

1 2 j p-1 p



GIAI TICH 1 - CHUONG BA 124

Baøi toaùn 7. Cho m vaø n laø hai soá nguyeân döông. Giaû
söû coù moät song aùnh f  töø {1, . . . ,m} vaøo {1, . . . ,n}.
Chöùng minh m =n.

f  laø moät ñôn aùnh töø {1, . . . ,m} vaøo {1, . . . , n}. Do 
ñoù m  n

f -1 laø moät ñôn aùnh töø {1, . . . , n} vaøo {1, . . . , m}. Do 
ñoù n  m

Duøng keát quaû naøy, ta coù theå ñònh nghóa “höõu haïn”
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Duøng keát quaû naøy, ta coù theå ñònh nghóa “höõu haïn”

Ñònh nghóa. Cho A laø moät taäp hôïp khaùc troáng, ta noùi
A  coù m  phaàn töû neáu vaø chæ neáu coù moät song aùnh f 
töø taäp hôïp 1, 2, 3,   , m vaøo A. Luùc ñoù ta noùi
taäp hôïp A coù höõu haïn phaàn töû

{1,..., }m {1,...,n}

Af
g

g -1

g f o
-1
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Ñònh nghóa. Cho A laø moät taäp hôïp khaùc troáng, ta noùi

 A  coù n  phaàn töû neáu vaø chæ neáu coù moät song aùnh
f  töø taäp hôïp 1, 2, 3,   , n vaøo A. Luùc ñoù ta
noùi taäp hôïp A coù höõu haïn phaàn töû.

 A laø moät taäp hôïp voâ haïn ñeám ñöôïc (hoaëc vaén taét
laø ñeám ñöôïc)  neáu vaø chæ neáu coù moät song  aùnh f   
töø Õ vaøo A.

A laø moät taäp hôïp quaù laém ñeám ñöôïc neáu vaø chæ
neáu A coù höõu haïn phaàn töû hoaëc voâ haïn ñeám ñöôïc .

 A  laø moät taäp hôïp voâ haïn khoâng ñeám ñöôïc neáu
vaø chæ neáu A khoâng höõu haïn vaø khoâng voâ haïn ñeám
ñöôïc .
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Baøi toaùn 8. Ñaët P (Õ )   laø hoï taát caû caùc taäp hôïp
con cuûa Õ. Chöùng minh  P (Õ )  laø moät taäp voâ haïn
khoâng ñeám ñöôïc.
A  laø moät taäp hôïp voâ haïn khoâng ñeám ñöôïc neáu vaø
chæ neáu A khoâng höõu haïn vaø khoâng voâ haïn ñeám
ñöôïc .

A khoâng laø taäp hôïp voâ haïn khoâng ñeám ñöôïc neáu vaø
chæ neáu A höõu haïn hoaëc A voâ haïn ñeám ñöôïc .

Duøng phaûn chöùng

P (Õ )  { {1}, {2}, . . . , {n} , . . .} : khoâng höõu haïn

Giaû thieát phaûn chöùng : P (Õ ) voâ haïn ñeám ñöôïc .
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Giaû söû P (Õ ) voâ haïn ñeám ñöôïc
A laø moät taäp hôïp voâ haïn ñeám ñöôïc neáu vaø chæ neáu
coù moät song  aùnh f   töø Õ vaøo A.
Coù moät song aùnh f töø Õ vaøo P (Õ ) 
Ñaët f (n) = An P (Õ ) = {A1 , A2 , . . ., An , . . . }

Ñeå deã xöû lyù caùc taäp con cuûa Õ, ta töông öùng moãi taäp
con B cuûa Õ baèng moät haøm soá sau

1 neáu ,
( )

0 neáu \ .B

x B
x

x B


 
 

 

ñöôïc goïi laø haøm ñaëc tröng cuûa BB

'' B BB B    
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1 ,
( )

0 \ .B

neáu x B
x

neáu x B


 
 

  '' B BB B    

Vaäy coù moät song aùnh töø P (Õ) vaøo { : }BF B  

{ : }
nAE n 

0 neáu ( ) 1,
Ñaët ( )

1 neáu ( ) 0.
n

n

A

A

n
g n

n





  


{ : ( ) 1}B n g n  

Bg F 

n
g nA   { : }

nAg E n  



P( )

Fn

An

An

E F

E = F
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C. Caùc taäp hôïp Ÿ vaø –

Cho m  vaø n  trong Ù,  xeùt phöông trình n = x  + m. 

 n > m :  theo ñònh nghóa ta coù moät soá nguyeân r sao
cho n = m + r . Vaäy ta choïn x = r .
 n < m :  theo ñònh nghóa ta coù moät soá nguyeân s sao
cho m = n + s.  Vaäy “m  bôùt ñi s” = n .  Trong toaùn
hoïc ta kyù hieäu “bôùt ñi s” laø –s . 
Phöông trình naøy laøm naûy sinh taäp hôïp caùc soá
nguyeân aâm - q : q  Õ 

Ñaët Ÿ =  - q : q  Õ  0  Ù vaø goïi Ÿ laø taäp
caùc soá nguyeân. 
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3 = x  + 1
4 =x  + 2

5 = x  + 3
6 =x  + 4
7 = x  + 5

2 = z  + 5 3 =z  + 6 4 = z  + 7
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Ñaët 0.m = m.0 = 0  vôùi moïi m  Ÿ

Moïi soá nguyeân m coù theå vieát thaønh sign(m) m’
vôùi moät m’ trong Õ .

Neáu m   - q  :  q  Ù  ta noùi m laø moät soá nguyeân
aâm vaø vieát m < 0, neáu m  Ù ta noùi m  laø moät soá
nguyeân döông vaø vieát m > 0. 

Vôùi soá nguyeân m  ta ñaët sign(m) nhö sau vaø goïi
ñoù laø daáu cuûa m

 
 
 

1 neáu 0
sign( ) 0 neáu 0

1 neáu 0

m ,
m m ,

m .
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Treân Ÿ ta coù caùc ñònh nghóa sau ñaây : vôùi moïi m, n,
p vaø q trong Ÿ

 - m = - sign(m)|m|,   m + (- m) = 0, 0 + m = m   

 m+n = sign(n)[|n|-|m|] neáu sign(m) sign(n), |n| |m|

 m+n = sign(m)[|m| + |n|]  neáu sign(m ) = sign(n)
 m+n =sign(m)[|m|-|n|] neáu sign(m) sign(n), |m|  |n|

 0.m = 0
 n.m =  |m|. |n|       neáu sign(m) = sign(n)
 n.m =  - |m|. |n|       neáu sign(m)  sign(n) 
 m  > n  neáu vaø chæ neáu m - n  Õ

 m  n  neáu vaø chæ neáu m = n  hoaëc m  > n.



GIAI TICH 1 - CHUONG BA 134

Ñònh lyù. Ñònh nghóa caùc pheùp coäng + vaø nhaân.  vaø
quan heä  trong Ÿ nhö treân. Ta coù vôùi moïi m, n,
p, vaø q  trong Ÿ.
(i)  m+n = n+m, n.m = m.n vaø m.(n + p) = m.n + m.p,
(ii)  laø moät quan heä thöù töï toaøn phaàn treân Ÿ.
(iii)  neáu m  n, p  q vaø r  0, thì

m + p  n + q  vaø mr  nr.
(iv)  |m|   m



GIAI TICH 1 - CHUONG BA 135

Cho n Ÿ \0 vaø m Ÿ, xeùt phöông trình nx = m.
-6.p  = 3
-4.p  = 2

1.q  = 2
2q  = 4

4.r  = 2
6.r  = 3

Phöông trình naøy coù theå khoâng coù nghieäm trong Ÿ
(thí duï 4x =2). Nhöng ta coù theå coi (n,m)  nhö laø moät
nghieäm cuûa noù vaø xeùt taäp hôïp – xaùc ñònh nhö sau

m

n1
2
3
4
5
6

1 2 3 4 5 6

7
8

-1-2-3-4-5-6

y
z

v

r



GIAI TICH 1 - CHUONG BA 136

Xeùt X = (Ÿ \ 0)Ÿ = (n,m) : nŸ \ 0 vaø mŸ 

Treân X ta ñònh nghóa quan heä R  nhö
sau (n,m)R (n’,m’)  n.m’ = n’.m

-6.x  = 3
-4.x  = 2

2.y  = 2
4.y  = 4

4.z  = 2
6.z = 3

Ta chöùng minh 
ñöôïc R laø quan
heätöông ñöông. 
Ta ñaët – laø taäp
thöông X/R. 

Ta kyù hieäu lôùp
töông ñöông
cuûa (n,m)  laø

vaø ta goïi ñoù laø
moät soá höõu tæ.

m
n

m

n1
2
3
4
5
6

1 2 3 4 5 6

7
8

-1-2-3-4-5-6

y
z

v

r
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Vì 2.6 =3.4 neân
(4,2)R(6,3). Do 

ñoù vaø
chæ laø moät soá
höõu tæ z. 

2
4

3
6

Nhö vaäy moät soá höõu tæ coù theå ñöôïc vieát ra nhieàu daïng

khaùc nhau, moãi daïng cuûa noù laø moät phaân soá ,

trong ñoù m ñöôïc goïi laø töû soá vaø n ñöôïc goïi laø maãu soá.

m
n

m

n1
2
3
4
5
6

1 2 3 4 5 6

7
8

-1-2-3-4-5-6

y
z

v

r

3 1 1, 2 , ,
2 2 2

r y z v    
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 vôùi moïi soá höõu tæ vaø vôùi moïi k  Õ.

 ñoàng nhaát m  vôùi vôùi moïi mŸ, ta coù Ÿ  –.

 neáu thì m   Ÿ \ 0 vaø ta coù theå

xeùt soá höõu tæ , ta kyù hieäu laø p -1 .


m km
n kn

1
m

  0mp
n

n
m

n
m

 vì (n,m) R (|n|, sign(n) m), ta coù theå vieát caùc soá

höõu tæ ôû daïng vôùi s  Õ vaø r  Ÿ. r
s
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Ñònh nghóa . Cho caùc soá höõu tæ vaø vôùi n

vaø s  Õ vaø m vaø r  Ÿ. Ta ñònh nghóa

,

m
n

r
s


 

m r ms nr
n s ns


m r mr.
n s ns


m | m || |
n | n |

neáu vaø chæ neáu ms  nr
m r
n s

neáu vaø chæ neáu ms > nr
m r
n s
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Ñònh lyù . Ñònh nghóa caùc pheùp coäng + vaø nhaân. vaø
quan heä  trong – nhö treân. Ta coù vôùi moïi m, n, p  
vaø q  trong – vaø p   0
(i)  m + n  = n + m vaø m.(n + p) = m.n + m.p,
(ii)  n.m = m.n vaø p.p -1 = 1,
(iii) neáu m   n   vaø n   m, thì m  =  n,
(iv)  neáu m   n, p  q  vaø r  0, thì m + p  n + q 
vaø mr  nr.  Neáu m > n vaø r  > 0, thì mr > nr.
(v)  |m|   m.
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CHÖÔNG BOÁN
SOÁ THÖÏC

Neáu chuùng ta qui hoaïch moät con ñöôøng
maøu xanh treân moät khu ñaát hình vuoâng
coù chieàu daøi moãi caïnh laø 1 km. Hoûi
chuùng ta neân ghi chieàu daøi d cuûa con 
ñöôøng naøy laø bao nhieâu trong döï aùn ?
Theo ñònh lyù Pythagore d2 = 2 . Trong caùc chöông tröôùc, 
chuùng ta ñaõ thaáy khoâng coù soá höõu tæ naøo baèng d caû. Con 
soá d naøy coù thöïc ngoaøi ñôøi nhöng khoâng theå tieáp caän
baèng caùc lyù luaän bình thöôøng ngoaøi ñôøi nhö ñeám soá, chia
phaàn (soá nguyeân vaø soá höõu tæ).

1

1

d
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Ñònh nghóa. — laø moät taäp hôïp treân ñoù ta xaùc ñònh ñöôïc:
pheùp coäng (x,y)  x +y vaø pheùp nhaân (x,y)  xy (ñaây laø
caùc aùnh xaï töø —  — vaøo —) vaø moät quan heä thöù töï
toaøn phaàn coù caùc tính chaát sau : vôùi moïi x, y, z  vaø u 
trong —

(R1)   x + y  = y + x ,
(R2)   x + (y + z) = (x+ y) + z,
(R3) coù moät phaàn töû 0 trong — sao cho 0 +x = x  x  —,
(R4) coù moät phaàn töû - x trong — sao cho x + (-x) = 0,

Trong Phuï luïc A cuûa quyeãn “Giaùo Trình Toaùn Giaûi Tích
1”, NXB Thoáng Keâ, duøng khaùi nieäm daõy Cauchy, chuùng
ta xaây döïng ñöôïc taäp hôïp — caùc soá thöïc d döïa vaøo taäp
caùc soá nguyeân nhö sau.
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(R1)   x + y  = y + x ,
(R2)   x + (y + z) = (x+ y) + z,
(R3) coù moät phaàn töû 0 trong — sao cho 0 +x = x  x  —,
(R4) coù moät phaàn töû - x trong — sao cho x + (-x) = 0,

(R5)   xy = yx,

(R6)   x(yz) = (xy)z,

(R7)   coù moät phaàn töû 1 trong — sao cho 1x = x  x  —,

(R8)   neáu x  0 coù moät phaàn töû x-1 trong — sao cho
x -1.x = 1,

(R9)   x(y + z) = xy + xz,
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Baøi toaùn 1 . Cho  vaø  laø hai soá thöïc sao cho
x +  = x vaø x +  = x  x  .

Chöùng minh  =  .

x +  = x     x   x  +  = x          x    = 

 =  +  =  +  =  Vaäy phaàn töû 0  duy nhaát

Baøi toaùn 2 . Cho  vaø  laø hai soá thöïc sao cho
.x = x vaø .x = x  x  .

Chöùng minh  =  .

.x = x     x   .x = x          x    = 

 = . = . = 
Vaäy phaàn töû 1  duy nhaát
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BAØI TOAÙN 3 . Cho hai soá thöïc x vaø y . Chöùng minh

x + y   =  x fl y =   0  .

x + y   =    x y =    0

[x +y]+ (-x) = x+ (-x) = 0

BAØI TOAÙN 4. Cho moät soá thöïc x . Chöùng minh  0.x = 0

0.x   = (0).x =  (0 + 0).x = 0.x + 0.x

BAØI TOAÙN 5. Cho hai soá thöïc x vaø y. Giaû söû x ∫ 0. 
Chöùng minh        x .y   =  0    fl y =   0  .

y = ( x-1). (x .y ) =  ( x-1). 0   =  0. ( x-1)

0.x = 0

y =   0

0 = x +[y+ (-x)] = x +[(-x ) +y] = [x +(-x )] +y = 0 + y = y
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BAØI TOAÙN 6. Cho moät soá thöïc x . Chöùng minh

(-1).x =  - x
(R4) x + (-x) = 0,

x + (-1).x  =  1.x + (-1).x  

1.x + (-1).x  =   [1+ (-1)].x  =   0.x

Ñònh nghóa . Cho hai soá thöïc x vaø y . Ta ñaët
y  - x   = y   + (- x )
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(R10)  " x § y   vaø y § z "   " x § z ",
(R11) " x § y   vaø y § x"   "x = y ",
(R12)     x § y    hoaëc y § x,

(R13)   " x § y vaø z § u "   " x + z  § y + u ",
(R14)   " x § y vaø 0 § u "   " x u  § y u ".

BAØI TOAÙN 7 . Cho hai soá thöïc x vaø y . Chöùng minh 
x § y     ñ 0 § y  - x

x  § y  fl 0 § y  - x 
x   § y 0 § y  - x

x  +  (- x) § (Duøng (R13) )y  + ( - x )

0 § y  - x fl x  § y

0 § y  - x
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BAØI TOAÙN 8 . Cho hai soá thöïc x vaø y . Chöùng minh 
x  § y     fl - y  § - x

(1)                                          x     § y

- y    § - x
x    Ø - y   : - y  =  x  + ( - x  - y )

(1)  vaø (R13)   :        x  + ( - x  - y )    § y + ( - x  - y )
Ñònh nghóa . Cho hai soá thöïc x vaø y ta seõ duøng caùc kyù
hieäu sau :

x ¥ y    neáu vaø chæ neáu y  § x ,  
x > y   neáu vaø chæ neáu " y  § x vaø x  y ",
x < y   neáu vaø chæ neáu " y  ¥ x vaø x  y ".
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Ñònh nghóa . Cho  hai soá thöïc a vaø b ,  sao cho a § b . 
Ta ñaët [a , b ]  =  { x œ — :  a § x § b }

Ñònh nghóa . Cho  hai soá thöïc a vaø b ,  sao cho a < b . 
Ta ñaët

(a , b )   =  { x œ — :  a < x < b }

[a , b )   =  { x œ — :  a § x < b }

(a , b ]   =  { x œ — :  a < x  § b }(- ¶, b )  =  { x œ — :    x < b }

(a , ¶ )    =  { x œ — :  a < x }

[a , ¶)  =  { x œ — :  a § x }

(- ¶ , b ]  =  { x œ — :    x  § b } 
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Cho moät soá thöïc a ta ñaët

Ta goïi | a |  laø trò giaù tuyeät ñoái cuûa a. 

| | ,
.

a a khi a
a khi a




 

RST
0
0

BAØI TOAÙN 9 . Cho moät soá thöïc x . Chöùng minh 

x   § |x |

° Neáu x  ¥ 0   :    | x |  =  x  .

° Neáu x  § 0   :    | x |  =   - x  

Baøi toaùn trôû thaønh : neáu x  § 0  chöùng minh    x  § - x

Duøng baøi toaùn 8 :       x  § 0    fl 0   § - x
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BAØI TOAÙN 10 . Cho moät soá thöïc x . Chöùng minh 

- |x |  § x

° Neáu x  ¥ 0   :    | x |  =  x

Baøi toaùn trôû thaønh : neáu 0 § x chöùng minh   - x  § x 
Duøng baøi toaùn 8 :        0 § x fl - x § 0
° Neáu x  § 0   :    | x |  =   - x  

Baøi toaùn trôû thaønh : neáu x § 0  chöùng minh  - (- x ) § x
BAØI TOAÙN  11 . Cho moät soá thöïc x . Chöùng minh 

≤ x   § | x |

x   § | x |       vaø - x   § | x |
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BAØI TOAÙN 12. Cho hai soá thöïc x vaø y . Chöùng minh 

| x + y |  § | x |  + | y |
° Neáu 0 § x  + y :  | x + y | = x  + y 

Baøi toaùn trôû thaønh : neáu 0 § x  + y    chöùng minh

x  + y   § | x |  + | y |
° Neáu x  + y § 0   :    | x + y |  =   -(x + y ) =  - x - y

Baøi toaùn trôû thaønh : neáu x  + y § 0  chöùng minh  

- x - y § | x |  + | y |
Duøng baøi toaùn 8 , baøi toaùn 9   vaø (R13) 

-x  |-x| = |x| -y  |-y| = |y |
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(R15) — chöùa taäp hôïp caùc soá nguyeân döông Õ vaø caùc soá

nguyeân döông n chính laø 1 + . . . + 1   (n laàn).

(R16) Taäp hôïp caùc soá nguyeân Ÿ  -n : nÕ  0 Õ

chöùa trong —.

(R17) Taäp hôïp caùc soá höõu tæ –  n-1m : nÕ vaø mŸ 

chöùa trong —.
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(R18) (Tính chaát Archimeøde) Neáu x > 0 vaø 0 < y, luùc ñoù
coù moät soá nguyeân döông n   sao cho

y   <   nx .     (hay  n-1y   <  x  )

(R19) (Tính truø maät cuûa – vaø — \ – trong —)  vôùi moïi soá

thöïcx vaø moïi soá thöïc döông  ta tìm ñöôïc p vaø q

trong – vaø r  vaø s trong — \ – sao cho

x -  < p   < x  < q  < x  +  vaø

x -  < r   < x  < s  < x  + .
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Ñònh nghóa . Cho A laø moät taäp con khaùc troáng trong — . 
Ta noùi

 A laø moät taäp bò chaën treân neáu coù moät soá thöïc  sao cho
x  §   x  A ,

luùc ñoù  ñöôïc goïi laø moät chaën treân cuûa A .

 A  laø moät taäp bò chaën döôùi neáu coù moät soá thöïc b sao cho
b § x  x  A ,

luùc ñoù b ñöôïc goïi laø moät chaën döôùi cuûa A

 A  laø moät taäp bò chaën neáu A  laø moät taäp bò chaën treân vaø
bò chaën döôùi
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Thí duï 1 . Cho hai soá thöïc a vaø b,  sao cho a < b . Ta 
thaáy

(- ¶, b )    laø moät taäp bò chaën treân , 

(a , ¶ )     laø moät taäp bò chaën döôùi , 

[a , ¶)     laø moät taäp bò chaën döôùi

(- ¶ , b ]   laø moät taäp bò chaën treân ,

(a , b )        laø moät taäp bò chaën ,

[a , b )      laø moät taäp bò chaën ,

(a , b ]      laø moät taäp bò chaën .
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(R20)  Neáu A  laø moät taäp con khaùc troáng vaø bò chaën treân
trong —,  luùc ñoù coù moät soá thöïc m0    sao cho

(i)                  x    § m0                                            " x  œ A ,

(ii)   Neáu coù moät b   trong — sao cho x   § b    vôùi
moïi x  œ A , thì

m0   § b

Luùc ñoù ta goïi m0   laø chaän treân nhoû nhaát cuûa A vaø
kyù hieäu m0 laø sup A .
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(R21)  Neáu A  laø moät taäp con khaùc troáng vaø bò chaën döôùi
trong —,  luùc ñoù coù moät soá thöïc k0    sao cho

(i)                       k0 § x " x  œ A ,

(ii)   Neáu coù moät b   trong — sao cho b  § x    vôùi moïi
x  œ A , thì

b  § k0

Luùc ñoù ta goïi k0   laø chaän döôùi lôùn nhaát cuûa A vaø
kyù hieäu k0 laø inf A .
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Baøi toaùn 13 .  Cho A laø khoaûng (0,1). Chöùng minh  
sup A = 1

(i)                  x    § m0                                            " x  œ A ,

(ii)   Neáu coù moät b   trong — sao cho x   § b    vôùi
moïi x  œ A ,  thì m0   § b

Luùc ñoù ta goïi m0   laø chaän treân nhoû nhaát cuûa A vaø
kyù hieäu m0 laø sup A .

(i)                  x    § 1 " x  œ (0 , 1) ,

(ii)   Neáu coù moät b   trong — sao cho x  § b    vôùi moïi
x  œ (0 , 1) ,         thì 1 § b
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∏ b œ (0 , 1)     :         choïn x  = 2 -1(1 + b) 

(ii)   Neáu coù moät b   trong — sao cho x   § b    vôùi moïi
x  œ (0 , 1) ,   thì 1 § b 

fix   § b    " x  œ (0 , 1) 1 § b

Ñaûo ñeà :     “ P  fi Q  ” ‹ “ ~ Q  fi ~ P  ”

b < 1 fi $ x  œ (0 , 1)     sao cho b <  x

b < 1 fi Tìm moät x  œ (0 , 1)     sao cho b <  x

∏ b œ (- ¶ , 0 ]    :        choïn x  = 2 -1  

b

0 1



GIAI TICH 1 - CHUONG 4 161

Baøi toaùn 14 .  Cho  A laø taäp hôïp { n-1 : n œ Õ }. Chöùng
minh 

inf A  =  0 

(i)                       k0 § x " x  œ A ,
(ii)   Neáu coù moät b   trong — sao cho x   § b    vôùi
moïi x  œ A ,  thì b § k0 

Luùc ñoù ta goïi k0  laø chaän döôùi lôùn nhaát cuûa A vaø kyù
hieäu k0 laø inf A .

(i)                0 § x " x  œ A  ,
(ii)   Neáu coù moät b   trong — sao cho b   § x    vôùi
moïi x  œ A ,   thì b § 0 
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(ii)   Neáu coù moät b   trong — sao cho b   § x    vôùi moïi
x  œ A ,              thì b § 0

fi

b   § n-1 " n  œ Õ

b § 0

Ñaûo ñeà :     “ P  fi Q  ” ‹ “ ~ Q  fi ~ P  ”

fi $ n  œ Õ n-1 <  b

0 < b

(R18) (Tính chaát Archimeøde) Neáu x  > 0 vaø 0 < y, luùc
ñoù coù moät soá nguyeân döông n   sao cho

y   <   nx .     (hay  n-1y   <  x  )
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Cho A laø moät taäp bò chaän treân trong — vaø M œ — . 
Ñeå chöùng minh   sup  A    § M   ,    ta coù theå laøm nhö sau
Chöùng minh     x    § M                             " x  œ A  .

Baøi toaùn 15 . Cho c laø moät soá thöïc döông vaø B 
laø moät taäp con  bò chaën treân khaùc troáng cuûa —.  
Ñaët cB = cy : y  B  . Chöùng minh  

sup cB = c sup B

Ñaët A = cB vaø M  = c sup B .  Ta phaûi chöùng minh

∏ sup A  § M

∏ M   § sup A 
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Chöùng minh       cy    § c sup B                  " y  œ B .

y    § sup B                   " y  œ B .

Ñaët A = cB vaø M  = c sup B .  Ta phaûi chöùng minh

∏ sup A  § M

∏ M   § sup A 

cB = cy : y  B  . Chöùng minh  sup cB = c sup B

c y    § csup B  = M              " y  œ B .

Chöùng minh     x    § c sup B                   " x  œ A = cB .

Chöùng minh     sup A  § M
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Ñaët E = cB vaø d  = c-1 . Ta coù B  = d E

sup d E § dsup E 

Ñaët A = cB vaø M  = c sup B .  Ta phaûi chöùng minh

M   § sup A 

cB = cy : y  B  . Chöùng minh  sup cB = c sup B

Ta phaûi chöùng minh c sup B § sup cB

Ta ñaõ chöùng minh sup cB § c sup B
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Baøi toaùn 16.  Cho A laø moät taäp khaùc troáng vaø bò chaën
treân trong — vaø c =  sup A.  Cho  laø moät soá thöïc döông. 
Chöùng minh c -  khoâng laø moät chaën treân cuûa A.

(i)                  x    § m0                                            " x  œ A ,
(ii)   Neáu coù moät b   trong — sao cho x   § b    vôùi
moïi x  œ A ,   thì m0   § b

Luùc ñoù m0   =  sup A .

(i)                  x    § c " x  œ A  ,
(ii)   Neáu coù moät b   trong — sao cho x   § b    vôùi
moïi x  œ A ,           thì c § b

neáu c -  laø moät chaën treân cuûa A : c  c - 
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Baøi toaùn 17.  Cho A laø moät taäp khaùc troáng vaø bò chaën
treân trong — vaø c laø moät chaën treân cuûa A. Giaû söû vôùi moïi
soá thöïc döông  ta coù moät x   A sao cho c -  < x . 
Chöùng minh     c =  sup A

(i)            x    § m0                                            " x  œ A ,
(ii)   Neáu coù moät b   trong — sao cho x   § b    vôùi
moïi x  œ A ,   thì m0   § b

Luùc ñoù m0   =  sup A .

(i)                  x    § c " x  œ A  ,

(ii)   Neáu coù moät b   trong — sao cho x   § b    vôùi
moïi x  œ A ,           thì c § b
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(ii)   Neáu b   laø moät chaën treân cuûa A ,  thì c § b 

fi
b   laø moät chaën treân cuûa A

c § b

Ñaûo ñeà :     “ P  fi Q  ” ‹ “ ~ Q  fi ~ P  ”

b < c fi b  khoâng laø moät chaën treân cuûa A

b < c fi Tìm moät x  œ A sao cho b <  x
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"  > 0    ta coù moät x   A sao cho c -  < x

b < c
fi Tìm moät x  œ A sao cho b <  x

b khoâng coøn laø moät chaën treân cuûa A

b c-

2

x A
c1

2 ( )c b  
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DAÕY  VAØ CHUOÃI  SOÁ THÖÏC
CHÖÔNG NAÊM

Ñeå xaây döïng moät raøo ngaên khaùn
giaû traøn vaøo saân thi ñaáu boùng ñaù, 
ta caàn tính chu vi  p  cuûa moät hình
nhö beân caïnh. Hình naøy goàm hai
cung troøn vaø hai ñoaïn thaúng, moãi
cung laø moät phaàn tö cuûa moät
ñöôøng troøn coù baùn kính 60 meùt.

60
a

b

b

a

Duøng caùc coâng thöùc ñôn giaûn ta tính ñöôïc
(60 120 2) meùtp  
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Neáu baïn hoïc toaùn ñeå ñaït huy chöông Field, thì coâng
thöùc treân quaù toát. Nhöng khi ñöa vaøo caùc ñeà aùn thi coâng
thöïc teá, chuùng ta phaûi duøng moät trong caùc giaù trò cuûa p
nhö sau

p= 603,14 + 120 1,41 ;    
p = 603,141 + 120 1,414 ;
p = 603,1416 + 120 1,4142 .

Nhö vaäy trong thöïc teá, moät soá soá thöïc thöôøng ñöôïc thay
theá baèng caùc giaù trò xaáp xó cuûa chuùng. 
Thí duï , ngöôøi thöôøng ñoàng nhaát  vôùi moät trong caùc soá

{3,14; 3,141; 3,1416}, vaø vôùi moät trong caùc soá
{1,41; 1,414; 1,4142}

2
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Ñònh nghóa . Cho f laø moät aùnh xaï töø Õ vaøo — ,  ñaët
an = f(n) vôùi moïi n  Õ , ta noùi an laø moät daõy soá thöïc. 

Thí duï 1.   {sin(n3 + 2n)} laø moät daõy soá thöïc

Thí duï 2. Ñaët a1 = 3,14,  a2 = 3,141, a3 = 3,1415 , 

a4 = 3,14159 , a5 = 3,141592 , a6 = 3,1415926 , 

a7 = 3,14159265 ,  a8 = 3,141592653 , a9 = 3,1415926535 , 
. . . .   Ñaây laø daõy soá giuùp chuùng ta choïn caùc giaù trò gaàn
ñuùng cuûa soá p theo caùc sai soá cho pheùp trong caùc tính
toaùn cuï theå .

Nay ta xem caùch moâ hình yù töôûng treân cuûa caùc nhaø toaùn
hoïc .
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Ñònh nghóa . Cho  {xn } laø moät daõy soá thöïc vaø moät soá
thöïc a.
Ta noùi daõy { xn } hoäi tuï veà a neáu vaø chæ neáu

  > 0     N()   Õ sao cho

| xn - a |   <     n >  N()

a

x


a- a+



x xx x x x x x x
37 23 45 N( )+m N( )+1 N( )+k1

Ta xem moâ hình toaùn hoïc cuûa yù töôûng ñoàng nhaát moät soá
thöïc a vôùi moät daõy caùc giaù tri xaáp xó cuûa noù nhö sau
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Baøi toaùn 18. Chöùng minh  {n-1} hoäi tuï veà 0  . 

  > 0     N()   Õ sao cho

| xn - a |   <     n >  N()
Cho moät  > 0   tìm moät N()   Õ sao cho

| xn - a |   <     n >  N()

0


- 


1
2

1
3

1
4N k( )+

1
N( )+1

1

Chuùng ta neân moâ hình toaùn hoïc nhö sau : ñaët xn = n-1 vôùi
moïi soá nguyeân döông, vaø chöùng minh {xn} hoäi tuï veà 0.  
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Cho moät  > 0   tìm moät N()   Õ sao cho
| xn - a |   <     n >  N()

Cho moät  > 0   tìm moät N()   Õ sao cho
| n-1 - 0  |   <     n >  N()

Cho moät  > 0   tìm moät N()   Õ sao cho
n-1 <   n >  N()

Cho moät  > 0   tìm moät N()   Õ sao cho
-1 < n  n >  N()

0


- 


1
2

1
3

1
4N k( )+

1
N( )+1

1
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Cho moät  > 0   tìm moät N()   Õ sao cho
 -1 <   n  n >  N()

(R18) (Tính chaát Archimeøde)  Neáu x  > 0 vaø 0 < y, luùc
ñoù coù moät soá nguyeân döông N   sao cho

y   <   Nx .     (hay  N -1y   <  x  )

y =  -1 vaø x =1 

Coù moät soá nguyeân döông N() :     -1 < N() .1

Cho moät  > 0   coù N()   Õ sao cho
 -1 <   n  n >  N()

 -1 < N() .1 < n  n >  N()
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Baøi toaùn 19. Cho  {xn } laø moät daõy soá thöïc sao cho coù
moät soá thöïc döông C  ñeå cho

| xn |   § n-1C                   n  Õ . 
Chöùng minh   {xn } hoäi tuï veà 0 .

Cho moät  > 0   tìm moät N()   Õ sao cho
| xn - 0  |   <     n >  N()

Cho moät  > 0   tìm moät N()   Õ sao cho
| xn |   <     n >  N()

Cho moät  > 0   tìm moät N()   Õ sao cho
n-1C   <     n >  N()

Cho moät  > 0   tìm moät N()   Õ sao cho
-1C   < n       n >  N()
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Baøi toaùn 20. Chöùng minh {2-n}  hoäi tuï veà 0 . 

Chöùng minh coù moät soá thöïc C sao cho

| xn | § n-1  n  Õ . 
Pn :  n  § 2 n    n  Õ ( 2-n    § n-1 ; 2-k - n § 2-k .n-1 )
P1  :     1 § 2 1  =  2           ñuùng

Pn ñuùng :      n  § 2 n

Pn+1  :     n  +1   § 2 n+1

n  +1  =  ( n )  +  1 § 2 n + 1 § 2 n + 2 n § 2. 2 n = 2 n+1

Chuùng ta moâ hình toaùn hoïc nhö sau : ñaët
xn = 2-n  n  Õ . 

Chöùng minh {xn }  hoäi tuï veà 0 .
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’>0, M(’)Õ sao cho

|xn - a | § ’  n > M(’) 

 > 0  N()Õ sao cho

| xn - a | <   n > N()
?


 > 0  N()Õ sao cho

| xn - a | <   n > N()

 > 0  N()Õ sao cho

| xn- a| §   n >  N()
?



’>0  M(’)Õ sao cho

|xn - a | § ’  n > M(’) 

 > 0  N()Õ sao cho

| xn - a | <   n > N()

’>0  M(’)Õ sao cho

|xn - a | § ’  n > M(’) 

 > 0  N()Õ sao cho

| xn - a | <   n > N() 
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’>0  M(’)Õ sao cho

|xn - a | § ’  n > M(’) 

 > 0  N()Õ sao cho

| xn - a | <   n > N() 

Cho moät ’ > 0  ta coù moät M(’)   Õ sao cho

| xn - a |   § ’  n > M(’) 

Cho moät  > 0    tìm N()   Õ sao cho

| xn - a |   <     n >  N()
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Cho moät ’ > 0    ta coù moät M(’)   Õ sao cho

| xn - a |   § ’  n >  M(’)

Cho moät  > 0    tìm N()   Õ sao cho

| xn - a |   <   n >   N() 

Cho , ñaët ’ =     , ta coù M(’) , ñaët

N() =  M(’) = M(    ) 

1
2

1
2

<     1
2

Cho moät  > 0    tìm N()   Õ sao cho

| xn - a |     n >   N() 1
2 
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 > 0  N()Õ sao cho

| xn - a | <   n > N()

 > 0  N()Õ sao cho

| xn- a| <   n  N()
?


 > 0  N()Õ sao cho

| xn - a | <   n > N()

 > 0  N()Õ sao cho

| xn- a| §   n  N()
?


’>0  M(’) sao cho

|xn - a | < ’  n  M(’) 

 > 0  N()Õ sao cho

| xn - a | <   n > N()
?


n > N()   n  N() + 1 

Baøi taäp töï laøm
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Ñònh nghóa .  Cho  g laø moät aùnh xaï töø taäp hôïp caùc soá
nguyeân döông Õ vaøo Õ . Ñaët

nk =  g(k)  k  Õ . 

Ta  duøng {nk } thay cho {xn } vì ta thöôøng kyù hieäu caùc
soá nguyeân döông laø n

g(k) = 12    k  Õ nk = 12         k  Õ

g(k) = k2 - 8k+100  k  Õ nk = k2 -8k + 100  k  Õ

g(k) = 3k  k  Õ nk = 3k   k  Õ

g(k) = k  k  Õ nk = k  k  Õ
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f

g

f go







Cho   g laø moät
aùnh xaï töø Õ vaøo
Õ vaø f laø moät
aùnh xaï töø Õ vaøo
—.  Ñaët

xn =  f(n)  n œ Õ

bk = fog(k)  k œÕ

Ta thaáy fog cuõng laø moät aùnh xaï töø Õ vaøo — . 
Vaäy {xn} vaø {bk} laø caùc daõy soá thöïc .
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Cho   { xn } laø moät daõy soá thöïc vaø moät soá thöïc a . 
Ta noùi daõy { xn } hoäi tuï veà a neáu vaø chæ neáu

  > 0     N()  Õ sao cho

| xn - a | <    n >  N()

Cho   g laø moät aùnh xaï töø Õ vaøo Õ vaø f laø moät aùnh xaï
töø Õ vaøo —.  Ñaët

xn =  f(n)  n œ Õ .

bk =  fog(k)  k œ Õ .

bk =                          k œ Õxg k( )

k     § g(k)                  k œ Õ
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Ta noùi {bk} laø
moät daõy con cuûa
{xn} neáu g
taêng nghieâm
caùch. Luùc ñoù ta
kyù hieäu

bk =  
kn

x

(  bn =  fog(n) = bn =  f (g(n) ) =  f(nk )  )

Neáu g taêng
nghieâm caùch thì
k § g(k)   k œ Õ

f

g

f go
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Neáu g(n) = 5n+3 ta kyù hieäu laø x5n+3
k
nx

Neáu g(n) = 2n ta kyù hieäu laø x2nk
nx

Neáu g(n) = 2n+1 ta kyù hieäu laø x2n+1k
nx
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Baøi toaùn 21.  Cho moät daõy soá thöïc {an}. Chöùng minh  
ba ñieàu sau ñaây töông ñöông
(1) {an} hoäi tuï veà a   trong — .

(2) {an  - a } hoäi tuï veà 0   trong — .
(3) {|an  - a |} hoäi tuï veà 0   trong — .

  > 0     N()   Õ sao cho
| xn - a | <    n >  N()

 ’ > 0     M(’)   Õ sao cho
| (xm - a ) - 0 | <    m >  M(’)

 ” > 0     K(”)   Õ sao cho
| |xk - a | - 0 | <    k > K(”) 
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  > 0     N()   Õ sao cho
| xn - a | <    n >  N()

 ’ > 0     M(’)   Õ sao cho
| (xm - a ) - 0 | <    m >  M(’)

 ” > 0     K(”)   Õ sao cho
| |xk - a | - 0 | <    k > K(”) 

  > 0     N()   Õ sao cho
| xn - a | <    n >  N()

 ’ > 0     M(’)   Õ sao cho
| (xm - a ) |  = | xm - a | <    m >  M(’)
 ” > 0     K(”)   Õ sao cho

| |xk - a | |   = |xk - a |  <    k > K(”) 
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Ñeå tính chuùng ta thöôøng laøm nhö sau
s= 3,14 + 1,41  hoaëc
s = 3,141 + 1,414  hoaëc
s = 3,1416 + 1,4142 . . . 

2s  

Ñaët a1 = 3,14,  a2 = 3,141, a3 = 3,1415 , a4 = 3,14159 , 
a5 = 3,141592 , a6 = 3,1415926 , a7 = 3,14159265 ,  
a8 = 3,141592653 , a9 = 3,1415926535 , . . . ., 
b1 = 1.41,  b2 = 1.414, b3 = 1.4142 , b4 = 1.41421 , 
b5 = 1.414213 , b6 = 1.4142135 , b7 = 1.41421356 ,  
b8 = 1.414213562 , b9 = 1.4142135623 , . . . ., 

Ta thöû moâ hình toaùn hoïc cho vieäc laøm thoâng thöôøng naøy
nhö sau. 
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Ta thaáy caùc daõy soá {an} vaø {bn} laàn löôït laø caùc daõy caùc
soá xaáp xó  vaø , hay {an} vaø {bn} laàn löôït hoäi tuï  vaø2 2

Nay ta ñaët
s1 = a1+ b1 , 
s2 = a2 + b2 ,
s3 = a3 + b3 ,
s4 = a4 + b4 ,
s5 = a5 + b5 ,

. . .
Theo caùch laøm thoâng thöôøng, chuùng ta chaáp nhaän {sn} laø
daõy soá thöïc xaáp xó cho soá . Chuùng ta seõ chöùng
minh vieäc chaáp nhaän naøy laø ñuùng theo baøi toaùn sau.

2s  
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Baøi toaùn 22.   Cho  hai soá thöïc a vaø b vaø hai daõy soá
thöïc {an} vaø {bn} . Giaû söû {an} hoäi tuï veà a vaø {bn}
hoäi tuï veà b . Ñaët c = a +b vaø cn = an + bn vôùi moïi soá
nguyeân döông n . Chöùng minh {cn} hoäi tuï veà c . 
Cho moät  > 0   ta coù N()   Õ sao cho

| an - a | <    n >  N()
Cho moät ’ > 0   ta coù M(’)   Õ sao cho

| bm - a | <  ’  m >  M(’)
Cho moät ” > 0   tìm K(”)   Õ sao cho

| ck - c | <  ”  k >  K(”)
Cho moät ” > 0   tìm K(”)   Õ sao cho

| (ak+ bk) - (a +b )| <  ”  k >  K(”)
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Cho moät  > 0   ta coù N()   Õ sao cho

| an - a | <    n >  N()

Cho moät ’ > 0   ta coù M(’)   Õ sao cho

| bm - b | <  ’  m >  M(’)
Cho moät ” > 0   tìm K(”)   Õ sao cho

| (ak + bk) - (a +b )| <  ”  k >  K(”)

(ak + bk) - (a +b )  =   (ak - a) + (bk -b )

|(ak + bk) -(a +b )|  § | ak - a | + | bk - b |

|(ak + bk) -(a+b )|  < +’  k >  N() vaø k >  M(’)
|(ak + bk) -(a+b )|  < +’  k >  max {N(), M(’) }
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Cho moät ” > 0   tìm K(”)   Õ sao cho

| (ak + bk) - (a +b )| <  ”  k >  K(”)

|(ak + bk) -(a+b )| < + ’  k >  max { N() , M(’) }

Cho moät ” > 0 , choïn
 = ’ =      ”1

2 vaø K(”)  = max { N() , M(’) }
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Baøi toaùn 23.   Cho  hai soá thöïc a vaø b vaø hai daõy soá
thöïc {an} vaø {bn} . Giaû söû {an} hoäi tuï veà a vaø {bn}
hoäi tuï veà b . Ñaët c = a.b vaø cn = an.bn vôùi moïi soá
nguyeân döông n . Chöùng minh {cn} hoäi tuï veà c . 
Cho moät  > 0   ta coù N()   Õ sao cho

| an - a | <    n >  N()
Cho moät ’ > 0   ta coù M(’)   Õ sao cho

| bm - a | <  ’  m >  M(’)
Cho moät ” > 0   tìm K(”)   Õ sao cho

| ck - c | <  ”  k >  K(”)
Cho moät ” > 0   tìm K(”)   Õ sao cho

| ak .bk – a.b | <  ”  k >  K(”)
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Cho moät  > 0   ta coù N()   Õ sao cho
| an - a | <    n >  N()

Cho moät ’ > 0   ta coù M(’)   Õ sao cho
| bm - b | <  ’  m >  M(’)

Cho moät ” > 0   tìm K(”)   Õ sao cho
| ak .bk - a.b | <  ”  k >  K(”)

ak .bk - a.b =   (ak - a)bk + a(bk -b )
|ak .bk -a.b|  § | ak - a ||bk| + |a|| bk - b |
|ak .bk – a.b|  < |bk|+ |a|’  k >  N() vaø k >  M(’)
Xöû lyù |bk| |bk|  | bk -b| + |b| < ’ + |b|   k >  M(’)

|ak .bk– a.b| <  ’ + |b|+ |a|’  k >  N() vaø k >  M(’)
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Cho moät  > 0   ta coù N()   Õ sao cho
| an - a | <    n >  N()

Cho moät ’ > 0   ta coù M(’)   Õ sao cho
| bm - b | <  ’  m >  M(’)

Cho moät ” > 0   tìm K(”)   Õ sao cho
| ak .bk - a.b | <  ”  k >  K(”)

|ak .bk – a.b|  < ”  k > K(”) = max{N(),M(’)}

Giaûi phöông trình x2 + (|b|+ |a|)x = ”
2(| | | |) 4 " | | | |Ñaët ' 0

2
a b a b

x
     

   

|ak .bk– a.b| <  ’ + |b|+ |a|’  k >  N() vaø k >  M(’)
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Cho  > 0, coù N()  Õ sao cho | an - a| <   n >  N()
Cho ’ > 0, tìm M(’) Õ sao cho | cm - a-1| < ’ m
>M(’)

Baøi toaùn 23b.   Cho soá thöïc a khaùc khoâng vaø daõy soá
thöïc {an} sao cho an khaùc khoâng vôùi moïi n . Giaû söû
{an} hoäi tuï veà a. Ñaët vôùi moïi soá nguyeân
döông n . Chöùng minh {cn} hoäi tuï veà a-1 . 

1
n nc a

1 1 1 m
m

m m

a a
c a

a a a a
 

    Xöû lyù 1

ma a
| |Ñaët
2
a 

0 |a||a |m

|a|
2 =|a|- |a|+

Coù N()  Õ sao cho | an - a| <   n >  N() 
| an|  |a| - | a - an |  > 
|a| -  = 2-1|a|                       
 n >  N()
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Cho  > 0, coù N()  Õ sao cho | an - a| <   n >  N()
Cho ’ > 0, tìm M(’) Õ sao cho | cm - a-1| < ’ m
>M(’)1 1 1 m

m
m m

a a
c a

a a a a
 

    Xöû lyù 1

ma a
| |Ñaët
2
a 

Coù N()  Õ sao cho | an - a| <   n >  N() 

| an|  |a| - | a - an |  > |a| -  = 2-1|a|          n >  N()

1
2 2

2 | | 2| | | | max{ ( ), ( )}
| | | |

m n
m

m

a a a a
c a m N N

a a a a
    

     



GIAI TICH 1 - CHUONG 5 200

Baøi toaùn 24.   Cho  moät soá thöïc a vaø ba daõy soá thöïc
{an}, {bn} vaø {xn} . Giaû söû
(i)   an  § xn § bn vôùi moïi soá nguyeân döông n .
(ii) {an} vaø {bn} hoäi tuï veà a  . 
Chöùng minh {xn} hoäi tuï veà a . 

Cho moät  > 0   ta coù N()   Õ sao cho
| an - a | <    n >  N()

Cho moät ’ > 0   ta coù M(’)   Õ sao cho
| bm - a | <  ’  m >  M(’)

Cho moät ” > 0   tìm K(”)   Õ sao cho
| xn - a |  <  ”  k >  K(”)



GIAI TICH 1 - CHUONG 5 201

Cho moät  > 0   ta coù N()   Õ sao cho
| an - a | <    n >  N()

Cho moät ’ > 0   ta coù M(’)   Õ sao cho
| bm - a | <  ’  m >  M(’)

Cho moät ” > 0   tìm K(”)   Õ sao cho
| xk - a |  <  ”  k >  K(”)

|xk - a|  = |xk - ak +   ak - a |  § | xk - ak | +  | ak - a |
(i) ak § xk § bk fl | xk - ak |  § | bk - ak |

an                                           xn bn

|xk - a|  <   ’ +   2  k >  N()  vaø k >  M(’)

|xk-a| § | bk-ak | +| ak - a | § | bk-a | + | ak - a |+ | ak - a |
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Baøi toaùn 26.  Cho hai daõy soá thöïc {an}vaø{bn}sao cho
[an  , bn ]   Õ [am  , bm ]     " m , n œ Ù ,  m  § n .

Chöùng minh sup infn na b
nn


 

Baøi toaùn 25.  Cho hai taäp con khaùc troáng A vaø B trong
—. Giaû söû x § y " x œ A , " y œ B .
Chöùng minh       sup A  § inf B

Chöùng minh           x  § inf B             " x œ A

" x œ A  , chöùng minh            x § y " y œ B . 

Chöùng minh           an  § bm " m , n œ Ù
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Chöùng minh           an § bm " m , n œ Ù

[an  , bn ]   Õ [am  , bm ]             " m , n œ Ù ,  m § n .
[as  , bs ]   Õ [ar , br ]                " r , s œ Ù ,  r  § s .

∏ m § n   :   r = m  vaø s = n       [an  , bn ]   Õ [am  , bm ]

an œ [an  , bn ]     fl an   œ [am  , bm ] . Vaäy an § bm

∏ n § m   :   r = n  vaø s = m    [am  , bm ]   Õ [an  , bn ]

bm œ [am  , bm ]     fl bm œ [an  , bn ]  . Vaäy an § bm

a bm na bmn

a bm na bmn
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Baøi toaùn 27.  Cho hai daõy soá thöïc {an}vaø{bn}sao cho
[an  , bn ]   Õ [am  , bm ]     " m , n œ Ù ,  m  § n .

Chöùng minh [ sup , inf ] [ , ]n n k ka b a b
nn k


  



?
[ sup , inf ] [ , ]n n k kx a b x a b k

nn
    





?

sup infn n k ka x b a x b k
nn

      





Chöùng minh [ sup , inf ] [ , ]n n k ka b a b k
nn
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Baøi toaùn 28.  Cho hai daõy soá thöïc {an}vaø{bn} sao cho
(i)       [an  , bn ]   Õ [am  , bm ]     " m , n œ Ù ,  m  § n .
(ii)      limkØ¶ ( bk - ak )  =   0 .

Chöùng minh  sup infn na b
nn


 

0 § infm œ Ù bm - supn œ Ù an   § bk - ak " k œ Ù

Cho moät  > 0   ta coù N()   Õ sao cho
| bn - an  - 0 |   <    n >  N()
0 § infm œ Ù bm - supn œ Ù an   §    > 0 

Neáu 0 < infm œ Ù bm - supn œ Ù an , ñaët inf supm mm m
b a

 
 

 

an bn
sup a

kk
inf 

k
bk
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Baøi toaùn 29. Cho hai daõy soá thöïc {an} vaø{bn}sao cho
(i)     [an  , bn ]   Õ [am  , bm ]     " m , n œ Ù ,  m  § n .
(ii)          limkØ¶ ( bk - ak )  =   0

Chöùng minh   limkØ¶ ak = limkØ¶ bk = supn œ Ù an

an bn
sup a

kk
inf 

k
bk

Cho moät  > 0   ta coù N()   Õ sao cho
| bn - an  - 0 |   <    n >  N()

Cho moät ’ > 0   tìm M(’)   Õ sao cho
| an  - supn œ Ù an |   <  ’  n >  M(’)

| an - sup n œ Ù an |   < | bn - an |  <    n >  N()
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Baøi toaùn 30. Cho ba daõy soá thöïc {an}, {bn} vaø{xn}sao
cho
(i)     [an  , bn ]   Õ [am  , bm ]      " m , n œ Ù ,  m  § n ,
(ii)          limkØ¶ ( bk - ak )  =   0 ,
(iii)   xn [an , bn ]              " n œ Ù .
Chöùng minh {xn} laø moät daõy hoäi tuï. 

limkØ¶ ak = limkØ¶ bk = supn œ Ù an (baøi toaùn 29)

an  xn  bn " n œ Ù .
an xn bn

sup
n

an
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Cho {xn} laø moät daõy soá thöïc.  Cho J laø moät taäp con 
trong Õ vaø J coù voâ haïn phaàn töû . 

Duøng qui naïp toaùn hoïc ta ñaët
n1 =   min J

n2 =   min  J \ [ 0 , n1] 
n3 =   min  J \ [0 , n2]

nk+1 =   min  J \ [0 , nk ]         " k œ Õ

Ta thaáy {nk } laø moät daõy ñôn ñieäu taêng trong Õ

Vaäy laø moät daõy con cuûa daõy {xn} }{
knx
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Baøi toaùn 31. Cho moät aùnh xaï f töø  vaøo taäp {1,2, . . , 9}
Ñaët xn = f(n) vôùi moïi soá nguyeân döông n. Tìm moät daõy
con             cuûa {xn} sao cho hoäi tuï . { }nk

x { }nk
x

Ñaët Im = {n   : xn = m} vôùi moïi m  {1,2, . . , 9}. 

1 2 9I I I   
Coù r  {1,2, . . , 9} sao cho Ir laø taäp coù voâ haïn phaàn töû
Ñaët J =  Ir vaø laäp daõy töông öùng vôùi J . { }nk

x

Vì nk J =  Ir ,                   vôùi moïi soá nguyeân döông k . 

Cho  > 0 , ta thaáy : 
nk

x r
| | 0 1.nk
x r k    

lim nkk
x r
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Cho {xn} laø moät daõy soá thöïc.  Cho {Jn} laø moät hoï
ñeám ñöôïc caùc taäp con trong Õ . Giaû söû Jn coù voâ haïn
phaàn töû vaø Jn+1 Õ Jn vôùi moïi soá nguyeân döông n . 

Ta thaáy {nk } laø moät daõy ñôn ñieäu taêng trong Õ

Vaäy laø moät daõy con cuûa daõy {xn}}{
knx

Duøng qui naïp toaùn hoïc ta ñaët

n1 =   min J1

n2 =   min  J2 \ [ 0 , n1] 

n3 =   min  J3 \ [0 , n2]

nk+1 =   min  Jk+1 \ [0 , nk ]         " k œ Õ
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Ñònh lyù 6.1 (Bolzano- Weierstrass) Cho a vaø b laø hai soá

thöïc vaø xn laø moät daõy soá thöïc . Giaû söû a  < b vaø
xn  [a,b]  vôùi moïi soá nguyeân n. Luùc ñoù coù moät daõy con 

cuûa daõy xn sao cho hoäi tuï veà x  [a, b].{ }xn
k

{ }xn
k
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Ñònh lyù (Bolzano- Weierstrass) Cho a vaø b laø hai soá

thöïc vaø xn laø moät daõy soá thöïc . Giaû söû a  < b vaø
xn  [a, b]  vôùi moïi soá nguyeân n  Õ . Luùc ñoù coù moät
daõy con cuûa daõy xn sao cho hoäi tuï veà x 
trong [a, b].

{ }xn
k

{ }xn
k

J’  = {   n     :1 x         }n J” = {   n     :1 x         }n
Vì J’1  J”1 =  . Neân moät trong hai taäp J’1 vaø J”1 phaûi
coù voâ haïn phaàn töû. Ta giaû söû J’2 coù voâ haïn phaàn töû . 
Ñaët [ , ]=      , ta coù a b1 1 [ , ]  [ , ]  vaø ( - ) = 2 ( - ) a b a b b a b a1 1 1 1   -1



GIAI TICH 1 - CHUONG 5 213

Vì J’2  J”2 = J”1 . Neân moät trong hai taäp J’2 vaø J”2
phaûi coù voâ haïn phaàn töû. Ta giaû söû J”2 coù voâ haïn phaàn töû . 
Vaø ñaët J2 = J”2 .

J   = ” {   n  J’  :2 x         }n1J   = ’ {   n  J’  :2 x         }n1

Ñaët [ , ] =        a b2 2

Ta coù : J2  J1 , [a2 ,b2]  [a1 ,b1] , vaø (b2 - a2) = 2-2 (b- a) 

J’  = {   n     :1 x         }n J” = {   n     :1 x         }n
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Vì J’3  J”3 = J”2 . Neân moät trong hai taäp J’3 vaø J”3
phaûi coù voâ haïn phaàn töû. Ta giaû söû J”3 coù voâ haïn phaàn töû . 
Vaø ñaët J3 = J”3 .

Ta coù : J3  J2  J1 , [a3 ,b3]  [a2 ,b2]  [a1 ,b1] , vaø

(b3 – a3) = 2-3 (b- a) 

J   = ” {   n  J’  :2 x         }n1J   = ’ {   n  J’  :2 x         }n1

Ñaët [ , ] =        a b3 3

J  =3” {n  J   2” : xn J  =3’ {n  J   2” : xn 
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Vì J’4  J”4 = J”3 . Neân moät trong hai taäp J’4 vaø J”4
phaûi coù voâ haïn phaàn töû. Ta giaû söû J’4 coù voâ haïn phaàn töû . 
Vaø ñaët J4 = J’4 .

Ta coù :  J4  J3  J2  J1 , 
[a4 ,b4]  [a3 ,b3]  [a2 ,b2]  [a1 ,b1] ,    vaø
(b4 – a4) =  2-4 (b- a) 

J  =3” {n  J   2” : xn J  =3’ {n  J   2” : xn 
J  =4’ {n  J   3” : xn  J  =4” {n  J   3” : xn 

Ñaët [ , ] =        a b4 4
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xn  [a, b]  vôùi moïi soá nguyeân n  Õ . Luùc ñoù coù moät
daõy con cuûa daõy xn sao cho hoäi tuï veà x 
trong [a, b].

{ }
knx { }

knx

Duøng qui naïp toaùn hoïc, ta tìm ñöôïc caùc soá thöïc a1 , . . . , 
an , . . . , b1 , . . . , bn , . . . sao cho an < bn  n vaø
 [a,b]  [a1 ,b1]  [a2 ,b2]  . . . [an ,bn]  . . .
 (bn – an) =  2-n (b- a)     n ,
 Neáu ñaët Jn = {n  : xn [an ,bn] }, thì Jn coù voâ haïn

phaàn töû vaø J1  J2  J3  . . .  Jn  . . . .
Luùc ñoù lim lim sup{ : }n n nn n

a b x a n
 

   

Choïn daõy con             cuûa {xn}sao cho nk  Jk ,  k . 
Ta coù . Vaäy

{ }
knx

kk n ka x b  lim
knk

x x
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Ñònh nghóa . Cho  { xn } laø moät daõy soá thöïc . Ta noùi daõy
{ xn } laø moät daõy Cauchy neáu vaø chæ neáu
  > 0     N()  Õ sao cho

| xn - xm | <    n > m >  N()
Baøi toaùn 32. Cho { xn } laø moät daõy soá thöïc hoäi tuï veà
a. Chöùng minh { xn } laø moät daõy Cauchy .
  > 0     N()  Õ sao cho

| xn - a | <    n >  N()
  > 0     N()  Õ sao cho

| xn - xm | <    n > m >  N()
 ’ > 0     M(’)  Õ sao cho

| xn - xm | <  ’  n > m >  M(’)
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Cho   { xn } laø moät daõy soá thöïc hoäi tuï veà a. Chöùng
minh { xn } laø moät daõy Cauchy .

  > 0     N()  Õ sao cho
| xn - a | <    n >  N()

 ’ > 0     M(’)  Õ sao cho
| xn - xm | <  ’  n > m >  M(’)

Cho moät  > 0   ta coù N()  Õ sao cho
| xn - a | <    n >  N()

Cho moät ’ > 0    tìm M(’)  Õ sao cho
| xn - xm | <  ’  n > m >  M(’)
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Cho moät  > 0   ta coù N()  Õ sao cho
| xn - a | <    n >  N()

Cho moät ’ > 0    tìm M(’)  Õ sao cho
| xn - xm | <  ’  n > m >  M(’)

| xn - xm |  § | xn - a +  a - xm | § | xn - a |   +   | a - xm | 

| xn - xm |     <  +   n , m >  N()

 +  V ’ M(’)  V N()

| xn - xm |     § | xn - a |   +   | a - xm | 
<  +  = ’  n > m >  M(’)

Cho moät ’ >  0 ,  ta choïn  =    ’ vaø M(’) = N()  1
2
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Baøi toaùn 33. Cho   { xn } laø moät daõy soá thöïc Cauchy . 
Chöùng minh  A = { xn :  n œ Ù}     bò chaën trong —

Tìm moät soá thöïc M sao cho | xn | § M " n œ Ù

-M  § xn § M " n œ Ù

  > 0     N()   Õ sao cho
| xn - xm |   <    n > m ¥ N()

Tìm moät soá thöïc M sao cho | xn | § M " n œ Ù

| xn | § | xn - xm |  + | xm |  <   + | xm |     n > m ¥ N() 

 = 1 ,  m = N(1) :     | xn | <  1 +  | x N(1) |      n > N(1) 
Ñaët : M = max {| x1 | , | x2 | , . . . , | x N(1) -1 | , 1+ | x N(1) | }
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Baøi toaùn 34. Cho {xn} laø moät daõy soá thöïc Cauchy vaø a
laø moät soá thöïc. Giaû söû {xn} coù moät daõy con         hoäi tuï
veà a.  Chöùng minh {xn } hoäi tuï veà a. 

{ }xn
k

Cho moät  > 0   ta coù N()   Õ sao cho

| xn - xm | <    n > m >  N()

Cho moät ” > 0    tìm M(”)   Õ sao cho

| xn - a | <  ”  n  >  M(”) 

Cho moät ’ > 0 ta coù K(’)   Õ sao cho

|         - a | <  ’  k  >   K(’)xn
k



GIAI TICH 1 - CHUONG 5 222

| xm - a |  <   +  |       - a |                 m ¥ N()xn
m

Cho moät  > 0   ta coù N()   Õ sao cho
| xn - xm | <    n ¥ m ¥ N()

Cho moät ” > 0    tìm M(”)   Õ sao cho
| xm - a | <  ”  m  >  M(”) 

Cho moät ’ > 0 ta coù K(’)   Õ sao cho
|         - a | <  ’  k  >   K(’)xn

k

| xm- a | § | xm - xn | + | xn - a|  <  + | xn - a |   n¥ m¥N()

| xm - a | <  + ’  m ¥ N(), m  >   K(’)
Cho moät ” > 0 . Ñaët
 =  ’ =  ”/ 2      vaø M(”)  =  max {N() , K(’) }
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Baøi toaùn 35. Cho {xn }laø moät daõy soá thöïc Cauchy.  
Chöùng minh {xn } hoäi tuï. 

Coù moät soá thöïc döông M  sao cho

| xn |  § M                             n  Õ

Coù moät soá thöïc döông M  sao cho

xn [- M , M ]  n  Õ

{ xn } hoäi tuï veà a.

{ xn } coù moät daõy con              hoäi tuï veà a. { }xn
k
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Baøi toaùn 36. Cho n laø moät soá nguyeân döông . Ñaët
xn = (2!)- 1 + (4!)- 1 + (6!)- 1 + . . . + (2n!)-1  n  Õ . 
Chöùng minh   {xn } hoäi tuï .

xn - xm=[(2!)- 1+ . . . + (2m!)-1 + (2(m+1)!)-1+ . . .+ (2n!)-1 ]
- [(2!)- 1+ . . . +(2m!)-1] = (2(m+1)!)-1+ . . .+(2n!)-1

Chöùng minh   {xn } laø moät daõy Cauchy

Cho moät  > 0    tìm N()  Õ sao cho
| xn - xm | <    n > m >  N()

| xn - xm | § 2-m -1 + . . . + 2-n + . . . + § 2-m  n > m
Cho moät  > 0 tìm N()Õ sao cho 2-m  <   n> m> N()
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In[1]:= N[Sum[1/((2*i)!), {i, 1, 11}]]

Out[1]= 0.543081

In[2]:= N[Sum[1/((2*i)!), {i,1,}], 13]

Out[2]=  0.543081

In[4]:=N[Sum[1/((2*i)!),{i,1,}], 140]

Out[4]=0.5430806348152437784779056
2075706168260152911236586370473740
2214710769063049223698964264726435
54303558704685860 
442352756503219469470958629076
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In[4]:=N[Sum[1/((2*i)!),{i,1,Infini
ty}], 25]
Out[4]=0.5430806348152437784779056

In[2]:= Sum[1/((2*i)!),{i, 1, }]
Out[2]={(Sqrt[2/p]-2 E Sqrt[2/ p] + 
E2 Sqrt[2/ p]) Sqrt[p/2]}/(2E)

In[3]:=Simplify[(Sqrt[2/p]-
2E Sqrt[2/p]+ 
E2Sqrt[2/p])Sqrt[p/2]}/(2E)]
Out[3]=[ 2(-1 + E)]/ 2E
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Baøi toaùn 37. Cho an laø moät daõy soá thöïc ñôn ñòeäu
taêng vaø bò chaën treân .  Ñaët A =  an : n  Õ . 
Luùc ñoù an seõ hoäi tuï veà a =  sup A

Cho moät  > 0    tìm N()   Õ sao cho
| an - a | <    n   >  N()

am    § an " m , n œ Õ ,   m  § n  a =  sup A

Cho moät  > 0    tìm N()   Õ sao cho
0  § a  - an <    n   >  N()

Cho moät  > 0    tìm N()   Õ sao cho
a  -  <  an  n   >  N()

a3

aa-
a2a1 a4

a5 ak ak+1
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Giaû söû am    § a  -  " m  Õ

a  -  laø moät chaän treân cuûa A  

a3

aa-
a2a1 an

am    § an " m , n œ Õ ,   m  § n  a =  sup A

Cho moät  > 0    tìm N()   Õ sao cho
a  -  <  an  n   >  N()

Cho moät  > 0    tìm N()   Õ sao cho
a  -  <  a N() § an  n   >  N()

a3

aa-
a2a1 a4

a5 aN( ) an
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Baøi toaùn 38. Cho an laø moät daõy soá thöïc ñôn ñòeäu
taêng vaø khoâng bò chaën treân .  Luùc ñoù an seõ hoäi
tuï veà ¶

am    § an " m , n œ Õ ,   m  § n  
" M œ — ta coù moät n œ Õ sao cho an  M
" M > 0   ta tìm moät N œ Õ sao cho am  M     " m  N. 

Baøi toaùn 39. Cho an laø moät daõy soá thöïc ñôn ñòeäu
giaõm vaø bò chaën döôùi .  Ñaët A =  an : n  Õ . 
Luùc ñoù an seõ hoäi tuï veà a =  inf A

Baøi toaùn 40. Cho an laø moät daõy soá thöïc ñôn ñòeäu
giaõm vaø khoâng bò chaën döôùi .  Luùc ñoù an seõ hoäi
tuï veà - ¶ .
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Cho  moät daõy soá thöïc an. Ñaët

An =   am : m   n 

A1  An  Am          " m , n œ Õ ,   n  m

limsup

ª Neáu A1 khoâng bò chaën treân . Ñaët

n
limsup na
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Cho  moät daõy soá thöïc an. Ñaët

An =   am : m   n 

A1  An  Am " m , n œ Õ ,   n  m

ª Neáu A1 bò chaën treân . Ñaët

bm = sup Am

b1  bm  bn " m , n œ Õ ,   n  m 

 Neáu {bn } khoâng bò chaën döôùi , ñaët

n
limsup na
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Cho  moät daõy soá thöïc an. Ñaët

An =   am : m   n 

A1  Am  An     " m , n œ Õ ,   n  m

ª Neáu A1 bò chaën treân . Ñaët

bm = sup Am

b1  bm  bn " m , n œ Õ ,   n  m 

 Neáu {bn } bò chaën döôùi , ñaët

n n m
limsup lim ( lim ( sup )  )n n nn n

a b a
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Cho an = (-1)nn vôùi moïi n Õ .

An = am : m   n  =    (-1)mm : m   n 

A1 khoâng bò chaën treân 
n

limsup na


 

Cho an = - n vôùi moïi n Õ .
An = am : m   n  =    - m : m   n   (-  , 0 ]

A1 bò chaën treân
bn = sup An = sup  - k : k   n  = - n        n  

{bn } = {- m : m Õ } khoâng bò chaën döôùi


n
limsup na


 

An =  (-1)mm : m   n   { 2k : k Õ , k  n }



GIAI TICH 1 - CHUONG 5 234

Cho an = (- 1)n vôùi moïi n Õ .
An = am : m   n  =    (- 1)m : m   n  = {1, -1}

A1 bò chaën treân

bm = sup Am =  sup 1,-1 = 1

{bn } bò chaën döôùi 
n

limsup lim 1n nn
a b


 

Ta thaáy am } khoâng hoäi tuï nhöng vaãn coù

n
limsup 1na
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Cho  moät daõy soá thöïc an. Ñaët

An =   ak : k   n 

A1  Am  An              " m , n œ Õ ,   n  m

liminf

ª Neáu A1 khoâng bò chaën döôùi . Ñaët

n
liminf


 na

x  An    k   n sao cho x = ak

 k   m   sao cho x = ak  x  Am

n  m : x  An   k   n  m  sao cho x = ak
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Cho  moät daõy soá thöïc an. Ñaët
An =   ak : k   n 

A1  Am  An                " m , n œ Õ ,   n  m
ª Neáu A1 bò chaën döôùi . Ñaët

cm = inf Am

c1   cm  cn " m , n œ Õ ,   n  m 

 Neáu {cn } khoâng bò chaën treân , ñaët

n
liminf na


 

cm  ak  k  m n  m : cm  ak  k  m cn = inf An
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Cho  moät daõy soá thöïc an. Ñaët

Ak =   ak : m   n 

A1  Am  An                 " m , n œ Õ ,   n  m

ª Neáu A1 bò chaën döôùi . Ñaët

cm = inf Am

c1  cm  cn " m , n œ Õ ,   n  m 

 Neáu {cn } bò chaën treân , ñaët

n n m
liminf lim ( lim ( inf )  )n n nn n

a c a
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A1 =  (-1)mm : m   1   {- 2k – 1 : k  1 }

A1 khoâng bò chaën döôùi 
n

liminf na


 

Cho an =  n vôùi moïi n  Õ .
An = am : m   n  =   m : m   n   [ n , ]

A1 bò chaën döôùi

cn = inf An = inf  k : k   n  = n           n 

{cn } =  khoâng bò chaën treân


n
liminf na


 

Cho an = (-1)nn vôùi moïi n Õ .

An = am : m  n  =  (-1)mm : m   n 
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Cho an = (- 1)n vôùi moïi n Õ .

An = am : m   n  =   (- 1)m : m   n  = {-1 , 1}

A1 bò chaën döôùi

cm = inf Am = inf  -1, 1  =  - 1

{cn } bò chaën treân 
n

liminf lim 1n nn
a c

 
  

Ta thaáy am } khoâng hoäi tuï nhöng vaãn coù

. Maët khaùc
n

liminf 1na


 
n

limsup 1na




nn
limsup liminfn na a


Trong tröôøng hôïp naøy
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Baøi toaùn 41. Cho  moät daõy soá thöïc an.  Giaû söû
vaø ñeàu laø caùc soá thöïc . Chöùng minh

n
limsup na

 n
liminf na



nn
limsup liminfn na a




Am =   ak : k   m 

bm = sup Am     cm = inf Am     

bm  am  cm

m m
lim limm mb c
 



nn
limsup liminfn na a
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Baøi toaùn 42. Cho  moät daõy soá thöïc an.  Giaû söû : 

vaø ñeàu laø caùc soá thöïc vaø baèng nhau. 
Chöùng minh an hoäi tuï vaø

n
limsup na

n
liminf na



n n
lim = limsupn na a
 

Am =   ak : k   m 

bm = sup Am     cm = inf Am     cm  am  bm  m  

lim limsup
 

m nm n
b a

l im lim in f
   

m nm n
c a

limsup liminf
 

n n
n n

a a

an bn

limsup
n

an

 cn
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Am = an : n  m bm = sup Am     cm = inf Am     

limsup limn mmn
a b


 l im in f l imn mn m

a c
   



Baøi toaùn 43. Cho  moät daõy soá thöïc an hoäi tuï veà a. 
Chöùng minh

nn
limsup = liminfn na a a




  > 0,  N() Õ sao cho |an – a |   n N() 

|an – a |   -  an – a   a -  an  a+ 
 > 0,  N() :  a -  an  a+   n  m  N() 
 > 0,  N() :  a -  cm  bm  a+   m  N() 
  > 0,  N() Õ sao cho |cm – a |   m N() 
  > 0,  N() Õ sao cho |bn – a |   m N() 
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Am = an : n  m bm = sup Am     cm = inf Am     

limsup limn mmn
a b


 l im in f l imn mn m

a c
   



Cho  moät daõy soá thöïc an hoäi tuï veà a. Chöùng minh

nn
limsup = liminfn na a a




  > 0,  N() Õ sao cho |an – a |   n N() 

 > 0,  N() :  a -  cm  bm  a+   m  N() 

  > 0,  N() Õ sao cho |cm – a |   m N() 
  > 0,  N() Õ sao cho |bn – a |   m N() 

aa- a+
bmcm
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Baøi toaùn 44. Cho A  laø moät taäp khaùc roång bò chaën treân
trong . Ñaët B = {-x : x  A }.  Chöùng minh B bò chaën
döôùi vaø sup A  = - inf B

sup A   - inf B  ?

sup A   - inf B  ?

sup A   - inf B ?
x  - inf B     x  A

- x   inf B     x  A y = - x   inf B     x  A
B = {-x : x  A }. y  inf B     y  B

sup A  < - inf B  ?

  > 0 : sup A +  < - inf B

sup A   - inf B  ?

sup A sup  +A   -inf B
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  > 0 : sup A +  < - inf B
  > 0 : sup A  < -  - inf B
x < -  - inf B    x  A

- x  >  + inf B    x  AB = {-x : x  A }.

y = - x  >  + inf B    x  A

y >  + inf B          y  B

 + inf B    laø moät chaën döôùi cuûa B

Baøi toaùn 45. Cho A laø moät taäp khaùc roång bò chaën döôùi
trong . Ñaët B = {-x : x  A }. Chöùng minh B bò chaën
treân vaø inf A  = - sup B
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Baøi toaùn 46 . Cho  moät daõy soá thöïc an. Ñaët bn = - an  
 n  Õ . Chöùng minh  

nn
limsup liminfn na b


 

Am =   an : n   m 

dm = sup Am     tm = inf Bm

Bm =   bn= -an : n  m 

tm = -sup Am = - dm

n
limsup limn mm

a d



n

liminf limn mm
b t

 


Baøi toaùn 47. Cho  moät daõy soá thöïc an. Ñaët bn = - an  
 n Õ . Chöùng minh  

n n
liminf limsupn na b
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Cho x m  laø moät daõy soá thöïc. Vôùi moïi soá nguyeân n  Õ
ta ñaët

sn = x1 + . . . +  xn =     . 

Ta goïi sn laø toång rieâng phaàn thöù n cuûa daõy xm.

xi
i

n




1

É Neáu daõy soá thöïc sn  hoäi tuï veà moät soá thöïc s ta coù
theå coi s nhö laø “toång soá” cuûa caùc soá trong daõy xm.  

Luùc ñoù ta goïi s laø chuoãi soá cuûa caùc soá trong daõy
xm vaø kyù hieäu s laø vaø noùi chuoãi soá hoäi tuï.xn

n




1
xn

n




1

É Neáu daõy soá thöïc sn  phaân kyø , ta noùi chuoãi soá

phaân kyø.xn
n




1
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Baøi toaùn 48. Chöùng minh chuoãi hoäi tuï vaø

=  1  .

2
1






 m

m

2
1






 m

m

sn = 2-1( 1+ . . . + 2-n+1) = 1- 2-n  " n œ Õ (qui naïp toaùn hoïc)

Ñaët xm = 2-m " m œ Õ vaø sn =  2-1 + . . . + 2-n    " n œ Õ

lim 2 0


n

n
lim 1


nn
c
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Baøi toaùn 49. Cho  c  œ (0 , 1). Chöùng minh chuoãi
hoäi tuï vaø

cm

m




1

1 1






 m

m

cc
c

Ñaët xm = cm " m œ Õ vaø sn =  c+. . .+ cn " n  œ Õ

lim 0n

n
c




1
1 1(1 )

1


 

        


  
n

n n
n

cs c c c c c n
c

lim
1




n

n

cc
c
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Baøi toaùn 49. Chuoãi phaân kyø .( )



1

1

m

m

Ñaët xm = (-1)m vôùi moïi m  œ Õ vaø

sn = (-1) 1 + . . . + (-1)n              " n  œ Õ

sn =  -1    neáu n  leû vaø sn =  0     neáu n  chaún .

{sn } khoâng laø moät daõy Cauchy  

{sn } khoâng hoäi tuï

Chuoãi phaân kyø .( )



1

1

m

m
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 1

Ñònh lyù (Tieâu chuaån Cauchy).  Cho an laø moät daõy

soá thöïc. Luùc ñoù chuoãi soá hoäi tuï neáu vaø chæ neáu
vôùi moïi soá thöïc  > 0, coù moät soá nguyeân döông N () sao
cho

akk
 1

| | ( )
n

k
k m

a n m N 


   

1

r

r k
k

s a r


   
n

n m k
k m

s s a n m


   
Cho  > 0, coù moät soá nguyeân döông N () sao cho

|sn – sm | <   n  m  N () .

{sn}  Cauchy {sn}  hoäi tuï
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Ñònh lyù . Cho  vaø laø hai chuoãi soá thöïc

hoäi tuï.  Luùc ñoù hoäi tuï vaø

akk
 1 bkk

 1

( )a bk kk  


1

1 1 1
( )k k k kk k k
a b a b  

  
    

Ñaët

1

1

1
( )

n

n k
k
n

n k
k
n

n k k
k

u a

v b

s a b











 







sn = un +   vn

1

1

1

lim

lim

lim ( )

n kn k

n kn k

n k kn k

u a

v b

s a b




















 







lim lim limn n nn n n
s u v
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Baøi toaùn 50. Cho  an laø moät daõy soá thöïc. Giaû söû
chuoãi hoäi tuï .Chöùng minh  daõy an hoäi tuï veà 0.akk

 1

Vôùi moïi soá thöïc ’ > 0, tìm moät soá nguyeân döông K(’)
sao cho

|  ak - 0 |   ’ " k   K(’ )

Vôùi moïi soá thöïc  > 0, coù moät soá nguyeân döông N ()
sao cho

|                  |    " n   m   N ( )akk m
n


| 0 | | | | | ( ) 


     
k

k k i
i k

a a a k N
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Ñònh lyù (Tieâu chuaån so saùnh)  Cho moät daõy soá thöïc
khoâng aâm an. Giaû söû chuoãi hoäi tuï. Cho moät
daõy soá thöïc bn sao cho coù N  Õ ñeå cho

| bn|  an  n ¥ N. 

Luùc ñoù hoäi tuï.

akk
 1

bkk
 1

|                 |   § § " n ¥ mbkk m
n
 | |bkk m

n
 akk m

n
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Ñònh lyù (Tieâu chuaån caên soá ) Cho  moät daõy soá thöïc
bn. Giaû söû coù moät soá thöïc döông c  (0, 1)  vaø moät
soá nguyeân N  sao cho  c          n  N.  

Luùc ñoù hoäi tuï.

| | /bn
n1

bkk
 1

Ñaët an  = cn  n  N

| bn |  an           n  N

hoäi tuïbkk
 1
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Qui naïp toaùn hoïc :      | an |  cn-N | aN | " n  N

Ñaët bn = cn-N | aN |  

Ñònh lyù (Tieâu chuaån tæ soá )  Cho moät daõy soá thöïc khaùc

khoâng an,   moät soá thöïc döông c  (0, 1)  vaø moät soá

nguyeân N. Giaû söû

Luùc ñoù hoäi tuïan
n




1

1| |n

n

a
c n N

a
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Ñònh lyù (Tieâu chuaån tæ soá )  Cho moät daõy soá thöïc anvaø
moät soá nguyeân N. Giaû söû

¥ 1 " n  N

Luùc ñoù phaân kyø ï

| |a
a
n

n

1

an
n




1

Qui naïp toaùn hoïc :   | an | ¥ | aN |  >  0 " n  N

Suy ra ta khoâng coù lim 0nn
a
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Ñònh lyù (Tieâu chuaån Leibnitz)  Cho moät daõy soá thöïc
an sao cho | an|  laø moät daõy ñôn ñieäu giaûm hoäi tuï veà
0  vaø

am . am+1  0                       m  Õ.

Luùc ñoù hoäi tuï. 
1

n
n

a
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Ñònh lyù (Tieâu chuaån tích phaân)  Cho moät daõy soá thöïc
an sao cho coù moät soá nguyeân N vaø moät haøm soá f

ñôn ñieäu giaûm töø [N,  ) vaøo [0, ) sao cho

an = f(n)   " n    N.

Luùc ñoù chuoãi soá thöïc hoäi tuï neáu vaø chæ neáuann
 1

( )
N

f t dt
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H AØ M    S OÁ L I EÂ N   T UÏ C
CHÖÔNG SAÙU

Chuùng ta ñaõ bieát neáu {an} laø moät daõy hoäi tuï veà a , theo
lyù thuyeát veà daõy soá chuùng ta coù theå duøng ñeå xaáp xæ
a2 . Nay chuùng ta ñaët f (t) = t2 vôùi moïi soá thöïc t . Ta coù
theå dieån taû vieäc treân nhö laø “coù theå duøng daõy soá thöïc
{f(an)} ñeå xaáp xæ f(a)”.

2{ }na

Chuùng ta seõ xeùt moät moâ hình toaùn hoïc veà caùc aùnh xaï f
coù tính chaát sau: neáu {an} laø moät daõy hoäi tuï veà a , thì
{f(an)} laø moät daõy hoäi tuï veà f(a). Ñoù laø khaùi nieäm haøm soá
lieân tuïc. 
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Cho A laø moät taäp con khaùc troáng cuûa — vaø f laø moät
aùnh xaï töø A vaøo —, ta noùi f laø moät haøm soá thöïc treân A.

Cho moät haøm soá thöïc f treân moät taäp hôïp con  khaùc
troáng A cuûa — vaø x  A, ta noùi f lieân tuïc taïi x neáu vaø
chæ neáu vôùi moïi soá thöïc döông  ta tìm ñöôïc moät soá
thöïc döông (x, ) sao cho

|f(x) - f(y) | <   y  A vôùi |y - x | <  (x, ). 

Neáu f lieân tuïc taïi moïi ñieåm x  A ta noùi f  lieân tuïc
treân A
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Vôùi moïi soá döông  ta tìm ñöôïc moät soá döông (x, ) sao
cho |f(x) - f(y) | <   y  A vôùi |y -x | <  (x,).

x f(x)

x f(x)


f(x)+f(x)-

x f(x)y f(y)
 (x, ) 

f(x)+f(x)-x+ (x, ) x- (x, ) 
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Baøi toaùn 51. Cho c laø moät soá thöïc vaø ñaët f (x ) = c   vôùi
moïi x  — . Chöùng minh f lieân tuïc treân — .

" x  — , " e > 0   $ d(x, e ) > 0  sao cho
| f ( y ) - f ( x ) |  < e " y  — , | y - x |  < d(x, e ) 

Chöùng minh f lieân tuïc taïi moïi x trong — .

Cho  x  — vaø cho e > 0 , tìm $ d(x, e ) > 0  sao cho
| f ( y ) - f ( x ) |  < e " y  — , | y - x |  < d(x, e ) 

| f ( y ) - f ( x ) |  =  | c - c |  = 0

d(x, e )  =  1

| f ( y ) - f ( x ) |  = 0 < e " y  — , | y - x |  < d(x, e )
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Baøi toaùn 52. Cho  c laø moät soá thöïc döôn , ñaët f (x ) = cx
vôùi moïi x  — . Chöùng minh f lieân tuïc treân — .

" x  — , " e > 0   $ d(x, e ) > 0  sao cho
| f ( y ) - f ( x ) |  < e " y  — , | y - x |  < d(x, e ) 

Chöùng minh f lieân tuïc taïi moïi x trong — .

Cho  x  — vaø cho e > 0 , tìm $ d(x, e ) > 0  sao cho
| f ( y ) - f ( x ) |  < e " y  — , | y - x |  < d(x, e ) 
| f ( y ) - f ( x ) |  =  | cy - c x |  =  c | y - x | 

Cho  x  — vaø cho e > 0 , tìm d(x, e ) > 0  sao cho
c | y - x | < e " y  — , | y - x |  < d(x, e ) (*)

c d(x, e ) = e d(x, e ) = c-1e

Thay | y - x |   baèng d(x, e )   trong “c | y - x | < e”
ta coù (*)
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Baøi toaùn 53. Ñaët f (x ) = x2 vôùi moïi x  — . Chöùng minh 
f lieân tuïc treân — .

" x  — , " e > 0   $ d(x, e ) > 0  sao cho
| f ( y ) - f ( x ) |  < e " y  — , | y - x |  < d(x, e ) 

Chöùng minh f lieân tuïc taïi moïi x trong — .

Cho  x  — vaø cho e > 0 , tìm $ d(x, e ) > 0  sao cho
| f ( y ) - f ( x ) |  < e " y  — , | y - x |  < d(x, e ) 

|f (y) - f (x)|  =  |y2 -x2|  = | (y+x )(y-x ) |  = |y+x |.| y - x | 

Cho  x  — vaø cho e > 0 , tìm $ d(x, e ) > 0  sao cho
| y + x |.| y - x | < e " y  — , | y - x |  < d(x, e ) 
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Cho  x  — vaø cho e > 0 , tìm $ d(x, e ) > 0  sao cho
| y + x |.| y - x | < e " y  — , | y - x |  < d(x, e )
Caùch xöû lyù | y + x | Neáu | y - x |  < 1 , ta coù: 

| y+x |  | y- x+ 2x | 
 | y-x | + 2|x | < 1+2|x | 

| y + x |.| y - x |  (1+ 2|x |)| y - x | " y  —, | y-x | < 1

Cho x  — vaø e > 0, ñaët d(x, e ) = min{1,(1+2|x |)-1 e }> 0
| y+x |.|y-x |  (1+2|x |)|y-x | < e " y  —, |y-x | < d(x, e )

xy

x-1 x+1

(1+ 2|x |)| y - x | < (1+ 2|x |) d(x, e ) < e " y  —, | y-x | < 1
(1+ 2|x |) d(x, e )  e  d(x, e )  (1+ 2|x |) -1e

Thay | y - x |   baèng d(x, e )   trong “(1+ 2|x |)| y - x | ”
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Baøi toaùn 53. Cho  moät haøm soá thöïc f treân moät taäp hôïp
con  A cuûa — vaø x  A.  Giaû söû f  lieân tuïc taïi x  . Cho
{xn} laø moät daõy trong A  (nghóa laø xn A vôùi moïi n )  vaø
{xn}hoäi tuï veà x.  Chöùng minh  daõy f(xn) hoäi tuï veà
f(x)

Cho e > 0 , coù $ d(x, e ) > 0  sao cho
| f ( y ) - f ( x ) |  < e " y  A , | y - x |  < d(x, e ) 

Cho  moät e’ > 0    ta coù moät N(e’) œ Õ sao cho
| xn - x |  <   e’ " n ¥ N(e’) .

Cho  moät e” > 0  tìm moät M(e”) œ Õ sao cho
| f(xm)  - f(x) |  <   e” " m ¥ M(e”) .
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Cho  moät e” > 0  tìm moät M(e”) œ Õ sao cho
| f(xm)  - f(x) |  <   e” " m ¥ M(e”) .
Cho  moät e’ > 0    ta coù moät N(e’) œ Õ sao cho

| xn - x |  <   e’ " n ¥ N(e’) .
Cho  moät e > 0  ta coù d(x,e)  >  0    sao cho
| f(y)  - f(x) |  <   e " y œ A vôùi | y – x | < d(x,e)

xm V ye” V e d(x,e) V e’ M(e”) V N(e’) 
Cho e” > 0 
ñaët e = e”

Vôùi e coù
d(x,e)

ñaët
e’ = d(x,e) 

Vôùi e’
coù N(e’)

ñaët
M(e”)= N(e’)

m¥M(e”)=N(e’) 



|xn- x | <e’= d(x,e) | f(xm)- f(x) | <e”
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Baøi toaùn 54. Cho  moät haøm soá thöïc f treân moät taäp hôïp
con  A cuûa — vaø x  A.  Giaû söû vôùi moïi daõy {xn} trong
A  (nghóa laø xn A vôùi moïi n  Õ)  vaø {xn} hoäi tuï veà x , 
thì daõy f(xn) hoäi tuï veà f(x) . Luùc ñoù f  lieân tuïc taïi x  .

fl Cho  moät e’ > 0    ta coù moät M(e’) œ Õ sao cho
| f(xn) - f(x) |  <  e’ " n ¥ M(e’) .

Cho  moät e” > 0  tìm d(x,e”)  >  0    sao cho
| f(y)  - f(x) |  <   e” " y œ A vôùi | y – x | < d(x,e”)

Coù e” > 0   sao cho vôùi moãi d >  0   ta coù moät yd œ A
vôùi | yd – x | < d sao cho | f(yd )  - f(x) |  ¥ e”

Cho  moät e > 0  ta coù moät N(e) œ Õ sao cho
| xn - x |  <  e " n ¥ N(e)
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fl

Cho  moät e > 0    ta coù moät N(e) œ Õ sao cho
| xn - x |  <   e " n ¥ N(e) .

Cho  moät e’ > 0    ta coù moät M(e’) œ Õ sao cho
| f(xn) - f(x) |  <  e’ " n ¥ M(e’) .

Coù e” > 0  sao cho vôùi moãi d > 0  ta coù moät yd œ A
vôùi | yd – x | < d sao cho | f(yd )  - f(x) | ¥ e”

| f(xn) - f(x) | <  e’ V | f(yd )  - f(x) | ¥ e”
yd V xn | yd – x | < d V | xn - x |  <   e

Choïn d = n-1 vaø xn = y1/n

| xn - x |  < n-1   vaø | f(xn) - f(x) | = | f(yd ) - f(x) | ¥ e” " n

Tìm caùc thaønh toá coù veõ maâu thuaãn vôùi nhau
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Baøi toaùn 55. Cho  A  laø moät taäp hôïp con  khaùc troáng
cuûa —, x  A  vaø hai haøm soá thöïc f vaø g treân A  lieân
tuïc taïi x.  Ñaët

h (z) = f(z) + g(z)  z  A. 
Luùc ñoù h lieân tuïc taïi x.

Cho  moät e’ > 0  ta coù (x,e’)  >  0    sao cho
| g(y)  - g(x) |  <   e’ " y œ A vôùi | y – x | < (x,e’)

Cho  moät e > 0  ta coù d(x,e)  >  0    sao cho
| f(y)  - f(x) |  <   e " y œ A vôùi | y – x | < d(x,e)

Cho  moät e” > 0  tìm (x,e” )  >  0    sao cho
| h(y)  - h(x) |  <   e” " y œ A vôùi | y – x | < (x,e” )
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Cho  moät e’ > 0  ta coù (x,e’)  >  0    sao cho
| g(y)  - g(x) |  <   e’ " y œ A vôùi | y – x | < (x,e’)

Cho  moät e > 0  ta coù d(x,e)  >  0    sao cho
| f(y)  - f(x) |  <   e " y œ A vôùi | y – x | < d(x,e)

Cho  moät e” > 0  tìm (x,e” )  >  0    sao cho
| h(y)  - h(x) |  <   e” " y œ A vôùi | y – x | < (x,e” )

| h(y)  - h(x) | = | ( f(y)  + g(y)) - ( f(x)  + g(x)) | 
= | f(y)- f(x) + g(y)- g(x) |   | f(y)  - f(x) |  + | g(y)  - g(x) |    

| h(y) - h(x) | < e + e’ "y œ A vôùi |y–x | < d(x,e), |y–x| < (x,e’)

(x,e” ) = min {d(x,e), (x,e’)}
1' "
2
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Baøi toaùn 55. Cho  A  laø moät taäp hôïp con  khaùc troáng
cuûa —, x  A vaø hai haøm soá thöïc f vaø g treân A  lieân
tuïc taïi x.  Ñaët h (z) = f(z) + g(z)  z  A. 

Chöùng minh  h lieân tuïc taïi x.

Cho {xn} laø moät daõy hoäi tuï veà x trong A .
Ta coù {f (xn)} laø moät daõy hoäi tuï veà f (x )

Ta coù {g(xn)} laø moät daõy hoäi tuï veà g (x )

Chöùng minh {h (xn)} laø moät daõy hoäi tuï veà h (x )

h (xn) = f(xn) + g(xn)

h (x) = f(x) + g(x)

 + ( )f xn g x( )n

g x( )f x( ) f x g x( ) + ( )

= ( )  h xn
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Baøi toaùn 56. Cho  A  laø moät taäp hôïp con  khaùc troáng
cuûa —, x  A vaø hai haøm soá thöïc f vaø g treân A  lieân
tuïc taïi x.  Ñaët h (z) = f(z)g(z)  z  A. 

Chöùng minh  h lieân tuïc taïi x.

Cho {xn} laø moät daõy hoäi tuï veà x trong A .
Ta coù {f (xn)} laø moät daõy hoäi tuï veà f (x )

Ta coù {g(xn)} laø moät daõy hoäi tuï veà g (x )

Chöùng minh {h (xn)} laø moät daõy hoäi tuï veà h (x )

h (xn) = f(xn)g(xn)

h (x) = f(x)g(x)

 . ( )f xn g x( )n

g x( )f x( ) f x g x( ). ( )

=   ( )h xn
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Baøi toaùn 57. Cho A  laø moät taäp hôïp con  khaùc troáng cuûa
—, x  A vaø f1 , . . ., fn laø caùc haøm soá thöïc treân A  lieân
tuïc taïi x.  Ñaët h(z) = f1(z) +. . . +fn(z)  vaø k(z) = f1(z) . . . 
fn(z) vôùi moïi z  A. Chöùng minh h vaø k lieân tuïc taïi x.

Chöùng minh h lieân tuïc taïi x Duøng qui naïp toaùn hoïc
n = 1 : ñuùng
Giaû söû keát quaû ñuùng vôùi n = m. Xeùt tröôøng hôïp n = m+1

h(z) = f1(z) +. . . +fn+1(z) = [f1+. . . +fm](z) + fm+1(z) 

f1+. . . +fm  : lieân tuïc taïi x theo giaû thieát qui naïp

h = [f1+. . . +fm]+ fm+1 : lieân tuïc taïi x

Töông töï k lieân tuïc taïi x
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Baøi toaùn 57b. Cho A laø moät taäp hôïp con khaùc troáng cuûa
—, x  A vaø f laø một haøm soá thöïc treân A  lieân tuïc taïi x. 

Giả sử f(z)  0 với mọi z trong A. Ñaët

vôùi moïi z  A . Chöùng minh g lieân tuïc taïi x.


1( )
( )

g z
f z

Cho {xn} laø moät daõy hoäi tuï veà x trong A .
Ta coù {f (xn)} laø moät daõy hoäi tuï veà f (x )
Chöùng minh {g(xn)} laø moät daõy hoäi tuï veà g(x ) .

   

     

Ñaët ( ), ( ), ( ) va ( )

1 1 1 1( ) va ( )
( ) ( )

n n n n

n n
n n

a f x b g x a f x ø b g x

b g x ø b g x
f x a f x a
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Cho {xn} laø moät daõy hoäi tuï veà x trong A .
Ta coù {f (xn)} laø moät daõy hoäi tuï veà f (x )
Chöùng minh {g(xn)} laø moät daõy hoäi tuï veà g(x ) .

   

     

Ñaët ( ), ( ), ( ) va ( )

1 1 1 1( ) va ( )
( ) ( )

n n n n

n n
n n

a f x b g x a f x ø b g x

b g x ø b g x
f x a f x a

Cho {xn} hoäi tuï veà x trong A 
Ta coù {an} hoäi tuï veà a 

{bn} hoäi tuï veà b  

an 0 vaø a  0 

Theo baøi toaùn 23b
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Baøi toaùn 58. Cho A  vaø B laø hai taäp hôïp con khaùc troáng
cuûa —,  f   laø moät haøm soá thöïc lieân tuïc treân A vaø g  laø
moät haøm soá thöïc lieân tuïc treân B sao cho f(A)  B.
Chöùng minh h = gof lieân tuïc treân A.

B

A                                                               —

g f 

h = g o f
Cho {xn} laø moät daõy hoäi tuï veà x trong A .
Ta coù {f (xn)} laø moät daõy hoäi tuï veà f (x )
Cho {ym} laø moät daõy hoäi tuï veà y trong B .
Ta coù {g (ym)} laø moät daõy hoäi tuï veà g (y )
Cho {zn} laø moät daõy hoäi tuï veà z trong A .
Chöùng minh  {h (zn)} laø moät daõy hoäi tuï veà h (z )
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x f(x) f(x )nxn

++ +
x

f g

y=f(x) g(y)=h(x)

h=g fo

{xn} hoäi tuï veà x   {f (xn)} hoäi tuï veà f (x ) 

{ym} hoäi tuï veà y      {g (ym)} hoäi tuï veà g (y ) 

h(x )=g(y )n ny =f(x )n ny=f(x) g y =h x( ) ( )
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Baøi toaùn 59. Cho f  laø moät haøm soá thöïc lieân tuïc treân
moät khoaûng ñoùng [a, b]. Luùc ñoù taäp hôïp aûnh f([a, b]) = 
{f(x) :x  [a, b]} laø moät taäp bò chaën treân trong — .

Cho  x œ [a, b]  vaø e > 0  ta coù d(x,e) > 0  sao cho
| f(y) - f(x) |  <  e " y œ [a, b]  vôùi | y – x | < d(x,e) 
Cho  {xn} laø moät daõy hoäi tuï veà x trong [a, b] . Ta coù
{f (xn)} laø moät daõy hoäi tuï veà f (x) trong — .

Coù moät soá thöïc M sao cho

y § M     " y  œ f ([a, b] )

Coù moät soá thöïc M sao cho

f (x )  § M       " x œ [a, b] 
" soá thöïc M ,  $ xœ [a, b]  sao cho f (x )  >  M 
" soá thöïc M ,  $ xMœ [a, b]  sao cho f (xM )  >  M 
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Cho  {xn} laø moät daõy hoäi tuï veà x trong [a, b] . Ta coù
{f (xn)} laø moät daõy hoäi tuï veà f (x)  trong — .
" soá thöïc M ,  $ zMœ [a, b]  sao cho f (zM )  >  M 
Choïn xn =  zn " n œ Õ

Vì { zn } Õ [a, b]  ,  coù moät daõy con           cuûa { zn } 
hoäi tuï veà x trong [a, b] 

{ }zm
n

Choïn xn =                           " n œ Õzm
n

{f (xn)} hoäi tuï veà f (x )  vaø

f (xn ) >  mn ¥ n          " n œ Õ

Cho   { an } laø moät daõy soá thöïc Cauchy .  Luùc
ñoù A = { an :  n œ Ù}  bò chaën trong —

Voâ lyù
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Baøi toaùn 60. Cho A  laø moät taäp khaùc troáng vaø bò chaën
treân trong — . Chöùng minh coù daõy {xn } trong A hoäi tuï
veà b = sup A

† x § b                   " x œ A
† " e >  0   :    b - e khoâng laø moät chaën treân cuûa A

" e >  0 , coù ye œ A  sao cho ye œ [b - e ,  b ]

Ñaët xn =y1/n   
" n œ Ù

Cho A laø moät taäp khaùc troáng vaø bò chaën döôùi trong — . 
Chöùng minh coù daõy {xn} trong A hoäi tuï veà c = inf A .

b1
nb - 1n

n
x y=

bb- y
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Baøi toaùn 61. Cho f laø moät haøm soá thöïc lieân tuïc treân [a,b]. 
Luùc ñoù coù c trong [a, b]  sao cho f(c ) =  max f([a, b])

f([a, b]) = { f(x) : x  [a, b] } laø moät taäp bò chaën treân

$ {yn} f([a,b]) sao cho {yn}hoäi tuï veà d =sup f([a,b]) 

${xn}  [a,b]  sao cho{f(xn)}hoäi tuï veà d = sup f([a,b])

Coù moät daõy con            cuûa {xn}hoäi tuï veà x trong [a, b]{ }xn
k

sup ([ ])f a,b

y = f(x )n nxn da b
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Daõy con                cuûa {f(xn)}hoäi tuï veà d = sup f([a,b]) { ( )}f xn
k

Vì f lieân tuïc , daõy hoäi tuï veà f(x) { ( )}f xn
k

x  [a, b]   vaø f(x)  = d = sup f([a,b]) 
Ñaët c =  x  [a, b] 

Coù moät daõy con            cuûa {xn}hoäi tuï veà x trong [a, b]{ }xn
k

f(c) = sup f([a,b]) = max f([a,b])

da bknx ( )
knf xx

x f(x)a bknx ( )
knf x

{f(xn)}hoäi tuï veà d = sup f([a,b])
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Baøi toaùn 62. Cho f laø moät haøm soá thöïc lieân tuïc treân
[c,d]. Ñaët a = f (c)  vaø b = f (d) .  Giaû söû a < b . Chöùng
minh [a , b]  f([c,d]) .  

Cho  y œ [a , b]   chöùng minh   y œ f ( [c , d])

Cho  y œ (a, b)  chöùng minh coù x œ (c,d)  ñeå cho f (x ) = y

Ñaët S  =  { x œ [c , d] :  f (x )  < y }
c œ S  Õ [c , d ] $ t œ [c , d]  ñeå cho t  = sup S 

Cho  y œ [a, b]  chöùng minh coù x œ [c,d]  ñeå cho f (x ) = y

f d( )f c( )
 

c d

y?   x

y = a : y = f (c) y = b : y = f (d) 
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Ñaët S  =  { x œ [c , d] :  f (x )  < y }
c œ S  Õ [c , d ] $ t œ [c , d]  ñeå cho t  = sup S 

f d( )f c( )
 

c d

y?   x
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Ñaët S  =  { x œ [c , d] :  f (x )   y }
c œ S  Õ [c , d ] $ t œ [c , d]  ñeå cho t  = sup S 

Ta chöùng minh  f(t) = y f(t)  y f(t)  y

Ta chöùng minh  f(t)  y
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Ñaët S  =  { x œ [c , d] :  f (x )   y }
$ t œ [c , d]  ñeå cho t  = sup S 

f(t)  y

Coù {xn} trong S sao cho {xn} hoäi tuï veà t

f(xn)  y {f(xn)} hoäi tuï veà f(t)

Ta chöùng minh  f(t)  y

f x( )n
 

c
d

y
t

S
xn

f t( )f x( )n
 

c
d

y
t

S
xn
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Ñaët S  =  { x œ [c , d] :  f (x )   y }
$ t œ [c , d]  ñeå cho t  = sup S f(t)  y
Ta chöùng minh  f(t)  y Giaû söû f(t) < y

Ñaët  = y – f(t) > 0  vaø z = f(t) 

$  > 0 sao cho : |f(x) – f(t)| <   x [c,d], |x-t| < 

f t( ) 
c

d

y
t

S

f t( )
 

c
d

y
tS zz- z+
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Ñaët S  =  { x œ [c , d] :  f (x )   y }
$ t œ [c , d]  ñeå cho t  = sup S f(t)  y
Ta chöùng minh  f(t)  y Giaû söû f(t) < y
Ñaët  = y – f(t) > 0  vaø z = f(t) 
$  > 0 sao cho : |f(x) – f(t)| <   x [c,d], |x-t| < 

1
2

Ñaët   x t t

f(x) – f(t) <  f(x) <  f(t) +  = f(t) + y – f(t)  = y

x  S  vaø x > t = sup S Voâ lyù

|f(x) – f(t)| < 

f(t)  y
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Baøi toaùn 63. Cho f  laø moät haøm soá thöïc lieân tuïc treân
[c , d]. Ñaët a = f (c)  vaø b = f (d) .  Giaû söû a > b .  Chöùng
minh [b,a]  f([c , d]) .  
Ñaët g(x) = f(c+d – x)   x  [c , d]. Ta coù

 (c+d – x)  [c , d] neáu vaø chæ neáu x  [c , d]. 

 g laø moät haøm soá thöïc lieân tuïc treân [c , d]. 

 g(c) = f(d) = b

 g(d) = f(c) = a

 Neáu g(s) = y   thì f(t) = y , vôùi t = c+d – s

AÙp duïng baøi toaùn 62 :    [b,a]  g([c , d]) 



293

Baøi toaùn 64. Cho f laø moät haøm soá thöïc lieân tuïc treân [a , 
b]. Ñaët a = min f ([a , b])  vaø b = max f ([a , b]) . Chöùng
minh f([a , b]) = [a , b].  

f([a , b])  Õ [a , b] ? 

[a , b]  Õ f([a , b])

max ([ ])f a,bf(x)xa b min ([ ]) f a,b
 

y  f([a , b])    y  [a , b] ? 

y  f([a , b])    a  y  b ? 

y  f([a , b])    min f ([a , b])  y  max f ([a , b]) ? 

f([a , b])  Õ [a , b] 
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Chöùng minh       [a , b] Õ f([a , b])

$c, d œ [a,b] ñeå cho
f(c)= min f ([a,b]) = a vaø f(d )= max f ([a,b]) = b

max ([ ])f a,ba b min ([ ]) f a,b
 

c d
caùc baøi toaùn 60 vaø 61 : [a , b]  Õ f( [c , d])

f([c , d]) Õ f([a , b])

[a , b]  Õ f( [a , b])
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Ñinh nghóa. Cho A laø moät taäp con khaùc troáng cuûa . Ta 
noùi A laø moät khoaûng neáu vôùi moïi x vaø y trong A sao cho
x < y, ta coù [a,b]  A. 

Caùc taäp sau ñaây laø laø caùc khoaûng:
1. [a,b] = { x   : a  x  b }.
2.  (a,b] = { x   : a < x  b }.
3.  [a,b) = { x   : a  x < b }.
4.  (a,b) = { x   : a < x < b }.
5.  [a,) = { x   : a  x}.
6.  (a, ) = { x   : a < x }.
7.  (- ,b] = { x   : x  b }.
8.  (- ,b) = { x   : x <b }.
9.  . 

Trong caùc tröôøng
hôïp 1, 2, 3, 4, 5, 6 : 
a ñöôïc goïi laø moät
ñaàu muùt cuûa
khoaûng.
Trong caùc tröôøng
hôïp 1, 2, 3, 4, 7, 8 : 
b ñöôïc goïi laø moät
ñaàu muùt cuûa
khoaûng.
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Baøi toaùn 65. Cho A vaø B laø hai khoaûng trong  vaø f laø
moät song aùnh vaø ñôn ñieäu taêng töø A vaøo B . Chöùng minh 
f laø moät haøm soá lieân tuïc treân A.
f ñôn ñieäu taêng neáu vaø chæ neáu : u  < v thì f(u)  f(v) 
Trong tröôøng hôïp baøi toaùn naøy ( f  ñôn aùnh), f ñôn ñieäu
taêng nghieâm caùch : u  < v thì f(u) < f(v) .
Cho x  A, cho  > 0, tìm moät () > 0  sao cho
|f(y) – f (x)|  <   y  A, | y – x | < () .

Ta phaân ra ba tröôøng hôïp : 
 x khoâng laø ñaàu muùt cuûa A.
  x laø ñaàu muùt phía tay traùi cuûa A.
   x laø ñaàu muùt phía tay maët cuûa A.
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u  < v  f(u) < f(v) .
Cho x  A, cho  > 0, tìm moät () > 0  sao cho
|f(y) – f (x)|  <   y  A, | y – x | < () .
 x khoâng laø ñaàu muùt cuûa A.
Coù x1 vaø x2 trong A sao cho x1 <x < x2 f(x1) < f(x) < f(x2)

Ñaët  = min , f x -f x f x f x) { ( ) ( ), ( )- ( } = min{    ,    ,   }  1 2

xx1 x2 f(x) f(x2)f(x1)
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Cho x  A, cho  > 0, tìm moät () > 0  sao cho
|f(y) – f (x)|  <   y  A, | y – x | < () .

Ñaët  = min , f x -f x f x f x) { ( ) ( ), ( )- ( } = min{    ,    ,   }  1 2

xx1 x2 f(x) f(x2)f(x1)

f x( )- f x( )+u v

Coù u vaø v trong [x1,x2]  A sao cho : f(u) = f(x) -  vaø
f(v) = f(x) + 

xx1 x2 f(x) f(x2)f(x1)
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Cho x  A, cho  > 0, tìm moät () > 0  sao cho
|f(y) – f (x)|  <   y  A, | y – x | < () .

Ñaët  = min , f x -f x f x f x) { ( ) ( ), ( )- ( } = min{    ,    ,   }  1 2

xx1 x2 f(x) f(x2)f(x1)

f x( )- f x( )+u v

 u, v  [x1,x2]  A sao cho : f(u) = f(x)- vaø f(v) = f(x)+

Ñaët  = min {x - u, v -x }> 0. Luùc ñoù [x- , x+ ]  [u,v] :

x f(x)

f x( )- f x( )+
u v

y f(y)

f(u) f(v)

x- x+

|f(y) – f (x)|  <     y  A, | y – x | < ()
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  x laø ñaàu muùt phía tay traùi cuûa A.

Coù x2 trong A sao cho x < x2

f(x) < f(x2) x x2 f(x) f(x2)



Ñaët  = min , f x f x) {  ( )- ( } = min{    ,    } 2

Coù v trong [x,x2]  A sao cho : f(v) = f(x) + 

x x2 f(x) f(x2)

f x( )+v

Cho  > 0, tìm moät () > 0  sao cho
|f(y) – f (x)|  <   y  A, | y – x | < () .
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Cho x  A, cho  > 0, tìm moät () > 0  sao cho
|f(y) – f (x)|  <   y  A, | y – x | < () .

Coù x2 trong A sao cho x < x2 f(x) < f(x2)
Ñaët  = min , f x f x) {  ( )- ( } = min{    ,    } 2

Coù v trong [x,x2]  A sao cho : f(v) = f(x) + 

Ñaët  = v -x > 0. Luùc ñoù [x, x+ ]  [x,v]

x f(x)

f x( )+
v

y f(y)

f(v)

x+

x x2 f(x) f(x2)

f x( )+v

|f(y) – f (x)|  <     y  A, | y – x | < ()
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Cho x  A, cho  > 0, tìm moät () > 0  sao cho
|f(y) – f (x)|  <   y  A, | y – x | < () .
   x laø ñaàu muùt phía tay phaûi cuûa A.
Coù x1 trong A sao cho x1 < x f(x1) < f(x)

Coù u trong [x1,x]  A sao cho : f(v) = f(x ) - 

x1 x f(x1) f(x)



Ñaët  = min , f x f x {  ( )- ( )} = min{    ,    }  1

x1
x f(x1) f(x)

f x( )-v
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Ñaët () = x -u > 0. Luùc ñoù [x- , x]  [u,x] :
|f(y) – f (x)|  <     y  A, | y – x | < ()

Cho x  A, cho  > 0, tìm moät () > 0  sao cho
|f(y) – f (x)|  <   y  A, | y – x | < () .
Coù x1 trong A sao cho x1 < x f(x1) < f(x)

Coù u trong [x1,x]  A sao cho : f(v) = f(x ) - 
Ñaët  = min , f x f x {  ( )- ( )} = min{    ,    }  1

x1
x f(x1) f(x)

f x( )-v

x f(x)

f x( )-

u

y f(y)

f(u)

x-
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Baøi toaùn 66a. Cho soá nguyeân n ¥ 1. Ñaët f(x)=x n  vôùi moïi
x  [0,).  Chöùng minh f lieân tuïc töø [0,) vaøo [0,) .

Duøng caùc baøi toaùn 52 vaø 57  ta thaáy f lieân tuïc

Baøi toaùn 66b. Cho soá nguyeân n ¥ 1. Ñaët f(x) = x n  vôùi
moïi x  [0, ).  Chöùng minh f  laø moät song aùnh töø [0, )
vaøo [0, ) .

f   laø moät ñôn aùnh töø [0, ) vaøo [0, ).
x , y  [0, ), x  y  f (x)  f (y) 
0  x < y  x n < y n Duøng qui naïp toaùn hoïc n=1: ñuùng
Giaû söû tröôøng hôïp n = m ñuùng, xeùt tröôøng hôïp n = m +1

1 1m m m m mx x x y x y y y    
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f    laø moät toaøn aùnh töø [0, ) vaøo [0, ).

Cho y  [0, ), tìm x  [0, ) sao cho f(x) = y .
 Neáu y = 0 , choïn x = 0  . Ta coù f(0) = 0.

 Neáu y > 0 , theo tính chaát Archimeøde, coù moät soá
nguyeân döông N sao cho : theo tính chaát Archimeøde, coù
moät soá nguyeân döông N sao cho : 0 < y < N.1 = N

Duøng qui naïp toaùn hoïc, ta coù : N  Nn  n  .

f(0) = 0 < y < N  Nn = f(N) y  [f(0), f(N)] f([0,N])

 x  [0,N]  [0, ) sao cho f(x) = y  (baøi taäp 64)

Vaäy cho y [0, ),  ta tìm ñöôïc x  [0,) sao cho f(x) = y 
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Cho u vaø v trong [0, ) sao cho u < v . Chöùng minh

x  = h(u) < h(v) = y

u = xn , v = yn xn < yn  x  < y ?

“ P   Q ”  “ ~Q   ~P ”

x   y  xn  yn ?  : duøng qui naïp toaùn hoïc nhö trong baøi
taäp 66b

(iv) Duøng baøi toaùn tröôùc

Baøi toaùn 66c. Cho   moät soá nguyeân n ¥ 1. Ñaët f(x) =
x n  vôùi moïi x  [0, ). Ñaët h =f -1. Chöùng minh h ñôn
ñieäu taêng treân [0, ) .
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Baøi taäp 66 . Cho soá nguyeân n ¥ 1. Ñaët f(x) = x n  vôùi
moïi x  [0, ).  Chöùng minh
(i) f   lieân tuïc töø [0, ) vaøo [0, ) .
(ii) f    laø moät song aùnh töø [0, ) vaøo [0, ) .
(iii) Ñaët h =f -1, thì h ñôn ñieäu taêng treân [0, ) .
(iv) f -1 laø moät haøm soá thöïc lieân tuïc treân [0, ).  Ta 
kyù hieäu f -1(x) laø hay          vôùi moïi x   [0, ). n x

1
nx

(i), (ii) vaø (iii) : caùc baøi taäp 66a, 66b vaø 66c.

(iv) :  duøng baøi toaùn 65
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Baøi toaùn 67. Cho moät soá nguyeân k ¥ 1. Ñaët n = 2k+1, 
f(x) = x n  vôùi moïi x  . Luùc ñoù : 
(i) f   lieân tuïc t öø  vaøo .
(ii) f    laø moät song aùnh töø  vaøo .
(iii) Ñaët h = f -1, thì h ñôn ñieäu taêng treân .
(iv) f -1 laø moät haøm soá thöïc lieân tuïc treân . Ta   kyù
hieäu f -1(x) laø hay                vôùi moïi x   .n x

1
nx

Phaàn chöùng minh töông töï nhö trong ñònh lyù tröôùc, chæ
khaùc phaàn (ii).
(iia) Cho x vaø y trong  sao cho x < y . Chöùng minh

x n = f(x) < f(y) = y n
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(iia) Cho x vaø y trong  sao cho x < y . Chöùng minh

x n = f(x) < f(y) = y n

Chia laøm ba tröôøng hôïp :
 0   x  < y .
  x  < 0  < y.
   x  < y  0.

 Nhö trong phaàn chöùng minh ñònh lyù tröôùc
  Ñeå yù x2k+1 < 0  < y2k+1.
   Ñaët u =- y vaø v = - x . Ta coù 0  u < v vaø un = - yn

vaø vn = - x n . AÙp duïng  .
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t
sint

cost
0


2

-
2



sin

cos

1

1-1

-1

M(t)

Cho t   ta töông öùng
moät goùc vaø moät ñieåm M(t)  
nhö trong hình veõ. Ta ñaët

sin t = hoaønh ñoä cuûa M(t)

 cos t = tung ñoä cuûa M(t)
Xeùt haøm soá g töø [-1,1] 
vaøo  nhö sau

2( ) 1 [ 1,1]g x x x    

Ta thaáy vôùi moïi x  [-1,1]  coù duy nhaát moät t [0,] sao
cho (x,g(x)) = M(t), vaø ngöôïc laïi. Vaø x  chính laø cost . 
Vaäy haøm cos laø moät song aùnh töø [0,] vaøo [-1,1] . 
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Ta thaáy vôùi moïi x  [-1,1]  coù duy nhaát moät t [0,] sao
cho (x,g(x)) = M(t), vaø ngöôïc laïi. Vaø x  chính laø cost . 
Vaäy haøm cos laø moät song aùnh töø [0,] vaøo [-1,1] .  Theo 
hình veõ, haøm cos ñôn ñieäu giaõm. 

t
sint

cost
0


2

-
2



sin

cos

1

1-1

-1

M(t)

Do tính song aùnh ñôn
ñieäu giaûm , haøm cos lieân
tuïc töø [0 , ]  vaøo [-1,1], 
vaø haøm ngöôïc cuûa noù
cuõng lieân tuïc töø [-1,1] 
vaøo [0,]. Ta kyù hieäu
haøm naøy laø arccos t vôùi
moïi t  [-1,1] .
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t
sint

cost
0


2

-
2



sin

cos

1

1-1

-1

M(t)

Theo hình veõ ta thaáy :

 cos -t  = cos t ,

 cos (t+)  = - cos t .

 cos (t + k2) = cos t ,

vôùi moïi t trong , k .

Theo phaàn treân :  {xn} 
trong [0 , ]  vaø hoäi tuï veà x 
trong [0 , ], thì {cosxn} hoäi tuï veà cosx .

Nay cho moät daõy {tn} trong [0 , 2]  vaø hoäi tuï veà  . 
Ta seõ chöùng minh {cos tn} hoäi tuï veà cos .
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neáu [0, ],
2 neáu [ ,2 ].

n n
n

n n

t t
x

t t


  
 

 
 

Cho moät daõy {tn} trong [0 , 2]  vaø hoäi tuï veà  . Ta seõ
chöùng minh {cos tn} hoäi tuï veà cos .

 |(2 - tn) - | = | - tn|  : {xn} 
trong [0 , ]  vaø hoäi tuï veà 
 {cos xn} hoäi tuï veà cos

 cos xn = cos – tn = cos tn

 {cos tn} hoäi tuï veà cos

Baøi toaùn 68. Chöùng minh haøm cos lieân tuïc taïi  .

Haøm cos lieân tuïc treân [0 , ]

cos0




2 -t n

tn
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t
sint

cost
0


2

-
2



sin

cos

1

1-1

-1

M(t)Töø ñaây ta chöùng minh ñöôïc
söï lieân tuïc cuûa haøm sin treân
 nhö trong tröôøng hôïp
haøm cos

Lyù luaän töông töï, ta thaáy haøm sin laø moät song aùnh ñôn
ñieäu taêng lieân tuïc töø vaøo [-1,1]. Vaäy haøm
ngöôïc cuûa noù cuõng lieân tuïc töø [-1,1] vaøo . 
Ta kyù hieäu haøm naøy laø arcsin t vôùi moïi t  [-1,1] .

1 1
2 2[ , ] 

1 1
2 2[ , ] 
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Lyù luaän töông töï, ta thaáy haøm tg laø moät song aùnh ñôn
ñieäu taêng lieân tuïc töø vaøo (- , ). Vaäy haøm
ngöôïc cuûa noù cuõng lieân tuïc töø (- , ) vaøo . 
Ta kyù hieäu haøm naøy laø arctg t vôùi moïi t  (- , ) .

1 1
2 2( , ) 

1 1
2 2( , ) 

Töø ñaây ta chöùng minh ñöôïc
söï lieân tuïc cuûa haøm tg treân

nhö trong tröôøng hôïp haøm
cos

1 1
2 2( , )

k

k k   


 

 t 0


2

-
2

M t( ) tg t

tg
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Töø ñaây ta chöùng minh ñöôïc
söï lieân tuïc cuûa haøm cotg
treân

nhö trong tröôøng hôïp haøm
cos

( , )
k

k k  






Lyù luaän töông töï, ta thaáy haøm cotg laø moät song aùnh ñôn
ñieäu giaõm lieân tuïc töø vaøo (- , ). Vaäy haøm ngöôïc
cuûa noù cuõng lieân tuïc töø (- , ) vaøo . Ta kyù hieäu
haøm naøy laø arccotg t vôùi moïi t  (- , ) .

(0, )
(0, )

t

0

M t( )

cotg t
cotg

 0
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Ta chöùng minh ñöôïc ln laø moät song aùnh ñôn ñieäu taêng töø
(0, ) vaøo  . Do ñoù ln lieân tuïc treân (0, ) vaø noù coù aùnh
xaï ngöôïc kyù hieäu laø ex   laø moät haøm soá lieân tuïc töø  vaøo
(0, ). 

1
1Ñaët ln (0, )
x

tx dt x   

Cho soá thöïc döông a, ta ñaët
lnlog (0, )
lna

xx x
a

   

lnx x aa e x  
Caùc haøm naøy lieân tuïc treân taäp chuùng xaùc ñònh

ln x : logarit Neper cuûa x

lna x : logarit cô heä a cuûa x

ex : haøm muû cuûa x
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Ñònh nghóa . Cho A laø moät taäp con khaùc troáng cuûa —
vaø f laø moät aùnh xaï töø A vaøo —, ta noùi f laø moät haøm
soá thöïc lieân tuïc ñeàu treân A  neáu vaø chæ neáu
"  > 0 , $ () > 0  sao cho
| f(x) - f(y) | <  " x vaø y  A sao cho |y - x | < () .

Baøi toaùn 69. Cho moät soá thöïc döông c vaø ñaët f (x ) = cx
vôùi moïi x  — . Chöùng minh f lieân tuïc ñeàu treân — .
Cho  > 0 , tìm () > 0  sao cho
| f(x) - f(y) | <  " x vaø y  — sao cho |y - x | < () .

| f(x) - f(y) | = c|x -y | <  Ñaët () = c-1 

| f(x) - f(y) | <  " x vaø y  — sao cho |y - x | < () .
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Baøi toaùn 70 . Cho   f (x ) = x2      " x œ — . Chöùng minh f   
khoâng lieân tuïc ñeàu treân —.
"  > 0 , $ () > 0  sao cho
| f(x) - f(y) | <  " x vaø y  — sao cho |y - x | < () .
$  > 0 , "  > 0  coù x()  vaø y ()  — sao cho

|y () - x () | < () vaø | f(x () ) - f(y ()) | ¥  .
x >  0 ,  y = x + h   vôùi h > 0 
| y - x | = h | f(x) - f(y) | = (x +  h)2 - x2 =  2xh + h2 ¥ 

Choïn  = 1 . 

"  > 0, choïn h = 2-1 , x() = -1, y()= x()+ 2-1

| f(x() ) - f(y()) | = 2 x() h + h2 ¥ 1
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Baøi toaùn 71 . Cho A = (0,1) vaø f (x ) = x-1      " x œ A . 
Chöùng minh f   khoâng lieân tuïc ñeàu treân A.

0.2 0.4 0.6 0.8 1

20

40

60

80

100

$  > 0 , "  > 0  coù x()  vaø y ()  A sao cho
|y () - x () | <  vaø | f(x () ) - f(y ()) | ¥  .
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$  > 0 , "  > 0  coù x()  vaø y ()  A sao cho
|y () - x () | <  vaø | f(x () ) - f(y ()) | ¥  .
x , y   (0,1) ,  y = x - h   vôùi h > 0  

| y - x | = h 

| f(x) - f(y) | = (x - h)-1 - x-1 =  [ x (x - h) ]-1h    x -2h

Choïn  = 1 . 

"  > 0  ( œ (0, 1) ) . Choïn h = 2-1  ,                      vaø
y ()= x - h

( )x h 

| f(x() ) - f(y () ) |    x()-2h   = 1

xx-h0 1
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Baøi toaùn 72 . Cho f   laø moät haøm soá thöïc lieân tuïc treân
moät khoaûng ñoùng [a,b]. Luùc ñoù f  lieân tuïc ñeàu treân [a,b] 
Giaû söû coù moät soá thöïc döông  sao cho vôùi moïi soá thöïc
döông  ta coù hai soá x( ) vaø y( ) trong [a, b ] sao cho

|x( ) - y( ) | <  vaø |f(x( )) - f(y( ))|  ¥ 

Ñaët xn= x(n-1)  vaø yn = y (n-1)      " n œ Ù

|xn- yn | < n-1 vaø |f(xn)- f(yn)|¥  {xn}laø moät daõy trong [a,b] 
Coù moät daõy con             cuûa {xn} hoäi tuï veà c trong [a, b ]{ }xn

k

Ñaët uk =            vaø vk =                        " k œ Ùxn
k

yn
k

| uk - vk | < (nk)-1  < k-1 vaø |f(uk ) - f(vk )|  ¥ lim kk
u c
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| uk - vk | < (nk)-1  < k-1 vaø |f(uk ) - f(vk )|  ¥ lim kk
u c




1 1
k kk k

u v   
1 1

k k kk k
u v u   

lim limk kk k
u v c

 
 

lim ( ) ( )kk
f u f c


 lim ( ) ( )kk

f v f c




vk<uk
1
k+ -uk

1
k<

c c 0c0
Cho                ,  coù N(’) vaø M(’) trong  sao cho
|f(uk)- f(c)| < ’  k  N(’) vaø |f(vk)- f(c)| < ’  k  M(’)

1'
2

 

  |f(uk ) - f(vk )|  |f(uk) - f(c)| + | f(c) - f(vk)|  < ’+ ’ = 
Choïn k =  N(’) + M(’)  + 1
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P H EÙ P  T Í N H  V I    P H AÂ N
CHÖÔNG BAÛY

Quan saùt moät chieác xe chaïy treân ñöôøng thaúng, chuùng ta
muoán xeùt vieäc chaïy nhanh hoaëc chaäm cuûa noù taïi moät
thôøi ñieåm t . Ta moâ hình toaùn hoïc vieäc naøy nhö sau: ghi
vò trí chieác xe taïi thôøi ñieåm s laø x(s). Với một thời điểm s
khaù gaàn nhö khaùc t, ta tính ñöôïc vaän toác trung bình cuûa
chieác xe trong khoaûng thôøi gian töø t ñeán s nhö sau

x t( ) x r( )

x s( )
,

( ) ( )
t s

x s x tv
s t
−

=
−
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Vaän toác trung bình vt,s cho chuùng ta caùc thoâng tin veà
vieäc chaïy nhanh hoaëc chaäm cuûa chieác xe taïi thôøi ñieåm t. 
Neáu s caøng gaàn t hôn, thì vt,s caøng cho chuùng ta caùc
thoâng tin chính xaùc hôn veà vieäc chaïy nhanh hoaëc chaäm
cuûa chieác xe taïi thôøi ñieåm t. 

x t( ) x r( )

x s( )
,

( ) ( )
t s

x s x tv
s t
−

=
−

Vaäy ñeå bieát vieäc chaïy nhanh hoaëc chaäm cuûa chieác xe taïi
thôøi ñieåm t, ta phaûi xeùt vò trí x(r) cuûa chieác xe taïi caùc thôøi
ñieåm r trong moät taäp hôïp A. Taäp hôïp A naøy phaûi coù tính
chaát : luoân luoân coù caùc phaàn töû khaùc t nhöng raát gaàn t. 
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Ñònh nghóa. Cho A laø moät taäp con khaùc troáng cuûa —
vaø x ∈ —. Ta noùi x laø moät ñieåm tuï cuûa A neáu vôùi moïi soá
thöïc döông δ ta tìm ñöôïc y ∈ A  sao cho 0 < |x - y | < δ. 
Taäp hôïp taát caû caùc ñieåm tuï cuûa A ñöôïc kyù hieäu laø A* .

$ y  ∈ A … {( x - δ , x + δ ) \ {x}}

$ y  ∈ {A \ {x}}… ( x - δ , x + δ )

{A \ {x}}… ( x - δ , x + δ ) ∫ «

x ∈ A*

ñ x ∈ (A \ x})*

x-δ x+δx

y A

Ta moâ hình toaùn hoïc yù töôûng beân treân nhö sau
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Baøi toaùn 73.  Cho A = (0,1)  vaø x = 0 . Chöùng minh x laø
moät ñieåm tuï cuûa A 

0

x-δ x+ =δ δx

1y = 2
δ

Cho δ > 0,  tìm y ∈ A   sao cho 0 <  |x - y | < δ

Cho δ > 0,  tìm y ∈ (0,1) sao cho 0 <  | 0 - y | < δ

Cho δ > 0,  tìm y ∈ (0,1) sao cho 0 <  y  < δ

| 0 - y |  =  | y | = y
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Baøi toaùn 74.  Cho A = [0,1]  vaø x = 0 . Chöùng minh x laø
moät ñieåm tuï cuûa A 

0

x-δ x+ =δ δx

1y = 2
δ

Cho δ > 0,  tìm y ∈ A   sao cho 0 <  |x - y | < δ

Cho δ > 0,  tìm y ∈ (0,1) sao cho 0 <  | 0 - y | < δ

Cho δ > 0,  tìm y ∈ (0,1) sao cho 0 <  y  < δ

| 0 - y |  =  | y | = y
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Baøi toaùn 75. Cho A  =  { 0 } » [ 2-1, 1]  vaø x = 0 . 
Chöùng minh x khoâng laø moät ñieåm tuï cuûa A 

∀ δ > 0, {A \ {x}}… ( x - δ , x + δ ) ∫ «

∃ δ > 0,  {A \ {x}}… ( x - δ , x + δ ) =  «

0

x

1A
1
2

x- 1
4

1
4x+ 1

4 =

1Choïn 0
4

δ = >

1 1( , ) ( , )
4 4

1{ \ { } , ]} [ 1
2

x xA x δ δ φ= − =− +∩ ∩

∃ δ > 0,  [2-1,1]… (- δ , δ ) =  «
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Baøi toaùn 76.  Cho B  laø moät taäp hôïp con khaùc troáng cuûa
—, a ∈ B* . Ñaët A = B »{a}. Chöùng minh a ∈ A* .

∀ δ > 0,  ta coù {B \ {a}}… ( a - δ , a + δ ) ∫ «

∀ δ > 0,  chöùng minh {A \ {a}}… ( a - δ , a + δ ) ∫ «

A \ {a} = B \ {a} ?

A \ {a} = A ∩(— \ {a}) = (B »{a}) ∩(— \ {a})

= (B ∩(— \ {a}) )»({a}∩(— \ {a})

= B ∩(— \ {a}) = B \ {a} 
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Quan saùt moät chieác xe chaïy treân ñöôøng thaúng, chuùng ta
muoán xeùt vieäc chaïy nhanh hoaëc chaäm cuûa noù taïi moät
thôøi ñieåm t . Ta moâ hình toaùn hoïc vieäc naøy nhö sau
• choïn moät taäp hôïp caùc thôøi ñieåm A sao cho t laø moät
ñieåm tuï cuûa A, 

• với một thời điểm s ∈ A \ {t}, ta tính vaän toác trung bình
vt,s cuûa chieác xe trong khoaûng thôøi gian töø t ñeán s.

• neáu s caøng gaàn t thì vt,s caøng gaàn moät soá thöïc v . Ta 
noùi v laø vaän toác töùc thôøi cuûa chieác xe taïi thôøi ñieåm t.

x t( ) x r( )

x s( )
,

( ) ( )
t s

x s x tv
s t
−

=
−
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Ñònh nghóa. Cho A laø moät taäp con  khaùc troáng cuûa —,
c ∈ —,   f laø moät haøm soá thöïc treân A vaø a ∈ A* . Ta noùi

• f coù giôùi haïn laø c taïi a neáu vaø chæ neáu vôùi moïi soá
thöïc döông ε coù moät soá thöïc döông δ(ε) sao cho

| f(x) - c | < ε ∀ x ∈ A vôùi 0 < |x - a| < δ(ε) ,   

vaøø kyù hieäu .                    lim ( )
x a

f x c
→

=

Ta thöû xem moâ hình toaùn hoïc yù töôûng beân treân nhö sau.
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Baøi toaùn 77. Cho A = [0,1] , a = 0  vaø

Chöùng minh

1 [0,1),( ) 1
1 neáu 1.

x xf x x
x

⎧ −
∀ ∈⎪= ⎨ −

⎪ =⎩

0
lim ( ) 1
x

f x
→

=

" ε > 0 , tìm δ(ε) > 0  sao cho
| f(x) - 1| < ε ∀ x ∈ A vôùi 0 < |x - 0| < δ(ε)

" ε > 0 , tìm δ(ε) > 0  sao cho
| f(x) - 1 | < ε ∀ x ∈ [0,1] vôùi 0  <  x  < δ(ε)

f x x
x

x x
x x x

x( ) ( )( )
( )( )

( , )=
−
−

=
− +
− +

=
+

∀ ∈
1
1

1 1
1 1

1
1

0 1
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| ( ) | | | | | ( , )f x
x

x
x

x x− =
+

− =
+

< ∀ ∈1 1
1
1

1
0 1

x ≤ ε x ≤ ε 2 δ ε ε( ) = 2

" ε > 0 , ñaët δ(ε) = ε2 ta coù
| f(x) - 1 | < ε ∀ x ∈ [0,1] vôùi 0  <  x  < δ(ε)

f x x
x

x x
x x x

x( ) ( )( )
( )( )

( , )=
−
−

=
− +
− +

=
+

∀ ∈
1
1

1 1
1 1

1
1

0 1

"ε > 0 , tìm δ(ε) > 0  sao cho
< ε ∀ x ∈ [0,1] vôùi 0  <  x  < δ(ε)x

"ε > 0 , tìm δ(ε) > 0  sao cho
| f(x) - 1 | < ε ∀ x ∈ [0,1] vôùi 0  <  x  < δ(ε)
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Baøi toaùn 78. Cho A = [0,1] , a = 1  vaø

Chöùng minh

1 [0,1),( ) 1
1 neáu 1.

x xf x x
x

⎧ −
∀ ∈⎪= ⎨ −

⎪ =⎩
1

1

2
lim ( )
x

f x
→

=

Cho ε > 0 , tìm δ(ε) > 0  sao cho
∀ x ∈ [0,1] vôùi 1- δ(ε) <  x  < 1

1

2
| ( ) |f x ε− <

Cho ε > 0 , tìm δ(ε) > 0  sao cho
∀ x ∈ A vôùi 0 < |x - 1| < δ(ε)1

2
| ( ) |f x ε− <

0
x

1 1 ( )+δ ε1 ( )- δ ε
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f x x
x

x x
x x x

x( ) ( )( )
( )( )

[ , )=
−
−

=
− +
− +

=
+

∀ ∈
1
1

1 1
1 1

1
1

0 1

Cho ε > 0 , tìm δ(ε) > 0  sao cho
∀ x ∈ [0,1] vôùi 1- δ(ε) <  x  < 1

1

2
| ( ) |f x ε− <

Cho ε > 0 , tìm δ(ε) > 0  sao cho
∀ x ∈ [0,1] vôùi 1- δ(ε) <  x  < 1

1

2
| ( ) | |1 |f x x ε− < − <

2

1 1 1 1 1| ( ) | | | 1
2 21 2( 1) 2( 1)

x xf x x
x x x

− −
− = − = = < −

+ + +

Cho ε > 0 , ñaët δ(ε) = ε ta coù
∀ x ∈ [0,1] vôùi 1- δ(ε) <  x  < 1

1

2
| ( ) |f x ε− <
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limx
x

x→
−
−

=0
1
1

1

limx
x

x→
−
−

=1
1
2

1
1

1In[1] : Limit [ , 0]
1

Out[1] : 1

x x
x
−

= →
−

=

1

2

1In[1] : Limit [ , 1]
1

Out[1] :

x x
x
−

= →
−

=

Duøng leänh ñeå tínhLimit[ ( ), ]f x x a→ lim ( )
x a

f x
→
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0

1lim 1
x

xxx
→

− =

1

1 1lim( )
1 ln 2x

x x
x→

− =
−

1In[3] : Limit [ , 0]
Out[3] : 1

xxx x−= →
=

1In[4] : Limit [ , 1]
1 ln

1Out[4] :
2

x x x
x

= − →
−

=
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Ñònh nghóa. Cho A laø moät taäp con  khaùc troáng cuûa
—,  c ∈ —,   f laø moät haøm soá thöïc treân A vaø a ∈ A* . 
Ta noùi f coù giôùi haïn beân phaûi laø c taïi a neáu vaø chæ
neáu vôùi moïi soá thöïc döông ε coù moät soá thöïc döông δ(ε)
sao cho

| f(x) - c | < ε ∀ x ∈ A vôùi 0 < x - a < δ(ε),   

vaø kyù hieäu lim ( )
x a

f x c
+→

=

xa
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1/

0
lim(1 ) x

x
x e

+→
+ =

Duøng leänh ñeå
tính

Limit[ ( ), ,Direction 1]f x x a→ →−

lim ( )
x a

f x
+→

xa 1-1 0
1

In[1] : Limit [(1 ) , 0,Direction 1]
Out[1] :

xx x
e

−
= + → → −
=
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Ñònh nghóa. Cho A laø moät taäp con  khaùc troáng cuûa
—, c ∈ —,   f laø moät haøm soá thöïc treân A vaø a ∈ A* . 
Ta noùi f coù giôùi haïn beân traùi laø c taïi a neáu vaø chæ
neáu vôùi moïi soá thöïc döông ε coù moät soá thöïc döông δ(ε)
sao cho

| f(x) - c | < ε ∀ x ∈ A vôùi 0 < a - x < δ (ε) ,   

vaø kyù hieäu lim ( )
x a

f x c
−→

=

x a
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Duøng leänh ñeå
tính

Limit[ ( ), ,Direction 1]f x x a→ →

lim ( )
x a

f x
→ −

1-1 0
(cos )In[1] : Limit [ , 0,Direction 1]
| |

1Out[1] :
2

Log x x
x x

= → →

=

x a

0

(cos ) 1lim
2| |x

Log x
x x−→

=
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Cho moät ε > 0 , coù moät soá thöïc döông δ(a, ε) sao cho

|f(x) - f(a) | < ε ∀ x ∈ A vôùi |x - a | < δ (a,ε )
Cho moät ε’ > 0 ,  tìm moät soá thöïc döông h(a, ε’) sao cho

|f(x) - f(a) | < ε’ ∀ x ∈ A vôùi 0 < |x - a | < h(a, ε’) 

Cho ε’ > 0

Baøi toaùn 79. Cho A  laø moät taäp hôïp con khaùc troáng cuûa
—, a ∈ A*… A  vaø moät haøm soá thöïc f  treân A. Giaû söû f  lieân
tuïc taïi a. Luùc ñoù lim ( ) ( )

x a
f x f a

→
=

Ñaët ε =ε’,  coù δ (a,ε ) Ñaët h(a, ε’) = δ (a,ε )

|f(x) - f(a) | < ε = ε’ ∀x∈ A, 0 < |x - a| < δ (a,ε ) = h(a,ε’) 
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Cho ε > 0  coù moät soá thöïc döông δ(a, ε) sao cho
|f(x) - f(a) | < ε ∀ x ∈ A vôùi 0 < |x - a | < δ (a,ε )

Cho ε’ > 0  tìm moät soá thöïc döông h(a, ε’) sao cho
|f(x) - f(a) | < ε’ ∀ x ∈ A vôùi |x - a | < h(a, ε’) 

É x = a :  f(x) = f(a) ,  | f(x) - f(a) | = 0

É x ∫ a  :      0 < |x - a |

Baøi toaùn 80. Cho A  laø moät taäp hôïp con khaùc troáng cuûa
—, a ∈ A*… A  vaø moät haøm soá thöïc f  treân A. Giaû söû

.  Chöùng minh  f  lieân tuïc taïi alim ( ) ( )
x a

f x f a
→

=

Cho ε’ > 0 Ñaët ε =ε’,  coù δ (a,ε ) Ñaët h(a, ε’) = δ (a,ε )
|f(x)- f(a) | < ε = ε’ ∀x ∈A, 0 < |x - a | < δ (a,ε ) = h(a,ε’) 

⇒
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Baøi toaùn 81. Cho A  laø moät taäp hôïp con khaùc troáng cuûa
—, a ∈ A*… A  vaø moät haøm soá thöïc f  treân A. Giaû söû

. Cho {xn} laø moät daõy trong A \ {a}
(nghóa laø xn ∈ A \ {a} vôùi moïi n )  vaø {xn} hoäi tuï veà a.  
Chöùng minh  daõy {f(xn)} hoäi tuï veà c .

lim ( )
x a

f x c
→

=

Cho e > 0 , coù $ d(a, e ) > 0  sao cho
| f ( x ) - c |  < e " x ∈ A , 0  < | x - a |  < d(a, e ) 

Cho  moät e’ > 0    ta coù moät N(e’) œ Õ sao cho
0 <  | xn - a |  <   e’ " n ¥ N(e’) .

Cho  moät e” > 0  tìm moät M(e”) œ Õ sao cho
| f(xm)  - c |  <   e” " m ¥ M(e”) .



346

Cho  moät e” > 0  tìm moät M(e”) œ Õ sao cho
| f(xm)  - c |  <   e” " m ¥ M(e”) .
Cho  moät e’ > 0    ta coù moät N(e’) œ Õ sao cho

| xn - a |  <   e’ " n ¥ N(e’) .
Cho  moät e > 0  ta coù d(a,e)  >  0    sao cho
| f(x)  - c |  <   e " x œ A , 0 <| x – a | < d(a,e)

xm V xe” V e d(a,e) V e’ M(e”) V N(e’) 
Cho e” > 0 
ñaët e = e”

Vôùi e
coù d(x,e) e’ = d(a,e) Vôùi e’

coù N(e’) M(e”)= N(e’)

m¥M(e”)=N(e’) 

⇒

|xn- a | <e’= d(a,e) | f(xm)- c | <e”

⇒
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Cho e” > 0,  tìm d(a,e”)  >  0    sao cho
| f(y)  - c |  <   e” " y œ A vôùi | y – a | < d(a,e”)
Coù e” > 0   sao cho vôùi moãi d >  0   ta coù moät yd œ A
vôùi | yd – a | < d sao cho | f(yd )  - c |  ¥ e”

fl
Cho  moät e’ > 0    ta coù moät M(e’) œ Õ sao cho

| f(xn) - c |  <  e’ " n ¥ M(e’) .

Cho e > 0,  ta coù N(e) œ Õ sao cho | xn- a | < e " n ¥ N(e)

Baøi toaùn 82. Cho moät haøm soá thöïc f treân moät taäp con  A
cuûa —, c ∈ — vaø a∈A* .  Giaû söû vôùi moïi daõy {xn} trong
A \{a} (nghóa laø xn∈ A \{a} ∀ n ∈ Õ) vaø {xn} hoäi tuï veà
a, thì daõy {f(xn)} hoäi tuï veà c. Chöùng minh.                          lim ( )

x a
f x c

→
=
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fl

Cho  moät e > 0    ta coù moät N(e) œ Õ sao cho
| xn - a |  <   e " n ¥ N(e) .

Cho  moät e’ > 0    ta coù moät M(e’) œ Õ sao cho
| f(xn) - c |  <  e’ " n ¥ M(e’) .

Coù e” > 0  sao cho vôùi moãi d > 0  ta coù moät yd œ A
vôùi | yd – a | < d sao cho | f(yd )  - c | ¥ e”

| f(xn) - c | <  e’ V | f(yd )  - c | ¥ e”
yd V xn | yd – a | < d V | xn - a |  <   e

Choïn d = n-1 vaø xn = y1/n

| xn - a|  < n-1   vaø | f(xn) - c | = | f(yd ) - c | ¥ e” " n

Tìm caùc thaønh toá coù veõ maâu thuaãn vôùi nhau
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Baøi toaùn 83. Cho A  laø moät taäp hôïp con  khaùc troáng
cuûa —, x ∈ A* vaø hai haøm soá thöïc f vaø g treân A coù
giôùi haïn taïi x laø c vaø d.  Ñaët h (z) = f(z) +g(z) ∀ z ∈ A. 
Chöùng minh h coù giôùi haïn taïi x  laø c+d .

Cho {xn} laø moät daõy trong A \ {x} hoäi tuï veà x .

Ta coù {f (xn)} laø moät daõy hoäi tuï veà c 

Ta coù {g(xn)} laø moät daõy hoäi tuï veà d 

Chöùng minh {h (xn)} laø moät daõy hoäi tuï veà c+d

h (xn) = f(xn) + g(xn)
h x( ) =  + n  ( )f xn g x( )n

c dc+d
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Baøi toaùn 84. Cho A  laø moät taäp hôïp con  khaùc troáng
cuûa —, x ∈ A* vaø hai haøm soá thöïc f vaø g treân A coù
giôùi haïn taïi x laø c vaø d.  Ñaët h (z) = f(z)g(z) ∀ z ∈ A. 

Chöùng minh h coù giôùi haïn taïi x  laø cd .

Cho {xn} laø moät daõy hoäi tuï veà x trong A .
Ta coù {f (xn)} laø moät daõy hoäi tuï veà c 

Ta coù {g(xn)} laø moät daõy hoäi tuï veà d 

Chöùng minh {h (xn)} laø moät daõy hoäi tuï veà cd

h (xn) = f(xn)g(xn)

c d

h x( ) =  . n ( )f xn g x( )n

cd
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Ñònh lyù. Cho A  laø moät taäp hôïp con khaùc troáng cuûa —,

a ∈ A*… A  vaø moät haøm soá thöïc f  treân A. Luùc ñoù ba ñieàu
sau ñaây töông ñöông

(i)

(ii)    f lieân tuïc taïi a

(iii) vôùi moïi daõy {xn} trong A hoäi tuï veà a , ta coù {f(xn)}
hoäi tuï veà f(a).

lim ( ) ( )
x a

f x f a
→

=
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Baøi toaùn 85.  Cho B  laø moät taäp hôïp con khaùc troáng cuûa
—, a ∈ B*, c ∈ — vaø moät haøm soá thöïc g treân B . Ñaët A = 
B »{a}. Giaû söû . Ñaët

Chöùng minh  f lieân tuïc taïi a  .
f x

g x x B a
c x a

( )
( ) \ { }

=
∈

=
RST

lim ( )
x a

g x c
→

=

Cho ε > 0  coù moät soá thöïc döông δ(a, ε) sao cho
|g(x) - c | < ε ∀ x ∈ B vôùi 0 < |x - a | < δ (a,ε )

Cho ε’ > 0  tìm moät soá thöïc döông h(a, ε’) sao cho
|f(x) - f(a) | < ε’ ∀ x ∈ A vôùi |x - a | < h(a, ε’) 

( ) ,
( ) ( ) ( )

0 .
g x c x B

f x f a f x c
x a

− ∈⎧
− = − = ⎨ =⎩

A = B »{a}
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Cho ε > 0  coù moät soá thöïc döông sao cho
|g(x) - c | < ε ∀ x ∈ A vôùi 0 < |x - a | < δ (a,ε )

Cho ε’ > 0  tìm moät soá thöïc döông h(a, ε’) sao cho
|f(x) - f(a) | < ε’ ∀ x ∈ A vôùi |x - a | < h(a, ε’) 

( ) ,
( ) ( ) ( )

0 .
g x c x B

f x f a f x c
x a

− ∈⎧
− = − = ⎨ =⎩

A = B »{a}

Cho ε’ > 0 Ñaët ε = ε’ coù δ(a,ε) Ñaët h(a,ε’) = δ(a,ε) 

|f(x) - f(a) | < ε = ε’ ∀ x ∈ A , |x - a | < δ(a,ε)  = h(a, ε’)

f x
g x x B a
c x a

( )
( ) \ { }

=
∈

=
RST
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Baøi toaùn 86. Cho A laø moät taäp hôïp con khaùc troáng cuûa —,
a ∈ A*, c ∈ — vaø ba haøm soá thöïc f, g vaø h treân A. Giaû söû
f(x) ≤ h(x) ≤ g(x) ∀ x ∈ A  vaø .
Chöùng minh                          .

lim ( ) lim ( )
x a x a

f x g x c
→ →

= =
lim ( )
x a

h x c
→

=

Cho {xn} laø moät daõy hoäi tuï veà x trong A .
Ta coù {f (xn)} laø moät daõy hoäi tuï veà c 
Ta coù {g(xn)} laø moät daõy hoäi tuï veà c 
Chöùng minh {h (xn)} laø moät daõy hoäi tuï veà c 

f(xn) ≤ h(xn) ≤ g(xn)
( )     f xn ≤ ≤h x( )n g x( )n

cc c
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Cho x ∈ ( a , b ) . Luùc ñoù coù moät soá thöïc döông r  sao
cho x + h ∈ ( a , b )                  " h ∈ (- r , r )

Cho  f  laø moät haøm soá thöïc treân (a, b) vaø x ∈ (a, b). Ñaët

u h f x h f x
h

h A r r( ) ( ) ( ) ( , ) \ { }=
+ −

∀ ∈ ≡ − 0

0 ∈ A*

0

( ) ( )lim
h

f x h f x
h→

+ −
Coù theå xeùt hay0

lim ( )
h

u h
→

a bxx-r x+rh
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Ñònh nghóa. Cho  f  laø moät haøm soá thöïc treân khoaûng
môû (a, b) vaø x ∈ (a , b).  Choïn moät soá thöïc döông r
sao cho ( x - r , x + r) Õ (a , b) .  Ñaët

u h f x h f x
h

h r r( ) ( ) ( ) ( , ) \ { }=
+ −

∀ ∈ − 0

Luùc ñoù ta kyù hieäu giôùi haïn naøy laø f ’(x) vaø goïi noù laø ñaïo
haøm cuûa f  taïi x.   Neáu f khaû vi taïi moïi x ∈ (a, b)  ta noùi
f khaû vi treân (a, b).

Ta noùi f   laø moät haøm soá khaû vi taïi x neáu vaø chæ neáu giôùi
haïn sau ñaây coù vaø laø moät soá thöïc. 

0 0

( ) ( )lim ( lim ( ))
h h

f x h f x u h
h→ →

+ −
=
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Baøi toaùn 87. Cho  c laø moät soá thöïc vaø f (x) = c  " x ∈
—. Chöùng minh f khaû vi treân — vaø f ’ (x) = 0 " x ∈ —

f x h f x
h

c c
h

( ) ( )+ −
=

−
= 0

0

( ) ( )( ) lim
h

f x h f xf x
h→

+ −′ =

Cho x ∈ — vaø h∈ — \ {0}

0

( ) ( )lim 0
h

f x h f x
h→

+ −
=
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Baøi toaùn 88. Cho c laø moät soá thöïc vaø f (x) = cx "x ∈
—. Chöùng minh f khaû vi treân — vaø f ’(x ) = c   " x ∈ —

f x h f x
h

c x h cx
h

ch
h

c( ) ( ) ( )+ −
=

+ −
= =

0

( ) ( )lim
h

f x h f x c
h→

+ −
=

0

( ) ( )( ) lim
h

f x h f xf x
h→

+ −′ =

Cho x ∈ — vaø h∈ — \ {0}
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Duøng leänh D[f(x), x] ñeå tính ñaïo haøm cuûa haøm soá f.

Thí duï . Cho  f (x ) = (7x - 3)3 cos 2x " x ∈ — . Tính
ñaïo haøm cuûa f .

In[1]:=D[(7x - 3)3Cos[2x],x] 

Out[1]:= 21(7x - 3)2cos2x - 2(7x-3)3sin2x

f ’(x ) = 21(7x - 3)2cos2x - 2(7x-3)3sin2x " x ∈ —
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Baøi toaùn 89. Cho f vaø g  laø caùc haøm soá thöïc khaû vi treân
khoaûng môû (a, b). Ta coù k = f + g  khaû vi treân khoaûng
môû (a, b) vaø k’(x ) = f ’(x ) + g’(x ) ∀x ∈ (a, b)

0

( ) ( )( ) lim
h

f x h f xf x
h→

+ −′ =
0

( ) ( )( ) lim
h

g x h g xg x
h→

+ −′ =

( ) ( ) [ ( ) ( )] [ ( ) ( )]

[ ( ) ( )] [ ( ) ( )] ( ) ( )

k x h k x f x h g x h f x g x
h h

f x h f x g x h g x u h v h
h

+ − + + + − +
=

+ − + + −
= = +

0

( ) ( )( ) lim
h

k x h k xk x
h→

+ −′ = Cho x ∈ — vaø h∈ — \ {0}

u h f x h f x
h

( ) ( ) ( )
=

+ − v h g x h g x
h

( ) ( ) ( )
=

+ −
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u h f x h f x
h

( ) ( ) ( )
=

+ −
v h g x h g x

h
( ) ( ) ( )

=
+ −

w (h) = u (h) + v (h)

limhØ0 u (h ) = f ’(x )

limhØ0 v (h ) = g’(x )

k’(x) =  limhØ0 w (h )  = f ’(x ) + g’(x )

( ) ( )( ) ( ) ( )k x h k xw h u h v h
h

+ −
= = +

0

( ) ( )( ) lim
h

k x h k xk x
h→

+ −′ = Cho x ∈ — vaø h∈ — \ {0}
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Baøi toaùn 90. Cho  f  laø moät haøm soá thöïc treân khoaûng
môû (a,b) vaø x ∈ (a,b). Giaû söû f  khaû vi taïi x . Cho M
trong (| f ’(x)|, ∞). Chöùng minh coù moät soá thöïc döông r  
sao cho (x-r, x+r) ⊂ (a, b)  vaø

| f(y) – f(x)| ≤ M| y -x |            ∀ y ∈ , | y – x| < r

0

( ) ( )( ) lim
h

f x h f xf x
h→

+ −′ =

∀ ε > 0 ,  ∃ δ(ε) > 0  sao cho
( ) ( )| ( ) | , | | ( )f x h f xf x h h

h
ε δ ε+ −′ − < ∀ <
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∀ ε > 0 ,  ∃ δ(ε) > 0  sao cho
( ) ( )| ( ) | , | | ( )f x h f xf x h h

h
ε δ ε+ −′ − < ∀ <

f’ x( ) ( ) ( )f x h f x
h

+ -

ε ε

( ) ( )| ( ) | ( ) ( ) | ( ) |f x h f xf x f x f x f x
h

ε ε ε ε+ −′ ′ ′ ′− − ≤ − ≤ ≤ + ≤ +

( ) ( )| ( ) | | ( ) |f x h f xf x f x
h

ε ε+ −′ ′− − ≤ ≤ +

( ) ( )| | | ( ) | , | | ( )f x h f x f x h h
h

ε δ ε+ − ′≤ + ∀ <
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1
2Choïn ( | ( ) |) 0M f xε ′= − >

( ) ( )| | | ( ) | , | | ( )f x h f x f x h h
h

ε δ ε+ − ′≤ + ∀ <

| ( ) |f x M Mε ε′ + = − <

Choïn r = δ(ε)
( ) ( )| | , | |f x h f x M h h r

h
+ −

< ∀ <

| ( ) ( ) | | | , | |f x h f x M h h h r+ − < ∀ <

| ( ) ( ) | | | ( , ), | |f y f x M y x y a b y x r− < − ∀ ∈ − <

| ( ) | 2f x Mε′ + =
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Baøi toaùn 91. Cho  f  laø moät haøm soá thöïc treân khoaûng
môû (a,b) vaø x ∈ (a,b). Giaû söû f  khaû vi taïi x  vaø f ’(x)  
khaùc khoâng. Cho c trong (0, | f ’(x)|). Chöùng minh coù moät
soá thöïc döông r  sao cho (x-r, x+r) ⊂ (a, b)  vaø

c|y-x | ≤ | f(y) – f(x)|                 ∀ y ∈ , | y – x| < r

0

( ) ( )( ) lim
h

f x h f xf x
h→

+ −′ =

∀ ε > 0 ,  ∃ δ(ε) > 0  sao cho
( ) ( )| ( ) | , | | ( )f x h f xf x h h

h
ε δ ε+ −′ − < ∀ <
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∀ ε > 0 ,  ∃ δ(ε) > 0  sao cho
( ) ( )| ( ) | , | | ( )f x h f xf x h h

h
ε δ ε+ −′ − < ∀ <

( ) ( ) ( ) ( )| | ( ) | |f x h f x f x h f xf x
h h

ε ε+ − + −′− − ≤ ≤ +

( ) ( )| ( ) | | | , | | ( )f x h f xf x h h
h

ε δ ε+ −′ ≤ + ∀ <

f ’ x( )( ) ( )f x h f x
h

a + -=

ε ε

| | ( ) | |a a f x a aε ε ε ε′− − ≤ − ≤ ≤ + ≤ +
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1
2Choïn (| ( ) | ) 0f x cε ′= − >

| ( ) |f x c cε ε′ − = + >
Choïn r = δ(ε)

( ) ( )| | , | |f x h f x c h h r
h

+ −
> ∀ <

| ( ) ( ) | | | , | |f x h f x c h h h r+ − > ∀ <

| ( ) ( ) | | | ( , ), | |f y f x c y x y a b y x r− > − ∀ ∈ − <

( ) ( )| ( ) | | | , | | ( )f x h f xf x h h
h

ε δ ε+ −′ − ≤ ∀ <

| ( ) | 2f x cε′ − =
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Baøi toaùn 92. Cho  f  laø moät haøm soá thöïc treân khoaûng
môû (a, b) vaø x ∈ (a, b). Giaû söû f   khaû vi taïi x  . Chöùng
minh f  lieân tuïc taïi x
Cho ε > 0 , tìm moät δ(ε) > 0 sao cho :

|f(y) – f(x) | < ε ∀ y ∈(a,b), |y-x| < δ(ε) 

Baøi toaùn 90 :  Cho  M >  | f ’(x)|,  coù r  > 0    sao cho
(x-r, x+r) ⊂ (a,b)  vaø

| f(y) – f(x)| ≤ M| y -x |              ∀ y ∈ , | y – x| < r

Cho ε > 0 ,  ñaët δ(ε) =  min{r, M-1 ε }

|f(y) – f(x) | < ε ∀ y ∈(a,b), |y-x| < δ(ε)
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Baøi toaùn 93. Cho f vaø g  laø caùc haøm soá thöïc khaû vi treân
khoaûng môû (a,b). Ta coù k = fg khaû vi treân khoaûng môû
(a,b) vaø k’(x) = f ’(x)g(x) + f(x)g’(x) ∀x ∈ (a,b)

0

( ) ( )( ) lim
h

f x h f xf x
h→

+ −′ =
0

( ) ( )( ) lim
h

g x h g xg x
h→

+ −′ =

0

( ) ( )? lim
h

k x h k x
h→

+ −

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )k x h k x f x h g x h f x g x
h h

+ − + + −
=

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )f x h g x h f x g x h f x g x h f x g x
h

+ + − + + + −
=

( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )f x h f x g x h g xg x h f x
h h

+ − + −
= + +
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )k x h k x f x h f x g x h
h h

+ − + −
= +

( ) ( )( ) g x h g xf x
h

+ −
+

g(x+h) f(x)f(x+h)-f(x)
h

g(x+h)-g(x)
h

+

g(x) f(x)f ’(x) g’(x)+

h

0

k(x+h)-k(x)
h

?

=

k’(x) = f ’(x)g(x) + f(x)g’(x) ∀x ∈ (a,b)
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Baøi toaùn 94. Cho f laø moät haøm soá töø (a, b) vaøo (c,d) 
vaø g  laø moät haøm soá thöïc treân (c, d). Cho x ∈ (a, b) sao
cho f  khaû vi taïi x , g khaû vi taïi z = f(x) vaø g‘(x) = 0. Ñaët u
=  go f . Chöùng minh u khaû vi taïi x vaø u’(x)  =  0

0

( ( )) ( ( ))Chöùng minh lim 0
h

g f x h g f x
h→

+ −
=

Cho ε > 0, tìm δ(ε) > 0 sao cho
| ( ( )) ( ( )) | | | , | | ( )g f x h g f x h h hε δ ε+ − < ∀ <

Cho ε > 0, tìm δ(ε) > 0 sao cho ∀ h, |h| < δ(ε)  :
( ( )) ( ( )) ( ( )) ( ( ))| | | 0 |g f x h g f x g f x h g f x

h h
ε+ − + −

= − <
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Cho ε > 0, tìm δ(ε) > 0 sao cho
| ( ( )) ( ( )) | | | , | | ( )g f x h g f x h h hε δ ε+ − < ∀ <

BT 90 : Ñaët M = |f’(z) | +1,  coù r > 0,  sao cho
| f(x+h) – f(x)| ≤ M | h |              ∀ h , | h |  < r

BT 90 : Cho ε’ > 0 ,  coù s(ε’) > 0,  sao cho
| g(z+k) – g(z)| ≤ ε’ | k |              ∀ k , | k |  < s(ε’)

ε ε

ε

+ − < + − <

∀ + − < <

| ( ( )) ( ( )) | ' | ( ) ( ) | ' | |
| ( ) ( ) | ( '), | |

g f x h g f x f x h f x M h

f x h f x s h r

Cho ε > 0, choïn ε’= M-1ε,  vaø δ(ε) = min{r, 2-1M-1s(ε’)}
| ( ( )) ( ( )) | | | , | | ( )g f x h g f x h h hε δ ε+ − < ∀ <

| f(x+h) – f(x)| ≤ M| h |  < s(ε’)                 ∀ h , | h |  < r
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Baøi toaùn 95. Cho f laø moät haøm soá töø (a, b) vaøo (c,d) 
vaø g  laø moät haøm soá thöïc treân (c, d). Cho x ∈ (a, b) sao
cho f  khaû vi taïi x , g khaû taïi z = f(x). Ñaët u =  go f . 
Chöùng minh u khaû vi taïi x vaø u’(x)  =g’(f(x))f ’(x) .
° g ’(z) = 0 : u’(x) = 0  (BT 94)
° g’(z)  = α > 0 . Ñaët
g1(t)  =  g(t) - α t                  ∀ t ∈ (c,d). 
v(s)  = g1(f(s))                  ∀ s ∈ (a,b). 
g1’(t)  =  g’(t) - α ∀ t ∈ (c,d)
v’(z)  = 0

g1’(z)  =  g’(z) - α = 0
v(s)= g1(f(s)) = g(f(s)) - α f(s) = u(s)- α f(s) 

v’(s)= u’(s)- α f’(s) 0 = v’(z)= u’(z)- α f’(z) 

u’(s) =  α f’(s) = g’(f(x))f ’(x) 
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Baøi toaùn 96 (Ñònh lyù aùnh xaï ngöôïc) . Neáu f  laø moät song 
aùnh töø (a,b)  vaøo (c,d), f lieân tuïc treân (a,b). Cho moät x 
trong (a,b) sao cho f khaû taïi x vaø f ’(x) ≠ 0. Chöùng minh 
aùnh xaï ngöôïc g ª f -1 cuûa f  khaû vi taïi y = f(x) vaø

1( )
( ( ))

g y
f g y

′ =
′

( ) ( )( ) lim
u x

f u f xf x
u x→

−′ =
−

Ñaët u = g(v) ∀ v ∈ (c,d) 
( ) ( ) 1( ) lim ?

( ( ))v y

g v g yg x
v y f g y→

−′ = =
′−

Ñaët s = 2-1min{y–c, d–y}, c’ = y-s, c’ = y+s, a’= g(y-s), 
b’ = g(y+s). Luùc ñoù f ([a’,b’]) laø moät khoaûng ñoùng I chöùa
[c’,d’]. Töø ñoù g lieân tuïc treân I , vaø g lieân tuïc taïi y. 



375

1( ) ( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( )

g v g y u x f u f x v y
v y f u f x u x

−− − −
= = ∀ ≠

− − −

1( ) ( ) ( ) ( ) 1 1lim lim[ ]
( ) ( ( ))v y u x

g v g y f u f x
v y u x f x f g y

−

→ →

− −
= = =

′ ′− −

( ) ( )( ) lim
u x

f u f xf x
u x→

−′ =
−

Ñaët u = g(v) ∀ v ∈ (c,d) 
( ) ( ) 1( ) lim ?

( ( ))v y

g v g yg x
v y f g y→

−′ = =
′−

Ñaët s = 2-1min{y–c, d–y}, c’ = y-s, c’ = y+s, a’= g(y-s), 
b’ = g(y+s). Luùc ñoù f ([a’,b’]) laø moät khoaûng ñoùng I chöùa
[c’,d’]. Töø ñoù g lieân tuïc treân I , vaø g lieân tuïc taïi y. 

lim( ) lim( ( ) ( )) 0
v y v y

u x g v g y
→ →

− = − =
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Cho 

g(y) =  arcsin y                " y ∈ [-1, 1]   vaø

f(x) =  sin x                      " x ∈ [ , ]− π π
2 2

2 2

1 1 1'( ) ( 1,1)
'( ( )) 1 ( ( )) 1

g y y
f g y f g y y

= = = ∀ ∈ −
− −

Ta thaáy g laø aùnh xaï ngöôïc cuûa f vaø
2( ) cos 1 ( )f x x f x′ = = −
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Cho f laø moät haøm soá thöïc treân moät khoaûng môû (a, b)  vaø
c  laø moät ñieåm trong (a, b). Ta noùi
† f ñaït cöïc ñaïi taïi c  neáu vaø chæ neáu

f(c) ≥ f(x)     vôùi moïi x ∈ (a, b). 
† f ñaït cöïc tieåu taïi c neáu vaø chæ neáu

f(c) ≤ f(x )    vôùi moïi x ∈ (a, b).
Baøi toaùn 97. Cho f laø moät haøm soá thöïc treân moät khoaûng
môû (a, b)  vaø c  laø moät ñieåm trong (a, b). Giaû söû f  khaû vi 
taïi c vaø ñaït cöïc ñaïi taïi c.  Chöùng minh  f ’(c) = 0.

lim ( ) ( ) ( ) lim ( ) ( )'
h h

f c h f c
h

f c f c h f c
h→ + → −

+ −
= =

+ −
0 0

lim ( ) ( ) lim ( ) ( )
h h

f c h f c
h

f c h f c
h→ + → −

+ −
≤ ≥

+ −
0 0

0
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Baøi toaùn 98 . Cho f laø moät haøm soá thöïc treân moät khoaûng
môû (a, b)  vaø c  laø moät ñieåm trong (a, b). Giaû söû f  khaû vi 
taïi c vaø ñaït cöïc tieåu taïi c. Chöùng minh  f ‘(c) = 0.

lim ( ) ( ) ( ) lim ( ) ( )'
h h

f c h f c
h

f c f c h f c
h→ + → −

+ −
= =

+ −
0 0

lim ( ) ( ) lim ( ) ( )
h h

f c h f c
h

f c h f c
h→ + → −

+ −
≥ ≥

+ −
0 0

0
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Baøi toaùn 99 . Cho  f laø moät haøm soá thöïc lieân tuïc treân
[a, b]  vaø khaû vi  treân moät khoaûng môû (a, b)  sao cho
f(a) = f(b). Chöùng minh coù t ∈ (a, b) sao cho f ’(t) = 0.

Coù c vaø d   trong [a, b]  sao cho f (c) = min f([a, b]) vaø
f (d) = max f([a, b]) 

† Neáu f (c) = f (d) : thì f(c) ≤ f (x) ≤ f (c)  ∀ x ∈ [a, b],  f
laø aùnh xaï haèng vaø ta thaáy f ’(x) = 0  vôùi moïi x ∈ (a, b). 

† Neáu f (c) ≠ f (d) thì hoaëc c hoaëc d phaûi thuoäc (a, b) , 
vì f(a) = f(b)  . 

f ’( c ) = 0          hoaëc f ’( d ) = 0 

f (c) ≤ f (x) ≤ f (d)            ∀ x ∈ [a, b] 
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Baøi toaùn 100 (Ñònh lyù giaù trò trung bình). Neáu f   laø
moät aùnh xaï lieân tuïc treân [a, b] vaø khaû vi treân (a, b) ,
thì coù moät c ∈ (a, b) sao cho f(b) - f(a) = (b-a)f ’(c)

( ) ( )Ñaët ( ) ( ) ( ) [ , ]f b f ag x f x x a x a b
b a
−

= − − ∀ ∈
−

Ta thaáy g(a) = g(b)    vaø

g x f x f b f a
b a

x a b' ( ) ( ) ( ) ( ) ( , )'= −
−
−

∀ ∈

Theo baøi toaùn 99, coù c ∈ (a, b)  sao cho g’(c) = 0
' ( ) ( )0 '( ) ( ) f b f ag c f c

b a
−

= = −
−

' ( ) ( )( ) f b f af c
b a
−

=
−

f(b) - f(a) = (b-a)f ’(c)
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Neáu f  khaû vi treân (a, b), ñaët g(x) = f ’(x) vôùi moïi x trong
(a, b). Ta thaáy g laø moät haøm soá treân (a, b).

Neáu g khaû vi taïi x ∈ (a, b),  ta thaáy

g’(x) = (f ’)’(x) .

Luùc ñoù ta noùi f coù ñaïo haøm baäc 2 taïi x, ñaïo haøm baäc 2 
cuûa f taïi x chính laø g’(x), vaø ñöôïc kyù hieäu laø f ’’(x)  hoaëc
f (2)(x).

Ta coøn kyù hieäu f (0)= f vaø f (1) = f ‘.
Ta coù theå duøng qui naïp toaùn hoïc ñeå ñònh nghóa caùc ñaïo
haøm baäc cao n ≥ 2  nhö sau :  f (n)(x) =  (f (n-1) )’(x) .
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Ñònh nghóa . Cho f laø moät haøm soá thöïc khaû vi treân moät
khoaûng môû (a , b).  Ta thaáy f ‘ laø moät haøm soá thöïc treân
(a , b) . Neáu f ‘ lieân tuïc treân (a , b), ta noùi f thuoäc lôùp
C1 treân (a , b). 

Ñònh nghóa . Cho f laø moät haøm soá thöïc khaû vi n laàn
treân moät khoaûng môû (a , b).  Ta thaáy f (n) laø moät haøm soá
thöïc treân (a , b) . Neáu f (n) lieân tuïc treân (a , b), ta noùi f 
thuoäc lôùp Cn treân (a , b). 
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Duøng leänh D[f(x),{x,n}] :  tính ñaïo haøm baäc n cuûa haøm
soá f.

Ñaïo haøm baäc ba cuûa laøøe x
−
1
2 e x

x x x

−
− +

1
2

9 7 5
8 36 24( )

2
1

1
2

9 7 5

In[1] : [ ,{ ,3}]

8 36 24Out[1] : ( )

xD e x

xe
x x x

−

−

=

= − +
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Cho c vaø d  laø hai ñieåm trong khoaûng môû (a,b), I(c,d) laø
khoaûng ñoùng coù caùc ñaàu muùt laø c vaø d, vaø f laø moät haøm
khaû vi  ñeán caáp n -1 treân khoaûng môû (a,b), vôùi n ≥ 2. 
Xeùt ña thöùc Taylor baäc n taïi c nhö sau

P x c f c f c
k

x c x I c dn

k

k

n k
−

=

−
= + ∑ − ∀ ∈1

1

1
( , ) ( ) ( )

!
( ) ( , )

( )
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Duøng leänh Series[f[x],{x,c,n}] Ta tính ñöôïc Pn-1(x,c).

Vaäy ta coù khai trieån Taylor  taïi 0  ñeán baäc 4 cuûa
haøm soá ex laø

1
2 6 24

2 3 4
+ + + +x x x x

2 3 4 5

In[3] : Series[ ,{ ,0,4}]
1 1 1Out[3] : 1 o[ ]
2 6 24

xe x

x x x x x

=

= + + + + +
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Ñònh lyù. (Taylor) .  Cho  c vaø d  laø hai ñieåm trong
khoaûng môû (a,b), I(c,d) laø khoaûng ñoùng coù caùc ñaàu muùt
laø c vaø d, vaø f laø moät haøm khaû vi  ñeán caáp n treân khoaûng
môû (a,b), vôùi n ≥ 2. Luùc ñoù coù s ∈ I(c, d) sao cho

f d P d c f s
n

d c

f c f c
k

d c f s
n

d c

n

n
n

k

k

n k
n

n

( ) ( , ) ( )
!
( )

( ) ( )
!
( ) ( )

!
( )

( )

( ) ( )

= + −

= + ∑ − + −

−

=

−

1

1

1

P x c f c f c
k

x c x I c dn

k

k

n k
−

=

−
= + ∑ − ∀ ∈1

1

1
( , ) ( ) ( )

!
( ) ( , )

( )



387

Baøi toaùn 101 . Tính vôùi sai soá nhoû hôn 10-8 .2
Xeùt f(x) = vôùi moïi x ∈ (0, ∞). Duøng qui naïp chöùng
minh  f  coù ñaïo haøm moïi baäc vaø vôùi moïi x ∈ (0, ∞) 

x

Ñaët c  = 100  vaø d  = 98
( ) ( )1

1

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ( , ))
! !

k nn
k n

k

f c f sf d f c d c d c s I c d
k n

−

=

= + − + − ∈∑

98 10 100 2 2
1

1
= + ∑ − + − ∈

=

− f
k

f s
n

s I c d
k

k

n k
n

n
( ) ( )( )
!

)( ) ( )
!
( ) ( ( , ))

982
7

= Tính 98

1 3
(2)1 1 12 2

2 2 2

1
( ) 1 1 1 3 2

2 2 2

( ) , ( ) ,

( ) ( 1) ( ) 3
nn n

f x x f x x

f x n x n

− −

− +−

′ = = −

= − − ≥"
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98 10 100 2 2
1

1
= + ∑ − + − ∈

=

− f
k

f s
n

s c d
k

k

n k
n

n
( ) ( )( )
!

( ) ( )
!
( ) ( ( , ))

Choïn n sao cho sai soá vaø tính| ( )
!
( ) |

( )f s
n

n
n− ≤ −2 10 8

2 1
7
98 1

7
10 100 2

1

1
= ≈ + ∑ −

=

−
[ ( )

!
( ) ]

( )f
k

k

k

n k

( ) 1 1
12 2( ) ( 1)! 1Sai soá : | ( 2) | (98) 2 (49)

! !

n
n nn nf s n

n n n
− + − − +−

− ≤ ≤

Choïn

n = 68

41

5
In[1] : [ 49 ]

Out[1] : 3.46933 10

N

−

−=

= 10

51

6
In[2] : [ 49 ]

Out[2] : 5.90022 10

N

−

−=

=
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Vôùi sai soá nhoû hôn 10-8 ,  ta coù theå choïn giaù trò xaáp xæ
cuûa laø2 1,414213562

2

3 4

5

1 3
2 2100 100

5 7
2 2100 100

9
2100

1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1

In[9] : N[ (10 ( 2) ( 2)
7 2 2 2 2

3 3 5( 2) ( 2)
6 2 2 2 24 2 2 2 2

3 5 7 ( 2) ), 17]
120 2 2 2 2 2

Out[9] : 1.4142135623750000

− −

− −

−

= + − − − +

+ − − −

+ −

=

( )5

1

1 1 (100)2 98 [10 ( 2) ]
7 7 !

k
k

k

f
k=

= ≈ + −∑
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( ) ( )1

1

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
! !

k nn
k n

k

f c f sf d f c d c d c
k n

−

=

= + − + −∑

Ñònh lyù. (Maclaurin) Cho f laø moät haøm soá coù ñaïo
haøm f (n) caáp n treân (a,b)  vôùi moïi soá nguyeân döông n.
Giaû söû coù r > 0 sao cho [-r, r] ⊂ (a,b) vaø

Luùc ñoù
( )

1

(0)( ) (0) ( , )
!

k
k

k

ff t f t t r r
k

∞

=

= + ∀ ∈ −∑

lim
!

sup
[ , ]

| ( )|( )

n

n
nr

n x r r
f x

→∞ ∈ −
= 0

Ñònh lyù Taylor  cho ta :  coù s ∈ I(c,d)  sao cho
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vôùi c = 0 vaø d = t  : coù s ∈ I(0,t)  sao cho
( ) ( )1

1

(0) ( )( ) (0)
! !

k nn
k n

k

f f sf t f t t
k n

−

=

= + +∑

lim ( )
!

( )

n

n
nf s

n
t

→∞
= 0| ( )

!
|

!
sup
[ , ]

| ( )|
( )

( )f s
n

t r
n x r r

f x
n

n
n

n≤
∈ −

lim ( )
!

lim[ ( ) ( ) ( )
!

]
( ) ( )

n

k

k

n k

n

n
nf

k
t f t f f s

n
t

→∞ =

−

→∞
∑ = − −

0 0
1

1

f
k

t f t f
k

k

k
( ) ( )
!

( ) ( )0 0
1=

∞
∑ = −

( ) ( )1

1

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
! !

k nn
k n

k

f c f sf d f c d c d c
k n

−

=

= + − + −∑

Ñònh lyù Taylor  cho ta :  coù s ∈ I(c,d)  sao cho
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Cho  f (x ) = ex   vôùi moïi x  œ — . Ta thaáy f khaû vi moïi
baäc treân — vaø f (n)(x) = ex   " x œ — vaø f (n)(0) =1 " n œ Ù

r
n

f x r er

n
x r r r

n
n

n

!
| ( )|

!
[ , ],( ) ≤ ∀ ∈ − ∀ > 0

r
n x r r

f x r er

n

n
n

n

!
sup
[ , ]

| ( )|
!

( )

∈ −
≤

2 2 2 2

2
21

2

( )
2 ! 1.2....2 ...2

( ) ( ) 2

k k k k

k

k k

r r rr e r e r e rre
k k k k k

rr re e k r
k

= ≤ ≤

= ≤ ∀ >
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lim
!

sup
[ , ]

| ( )| lim
!

( )

n

n
n

n

nr
n x r r

f x r er

n→∞ →∞∈ −
≤ = 0

lim ( )
m

m

→∞
=1

2 0 lim ( )
m

r me
→∞

=1
2 0 lim ( )

m

r mre
→∞

=1
2 0

lim
!n

n rr e
n→∞

= 0

2 2 2 2

2
21

2

( )
2 ! 1.2....2 ...2

( ) ( ) 2

k k k k

k

k k

r r rr e r e r e rre
k k k k k

rr re e k r
k

= ≤ ≤
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( )

1 1

(0) 1( ) (0) 1 [ , ]
! !

n
n n

n n

fte f t f t t t r r
n n

∞ ∞

= =

= = + = + ∀ ∈ −∑ ∑

et f t
n

t t
n

n= = + ∑ ∀ ∈ −∞ ∞
=

∞
( )

!
( , )1 1

1

Cho  f (x ) = ex   vôùi moïi x œ —. Ta thaáy f khaû vi moïi
baäc treân — vaø f (n)(x) = ex   " x œ — vaø f (n)(0) = 1  " n œ
Ù
lim

!
sup
[ , ]

| ( )|( )

n

n
nr

n x r r
f x

→∞ ∈ −
= 0

Ñònh lyù (Maclaurin) ( )

1

(0)( ) (0) ( , ), 0
!

k
k

k

ff t f t t r r r
k

∞

=

= + ∀ ∈ − >∑
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Ñònh lyù (L’ Hoâpital). Cho f vaø g laø hai haøm soá khaû vi 

treân khoaûng môû (a,b) sao cho g’(x) ≠ 0 vôùi moïi x ∈ (a,b), 

ôû ñaây -¶ ≤ a < b ≤¶ . Giaû söû giôùi haïn

xaùc ñònh .

Ta coù trong caùc tröôøng hôïp sau :

(i)

(ii)

( )lim
( )x a

f x
g x→

′
′

( ) ( )lim lim
( ) ( )x a x a

f x f x
g x g x→ →

′
=

′

lim ( ) lim ( )
x a

f x
x a

g x
→

=
→

= 0

lim ( )
x a

g x
→

= ±∞
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Tính lim ln( )
x

x
x→

+

0
1 3

Ñaët u (x ) = ln(1+3x)  vaø v (x ) = x " x œ (0 , ¶)
lim ( ) lim ( )

x
u x

x
v x

→
=

→
=

0 0
0

u x
x

' ( ) =
+
3

1 3
v x' ( ) = 1

lim ( )
( )

lim '( )
' ( )

lim
x

u x
v x x

u x
v x x x→

=
→

=
→ +

=
0 0 0

3
1 3

3
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TÍNH GIÔÙI HAÏN CAÙC HAØM SOÁ

I † Duøng tính lieân tuïc cuûa caùc haøm soá
Cho f laø moät haøm soá thöïc treân khoaûng [a, b] vaø lieân tuïc
taïi c ∈ (a, b). Luùc ñoù ( Baøi toaùn 79)lim ( ) ( )

x c
f x f c

→
=

Baøi toaùn 102 .  Tính giôùi haïn
6 2

4 23

4 5lim
x

x x
x x→

− +
+

= − + = +6 2 4 2Ñaët ( ) 4 5 va ( )g x x x ø h x x x

− +
= =

+

6 2

4 2

4 5 ( )( )
( )

x x g xf x
x x h x

∀ ∈[0,3]x ∀ ∈[1,3]x

f lieân tuïc treân [1 , 3],                    ∈3 (1,3)
6 2

4 23

4 5 5lim ( 3)
6x

x x f
x x→

− +
= =

+
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II † Duøng caùc keát quaû cuûa baøi taäp 7.7.3.1
2

2 1
20

2 1 2 10 0

lim lim

1lim lim

1 1lim lim

n n

x x

n
nx x

n nx x

x x

x
x

x x+ −

→∞ →−∞

+

→−∞ →

+ +→ →

= ∞ = ∞

= −∞ = ∞

= ∞ = −∞

Baøi toaùn 103 .  Tính giôùi haïn
6 2

4 2

4 5lim
→∞

− +
+x

x x
x x

6 2 6 4 6 4 6
2

4 2 4 2 2

4 5 (1 4 5 ) 1 4 5
(1 ) 1

− − − −

− −

− + − + − +
= =

+ + +
x x x x x x xx

x x x x x
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4 61 4 5- -- +x x

0 0

1

x →∞

0

1

x →∞

21 -+ x

6 2 4 6
2

4 2 2

4 5 1 4 5lim lim
1

− −

−→∞ →∞

− + − +
= = ∞

+ +x x

x x x xx
x x x
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Baøi toaùn 104 .  Tính giôùi haïn
1

2 1lim
1+→

+
−x

x
x

Đặt y = x -1  x = y +1 2x +1 = 2y + 3

1 0 0

2 1 2 3 1lim lim lim (2 3)
1+ + +→ → →

+ +
= = +

−x y y

x y y
x y y

0

1lim (2 3)
+→

+ = ∞
y

y
y

1

2 1lim
1+→

+
= ∞

−x

x
x
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Baøi toaùn 105 .  Tính giôùi haïn
1

2 1lim
1−→

+
−x

x
x

Đặt y = x -1  x = y +1 2x +1 = 2y + 3

1 0 0

2 1 2 3 1lim lim lim (2 3)
1− − −→ → →

+ +
= = +

−x y y

x y y
x y y

0

1lim (2 3)
−→

+ = −∞
y

y
y

1

2 1lim
1−→

+
= −∞

−x

x
x
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Baøi toaùn 106 .  Tính giôùi haïn 2lim( 5 1 )
→∞

− + −
x

x x x

2
2 2

2

2 2 1 1

2 1 2 1 2

5 15 1 ( 5 1 )
5 1

5 1 ( 5 ) 5
5 1 ( 1 5 1) 1 5 1
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− + − = − + −
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x x xx x x x x x
x x x

x x x x x x
x x x x x x x x

1
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1 2

5 5lim( 5 1 ) lim
21 5 1
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− −→∞ →∞

− +
− + − = = −

− + +x x

xx x x
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III † Duøng caùc keát quaû cuûa caùc baøi taäp 7.7.3.1 vaø
7.7.2.3 .

Cho v laø moät haøm soá thöïc döông treân (a, b). Ñaët f(x) = 
ln(v(x)) vôùi moïi x trong (a,b).  Ta coù

( ) lim ( ) lim ( ) ,

( ) lim ( ) lim ( ) ,

( ) lim ( ) lim ( ) 0 .

x c x c

x c x c

x c x c

di f x d v x e

ii f x v x

iii f x v x

→ →

→ →

→ →

= ⇔ =

= ∞ ⇔ = ∞

= −∞ ⇔ =

Baøi taäp naøy giuùp ta tính caùc giôùi haïn cuûa caùc haøm soá v
coù daïng tích hoaëc luyõ thöøa

0
lim , lim 0, lim ln . lim lnx x

x x x x
e e x x

→∞ →−∞ →∞ →
= ∞ = = ∞ = −∞
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Ñaët f(x) = lnxδ = δ lnx

lim ( )
x

f x
→∞

= ∞ lim
x

xδ

→∞
= ∞

Baøi toaùn 107 .   Cho δ > 0 . Tính giôùi haïn lim δ

→∞x
x
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Baøi toaùn 108 . Tính giôùi haïn 20

3 5lim( )
7x

x x
x→

+
+

lim ( ) 0
x

f x
→∞

=

2 2

3 5 3 5Ñaët ( ) ln( ) ln( )
7 7
x xxf x x

x x
+ +

= =
+ +

20

3 5lim( ) 1
7x

x x
x→

+
=

+
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IV † Duøng baøi taäp 7.7.3.5

( ) lim , lim 0,

ln( ) lim 0.

n n

x x

x

x xi x e x e n

xii
x

−

→∞ →−∞

→∞

= ∞ = ∀ ∈

=

`

Baøi toaùn 109 . Tính giôùi haïn
1

lim x
x

x
→∞

1 lnÑaët ( ) ln x xf x x
x

= =
lnlim ( ) lim 0

x x

xf x
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= =

1
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x

x
→∞
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Baøi toaùn 110 . Tính giôùi haïn 2
1

lim x
x

x
→∞

2
1

2

lnÑaët ( ) ln x xf x x
x

= = Ñaët y = x2 x →∞ y →∞

1/ 2

2

ln ln 1 ln
2

x y y
x y y

= =

1/ 2

2

ln ln 1 ln 1 lnlim ( ) lim lim lim lim 0
2 2x x y y y

x y y yf x
x y y y→∞ →∞ →∞ →∞ →∞

= = = = =

2
1

lim 1x
x

x
→∞

=
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V † Duøng nguyeân taéc Hoâpital

Baøi toaùn 111 . Tính giôùi haïn
1

0
lim(1 6 )x
x

x
→

+

1 ln(1 6 )Ñaët ( ) ln(1 6 )x xf x x
x
+

= + =

u’(x) = 6 , v’(x) = 1Ñaët u(x) = ln(1+6x) , v(x) = x

0 0 0 0 0

ln(1 6 ) ( ) ( ) 6lim ( ) lim lim lim lim 6
( ) ( ) 1x x x x x

x u x u xf x
x v x v x→ → → → →
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= = = = =

′
1

6

0
lim(1 6 )x
x

x e
→
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Baøi toaùn 112 . Tính giôùi haïn
6lim(1 )

y

y
y→∞

+

Ñaët x = y -1 y →∞ x → 0
1 ln(1 6 )Ñaët ( ) ln(1 6 )x xf x x

x
+

= + =

u’(x) = 6 , v’(x) = 1Ñaët u(x) = 1+6x , v(x) = x

0 0 0 0 0
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y x

y x e
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=
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VI † GIÔÙI HAÏN CUÛA DAÕY SOÁ

Baøi toaùn 113 . Tính giôùi haïn
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3lim
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+ + +

2

2

3 1lim
3 5 3

n n

nn

e e
e→∞

− +
=

+
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Baøi toaùn 114 . Tính giôùi haïn
5

7 3lim
n

n
n

n
−
+

→∞

5
7 3Ñaët ( )

x
xf x x
−
+= 1

5 5Ñaët ( ) ln ln
7 3 7 3

xg x x x
x x−

− −
= =

+ +

1

5lim ( ) lim ln
7 3x x

g x x
x−→∞ →∞

−
= = −∞

+

lim ( ) 0
x

f x
→∞

=

5
7 3lim 0

n
n

n
n

−
+

→∞
=
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Ñònh
 
nghóa.

 
Cho A

 
laø

 
moät

 
taäp

 
con khaùc

 
troáng

 
cuûa

 
—

 vaø
 
f
 
laø moät aùnh xaï töø

 
A

 
vaøo

 
—, ta

 
noùi

 
f
 

laø
 
moät

 
haøm

 soá
 
thöïc

 
lieân

 
tuïc

 
ñeàu

 
treân

 
A  neáu

 
vaø

 
chæ

 
neáu

"
 


 
> 0 , $

 
()

 
> 0  sao

 
cho

| f(x) - f(y) | < 
 

"
 
x

 
vaø

 
y  A

 
sao

 
cho

 
|y -

 
x | < ()

 
.

Cho I
 
laø

 
moät

 
khoaõng

 
trong

 
A

 
coù

 
chieàu

 
daøi

 
ñd(I) nhoû

 
hôn

 (). Cho x
 
vaø

 
y

 
trong

 
I

 
sao

 
cho

 
f(x) vaø

 
f(y) laàn

 
löôït

 
laø

 
cöïc

tieåu
 
vaø

 
cöïc

 
ñaïi

 
cuûa

 f
 
trong

 
I . Luùc

 
ñoù

f(y) –
 
f
 
(x)  < 

ñd(I) < ()I
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Cho f
 
laø

 
moät

 
haøm

 
soá

 
lieân

 
tuïc

 
treân

 
khoaûng

 
[a,b]. Ñaët

 
S

 
laø

 laø
 
dieän

 
tích

 
cuûa

 
hình

 
giôùi

 
haïn

 
bôûi

 
ñoà

 
thò

 
cuûa

 
f
 
, truïc

 
hoaønh

 vaø
 
caùc

 
ñöôøng

 
thaúng

 
thaúng

 
goùc

 
vôùi

 
truïc

 
hoaønh

 
taïi

 
caùc

 
ñaàu

 muùt
 
a

 
vaø

 
b

 
vôùi

 
truïc

 
hoaønh. 

a b

S

Cho moät
 
soá

 
thöïc

 
döông

 
, chuùng ta seõ tính xaáp xæ S

 
vôùi

 sai
 
soá

 
nhoû

 
hôn

 


 
.

Nhöng
 
dt(S) laø gì ? Laøm sao xaùc ñònh noù ?
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Ñònh
 
nghóa. Cho moät

 
khoaûng

 
ñoùng

 
[a,

 
b]. Cho 2n+1

 
soá

 thöïc
 
a0

 

,
 
a1

 

,
 
  ,

 
an

 

,
 
c1

 

,
 
  ,

 
cn

 

sao
 
cho

 
a =

 
a0

 

<
 
a1 <

 
   <

 an-1

 

<
 
an

 

=
 
b vaø

 
ck

 

 [ak-1

 

,
 
ak

 

]  vôùi
 
moïi

 
k  =1,   , n. 

Luùc
 
ñoù

 
ta

 
noùi

 
P =

 
a0 , a1

 

,   , an-1 , an

 

; c1

 

,
 
  ,

 
cn

 


 
laø

 moät
 
phaân

 
hoaïch

 
cuûa

 
khoaûng

 
[a,

 
b] vaø

 
ñaët

|P |  =
 
maxa1

 

-
 
a0 , a2

 

-
 
a1

 

,
 
  ,

 
an

 

-
 
an-1

 

.

Ñaët
 
P([a,b]) laø

 
taäp

 
hôïp

 
taát

 
caû

 
caùc

 
phaân

 
hoaïch

 
cuûa

 
[a,

 
b].

a                                                               b

a0    c1

 

a1  c2

 

a2

 

c3

 

a3                                          a n-1       c n
 

a n
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Ñònh
 
nghóa. Cho moät

 
haøm

 
soá

 
thöïc

 
f   treân

 
moät

 
khoaûng

 ñoùng
 
[a,

 
b] vaø

 
P =

 
a0

 

,a1

 

,   , an-1

 

,an

 

; c1

 

,
 
  ,

 
cn

 


 
laø

 
moät

 phaân
 
hoaïch

 
cuûa

 
khoaûng

 
[a,

 
b]. Ta ñaët

vaø
 
goïi

 
toång

 
soá

 
naøy

 
laø

 
toång

 
Riemann

 
töông

 
öùng

 
vôùi

 
phaân

 hoaïch
 
P.

S f P f c a ak
k

n
k k( , ) ( )( )  




1
1

a0    c1

 

a1   c2

 

a2

 

c3

 

a3                                                               a n-1

 

c n
 

a n
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Ñònh
 
nghóa. Cho P =

 
a0

 

,a1

 

,   , an-1

 

,an

 

; c1

 

,
 
  ,

 
cn

 


 
laø

 
moät

 phaân
 
hoaïch

 
cuûa

 
khoaûng

 
[a,b].  Ta ñaët

 
di

 

= ai-1  vôùi
 
moïi

 
i  

trong
 
{1,. . ., n} vaø

 
P’

 
=

 
a0

 

,a1

 

,   , an-1

 

,an

 

; d1

 

,
 
  ,

 
dn

 

. 
Ta thaáy

 
P’

 
laø

 
moät

 
phaân

 
hoaïch

 
cuûa

 
[a,b].

a0    c1 a1  c2 a2 c3 a3                                          a n-1       c n a n
a                                                               b

a0    c1 a1  c2 a2 c3 a3                                          a n-1       c n a n

c1d1 d2
d3 n-1dd4

Baøi
 
toaùn

 
TP1. Cho moät

 
haøm

 
soá

 
thöïc

 
f   lieân

 
tuïc

 
treân

 moät
 
khoaûng

 
ñoùng

 
[a,

 
b],  vaø

 


 
laø

 
moät

 
soá

 
thöïc

 
döông. 

Chöùng
 
minh coù

 
moät

 
soá

 
thöïc

 
döông

 
() sao

 
cho

|S(f,P) -
 
S(f,P’)| <   P

 
P ([a, b]), |P| < (). 
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Baøi
 
toaùn TP1. Cho moät

 
haøm

 
soá

 
thöïc

 
f   lieân

 
tuïc

 
treân

 moät
 
khoaûng

 
ñoùng

 
[a,

 
b],  vaø

 


 
laø

 
moät

 
soá

 
thöïc

 
döông. 

Chöùng
 
minh coù

 
moät

 
soá

 
thöïc

 
döông

 
() sao

 
cho

|S(f,P) -
 
S(f,P’)| <   P

 
P ([a, b]), |P| < (). 

1

1
0

( , ) ( )( )
n

k k k
k

S f P f c a a





 

Cho 
 
> 0, tìm

 
() > 0 sao

 
cho

|S(f,P) -
 
S(f,P’)| <   P

 
P

 
([a, b]), |P| < (). 

Cho ’ > 0, coù ’(’) > 0 sao
 
cho

|f(y) -
 
f(x)| < ’

 


 
x,y

 


 
[a, b], |y-x|  <  ’(’).

1

1
0

( , ') ( )( )
n

k k k
k

S f P f a a a





 
1 1

1 1
0 0

| ( , ) ( , ') | | ( )( ) ( )( ) |
n n

k k k k k k
k k

S f P S f P f c a a f a a a
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Cho 
 
> 0, tìm

 
() > 0 sao

 
cho

|S(f,P) -
 
S(f,P’)| <   P

 
P

 
([a, b]), |P| < (). 

Cho ’ > 0, coù ’(’) > 0 sao
 
cho

|f(y) -
 
f(x)| < ’

 


 
x,y

 


 
[a, b], |y-x|  <  ’(’).

1 1

1 1
0 0

| ( , ) ( , ') | | ( )( ) ( )( ) |
n n

k k k k k k
k k

S f P S f P f c a a f a a a
 

 
 

     
1 1

1 1
0 0

| [ ( ) ( )]( ) | | ( ) ( ) | ( )
n n

k k k k k k k k
k k

f c f a a a f c f a a a
 

 
 

      

a0    c1 a1  c2 a2 c3 a3                                          a n-1       c n a n
a                                                               b

a0    c1 a1  c2 a2 c3 a3                                          a n-1       c n a n

c1d1 d2
d3 n-1dd4

1

1
0

| ( , ) ( , ') | '( ) '( ) neáu | | '( ')
n

k k
k

S f P S f P a a b a P   
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Cho 
 
> 0, tìm

 
() > 0 sao

 
cho

|S(f,P) -
 
S(f,P’)| <   P

 
P

 
([a, b]), |P| < (). 

Cho ’ > 0, coù ’(’) > 0 sao
 
cho

|f(y) -
 
f(x)| < ’

 


 
x,y

 


 
[a, b], |y-x|  <  ’(’).

1

1
0

| ( , ) ( , ') | '( ) '( ) neáu | | '( ')
n

k k
k

S f P S f P a a b a P   





     

Cho 
 
> 0, ñaët

 
’ = (b-a)-1

 
. Ta coù

 
’(’) > 0 . Ñaët

 
() = 

’(’). Ta coù

|S(f,P) -
 
S(f,P’)| <   P

 
P

 
([a, b]), |P| < (). 
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Ñònh
 
nghóa. Cho P =

 
a0

 

,a1

 

,   , an-1

 

,an

 

; a0

 

,
 
  ,

 
an-1

 


 
vaø

 Q =
 
d0

 

,d1

 

,   , dm-1

 

,dm

 

; d0

 

,
 
  ,

 
dm-1

 


 
laø

 
caùc

 
phaân

 
hoaïch

 cuûa
 
khoaûng

 
[a,b].  Ta noùi

 
P

 


 
Q

 
neáu

 
vaø

 
chæ

 
neáu

a0

 

,a1

 

,   , an-1

 

,an

 

}   d0

 

,d1

 

,   , dm-1

 

,dm

 

}

a0    a1  a2 a3                                          a n-1       a n
a                                                               b

a 1       

d2 d6 m-2dd8d0 d1
d3 d4 d7 d9 d10 m-1d md

Baøi
 
toaùn

 
TP2.

 
Cho moät

 
haøm

 
soá

 
thöïc

 
f   lieân

 
tuïc

 
treân

 
moät

 khoaûng
 
ñoùng

 
[a,

 
b],  vaø

 


 
laø

 
moät

 
soá

 
thöïc

 
döông. Chöùng

 minh coù
 
moät

 
soá

 
thöïc

 
döông

 
() sao

 
cho

|S(f,P’) -
 
S(f,Q’)| <   P, Q

 
P

 
([a, b]), P’

 


 
Q’

|P| < ()
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a0    a1  a2 a3                                          a n-1       a n
a                                                               b

a 1       

d2 d6 m-2dd8d0 d1
d3 d4 d7 d9 d10 m-1d md

Cho  
 
> 0, tìm

 
() > 0  sao

 
cho

|S(f,Q’) -
 
S(f,P’)| <   P, Q

 
P

 
([a, b]),P’

 


 
Q’

 
|P| < ()

1

1
0

( , ') ( )( )
m

k k k
k

S f Q f d d d





 

1

1

1 1

1 1
0 0

1

1
0

( , ') ( )( ) ( ) ( )

( )( )

j k j

j k j

n n

j j j j k k
j j a d a

n

j k k
j a d a

S f P f a a a f a d d

f a d d
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Cho  
 
> 0, tìm

 
() > 0  sao

 
cho

|S(f,Q’) -
 
S(f,P’)| <   P, Q

 
P

 
([a, b]),P’

 


 
Q’

 
|P| < ()

1

1
0

( , ') ( )( )
m

k k k
k

S f Q f d d d





 

1

1

1
0

( , ') ( )( )
j k j

n

j k k
j a d a

S f P f a d d





  

  

1

1

1
0

( , ') ( )( )
j k j

n

k k k
j a d a

S f Q f d d d





  

  

1

1

1
0

| ( , ') ( , ') | | [ ( ) ( )]( ) |
j k j

n

k j k k
j a d a

S f Q S f P f d f a d d
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Cho  
 
> 0, tìm

 
() > 0  sao

 
cho

|S(f,Q’) -
 
S(f,P’)| <   P, Q

 
P

 
([a, b]),P’

 


 
Q’,

 
|P| < ()

1

1

1

1
0

1

1
0

| ( , ') ( , ') | | [ ( ) ( )]( ) |

| ( ) ( ) | ( )

j k j

j k j

n

k j k k
j a d a

n

k j k k
j a d a

S f Q S f P f d f a d d

f d f a d d








  




  

   

  

 

 

a0    a1  a2 a3                                          a n-1       a n
a                                                               b

a 1       

d2 d6 m-2dd8d0 d1
d3 d4 d7 d9 d10 m-1d md

Cho ’ > 0, coù ’(’) > 0 sao
 
cho

|f(y) -
 
f(x)| < ’

 


 
x,y

 


 
[a, b], |y-x|  <  ’(’).

1

1

1
0

| ( , ') ( , ') | '( ) neáu | | '( ')
j k j

n

k k
j a d a

S f Q S f P d d P  
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Cho  
 
> 0, tìm

 
() > 0  sao

 
cho

|S(f,Q’) -
 
S(f,P’)| <   P, Q

 
P

 
([a, b]),P’

 


 
Q’

 
|P| < ()

Cho ’ > 0, coù ’(’) > 0 sao
 
cho

|f(y) -
 
f(x)| < ’

 


 
x,y

 


 
[a, b], |y-x|  <  ’(’).

1

1

1
0

| ( , ') ( , ') | '( ) neáu | | '( ')
j k j

n

k k
j a d a

S f Q S f P d d P  





  

    

1

1

1
0

| ( , ') ( , ') | ' ( ) '( )

neáu | | '( ').
j k j

n

k k
j a d a

S f Q S f P d d b a

P

 

 





  

    



 

Cho 
 
> 0 , ñaët

 
’ = (b-a)-1 

 
, ta

 
coù

 
’(’). Ñaët

() = ’(’)  
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Baøi
 
toaùn TP3. Cho moät

 
haøm

 
soá

 
thöïc

 
f   lieân

 
tuïc

 
treân

 
moät

 khoaûng
 
ñoùng

 
[a,

 
b],  vaø

 


 
laø

 
moät

 
soá

 
thöïc

 
döông. Chöùng

 minh coù
 
moät

 
soá

 
thöïc

 
döông

 
() sao

 
cho

|S(f,P) -
 
S(f,Q)| <   P, Q

 
P

 
([a, b]), |P| , |Q| <

 
()

Cho 
 
> 0, tìm

 
() > 0 sao

 
cho

|S(f,P) -
 
S(f,Q)| <   P, Q

 
P

 
([a, b]), |P| , |Q| <

 
()

Cho 
 
> 0, coù

 
() > 0 sao

 
cho

|S(f,P) -
 
S(f,P’)| <   P

 
P

 
([a, b]), |P| < (). 

Cho  
 
> 0, coù

 
() > 0  sao

 
cho

|S(f,Q’) -
 
S(f,P’)| <   P, Q

 
P

 
([a, b]),P’

 


 
Q’,

 
|P| < ()
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Cho 
 
> 0, tìm

 
() > 0 sao

 
cho

|S(f,P) -
 
S(f,Q)| <   P, Q

 
P ([a, b]), |P| , |Q| <

 
()

Cho ’ > 0, coù ’(’) > 0 sao
 
cho

|S(f,R) -
 
S(f,R’)| < ’

 


 
R

 
P

 
([a, b]), |R| < ’(’). 

Cho  ” > 0, coù ”(”) > 0  sao
 
cho

|S(f,U’) -
 
S(f,V’)| < ”

 


 
U, V

 
P

 
([a, b]), U’

 


 
V’,

|U| < ”(”)
|S(f,P) -

 
S(f,Q)| 

 
|S(f,P) -

 
S(f,P’)| + |S(f,P’) -

 
S(f,Q’)|  +        

+  |S(f,Q’) -
 
S(f,Q)| < 2 ’ + |S(f,P’) -

 
S(f,Q’)| 


 
P, Q

 
P

 
([a, b]), |P| , |Q| <

 
’(’) .

Ta öôùc
 
löôïng

 
|S(f,P’) -

 
S(f,Q’)| 
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Cho  ” > 0, coù ”(”) > 0  sao
 
cho

|S(f,U’) -
 
S(f,V’)| < ”

 


 
U, V

 
P

 
([a, b]), U’

 


 
V’,

|U| < ”(”)

Ta öôùc
 
löôïng

 
|S(f,P’) -

 
S(f,Q’)| 

Neáu
 
P

 
vaø

 
Q

 
laø

 
caùc

 
phaân

 
hoaïch

 
cuûa

 
[a,b] thaønh

 
caùc

 
ñoaïn

 coù ñaàu muùt laàn löôït laø {a0

 

,a1

 

, . . .,an

 

} vaø
 
{d0

 

,d1

 

, . . .,dm

 

}, 
choïn

 
V

 
laø

 
moät

 
phaân

 
hoaïch

 
cuûa

 
[a,b] thaønh

 
caùc

 
ñoaïn

 
coù

 ñaàu
 
muùt

 
laø

 
{a0

 

,a1

 

, . . .,an

 

,d0

 

,d1

 

, . . .,dm

 

}. 

S(f,P’) -
 
S(f,Q’)|  <  2”


 
P, Q

 
P

 
([a, b]), |P|, |Q| < ”(”)

S(f,P’) -
 
S(f,Q’)| 

 
S(f,P’) -

 
S(f,V’)| + S(f,Q’) -

 
S(f,V’)|
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Cho 
 
> 0, tìm

 
() > 0 sao

 
cho

|S(f,P) -
 
S(f,Q)| <   P, Q

 
P ([a, b]), |P| , |Q| <

 
()

|S(f,P) -
 
S(f,Q)| 

 
|S(f,P) -

 
S(f,P’)| + |S(f,P’) -

 
S(f,Q’)|  +        

+  |S(f,Q’) -
 
S(f,Q)| < 2 ’ + |S(f,P’) -

 
S(f,Q’)| 


 
P, Q

 
P

 
([a, b]), |P| , |Q| <

 
’(’) .

S(f,P’) -
 
S(f,Q’)|  <  2”


 
P, Q

 
P

 
([a, b]), |P|, |Q| < ”(”)

S(f,P) -
 
S(f,Q)| < 2’ + 2”


 
P, Q

 
P

 
([a, b]), |P|, |Q| <  min{’(’) , ”(”)}

Cho 
 
> 0, ñaët

 
’= ” = 4-1 , vaø

 
() = min{’(’),”(”)}
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Ñònh
 
nghóa.

 
Cho moät

 
khoaûng

 
ñoùng

 
[a,

 
b], ñaët

an,k

 

= a
 
+ n-1k(b-a)  

 
n

 


 
, k = 0,1, . . ., n.

Pn

 

= {an,0 , an,1

 

,. . .,b; an,0 , an,1

 

,. . ., an,n-1

 

}
Ta goïi

 
Pn

 

laø
 
phaân

 
hoaïch

 
ñeàu

 
thöù

 
n

 
cuûa

 
ñoaïn

 
[a,b]

Baøi
 
toaùn

 
TP4.

 
Cho moät

 
haøm

 
soá

 
thöïc

 
f   lieân

 
tuïc

 
treân

 
moät

 khoaûng
 
ñoùng

 
[a,

 
b], ñaët

 
sn

 

= S(f,Pn

 

)  vôùi
 
moïi

 
soá

 
nguyeân

 
n.

Chöùng
 
minh {sn

 

} hoäi
 
tuï

 
veà

 
moät

 
soá

 
thöïc

 
s.

a b

Cho moät
 


 
> 0, tìm

 
moät

 
soá

 
nguyeân

 
N

 
sao

 
cho

|sn

 

– sm

 

| <   n > m 
 
N
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Cho moät
 


 
> 0, tìm

 
moät

 
soá

 
nguyeân

 
N() sao

 
cho

|sn

 

– sm

 

| <   n > m 
 
N() 

Cho ’ > 0, coù ’(’) > 0 sao
 
cho

|S(f,P) -
 
S(f,Q)| < ’

 


 
P, Q

 
P

 
([a, b]), |P| , |Q| <

 
’(’)

|Pk

 

| = k-1(b-a) 

Cho moät
 


 
> 0, tìm

 
moät

 
soá

 
nguyeân

 
N() sao

 
cho

|S(f,Pn

 

)
 
– S(f,Pm) | <   n > m 

 
N() 

Choïn
 
M(’)

 
sao

 
cho

 
M(’)-1(b-a) <

 
’(’)

|Pn

 

| , |Pm

 

| <
 
’(’)                       

 
n > m 

 
M(’)

|S(f,Pn

 

)
 
– S(f,Pm) | < ’

 


 
n > m 

 
M(’)

Cho 
 
> 0, choïn

 
’ = . Ta coù

 
M(’).  Ñaët

 
N() = M(’)
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Baøi
 
toaùn TP5. Cho moät

 
haøm

 
soá

 
thöïc

 
f   lieân

 
tuïc

 
treân

 
moät

 khoaûng
 
ñoùng

 
[a,

 
b], ñaët

 
s nhö

 
trong

 
baøi

 
toaùn

 
TP4. Chöùng

 minh :   > 0 ,  () > 0 sao
 
cho

| S(f,P) –
 
s | <   P

 
P

 
([a, b]),  |P| <

 
().

Cho moät
 


 
> 0, tìm

 
moät

 
() > 0 sao

 
cho

|S(f,P)
 
– s | <   P

 
P

 
([a, b]),  |P| <

 
().

Cho moät
 
’

 
> 0, tìm

 
moät

 
soá

 
nguyeân

 
N(’) sao

 
cho

|S(f,Pn

 

)
 
– s | < ’

 


 
n 

 
N(’) 

Cho ”
 
> 0, tìm

 
’(”) > 0 sao

 
cho

|S(f,P) -
 
S(f,Q)| <   P, QP ([a, b]), |P| , |Q| <

 
’(”)
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Cho moät
 


 
> 0, tìm

 
moät

 
() > 0 sao

 
cho

|S(f,P)
 
– s | <   P

 
P

 
([a, b]),  |P| <

 
().

Cho moät
 
’

 
> 0, tìm

 
moät

 
soá

 
nguyeân

 
N(’) sao

 
cho

|S(f,Pn

 

)
 
– s | < ’

 


 
n 

 
N(’) 

Cho ”
 
> 0, tìm

 
’(”) > 0 sao

 
cho

|S(f,P) -
 
S(f,Q)| < ”

 


 
P, Q

 
P ([a, b]), |P| , |Q| <

 
’(”)

|S(f,P)
 
– s | 

 
|S(f,P)

 
– S(f,Pn

 

)| + |S(f,Pn

 

)
 
– s | < ” + ’


 
n 

 
N(’), 

 
PP

 
([a, b]), |P| , |Pn

 

| <
 
’(”)

Cho 
 
> 0, ñaët

 
’ = ” = 2-1 . Choïn

 
() = ’(”)  vaø

 
moät

 soá
 
nguyeân

 
n sao

 
cho

 
n 

 
N(’) vaø

 
|Pn

 

| = n-1(b-a) <
 
’(”) :

|S(f,P)
 
– s

 
| <   P

 
P

 
([a, b]),  |P| <

 
().
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Ñònh
 
nghóa.

 
Cho moät

 
haøm

 
soá

 
thöïc

 
f treân

 
moät

 
khoaûng

 ñoùng
 
[a,b]. Ta noùi

 
f
 

khaû
 
tích

 
Riemann

 
neáu coù moät soá

 thöïc
 
 sao

 
cho

 
vôùi

 
moïi

 
soá

 
 > 0, ta

 
coù

 
moät

 


 
> 0 ñeå

 
cho

|  -
 
S(f,P) |  

 
 P  P([a,

 
b])   vôùi

 
|P |

 


 


a0    c1

 

a1   c2

 

a2

 

c3

 

a3                                                               a n-1

 

c n
 

a n
|P |  =

 
maxa1

 

-
 
a0 , a2

 

-
 
a1

 

,
 
  ,

 
an

 

-
 
an-1

 

. 

Luùc
 
ñoù

 
ta

 
goïi

 


 
laø

 
tích

 
phaân

 
cuûa

 
f

 
treân

 
[a, b]

 
vaø

 
kyù

 hieäu
 
 laø f t dta

b ( )z
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Ñònh
 
lyù.

 
Cho

 
f
 
laø

 
moät

 
haøm

 
soá

 
thöïc

 
lieân

 
tuïc

 
treân

 
moät

 khoaûng
 
ñoùng

 
[a,

 
b] .  Luùc

 
ñoù

 
f khaû

 
tích

 
.

Ta kyù hieäu ( ) ( )
a b

b a
f t dt f t dt  

Integrate[f(x),x,a,b]
 
: tính

 
tích

 
phaân

 
Riemann 

NIntegrate[f(x),x,a,b]
 
: tính

 
xaáp

 
xæ

 
tích

 
phaân

In[1]:= Integrate x3 *ArcTan x , x , 0 , 1

Out[1]= 1
-
6

x arctgxdx3

0

1
1
6z 
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In[3]:= Integrate x ^ 3 *ArcTan x , x , 0 , 6

Out[3]= -198 + 3885 ArcTan[6]
----------------------------------------- 
         12

In[4]:= NIntegrate x ^ 3 *ArcTan x , x , 0 , 6

Out[4]= 438.578

x arctgxdx arctg3

0

6 198 3885 6
12

438 578z 
 

 ,
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Cho
 
f
 
laø

 
moät

 
haøm

 
soá

 
thöïc

 
lieân

 
tuïc

 
treân

 
moät

 
khoaûng

 
ñoùng

 [a,
 
b] .  Luùc

 
ñoù

 
f khaû

 
tích. Ñeå

 
giaûi

 
caùc

 
baøi

 
toaùn

 
lyù

 
thuyeát

 veà
 
tích

 
phaân

 
cuûa

 
f
 
, chuùng

 
ta

 
laøm

 
nhöõng

 
böôùc

 
sau

 Xöû
 
lyù

 
baøi

 
toaùn

 
döïa

 
treân

 
toång

 
Riemann S(f,Pn

 

)

Duøng
 
tính

 
chaát lim ( , ) ( )

b

n an
S f P f x dx


 

Vôùi
 
moïi

 
soá

 
nguyeân

 
n, choïn

 
phaân

 
hoaïch

 
Pn

 

cuûa
 
[a,b]

a , a + n-1(b
 
-

 
a),   , a + (n -1)n-1(b

 
-

 
a) , b ; 

a + n-1(b
 
-

 
a),   , a + (n-1)n-1(b

 
-

 
a) , b}

1

( , ) ( ) ([ ( 1) , ])
n

n
k

b a b a b aS f P f a k ñd a k a k
n n n

  
    

1

( )
n

k

b a b af a k
n n
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Baøi
 
toaùn 114. Cho

 
f
 
vaø g laø

 
caùc

 
haøm

 
soá

 
thöïc

 
lieân

 
tuïc

 treân
 
moät

 
khoaûng

 
ñoùng

 
[a,

 
b],  vaø

 
 laø

 
caùc

 
soá

 
thöïc

 
. 

Chöùng
 
minh ( )( ) ( ) ( )   f g t dt f t dt g t dt

a

b

a

b

a

b
z  z  z

1
( ) ( )( )



     
n

n
k

b - a b - aS f g ,P f g a k
n n

1
[ ( ) ( )]



    
n

k

b - a b - a b - af a k g a k
n n n

Cho Pn

 

= a , a + n-1(b
 
-

 
a),   , a + (n

 
-1)n-1(b

 
-

 
a) , b ;  

a + n-1(b
 
-

 
a),   , a + (n-1)n-1(b

 
-

 
a) , b} laø

 
phaân

 
hoaïch

 cuûa
 
khoaûng

 
ñoùng

 
[a,

 
b]. 
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1
( ) ( ) ( )



 
     

n

n n
k

b a b aS f ,P f a k S f ,P
n n

1
( ) ( )( )



     
n

n
k

b - a b - aS f g ,P f g a k
n n

1
[ ( ) ( )]



    
n

k

b - a b - a b - af a k g a k
n n n

1
( ) ( ) ( )



 
     

n

n n
k

b a b aS g,P g a k S g,P
n n
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( )( ) ( ) ( )
b b b

a a a
f g x dx f x dx g x dx       
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Baøi
 
toaùn 116. Cho

 
f
 

laø
 
moät

 
haøm

 
soá

 
thöïc

 
lieân

 
tuïc

 
treân

 moät
 
khoaûng

 
ñoùng

 
[a,b] vaø

 
c 

 
(a,b). Ta coù

( ) ( ) ( )
b c b

a a c
f t dt f t dt f t dt   

{ , , , ( 1) , ; , , ( 1) , }n
c a c a c a c aQ a a a n c a a n c

n n n n
   

       

{ , , , ( 1) , ; , , ( 1) , }n
b c b c b c b cR c c c n b c c n b

n n n n
   

       

{ , , , ( 1) , , , , ( 1) , ;

, , ( 1) , , , , ( 1) , }

n
c a c a b c b cP a a a n c c c n b

n n n n
c a c a b c b ca a n c c c n b

n n n n
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{ , , , ( 1) , ; , , ( 1) , }n
c a c a c a c aQ a a a n c a a n c

n n n n
   

       

{ , , , ( 1) , ; , , ( 1) , }n
b c b c b c b cR c c c n b c c n b

n n n n
   

       

{ , , , ( 1) , , , , ( 1) , ;

, , ( 1) , , , , ( 1) , }

n
c a c a b c b cP a a a n c c c n b

n n n n
c a c a b c b ca a n c c c n b

n n n n
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1 1

( , ) ( ) ( )
n n

n
k k

c a c a b c b cS f P f a k f c k
n n n n 

   
    

1

( , ) ( )
n

n
k

c a c aS f Q f a k
n n

 
 

1

( , ) ( )
n

n
k

b c b cS f R f c k
n n
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1 1

( , ) ( ) ( )
n n

n
k k

c a c a b c b cS f P f a k f c k
n n n n 

   
    

1

( , ) ( )
n

n
k

c a c aS f Q f a k
n n

 
 

1

( , ) ( )
n

n
k

b c b cS f R f c k
n n

 
 

( ) ( ) ( )
b c b

a a c
f x dx f x dx f x dx   
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1
( ) ( )



 
 

n

n
k

b a b aS f ,P f a k
n n

Baøi
 
toaùn 117. Cho

 
f
 
vaø

 
g

 
laø

 
hai

 
haøm

 
soá

 
thöïc

 
lieân

 
tuïc

 treân
 
[a,

 
b] . Giaû

 
söû

 
f(x) 

 
g(x)  

 
x

 


 
[a,

 
b].

 
Chöùng

 
minh

( ) ( )
b b

a a
f t dt g t dt 

1
( ) ( )



 
 

n

n
k

b a b aS g,P g a k
n n

( ) ( )
b b

a a
f t dt g t dt 
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| ( ) | | ( )|f t dt f t dt
a

b

a

b
z  z

1
( ) ( )



 
 

n

n
k

b a b aS f ,P f a k
n n

Baøi
 
toaùn 118. Cho

 
f
 

laø
 
moät

 
haøm

 
soá

 
thöïc

 
lieân

 
tuïc

 
treân

 [a,
 
b] .

 
Chöùng

 
minh

| ( ) | | ( )|f t dt f t dt
a

b

a

b
z  z

1
(| ) ( )|



 
 

n

n
k

b a b aS f |,P | f a k
n n
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Baøi
 
toaùn 119. Cho

 
f
 
laø

 
moät haøm soá

 
thöïc

 
lieân

 
tuïc treân

 moät
 
khoaûng

 
[a,

 
b]. Ñaët

Chöùng
 
minh G  laø

 
moät

 
haøm

 
soá

 
lieân

 
tuïc

 
treân

 
[a,

 
b]

( ) ( ) [ , ]
x

a

G x f t dt x a b  

Cho moät
 


 
> 0 , tìm

 
moät

 
() > 0 sao

 
cho

|G(x) –
 
G(y) | <   x

 
,
 
y

 


 
[a,

 
b] ,   |x

 
–

 
y | < () 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
x y y

a a x
G x G y f t dt f t dt f t dt y x       
| ( ) ( ) | | ( ) | | ( ) |

y y

x x
G x G y f t dt f t dt y x     
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Cho moät
 


 
> 0 , tìm

 
moät

 
() > 0 sao

 
cho

|G(x) –
 
G(y) | <   x

 
,
 
y

 


 
[a,

 
b] ,   |x

 
–

 
y | < () 

| ( ) ( ) | | ( ) | | ( ) |
y y

x x
G x G y f t dt f t dt y x     
Vì

 
f
 
lieân

 
tuïc

 
treân

 
[a,b], neân

 
coù

 
moät

 
soá

 
thöïc

 
döông

 
M :

| f(t) |  
 
M                           

 
x

 
,
 
y

 


 
[a,

 
b]

| ( ) ( ) | | ( ) | | |
y

x
G x G y f t dt M y x     
() = M-1 

|G(x) –
 
G(y) | <   x

 
,
 
y

 


 
[a,

 
b] ,   |x

 
–

 
y | < ()
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Baøi
 
toaùn

 
120.

 
Cho c

 
laø

 
moät

 
soá

 
thöïc

 
vaø

 
f (x) = c

 
vôùi

 
moïi

 x 
 
[a,

 
b] .

 
Chöùng

 
minh ( ) ( )

b

a
f x dx c b a 

1 1
( ) ( )

 

  
     

n n

n
k k

b a b a b aS f ,P f a k c c( b a )
n n n

    ( )df x x
a

b

( , ) ( )nS f c b aP = -

( ) ( )
b

a
f x dx c b a 
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Baøi
 
toaùn 121. Cho

 
f
 
laø

 
moät haøm soá

 
thöïc

 
lieân

 
tuïc treân

 moät
 
khoaûng

 
[a,

 
b]. Ñaët

 
.

Chöùng
 
minh

 
G khaû

 
vi treân

 
(a,b) vaø G’(x) =f (x)

 
x

 
(a,b)

( ) ( ) [ , ]
x

a

G x f t dt x a b  

( ) ( )  



x h

x
f x dt f x h

0

( ) ( )lim ( )
h

G x h G x f x
h

 


( ) ( )( ) ( ) 1= ( )

x h x

x h
a a

x

f t dt f t dtG x h G x f t dt
h h h



 
  


1( ) = ( )




x h

x
f x f x dt

h

0

( ) ( )lim | ( ) | 0
h

G x h G x f x
h

 
 

( ) ( ) 1 1( ) ( ) ( )
x h x h

x x

G x h G x f x f t dt f x dt
h h h

  
   

h > 0
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Cho moät
 


 
> 0, tìm

 
() > 0  sao

 
cho , 0 | | ( )h h    

( ) ( ) 1| ( ) | | [ ( )- ( )] |
x h

x

G x h G x f x f t f x dt
h h


 

  

( ) ( ) 1 1( ) ( ) ( )

1 [ ( )- ( )]

x h x h

x x

x h

x

G x h G x f x f t dt f x dt
h h h

f t f x dt
h

 



 
  



 



1 1| [ ( )- ( )] | | [ ( )- ( )] |
| |

1 | ( )- ( ) |
| |

x h x h

x x

x h

x

f t f x dt f t f x dt
h h

f t f x dt
h
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Cho moät
 


 
> 0, tìm

 
() > 0  sao

 
cho , 0 | | ( )h h    

( ) ( ) 1| ( ) | | [ ( )- ( )] |
x h

x

G x h G x f x f t f x dt
h h


 

  
1 1| [ ( )- ( )] | | [ ( )- ( )] |

| |
1 | ( )- ( ) |

| |

x h x h

x x

x h

x

f t f x dt f t f x dt
h h

f t f x dt
h

 







 


Cho moät

 


 
> 0, tìm

 
() > 0  sao

 
cho

, 0 | | ( )h h    
1 | ( )- ( ) |

| |
x h

x
f t f x dt

h





h > 0
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Cho moät
 
’

 
> 0, coù

 
moät

 
’(’) > 0  sao

 
cho

|f(u)-f(v)| < ’
 

u, v
 
[a,b], | u-v|< ’(’) 

x x+ht

1 1 1 | ( )- ( ) | 0 ( )
 

           
x h x h

x x
f t f x dt ' dt ' h ' h ' '

h h h

Cho moät
 


 
> 0, tìm

 
() > 0  sao

 
cho

, 0 | | ( )h h    
1 | ( )- ( ) |

| |
x h

x
f t f x dt

h





u
 
= t  ,  v

 
= xh > 0

Cho 
 
> 0 ,  ñaët

 
’ = 

 
> 0 coù

 
’(’) > 0 ñaët

 
()= ’(’)

Cho moät
 


 
> 0, tìm

 
ñöôïc

 
() > 0  sao

 
cho

( ) ( )| ( ) | , | | ( )G x h G x f x h h
h
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Baøi
 
toaùn 122. Cho

 
f
 
laø

 
moät

 
haøm

 
soá

 
thöïc

 
lieân

 
tuïc

 
treân

 [a,b]. Giaû
 
söû

 
coù

 
haøm

 
soá

 
v  lieân

 
tuïc

 
treân

 
[a,b] vaø

 
khaû

 
vi  

treân
 
(a,b) vaø

 
v’(x) = f(x) vôùi

 
moïi

 
x 

 
(a,

 
b) . Luùc

 
ñoù

( ) ( ) ( ) [ , ]
x

a

f t dt v x v a x a b   

Ñaët ( ) ( ) , ( ) ( ) ( ) ( ) [ , ]
x

a

G x f t dt u x v x v a G x x a b     
= ( ) - ( ) = 0 ( )   u'( x ) v'( x ) G'( x ) f x f x x a,b


 
t 

 
(a,

 
b), 

 
x 

 
(a,

 
b) : u(t) –

 
u(a) = u’(x)(t

 
–

 
a) = 0

u(t) = u(a) = 0 
 
t 

 
[a,

 
b) u

 
lieân

 
tuïc

 
treân

 
[a,b]

( ) lim ( ) 0
t b

u b u t


 
0 ( ) ( ) ( ) [ , ]

x

a
v x v a f t dt x a b    u(t) = 0 t 

 
[a,b]
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Baøi
 
toaùn 123. Cho

 
f
 
laø

 
moät

 
haøm

 
soá

 
thöïc

 
lieân

 
tuïc

 
treân

 [a,b]. Giaû
 
söû

 
coù

 
haøm

 
soá

 
v  lieân

 
tuïc

 
treân

 
[a,b] vaø

 
khaû

 
vi  

treân
 
(a,b) vaø

 
v’(x) = f(x) vôùi

 
moïi

 
x 

 
(a,

 
b) . Luùc

 
ñoù

( ) ( ) ( ) [ , ]
x

a

v x f t dt v a x a b   
Ñònh

 
nghóa. Cho

 
f
 
laø

 
moät

 
haøm

 
soá

 
thöïc

 
lieân

 
tuïc

 
treân

 [a,b]. Cho haøm
 
soá

 
v  lieân

 
tuïc

 
treân

 
[a,b] vaø

 
khaû

 
vi  treân

 (a,b) vaø
 
v’(x) = f(x) vôùi

 
moïi

 
x 

 
(a,

 
b). Luùc

 
ñoù

 
ta

 
noùi


 
v

 
laø

 
moät

 
nguyeân

 
haøm

 
cuûa

 
f
 
treân

 
(a,b), coù moät haèng soá c

tích phaân xaùc ñò( ) la cuûanh treân [ , ]
x

a
f t dt ø f a x 

( ) ( ) [ , ]
x

a

v x f t dt c x a b   
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3 7 3

0
Baøi toaùn 124 . Tính ( 5)x x dx 

Baøi
 
toaùn

 
123 giuùp

 
ta

 
tính

 
tích

 
phaân

 
cuûa

 
moät

 
haøm

 
soá

 
f 

lieân
 
tuïc

 
treân

 
moät

 
khoaûng

 
[a,b] nhö

 
sau

 
: tìm

 
moät

 
haøm

 
soá

 
v

 lieân
 
tuïc

 
treân

 
[a,b] vaø

 
khaû

 
vi treân

 
(a,b) vôùi

 
v’(x) = f(x) 

vôùi
 
moïi

 
x

 


 
(a,b) . Luùc

 
ñoù

( ) ( ) ( )
b

a
f t dt v b v a 

8 41 1
8 4Ñaët ( ) 5 vôùi moïi [0,3]v x x x x x   

Duøng
 
nhaän

 
xeùt

 
beân

 
treân

 
ta

 
coù

3 37 3 8 41 1
8 4 00

6519( 5) (3) (0) ( 5 )
8

x x dx v v x x x        
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Baøi
 
toaùn 125. Cho

 
f
 
laø

 
moät

 
haøm

 
soá

 
thöïc

 
lieân

 
tuïc

 
treân

 moät
 
khoaûng

 
ñoùng

 
[a,

 
b]. Luùc

 
ñoù

 
coù

 
c

 


 
(a,

 
b) sao

 
cho

  ( ) ( )( )
b

a
f x dx f c b a

Coù
 
c

 


 
(a,

 
b) :  G(b)

 
– G(a)

 
= G’(c)(b-a) = f(c)(b-a)

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
b a b

a a a
G b G a f x dx f x dx f x dx     

Ñaët ( ) ( ) [ , ]
x

a
G x f t dt x a b  

G
 
lieân

 
tuïc

 
treân

 
[a,

 
b] ,  khaû

 
vi treân

 
(a,

 
b) vaø

 
G’(x) = f(x)  

vôùi
 
moïi

 
x

 
trong

 
(a,

 
b).

  ( ) ( )( )
b

a
f x dx f c b a
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Baøi
 
toaùn 126. Cho

 
u

 
vaø v laø

 
caùc

 
haøm

 
soá

 
thöïc

 
khaû

 
vi lieân

 tuïc
 
treân

 
(c,

 
d), vaø

 
cho

 
moät

 
khoaûng

 
[a,

 
b] chöùa

 
trong

 
(c,

 
d). 

Ta coù
( ) ( ) [ ( ) ( ) ( ) ( )] ( ) ( )

b b

a a
u t v t dt u b v b u a v a u t v t dt    

Ñaët
 
G(s) = u(s)v(s)

 
vôùi

 
moïi

 
s  (c,

 
d)

 
. ta

 
coù

G’(x) = u‘(x)v(x) + u(x)v’(x)
 
vôùi

 
moïi

 
x 

 
[a,

 
b]

[ ]  

 


 

b

a
b b

a a

u( b )v( b ) u( a )v( a ) u( t )v'( t ) u ( t )v( t ) dt

u( t )v'( t )dt u ( t )v( t )dt

  
b

a
G(b ) G( a ) G'( t )dt
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Baøi
 
toaùn

 
126 cho

 
ta

 
phöông

 
phaùp

 
tính

 
tích

 
phaân

 
töøng

 phaàn
 
cho

 
caùc

 
haøm

 
soá

 
coù

 
daïng

 
tích:


 
(ña

 
thöùc).(bieåu

 
thöùc

 
löôïng

 
giaùc)


 
(ln

 
x, arctg

 
x, arcsin

 
x, arccos

 
x). (ña

 
thöùc)

0
Baøi toaùn 127 . Tính cosx xdx




Ñaët

 
u(x) = x

 
vaø

 
v(x) = sin

 
x u’(x) =  vaø

 
v’(x) = cos

 
x

0 0

0

0

cos ( ) ( )

( ) ( ) (0) (0) ( ) ( )

sin( ) cos cos0 2

x xdx u x v x dx

u v u v u x v x dx

x dx
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g(x)
 
= f(x) -

 
Pn-1

 

(x,c)   
 
x

 


 
(c,d). Luùc

 
ñoù





1

( )( )( ) ( )
( 1)!

nd n

c

d xg d f x dx
n

Ñònh
 
lyù

 
(Taylor)

 
.  Cho  a, b,  c vaø

 
d  laø

 
caùc

 
soá

 
thöïc

 
sao

 cho
 
[c,d] 

 
(a,b),

 
vaø f

 
laø

 
moät

 
haøm

 
khaû

 
vi  ñeán

 
caáp

 
n

 
treân

 khoaûng
 
môû

 
(a,b),

 
vôùi

 
n 

 
1. Ñaët

 
g(x)

 
=   f(x) –

 
Pn-1

 

(x,c)    
vôùi

 
moïi

 
x

 
trong

 
(c,d) .  Luùc

 
ñoù






   

 
( ) 11

( )

1

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
! ( 1)!

k nn dk n

c
k

f c d xf d f c d c f x dx
k n
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( ) 11

( )

1

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
! ( 1)!

k mm dk m

c
k

f c d xf d f c d c f x dx
k m


 
n = 1 :    (1)( ) ( ) ( )

d

c
f d f c f x dx


 
Giaû

 
söû

 
n = m 

 
1   ñuùng

 
:






   

 
( ) 11

( )

1

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
! ( 1)!

k nn dk n

c
k
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BAØI TAÄP GIAÛI TÍCH 1

1.5.2.6. Cho A vaø B laø hai taäp con cuûa taäp E . Chöùng minh E \ (A∩ B) = (E \A) ∪ (E \B).

Giaûi.

Ta coù

• E \ A = {t ∈ E : t �∈ A}.
• E \ B = {u ∈ E : u �∈ B}.
• (E \ A) ∪ (E \ B) = {x ∈ E : x ∈ E \ A hoaëc x ∈ E \ B}
= {x ∈ E : x �∈ A hoaëc x �∈ B}. (1)

• E \ (A ∩ B) = {s ∈ E : s �∈ A ∩ B}.
Ñaët P laø “s ∈ A∩B” hay “s ∈ A vaø s ∈ B”, ta coù ∼ P laø “s �∈ A hoaëc s �∈ B”. Töø ñoù ta coù

E \ (A ∩ B) = {s ∈ E : s �∈ A hoaëc s �∈ B}. (2)

Töø (1) vaø (2) ta coù ñieàu phaûi chöùng minh.

1.5.3.9. Tìm phuû ñònh cuûa meänh ñeà sau: “x ≤ a vôùi moïi x ∈ A” vaø “a ≤ b neáu x ≤ b vôùi

moïi x ∈ A”.

Giaûi.

Ñaët P = “x ≤ a vôùi moïi x ∈ A”, vaø q = “a ≤ b neáu x ≤ b vôùi moïi x ∈ A”. Vaäy meänh ñeà

cho saün coù daïng “P vaø Q” vaø phuû ñònh cuûa noù laø “ ∼ P hoaëc ∼ Q”. Ta coù

• “ ∼ P” : “ coù x ∈ A sao cho x > a”.

• Q : “a ≤ b ∀ b ∈ {c : x ≤ c ∀ x ∈ A}.
• ∼ Q : “∃ b ∈ {c : x ≤ c ∀ x ∈ A} sao choø a > b”.

• “ ∼ P hoaëc ∼ Q” : “ coù x ∈ A sao cho x > a” hoaëc “∃ b sao cho x ≤ b ∀ x ∈ A vaø a > b”.

1.5.3.14. Chöùng minh khoâng coù hai soá nguyeân döông m vaø n sao cho m

n
=

√
2.

Giaûi.

Giaû söû coù hai nguyeân döông m vaø n sao cho m

n
=

√
2. Goïi d laø öôùc soá chung lôùn nhaát cuûa

m vaø n, luùc ñoù coù hai nguyeân döông p vaø q sao cho m = dp vaø n = dq. Ta coù p
q

=
√

2 vaø p vaø

q coù öôùc soá chung lôùn nhaát laø 1.

Töø ñoù p
2

q2 = 2. Vaäy p2 = 2q2. Töø ñoù p2 chia chaün cho 2. Suy ra p chia chaün cho 2. Ñieàu

naøy laïi daãn ñeán p2 = 2q2 chia chaün cho 4. Vaäy q2 chia chaün cho 2. Suy ra q chia chaün cho 2.

Vaäy 2 laø moät öôùc soá chung cuûa p vaø q : maâu thuaãn . Do ñoù khoâng coù hai soá nguyeân döông

m vaø n sao cho m

n
=

√
2.

2.5.2.1.(iv) Cho f laø moät aùnh xaï töø taäp X vaøo taäp Y , cho A vaø B laø hai taäp con cuûa X .

1



Chöùng minh f(A ∩ B) ⊂ f(A) ∩ f(B).

Giaûi.

• f(A ∩ B) = {y : ∃x ∈ A ∩ B sao cho y = f(x)}
• f(A) = {u : ∃s ∈ A sao cho u = f(s)}
• f(B) = {v : ∃t ∈ B sao cho v = f(t)}
Ta phaûi chöùng minh :

• cho y ∈ f(A ∩ B) chöùng minh y ∈ f(A) ∩ f(B)

• “y ∈ f(A ∩ B)” ⇒ “y ∈ f(A) ∩ f(B)”

• “coù x ∈ A ∩ B sao cho y = f(x)” ⇒ “coù s ∈ A sao cho y = f(s), vaø coù t ∈ B sao cho

y = f(t)”

Ñaët s = x vaø t = x ta coù y = f(s) = f(t).

2.5.2.2. Cho f laø moät aùnh xaï töø taäp X vaøo taäp Y , cho A vaø B laø hai taäp con cuûa X . Chöùng

minh f(A) \ f(B) ⊂ f(A \B).

Giaûi.

Cho moät y trong f(A) \ f(B), chöùng minh y thuoäc f(A \ B).

• f(A) = {u : ∃s ∈ A sao cho u = f(s)}
• f(B) = {v : ∃t ∈ B sao cho v = f(t)}
• y ∈ f(A)\f(B): coù s ∈ A sao cho y = f(s) nhöng khoâng coù t ∈ B sao cho y = f(t). (1)

• f(A \ B) = {y : ∃x ∈ A ∩ B sao cho y = f(x)}
• y ∈ f(A \ B) : coù x trong A nhöng x khoâng trong B sao cho y = f(x). (2)

Choïn x = s trong (1), ta thaáy x thoaû (2) : ñpcm.

3.7.3.1. Chöùng minh 1!1 + 2!2 + · · ·+ n!n = (n + 1)!− 1 (0)

Giaûi

• n = 1 : 1!1 = 1 vaø 2! − 1 = 1 . Vaäy (0) ñuùng vôùi n = 1.

• Giaû söû (0) ñuùng vôùi n − k. Ta coù

1!1 + 2!2 + · · ·+ k!k = (k + 1)!− 1 (0).

Ta chöùng minh (0) ñuùng vôùi n = k + 1. Ta coù

1!1 + 2!2 + · · ·+ k!k + (k + 1)!(k + 1) = [1!1 + 2!2 + · · ·+ k!k] + (k + 1)!(k + 1) (0).

(k + 1)!− 1 + (k + 1)!(k + 1) = (k + 1)!(k + 2)− 1 = (k + 2)!− 1.

Vaäy (0) vôùi n = k + 1. AÙp duïng qui naïp toaùn hoïc ta coù (0) ñuùng vôùi moïi soá nguyeân n.

4.2.3.1. Cho A laø moät taäp con khaùc troáng vaø bò chaën treân cuûa IR, cho c laø moät chaën treân

cuûa A. Giaû söû moïi soá thöïc döông ε ñeàu coù moät x trong A sao cho c − ε < x. Chöùng minh

2



c = sup A.

Giaûi .

Giaû söû c > sup A. Ñaët ε =
c − sup A

2
. Ta thaáy

c − ε = c − c − sup A

2
=

c + sup A

2
> sup A (1)

∃x ∈ A sao cho x > c − ε . (2).

Töø (1) vaø (2), ta coù moät x trong A sao cho x > sup A. Maâu thuaån naøy cho thaáy c ≤ sup A,

vaäy c = sup A.

4.2.3.4. Cho A laø moät taäp con khaùc troáng vaø bò chaën treân cuûa IR. Ñaët −A = {−x : x ∈ A}.
Chöùng minh

(i) −A bò chaën döôùi.

(ii) inf −A = − sup A.

Giaûi .

(i) Ñaët B = −A = {−x : x ∈ A}. Ta phaûi chöùng minh
y ≥ − supA ∀ y ∈ B hay

y ≥ − supA ∀ y = −x, x ∈ A hay

−x ≥ − sup A ∀ x ∈ A hay

x ≤ sup A ∀ x ∈ A.

Doøng sau cuøng hieån nhieân ñuùng .

(ii) Do (i), ta coù inf −A ≥ − sup A. Ta chæ coøn phaûi chöùng minh inf −A ≤ − sup A hay

sup A ≤ − inf −A. Ta phaûi chöùng minh

x ≤ − inf −A ∀ x ∈ A. hay

−x ≥ inf −A ∀ x ∈ A. hay

−x ≥ inf −A ∀ − x ∈ −A.

Doøng sau cuøng hieån nhieân ñuùng .

4.2.3.3. Cho A vaø B laø hai taäp con khaùc troáng cuûa IR sao cho A ⊂ B. Chöùng minh

(i) Neáu B bò chaën treân thì sup A ≤ sup B.

(ii) Neáu B bò chaën döôùi thì inf A ≥ inf B.

Giaûi .

(i) Ñaët M = sup B. Ta phaûi chöùng minh x ≤ M vôùi moïi x trong A. Cho x trong A, ta coù

x thuoäc B (vì A ⊂ B), vaäy x ≤ M .

(i) Ñaët M ′ = inf B. Ta phaûi chöùng minh x ≥ M ′ vôùi moïi x trong A. Cho x trong A, ta coù

x thuoäc B (vì A ⊂ B), vaäy x ≥ M ′.

3



5.6.2.4. Cho {ak} laø moät daõy soá thöïc Cauchy. Chöùng minh coù hai thöïc b vaø c sao cho

b ≤ ak ≤ c vôùi moïi k ∈ IN .

Giaûi.

Ta chæ caàn tìm moät soá thöïc M sao cho |ak| ≤ M vôùi moïi k ∈ IN .

Cho moät ε > 0, ta tìm ñöôïc moät soá nguyeân N (ε) sao cho

|am − an| ≤ ε ∀ m > n ≥ N (ε).

Vaäy

|am| ≤ |am − an| + |an| ≤ ε + |an| ∀ m > n ≥ N (ε).

Do ñoù

|am| ≤ |an| + 1 ∀ m > n ≥ N (1).

|am| ≤ |aN(1)|+ 1 ∀ m > N (1) (1).

Ñaët M = max{|a1|, · · · , |aN(1)|, |aN(1)|+ 1}
Töø (1) ta coù

|ak| ≤ M vôùi moïi k ∈ IN .

5.6.2.9.Cho A laø moät trong caùc khoaûng sau : [a, b], [a,∞), (−∞, b] hay (−∞,∞). Cho g laø

moät aùnh xaï töø A vaøo A sao cho coù moät soá thöïc c ∈ (0, 1) ñeå cho

|g(x)− g(y)| ≤ c|x− y| ∀ x, y ∈ A.

Luùc ñoù ta noùi g laø moät aùnh xaï co treân A . Cho a0 ∈ A. Ñaët a1 = g(a0), a2 = g(a1), · · · ,
an+1 = g(an) vôùi moïi n ∈ IN . Chöùng minh

(i) |an+1 − an| ≤ cn|a1 − a0| ∀ n ∈ IN .

(ii) Daõy {an} hoäi tuï veà moät soá thöïc b ∈ A.

(iii) Giôùi haïn b cuûa daõy {an} chính laø moät ñieåm baát ñoäng cuûa g , nghóa laø g(b) = b.

(iv) g chæ coù moät ñieåm baát ñoäng trong A.

Giaûi.

(i) Duøng Qui naïp toaùn hoïc. Ñaët Pn laø “|an+1 − an+1| ≤ cn|a1 − a0|”. Khi n=1, do tính co
g ta coù

|a2 − a1| = |g(a1) − g(a0)| ≤ c|a1 − a0|
Vaäy P1 ñuùng. Giaû söû Pk ñuùng, ta coù

|ak+1 − ak| ≤ ck|a1 − a0| (1).

Ta chöùng minh Pk+1 cuõng ñuùng. Ta coù

|ak+1+1 − ak+1| = |g(ak+1) − g(ak)| ≤ c|ak+1 − ak|
≤ cck|a1 − a0| = ck+1|a1 − a0|

4



Vaäy Pk+1 ñuùng. Theo qui naïp toaùn hoïc ta coù Pn ñuùng vôùi moïi n ∈ IN .

(ii) Cho moät ε > 0, tìm moät soá nguyeân N (ε) sao cho

|am − an| ≤ ε ∀ m > n ≥ N (ε). (2)

Ta coù

|am − an| = |an − am| ≤ |an − an+1 + an+1 − an+2 + · · ·+ an+m−n−1 − am|
≤ |an − an+1| + |an+1 − an+2| + · · ·+ |an+m−n−1 − an|
≤ cn|a1 − a0| + cn+1|a1 − a0| + · · ·+ cm−1|a1 − a0|
= [cn|+ cn+1 + · · ·+ cm−1]|a1 − a0| ≤ cn|[1 + c+ · · ·+ cm−1−n]|a1 − a0|
≤ cn[

∑∞
k=0 ck]|a1 − a0| ≤ cn

1 − c
|a1 − a0|. (3)

Vì { cn

1− c
|a1 − a0|} hoäi tuï veà 0, neân cho ε′ > 0, ta tìm ñöôïc moät soá nguyeân M(ε′) sao cho

cn

1 − c
|a1 − a0| = | cn

1− c
|a1 − a0| − 0| ≤ ε′ ∀ n ≥ M(ε′). (4)

Nay cho ε > 0, ñaët ε′ = ε, ta coù M(ε′), ñaët N (ε) = M(ε′), ta coù (2). Vaäy {an} laø moät daõy
Cauchy vaø noù hoäi tuï veà moät soá thöïc b.

(iii) Ta phaûi chöùng minh g(b) = b. Ta coù

|g(b)− b| ≤ |g(b)− an+1| + |an+1 − b| = |g(b)− g(an)|+ |an+1 − b|
≤ c|b − an| + |an+1 − b|. (5).

Suy ra

|g(b)− b| ≤ lim
n→∞[c|b − an|+ |an+1 − b|] = 0.

(iv) Giaû söû coù u vaø v trong A sao cho g(u) = u vaø g(v) = v, ta coù

|u − v| = |g(u) = g(v)| ≤ c|u− v|.
Vaäy 0 ≤ (1− c)|u− v| ≤ 0, vì 0 < c < 1. Ta thaáy (1− c) > 0, neân |u = v = 0.

5.6.3.2. Cho e laø moät soá thöïc vaø {an} laø moät daõy soá thöïc sao cho {an} khoâng hoäi tuï veà e .
Chöùng minh coù soá thöïc döông ε vaø moät daõy con {ank

} cuûa {an} sao cho |ank
− e| ≥ ε vôùi moïi

k ∈ IN .

Giaûi.

Vì {an} khoâng hoäi tuï veà e, neân coù moät soá thöïc döông ε sao cho vôùi moïi soá nguyeân N ta laïi

coù moät soá nguyeân n(N ) ≥N ñeå cho |an(N) − e| ≥ ε. Vaäy taäp J = {m : |am − e| ≥ ε} laø moät
taäp voâ haïn. Duøng qui naïp toaùn hoïc ñaët

• n1 = inf J ,

• n2 = inf J \ [1, n1].

• nk+1 = inf J \ [1, nk].

Ta thaáy {ank
} laø moät daõy con caàn tìm cuûa {an} .
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5.6.4.4. Cho e laø moät soá thöïc vaø {ak} laø moät daõy soá thöïc sao cho lim sup
n→∞

an < e . Chöùng

minh coù moät soá nguyeân N sao cho an < e vôùi moïi n ≥ N .

Giaûi.

Ñaët Am = {ak : k ≥ m}, bm = sup Am . Luùc ñoù lim sup
n→∞

an = lim
n→∞ bn. Ñaët α = lim

n→∞ bn, ta

coù α < e. Ñaët ε =
e − α

2
. Ta coù

• α + ε < e (1).

• Ta coù moät soá nguyeân N sao cho

|bn − α| < ε ∀ n ≥ N. (2)

Töø (2) ta coù

bn < α + ε ∀ n ≥ N. (3)

Vaäy sup AN < α + ε, do ñoù, theo (1) ta coù

an ≤ sup AN < α + ε < e ∀ n ≥ N.

6.3.2.2. Cho hai khoaûng môû (a, b) vaø (c, d), A = (a, b) ∪ (c, d), vaø f laø moät haøm soá thöïc

treân A. Ñaët g(t) = f(t) vôùi moïi t ∈ (a, b) vaø h(s) = f(s) vôùi moïi s ∈ (c, d). Giaû söû g lieân tuïc

treân (a, b), vaø h lieân tuïc treân (c, d). Chöùng minh f lieân tuïc treân A.

Giaûi.

Cho moät x trong A vaø moät soá thöïc döông ε, ta tìm moät soá thöïc döông δ(x, ε) sao cho

|f(y)− f(x)| < ε ∀ y ∈ A, |y − x| < δ(x, ε). (1)

Ta coù x ∈ (a, b) hoaëc x ∈ (c, d). Tröôùc heát ta xeùt tröôøng hôïp x ∈ (a, b). Luùc ñoù vì tính lieân

tuïc cuûa g, vôùi moät soá thöïc döông ε′, ta tìm moät soá thöïc döông ν(x, ε′) sao cho

|g(u)− g(x)| < ε′ ∀ u ∈ (a, b), |u− x| < ν(x, ε′).

Vì f(t) = g(t) vôùi moïi t ∈ (a, b), ta coù

|f(u)− f(x)| < ε ∀ u ∈ (a, b), |u− x| < ν(x, ε′). (2)

Ñaët μ = min{x−a, b−x}, ta coù t ∈ (a, b) neáu |t−x| < μ. Cho ε, ñaët ε′ = ε, ta coù ν(x, ε′). Ñaët

δ(x, ε) = min{μ, ν(x, ε′)}. Ta thaáy “y ∈ (a, b), |u−x| < ν(x, ε′)” neáu “y ∈ A, |y−x| < δ(x, ε)”.

Do ñoù, theo (2) ta coù (1).

6.3.2.4. Cho A laø moät taäp con cuûa IR, vaø f laø moät haøm soá lieân tuïc treân A. Chöùng minh

|f | laø moät haøm soá lieân tuïc treân A.

Giaûi.

Cho moät x trong A vaø moät soá thöïc döông ε, ta tìm moät soá thöïc döông δ(x, ε) sao cho

||f |(y)− |f |(x)| < ε ∀ y ∈ A, |y − x| < δ(x, ε). (1)

Do tính lieân tuïc cuûa f , vôùi moät soá thöïc döông ε′, ta tìm moät soá thöïc döông ν(x, ε′) sao cho
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|f(u)− f(x)| < ε′ ∀ u ∈ A, |u− x| < ν(x, ε′). (2)

Ta coù

||f |(y)− |f |(x)| ≤ |f(y)− f(x)|.
Vaäy theo (2) ta coù

||f |(y)− |f |(x)| ≤ |f(y)− f(x)| < ε′ ∀ u ∈ A, |u− x| < ν(x, ε′). (3)

Cho ε, ñaët ε′ = ε, ta coù ν(x, ε′). Ñaët δ(x, ε) = ν(x, ε′). Töø (3) ta coù (1).

6.3.2.5. Cho f laø moät haøm soá lieân tuïc töø khoaûng ñoùng [a, b] vaøo [a, b]. Chöùng minh coù moät

x trong [a, b] sao cho f(x) = x.

Giaûi.

Ñaët g(s) = s − f(s) vôùi moïi s trong [a, b]. Ta thaáy g laø moät haøm soá lieân tuïc treân [a, b],

g(a) ≤ 0 ≤ g(b). Vì g([a, b]) laø moät khoaûng ñoùng, neân [g(a), g(b)]⊂ g([a, b]). Vì 0 ∈ [g(a), g(b)]

neân 0 ∈ g([a, b]). Vaäy coù x trong [a, b] sao cho g(x) = 0. Luùc ñoù f(x) = x.

6.3.4.7. Cho A laø moät taäp con khaùc troáng trong IR. Ñaët Ax = {|x − y| : y ∈ A} vaø
f(x) = inf Ax vôùi moïi x ∈ IR.

Chöùng minh f laø moät haøm soá lieân tuïc ñeàu treân IR.

Giaûi.

Cho u vaø v trong IR vaø y trong A, ta coù

f(u) ≤ |u − y| ≤ |u − v|+ |v − y| hay

f(u) − |u − v| ≤ |v − y| ∀ y ∈ A hay

f(u) − |u − v| ≤ s ∀ s ∈ Av.

Vaäy f(u) − |u − v| laø moät chaën döôùi cuûa Av . Do ñoù

f(u) − |u − v| ≤ inf Av = f(v) hay

f(u) − f(v) ≤ |u − v|. (1)

Töông töï ta cuõng coù

f(v)− f(u) ≤ |v − u| = |u − v|. (2)

Töø (1) vaø (2), ta coù

|f(v)− f(u)| ≤ |v − u|. (3)

Nay cho ε > 0, ñaët δ = ε, do (3) ta coù

|f(v)− f(u)| ≤ ε ∀ u, v ∈ IR, |u− v| ≤ δ.

Vaäy f lieân tuïc ñeàu treân IR.

7.7.4.7. Cho hai khoaûng môû (a, b) vaø c ∈ (a, b), A = (a, c) ∪ (c, b), vaø f laø moät haøm soá

thöïc lieân tuïc treân (a, b) vaø khaû vi treân A. Giaû söû lim
t→c

f ′(t) = d. Chöùng minh f khaû vi taïi c vaø
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f ′(c) = d.

Giaûi.

Ta phaûi chöùng minh

lim
s→0

f(c + s) − f(c)
s

= d hay

Cho moät soá thöïc döông ε, tìm moät soá thöïc döông δ(ε) sao cho

|f(c + s) − f(c)
s

− d| < ε ∀ s, 0 < |s| < δ(ε) (1)

Cho s laø moät soá thöïc döông khaù nhoû, duøng ñònh lyù giaù trò trung bình, ta coù moät x(s) ∈ (c, c+s)

sao cho

f(c + s) − f(c) = f ′(x(s))(c + s − c) = f ′(x(s))s hay
f(c + s) − f(c)

s
= f ′(x(s)) (2)

Cho s laø moät soá thöïc aâm vôùi |s|khaù nhoû, duøng ñònh lyù giaù trò trung bình, ta coù moät
x(s) ∈ (c + s, c) sao cho

f(c + s) − f(c)
s

= f ′(x(s)) (3)

Keát hôïp (1) vaø (3) ta chæ caàn chöùng minh ñieàu sau ñaây : cho moät soá thöïc döông ε, tìm moät

soá thöïc döông δ(ε) sao cho

|f ′(x(s)) − d| < ε ∀ s, 0 < |s| < δ(ε) (4)

Vì lim
t→c

f ′(t) = d, ta coù : cho moät soá thöïc döông ε′, coù moät soá thöïc döông ν(ε′) sao cho

|f ′(t) − d| < ε′ ∀ t, 0 < |t − c| < ν(ε′) (5)

Vì |x(s)− c| < |s|, neân vôùi moät ε, ñaët ε′ = ε, ta coù ν(ε′), ñaët δ(ε) = ν(ε′), töø (5) ta coù (4).

7.7.4.8. Cho f laø moät haøm soá thöïc khaû vi treân (a, b), vaø x ∈ (a, b). Giaû söû coù moät daõy {xn}
trong (a, b) \ {x} sao cho {xn} hoäi tuï veà x vaø f(xn) = f(x) vôùi moïi n trong IN . Chöùng minh

f ′(x) = 0.

Giaûi.

Ta coù lim
h→0

f(x + h) − f(x)
h

= f ′(x), hay : cho moät ε > 0, ta coù moät δ(ε) > 0 sao cho

|f(x + h) − f(x)
h

− f ′(x)| < ε ∀ h, 0 < |h| < δ(ε). (1)

Ñaët hn = xn − x, ta coù xn = x + hn . Vì f(xn) = f(x) vaø töø (1), ta coù : cho moät ε > 0, ta

coù moät δ(ε) > 0 sao cho

|f ′(x)| = |f(x + hn)− f(x)
hn

− f ′(x)| < ε ∀ n, 0 < |hn| < δ(ε). (2)

Vì {xn} hoäi tuï veà x, ta coù ñieàu sau ñaây : cho moät ε′ > 0, ta coù moät N (ε′) ∈ IN sao cho

|hn| = |xn − x| < ε′ ∀ n ≥ N (ε′). (3)

Vaäy vôùi moïi ε > 0, ñaët ε′ = ε , ta coù N (ε′). AÙp duïng (2) cho hN(ε′), ta coù :

|f ′(x)| < ε
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Vaäy |f ′(x)| = 0.

7.7.6.1. Cho f(x) = anxn + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x + a0 laø moät ña thöùc treân IR vôùi an �= 0.

Cho c1 < c2 < · · · < cm sao cho f(ck) = 0 vôùi moïi k ∈ {1, 2, · · · , m}. Chöùng minh m ≤ n.

Giaûi.

Ta duøng qui naïp toaùn hoïc theo n. Ta thaáy baøi toaùn ñuùng vôùi n = 1, vì luùc ñoù m = 1. Giaû

söû baøi toaùn ñuùng vôùi n = N . Xeùt ña thöùc g(x) = bN+1x
N+1 + bNxN + · · ·+ b1x + b0 laø moät ña

thöùc treân IR vôùi bN+1 �= 0, vaø d1 < d2 < · · · < dM sao cho g(dk) = 0 vôùi moïi k ∈ {1, 2, · · · , M}.
Ta seõ chöùng minh M ≤ N + 1. Ñaët ak = (k + 1)bk+1 vaø

f(x) = anxn + an−1x
n−1 + · · ·+ a1x + a0

Ta coù baäc cuûa f nhoû hôn hoaëc baèng N . AÙp duïng ñònh lyù giaù trò trung bình ta tìm ñöôïc caùc

ck ∈ (dk, dk+1) vôùi moïi k ∈ {1, 2, · · · , M − 1} sao cho
0 = g(dk+1 − g(dk) = g′(ck)(bk+1 − bk) ∀ k ∈ {1, 2, · · · , M − 1}.

Suy ra c1 < c2 < · · · < cM−1 vaø f(ck) = g′(ck) = 0 vôùi moïi k ∈ {1, 2, · · · , M − 1}. Theo giaû
thieát qui naïp toaùn hoïc M −1 ≤ N , suy ra M ≤ N +1. Vaäy baøi toaùn ñuùng vôùi moïi soá nguyeân n.

7.7.6.9. Chöùng minh coù duy nhaát moät x trong (0,∞) sao cho
√

x +
√

x + 1− 4 = 0.

Giaûi.

Ñaët f(x) =
√

x +
√

x + 1 − 4 vôùi moïi x ∈ [0,∞). Ta thaáy f lieân tuïc treân [0,∞) vaø khaû

treân (0,∞). Ta coù

f ′(x) =
1√
x

+
1√

x + 1
> 0 ∀ x ∈ (0,∞).

Nay cho u vaø v trong [0,∞) sao cho u < v. Duøng Ñònh lyù giaù trò trung bình ta coù moät s ∈
(u, v) sao cho

f(v)− f(u) = f ′(s)(v − u) > 0.

Vaäy f laø moät ñôn aùnh treân [0,∞). Ta coù f(0) = −3 vaø f(15) =
√

15 . Vaäy [−3,
√

15] chöùa

trong f([0, 15]). Vaäy coù x trong [0, 15] sao cho f(x) = 0. Do tính ñôn aùnh cuûa f , nghieäm naøy

duy nhaát.

9.5.4.3. Ñaët f(x) =
∫ x2 + 1

x2

(sin t3 + t)dt vôùi moïi soá thöïc x. Chöùng minh f khaû vi treân IR

vaø tính ñaïo haøm cuûa f .

Giaûi.

Ñaët g(y) =
∫ 0

y
(sin t2 + t)dt vôùi moïi soá thöïc y, u(s) = s2 vaø v(s) = s2 + 1. Ta thaáy

f(x) = g(v(x))− g(u(x) vôùi moïi soá thöïc x, hay f = g ◦ v − g ◦ v. Vì g, u vaø v ñeàu khaû neân f

khaû vaø vôùi moïi x trong IR, ta coù g′(x) = sinx2 + x, u′(x) = 2x,, v′(x) = 2x, vaø

f ′(x) = g′(v(x)).v′(x)− g′(u(x)).u′(x)
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= sin(v(x))2.2x + v(x)− sin(u(x))2.2x− u(x) = sin(x4 + 2x2 + 1) − sin(x4) + 1.

9.5.4.7. Cho f laø moät haøm soá khaû n laàn treân moät khoaûng (c, d), vaø [a, b] chöùa trong (c, d)

sao cho
∫ b

a
f(x)dx = 0 vaø fr(a) = fr(b) = 0 vôùi moïi r trong {0, 1, · · · , n}. Cho g laø moät ña

thöùc baäc beù hôn n. Chöùng minh
∫ b

a
f (n)(x)g(x)dx = 0.

Giaûi.

Ta chæ caàn chöùng minh
∫ b

a
xkf(x)dx = 0 vôùi moïi k trong {0, 1, · · · , n}. Ta qui naïp theo

n. Hieån nhieân keát quaû naøy ñuùng vôùi n = 0. Giaû söû baøi toaùn duùng vôùi n = N , ta seõ chöùng minh

noù ñuùùng vôùi n = N + 1. Tröôùc heát vì baøi toaùn ñuùng vôùi n = N , aùp duïng baøi toaùn cho f ′ vaøf ,

ta coù∫ b

a
xkf (N+1)(x)dx =

∫ b

a
xkf (N)(x)dx = 0 ∀ k ∈ {0, 1, · · · , N} (1)

Duøng phöông phaùp tích phaân töøng phaàn ta coù∫ b

a
xN+1f (N+1)(x)dx = [bN+1f (N)(b)− aN+1f (N)(a)]− (N + 1)

∫ b

a
xNf (N)(x)dx = 0

9.5.5.3. Cho f laø moät haøm soá thöïc döông lieân tuïc treân IR. Giaû söû f(x + y) = f(x)f(y) vôùi

moïi soá thöïc x vaø y. Chöùng minh f khaû treân IR.

Giaûi.

Ñaët c = (
∫ 1

0
f(t)dt)−1. Cho x trong IR, ta coù

∫ 1

0
f(x + t)dt =

∫ 1

0
f(x)f(t)dt = f(x)

∫ 1

0
f(t)dt hay

f(x) = c

∫ 1

0
f(x + t)dt. (1)

Ñaët h(t) = x + t vôùi moïi t ∈ IR, ta coù h′(t) = 1 vôùi moïi t ∈ IR. AÙp duïng coâng thöùc ñoåi bieán

ta coù∫ 1

0
f(x + t)dt =

∫ 1

0
f ◦ h(t)dt =

∫ h(1)

h(0)
f(s)ds =

∫ x + 1

x
f(s)ds. (2)

Töø (1) vaø (2) ta coù

f(x) = c

∫ x + 1

x
f(s)ds ∀ x ∈ IR. (3)

Ñaët g(t) =
∫ s

0
f(s)ds, u(t) = t vaø v(t) = t + 1 vôùi moïi t ∈ IR. Ta coù g, u vaø v khaû vi treân

IR vaø f(x) = c[g(v(x))− g(u(x)] vôùi moïi x ∈ IR. Vaäy f = c[g ◦ v − g ◦ u], do ñoù f khaû vi IR.
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ÑEÀ THI MOÂN GIAÛI TÍCH 1

Heä Cöû nhaân chính qui - Khoa Toaùn-Tin

Hoïc kyø I - 2006-2007

THÔØI GIAN : 120 PHUÙT

(Thí sinh ñöôïc tham khaûo moïi taøi lieäu mang theo )

Trong caùc caâu chæ coù moät khaúng ñònh, thí sinh phaûi chöùng minh khaúng ñònh cuûa
mình. Trong caùc caâu hoûi coù tröôøng hôïp ñuùng coù tröôøng hôïp sai, thí sinh phaûi cho
caùc thí duï töông öùng vaø chöùng minh caùc khaúng ñònh trong caùc thí duï ñoù.
Giaûi 6 trong 7 caâu sau :
1. Cho A vaø B laø caùc taäp con khaùc troáng cuûa [0,∞). Giaû söû A vaø B bò chaën

treân. Ñaët C = {x2y : x ∈ A, y ∈ B}. Chöùng minh C bò chaën treân.

2. Giaûi phöông trình : x3 + sin(x
1
7 + sin8x) = 1.

3. Cho {xn} vaø {yn} laø hai daõy Cauchy trong IR. Ñaët cn = xnyn vôùi moïi soá
nguyeân döông n. Hoûi {cn} coù laø moät daõy Cauchy trong IR hay khoâng?
4. Ñaët an = sin(

nπ

2
) vôùi moïi soá nguyeân döông n. Tính lim sup

n→∞
an.

5. Cho f laø moät haøm soá thöïc khaû vi treân IR sao cho f ′(x) khaùc khoâng vôùi moïi
x trong IR. Hoûi f coù laø moät ñôn aùnh hay khoâng?
6. Cho f laø moät haøm soá thöïc lieân tuïc treân IR. Giaû söû f(t) ≥ 0 vôùi moïi t trong

IR. Ñaët

g(x) =
∫ 2x

0
f(t)dt ∀ x ∈ [1, 2].

Cho x vaø y trong [1, 2] sao cho x ≤ y. Hoûi g(x) ≤ g(y) ñuùng hay sai?
7. Ñaët A = {2−2, 3−3, . . . , n−n, . . .}. Xaùc ñònh A∗ (A∗ laø taäp hôïp taát caû caùc ñieåm

tuï cuûa A).

Heát
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ÑEÀ THI MOÂN GIAÛI TÍCH 1

Heä Cöû nhaân chính qui - Khoa Toaùn-Tin

Hoïc kyø I - 2007-2008

THÔØI GIAN : 120 PHUÙT

(Thí sinh ñöôïc tham khaûo moïi taøi lieäu mang theo )

Trong caùc caâu chæ coù moät khaúng ñònh, thí sinh phaûi chöùng minh khaúng ñònh cuûa
mình. Trong caùc caâu hoûi coù tröôøng hôïp ñuùng coù tröôøng hôïp sai, thí sinh phaûi cho
caùc thí duï töông öùng vaø chöùng minh caùc khaúng ñònh trong caùc thí duï ñoù.
Giaûi 5 trong 6 caâu sau :
1. Cho A vaø B laø caùc taäp con khaùc troáng cuûa (−∞, 0). Giaû söû vôùi moïi x trong

A coù moät y trong B sao cho x ≤ y. Hoûi supA ≤ sup B ñuùng hay sai ?
2. Cho {xn} vaø {yn} laø hai daõy cuøng hoäi tuï veà a trong IR. Ñaët c2k = x2k vaø

c2k+1 = y2k+1 vôùi moïi soá nguyeân döông k. Hoûi {cn} coù laø moät daõy hoäi tuï trong IR

hay khoâng?
3. Ñaët A = {x ∈ IR : x2 < 5}. Hoûi A coù bò chaën treân trong IR hay khoâng, vaø

neáu ñaët b = sup A, thì b coù baèng
√

5 hay khoâng?
4. Cho cho a laø moät soá thöïc vaø {xn} laø moät daõy trong IR. Giaû söû lim inf

n→∞ yn laø
moät soá thöïc b. Ñaët cn = a + xn. Tính lim inf

n→∞ cn.
5. Cho f laø moät haøm soá thöïc khaû vi treân IR sao cho f ′(0) > 0. Hoûi coù moät soá

thöïc döông a sao cho f |
[−a, a]

laø moät haøm soá ñôn ñieäu taêng hay khoâng?

6. Cho f vaø g laø hai haøm soá thöïc lieân tuïc treân IR. Giaû söû f(0) = g(0) vaø
∫ x

0
f(t)dt =

∫ x

0
g(t)dt ∀ x ∈ (1,∞).

Hoûi f(x) = g(x) vôùi moïi x trong (1,∞) ñuùng hay sai?

Heát

1
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