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I. ÑAËT BAØI TOAÙN :

Baøi toaùn : tìm nghieäm gaàn ñuùng cuûa
phöông trình

f(x) = 0
vôùi f(x) laø haøm lieân tuïc treân khoaûng
ñoùng [a, b] hay khoaûng môû (a,b).



1. Khoaûng caùch ly nghieäm

Khoaûng ñoùng hay môû treân ñoù toàn taïi duy nhaát
nghieäm cuûa phöông trình goïi laø khoaûng caùch
ly nghieäm

Ñònh lyù :

Neáu haøm f lieân tuïc treân ñoaïn [a,b] thoaû ñieàu kieän
f(a) f(b) < 0 thì phöông trình f(x) = 0 coù nghieäm
treân [a,b].
Neáu haøm f ñôn ñieäu thì nghieäm laø duy nhaát.



ÑK ñuû: [a, b] laø KCLN cuûa pt khi

 f(a) f(b) < 0

 Ñaïo haøm f’
khoâng ñoåi daáu
treân ñoaïn [a,b]



Ví duï :
Tìm caùc khoaûng caùch ly nghieäm cuûa pt

f(x) = x5 + x - 12 = 0

Giaûi :
Ta coù f(1) = -10, f(2) = 22

 f(1)  f(2) < 0

Maët khaùc
f’(x) = 5x4 +1 >  0 x

f haøm ñôn ñieäu taêng neân pt coù duy nhaát nghieäm
Vaây khoaûng caùch ly nghieäm laø (1,2)



Ví duï :
Tìm caùc khoaûng caùch ly nghieäm cuûa pt

f(x) = x3 - 3x + 1 = 0
giaûi :
Ta laäp baûng giaù trò taïi caùc ñieåm ñaëc bieät

+3-113-1-f(x)
210-1-2x

Nhìn vaøo baûng ta thaáy pt coù nghieäm trong caùc
khoaûng (-2, -1) (0, 1) (1,2)

Vì pt baäc 3 coù toái ña 3 nghieäm, neân caùc khoaûng
caùch ly nghieäm laø : (-2,-1) (0,1) (1,2)



Baøi taäp :

1. Tìm caùc khoaûng caùch ly nghieäm cuûa pt

f(x) =ex –x2 + 3x -2

2. Tìm caùc khoaûng caùch ly nghieäm cuûa pt

f(x) =xcosx – 2x2 + 3x+1



Giaûi
1. f(x) =ex –x2 + 3x -2

f’(x) = ex - 2x + 3
Ta laäp baûng giaù trò taïi caùc ñieåm ñaëc bieät

- +
2

++---f(x)
10-1-2x

Nhaän xeùt : f’(x) > 0, x[0,1].

Vaây khoaûng caùch ly nghieâm (0,1)



2. f(x) =xcosx – 2x2 + 3x+1
f’(x) = cosx –xsinx -4x +3

Ta laäp baûng giaù trò taïi caùc ñieåm ñaëc bieät

- -
2

-++--f(x)
10-1-2x

Nhaän xeùt :
f’(x) < 0 x[1,2],
f’(x) > 0 x[-1,0]

Vaây caùc khoaûng caùch ly nghieäm : (-1. 0), (1,2)



2. Caùch giaûi gaàn ñuùng pt f(x) = 0

 B1: tìm taát caû caùc khoaûng caùch
ly nghieäm

 B2: trong töøng khoaûng caùch ly
nghieäm, tìm nghieäm gaàn ñuùng cuûa
phöông trình



3. Coâng thöùc sai soá toång quaùt :

Ñònh lyù :
Giaû söû f(x) lieân tuïc treân [a,b], khaû vi treân (a,b)
Neáu x* , x laø nghieäm gaàn ñuùng vaø nghieäm
chính xaùc cuûa phöông trình vaø

|f’(x)| ≥ m > 0, x (a,b)
thì sai soá ñöôïc ñaùnh giaù theo coâng thöùc :

|x* - x| |f(x*)| / m



Ví duï : Xeùt phöông trình
f(x) = x3-5x2+12

treân khoaûng [-2, -1]
Tính sai soá neáu choïn nghieäm x* = -1.37

Giaûi
f’(x) = 3x2 -10x

Ta coù |f’(x)| = |x| |3x-10| = -x(10-3x), x[-2,-1]
Vaäy |f’(x)| ≥ 13 = m, x[-2,-1]
Sai soá

|x*-x| ≤|f(x*)|/m  0.0034

Ghi nhôù : sai soá luoân laøm troøn leân



Ví duï : Xeùt phöông trình
f(x) = 5x+ -24 = 0

treân khoaûng [4,5]
Tính sai soá neáu choïn nghieäm x* = 4.9

7 x

Giaûi
f’(x) = 5 +

=> |f’(x)| ≥ 5 +           = m, x[4,5]

Sai soá
|x*-x| ≤|f(x*)|/m  0.3485

67

1

7 x
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1

7 5



4. Caùc phöông phaùp giaûi gaàn ñuùng

 Phöông phaùp chia ñoâi

 Phöông phaùp laëp ñôn

 Phöông phaùp laëp Newton



II. Phöông Phaùp Chia Ñoâi

Xeùt phöông trình f(x) = 0 coù nghieäm chính xaùc x
trong khoaûng caùch ly nghieäm [a,b] vaø f(a)f(b) < 0.

1. Ñaët ao = a, bo = b

Choïn xo laø ñieåm giöõa cuûa [a,b]

Ta coù xo = (a0+b0) / 2, d0=bo-ao=b-a

Neáu f(xo) = 0 thì xo laø nghieäm  xong



2. Neáu
 f(ao)f(xo) < 0 : ñaët a1 = ao, b1 = xo

 f(xo)f(bo) < 0 : ñaët a1 = xo, b1 = bo

Ta thu ñöôïc [a1, b1]  [ao,bo]
x1 = (a1+b1) / 2, d1 = b1-a1= (b-a)/2

3. Tieáp tuïc quaù trình chia ñoâi nhö vaäy ñeán n laàn ta ñöôïc

[an, bn]  [an-1,bn-1], dn = bn-an= (b-a)/2n

xn = (an+bn) / 2, an ≤ xn ≤ bn, an ≤ x ≤ bn

f(an)f(bn) < 0



Ta coù
{an} daõy taêng vaø bò chaën treân (<=b)

{bn} daõy giaõm vaø bì chaën döôùi (>=a)

neân chuùng hoäi tuï

Coâng thöùc sai soá

|xn – x| ≤ (b-a) / 2n+1

Vì bn-an = (b-a)/2n, neân lim an = lim bn

Suy ra lim xn = x

Vaäy xn laø nghieäm gaàn ñuùng cuûa pt



YÙ nghóa hình hoïc

ao boxo

a1 b1

x1 x2

a2 b2



Ví duï : Tìm nghieäm gaàn ñuùng cuûa pt
f(x) =  5x3 - cos 3x = 0

treân khoaûng caùch ly nghieäm [0,1] vôùi sai soá 0.1
Giaûi
Ta laäp baûng

0.06250.43750.5     +0.375 -3
0.1250.375 -0.5     +0.25 -2
0.250.25 -0.5     +0 -1
0.50.5        +1        +0 -0

nxn f(xn)bn f(bn)an f(an)n

Nghieäm gaàn ñuùng laø x = 0.4375



Ví duï : Tìm nghieäm gaàn ñuùng cuûa pt
f(x) =  2+cos(ex-2)-ex = 0

treân khoaûng [0.5,1.5] vôùi sai soá 0.04
Giaûi
Ta laäp baûng

0.031251.031251.0625 -1         +4
0.06251.0625 -1.125 -1         +3
0.1251.125 -1.25 -1         +2
0.251.25 -1.5 -1         +1
0.51             +1.5 -0.5      +0

nxn f(xn)bn f(bn)an f(an)n

Nghieäm gaàn ñuùng laø x = 1.03125



III. Phöông Phaùp Laëp Ñôn

Xeùt phöông trình f(x) = 0 coù nghieäm chính xaùc
x trong khoaûng caùch ly nghieäm [a,b] vaø
f(a)f(b) < 0.

Ta chuyeån pt f(x) = 0 veà daïng

x = g(x)

Nghieäm cuûa pt goïi laø ñieåm baát ñoäng cuûa
haøm g(x)



Ñeå tìm nghieäm gaàn ñuùng, ta choïn 1 giaù trò ban ñaàu
xo  [a,b] tuøy yù

Xaây döïng daõy laëp theo coâng thöùc

xn = g(xn-1), n = 1, 2, …

Baøi toaùn cuûa ta laø khaûo saùt söï hoäi tuï cuûa daõy {xn}

Toång quaùt, daõy {xn} coù theå hoäi tuï hoaëc phaân kyø

Neáu daõy {xn} hoài tuï thì noù seõ hoäi tuï veà nghieäm x
cuûa pt



YÙ nghóa hình hoïc

xox1 x2x4

y = g(x)

y = x

x3



Ví duï : Minh hoïa söï hoäi tuï cuûa daõy laëp
xn+1 = g(xn) = axn+b

Daõy hoäi tuï Daõy phaân kyø

y=g(x)

y=g(x)



Baây giôø ta tìm ñieàu kieän ñeå daõy {xn} hoäi tu
Ta coù ñònh nghóa sau

Ñònh Nghóa : Haøm g(x) goïi laø haøm co treân
ñoaïn [a,b] neáu q : 0<q<1 sao cho

| g(x) – g(y) | ≤ q | x – y |, x, y [a,b]
q goïi laø heä soá co
Ñeå kieåm tra haøm co, ta coù ñònh lyù sau
Ñònh lyù : Neáu haøm g(x) lieân tuïc treân [a,b], khaû
vi treân (a,b) vaø q : 0<q<1 sao cho

| g’(x) | ≤ q, x [a,b]
Thì g(x) laø haøm co vôùi heä soá co q



Ví duï : Xeùt tính chaát co cuûa haøm
g(x) =

treân khoaûng [0,1]
3 10 x

Giaûi

Hieån nhieân g(x) khaû vi treân [0,1]

Ta coù

|g’(x)| =

q  0.0771 < 1

Neân g(x) laø haøm co

323

1 1
, [0,1]

3 813 (10 )
q x

x
   





Ví duï : Xeùt tính chaát co cuûa haøm
g(x) =  (x2-ex+2)/3

treân khoaûng [0,1]

Giaûi
Hieån nhieân g(x) khaû vi treân [0,1]

g’(x) = (2x-ex)/3
g”(x) = (2-ex)/3=0  x = ln2

Ta coù g’(0) = -0.33, g’(1) = -0.24
g’(ln2) = -0.2046

 | g’(x) | ≤ 0.33 = q < 1, x[0,1]
Neân g(x) laø haøm co



Ñònh lyù (nguyeân lyù aùnh xaï co) :
Giaû söû g(x) laø haøm co treân [a,b] vôùi heä soá co q,
ñoàng thôøi g(x)  [a,b], x [a,b]

Khi aáy vôùi moïi giaù trò xo ban ñaàu  [a,b] tuøy yù,
daõy laëp {xn} hoäi tuï veà nghieäm x cuûa pt

1(2) | | | |
1   
n n n

q
x x x x

q

1 0(1) | | | |
1

  


n

n

q
x x x x

q

Nhaän xeùt :Coâng thöùc (2) sai soá chính xaùc hôn coâng thöùc (1)

haäu nghieäm

Ta coù coâng thöùc ñaùnh giaù sai soá

tieàn nghieäm



Ví duï : Xeùt phöông trình
f(x) = x3 – 3x2 - 5 = 0

treân khoaûng caùch ly nghieäm [3,4]
Giaû söû choïn giaù trò ban ñaàu xo = 3.5
Tính gaàn ñuùng nghieäm x4 vaø sai soá 4

Giaûi
Ta chuyeån pt veà daïng x = g(x)
Coù nhieàu caùch chuyeån :
Caùch 1:

2 5
( )

3

x
x g x

x
  

2

2 5
'( )

3

x
g x

x
  Khoâng phaûi haøm co



Caùch 2: 2

5
3 ( )x g x

x
  

3

10 10
'( ) | '( ) | , [3,4]

27
g x g x q x

x
      

q < 1  neân g haøm co

Hieån nhieân g(x)  [3,4]   neân pp laëp hoäi tuï

xaây döïng daõy laëp

0

1

3 . 5

5
3 , 1 , 2 , . . .n

n

x

x n
x 



    



3.4262646444
3.4248798973

3.4304564522

3.4081632651

3.50

xnn

Ta laäp baûng

   
4 4 3| | 0.00082

1
q x x

q

Sai soá



Ví duï : Tìm nghieäm gaàn ñuùng cuûa pt
f(x) = x3+x-1000=0

vôùi sai soá 10-8

Giaûi
f’(x) = 3x2+1 > 0, f(9) = -262, f(10) = 10
Vaây khoaûng caùch ly nghieâm [9,10]

Ta chuyeån pt veà daïng x = g(x)

Coù nhieàu caùch chuyeån :

Caùch 1: x = 1000 – x3 = g(x) khoâng phaûi haøm co

Caùch 2: 3 1000 ( )x x g x  



Hieån nhieân g(x) khaû vi treân [9,10]

|g’(x)| =

q  0.0034 < 1, neân g(x) laø haøm co

Deã daøng kieåm tra g(x) [9,10], x  [9,10]

32 23

1 1
, [9,10]

3 (1000 ) 3 990
q x

x
   



3(9 1000 10 0 271)x x     

Theo nguyeân lyù aùnh xaï co thì pp laëp hoäi tu

Choïn xo = 10, xaây döïng daõy laëp theo coâng thöùc

3
11000 1,2,3,..n nx x n   



Sai soá (duøng coâng thöùc (2) haäu nghieäm)

1| | | |
1n n n

q
x x x x

q   


Ta laäp baûng

0.13x10-89.9666667893

0.38x10-69.9666671662

0.12x10-39.9665549341

100

nxnn

Nghieäm gaàn ñuùng x* = 9.966666789



Ví duï : Xeùt phöông trình
f(x) = x – cosx = 0

treân khoaûng caùch ly nghieäm [0,1]
Giaû söû choïn giaù trò ban ñaàu xo = 1. Xaùc ñònh soá laàn
laëp n khi xaáp xæ nghieäm pt vôùi sai soá 10-8

(duøng coâng thöùc tieàn nghieäm)

Giaûi
a. Ta chuyeån veà pt

x = cosx = g(x)
g(x) laø haøm co vôùi heä soá co q = sin1 < 1
Maët khaùc g(x) =cos x [0,1] neân pp laëp hoäi tuï



xaây döïng daõy laëp
xo = 1
xn = cos xn-1

Xaùc ñònh soá laàn laëp baèng coâng thöùc tieàn nghieäm
8

1 0| | | | 1 0
1

   


n

n

q
x x x x

q
8

1 0

(1 )10
log( ) / log 112.8904

| |


  


q

n q
x x

Vaäy soá laàn laëp n = 113



Nhaän xeùt :

Toác ñoä hoäi tuï cuûa pp laëp ñôn phuï thuoäc vaøo
giaù trò cuûa heä soá co q

 q caøng nhoû (gaàn vôùi 0) thì pp laëp hoäi tuï
caøng nhanh

 q caøng lôùn (gaàn vôùi 1) thì pp laëp hoäi tuï
caøng chaäm



IV. Phöông Phaùp Laëp Newton
Moät phöông phaùp laëp khaùc laø pp laëp Newton,
neáu hoäi tuï seõ cho toác ñoä hoäi tuï nhanh hôn

Giaû söû haøm f khaû vi treân khoaûng caùch ly nghieäm
[a,b] vôùi f(a)f(b) < 0 vaø f’(x)  0, x[a,b]

Phöông trình f(x) = 0 töông ñöông vôùi pt

( )
( )

'( )

f x
x x g x

f x
  



Ñeå tìm nghieäm gaàn ñuùng ta choïn 1 giaù trò ban
ñaàu xo[a,b] tuøy yù. Xaây döïng daõy laëp {xn}
theo coâng thöùc

1
1

1

( )
1,2,...

'( )
n

n n
n

f x
x x n

f x





   

Coâng thöùc naøy goïi laø coâng thöùc laëp Newton

Toång quaùt, daõy {xn} coù theå hoäi tuï hoaëc phaân kyø



YÙ nghóa hình hoïc

y = f(x)

xo
x1x2



Ñònh lyù :
Giaû söû haøm f(x) coù ñaïo haøm ñeán caáp 2 lieân tuïc
vaø caùc ñaïo haøm f’(x) vaø f”(x) khoâng ñoåi daáu treân
ñoaïn [a,b].

Khi aáy neáu choïn giaù trò ban ñaàu xo thoûa
ñieàu kieän Fourier

f(xo)f”(xo) > 0
Thì daõy laëp {xn} xaùc ñònh theo coâng thöùc Newton
seõ hoäi tuï veà nghieäm x cuûa pt



Chuù yù :
 Ñieàu kieän Fourier chæ laø ñieàu kieän ñuû khoâng
phaûi laø ñieàu kieän caàn

 Töø ñieàu kieän Fourier ta ñöa ra qui taéc choïn
giaù trò ban ñaàu xo nhö sau :
neáu ñaïo haøm caáp 1 vaø 2 cuøng daáu, choïn xo = b.
Ngöôïc laïi traùi daáu choïn xo = a

 Ñieàu kieän Fourier f(xo)f”(xo) coù theå = 0 taïi
caùc ñieåm bieân



 Ñeå ñaùnh giaù sai soá cuûa pp Newton ta duøng
coâng thöùc sai soá toång quaùt

|x* - x| |f(x*)| / m
m = min |f’(x)|

x[a,b]

 Trong pp Newton, ñaïo haøm f’(x) phaûi  0.
Neáu  c[a,b] : f’(c) = 0  thì ta phaûi thu heïp
khoaûng caùch ly nghieäm ñeå loaïi boû ñieåm c.



Ví duï : Tìm nghieäm gaàn ñuùng cuûa pt
f(x) = x-cos x =0

Treân khoaûng caùch ly nghieäm [0,1] vôùi sai soá 10-8

Giaûi
1.Kieåm tra ñieàu kieän hoäi tu

f(x) = x – cos x coù ñaïo haøm caáp 1 vaø 2
lieân tuïc treân [0,1]

f’(x) = 1+sinx > 0, x[0,1]
f”(x) = cosx > 0
f’(x) vaø f”(x) cuøng daáu, choïn xo = 1 ta coù

pp laëp Newton hoäi tuï



2. Xaây döïng daõy laëp Newton

0

1 1
1

1

1
c o s

1, 2 , . . .
1 s in
n n

n n
n

x
x x

x x n
x

 







   


Coâng thöùc sai soá

| | | ( ) | / | cos |n n n nx x f x m x x   
0 1
min | '( ) | 1

X
m f x

 
 

0.29x10-90.7390851333
0.47x10-40.7391128902

0.020.7503638671
10

nxnn

Nghieäm gaàn ñuùng x = 0.739085133



Ví duï : Cho phöông trình
f(x) = x3-3x+1= 0

Treân khoaûng caùch ly nghieäm [0,1]. Duøng pp Newton
tính nghieäm x3 vaø ñaùnh giaù sai soá 3 theo coâng thöùc
sai soá toång quaùt

Giaûi
1.Kieåm tra ñieàu kieän hoäi tu
Ta thaáy f’(x) = 3x2-3= 0 taïi x = 1, do ñoù ta
chia ñoâi ñeå thu heïp khoaûng caùch ly nghieäm.
Vì f(0) = 1, f(0.5) = -0.375
Thu heïp khoaûng caùch ly nghieäm [0, 0.5]



f(x) coù ñaïo haøm caáp 1 vaø 2 lieân tuïc treân [0, 0.5]
f’(x) = 3x2-3 < 0
f”(x) = 6x ≥ 0, x [0, 0.5]

f’(x) vaø f”(x) traùi daáu, neân choïn xo = 0 thì pp laëp
Newton hoäi tuï

2. Xaây döïng daõy laëp Newton

0

3
1 1

1 2
1

0

3 1

3 3
n n

n n
n

x

x x
x x

x
 






 
 





Coâng thöùc sai soá
0 0.5
min | '( ) | 2.25

X
m f x

 
 

3| | | ( ) | / | 3 1 | /2.25n n n nx x f x m x x    

0.2545x10-80.3472963533
0.8693x10-40.3472222222

0.01650.3333333331
00

nxnn

Nghieäm gaàn ñuùng x = 0.347296353

Sai soá 0.2545x10-8



V. Giaûi gaàn ñuùng heä pt phi tuyeán
baèng pp Newton Raphson

Heä phöông trình phi tuyeán

1 1 2

2 1 2

1 2

( , , . . . , ) 0

( , , . . . , ) 0

. . . . . . . . . . . . . .

( , , . . . , ) 0

n

n

n n

f x x x

f x x x

f x x x


 


 

Trong ñoù fi(x1, x2, …, xn) laø caùc haøm lieân tuïc vaø coù ñaïo
haøm rieâng theo caùc bieán xi lieân tuïc trong laân caän cuûa
nghieäm



Phöông trình töông ñöông
f(x) = 0

Vôùi f = (f1, f2, …, fn), x = (x1, x2, …, xn)

Choïn giaù trò ban ñaàu x(0) tuøy yù thuoäc laân caän cuûa
nghieäm. Kyù hieäu x(k) laø boä nghieäm gaàn ñuùng ôû
böôùc thöù k

Coâng thöùc Newton

x(k) = x(k-1) –f(x(k-1))/f’(x(k-1)), k = 1, 2 …



Ta ñöa veà giaûi heä phöông trình tuyeán tính
Ah = b

vôùi b = -f(x(k))
A laø ma traân Jacobi

1 1 1 2 1

2 1 2 2 2

1 2

/ / ... /

/ / ... /
'( )

...

/ / ... /

n

n

n n n n

f x f x f x

f x f x f x
A f x

f x f x f x

     
     

 

     

Nghieäm gaàn ñuùng : x(k+1) = x(k) + h



Xeùt tröôøng hôïp heä goàm 2 phöông trình vôùi 2 aån

( , ) 0

( , ) 0

F x y

G x y


 

Vôùi F(x,y), G(x,y) laø caùc haøm lieân tuïc vaø coù ñaïo
haøm rieâng theo caùc bieán x, y lieân tuïc trong laân
caân cuûa nghieäm



Choïn (xo, yo) tuøy yù thuoäc lc cuûa nghieäm,
coâng thöùc Newton goàm 2 daõy {xn}, {yn}

1 1
1

1 1

1 1
1

1 1

( , )

( , )

( , )

( , )

y n n
n n

n n

x n n
n n

n n

J x y
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J x y

J x y
y y

J x y

 


 

 


 


 



  


Trong ñoù
' '

' ' 0, ( , )x y

x y

F F
J x y trong lc cua nghiem

G G
  

'

'
x

x

x

F F
J

G G


'

'
y

y
y

F F
J

G G


Neáu daõy (xn,yn) hoäi tuï thì noù seõ hoäi tuï veà nghieäm (x,y)
cuûa pt



Ví duï : Tìm nghieäm gaàn ñuùng vôùi n = 1 cuûa heä pt
2

2

( , ) 3ln

( , ) 2 5 1

F x y x x y

G x y x xy x

   


   
Neáu choïn xo = 1.5, yo = -1.5
Giaûi

' ' ''

' ' ''
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Ví duï : Tìm nghieäm gaàn ñuùng vôùi n = 1 cuûa heä pt
2

2

( , ) 10

( , ) 3 57

F x y x xy

G x y y xy

   


  
Neáu choïn xo = 1.5, yo = 3.5
Giaûi
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