
Trao đổi trực tuyến tại:
www.mientayvn.com/chat_box_toan.html



Trường Đại học Trà Vinh                                                                                QT7.1/PTCT1-BM-7 

GIÁO TRÌNH MÔN HỌC 
CHƯƠNG TRÌNH KHÔNG CHUYÊN 

NGÀNH: KẾ TOÁN, QUẢN TRỊ KINH DOANH 
STT MÔN HỌC GHI CHÚ 

1 Xác suất thống kê  
2   
3   
4   
5   

 
 

TÊN MÔN HỌC 
MÃ SỐ 
THỜI LƯỢNG       
 CHƯƠNG TRÌNH 
 
 

XÁC SUẤT THỐNG KÊ 
 
Số tín chỉ: 04 (01 tín chỉ ứng với 15 tiết) 
Lý thuyết: 60 tiết 
Thực hành: 0 tiết 
Tổng cộng:  60 tiết 

 ĐIỀU KIỆN  
          TIÊN QUYẾT 
 

Đã được trang bị kiến thức Toán cao cấp 

MÔ TẢ MÔN HỌC 
 

• Cung cấp các khái niêm cơ bản về lý thuyết xác suất và 
thống kê toán học. 
• Trong phần xác suất, các khái niệm về biến cố, xác suất của 

biến cố. Biến cố ngẫu nhiên, phân phối xác suất được đề cập 
và nêu lên các đặc trưng. 
• Trong phần thống kê toán học, sinh viên sẽ học các khái 

niệm liên quan đến tập mẫu thống kê, lý thuyết ước lượng, 
kiểm định giả thuyết. 
• Sinh viên tiếp cận những kiến thức trên thông qua việc kết 

hợp bài giảng trên lớp, tự học và tìm hiểu thêm trong các tài 
liệu. 
• Trang bị kiến thức xác suất, thống kê bước đầu giúp sinh 
viên làm quen với một vài ứng dụng toán học trong cuộc sống.

ĐIỂM ĐẠT 
 
 

- Hiện diện trên lớp: 10 % điểm (Danh sách các buổi thảo 
luận và bài tập nhóm).  
    Vắng 12 tiết không được cộng điểm này. 
- Kiểm tra KQHT: 20 % điểm (2 bài kiểm tra giữa và cuối 
môn học: Có ba thang điểm: 2.0 (hai chẵn); 1.0 (một tròn); 
0,0: (không chẵn). 
- Kiểm tra hết môn: 70% điểm (Bài thi hết môn) 

    Lưu ý: Danh sách các buổi thảo luận và các bài kiểm tra được hủy khi danh sách 
bảng điểm thi hết môn được công bố. 
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CẤU TRÚC  
      MÔN HỌC 
 

KQHT 1: Khái quát những kiến thức cơ bản về lý thuyết xác 
suất 
KQHT 2: Giải các bài toán liên quan đến đại lượng ngẫu nhiên 
và Ứng dụng một số quy luật phân phối thông dụng. 
KQHT 3: Xác định tổng thể và mẫu. 
KQHT 4: Ước lượng các tham số đặc trưng của tổng thể. 
KQHT 5: Kiểm định giả thiết các tham số thống kê. 
KQHT 6: Xác định hàm hồi qui và tương quan. 

 * Thực hành: Làm bài tập trên lớp+ Hoạt đông theo nhóm+ Thảo 

luận 
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KẾT QUẢ VÀ CÁC BƯỚC HỌC TẬP 
 

Kết quả học tập/ 
hình thức đánh giá 

Các bước học tập 
Phương tiện, tài liệu, 
nơi học và cách đánh 
giá cho từng bước học 

1. Bổ sung về giải tích tổ hợp. 
 1.1 Nhắc lại Quy tắc đếm 
 1.2 Nhắc lại Chỉnh hợp (không lặp) 
 1.3  Nhắc lại Chỉnh hợp lặp 
 1.4 Nhắc lại Tổ hợp 
 1.5 Nhắc lại Hoán vị 

2. Liệt kê các biến cố và quan hệ giữa 
các loại biến cố. 
 

3. Định nghĩa xác suất. 
 3.1 Định nghĩa xác suất theo cổ 
điển. 
 3.2 Định nghĩa xác suất theo thống 
kê. 

   3.3 Định nghĩa xác suất theo hình 
học. 
4. Đưa ra một số công thức tính xác 
suất. 
4.1 Các định nghĩa 
4.2 Công thức cộng 
4.3 Công thức nhân xác suất 
   4.3.1 Xác suất có điều kiện 
   4.3.2 Công thức nhân xác suất     

1. Khái quát những 
kiến thức cơ bản về lý 
thuyết Xác suất. 
 Đánh giá: Bài tập  
+ Đạt : Trình bày được 
chính xác ít nhất một 
trong ba định nghĩa về 
xác suất và giải được 
các bài tập về:  
* Giải tích tổ hợp; 
* Biết cách biểu diễn

một biến cố phức hợp
thành tổng và tích của
các biến cố đơn giản hơn.
* Định nghĩa xác suất:

Tính được các xác suất
của một biến cố ở dạng
đơn giản; 
* Áp dụng các công thức

cộng, nhân, đầy đủ, tính
được các xác suất. 

5. Công thức xác suất đầy đủ và công 
thức Bayer 
5.1 Công thức xác suất đầy đủ 
5.2 Công thức Bayes. 
5.3 Công thức Bernoulli. 
5.4 Công Thức Bernoulli Mở Rộng 
  5.4.1 Lược đồ Bernoulli mở rộng. 
  5.4.2 Công thức Bernoulli mở rộng.

+ Bảng đen 
+ Kiến thức cơ bản về 
Giải tích tổ hợp. 
* Tài liệu chính: “Xác 
suất thống kê” 
* Các tài liệu tham 
khảo: 
+ Đặng Hấn 1996 - Xác 
suất thống kê – NXB 
Thống kê. 
+ Nguyễn Hữu Khánh – 

Bài giảng Xác suất thống 
kê – ĐH Cần Thơ. 
+ Giải tích 12 (PTTH). 
 
+ Học trong phòng. 
+ Trả lời câu hỏi và bài 

tập nhóm, bài tập về nhà.
+ Bài tập về nhà.  
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1. Khái niệm đại lượng ngẫu nhiên  
   1.1 Khái niệm đại lượng ngẫu 
nhiên. 
  1.2 Liệt kê các đại lượng ngẫu 
nhiên. 

 

2. Đưa ra một số qui luật phân phối 
xác suất của đại lượng ngẫu nhiên. 
  2.1 Mô tả Bảng phân phối xác suất. 
  2.2 Khái niệm Hàm mật độ xác suất. 
   2.3 Khái niệm Hàm phân phối xác 
suất. 
   2.4 Khái niệm phân vị mức xác suất 
α  

3. Liệt kê một số tham số đặc trưng 
ủa đại lượng ngẫu nhiên  c

  3.1 Khái niệm Kỳ vọng 
  3.2 Khái niệm Phương sai. 
  3.3 Khái niệm Độ lệch tiêu chuẩn 
  3.4 Khái niệm Moment 
  3.5 Khái niệm Mode 
  3.6 Trung vị 

2. Giải các bài toán 
liên quan đến đại 
lượng ngẫu nhiên và 
Ứng dụng một số quy 
luật phân phối thông 
dụng. 
Đánh giá:  
+ Đạt: Hoàn thành 
được các yêu cầu sau: 
* Hiểu rõ các khái 

niệm: Đại lượng ngẫu 
nhiên và phân biệt được 
đại lượng ngẫu nhiên và 
biến cố ngẫu nhiên, đại 
lượng ngẫu nhiên liên 
tục và rời rạc. 
* Viết đúng các công 

thức tính tham số của 
đại lượng ngẫu nhiên 
rời rạc và liên tục. 
* Vận dụng công thức, 

giải các bài tập liên 
quan như kỳ vọng, 
phương sai,... 
* Nhận biết đại lượng 

ngẫu nhiên có phân 
phối xác suất nào đó. 
* Biết cách sử dụng 

các công thức gần đúng 
để tính xác suất và điều 
kiện để sử dụng các 
công thức đó. 
* Hiểu rõ các khái 

niệm đại lượng ngẫu 
nhiên hai chiều, cách 
lập bảng phân phối xác 
suất của đại lượng ngẫu 
nhiên rời rạc. 

4. Sử dụng một số qui luật phân phối 
xác suất thông dụng. 
 4.1 Phân phối nhị thức 
 4.2 Phân phối Poison 
 4.3 Phân phối siêu bội 
 4.4 Phân phối chuẩn 
 4.5 Phân phối mũ 
 4.6 Phân phối  2χ

 4.7 Phân phối Student 
 4.8 Phân phối đều. 

+ Bảng, phấn. 
+ Kiến thức Toán cao 

cấp, toán THPT. 
* Tài liệu chính: “Xác 

suất thống kê” 
* Các tài liệu tham khảo 
+ Đặng Hấn, 1996 - Xác 

suất thống kê – NXB 
Thống kê. 
+ Nguyễn Hữu Khánh – 

Bài giảng Xác suất thống 
kê – ĐH Cần Thơ. 
+ Đinh Văn Gắng – Xác 

suất và Thống kê toán – 
NXB Thống kê 
 
+ Học trong phòng. 
+ Trả lời câu hỏi và bài 

tập nhỏ để nắm vững 
định nghĩa, tính chất, 
cách tính, bản chất và ý 
nghĩa của kỳ vọng toán, 
phương sai, độ lệch 
chuẩn và giá trị tin chắc 
nhất. 
+ Các câu hỏi ngắn về 

xác định luật phân phối, 
về đại lượng ngẫu nhiên 
2 chiều, luật số lớn. 
+ Bài tập về nhà. 
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5. Đại lượng ngẫu nhiên hai chiều. 
 5.1. Định nghĩa đại lượng ngẫu 

nhiên hai chiều. 
 5.2. Giới thiệu một số phân phối xác 

suất của đại lượng ngẫu nhiên hai 
chiều. 
  5.2.1 Bảng phân phối xác suất. 
  5.2.2 Hàm phân phối xác suất. 
  5.2.3 Hàm mật độ xác suất. 
 5.3 Các tham số đặc trưng của hàm 

một biến ngẫu nhiên. 
  5.3.1 Trường hợp (X,Y) rời rạc. 
  5.3.2 Trường hợp (X,Y) liên tục. 

* Từ bảng phân phối 
xác suất của đại lượng 
ngẫu nhiên 2 chiều, có 
thể tính được kỳ vọng 
toán và phương sai của 
các đại lượng ngẫu 
nhiên thành phần. Tính 
được hiệp phương sai 
của đại lượng ngẫu 
nhiên 2 chiều. 
* Hiểu được ý nghĩa 

các định lý của luật số 
lớn. 

6. Luật số lớn. 
 6.1 Bất đẳng thức Markov 
 6.2 Bất đẳng thức Tchebyshev 
 6.3 Định lý Tchebyshev 
 6.4 Định lý Bernoulli

 

1. Khái niệm Tổng thể và mẫu 
 1.1 Khái niệm Tổng thể  
 1.2 Khái niệm Mẫu 
 1.3 Đưa ra mô hình xác suất của 

tổng thể và mẫu 

2. Tìm hiểu về Thống kê mẫu ngẫu 
nhiên. 
 2.1 Nêu Trung bình của mẫu ngẫu 

nhiên  
 2.2 Khái niệm Phương sai và 

phương sai điều chỉnh của mẫu ngẫu 
nhiên 
 2.3 Đưa ra công thức Độ lệch tiêu 

chuẩn và độ lệch tiêu chuẩn hiệu 
chỉnh.  

3. Xác định Tổng thể 
và mẫu. 
Đánh giá:   
   Câu hỏi ngắn  
   Bài tập. 
Đạt: 
* Hiểu rõ các khái 

niệm: Tổng thể, mẫu, 
trung bình tổng thể, 
phương sai tổng thể, tỉ 
lệ tổng thể. 
 * Thấy rõ sự khác 

nhau giữa mẫu ngẫu 
nhiên và mẫu cụ thể. 
* .Biết tính các tham 

số đặc trưng của mẫu. 
* Thực hành tính đựoc 

các yếu tố x , s’ 
3. Thu thập số liệu và sắp xếp số liệu. 
  3.1 Thu thập số liệu  
  3.2 Sắp xếp số liệu. 

  3.3 Thực hành tính các giá trị x , s’ 

+ Bảng, phấn. 
+ Kiến thức Toán cao 

cấp, toán THPT. 
* Tài liệu chính: “Xác 

suất thống kê” 
* Các tài liệu tham khảo 
+ Đặng Hấn, 1996 - Xác 

suất thống kê – NXB 
Thống kê. 
+ Nguyễn Hữu Khánh – 

Bài giảng Xác suất thống 
kê – ĐH Cần Thơ. 
+ Đinh Văn Gắng – Xác 

suất và Thống kê toán – 
NXB Thống kê 
 
+ Học trong phòng. 
+ Trả lời câu hỏi và bài 

tập nhỏ để nắm vững các 
khái niệm và công thức. 
+ Bài tập về nhà. 

Xác suất thống kê                                                                       Trang 5 



Trường Đại học Trà Vinh                                                                                QT7.1/PTCT1-BM-7 

1. Giới thiệu các phương pháp ước 
lượng  
 1.1 Mô tả phương pháp. 
 1.2 Đưa ra các phương pháp ước 

lượng điểm. 
 

4. Ước lượng tham số 
của đại lượng ngẫu 
nhiên. 
 
Đánh giá :  
 Câu hỏi ngắn  
  Bài tập giải theo nhóm. 
  Đạt: Đáp ứng được 

các yêu cầu sau đây: 
* Hiểu rõ các khái 

niệm ước lượng điểm, 
ước lượng khoảng, độ 
tin cậy, độ chính xác. 
* Biết tìm khoảng tin 

cậy của các tham số của 
tổng thể. 
* Biết tìm kích thước 

mẫu, độ tin cậy khi ước 
lượng trung bình và tỉ lệ 
của tổng thể. 

2. Ước lượng các tham số 
  2.1 Mô tả phương pháp 
  2.2 Ước lượng tham số trung bình 
  2.3 Ước lượng tham số tỉ lệ 
  2.4 Ước lượng tham số phương sai. 

+ Bảng, phấn. 
+ Kiến thức Toán cao 

cấp. 
* Tài liệu chính: “Xác 

suất thống kê” 
* Các tài liệu tham khảo 
+ Đặng Hấn, 1996 - Xác 

suất thống kê – NXB 
Thống kê. 
+ Nguyễn Hữu Khánh – 

Bài giảng Xác suất thống 
kê – ĐH Cần Thơ. 
+ Đinh Văn Gắng – Xác 

suất và Thống kê toán – 
NXB Thống kê 
 
+ Học trong phòng. 
+ Trả lời câu hỏi và bài 
tập nhỏ.  
+ Bài tập về nhà. 

1. Nêu các khái niệm về kiểm định 
 1.1 Nêu các khái niệm về kiểm định 
  1.2 Mô tả phương pháp kiểm định 
giả thiết thống kê. 

 

5. Kiểm định giả 
thuyết tham số thống 
kê. 
Đánh giá :  
   Câu hỏi ngắn 
   Bài tập thực hành 
theo nhóm. 
Đạt:  
* Hiểu rõ các khái 

niệm: Giả thiết thống kê, 
kiểm định giả thiết, giả 
thiết cần kiểm định, giả 
thiết đối, mức ý nghĩa, 
miền bác bỏ, các sai lầm 
và biết cách đặt giả thiết. 
* Làm được các bài tập 

vận dụng công thức để 
kiểm định các tham số. 
 

2. Kiểm định các giả thuyết thống kê. 
2.1 Kiểm định tham số trung bình  
2.2 Kiểm định tham số tỷ lệ  
2.3 Kiểm định giả thuyết về phương 

sai 
2.4 Kiểm định giả thuyết về sự bằng 

nhau của hai trung bình 
2.5 Kiểm định giả thuyết về sự bằng 

nhau của hai tỉ lệ 
2.6 Kiểm định giả thuyết về sự bằng 

nhau của hai phương sai 

+ Bảng, phấn. 
+ Kiến thức Toán cao 

cấp. 
* Tài liệu chính: “Xác 

suất thống kê” 
* Các tài liệu tham khảo 
+ Đặng Hấn, 1996 - Xác 

suất thống kê – NXB 
Thống kê. 
+ Nguyễn Hữu Khánh – 

Bài giảng Xác suất thống 
kê – ĐH Cần Thơ. 
+ Đinh Văn Gắng – Xác 

suất và Thống kê toán – 
NXB Thống kê 
+ Học trong phòng. 
+ Trả lời câu hỏi và bài 
tập nhỏ.  
+ Bài tập về nhà. 
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6. Xác định hồi qui và 
tương quan tuyến 
tính. 
Đánh giá:   
   Câu hỏi ngắn  
   Bài tập thực hành 
Đạt: Đáp ứng được 

các yêu cầu sau: 
* Nắm được mối quan 

hệ giữa hai đại lượng 
ngẫu nhiên. 
* Vận dụng công thức 
để tìm được phương 
trình hồi qui và mối 
tương quan giữa chúng. 

1. Nêu mối quan hệ giữa các đại 
lượng ngẫu nhiên. 
2. Khái niệm hệ số tương quan. 

2.1 Khái niệm Moment tương quan. 
2.2 Khái niệm hệ số tương quan. 
2.3 Ước lượng hệ số tương quan. 

3. Xác định hồi qui. 
3.1 Khái niệm kỳ vọng có điều kiện.
3.2 Khái niệm hàm hồi qui 
3.3 Xác định hàm hồi qui  

+ Bảng, phấn. 
+ Kiến thức Toán cao 

cấp. 
* Tài liệu chính: “Xác 

suất thống kê” 
* Các tài liệu tham khảo 
+ Đặng Hấn, 1996 - Xác 

suất thống kê – NXB 
Thống kê. 
+ Nguyễn Hữu Khánh – 

Bài giảng Xác suất thống 
kê – ĐH Cần Thơ. 
+ Đinh Văn Gắng – Xác 

suất và Thống kê toán – 
NXB Thống kê 
+ Học trong phòng. 
+ Trả lời câu hỏi và bài 
tập nhỏ.  
+ Bài tập về nhà. 
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KẾ HOẠCH ĐÁNH GIÁ MÔN HỌC 
 

Hình thức đánh giá 

Kết quả 
học tập 

Thời 
lượng 

giảng dạy 

Mức độ yêu cầu 
đạt được Viết Thao 

tác 

Bài 
tập 
về 

nhà 

Thực 
tập 

thực 
tế 

Đề 
tài 

Tự 
học 

1. 12,0 Giải được bài tập X      
2. 14,0 Giải được bài tập X  X    
3. 06,0 Giải được bài tập X      
4. 09,0 Giải được bài tập X  X    
5. 12,0 Giải được bài tập X  X    
6. 07,0 Giải được bài tập X      

 
 

ĐÁNH GIÁ CUỐI MÔN HỌC 
 

HÌNH THỨC 
 

Thi (tự luận) . 
 

THỜI GIAN 
 

90 - 120 phút. 
 
 

NỘI DUNG  
          ĐÁNH 
GIÁ 
 

Trọng tâm: 
- Các bài toán tính xác suất dạng cổ điển, các công thức cộng, 

nhân, đầy đủ, Bernuolli. 
- Các bài toán về tính toán các tham số như kỳ vọng, phương 

sai, độ lệch tiêu chuẩn của đại lượng ngẫu nhiên. 
- Sử dụng tính phân phối của đại lượng ngẫu nhiên để giải các 

bài tập như phân phối nhi thức, Poison, Chuẩn, mũ, đều,… 
- Các bài tập về ước lượng tham số của đại lượng ngẫu nhiên. 
- Các bài toán về kiểm định các tham số của đại lượng ngẫu 

nhiên. 
- Tìm hàm hồi qui tuyến tính. 
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NỘI DUNG CHI TIẾT MÔN HỌC 
 

KQHT 1: KHÁI QUÁT NHỮNG KIẾN THỨC CƠ BẢN VỀ LÝ THUYẾT 
XÁC SUẤT 

 
Bước học 1.    BỔ SUNG VỀ GIẢI TÍCH TỔ HỢP 
1.1 Quy tắc đếm (quy tắc nhân): 
  Định nghĩa: Giả sử một công việc phải trải qua k giai đoạn. Giai đoạn 1 có n1 cách 
thực hiện, giai đoạn 2 có n2 cách thực hiện,..., giai đoạn k có nk cách thực hiện. 

           Khi đó, để hoàn thành cả công việc thì ta có n = n1 n2 n3 ..nk cách thực hiện. 
Ví dụ 1: Có 4 quyển sách toán, 2 quyển sách lý, 3 quyển sách văn. Hỏi có bao nhiêu 

cách để lấy ra mỗi loại một quyển sách? 
Có 3 giai đoạn: Giai đoạn 1, lấy 1 quyển toán → có 4 cách lấy. 

                 Giai đoạn 2, lấy 1 quyển lý → có 2 cách lấy. 
                      Giai đoạn 3, lấy 1 quyển văn → có 3 cách lấy. 

⇒ Số cách lấy là n = 4.2.3 = 24 cách 
Ví dụ 2: Có 3 cách đi từ thành phố A đến thành phố B, có 5 cách đi từ thành phố B 

đến thành phố C và có 2 cách đi từ thành phố C đến thành phố D. Hỏi có bao nhiêu cách đi 
từ thành phố A đến thành phố D ? 
  

A B C 
1 
2 
3 

D 3 
4 
5 

2 
1 

2 

1 

10

 
 
 
 
Số cách đi từ thành phố A đến thành 
phố D là : n = 3.5.2 = 30 (cách) 
 Ví dụ 3: Các nhóm I , II , III , IV lần lượt có 8 ,10 ,12 , 9 sinh viên. Cần chọn 4 sinh 
viên, mỗi nhóm 1 sinh viên. Hỏi có bao nhiêu cách chọn như vậy?  
 Việc chọn 4 sinh viên xem như được chia làm 4 giai đoạn: 

  Giai đoạn 1: Chọn 1 sinh viên của nhóm I   :  8 cách. 
  Giai đoạn 2: Chọn 1 sinh viên của nhóm II  : 10 cách. 
  Giai đoạn 3: Chọn 1 sinh viên của nhóm III : 12 cách. 
  Giai đoạn 4: Chọn 1 sinh viên của nhóm IV : 9 cách. 

        ⇒  Số cách chọn: 8.10.12.9 = 8640 cách. 
 
1.2 Chỉnh hợp (không lặp): 

Định nghĩa: Chỉnh hợp chập k của n phần tử (k≤ n) là một bộ (nhóm) có thứ tự gồm 
k phần tử khác nhau được chọn từ n phần tử đã cho. Chỉnh hợp chập k của n phần tử kí hiệu 

là: A
k
n    
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♦ Vấn đề đặt ra là: Có n phần tử thì có thể lập được bao nhiêu chỉnh hợp chập k khác 
nhau? 

Công thức:   )!(
!
kn

nA k
n −
=  

Chú ý: + n!: n giai thừa. n! = n.(n-1)……3.2.1  

  + Qui ước: 0! = 1  
Ví dụ 4: Trong buổi hợp gồm 12 người. Hỏi có bao nhiêu cách chọn một chủ tọa và 

một thư ký? 

       Số cách chọn là chỉnh hợp chập 2 của 12 ⇒ có n =
)!212(

!122
12 −
=A = 12.11 =132  cách. 

Ví dụ 5: Cho một tập hợp gồm các số  0,1,2,3,4,5. Hỏi có bao nhiêu số tự nhiên gồm 
4 chữ số  khác nhau? 

Ta có các số 0123,0134,… không phải là số tự nhiên có 4 chữ số nên ta chia công việc 
ra làm hai giai đoạn. 

Giai đoạn 1: Chọn chữ số đầu tiên phải khác 0. Vì còn lại 5 số nên có 5 cách chọn. 
Giai đoạn 2: Chọn 3 số còn lại từ 5 số còn lại. Do có kể thứ tự, không trùng nhau nên 

số cách chọn là số chỉnh hợp chập 3 của 5: A
3
5  = 3.4.5= 60. 

⇒ Số cách hoàn thành công việc là n = 5.60 = 300 cách. 
Ví dụ 6: Cho E = {1, 2, 3, 4}. Có bao nhiêu số tự nhiên bao gồm hai chữ số phân 

biệt được thành lập từ E.  
ữMỗi số tự nhiên bao gồm hai ch  số phân biệt được thành lập từ E là một chỉnh 

hợp (không lặp) chập 2 của 4. Nên số các số tự nhiên cần tìm là:  

6
1.2

1.2.3.4
!2
!4A2

4 ===
 

Ví dụ 7: Một lớp có 8 môn học, mỗi ngày học 2 môn. Hỏi có bao nhiêu cách xếp thời 
khoá biểu trong một ngày?    
 Số cách xếp thời khoá biểu trong một ngày chính là việc lấy 2 phần tử khác nhau từ 
tập hợp gồm 8 phần tử. Vì việc lấy gắn liền với việc xếp thời khoá biểu nên thứ tự là quan 
trọng. 
 Vậy số cách xếp thời khoá biểu cho một ngày là số chỉnh hợp chập 2 của 8 phần tử: 

568.7
!6
!8

)!28(
!82

8 ===
−

=A
 (cách) 

1.3 Chỉnh hợp lặp:  
Định nghĩa: Chỉnh hợp lặp chập k của n phần tử là một bộ (nhóm) có thứ tự gồm k 

phần tử được chọn từ n phần tử đã cho, trong đó các phần tử trong nhóm có thể lặp lại 
2,3,4,.., k lần. 

Gọi số chỉnh hợp lặp chập k của n phần tử là , khi đó: = nBk
n Bk

n
k  

Ví dụ 8: Xếp ngẫu nhiên 5 quyển sách vào 3 ngăn kéo. Hỏi có bao nhiêu cách xếp? 
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 Mỗi cách xếp 5 quyển sách vào 3 ngăn kéo xem như một chỉnh hợp lặp chập 3 của 5 
(mỗi lần xếp một quyển sách vào một ngăn, ta có thể xem như chọn một trong 3 ngăn ⇒ Có 
3 cách chọn. Do có 5 quyển sách nên số cách chọn là n = 35 = 243 cách. 

Ví dụ 9: Có bao nhiêu số tự nhiên  gồm 4 chữ  số từ các số: 1,2,3,4,5? 

Có = 5B4
5

4 = 625 số. 

Ví dụ 10: Có bao nhiêu cách sắp xếp 10 người lên một tàu hỏa có 3 toa?  
Số cách sắp xếp 10 người lên 3 toa tàu là số các chỉnh hợp lặp chập 10 của 3 phần tử. 

Số cách sắp xếp:   1010
3 3=B

  Ví dụ 11: Mỗi vé số của mỗi tỉnh gồm có 6 chữ số. Hỏi mỗi tỉnh khi phát hành mỗi 
đợt sẽ phát hành được bao nhiêu vé số khác nhau? 
  Ta có mỗi vé số gồm có 6 chữ số, nên ta có thể xem việc phát hành ra một vé số là 
việc chọn ra 6 số bất kỳ có thứ tự có thể trùng nhau từ 10 số từ 0 đến 9. Do đó mỗi vé số 
được phát hành có thể được xem là một chỉnh hợp lặp chập 6 của 10. 
 Vậy số vé số có thể phát hành mỗi đợt của mỗi tỉnh là số chỉnh hợp lặp chập 6 của 10: 

10000001066
10 ==B  (vé số) 

Lưu ý: Trong chỉnh hợp không lặp thì nk ≤  còn trong chỉnh hợp lặp thì có thể có k > n. 
1.4 Hoán vị: 

Định nghĩa: Hoán vị của n phần tử là một bộ có thứ tự gồm đủ mặt n phần tử đã cho. 
Gọi số hoán vị của n phần tử là Pn, ta có công thức: Pn = n! 
Hai hoán vị khác nhau khi nào? 
Do mỗi hoán vị đều có đủ mặt các phần tử, nên hai hoán vị khác nhau khi có ít nhất 

một thứ tự sắp xếp nào đó khác nhau. Chẳng hạn: 312 khác 321. 
Ví dụ 12: Hỏi có bao nhiêu cách xếp 4 học sinh vào một bàn có 4 chỗ ngồi? 

Số cách xếp là: n = P4 = 4! = 24 cách.  
  Ví dụ 13: Có 3 cuốn sách Toán, 2 cuốn sách Lý và 5 cuốn sách XSTK (các cuốn sách 
này khác nhau) được xếp vào 1 cái kệ. Hỏi có bao nhiêu cách sắp xếp sao cho các cuốn 
sách cùng loại đứng gần nhau? 
  Để thỏa bài toán, ta chia công việc ra các giai đoạn sau : 
  Giai đoạn 1: Phân kệ thành 3 phần để xếp 3 loại sách: Có 3! cách sắp xếp. 
     Giai đoạn 2: Xếp 3 cuốn Toán → phần dành cho Toán: Có 3! cách sắp xếp. 
  Giai đoạn 3: Xếp 2 cuốn Lý → phần dành cho Lý: Có 2! cách sắp xếp. 
  Giai đoạn 4: Xếp 5 cuốn XSTK → phần dành cho XSTK: Có 5! cách sắp xếp. 
  ⇒ Số cách sắp xếp cho cả bài toán: 3!.3!.2!.5! = 8640  (cách) 
1.5 Tổ hợp: 

Định nghĩa: Tổ hợp chập k của n phần tử (k ≤ n) là một bộ (nhóm) không kể thứ tự 
gồm k phần tử khác nhau được chọn từ n phần tử đã cho. Gọi số tổ hợp chập k của n phần 

tử là: C , có:  k

n C k

n = )!(!
!

knk
n
−   
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Chú ý:  10 ==⇒= − n
nn

kn
n

k
n CCCC

Ví dụ 14: Mỗi đề thi gồm có 3 câu hỏi khác nhau chọn từ 25 câu hỏi đã cho. Hỏi có 
thể thành lập được bao nhiêu đề thi khác nhau? 

Mỗi đề thi sẽ chọn 3 câu từ 25 câu đã cho. Do chọn không kể thứ tự, không trùng 
nhau nên số cách chọn là tổ hợp chập 3 của 25 

⇒ C = 3

25 )!325(!3
!25
−

=
6

23.24.25 = 2300 cách. 

Ví dụ 15: Trong một giải bóng chuyền chào mừng ngày Học sinh – Sinh viên của 
Trường. Có 12 đội bóng tham gia thi đấu vòng tròn một lượt. Hỏi có bao nhiêu trận đấu 
được tiến hành?  

Mỗi trận đấu có hai đội tham gia từ 12 đội, nên số trận đấu cần tiến hành là:  

666.11
!10.2

!10.12.11
!10!2

!122
12 ====C  

 Ví dụ 16: Từ lô hàng có 10 sản phẩm, ta rút ngẫu nhiên (đồng thời) 3 sản phẩm để 
kiểm tra. Tính số khả năng có thể xảy ra? 

 Số khả năng có thể xảy ra là số  tổ hợp chập 3 của 10 phần tử: 

120
)!310(!3

!103
10 =

−
=C  

 Ví dụ 17: Nhóm A có 10 sinh viên và nhóm B có 12 sinh viên. Ta chọn ngẫu nhiên 9 
sinh viên trong đó có 4 sinh viên nhóm A và 5 sinh viên nhóm B. Tính số khả năng có thể 
xảy ra? 

 Chọn 4 sinh viên từ nhóm A có 10 sinh viên: Có 210
)!410(!4

!104
10 =

−
=C  cách. 

 Chọn 5 sinh viên từ nhóm B có 12 sinh viên: Có 792
)!512(!5

!125
12 =

−
=C  cách. 

  Áp dụng quy tắc nhân suy ra số khả năng có thể là: 210.792 = 166320 
Lưu ý: 

♦ Hai tổ hợp khác nhau khi nào? 
♦ Chỉnh hợp khác tổ hợp khi nào? 

BÀI TẬP 
1. Một buổi liên hoan có 6 người trong đó có 2 người là vợ chồng 

a. Nếu 6 người này ngồi quanh một cái bàn tròn có 6 cái ghế được đánh số. Hỏi có bao 
nhiêu cách sắp xếp sao cho 2 vợ chồng luôn ngồi cạnh nhau. 

b. Nếu họ được xếp vào một cái bàn dài có 6 ghế, thì có bao nhiêu cách xếp để 2 vợ 
chồng luôn ngồi cạnh nhau. 
2. Một nhóm gồm 5 vợ chồng đứng xếp hàng. Hỏi có bao nhiêu cách sắp xếp trong các 
trường hợp sau: 

a. Nam và nữ đứng thành 2 nhóm riêng biệt. 
b. Hai vợ chồng luôn đứng kế nhau. 
c. Nếu mỗi người bắt tay một lần với người khác. Hỏi tất cả có bao nhiêu cái bắt tay. 
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d. Nếu trong nhóm có 3 người không bắt tay với nhau. Hỏi có bao nhiêu cái bắt tay 
trong trường hợp này. 
3. Một lô hàng gồm có 6 sản phẩm được đánh các số thứ tự từ 1 đến 6, trong đó có 2 phế 
phẩm. Người ta lấy từ lô hàng lần lượt từng sản phẩm cho đến hết. 

a. Có bao nhiêu trường hợp có thể xảy ra. 
b. Có bao nhiêu trường hợp 2 phế phẩm được lấy sau cùng. 

4. Một nhân viên bưu điện đưa ngẫu nhiên 3 lá thư cho 3 người khác nhau. Hỏi: 
a. Có bao nhiêu trường hợp có thể xảy ra. 
b. Có bao nhiêu trường hợp có ít nhất một người nhận đúng thư của mình. 

5. Từ các số 1, 2, 3, 4, 5 ta có thể thành lập được bao nhiêu số trong các trường hợp sau: 
a. Số có 3 chữ số. 
b. Số chẵn có 3 chữ số khác nhau. 
c. Số chia hết cho 5 có 3 chữ số khác nhau. 
d. Số có 3 chữ số trong đó có số 1. 
e. Số có 3 chữ số khác nhau gồm toàn số lẻ. 

6. Từ các số 0, 1, 2, 3, 4, 5 ta có thể thành lập được bao nhiêu số trong các trường hợp sau: 
a. Số có 3 chữ số. 
b. Số chẵn có 3 chữ số khác nhau. 
c. Số chia hết cho 5 có 3 chữ số khác nhau. 
d. Số có 3 chữ số trong đó có số 1. 
e. Số có 3 chữ số khác nhau gồm toàn số lẻ. 

7. Giải bóng đá hạng nhất quốc gia gồm có 12 đội. 
a. Nếu các đội thi đấu vòng tròn một lượt với nhau. Hỏi có bao nhiêu trận đấu đã xảy 

ra. 
b. Nếu các đội được chia làm 3 bảng đều nhau, và mỗi đội trong bảng thi đấu vòng 

tròn một lượt với nhau thì có bao nhiêu trận đấu đã xảy ra. 
8. Một lớp có 8 môn để học, mỗi ngày học 2 môn (sáng, chiều). Hỏi có bao nhiêu cách sắp 
xếp thời khoá biểu cho một ngày của lớp đó. 
9. Một tổ gồm có 10 người, người ta muốn thành lập một tiểu ban gồm có 3 người. 

a. Nếu 3 người này cùng làm một công việc thì có bao nhiêu cách chọn. 
b. Nếu 3 người này được chọn làm 3 công việc khác nhau thì có bao nhiêu cách chọn. 

10. Mỗi vé số của mỗi tỉnh khi phát hành có 6 chữ số. 
a. Hỏi có bao nhiêu vé số khác nhau có thể phát hành mỗi đợt của mỗi tỉnh. 
b. Nếu bạn trúng 2 số cuối cùng so với số sổ của giải này bạn sẽ được thưởng 20.000 

đồng. Hỏi mỗi đợt phát hành có bao nhiêu vé số trúng 20.000 đồng. 
11. Có n điểm khác nhau nằm trên một đường tròn. 

a. Có bao nhiêu dây cung được tạo nên từ n điểm đó. 
b. Có bao nhiêu đường chéo của đa giác tạo nên từ n điểm đó. 
c. Đa giác nào có số đường chéo bằng số cạnh. 

12. Có 6 dôi giày. Chọn ngẫu nhiên 4 chiếc giày. Hỏi có bao nhiêu cách chọn trong các 
trường hợp sau: 

a. Chọn được 2 đôi giày. 
b. Chọn được chỉ một đôi giày. 
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c. Không chọn được đôi giày nào cả. 
13. Gieo một con xúc xắc liên tiếp 3 lần, có phân biệt thứ tự các lần gieo. 

a. Có bao nhiêu kết quả khác nhau có thể xảy ra. 
b. Có bao nhiêu kết quả xảy ra trong đó mặt mang số 6 không xuất hiện lần nào. 
c. Có bao nhiêu kết quả xảy ra trong đó mặt mang số 6 xuất hiện ít nhất một lần. 

14. Một khách sạn có 6 phòng đơn. Có 10 người khách đến thuê phòng, trong đó có 6 nam 
và 4 nữ. Người quản lý chọn ngẫu nhiên 4 người. Có bao nhiêu cách chọn trong các trường 
hợp sau: 

a. Cả 6 người đều là nam. 
b. Có 4 nam và 2 nữ. 
c. Có ít nhất 2 nữ. 

15. Một khoá số có 3 vòng, mỗi vòng được đánh số từ 0 đến 9 và chỉ có một khả năng để 
mở khoá. Một khả năng mở khoá là cách chọn đúng số theo thứ tự của 3 vòng. Một người 
muốn thử các trường hợp mở khoá. Hỏi người này mở tối đa bao nhiêu lần để chắc chắn sẽ 
chọn đúng số mở. 
 

Bước học 2: LIỆT KÊ CÁC BIẾN CỐ VÀ QUAN HỆ GIỮA CÁC LOẠI BIẾN CỐ 
1. Phép thử và biến cố: 

Việc thực hiện một nhóm điều kiện xác định để quan sát một hiện tượng nào đó được 
gọi là một phép thử. Kết quả của phép thử được gọi là biến cố. 

Ví dụ 1: Khi một sinh viên đi thi môn Xác suất thống kê: thực hiện phép thử. Kết quả 
của phép thử là sinh viên thi đậu hoặc rớt. Đậu hoặc rớt là những sự kiện ngẫu nhiên. 
     Tung một đồng xu là một phép thử, đồng xu xuất hiện mặt xấp hay ngữa là các biến cố. 
     Tung một con xúc xắc là một phép thử, xúc xắc xuất hiện mặt 1,..,6 là các biến cố. 
     Bắn một viên đạn đến một mục tiêu để xem viên đạn trúng hay trật. 

♦ Điều kiện xác định của các hiện tượng ngẫu nhiên là gì? 
♦ Hãy phân tích các yếu tố: Nhóm điều kiện, hiện tượng, kết quả của các phép thử 

trên. Cho các ví dụ khác và phân tích các yếu tố.   
2. Các loại biến cố: 
    2.1. Biến cố chắc chắn: 

Là biến cố chắc chắn xảy ra trong một phép thử, và người ta kí hiệu là: W 
Ví dụ 2: Tung một con xúc xắc. Gọi A là biến cố xúc xắc xuất hiện mặt có số chấm 

nhỏ hơn hoặc bằng 6. Khi đó ta nói A là biến cố chắc chắn, A = W. 
    2.2. Biến cố không thể: 

 Là biến cố không thể xảy ra trong một phép thử, và người ta kí hiệu là: ∅ 
Ví dụ 3: Tung một con xúc xắc. Gọi B là biến cố xúc xắc xuất hiện mặt 7 chấm. Khi 

đó ta nói A là biến cố không thể, A = ∅. 
   2.3. Biến cố ngẫu nhiên: 

Là biến cố có thể xảy ra cũng không thể xảy ra trong một phép thử. Ta thường dùng 
các chữ  cái A, B, C,.. để kí hiệu cho biến cố ngẫu nhiên. 
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Ví dụ 4: Một xạ thủ bắn vào một tấm bia, gọi A là biến cố xạ thủ bắn trúng bia, A là 
biến cố ngẫu nhiên. 
    2.4. Biến cố thuận lợi ( Biến cố kéo theo) 

Biến cố A được gọi là thuận lợi cho biến cố B nếu A xảy ra thì B cũng xảy ra. Kí 
hiệu: A⊂ B. 

Ví dụ 5: Tung một con xúc xắc. Gọi A là biến cố xúc xắc xuất hiện mặt 2 chấm và B 
là biến cố xuất hiện mặt chẵn. Khi đó ta nói A⊂ B. 

Đặc biệt: Nếu A⊂ B và B⊂ A thì A và B là hai biến cố tương đương.  
Kí hiệu A = B. 

Ví dụ 6: Mỗi số chấm trên mặt xúc xắc tương ứng 5 điểm. Gọi A là biến cố xúc xắc 
xuất hiện mặt 6 chấm, B là biến cố được 30 điểm. Khi đó A = B. 
    2.5. Biến cố  sơ cấp: 

Biến cố A được gọi là biến cố sơ cấp nếu nó không có biến cố cố nào thuận lợi cho 
nó (trừ chính nó), tức là không thể phân tích được nữa. 

Ví dụ 7: Gọi Ai là biến cố xúc xắc xuất hiện mặt i chấm (i=1,..,6) thì A1, A2, .. , A6 là 
các biến cố sơ cấp. 

Gọi B là biến cố thu được mặt có số chấm chẵn.  
⇒ B = A2 + A4 + A6 ⇒ B không phải là biến cố sơ cấp.   

Tập hợp tất cả các biến cố sơ cấp của một phép thử được gọi là không gian các biến 
cố sơ cấp và kí hiệu: W 

Ví dụ 8: W = { A1, A2, A3, A4, A5, A6}. 
    2.6. Biến cố hiệu: 

Hiệu của hai biến cố A và B, kí hiệu A-B (hay A\B) là một biến cố xảy ra ⇔ A xảy 
ra nhưng B không xảy ra. 
  Ví dụ 9: Tung một con xúc xắc. 
  Gọi A là biến cố xúc xắc xuất hiện mặt có số chấm là số lẻ. 
         B là biến cố xúc xắc xuất hiện mặt có số chấm là số nguyên tố nhỏ hơn 5. 
         C là biến cố xúc xắc xuất hiện mặt có 5 chấm. 
  Ta có:    C = A\B 
    2.7. Biến cố tổng: 

Tổng của hai biến cố A và B, kí hiệu A + B hay A ∪B là một biến cố xảy ra ⇔ ít 
nhất một trong hai biến cố A và B xảy ra. 

Ví dụ 10: Hai xạ thủ cùng bắn vào một con thú. Gọi A là biến cố xạ thủ thứ nhất bắn 
trúng, B là biến cố xạ thủ thứ hai bắn trúng. Khi đó biến cố thú bị trúng đạn là C = A + B. 
  Ví dụ 11: Có 2 xạ thủ, mỗi người bắn 1 viên đến 1 mục tiêu. 
  Gọi  là biến cố xạ thủ thứ i bắn trúng mục tiêu (i = 1, 2). iA

 Gọi iA  là biến cố xạ thủ thứ i không bắn trúng mục tiêu (i =1, 2). 

  Gọi iB  là biến cố mục tiêu bị bắn trúng i viên đạn. 
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  Ta có: 210 .AAB =  

   21211 .. AAAAB +=  

    212 .AAB =

Tổng quát: Tổng của n biến cố A1, A2, .., An là một biến cố xảy ra ⇔ ít nhất một 
trong các biến cố Ai  xảy ra (i = 1,..,n). 

Kí hiệu: A1+ A2+ .. + An   hay A1∪ A2∪ .. ∪ An 

Chú ý: Biến cố chắc chắn W là tổng của mọi biến cố sơ cấp có thể, nghĩa là mọi biến 
cố sơ cấp đều thuận lợi cho W. Do đó, W còn được gọi là không gian các biến cố sơ cấp. 
    2.8. Biến cố tích: 

Tích của hai biến cố A và B, kí hiệu: AB hay A∩B là một biến cố xảy ra ⇔ cả hai 
biến cố A và B đồng thời xảy ra. 

Ví dụ 12: Hai xạ thủ cùng bắn vào một con thú. Gọi A là biến cố xạ thủ thứ nhất bắn 
trật, B là biến cố xạ thủ thứ hai bắn trật. Khi đó biến cố thú bị không bị trúng đạn là C = 
AB. 

Tổng quát: Tích của n biến cố A1, A2, .., An là một biến cố xảy ra ⇔ tất cả các biến 
cố Ai  đều xảy ra. Kí hiệu:  A1 A2 ... An  hay A1∩A2∩ .. ∩ An 

    2.9. Biến cố xung khắc: 
Hai biến cố A và B được gọi là xung khắc nếu chúng không đồng thời xảy ra trong 

một phép thử. 
Ví dụ 13: Tung một con xúc xắc, gọi A là biến cố xúc xắc xuất hiện mặt chẵn, B là 

biến cố xúc xắc xuất hiện mặt 3 chấm ⇒ A, B xung khắc. 
    2.10. Biến cố đối lập: 

Biến cố không xảy ra biến cố A được gọi là biến cố đối lập của A. Kí hiệu: A  

A và A  đối lập ⇔ A A =∅ và A ∪ A  phải là biến cố chắc chắn, tức là trong phép thử có một 
và chỉ được một A hoặc A  xảy ra. 

Chú ý: Hai biến cố đối lập thì xung khắc nhưng ngược lại 2 biến cố xung khắc thì 
chưa chắc đối lập. 
    2.11. Biến cố đồng khả năng: 

Các biến cố A, B, C,.. được gọi là đồng khả năng nếu chúng có cùng một khả năng 
xuất hiện như nhau trong một phép thử.  

Ví dụ 14: Tung một đồng xu, gọi S là biến cố đồng xu xuất hiện mặt xấp, N là biến 
cố xuất hiện mặt ngữa ⇒ S, N là hai biến cố đồng khả năng.  
 Tóm lại, qua các khái niệm trên, ta thấy các biến cố tổng, hiệu, tích, đối lập tương 
ứng với tập hợp, giao, hiệu, phần bù của lý thuyết tập hợp. Do đó có thể sử dụng các phép 
toán trên các tập hợp cho các phép toán trên các biến cố.      
3. Các tính chất: 

1. A + (B + C) = (A + B) + C  ; A.(B.C) = (A.B).C 
2. A + B = B + A  ; A.B = B.A 
3. A(B + C) = A.B + B.C 
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4. A + A = A  ; A.A = A 
5. A + W = W  ; A.W = A 
6. A + ∅ = A  ; A.∅ = ∅    

7. B = A  ⇒ A = B  hay )(A  = A 

8. BABA .=+   ; BABA +=.    

  Ví dụ 15:  )( BCACBACABB ++  BCABCBABCABB .++=  

  CBBACBBACBBA )()()( ++= CACBACA φφ ++=  

  φφ ++= CBA  CBA= . 

 
 
BÀI TẬP 
1. Có 3 xạ thủ, mỗi người độc lập bắn một viên vào một mục tiêu. Gọi Ai là biến cố xạ thủ 
thứ i bắn trúng mục tiêu. 

a. Hãy mô tả các biến cố sau: A1A2A3; A1 + A2 + A3; 321 AAA . 
b. Xét các biến cố sau: 

   A: Có ít nhất 2 xạ thủ bắn trúng. 
 B: Có nhiều nhất một xạ thủ bắn trúng. 
 C: Chỉ có một xạ thủ bắn trúng. 
 D: Chỉ có một xạ thủ thứ 3 bắn trúng. 
 Hãy biểu diễn các biến cố A, B, C, D theo các biến cố Ai. 
2. Cho 3 biến cố A, B, C. Hãy mô tả dưới dạng tập hợp các biến cố sau: 

a. A, B, C đều xảy ra. 
b. A, B xảy ra nhưng C không xảy ra. 
c. Chỉ có một trong biến cố xảy ra. 
d. Có ít nhất một biến cố xảy ra. 

3. Một hộp có 5 sản phẩm, trong đó có 2 phế phẩm. Người ta lấy lần lượt từ hộp ra 2 sản 
phẩm cho đến khi phát hiện hết 2 phế phẩm thì dừng lại. Gọi Ai biến cố chọn được sản 
phẩm tốt lần thứ i. 

a. Các biến cố Ai có độc lập toàn phần với nhau không? Tại sao? 
b. Hãy biến diễn các biến cố sau theo các biến cố Ai 

A: Việc kiểm tra dừng lại ở lần thứ 4.  
 B: Việc kiểm tra dừng lại ở lần lấy sau cùng. 

4. Một đồng xu được tung 3 lần. Gọi S là biến cố đồng xu xuất hiện mặt sấp mỗi lần, N là 
biến cố đồng xu xuất hiện mặt ngữa mỗi lần. 

a. S, N là có phải là các biến cố sơ cấp, đối lập nhau không? 
b. Hãy tìm không gian các biến cố sơ cấp trong phép thử trên. 
c. Hãy biểu diễn biến cố A: Có 2 lần đồng xu xuất hiện mặt ngữa. 

5. Một hộp có 4 bi đỏ và 6 bi trắng 
a. Chọn ngẫu nhiên từ hộp ra 5 bi. Gọi: 

 A là biến cố chọn được cả 5 bi đỏ. 
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 B là biến cố chọn được ít nhất một bi trắng. 
Xác định loại của biến cố A và biến cố B. 

b. Chọn ngẫu nhiên từ hộp ra 4 bi. Gọi: 
 Ai là biến cố chọn được i bi trắng. 
 A là biến cố chọn được số bi trắng bằng số bi đỏ. 
 B là biến cố chọn được số bi trắng lớn hơn số bi đỏ. 
 C là biến cố có ít nhất một bi trắng. 

i/. {Ai}, i = 0, .., 4 có phải là nhóm biến cố đầy đủ và xung khắc. 
ii/. Xác định biến cố đối lặp của biến cố C. 
iii/. Biểu diễn biến cố A, B qua các biến cố Ai. 

 
Bước học 3:  ĐỊNH  NGHĨA XÁC SUẤT 
3.1. Định  nghĩa xác suất theo lối cổ điển: 
 Giả sử một phép thử có n biến cố sơ cấp đồng khả năng có thể xảy ra, trong đó có m 
biến cố sơ cấp đồng khả năng thuận lợi cho biến cố A. Khi đó xác suất của biến cố A ( kí 
hiệu P(A)) được định  nghĩa bởi công thức sau: 

    P(A) = 
n
m , trong đó m là số biến cố thuận lợi cho A, n là biến cố đồng 

khả năng có thể xảy ra. 
Ví dụ 1: Tung một con xúc xắc. Tính xác suất để xúc xắc xuất hiện mặt chẵn. 

  Gọi Ai là biến cố xuất hiện mặt i chấm. 
  Gọi A là biến cố xuất hiện mặt chẵn, có A = A2∪A4∪A6 

        Khi tung con xúc xắc có 6 biến cố đồng khả năng có thể xảy ra trong đó có 3 biến cố 

thuận lợi cho A. Khi đó: P(A) = 
n
m = 

6
3 = 0,5 

  Ví dụ 2: Tung ngẫu nhiên 1 con xúc xắc. Tính xác suất để con xúc xắc xuất hiện mặt 
có số chấm là số lẻ. 
  Gọi A là biến cố xúc xắc xuất hiện mặt có chấm là số lẻ. 

          là biến cố xúc xắc xuất hiện mặt có i chấm iA )6,1( =i . 

  Khi tung 1 con xúc xắc thì có 6 khả năng xảy ra tương ứng con xúc xắc có thể xuất 
hiện các mặt mang số chấm từ 1 đến 6. Ta có không gian các biến cố sơ cấp là: 

},,,,,{ 654321 AAAAAAW =  

  Số trường hợp có thể của phép thử: 6. 
  Ta có các biến cố sơ cấp thuận lợi cho biến cố A: . 531 ,, AAA

  Suy ra số trường hợp thuận lợi cho biến cố A: 3 

  Do đó:          
2
1

6
3)( ==Ap  

         Ví dụ 3: Tung đồng thời 2 con xúc xắc. Tính xác suất để tổng số chấm xuất hiện trên 
2 con xúc xắc là 7. 
  Gọi A là biến cố tổng số chấm xuất hiện trên 2 con xúc xắc là 7. 
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          là biến cố xúc xắc thứ nhất xuất hiện mặt có i chấm iA )6,1( =i . 

          là biến cố xúc xắc thứ hai xuất hiện mặt có i chấm iB )6,1( =i . 

 Ta thấy: Tương tự như ví dụ trên, khi ta tung 1 con xúc xắc thì có 6 khả năng. Do đó 
khi ta tung 2 con xúc xắc cùng lúc thì có thể có 6.6 = 36 khả năng xảy ra. Ta có không gian 
các biến cố sơ cấp là: 

               

{

}),();,();,(

),();,();,(
),();,();,(

662616

622212

612111

BABABA

BABABA
BABABAW

   ...;               
...      ...            ...              ...          

   ...;               
  ...;    =

 Vậy số trường hợp có thể của phép thử là: 36 
 Ta có các biến cố thuận lợi cho biến cố A: 
                                     ),();,();,();,();,();,( 162534435261 BABABABABABA       

 Suy ra số trường hợp thuận lợi cho biến cố A là: 6.  

                                  
6
1

36
6)( ==⇒ AP  

Ví dụ 4: Một người gọi điện thoại nhưng lại quên hai số cuối của số điện thoại, chỉ 
biết rằng hai số đó là khác nhau. Tính xác suất để người đó chỉ quay một lần đúng số cần 
gọi. 
  Gọi B là biến cố người đó chỉ quay một lần đúng số cần gọi. 
  Số biến cố thuận lợi cho B là: m = 1 

  Số biến cố đồng khả năng có thể xảy ra là: n = A2
10 = 90 

   ⇒ P(A) = 
90
1  

Ví dụ 5: Một hộp gồm 6 bi trắng và 4 bi đen, lấy ngẫu nhiên 2 bi từ hộp. Tính xác 
suất để :  a) Có 1 bi trắng. 
       b) Có 2 bi trắng. 
 Gọi A là biến cố có 1 bi đen trong 2 bi lấy ra. 
 Gọi B là biến cố có 2 bi trắng trong 2 bi lấy ra. 

 Có:  P(A) = 
n
m = 

C
CC
2

10

1

4

1

6 = 
45

6.4 = 
15
8  

  P(B) = 
n
m = 

C
C

2

10

2

6 = 
3
1  

Ví dụ 6: Trong một hộp đựng 20 quả cầu trong đó có 14 quả cầu đỏ và 06 quả cầu 
trắng. Lấy ngẫu nhiên (không hoàn lại) 5 quả cầu từ trong hộp. Tính xác suất để trong 5 
quả cầu lấy ra có 3 quả cầu đỏ. Biết rằng các quả cầu là cân đối và giống nhau.  
 Vì các quả cầu là cân đối và giống nhau. Nên ta có: n =  5

20C

 Gọi A là biến cố trong 5 quả cầu lấy ra có 3 quả cầu đỏ và 2 quả cầu trắng.  
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  + Số cách lấy 3 quả cầu đỏ:  3
14C

  + Số cách lấy 2 quả cầu trắng:   2
6C

 ⇒ m = .   3
14C 2

6C

 ⇒ 5
20

3
14

2
6 .)(
C

CC
n
mAP ==   

4 sản phẩm 

A: 2 tốt + 2 xấu 

6 tốt 

x 

 Ví dụ 7: Hộp có 10 sản phẩm trong 
đó có 4 sản phẩm tốt còn lại là sản phẩm 
xấu. Chọn ngẫu nhiên từ hộp ra 4 sản 
phẩm. Tính xác suất để trong 4 sản phẩm 
rút ra có 2 sản phẩm tốt. 
 Gọi A là biến cố có 2 sản phẩm tốt 
trong 4 sản phẩm được rút ra. 
 Ta có: 

- Số trường hợp có thể xảy ra: n = 
 4

10C

- Số trường hợp thuận lợi: 
 Số trường hợp rút được 2 sản phẩm tốt trong 4 sản phẩm tốt:  2

4C

 Số trường hợp rút được 2 sản phẩm xấu trong 6 sản phẩm xấu:  2
6C

    ⇒ Số trường hợp thuận lợi của biến cố A: .  2
4C 2

6C

  ⇒ Xác suất của A: 4286.0
56
24)( 4

10

2
6

2
4 ===
C

CC
AP  

 * Từ ví dụ trên ta có thể tổng quát thành bài toán lược đồ hộp kín:  
 Cho một hộp đựng N quả cầu cân đối và giống nhau trong đó có M quả cầu đỏ (M< 
N) và (N – M) quả cầu trắng.  
 Lấy ngẫu nhiên (không hoàn lại) p quả cầu (p ≤ N) từ trong hộp.  
 Tính xác suất để trong p quả cầu lấy ra có q (q ≤ p) quả cầu đỏ.  
  Gọi A là biến cố trong p quả cầu lấy ra có q quả cầu đỏ.  
  ⇒ n = .  p

NC

  * Số cách lấy q quả cầu đỏ:  q
MC

  * Số cách lấy (p – q) quả cầu trắng:  qp
MNC −

−

  ⇒ m = .  ⇒ p
NC qp

MNC −
− p

N

qp
MN

q
M

C
CC

n
mAP

−
−==

.
)(   

Ví dụ 8: Một nhóm gồm n người. Tính xác suất để có ít nhất hai người có cùng ngày 
sinh (cùng ngày cùng tháng). 

Gọi S là tập hợp các danh sách ngày sinh có thể của n người và E là biến cố có ít nhất 
hai người trong nhóm cùng ngày sinh trong năm. 
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 Ta có E  là biến cố không có hai người bất kỳ trong nhóm có cùng ngày sinh. 
 Số các trường hợp của S là: n(S) =  = 365444 3444 21

n

365...365.365.365 n

 Số các trường hợp thuận lợi cho E  là: n( E ) = 365.364. . . [365 – (n – 1)] 

   = 
)!365(

)!365)](1365...(363.364.365[
n

nn
−

−+− = 
)!365(

!365
n−

 

 Vì các biến cố đồng khả năng nên: P( E ) = 
)(
)(

Sn
En = n

n
365

)!365(
!365
− = nn 365)!365(

!365
−

 

 Do đó, xác suất để ít nhất hai người có cùng ngày sinh là: 

 P(E) = 1 - P( E ) = 1 - nn 365)!365(
!365

−
 

 Chú ý: Khi tính xác suất của các biến cố, ta không cần phải chỉ ra các biến cố sơ cấp  
có thể xảy ra và các biến cố sơ cấp thuận lợi mà chỉ cần chỉ ra số các biến cố sơ cấp có thể 
xảy ra, số các biến cố sơ cấp thuận lợi cho các biến cố đó. 
Nhận xét: Định  nghĩa xác suất theo lối cổ điển có một vài hạn chế như sau:                                        
        - Chỉ xét cho hệ hữu hạn các biến cố sơ cấp. 
        - Không phải lúc nào cũng phân tích được thành tích các biến cố đồng khả năng. 
3.2 Định  nghĩa xác suất theo lối thống kê: (Bằng tần suất) 
 Định nghĩa: Giả sử thực hiện 1 phép thử nào đó n lần độc lập (kết quả của phép thử 
sau không phụ thuộc vào kết quả của phép thử trước), trong đó biến cố A xảy ra m lần. 
 Khi đó: m gọi là tần số xuất hiện của biến cố A. 

                      f = 
n
m  gọi là tần xuất của biến cố A.  

         Khi n → ∞, tần xuất f đạt giá trị ổn định và giá trị đó được xem là xác suất của biến 
cố A. 

 Ta có:  n
mfAP

nn
limlim)(

∞→∞→
==   

 Ghi chú: Trong thực tế khi số phép thử đủ lớn thì P(A) = f. 
 Ví dụ 9: Tiến hành sản xuất thử trên một hệ thống máy thu được kết quả như sau: 

Số sản phẩm n 100 150 200 250 300 … 

Số phế phẩm m 14 12 22 24 32 … 

Tần xuất f 0,14 0,08 0,11 0,096 0,106 … 

 Sản xuất một sản phẩm là thực hiện một phép thử. Biến cố A chúng ta quan tâm là sản 
phẩm trở thành phế phẩm. Như vậy, số sản phẩm sản xuất ra n là số phép thử độc lập, số 
phế phẩm thu được m là tần số của biến cố A. 

Xác suất thống kê                                                                       Trang 21 



Trường Đại học Trà Vinh                                                                                QT7.1/PTCT1-BM-7 

 Kết quả trên cho thấy khi n tăng dần, tần xuất f thay đổi và đạt tới giá trị ổn định 0,1. 
Có thể cho rằng,  xác suất của biến cố A hay tỉ lệ phế phẩm của hệ thống là 0,1.  
 Chú ý: Phương pháp định nghĩa xác suất theo lối thống kê được sử dụng trong thực tế 
khi liên quan đến số lượng lớn như xác định tỉ lệ phế phẩm của nhà máy, tỉ lệ bắn trúng bia 
của xạ thủ, tỉ lệ nam (nữ) trong khu vực dân cư lớn. 
 Ví dụ 10: Tung ngẫu nhiên một con xúc xắc . 
  Gọi A là biến cố xúc xắc xuất hiện số chấm lẻ. 
  Goi B là biến cố xúc xắc xuất hiện số chấm: 5, 6. 

   Khi đó:  P(A) = 
6
3  > P(B) = 

6
2  

  Do đó, biến cố A dễ xảy ra hơn biến cố B. Tuy nhiên cần lưu ý rằng vẫn có trường 
hợp sự kiện B xảy ra nhưng sự kiện A không xảy ra, đó là trường hợp xúc xắc xuất hiện mặt 
6 chấm. 

Ví dụ 11: Một xạ thủ bắn 1000 viên đạn vào bia, trong đó có xấp xỉ 50 viên trúng 
bia.       

     Gọi A là biến cố xạ thủ bắn trúng bia thì xác suất của A là P(A) = 
1000

50  = 0,05. 

3.3 Định nghĩa xác suất theo hình học: 
 Xét một phép thử có không gian các biến cố sơ cấp là 
miền hình học W (đoạn thẳng, hình phẳng, khối không 
gian,…) có số đo (độ dài, diện tích, thể tích…) h

A 

2R D C 

B A 

. O 

Chất điểm 
ữu hạn, khác 

không. Giả sử xét một điểm rơi ngẫu nhiên vào miền W. Xét 
miền con A của W. Khi đó xác suất để điểm rơi vào miền A 
là: 

      Số đo miền A 
  P(A) =   
      Số đo miền W 
Ví dụ 12: Ném 1 chất điểm vào trong hình vuông có cạnh 

dài 2R. Tính xác suất để chất điểm đó rơi vào hình tròn nội 
tiếp hình vuông. 
 Gọi A là biến cố chất điểm rơi vào hình tròn nội tiếp hình vuông . 
 Trường hợp có thể của phép thử được biểu diễn bằng hình vuông ABCD.  
 Trường hợp thuận lợi của biến cố A được biểu diễn bằng hình tròn (O,3). 

Suy ra : 
44

)( 2

2

)(

),(

)(

),( ππ
====

R
R

S
S

S
S

AP
ABCD

RO

ABCD

RO  

Ví dụ 13: (Bài toán hai người gặp nhau) 
 Hai người hẹn gặp nhau ở một địa điểm xác định  vào khoảng từ 7 giờ đến 8 giờ. 
Mỗi người đến (chắc chắn sẽ đến) điểm hẹn trong khoảng thời gian trên một cách độc lập 
với nhau, chờ trong 20 phút, nếu không thấy người kia sẽ bỏ đi. Tìm xác suất để hai người 
gặp nhau.   
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 Gọi A là biến cố 2 người gặp nhau trong cuộc 
hẹn. 
   x, y lần lượt là thời gian đến điểm hẹn của 
người thứ 1 và người thứ 2. 
 Biểu  diễn x, y lên hệ trục tọa độ Descartes. Chọn 
gốc tọạ độ là lúc 7h. 

Trường hợp có thể của phép thử: 
  ( ){ 1,0:, ≤ }≤= yxyxW được biểu diễn bằng 
hình vuông OABC. 
 Trường hợp thuận lợi cho biến cố A:                                                                                             

W 

 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−≥−

≤−
⇔≤−

3
1

3
1

3
1

yx

yx
yx   

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

+≤

−≥
⇔

3
1
3
1

xy

xy
 

 được biểu diễn bằng miền gạch chéo trên hình vẽ: đa giác OMNBPQ. 
 Suy ra xác suất của A là: 

  
ABC

AMN

OABC

OMNBPQ

S
S

S
S

AP
Δ

Δ−== .21)(
)(

)(    
9
5

1
3
2

3
2

2
1

.21 =−=  

 Ghi chú: Định nghĩa xác suất theo hình học được xem như là sự mở rộng của định 
nghĩa xác suất theo lối cổ điển trong trường hợp số khả năng có thể xảy ra là vô hạn. 

 ♥ Các tính chất của xác suất:
i) 1)(0: ≤≤∈∀ APWA   

ii) )(1)( APAP −=  

iii) P(∅) = 0, với ∅ là biến cố rỗng. 
iv) P(W) = 1, với W là biến cố chắc chắn. 
v) Nếu A⊂ B thì P(A) ≤ P(B). 

 Ý nghĩa: Xác suất của một biến cố là con số đặt trưng cho khả năng xảy ra ít hay 
nhiều của biến cố đó. Biến cố có xác suất càng lớn thì càng dễ xảy ra và ngược lại biến cố 
có xác suất càng nhỏ càng khó xảy ra. 
 
BÀI TẬP 
Xác Suất Theo Lối Cổ Điển 
1. Bảng số xe gắn máy gồm có phần chữ và phần số. Phần chữ gồm có 2 chữ được lấy từ 

25 chữ La Tinh, phần số gồm có 4 số được lấy từ các số 0, 1, 2, … , 9. Tính xác suất trong 
các trường hợp sau: 

a. Được bảng số xe có phần chữ và phần số khác nhau. 
b. Được bảng số xe có chữ A và duy nhất số 5. 
c. Có phần chữ giống nhau và phần số giống nhau. 

O
7

1/3 xh 8h (I)

1/3 

8h

y (II) 

A 

1
A

B 

Hình 4 

1 

N 

Q 

P

M
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2. Số điện thoại trước đây của mỗi tỉnh (không kể mã số tỉnh) gồm 5 chữ số. Để gia tăng số 
điện thoại, bưu điện gia tăng mỗi số điện thoại thêm một chữ số. 

a. Tính số điện thoại thêm có thể cho việc gia tăng này. 
b. Giả sử thành phố có 5 triệu dân, và mỗi người cần một số điện thoại khác nhau. 

Tính số chữ số tối thiểu cần phải có cho mỗi số điện thoại. 
c. Giả sử bạn cần gọi một số điện thoại gồm 6 chữ số khác nhau. Bạn chỉ biết nó có 

các chữ số 3, 5, 7 nhưng bạn không biết vị trí của nó. Ba chữ số còn lại thì bạn không biết. 
Tính xác suất để bạn chọn đúng số điện thoại cần gọi. 

d. Nếu ở câu (c) bạn biết rõ vị trí của 3 số 3, 5, 7 trong số điện thoại. Tính xác suất để 
bạn chọn đúng số điện thoại này. 
3.  

a. Có 10 cuốn sách khác nhau trong đó có 2 cuốn sách Xác Suất, 3 cuốn sách Vật Lý 
và 5 cuốn sách Toán được xếp vào một kệ sách. Có bao nhiêu cách xếp các cuốn sách đó 
sao cho các cuốn sách cùng loại thuộc cùng một nhóm. 

b. Nếu 10 cuốn sách được xếp ngẫu nhiên vào 5 ngăn. Tính xác suất sao cho: 
i/. 10 cuốn sách ở cùng một ngăn. 
ii/. 2 cuốn sách Xác Suất ở 2 ngăn khác nhau. 
iii/. Chỉ có 2 cuốn sách Xác Suất ở cùng một ngăn. 
iv/. Chỉ có 2 cuốn sách Xác Suất ở 2 ngăn khác nhau. 

4. Giải vòng loại cúp thế giới khu vực Đông Á gồm 12 đội, trong đó có VIỆT NAM và 
THÁI LAN được chia làm 3 bảng. Nếu việc chia bảng được thực hiện như sau: Chọn ngẫu 
nhiên 4 đội xếp vào một bảng nào đó. Sau đó tiếp tục chọn 4 đội xếp vào 1 trong 2 bảng còn 
lại, 4 đội cuối cùng được xếp vào bảng cuối cùng. Tính xác suất để VIỆT NAM và THÁI 
LAN chung một bảng. 
5. Tung đồng thời 2 con xúc xắc. Tính xác suất trong các trường hợp sau: 

a. Tổng số chấm 2 mặt xúc xắc là 9. 
b. Trị tuyệt đối hiệu số chấm 2 mặt xúc xắc là 2. 

6. Có 12 lọ thuốc trừ sâu được chia làm 6 nhóm (mỗi nhóm 2 lọ). Một nông dân chọn ngẫu 
nhiên 4 lọ để phun thuốc. 

a. Tính xác suất để 4 lọ thuốc đó thuộc 2 nhóm. 
b. Tính xác suất để trong 4 lọ thuốc đó chỉ có 2 lọ thuộc một nhóm. 

7. Một tổ gồm 8 người tổ chức một buổi tiệc trong đó có 2 người là vợ chồng được xếp 
ngồi một cách ngẫu nhiên vào 8 cái ghế. 

a. Nếu tất cả họ ngồi quanh một chiếc bàn tròn. Tìm xác suất để 2 người là vợ chồng 
không ngồi gần nhau. 

b. Nếu 8 người đó ngồi trên một hàng ghế dài, thì xác suất để 2 vợ chồng ngồi cách 
nhau một ghế là bao nhiêu? 
8. Câu lạc bộ nữ sinh tổ chức 3 hoạt động nhân ngày 8/3: cắm hoa, nấu nướng và may 

thêu. Một phòng có 10 nữ sinh (trong đó có A và B) đều ghi tên tham gia một hoạt động, ghi 
một cách ngẫu nhiên (khả năng chọn 3 hoạt động như nhau) và độc lập. Tính xác suất: 
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a. Cả 10 người ghi tên cắm hoa. 
b. Cả 10 người ghi tên một hoạt động. 
c. Có 5 người cắm hoa, 3 người nấu nướng và 2 người may thêu. 
d. Hai bạn A và B cùng tham gia một hoạt động. 

9. Mỗi vé số gồm có 5 chữ số (không kể số thứ tự lô). Khi mua một vé số, nếu bạn trúng 2 
số cuối cùng bạn sẽ được thưởng 5 chục ngàn đồng, nếu bạn trúng cả 5 chữ số bạn sẽ được 
giải đặc biệt, nếu sai chỉ một số nào trong giải đặc biệt bạn sẽ được thưởng an ủi 5 chục 
ngàn đồng. Khi mua ngẫu nhiên một vé số, tính xác suất để: 

a. Bạn trúng giải đặc biệt. 
b. Bạn được thưởng 5 chục ngàn đồng. 

10. Giả sử một kỹ thuật viên xét nghiệm máu để 10 mẫu máu của 10 người khác nhau trên 
một cái kệ. Giả sử người đó đưa ngẫu nhiên 10 mẫu máu cho 10 người. Tính xác suất trong 
các trường hợp sau: 

a. Cả 10 mẫu máu đến đúng người nhận. 
b. Người thứ nhất nhận đúng mẫu máu của mình. 
c. 5 người đầu tiên nhận đúng mẫu máu của mình. 

11. Xếp 10 người lên 7 toa tàu một cách ngẫu nhiên. Tìm xác suất để: 
a. 10 người cùng lên toa đầu. 
b. 10 người cung lên một toa. 
c. 5 người đầu mỗi người một toa. 
d. Có 2 người A và B lên cùng một toa. 
e. Hai người A và B lên cùng một toa ngoài ra không có ai khác trên toa này. 

12. Một bộ bài có 52 cây được chia làm 4 loại đều nhau, mỗi loại có một cây At. Chọn ngẫu 
nhiên 4 cây bài từ bộ bài. Tính xác suất trong các trường hợp sau: 

a. 4 cây thuộc 4 loại khác nhau. 
b. Tất cả đều là cây At. 
c. Có ít nhất một cây At. 

 
Xác Suất Hình Học 
13. Một loài thực vật có hoa đực và hoa cái. Người ta nghiên cứu thấy rằng hoa đực và hoa 
cái nở ngẫu nhiên trong khoảng thời gian từ 1h – 2h. Tuy nhiên chúng chỉ kết hợp tạo thành 
trái nếu hai loại hoa nở cách nhau không quá 30 phút. Tính xác suất tạo thành trái của loại 
hoa trên. 
14. Gieo ngẫu nhiên một điểm trong vòng tròn bán kính R. Tính xác suất để điểm đó rơi 
vào: 

a. Hình vuông nội tiếp hình tròn. 
b. Tam giác đều nội tiếp hình tròn. 

15. Một đoạn thẳng có độ dài l được chia làm 3 đoạn bởi 2 điểm chia ngẫu nhiên. Tính xác 
suất để 3 đoạn đó tạo thành một tam giác. 
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Bước học 4: ĐƯA RA MỘT SỐ CÔNG THỨC TÍNH XÁC SUẤT 
4.1 Các định nghĩa: 

Định nghĩa 1: Các biến cố A1, A2, …, An được gọi là biến cố đầy đủ, xung khắc từng 
đôi nếu chúng xung khắc từng đôi và tổng của chúng là biến cố chắc chắn. 
 Có: Ai Aj= ∅ và A1 ∪ A2  ∪ . . ∪ An = W. 

Định nghĩa 2: Hai biến cố A và B được gọi là độc lập nếu việc xảy ra hay không xảy 
ra biến cố này không làm ảnh hưởng đến việc xảy ra hay không xảy ra biến cố kia và ngược 
lại. 

Định nghĩa 3: Các biến cố A1, A2,…, An được gọi là độc lập toàn phần nếu mỗi biến 
cố trong chúng độc lập với tích của một tổ hợp bất kỳ các biến cố còn lại.  
4.2 Công thức cộng:   
   P(A+B) =  P(A) + P(B) – P(AB), với A và B là hai biến cố bất kỳ. 
Tổng quát: 

        P(A1+A2+ …+An) = - ∑
=

n

i
iAP

1
)(

 (-1)+++ ∑∑
<<<

...)()()()()( kj
kji

j
ji

ji APAPAPAPAP n-1P(A1A2 …An) 

Cụ thể khi n = 3, có: 
      P(A1+A2+A3) = P(A1) + P(A2) + P(A3) – P(A1A2) – P(A1A3) – P(A2A3) + P(A1A2A3) 
Hệ quả: i) Nếu A, B là hai biến cố xung khắc thì: P(A+B) =  P(A) + P(B)  
     ii) Nếu A1, A2 , …, An là các biến cố xung khắc từng đôi thì:  

P(A1+A2+ .. +An) = P(A1) + P(A2) + . . +P(An) 
         iii) Nếu A1, A2 , …, An là các biến cố độc lập toàn phần thì: 

  P(A1+A2+ . . +An) = 1 - )()...().( 21 nAPAPAP   

     iv) Nếu A1, A2 ,…, An là nhóm các biến cố đầy đủ, xung khắc từng đôi thì:    

 1)(
1

=∑
n

iAP

Ví dụ 1: Một lô hàng có 10 sản phẩm, trong đó có 2 phế phẩm. Lấy ngẫu nhiên 
không hoàn lại từ lô hàng ra 6 sản phẩm. Tìm xác suất để có không quá 1 phế phẩm trong 6 
sản phẩm được lấy ra. 
 Gọi A là biến cố không có phế phẩm trong 6 sản phẩm lấy ra 
  B là biến cố có đúng một phế phẩm. 
  C là biến cố có không quá một phế phẩm. 
 Khi đó A và B là hai biến cố xung khắc và C = A + B 

 Ta có  
15
2

210
28)( 6

10

6
8 ===

C
C

AP   
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15
8

210
112.

)( 6
10

5
8

1
2 ===
C

CC
BP  

 Do đó: 
3
2

15
8

15
2)()()( =+=+= BPAPCP  

Ví dụ 2: Một lớp có 100 sinh viên, trong đó có 40 sinh viên giỏi ngoại ngữ, 30 sinh 
viên giỏi tin học, 20 sinh viên giỏi cả ngoại ngữ lẫn tin học. Sinh viên nào giỏi ít nhất một 
trong hai môn sẽ được thêm điểm trong kết quả học tập của học kỳ. Chọn ngẫu nhiên một 
sinh viên trong lớp. Tìm xác suất để sinh viên đó được thêm điểm. 
 Gọi A là biến cố gọi được sinh viên được tăng điểm. 
  B là biến cố gọi được sinh viên giỏi ngoại ngữ. 
  C là biến cố gọi được sinh viên giỏi tin học. 
 Khi đó  A = B + C, với B và C là hai biến cố không xung khắc 
 Ta có:  P(A) = P(B + C) = P(B) + P(C) – P(BC) 

          
100
50

100
20

100
40

100
30

=−+=  

 Ví dụ 3: Chọn ngẫu nhiên 6 cây bài từ bộ bài có 52 cây bài. Tính xác suất để ít nhất 
có 2 cây At. 
 Gọi A là biến cố chọn ít nhất 2 cây At từ  6 cây bài chọn ra. 

    là biến cố chọn được i cây At từ  6 cây bài chọn ra iA )4,0( =i  . 

 Suy ra: 432 AAAA ++=  

 Ta có: Hệ các biến cố  xung khắc từng đôi, nên: },,{ 432 AAA

  )()()()()( 432432 APAPAPAAAPAP ++=++=  

   06,06
52

2
48

4
4

6
52

3
48

3
4

6
52

4
48

2
4 ≈++=

C
CC

C
CC

C
CC  

Nhận xét: Trong dãy n biến cố A1, A2 , …, An: 
+ Nếu từng đôi một các biến cố mà độc lập với nhau thì dãy này gọi là độc lập từng đôi; 
+ Nếu dãy độc lập toàn phần thì độc lập từng đôi nhưng điều ngược lại không đúng.  
 

4.3 Công thức nhân xác suất: 
4.3.1 Xác suất có điều kiện:  
 Định nghĩa: Xác suất của biến cố A với điều kiện biến cố B xảy ra được gọi là xác 
suất có điều kiện của biến cố A. Ký hiệu P(A/B). 
 Ví dụ 4: Hộp có 10 viên bi trong đó có 4 viên màu đỏ, 6 viên màu trắng. Lần lượt rút 
không hoàn lại 2 viên bi. Giả sử lần thứ nhất rút được bi màu đỏ, tính xác suất để lần thứ 
hai rút được bi màu đỏ. 
 Gọi là biến cố rút được bi màu đỏ lần thứ i. iA

 

Xác suất thống kê                                                                       Trang 27 



Trường Đại học Trà Vinh                                                                                QT7.1/PTCT1-BM-7 

 

Hình 5 

3 đỏ 4 đỏ 

Đ1
Đ2  ? 

lần 2 lần 1 

10 9 

 

 Ta có: P( / ) = 2A 1A
9
3  

 Chú ý: Cho A, B là hai biến cố với P(B) > 0. Ta còn có công thức:  

   )(
)()/(

B
ABBAP =  

 Ví dụ 5: Một bộ bài có 52 lá. Rút ngẫu nhiên 1 lá bài. Tính xác suất để rút được con 
“át”, biết rằng lá bài rút ra là lá bài màu đen. 
 Gọi A là biến cố rút được con “át”. 
  B là biến cố rút được lá bài màu đen. 

 Ta thấy trong bộ bài có 26 lá bài màu đen nên 
2
1

52
26)( ==BP   

một con át đen nên 
52
2)( =ABP   

 Do đó ta có: 
13
1

52/26
52/2

)(
)()/( ===

BP
ABPBAP  

 Ví dụ 6: Thi 2 môn, xác suất đậu một thứ nhất là 0,6. Nếu môn thứ nhất đậu thì khả 
năng sinh viên đó đậu môn thứ hai là 0,8. Nếu môn thứ nhất không đậu thì khả năng sinh 
viên đó đậu môn thứ 2 chỉ là 0,6. Tính xác suất trong các trường hợp sau: 

a) Sinh viên đó đậu chỉ một môn. 
b) Sinh viên đó đậu 2 môn. 

Giải 
a) Sinh viên đó đậu chỉ một môn: 

 Gọi A là biến cố sinh viên đó đậu chỉ một môn. 
    là biến cố sinh viên đó đậu môn thứ i (i =1, 2). iA

 Ta có: 2121 AAAAA +=  

 Suy ra: )()()()( 21212121 AAPAAPAAAAPAP +=+=  

 )/()()/()( 121121 AAPAPAAPAP +=  = (0,6.(0,2) + (0,4).(0,6) = 0,36 

b) Sinh viên đó đậu 2 môn: 
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  Gọi B là biến cố sinh viên đậu hai môn. 
   Ta có:  21 AAB =

  Suy ra: 48,0)8,0).(6,0()A/A(P)A(P)AA(P)B(P 12121 ====  

4.3.2 Công thức nhân xác suất:  
 Cho A và B là hai biến cố bất kỳ của một phép thử. Ta luôn có:  
   P(AB) = P(A) . P(B/A) = P(B) . P(A/B) 

• Nếu A và B độc lập, có: P(AB) = P(A) . P(B) 

• Mở rộng:  P(A1.A2…… An) = P(A1) . P(A2/A1) . P(A3/A1A2). . .P(An/A1An – 1) 

• Nhóm các biến cố độc lập toàn phần: A1, A2, …, An được gọi là độc lập toàn phần 
khi và chỉ khi:     P(A1A2…An) = P(A1). P(A2)... P(An) 
 Ví dụ 7: Tung đồng thời hai con xúc xắc. Tính xác suất để cả 2 con xúc xắc đều xuất 
hiện mặt 6 chấm. 
 Gọi A là biến cố cả hai xúc xắc đều xuất hiện mặt 6 chấm. 
    là biến cố xúc xắc thứ i xuất hiện mặt 6 chấm (i = 1, 2) iA

 Ta có: A=  21 AA

  Do  và 1A 2A   độc lập nhau, nên:   === )()()()( 2121 APAPAAPAP
36
1

6
1

6
1

=  

 Ví dụ 8: Hai xạ thủ mỗi người bắn một phát đạn vào bia. Xác suất bắn trúng của 
người thứ nhất là p = 0,9; của người thứ hai là p = 0,7. Tính xác suất:  

a) Cả hai đều bắn trúng. 

   b) Có đúng một viên đạn trúng bia.  

   c) Bia bị trúng đạn.  
  Biết rằng hai người bắn độc lập với nhau.  
Gọi A là biến cố xạ thủ I bắn trúng bia. 
       B là biến cố xạ thủ II bắn trúng bia. 
       C là biến cố cả hai xạ thủ trúng bia. 
       D là biến cố có một viên đạn trúng bia. 
       E là biến cố bia bị trúng đạn.  

a) Xác suất để cả hai đều bắn trúng: Ta có C = AB 
  P(C) = P(AB) = P(A) . P(B) = 0,9 . 0,7 = 0,63 

b) Xác suất để có một viên đạn trúng bia: 
 Ta có: ABBAD +=   

 Vì BA  và AB  là xung khắc với nhau  

 ⇒  )().()().()()()( BPAPBPAPABPBAPDP +=+=  

 ⇒ P(D) = 0,9 . 0,3  + 0,1 . 0,7 = 0,34 
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c.) Xác suất để bia bị trúng đạn:  

  Ta có: ⇒= BAE  

   )().()()( BPAPBAPEP == 03,01,0.3,0 ==  

 P(E) = 1 – 0,03 = 0,97 
 
Bước học 5: CÔNG THỨC XÁC SUẤT ĐẦY ĐỦ VÀ CÔNG THỨC BAYES 
5.1 Công thức xác suất đầy đủ: 

Định  nghĩa: Giả sử A1, A2,. . ,An là nhóm biến cố đầy đủ xung khắc từng đôi và B là 
biến cố bất kỳ có thể xảy ra đồng thời với một trong các biến cố Ai (i= 1, .. , n). Khi đó xác 
suất B được tính bởi công thức:  

    ∑
=

=
n

i
ii ABPAPBP

1
)/().()(

Khi B xảy ra thì có một và chỉ một biến cố Ai cùng xảy ra với B. 
 Chú ý: Vận dụng công thức xác suất đầy đủ để giải một bài toán, vấn đề quan trọng là 
phải chỉ ra được nhóm biến cố đầy đủ và xung khắc từng đôi. Trong thực tế việc này thường 
gặp ở 2 hình thức sau: 

 Công việc tiến hành trải qua 2 phép thử. Thực hiện phép thử thứ nhất ta có một 
trong n khả năng xảy ra là các biến cố: . Sau khi thực hiện phép thử thứ nhất ta 
thực hiện phép thử thứ hai. Trong phép thử thứ hai ta quan tâm đến biến cố B. Khi đó biến 
cố B sẽ được tính theo công thức xác suất toàn phần với nhóm biến cố đầy đủ và xung khắc 
từng đôi là các biến cố  

nAAA ,...,, 21

iA ),1( ni = . 

 Một tập hợp chứa n nhóm phần tử. Mỗi nhóm phần tử có một tỉ lệ phần tử có 
tính chất P nào đó. Lấy ngẫu nhiên từ tập hợp ra 1 phần tử. Gọi A là biến cố chọn được phần 
tử thuộc nhóm thứ i. Khi đó xác suất của biến cố chọn được phần tử có tính chất P trong 
phép thử sẽ được tính theo công thức xác suất toàn phần với nhóm biến cố đầy đủ và xung 
khắc từng đôi là  iA ),1( ni = . 

Ví dụ 1: Xét một lô sản phẩm, trong đó có sản phẩm của nhà máy 1 sản phẩm chiếm 
20%, nhà máy 2 sản phẩm chiếm 30%, nhà máy 3 sản phẩm chiếm 50%. Xác suất phế phẩm 
của nhà máy 1, 2, 3 lần lượt là 0,001; 0,005; 0,006. Lấy ngẫu nhiên 1 sản phẩm từ lô hàng. 
Tính xác suất để sản phẩm lấy ra là phế phẩm.  
 Gọi B là biến cố lấy được sản phẩm là phế phẩm. 
                  A1, A2, A3 lần lượt là biến cố lấy được sản phẩm của nhà máy 1, 2, 3. 
 Ta có:  A1, A2, A3 là nhóm biến cố đầy đủ, xung khắc từng đôi. Theo công thức xác 
suất đầy đủ, ta có: 

P(B) = = P(A∑
=

3

1
)/().(

i
AiBPAiP 1) . P(B/A1) + P(A2) . P(B/A2) + P(A3) . P(B/A3) 

=  20/100 . 0,001 + 30/100 . 0,005 + 50/100 . 0,006 = 0,0065. 
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5.2 Công thức Bayes: 
 Từ giả thuyết, để tính xác suất đầy đủ, nếu B xảy ra thì xác suất biến cố Ai bằng bao 
nhiêu? 

Định  nghĩa: Giả sử  A1, A2, .. , An là nhóm biến cố đầy đủ xung khắc từng đôi và B 
là biến cố  bất kỳ có thể xảy ra đồng thời với một trong các biến cố Ai. Khi đó ta có công 
thức: 

  )(
)/().()/(

BP
ABPAPBAP ii

i =          (Công thức Bayes) 

  Với  ∑
=

=
n

i
ii ABPAPBP

1
)/().()(

 Ví dụ 2: Một phân xưởng sản xuất chi tiết máy có hai máy: Máy I sản xuất 60% sản 
phẩm của phân xưởng; Máy II sản xuất 40% sản phẩm của phân xưởng. Tỉ lệ phế phẩm của 
máy I là 0,1 và tỉ lệ phế phẩm của máy II là 0,05. Sản phẩm của phân xưởng sau khi sản 
xuất được đem trộn lẫn với nhau. Lấy ngẫu nhiên một sản phẩm của phân xưởng thì thấy 
sản phẩm đó là phế phẩm. Tính xác suất để phế phẩm lấy ra do máy I sản xuất.  
 Gọi B1 là biến cố sản phẩm lấy ra do máy I sản xuất. 
        B2 là biến cố sản phẩm lấy ra do máy II sản xuất.  
                 A là biến cố sản phẩm lấy ra là phế phẩm.  

⇒ B1, B2 lập thành nhóm đầy đủ các biến cố.  
Theo công thức xác suất toàn phần: P(A) = P(B1).P(A/B1)+P(B1).P(A/B2) = 0,08.  

Theo công thức Bayer: 75,0
08,0

1,0.6,0
)(

).().()/( 11
1 ===

AP
BAPBPABP .  

Vậy xác suất để phế phẩm do máy I sản xuất là P(B1/A) = 0,75. 
 Ví dụ 3: Có 3 hộp đựng sản phẩm, mỗi hộp có 10 sản phẩm, trong đó số phế phẩm lần 
lượt là 2, 3, 4. Chọn ngẫu nhiên một hộp, rồi từ hộp đã chọn, rút ra ngẫu nhiên một sản 
phẩm. 

a) Tính xác suất để sản phẩm chọn ra là phế phẩm. 
b) Nếu sản phẩm rút ra là phế phẩm, thì theo bạn phế phẩm đó có khả năng thuộc hộp 

nào nhiều nhất, tại sao? 
Giải 

a) Tính xác suất để sản phẩm chọn ra là phế phẩm: 
 Gọi B là biến cố rút được sản phẩm là phế phẩm.  

                iA  là biến cố chọn được hộp thứ i ( 3,1=i ). 

 Theo công thức xác suất toàn phần, ta có: 
  )/()()/()()/()()( 332211 ABPAPABPAPABPAPBP ++=  

   3,0
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===++=       

b) Theo công thức Bayes, ta có: 
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 So sánh các kết quả, ta thấy phế phẩm rút ra có khả năng thuộc hộp thứ III nhiều nhất. 
5.3 Công thức Bernoulli:  
 Định nghĩa: Ta tiến hành n phép thử độc lập. Giả sử trong mỗi phép thử chỉ xảy ra 
hai trường hợp: Hoặc biến cố A xảy ra với xác suất p hoặc biến cố A  không xảy ra với xác 
suất q = 1 – p.  
 Các bài toán thỏa mãn các điều kiện trên thì được gọi là tuân theo lược đồ 
Bernoulli. Khi đó xác suất để trong n phép thử độc lập biến cố A xuất hiện k lần được ký 

hiệu: Pn(k) và được tính  , công thức này mang tên là công thức 
Bernoulli.  

knkk
nn qpCkP −= ..)(

 Ví dụ 4: Hộp có 10 viên bi, trong đó có 6 viên bi màu đỏ. Lần lượt rút có hoàn lại 5 
viên bi. Gọi A là biến cố rút được viên bi màu đỏ trong mỗi lần rút, ta được một lược đồ 
Bernoulli với: 

* Số phép thử độc lập: n = 5. 
* P(A) = 6/15.                                      

 Ví dụ 5: Trong một phân xưởng có 5 máy hoạt động độc lập, xác suất để một máy bị 
hư trong một ca sản xuất là bằng nhau và bằng p = 0,1. Tính xác suất để trong 1 ca có hai 
máy bị hư.  
 Ta thấy 5 máy hoạt động độc lập cho nên ta có thể coi như tiến hành 5 phép thử độc 
lập và mỗi phép thử chỉ có hai kết cục máy hoạt động tốt hoặc máy bị hư với xác suất p = 
0,1.  
 ⇒ bài toán tuân theo lược đồ Bernoulli. 
         Do đó xác suất để trong một ca có hai máy bị hư. P5(2) = .(0,1)2

5C 2.(0,9)3  

Ví dụ 6: Một sinh viên thi trắc nghiệm môn Ngoại Ngữ gồm có 10 câu hỏi. Mỗi câu có 
4 phần để lựa chọn trả lời, trong đó chỉ có 1 phần đúng. Giả sử sinh viên làm bài bằng cách 
chọn ngẫu nhiên các phần của câu hỏi. Tính xác suất trong các trường hợp sau: 

a) Sinh viên vừa đủ điểm đậu (5 điểm). 
b) Sinh viên chọn đúng ít nhất 1 câu hỏi. 

Giải 
a) Sinh viên vừa đủ điểm đậu: 
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 Gọi A là biến cố sinh viên vừa đủ điểm đậu. 
 Xem việc chọn câu trả lời ở mỗi câu hỏi của sinh viên là 1 phép thử thì trong mỗi phép 
thử có 1 trong 2 khả năng xảy ra : 

 Sinh viên trả lời đúng với xác suất là p = 
4
1 . 

 Sinh viên trả lời sai với xác suất là q = 
4
3 . 

  Vậy: 058,0)
4
3()

4
1()5,10()( 555

10 ≈== CPAP  

b) Sinh viên chọn đúng ít nhất 1 câu hỏi: 
 Gọi B là biến cố sinh viên chọn đúng ít nhất 1 câu hỏi. 

     B⇒  là biến cố sinh viên không chọn đúnh câu hỏi nào. 

 Ta có: 101000
10 )

4
3()

4
3()

4
1()0,10()( === CPBP  

  056,0)
4
3(1)(1)( 10 =−=−=⇒ BPBP  

Ví dụ 7: Một bác sĩ có xác suất chữa khỏi bệnh là 0,8. Có người nói rằng cứ 10 người 
đến chữa bệnh thì chắc chắn có 8 người khỏi bệnh. Điều khẳng định đó có đúng không? 
 Điều khẳng định trên là sai. Ta có thể xem việc chữa bệnh cho 10 người là một dãy 
của một phép thử độc lập. Nếu gọi A là biến cố chữa khỏi bệnh cho một người thì P(A) = 
0,8 
 Do đó: Xác suất để trong 10 người đến chữa bệnh thì có 8 người khỏi bệnh là:  
  P10(8) = . 3108,0)2,0.()8,0.( 288

10 ≈C

5.4 Công Thức Bernoulli Mở Rộng: 
5.4.1 Lược đồ Bernoulli mở rộng:  
 Định nghĩa: Một lược đồ Bernoulli mở rộng gồm : 

 Dãy n phép thử độc lập. 
 Hệ biến cố  đầy đủ, xung khắc. },...,,{ 21 kAAA

                      Trong đó: kk pAPpAPpAP === )(,...,)(,)( 2211   và . 1...21 =+++ kppp

5.4.2 Công thức Bernoulli mở rộng: 
 Công thức: Xác suất để trong n phép thử độc lập, biến cố  xảy ra  lần, biến cố 

 xảy ra  lần , …, biến cố  xảy ra  lần (trong đó 
1A 1m

2A 2m kA km nmmm k =+++ ...21 ) là: 

  km
k

mm

k
k ppp

mmm
nmmmnP ....

!!...!
!),...,,;( 21

21
21

21 =   

  Ví dụ 8: Lô hàng có 100 sản phẩm trong đó có 30 sản phẩm loại A, 50 sản phẩm loại 
B và 20 sản phẩm loại C. Lần lượt rút có hoàn lại 9 sản phẩm để kiểm tra. Tính xác suất để 
trong 9 lần rút đó có 3 lần rút được sản phẩm loại A, 4 lần rút được sản phẩm loại B và 2 
lần rút được sản phẩm loại C. 
 Gọi A, B, C lần lượt là các biến cố rút được sản phẩm loại A, B, C trong mỗi lần rút.  
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Rõ ràng hệ {  đầy đủ và xung khắc từng đôi.  }CBA ,,

Và 
100
30)( =AP , 
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50)( =BP , 
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20)( =AP  
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BÀI TẬP 
 
1. Một tổ gồm có 8 nam và 6 nữ. Chọn ngẫu nhiên một nhóm 5 người. Tính xác suất để 
trong nhóm: 

a. Có ít nhất một nữ. 
b. Số nữ nhiều hơn số nam. 

2. Ở một hội đồng nhân dân tỉnh có 20 đại biểu trong đó có một người nữ. Để điều hành 
một công việc nào đó cần thành lập một tiểu ban gồm 5 người. Tính xác suất sao cho tiểu 
ban đó có số lượng nam nhiều hơn số lượng nữ khi chọn ngẫu nhiên các đại biểu. 
3. Một lớp có 30 học sinh, gồm: 10 học sinh giỏi toán, 10 học sinh giỏi văn, 10 học sinh 
giỏi ngoại ngữ. Trong đó có 5 học sinh vừa giỏi ngoại ngữ và toán, 3 học sinh vừa giỏi 
ngoại ngữ và văn, không có học sinh nào giỏi văn và toán hoặc giỏi cả 3 môn. Chọn ngẫu 
nhiên một học sinh, tính xác suất để được học sinh giỏi ít nhất 1 trong 3 môn nói trên. 
4. Bắn liên tiếp vào một mục tiêu cho đến khi viên đạn đầu tiên trúng mục tiêu hoặc hết 
đạn thì ngưng. Xác suất bắn trúng mục tiêu của mỗi lần bắn là 0,6. 

a. Nếu người đó có 4 viên đạn. Tính xác suất để bắn đến viên đạn thứ 4. 
b. Nếu người đó có số viên đạn không hạn chế. Tính xác suất để việc bắn ngưng lại ở 

lần thứ tư. 
5. Một lô hàng gồm 10 sản phẩm trong đó có lẫn lộn 1 phế phẩm. Người ta lấy lần lượt 

từng sản phẩm từ lô hàng để tìm phế phẩm đó. 
a. Tìm xác suất sao cho phế phẩm đó lấy ra ở lần sau cùng. 
b. Giả sử lô hàng có 2 phế phẩm. Người ta lấy lần lượt từng sản phẩm cho đến khi 

phát hiện hết 2 phế phẩm thì dừng. Tính xác suất sao cho việc kiểm tra dừng lại ở lần kiểm 
tra thứ 4. 
6. Một sinh viên thi vào trường ngoại ngữ phải thi 5 môn với xác suất đậu của mỗi môn 

tương ứng là: 0,7; 0,6; 0,4; 0,8; 0,5. Tìm xác suất để sinh viên đó: 
a. Đậu cả 5 môn. 
b. Đậu ít nhất 1 môn. 
c. Đậu nhiều nhất 1 môn. 

7. Một trận không chiến giữa máy bay ta và máy bay địch. Máy bay ta đã bắn trước với 
xác suất trúng là 0,5. Nếu bị trượt máy bay địch bắn trả lại với xác suất trúng là 0,4. Nếu 
không bị trúng đạn máy bay ta lại bắn trả lại với xác suất trúng là 0,3. Trận không chiến đến 
đây kết thúc, và máy bay sẽ bị rơi nếu như bị trúng. Tìm xác suất: 

a. Máy bay địch bị rơi trong cuộc không chiến trên. 
b. Máy bay ta bị rơi trong cuộc không chiến. 
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8. Trong một kỳ thi mỗi sinh viên phải thi 2 môn. Giả sử bạn ước lượng rằng: Bạn có hy 
vọng đậu 80% môn thứ nhất. Nếu đạt môn thứ nhất, điều này làm bạn phấn khởi và do bạn 
phấn khởi sẽ có hy vọng 60% đạt yêu cầu môn thứ hai. Nếu không đạt môn thứ nhất, điều 
này làm bạn nản lòng làm cho hy vọng đạt môn thứ hai chỉ còn 30%. Hãy tìm xác suất để 
bạn: 

a. Đạt cả hai môn. 
b. Đạt môn thứ hai. 
c. Đạt ít nhất một môn. 
d. Không đạt cả hai môn. 

9. Nếu dùng 3 loại thuốc A, B, C riêng lẻ để điều trị bệnh phổi thì tỉ lệ kháng thuốc theo 
thứ tự là: 15%, 20%, 25%. Dùng phối hợp cả 3 loại thuốc trên thì khả năng kháng thuốc của 
vi trùng là bao nhiêu. 
10. Chọn ngẫu nhiên một vé số có 5 chữ số. Tính xác suất để được vé số không có số 1 hoặc 
không có số 5. 
11. Chọn ngẫu nhiên một vé số có 5 chữ số. Tính xác suất để được vé số có số 5 và số chẵn. 
12. Một người bỏ ngẫu nhiên 3 lá thư vào 3 phong bì đã ghi địa chỉ. Tính xác suất để có ít 
nhất một lá thư bỏ đúng phong bì của nó. 

13. Trong một hộp đựng 30 ấm trà, trong đó có 7 ấm bị sứt vòi, 5 ấm bị mẻ miệng, 6 ấm bị 
bể nắp, 3 ấm vừa sứt vòi vừa bể nắp, 2 ấm vừa sứt vòi vừa mẻ miệng, 1 ấm vừa sứt vừa bể 
nắp vừa mẻ miệng. 

a. Lấy ngẫu nhiên một ấm từ hộp. Tính xác suất để ấm ấy có nhượt điểm. 
b. Tìm xác suất để lấy ra một ấm sẽ là ấm bị sứt vòi khi nó đã bị bể nắp. 
c. Lấy ngẫu nhiên ra 4 ấm. Tính xác suất để trong 4 ấm này có 2 ấm có nhượt điểm. 

14. Biết rằng một người có nhóm máu AB có thể nhận máu bất kỳ nhóm máu nào. Nếu 
người nào đó có nhóm máu còn lại (A hoặc B hoặc O) thì chỉ nhận máu của người cùng 
nhóm với mình hoặc người có nhóm máu O. Cho biết tỉ lệ người có nhóm máu A, B, O và 
AB tương ứng là: 33,7%; 37,5%; 20,9%; 7,9%. 

a. Chọn ngẫu nhiên một người cần tiếp máu và một người cho máu. Tính xác suất để 
sự truyền máu thực hiện được. 

b. Chọn ngẫu nhiên một người cần tiếp máu và hai người cho máu. Tính xác suất để sự 
truyền máu thực hiện được. 
15. Có 2 lô sản phẩm. Mỗi lô có 10 sản phẩm, trong đó số lượng phế phẩm của mỗi lô lần 
lượt là: 2 và 3. 

a. Lấy ngẫu nhiên mỗi lô một sản phẩm. 
b. Lấy ngẫu nhiên một lô, rồi từ lô đó lấy ra 2 sản phẩm. 

Hãy đánh giá xem phương thức nào chọn được một phế phẩm lớn hơn. 
16. Một người có 3 con gà mái và 2 con gà trống nhốt trong chuồng. Một người đến mua, 
người bán gà bắt ngẫu nhiên ra một con. Người mua chấp nhận mua con đó. 

a. Tìm xác suất để bắt được gà trống. 
b. Người thứ 2 đến mua, người bán bắt ra ngẫu nhiên một con. Tính xác suất để được 

gà mái. 
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c. Xác suất này sẽ bằng bao nhiêu nếu người thứ hai đến mua, biết rằng người bán gà 
quên mất đã bán cho người thứ nhất là gà trống hay gà mái. 
17. Một tổ sinh viên gồm có 4 người nam và 6 người nữ. Giả sử tổ được Đoàn trường cho 3 
vé xem phim. 

a. Có bao nhiêu cách phân phối sao cho nữ có 2 vé và nam có 1 vé. 
b. Nếu việc phân phối thực hiện bằng cách bốc thăm ngẫu nhiên mỗi người lần lượt 

lấy một vé từ 10 vé, trong đó có 3 vé có dấu hiệu đặc biệt mà người bốc trúng sẽ được xem 
phim. Theo bạn nên chọn việc bốc thăm lần thứ mấy để có lợi nhất, tại sao? 
18. Một hộp có 3 bi trắng và 5 bi đỏ. 

a. Lấy 2 bi không chú ý màu của nó, rồi bỏ vào hộp 2 bi trái màu với nó. Sau đó lấy 
tiếp một bi. Tính xác suất để bi lấy ra lần sau là đỏ. 

b. Lấy ra lần đầu một bi, sau đó lấy tiếp một bi nữa. Tính xác suất để 2 bi này cùng 
màu. 
19. Có 3 lô hàng 1, 2, 3 theo thứ tự có tỉ lệ phế phẩm là: 3/10, 6/15, 4/20. Chọn ngẫu nhiên 
một lô hàng, rồi từ đó lấy tiếp ra một sản phẩm. 

a. Tính xác suất để sản phẩm lấy ra là phế phẩm. 
b. Giả sử sản phẩm lấy ra là chính phẩm, nó có thể là của hộp nào nhiều nhất, tại sao? 

20. Một nhóm gồm có 10 người, trong đó có 6 người có nhóm máu O. Chọn ngẫu nhiên 3 
người, rồi từ nhóm 3 người chọn ngẫu nhiên một người. 

a. Tính xác suất để chọn được người có nhóm máu O. 
b. Giả sử chọn được người có nhóm máu O. Tính xác suất để 3 người chọn ra trước đó 

có 2 người có nhóm máu O. 
21. Có 4 chiến sĩ độc lập bắn vào một chiếc xe, mỗi người bắn một viên với xác suất trúng 
là: 0,8; 0,4; 0,6; 0,5. Biết rằng có k viên đạn bắn trúng xe thì xe bị tiêu diệt với xác suất là: 

pk = 
k2

11− . Tìm xác suất để xe bị tiêu diệt. 

22. Có 2 hộp: Hộp 1 có 3 bi đỏ và 7 bi trắng. 
 Hộp 2 có 6 bi đỏ và 4 bi trắng. 

a. Lấy 2 viên bi từ hộp 1 bỏ vào hộp 2, sau đó rút lần lượt hộp 2 ra 2 viên. Tính xác 
suất để 2 viên này đều trắng. 

b. Lấy mỗi hộp 2 viên. Tính xác suất để được 3 viên trắng. 
c. Nếu lấy được 3 viên trắng, 1 viên đen ở câu (b). Tính xác suất để viên bi đen là của 

hộp 2. 
23. Một công ty bảo hiểm cho người bị tai nạn. Công ty chia khách hàng của mình ra thành 
3 nhóm: Người ít bị rủi ro, người bị rủi ro trung bình và người thường xuyên bị rủi ro với tỉ 
lệ là: 60%, 30%, 10%. Xác suất bị rủi ro của các nhóm lần lượt là: 0,01; 0,05; 0,1. 

a. Tính tỉ lệ người bị tai nạn trong năm. 
b. Nếu người không bị tai nạn trong năm, họ có khả năng thuộc nhóm nào nhiều nhất, 

tại sao? 
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24. Một hộp đựng 3 đồng xu trong đó có 1 đồng xu thiên vị ngữa (luôn lật mặt ngữa khi 
tung) và 2 đồng xu công bằng. Chọn ngẫu nhiên một đồng xu trong hộp rồi tung. Nếu ngữa 
thì tung tiếp đồng xu đó một lần nửa. Nếu sấp thì rút một đồng xu khác trong hộp và tung. 

a. Tìm xác suất để 2 lần tung đều xuất hiện mặt ngữa. 
b. Nếu một đồng xu được tung 2 lần. Tìm xác suất để đó là đồng xu thiên vị ngữa. 

25. Hai nhà máy cùng sản xuất ra một loại chi tiết. Năng suất của máy I gấp đôi máy II. Tỉ 
lệ chi tiết đạt tiêu chuẩn của máy I là 64%, của máy II là 80%. Lấy ngẫu nhiên một chi tiết 
từ lô hàng do 2 máy sản xuất thì được chi tiết đạt tiêu chuẩn. Tính xác suất để chi tiết đó do 
máy I sản xuất. 
26. Hộp A: có 15 lọ thuốc tốt, 5 lọ thuốc hỏng. 
  Hộp B: có 17 lọ thuốc tốt, 3 lọ thuốc hỏng. 
  Hộp C: có 10 lọ thuốc tốt, 10 lọ thuốc hỏng. 

a. Lấy ở mỗi hộp 1 lọ. Tính xác suất để có một lọ thuốc hỏng. 
b. Chọn ngẫu nhiên 1 hộp, rồi từ hộp đã chọn lấy ra 3 lọ. Tính xác suất được 2 lọ tốt 

và 1 lọ hỏng. 
c. Trộn chung 3 hộp lại, rồi từ đó lấy ra 3 lọ. Tính xác suất để được 3 lọ thuốc tốt. 
d. Kiểm tra từng lọ ở hộp B cho đến khi phát hiện đủ 3 lọ thuốc hỏng thì dừng. Tính 

xác suất để việc kiểm tra dừng lại ở lần lấy thứ 5. 
27. Tỉ lệ lọ thuốc hỏng trong các lô thuốc A, B lần lượt là: 0,1; 0,07. Giả sử các lô thuốc này 
có rất nhiêu lọ. 

a. Lấy ngẫu nhiên 2 lọ ở mỗi lô thuốc. Tính xác suất để có một lọ thuốc hỏng. 
b. Chọn ngẫu nhiên 1 trong 2 lô, rồi từ đó lấy ra 4 lọ. Tính xác suất để được 1 lọ thuốc 

hỏng. 
c. Cửa hàng nhận 600 lọ thuốc ở lô thứ nhất và 400 lọ thuốc ở lô thứ hai. Ta mua ngẫu 

nhiên 1 lọ. Tính xác suất để lọ này là lọ hỏng. 
28. Ở hội chợ có 3 cửa hàng. Cửa hàng loại I phục vụ những người “may mắn” bán hàng 
với tỉ lệ phế phẩm là 1%. Cửa hàng loại II phục vụ bán hàng với tỉ lệ phế phẩm là 5%. Cửa 
hàng loại III phục vụ những người “rủi ro” bán hàng với tỉ lệ phế phẩm là 10%. Một người 
vào hội chợ phải gieo 2 đồng xu. Người đó là may mắn nếu cả 2 đều sắp, là rủi ro nếu cả 2 
đều ngữa. 

a. Tính xác suất để một người vào hội chợ mua phải hàng xấu. 
b. Nếu một người mua phải hàng xấu, theo ý bạn người đó là may mắn hay rủi ro. 
a. Một bệnh nhân nghi là có thể mắc một trong 3 bệnh A, B, C với xác suất tương ứng 

là: 0,3; 0,4 và 0,3. Người đó đến khám bệnh ở 4 bác sĩ một cách độc lập. Bác sĩ thứ nhất 
chuẩn đoán bệnh A, bác sĩ thứ hai chuẩn đoán bệnh B, bác sĩ thứ ba chuẩn đoán bệnh C và 
bác sĩ thứ tư chuẩn đoán bệnh A. Hỏi khi khám bệnh xong, người bệnh đánh giá lại xác suất 
mắc bệnh A, B, C của mình là bao nhiêu. Biết rằng xác suất chuẩn đoán đúng của mỗi ông 
bác sĩ là  
29. Một loại sản phẩm được gia công qua 3 giai đoạn độc lập với nhau, với tỉ lệ khuyết tật 
của mỗi công đoạn theo thứ tự là: 5%, 4%, 2%. Nếu sản phẩm bị khuyết tật ở 3 công đoạn 
thì nó trở thành phế phẩm. Nếu sản phẩm bị khuyết tật ở 2 công đoạn thì nó trở thành phế 
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phẩm với tỉ lệ 50%. Nếu sản phẩm bị khuyết tật ở 1 công đoạn thì nó trở thành phế phẩm 
với tỉ lệ 30%. Tính tỉ lệ phế phẩm của nhà máy đó. 
30. Một lô hàng gồm 5 sản phẩm không rõ chất lượng cụ thể. Lấy ngẫu nhiên 2 sản phẩm từ 
lô hàng thì được cả 2 chính phẩm. 

a. Nếu lấy tiếp 1 sản phẩm nữa từ lô hàng theo ý bạn sẽ được chính phẩm hay phế 
phẩm, tại sao? 

b. Theo ý bạn khả năng số sản phẩm tốt trong hộp có khả năng nhất là bao nhiêu trong 
3 sản phẩm còn lại, tại sao? 
31. Một cuộc thi có 3 vòng. Vòng 1 lấy 90% thí sinh. Vòng 2 lấy 80% thí sinh của vòng 1 
và vòng 3 lấy 90% thí sinh của vòng 2. 

a. Tính xác suất để thí sinh lọt qua 3 vòng thi. 
b. Tính xác suất để thí sinh đó bị loại ở vòng 2 nếu biết rằng thí sinh đó bị loại. 

32. Tung một con xúc xắc liên tục cho đến khi mặt 6 chấm xuất hiện 4 lần thì ngưng. Tính 
xác suất sao cho việc tung xúc xắc ngưng ở lần thứ 6. 
33. Một sinh viên thi trắc nghiệm môn Vật Lý gồm 10 câu hỏi. Mỗi câu gồm có 4 phần để 
chọn. Giả sử sinh viên đó chỉ biết rõ 3 câu hỏi, còn lại thì chọn một cách ngẫu nhiên. 

a. Tính xác suất để sinh viên đó chọn đúng tất cả những câu hỏi trên. 
b. Nếu chọn đúng từ phân nửa trở đi sinh viên đó sẽ đậu. Tính xác suất để sinh viên đó 

đậu. 
34. Phải tung xúc xắc ít nhất bao nhiêu lần để có ít nhất một lần nhận mặt 4 chấm không bé 
hơn 0,95. 
35. Theo kết quả điều tra, tỉ lệ bệnh lao ở một vùng là: 0,001. Tính xác suất để khi khám cho 
10 người: 

a. Không ai bệnh lao. 
b. 5 người bệnh lao. 
c. Có ít nhất 1 người bệnh lao. 

36. Một cầu thủ có tiếng về đá phạt đền. Xác suất cho banh vào lưới của cầu thủ đó trong 
mỗi lần đá là 0,8. Một người nói cầu thủ đó cứ đá 10 lần đá chắc chắn có 8 lần bóng vào 
lướt, điều đó đúng hay sai? Tại sao? 
37. Một sọt cam rất lớn được phân loại theo cách sau: Chọn ngẫu nhiên 20 quả cam làm 
mẫu đại diện. Nếu mẫu không có quả cam nào bọ hỏng thì sọt cam được xếp loại I. Nếu 
mẫu có 1 hoặc 2 quả cam bị hỏng thì sọt cam được xếp loại II. Trong trường hợp còn lại thì 
sọt cam được xếp loại III. Giả sử tỉ lệ cam hỏng của sọt là 3%. Hãy tính xác suất để: 

a. Sọt cam được xếp loại I. 
b. Sọt cam được xếp loại II. 
c. Sọt cam được xếp loại III. 

38. Tính xác suất khi rút có hoàn lại 10 lần từ bộ bài 52 cây ta được 4 cây chuồng, 2 cây pít, 
3 cây rô, 1 cây cơ. 
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KQHT 2: GIẢI CÁC BÀI TOÁN LIÊN QUAN ĐẾN ĐẠI 
LƯỢNG NGẪU NHIÊN VÀ PHÂN PHỐI XÁC SUẤT 

Bước học 1:  ĐẠI LƯỢNG NGẪU NHIÊN 
1.1 Các định nghĩa: 

Định nghĩa: Đại lượng ngẫu nhiên là đại lượng biến đổi biểu thị các giá trị kết quả 
của một phép thử ngẫu nhiên. 

Ta thường dùng các kí hiệu: X, Y, Z,…... để biểu thị cho đại lượng ngẫu nhiên. 
Ví dụ 1: Tung một con xúc sắc, gọi X là số chấm xuất hiện trên mặt con xúc xắc. Khi đó, 

X là đại lượng ngẫu nhiên. 
Gọi Y là số học sinh vắng trong một buổi học ⇒ Y = 0, 1, 2, . . .   

Y là đại lượng ngẫu nhiên. 
Gọi Z là điểm rơi của hạt cát trên đoạn [0;1] thì Z cũng là đại lượng ngẫu nhiên. 
Đo chiều cao của các sinh viên ở một trường đại học. Gọi Y là chiều cao đo được 

của các sinh viên. Giả sử Y∈ [0.5m ; 1.2m]. Vậy Y là đại lượng ngẫu nhiên. 
♥ Có hai loại đại lượng ngẫu nhiên: 
+ Đại lượng ngẫu nhiên rời rạc: Đại lượng ngẫu nhiên được gọi là rời rạc nếu nó có 

một số hữu hạn hoặc vô hạn đếm được các giá trị. 
⇒ X, Y là các đại lượng ngẫu nhiên rời rạc. 

Các giá trị có thể của đại lượng ngẫu nhiên X được ký hiệu x1, x2, …, hay y1, y2, …  
 + Đại lượng ngẫu nhiên liên tục: Đại lượng ngẫu nhiên được gọi là liên tục nếu các 
giá trị có thể có của nó lắp đầy một khoảng trên trục số. 

⇒ Z là đại lượng ngẫu nhiên liên tục. 
Ta không thể liệt kê các giá trị của đại lượng ngẫu nhiên liên tục. 

  Các đại lượng ngẫu nhiên chỉ nhiệt độ, diện tích, thể tích, thời gian, … là liên tục. 
1.2 Phân phối xác suất của đại lượng ngẫu nhiên: 

Định nghĩa: Luật phân phối xác suất của đại lượng ngẫu nhiên là biểu đồ (bảng, đồ 
thị,…) trong đó chỉ ra: 

 Các giá trị có thể nhận được của đại lượng ngẫu nhiên. 
 Xác suất tương ứng của đại lượng ngẫu nhiên nhận giá trị đó. 

1.2.1 Bảng phân phối xác suất: 
Bảng phân phối xác suất dùng để thiết lập luật phân phối xác suất của đại lượng ngẫu 

nhiên rời rạc.           
Bảng gồm 2 dòng: Dòng trên ghi các giá trị có thể có của đại lượng ngẫu nhiên là: x1, 

x2, .. , xn; dòng dưới ghi các xác suất tương ứng là: P1, P2, .. , Pn. 

X x1                  x2                      x3            . . .               xn

P P1                  P2                      P3            . . .               Pn

Trong đó:   ∑ = 1 
=

n

i
iP

1
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Ghi chú:   X = xi: Đại lượng ngẫu nhiên X nhận giá trị xi. 
P(X = xi): Xác suất để đại lượng ngẫu nhiên X nhận giá trị xi. 

Ví dụ 2: Tung 1 con xúc sắc, gọi X là số chấm xuất hiện trên mặt của một con xúc xắc. 
Khi đó bảng phân phối xác suất của X là:         

X 1              2                   3              4                5           6          

P 1/6      1/6          1/6        1/6       1/6       1/6 

Ví dụ 3: Tiến hành thử độ bền của 3 loại vật liệu, với điều kiện vật liệu thử trước 
phải vượt qua được phép thử mới thử tiếp vật liệu sau. Biết rằng khả năng vượt qua phép 
thử của các vật liệu đều bằng 0,8. Hãy tìm luật phân phối xác suất của số vật liệu vượt qua 
phép thử. 
 Gọi X là số vật liệu vượt qua phép thử. 

   là biến cố vật liệu thứ i vượt qua phép thử iA ( )3,1=i . 

 Ta có: 

  P(X = 0) = P( 1A ) = 0,2 

  P(X = 1) = P( 21 AA ) = P( )P(1A 2A ) = (0,8)(0,2) = 0,16 

  P(X = 2) = P( 321 AAA ) = P( )P( )P(1A 2A 3A ) = (0,8)(0,8)(0,2) = 0,128 

  P(X = 3) = P( ) = P( )P( )P( ) = (0,8)(0,8)(0,8) = 0,512 321 AAA 1A 2A 3A

 Bảng phân phối xác suất của X là: 

X  0           1            2             3 

P 0,2      0,16      0,128      0,512 

 Ví dụ 4: Hộp có 10 viên bi, trong đó có 6 viên màu đỏ, còn lại màu trắng. Rút đồng 
thời 4 viên bi và gọi X là số viên bi màu đỏ được rút ra. Lập luật phân phối xác suất của X. 

 Gọi  là biến cố rút được i viên bi màu đỏ iA )4,1( =i . 

 Các xác suất được tính theo nguyên tắc hộp kín như sau: 

  005,0
210
1)()0( 4

10

4
4

0
6

0 =====
C

CCAPXP  
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24)()1( 4
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4
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Vậy ta có bảng phân phối xác suất của X là: 

X    0            1             2            3            4 

P 0,005     0,114     0,429      0,381     0,071 
 
1.2.2 Hàm mật độ xác suất:  

Định nghĩa: Luật phân phối xác suất của đại lượng ngẫu nhiên liên tục X được biểu thị bởi 
hàm số  y = f(x) xác định trên (-∞ , +∞) thỏa mãn: 

i) xxf ∀≥ ,0)(                                        

ii)   ∫
+∞

∞−

= 1)( dxxf

• Tính chất: 
i) P(X = x0) = 0. 

ii) )()( bXaPbXaP <≤=<< )( bXaP ≤<= )( bXaP ≤≤= ∫=
b

a

dxxf )(  

                    (Diện tích hình thang cong cạnh trái x = a, cạnh phải x = b (xem hình 7)). 

iii) )()( αα <<−∞=< XPXP ∫
∞−

=
α

dxxf )(  

iv)        ∫
+∞

=+∞<<=>
α

αα dxxfXPXP )()()(

txO

f(x)

F(x) = P( X 
y = f(t)

Hình 

v) Đặc biệt:   f(x) chỉ nhận giá trị 

trên [a; b] thì:                         

    

1)( =dxxf∫
b

a

 Ví dụ 5: Cho đại lượng ngẫu nhiên 
liên tục có hàm mật độ xác suất  

          
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∉
∈−=

3] , [0 x  neáu             0      
 3] , [0x  neáu    )23()( xxcxf

a) Xát định hằng số c. 

2 10

f(x) P(1 < X < 2)

y = c(3x – x2)

3 

b) Tính . )21( << XP

Giải 
a) Ta có: 

             

 

∫
+∞

−∞
= dxxf ).(1

∫ ∫ ∫
∞−

+∞

++=
0 3

0 3

).().().( dxxfdxxfdxxf
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   ∫ ∫∫
+∞

∞−

+−+=
3

0 3

2
0

.0)3(.0 dxxxcdx cc
2
90

2
90 =++=  

            Vậy: 
9
2

=c  

b) Ta có: 

            P (1 < X < 2) =  =∫
2

1

dx f(x) ∫ −
2

1

2 dx )x(3x
9
2  = 

27
13 . 

1.2.3 Hàm phân phối xác suất:  
 Định nghĩa: Hàm phân phối xác suất của đại lượng ngẫu nhiên X (liên tục hoặc rời 
rạc), ký hiệu F(x), là hàm được xác định như sau: 
          F(x) = P(X < x) 
Cụ thể : 

 X là đại lượng ngẫu nhiên rời rạc:   ∑
<

=
xx

i
i

pxF )(    

 X là đại lượng ngẫu nhiên  liên tục:   ∫
∞−

=
x

dxxfxF )()(

 (Bằng  diện  tích  hình  thang cong, cạnh  trái t = -∞, cạnh phải t = x (xem hình 9)). 
 Tính chất: 

i) xxF ∀≤≤ ,1)(0  

ii) F(x) là hàm không giảm 
iii) F(-∞) = 0 F(+∞) = 1                                                                   
iv) P(a ≤ X < b) = F(b) - F(a) 
v) Nếu X là đại lượng ngẫu nhiên rời rạc thì F(x) có dạng bậc thang 
vi) Nếu X là đại lượng ngẫu nhiên liên tục có hàm mật độ xác suất f(x) thì F/(x) = 

f(x) 
 Ý nghĩa: Hàm phân phối xác suất F(x) phản ánh mức độ tập trung xác suất về phía 
bên trái của điểm x. 
 Ví dụ 6: Cho X có:  

X  1             2             3 

P 0,5          0,2          0,3 
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 Tìm F(x) và vẽ đồ thị. 

1 

0,5 

O

0,7 

1 2 3 x 

y 

Đồ thị F(x) 

Đồ thị hàm số có dạng bậc thang 

Hình 10 

Giải 
 Ta có:  ∑

<

=
xi

ipxF )(

  0)(:1 =≤+ xFx

  5,0)(:21 =≤<+ xFx

  
7,02,05,0)(

:32
=+=

≤<+
xF

x

  
13,02,05,0)(

:3
=++=

>+
xF

x

 Vậy:   

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

>
≤<
≤<

≤

=

3  x  neáu        1
3  x  2  neáu    0,7
2  x 1  neáu     0,5

1  x  neáu        0

)(xF

  Ví dụ 7: Cho đại lượng ngẫu nhiên X có:   

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

>
≤<
≤<

≤

=

  2  x   neáu           0      
 2  x  1  neáu         x-2    

1  x 0  neáu           x      
 0  x  neáu           0      

)(xf

   Tìm hàm phân phối xác suất F(x) và vẽ đồ thị của nó . 

Ta có:  ∫
∞−

=
x

dxxfxF )()(

    ∫ ∫
∞− ∞−

===≤+
x x

dxdxxfxFx 00)()(:0

   ∫ ∫ ∫
∞− ∞−

+==≤<+
x x

dxxfdxxfdxxfxFx
0

0

)()()()(:10 ∫ ∫
∞−

==+=
0

0

2

0

2

22
0

x x
xxxdxdx  

   =++==≤<+ ∫∫ ∫∫
∞−∞−

xx

dxxfdxxfdxxfdxxfxFx
1

0 1

0

)()()()()(:21

           ∫ ∫∫
∞−

=−++=
0

1

1

0

)2(.0
x

dxxdxxdx

 12
22

12
2

2
2
1 22

−++−=+−−+= xxxx  

   ∫ ∫ ∫ ∫ ∫
∞− ∞−

=+++==>+
x x

dxxfdxxfdxxfdxxfdxxfxFx
0 1

0

2

1 2

)()()()()()(:2
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 ∫ ∫ =+−−+=−+=
1

0

2

1
1

2
1224

2
1)2( dxxxdx  

Đồ thị 

1 

0.5 

O 1 2 x 

F(x) 

Hình 11 

 Vậy:  

      

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

>

≤<+

≤<

≤

=

  2  x  neáu                 1        

 2  x  1  neáu     1-2x
2x- 

1  x 0  neáu              
2x       

0 x  neáu                0        

2

2)(xF    

1.2.4. Phân vị mức xác suất α: 
 Định nghĩa: Phân vị mức xác suất α của đại lượng ngẫu nhiên liên tục X là số  sao 
cho: 

αX

                         P (X < ) = α                (*) αX

 Hệ thức (*) tương đương với:   ∫
∞−

=
α

α
X

xf   dx )(

          Như vậy,  là cận trên của tích phân sao cho tích phân bằng α hay  là vị trí cạnh 
phải của hình thang cong sao cho diện tích hình thang cong bằng α (xem hình 12)). 

αX αX

          
 
 
 
    
Mặt khác, từ hệ thức (*) suy ra: 
                     F( ) = α hay  = FαX αX -

1(α)   
 Như vậy,  là giá trị ngược của 
hàm phân phối xác suất F(x) tại α cho trước (xem hình 13). 

αX

Diện tích α  

xO

y

y = 

Hình 

 

xO

1

α

Hình 13 
αX

F(x)
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 Ví dụ 8: Cho đại lượng ngẫu nhiên X liên tục có hàm mật độ xác suất: 

                                       
] 3 , 0 [  x   neáu          0      
 ] 3 , 0 [ x   neáu     )x-3x ( 2

⎩
⎨
⎧

∉
∈

=)(xf

a) Xác định hàm phân phối xác suất F(x) của X. 
b) Tìm 

27
7X . 

Giải 

a) Ta có: F(x) =       dx f(x)∫
∞−

x

   Do đó: 

• x < 0 ,    F(x) =  = 0.  ∫
∞−

x

dx 0

• 0 ≤ x ≤ 3  ,    F(x) =     
27

) 2x - 9 (xdt  )x - 3x ( 
9
2  dx 0

2
2

x

0

=+ ∫∫
∞−

0

.   

• x > 3  ,   F(x) = . ∫ ∫∫ =++
∞−

3

0 3

0

1
x

 dx f(x)  dx f(x)  dx f(x)

 Vậy: ( )

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

>

≤≤
−

<

=

3 x neáu

3  x  0 neáu

0xneáu

1
27

29
0

)(
2 xxxF  

b) Tính 
27

7X :  Ta có: α = 
27
7 .  

 Đặt u = 
27

7X , sử dụng công thức trên, ta có F(u) =
27
7 . Từ câu a), suy ra 

   3   u 0   ,   
27
7u2

<<=
−

27
)29( u  

              (loaïi)    1057     u;   1    u      079u-2u   23

4
±

==⇒=+⇒  

  Vậy: 1
27

7 =X . 

 
Bước học 2: CÁC THAM SỐ ĐẶC TRƯNG CỦA ĐẠI LƯỢNG NGẪU NHIÊN: 
2.1 Kỳ vọng: (expectation) 

Định nghĩa: Giả sử X là đại lượng ngẫu nhiên rời rạc có thể nhận các giá trị x1, x2, 
.. , xn với các xác suất tương ứng P1, P2, .. , Pn

Khi đó kỳ vọng của X , kí hiệu là E(X) hay M(X) được xác định bởi công thức: 
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                                            ∑
=

=
n

i
ii PxXE

1
)(

Nếu X là đại lượng ngẫu nhiên liên tục có hàm mật độ xác suất là f(x) thì kỳ vọng của X 

là:                       dxxfxXE ∫
+∞

∞−

= )(.)(

Ví dụ 1: Cho X là đại lượng ngẫu nhiên rời rạc có bảng phân phối xác suất sau: 

X    5        6          7            8            9          10          11 

P 1/12    2/12      3/12      2/12       2/12      1/12      1/12 

Tìm E(X)? 

Ta có:  75,7
12
93

12
1.11

12
1.10

12
2.9

12
2.8

12
3.7

12
2.6

12
1.5)(

7

1

==++++++== ∑
=i

ii PxXE  

 Ví dụ 2: Cho X là đại lượng ngẫu nhiên rời rạc có luật phân phối: 

X   0          1           3           4           7          8 

P 
30
1

       30
3

       30
12

         30
8

       30
4

       30
2

 

  Tính E(X). 

 Ta có:     ∑
=

≈==+++++==
n

i
ii pxXE

1
17,4

6
25

30
125

30
28

30
47

30
84

30
123

30
31

30
10)(  

 Ví dụ 3: Cho đại lượng ngẫu nhiên liên tục X có hàm mật độ xác suất: 

   
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∉
∈−=

4] , [0 x neáu                 0      
 4] , [0x  neáu       )24()( xxcxf

  Tính E(X). 
  Trước tiên, ta xác định hằng số c: 
   Ta có: 

    

2
32.

3
4.44.2.3)

3
44.2(

32
4)4(

.0)(.0)(1

223
2

4

0

324

0

2

4

4

0

0

ccc

xxcdxxxc

dxdxxfdxdxxf

=
−

=−=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=−=

++==

∫

∫∫∫∫
+∞

∞−

+∞

∞−

 

   
32
3

=⇒ c  

  Do đó:   
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   ∫ ∫
−∞

∞+

−==
4

0

2 )4(
32
3.)(.)( dxxxxdxxfxXE ∫ ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−=−=

4

0

4

0

43
32

43
4

32
3)4(

32
3 xxdxxx  

                                  2
4.2

4
4.3

4.34.4
4.2
3

4
4

3
4

32
3

3

444

2

44

==
−

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−=  

♦ Tính chất: 
i) E(C) = C 
ii) E(C.X) = C.E(X) , với C là hằng số. 
iii) E(X + Y) = E(X) + E(Y) 
iv) Nếu X, Y là hai đại lượng ngẫu nhiên độc lập thì: 

 E(X.Y) = E(X).E(Y). 
 Chú ý: Tính chất iii) và iv) có thể mở rộng cho nhiều đại lượng ngẫu nhiên. 

 Ý nghĩa: Kỳ vọng của 1 đại lượng ngẫu nhiên chính là giá trị trung bình (theo xác 
suất) của đại lượng ngẫu nhiên đó. Nó là trung tâm điểm của phân phối mà các giá trị cụ thể 
của X sẽ tập trung quanh đó. 
 Ví dụ 4: Giả sử ta có cái bình lớn đựng 10 quả cầu giống nhau nhưng khác nhau về 
trọng lượng: 5 quả nặng 1 kg, 2 quả nặng 2 kg, 3 quả nặng 3 kg. Ta lấy ngẫu nhiên từ bình 
ra 1 quả cầu và gọi X là trọng lượng của quả cầu đó. Tính E(X) và so sánh E(X) với trọng 
lượng trung bình của 1 quả cầu trong hộp. 

 Bảng phân phối xác suất của X:  

X   1            2              3 

P 
10
5           

10
2           

10
3  

  
10
18

10
3.3

10
2.2

10
5.1)(

3

1
=++===⇒ ∑

=x
ii pxXE  

  ⇒ E(X) = 1,8 
 Gọi M là trọng lượng trung bình của các quả cầu trong bình. 

 Ta có: 8,1
10
18

10
3.32.21.5

==
++

=M  

 Vậy: E(X) = M 
2.2 Phương sai: (Variance) 

Định nghĩa: Phương sai (độ lệch bình phương trung bình) của đại lượng ngẫu nhiên X, 
kí hiệu Var(X) (hay V(x) hoặc D(X)) được xác định bởi công thức: 

                          Var(X) = E{[X – E(X)]2} 
Nếu X là đại lượng ngẫu nhiên rời rạc có thể nhận các giá trị là x1, x2, .., xn với các xác 

suất tương ứng là P1, P2, .. , Pn thì: 

Xác suất thống kê                                                                       Trang 47 



Trường Đại học Trà Vinh                                                                                QT7.1/PTCT1-BM-7 

                        
[ ] i

n

i
i PXExXVar ∑

=

−=
1

2.)()(

Nếu X là đại lượng ngẫu nhiên liên tục có hàm mật độ xác suất là f(x) thì: 

                        [ ]∫
+∞

∞−

−= dxxfXExXVar )()()( 2

Chú ý: Trong thực tế ta thường tính phương sai bằng công thức:  
               Var(X) = E(X2) – [E(X)]2 

Ví dụ 5: Cho X là đại lượng ngẫu nhiên rời rạc có bảng phân phối xác suất sau: 

X 1                      3                         5 

P 0,1                0,4                        0,5 

 Tìm phương sai của X. 
Dễ dàng ta có: E(X) = 3,8 
Var(X) = E(X2) – [E(X)]2 = 1,76 

Ví dụ 6: Cho X là đại lượng ngẫu nhiên liên tục có hàm mật độ xác suất sau: 

nếu 0  3≤≤ x
x ]3;0[∉  

 f(x)=    
⎩
⎨
⎧

0
. 3xc

Tìm hằng số c, E(X), Var(X) 

 Ta có: ∫ =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
==

3

0

3

0

4
3

4
81

4
..1 cxcdxxc  

Dễ dàng tính được c = 4/81, E(X) = 2,4; Var(X) = 0,24 
♦ Tính chất:  

i) Var(C) = 0 
ii) Var(C.X) = C2.Var(X)  
iii) Nếu X, Y là 2 đại lượng ngẫu nhiên độc lập thì:  

 Var(X+Y) = Var(X) + Var(Y);   Var(X – Y) = Var(X) + Var(Y) 
iv) Var(C+X) = Var(X)  

Ý nghĩa: Ta thấy X - E(X) là độ lệch khỏi giá trị trung bình. Do đó phương sai 
Var(X) = E{[X – E(X)]2} gọi là độ lệch bình phương trung bình. Nên phương sai phản ánh 
mức độ phân tán các giá trị của đại lượng ngẫu nhiên xung quanh giá trị trung bình.  

Như vậy, phương sai phản ánh mức độ phân tán các giá trị của đại lượng ngẫu nhiên 
chung quanh kỳ vọng. Đại lượng ngẫu nhiên có phương sai càng lớn thì các giá trị càng 
phân tán và ngược lại. 
 Ứng dụng: Trong công nghiệp, phương sai biểu thị độ chính xác của sản xuất. Trong 
chăn nuôi, nó biểu thị độ đồng đều của các con gia súc. Trong trồng trọt, nó biểu thị mức độ 
ổn định của năng suất, .v.v.. 
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 Ví dụ 7: Giả sử X là khối lượng các gói bột giặt của phân xưởng I, Y là khối lượng 
các gói bột giặt của phân xưởng II. Trong đó: E(X) = E(Y) = 500g và Var(X) >Var(Y). Khi 
đó, các gói bột giặt của phân xưởng II có khối lượng tập trung hơn xung quanh khối lương 
500g. Nói cách khác, hệ thống đóng gói của phân xưởng II hoạt động tốt hơn phân xưởng I. 
2.3 Độ lệch tiêu chuẩn: 

Định nghĩa: Độ lệch tiêu chuẩn của đại lượng ngẫu nhiên X, kí hiệu σ(X) được xác định 
bởi công thức:     )()( XVarX =σ   

2.4 Môment:  
Môment cấp k của đại lượng ngẫu nhiên X là số mk = E(Xk)   
Môment quy tâm cấp k của đại lượng ngẫu nhiên X là số: kα  = E{[X – E(X)]k} 

• Nhận xét: Môment cấp 1 của X là kỳ vọng của X 
                    Môment quy tâm cấp 2 của X là phương sai của X 

2.5 Mode: 
Mod(X) là giá trị của đại lượng ngẫu nhiên X có xác suất lớn nhất. 
Đối với đại lượng ngẫu nhiên rời rạc, mod(X) là giá trị của X ứng với xác suất lớn nhất. 

Còn đối với đại lượng ngẫu nhiên liên tục thì mod(X) là giá trị của X tại đó hàm mật độ đạt 
giá trị cực đại. 

Chú ý: Một đại lượng ngẫu nhiên có thể có 1 mode hoặc nhiều mode. 
Ví dụ 8: Gọi X là điểm thi của sinh viên thì mod(X) là điểm mà có nhiều sinh viên đạt 

được nhất. 
Ví dụ 9: X là đại lượng ngẫu nhiên rời rạc có luật phân phối: 

X   0          1           3           4           7          8 

P 
30
1

       30
3

       30
12

        30
8

        30
4

       30
2

 

  Ta thấy max
30
12)3( →==xP  

 => mod(X) = 3. 
 Ví dụ 10: Cho đại lượng ngẫu nhiên X liên tục có hàm mật độ:   

 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

>

≤
=

0x neáu          e
2
x

 0x neáu              0    
2x

-
4

)(xf  

  Hãy tìm mod(X). 

  Xét: 4

2

2
)(

x

exxf
−

=  

   Có: 44' )(
22 x

-2x
-

e
4
xe

2
1

−=xf  
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2

01(

01(

00)(

4

44'

±=⇔

=−⇔

=−⇔

=−⇔=⇒

x

xf

)
2
x

)e
2
x

2
1

e
4
xe

2
1

2

x
-2

x
-2x

-

2

22

 

   Và:     
4

2

4
3

44
3

44

2

22222

4
)3

2
(

84
3

824
)(''

x

xxxxx

exx

exexexexexxf

−

−−−−−

−=

+−=
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
−−−=

 

   Suy ra:  

    

min)2(

0
4

2
4

2)32()2('':2

max)2(

0
4

2
4
2)32()2('':2

1

1

→⇒

>=
−

−=−−=+

→⇒

<−=−==+

−

−

f
e

efx

f
e

efx

 

  Vậy: 414,12)mod( ==X       

2.6 Trung vị: 
 Định nghĩa: Trung vị của đại lượng ngẫu nhiên X là giá trị của X chia phân phối xác 
suất thành 2 phần có xác suất giống nhau. 
 Kí hiệu: med(X). 

 Công thức:   
2
1))(())(( =≥=< XmedXPXmedXP   

 Nhận xét: Từ định nghĩa ta thấy để tìm trung vị chỉ cần giải phương trình 

2
1))(( =XmedF . Trong ứng dụng, trung vị là đặc trưng vị trí tốt nhất, nhiều khi tốt hơn cả 

kỳ vọng, nhất là khi trong số liệu có nhiều sai sót. Trung vị còn gọi là phân vị 50% của 
phân phối. 
 Ví dụ 11: Cho X như trong ví dụ 10. Hãy xác định med(X). 
  Med(X) là nghiệm của phương trình: 

   
2
1)())((

)(

== ∫
∞−

Xmed

dxxfXmedF  

   
2
1)(

)(

0

4
)(

0

==⇒ ∫∫
XmedXmed

dxdxxf
2x

-
e

2
x  
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2
1)

4
(

)(

0

4

)(

0

2
4

2

2

=−⇒

=−−⇒

−

−

∫
Xmed

x

Xmed x

e

xde

 

   ( )[ ]

( )[ ]
)0)((665,1)(

772,2

693,0
2
1ln

4

2
1

2
11

2

2

4

4

>=⇒
=⇒

−==−⇒

=⇒

=−⇒

XmeddoXmed
Xmed

Xmed

2

2

[med(X)]
-

[med(X)]
-

e

e

 

  Vậy: med(X) = 1.665 
 Chú ý: Nói chung, ba số đặc trưng: E(X), mod(X), med(X) không trùng nhau. Chẳng 
hạn, từ các ví dụ 10 và 11 và ta tính thêm kỳ vọng ta có: E(X) = 1,772, mod(X) = 1,414 và 
med(X) = 1,665. Tuy nhiên nếu phân phối đối xứng chỉ có một mod thì 3 đặc trưng đó trùng 
nhau. 
BÀI TẬP 
ĐẠI LƯỢNG NGẪU NHIÊN RỜI RẠC 

1.  
a. Một lô hàng gồm N sản phẩm, trong đó có M sản phẩm tốt, còn lại là sản phẩm xấu. 

Ba người khách hàng lần lượt đến mua mỗi người một sản phẩm bằng cách lấy ngẫu nhiên. 
Xác suất chọn sản phẩm tốt của người thứ nhất, thứ hai, thứ ba có khác nhau không, tại sao? 

b. Nếu lô hàng có 10 sản phẩm trong đó có 4 sản phẩm xấu. Mỗi sản phẩm tốt nặng 3 kg, 
mỗi sản phẩm xấu chỉ nặng 2 kg. Chọn ngẫu nhiên 3 sản phẩm từ lô hàng thì tổng 3 sản 
phẩm đó nặng bao nhiêu là có khả năng tin chắc nhất, tại sao? 

2. Trong một cái bát có để 5 hạt đậu, trong đó có hai hạt đỏ. Lấy ngẫu nhiên ra 2 hạt. Gọi 
X là số hạt đậu đỏ được lấy ra. 

a. Lập bảng phân phối xác suất của X. 
b. Viết biểu thức hàm phân phối của X. 
c. Tính E(X) và Var(X). 

3. Có 3 hộp mỗi hộp đựng 10 sản phẩm, trong đó số phế phẩm có trong mỗi hộp lần lượt 
là: 2, 3, 5. 

a. Lấy ngẫu nhiên từ mỗi hộp ra 1 sản phẩm. Tìm quy luật phân phối xác suất của số sản 
phẩm tốt có trong 3 sản phẩm lấy ra. 

b. Chọn ngẫu nhiên một hộp rồi từ hộp lấy ra 3 sản phẩm. Lập bảng phân phối xác suất 
của số sản phẩm tốt có trong 3 sản phẩm lấy ra. 

4. Một xạ thủ có 5 viên đạn bắn vào một cái bia. Anh ta bắn từng viên một vào bia với xác 
suất trúng tâm mỗi lần bắn là 0,9. 
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a. Nếu có 3 viên đạn liên tiếp trúng tâm hoặc hết đạn thì không bắn nữa. 
b. Nếu có 3 viên đạn trúng tâm hoặc hết đạn thì không bắn nữa. 

 Gọi X, Y là số đạn mà anh ta dùng tương ứng theo hai quy tắc trên. Lập bảng phân 
phối xác suất của X và Y. 

5. Có hai hộp bi: Hộp I có 3 bi trắng và 1 bi đỏ. Hộp II có 2 bi trắng và 2 bi đỏ. Lấy ngẫu 
nhiên từ hộp I ra 2 bi bỏ vào hộp II. Sau đó lấy ngẫu nhiên từ hộp II ra 2 bi bỏ vào hộp I. 
Gọi X và Y là số bi trắng ở hộp I và hộp II sau hai lần chuyển bi như trên. Lập bảng phân 
phối xác suất của X và Y. 

6. Hộp I có 4 bi đỏ và 8 bi trắng. Hộp II có 3 bi đỏ và 5 bi trắng. Lấy ngẫu nhiên 2 bi ở 
hộp I bỏ vào hộp II, rồi lấy không hoàn lại 3 bi ở hộp II. Gọi X là số đỏ lấy được từ hộp II. 

a. Tìm luật phân phối xác suất của X. 
b. Tính E(X), Var(X) và P(1 ≤ X ≤ 10). 
c. Giải bài tập trên với giả thiết lấy có hoàn lại 3 bi ở hộp II. 

7. Một kiện hàng có 15 sản phẩm, nhưng chưa biết chất lượng cụ thể. Gọi X là số sản 
phẩm loại A có trong hộp và cho biết X có luật phân phối xác suất như sau: 

X 10          12          14          15 

P 0,1        0,3         0,4         0,2 

 Lấy ngẫu nhiên từ kiện ra 3 sản phẩm để kiển tra (lấy không hoàn lại). 
a. Tìm luật phân phối xác suất của số sản phẩm loại A có trong 3 sản phẩm lấy ra kiểm 

tra. 
b. Tìm luật phân phối trên nếu quá trình lấy 3 sản phẩm theo phương thức có hoàn lại. 

8. Một hộp có 6 sản phẩm. Mọi giả thiết về số sản phẩm tốt có trong hộp lúc đầu đều đồng 
khả năng. Lấy ngẫu nhiên ra 3 sản phẩm thì thấy cả 3 sản phẩm đều tốt. Tìm luật phân phối 
xác suất của số sản phẩm tốt có trong 3 sản phẩm còn lại trong hộp. 

9. Trong ngày hội thi, một công nhân nào đó dự thi sẽ sản xuất 2 sản phẩm. Mỗi sản phẩm 
loại 1 sẽ được thưởng 10.000 đồng, nhưng mỗi sản phẩm không phải loại 1 sẽ bị phạt 5.000 
đồng. Giả sử xác suất để công nhân đó sản xuất được sản phẩm loại 1 là 0,4. Tìm luật phân 
phối xác suất của số tiền công nhân thu được qua cuộc thi trên. Tìm số tiền trung bình mà 
công nhân dự thi đó có thể có. 

10. Một hộp có 5 sản phẩm trong đó có 2 phế phẩm. Ta chọn ngẫu nhiên từng sản phẩm để 
kiểm tra (kiểm tra không hoàn lại) cho đến khi hết 2 phế phẩm thì dừng. Lập bảng phân 
phối xác suất của số lần kiểm tra. Tính xem trong việc kiểm tra trên trung bình ta phải kiểm 
tra bao nhiêu lần. 
ĐẠI LƯỢNG NGẪU NHIÊN LIÊN TỤC 

11. Cho hàm 
[ ]

[ ]⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∉

∈
=

1,2  x neáu0

1,2  x neáu4)( x
c

xf  

a. Tính c, E(X), Var(X). 
b. Tìm F(x). 
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c. Tính 3P( X 4)
2
< ≤ . 

12. Cho đại lượng ngẫu nhiên X có hàm mật độ: 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>

≤−
=

10

1)1.(
)(

2

xkhi

xkhixk
xf  

a. Tính k. 
b. Tính kỳ vọng và phương sai của đại lượng ngẫu nhiên 22XY = . 

c. Tính 1 1P( X )
2 2

− ≤ < . 

13. Biến ngẫu nhiên X nhận giá trị tập trung trong ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡−

2
,

2
ππ  với hàm mật độ có dạng f(x) = 

c. cosx. 
a. Xác định hằng số c. 
b. Viết biểu thức hàm phân phối của X. 

c. Tìm P(0 X )
4
π

< < . 

d. Nếu quan sát X 5 lần thì có bao nhiêu lần X nhận giá trị trong khoảng )
4

,0( π  là 

có khả năng nhất. Tính xác suất đó. 

14. Cho X và Y là hai đại lượng ngẫu nhiên có hàm mật độ xác suất như sau: 

             
[ ]

( ) [ ]⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∈−
+−

∉
=

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤

>
+

=
0,2  x neáu

0,2  x neáu

2  x neáu

2  x neáu
3

4

4
96

0
)(;

0
)(

yydcyfx
dc

xf  

a. Tính các hằng số c, d. 
b. Tính E(X), Var(X). 
c. Tính . P(1 Y 2)≤ ≤

15. Tuổi thọ trung bình của một loại côn trùng nào đó là một đại lượng ngẫu nhiên X (đơn 
vị là tháng) với hàm mật dộ như sau: 

( )
⎩
⎨
⎧ ≤≤−

=
laïi traùi neáu

4x 0 neáu2

0
4

)(
xkx

xf  

a/ Tính k.    b/ Tìm mod(X). 
c/ Tính xác suất để côn trùng chết trước khi nó được một tháng tuổi. 

16. Cho hàm mật độ của đại lượng ngẫu nhiên X là: 

⎩
⎨
⎧

<
≥

=
−

0x vôùi
0  x vôùi

0
..

)(
2xexA

xf  

a. Tìm A. 
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b. Tìm hàm phân phối xác suất F(x) của X. 
c. Tìm kỳ vọng của X. 

17. Cho hàm 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

>

≤≤⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

<

=

2

2
2

arcsin1
0

)(

x

xxF

neáu1

 x  2- neáu
2
1

-2x neáu

π
 

a. Tính P(-1 < X < 1). 
b. Tính xác suất sao cho trong 4 lần quan sát độc lập về X có hai lần X nhận giá trị 

thuộc khoảng (-1,1). 
c. Tìm hàm mật độ xác suất f(x) của X. 

18. Cho đại lượng ngẫu nhiên X có hàm phân phối xác suất: 

( )

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

>−

≤≤−

<

=

1x neáu

1x0 neáu

0x neáu

1

34
4
1
0

)(

m

xxxF  

a. Tính hằng số m. 

b. Tìm c sao cho ( ) 1P 0 X c
4

< ≤ = . 

c. Tính E(X). 

19. Năng suất của 3 loại máy cùng sản xuất 1 loại sản phẩm là đại lượng ngẫu nhiên 
 có luật phân phối xác suất như  sau: 321 ,, XXX

1X  1       2       3       4 2X 2      4       5 3X  2      3      4     5 
P 0,1    0,2   0,5    0,2 

 
P 0,4   0,3   0,3 

 
P 0,1   0,4  0,4  0,1 

 Giả bạn cần mua 1 trong 3 loại máy này với giả thiết giá của 3 loại máy này như 
nhau thì bạn sẽ mua loại máy nào, tại sao? 
 
Bước học 3: MỘT SỐ QUI LUẬT PHÂN PHỐI XÁC SUẤT THÔNG DỤNG 
3.1 Phân phối nhị thức: 

Định nghĩa: Đại lượng ngẫu nhiên rời rạc có thể nhận 1 trong các giá trị 0, 1, 2,…,n 
với  các xác suất tương ứng được tính theo công thức Bernoulli là: 

xnxx
nx qpCxXPP −=== )(  được gọi là có phân phối nhị thức với tham số n và p 

Phân phối nhị thức, kí hiệu: B(n;p) 
Đại lượng ngẫu nhiên X có phân phối nhị thức kí hiệu là X ∈ B(n,p) hay X ~ B(n,p) 

Công thức: Với h là số nguyên dương thỏa h ≤ n - x thì: 

P( x ≤ X ≤ x+h) = Px + Px+1+ .. + Px+h    với Px =  
xnxx

n qpC −
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Ví dụ 1: Tỷ lệ phế phẩm trong 1 lô hàng là 3%. Lấy ngẫu nhiên lần lượt 100 sản phẩm 
ra để  kiểm tra. Tính xác suất để: 

a) Có 3 phế phẩm. 
b) Có không quá 3 phế phẩm. 

Mỗi lần kiểm tra một sản phẩm là thực hiện một phép thử. Do đó lấy lần lượt 100 sản 
phẩm ra để kiểm tra, ta xem như thực hiện 100 phép thử độc lập, khi đó n = 100.  

Gọi A là biến cố sản phẩm lấy ra là phế phẩm 
P(A) = P = 3% = 0,03 

Gọi X là số phế phẩm có trong 100 sản phẩm lấy ra, có: X ∈[0;100], X là đại lượng 
ngẫu nhiên rời rạc  ⇒ X ∈ B(100; 0,03)  

a) P(X =3) =  9733
100 )97,0()03,0(C

b) P(0 ≤ X ≤ 3) = P0+ P1 + P2 + P3  
=  9733

100
9822

100
9911

100
10000

100 )97,0.()03,0.()97,0.()03,0.()97,0.()03,0.()97,0.()03,0.( CCCC +++

= 0,647 
+ Nhận xét: Trong phân phối nhị thức, nếu n khá lớn và xác suất p không quá gần 0 

và 1 thì ta có công thức xấp xỉ sau: 

i)  
xnxx

n qpC)xX(P −== ≈ )(1 uf
npq    với u = npq

npx −
, f(u) = 2

2

2
1 u

e
−

π
 

Công thức trên được gọi là công thức địa phương Laplace. 
* Chú ý: Các giá trị của hàm f(u) đã tính thành bảng (được tính trong bảng giá trị 

hàm Gauss). 
ii) P( x ≤ X ≤ x+h) = ϕ(u2) - ϕ(u1) 

    Với     npq
npxu −

=1 ,  npq
nphxu −+

=2 , dteu
u t

∫
−

=
0

2

2

2
1)(
π

ϕ  

Công thức trên được gọi là công thức tích phân Laplace. 
• Chú ý: Hàm f(u) là hàm chẵn, hàm ϕ(u) là hàm lẻ. 
Các giá trị của hàm ϕ(u) đã tính thành bảng (được tính trong bảng giá trị hàm Laplace). 

⊕ Các tham số đặc trưng: 
Nếu X ∈ B(n,p) thì E(X) = np 

Var(X) = npq 
np - q ≤ mod(X) ≤ np + p 

Ví dụ 2: Một máy sản xuất được 200 sản phẩm trong một ngày. Xác suất để máy sản 
xuất ra phế phẩm là 0,05. Tìm số phế phẩm trung bình và số phế phẩm có khả năng tin chắc 
của máy đó trong một ngày. 
 Gọi X là số phế phẩm của máy trong một ngày thì X ∈ B(200; 0,05)  

 Số phế phẩm trung bình của máy trong một ngày là: 
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  E(X) = np = 200.0,05 = 10 
 Số phế phẩm tin chắc trong một ngày là mod(X). Ta có: 
  np – q = 200.0,05 – 0,95 = 9,05 
  np + p =  200.0,05 + 0,05 = 10,05 
 ⇒ 9,05 ≤ mod(X) ≤ 10,05 

 Vì X ∈ B(200; 0,05) nên mod(X) ∈ Z. Do đó mod(X) = 10  
 Ví dụ 3: Một nhà máy sản xuất sản phẩm với tỉ lệ phế phẩm là 20%. 

a) Nếu lấy từ nhà máy ra 5 sản phẩm. Tính xác suất để được 2 phế phẩm. 
b) Nếu lấy từ nhà máy ra 400 sản phẩm: 

i) Tính xác suất được 80 phế phẩm. 
ii) Tính xác suất được từ 60 đến 80 phế phẩm. 
iii) Tính xem trung bình có bao nhiêu phế phẩm. 

Giải 
a) Gọi X là số phế phẩm trong 5 sản phẩm chọn ra. 

  Ta có: X ∈ B(5;0,2) 

  Suy ra: ( ) ( ) ( )( ) 2048,0512,0.04,0.108,02,0)2( 322
5 ==== CXP  

b) Gọi Y là số phế phẩm có trong 400 sản phẩm chọn ra. 
  Ta có: Y ∈ B(400 ;0,2) 
  Do n = 400, 0 << p = 0,2 << 1 nên ta có thể áp dụng công thức xấp xỉ: 

i) ( ) ( )3208080
400 8,02,0)80( CYP ==  

                            

( )

( ) 0499,03989,0
8
10

8
1

)8,0)(2,0.(400
2,040080

)8,0)(2,0.(400
1

===

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
=

l

l
 

ii) ( )
( )( )

( )
( )( ) ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
−⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
=≤≤

8,0.2,0.400
2,0.40060

8,0.2,0.400
2,0.40080)8060( ϕϕYP  

                                                    ( ) ( ) ( ) ( )
4938,04938,00

5,205,20
=+=

+=−−= ϕϕϕϕ  

iii) E(Y) = n.p = 400.(0,2) = 80 
                 Vậy trung bình có 80 phế phẩm trong 400 sản phẩm chọn ra.  
3.2 Phân phối Poison: 

i) Công thức: Giả sử X là đại lượng ngẫu nhiên có phân phối nhị thức với tham số n 
và p. Khi n khá lớn và np = a (hằng số) thì từ công thức Bernoulli, ta có công thức xấp xỉ: 

                          
xnxx

n qpCkXP −== )( ≈ a
k

e
k
a −

!  
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Khi đó ta sẽ dùng công thức: a
k

e
k
akxP −==

!
)(   thay cho công thức Bernoulli và được gọi 

là công thức Poison. 
 Bảng phân phối xác suất: 

X 0        1       …        k        …                 

P  
!k

ae
k

a−  

ii) Định nghĩa: Đại lượng ngẫu nhiên rời rạc X có thể nhận 1 trong các giá trị 
0,1,2,.., n với các xác suất tương ứng được tính theo công thức Poison được gọi là có phân 
phối Poison với tham số là a, kí hiệu là  X ∈ ρ(a) hay X ~ ρ(a) 

⊕ Chú ý:  

P( k ≤ X ≤ k+h) = Pk + Pk+1+ .. + Pk+h    với Pk = a
k

e
k
a −

!  

            Ví dụ 4: Một nhà máy dệt có 1000 ống sợi. Xác suất để trong 1 giờ máy hoạt động 
có 1 ống sợi bị đứt là 0,002. Tính xác suất để trong 1 giờ máy hoạt động: 

a) Có 2 ống sợi bị đứt. 
b) Có không quá  2 ống sợi bị đứt. 

Vì n khá lớn n =1000; p = 0,002  ⇒ np = 2  
Việc quan sát ống sợi xem như là một phép thử, mà ta có n = 1000 ống sợi nên có 1000 

phép thử độc lập. 
Gọi A là biến cố ống sợi bị đứt và X là số ống sợi bị đứt trong 1 giờ máy hoạt động, ta 

có:  
P = P(A) = 0,002 

⇒ X ∈ B(1000; 0,002) 
Nhưng vì n khá lớn và np = 2 = a (hằng số)  ⇒ X ∈ ρ(2) 

a) Ta cần tính P(X=2)  
b) Xác suất để có không quá  2 ống sợi bị đứt là P(0 ≤ X ≤ 2) 

 Ta có: P(0 ≤ X ≤ 2) = P0 + P1 + P2, trong đó: 

P0 = P(X=0) = 2
0

.
!0

2 −e  

P1 = P(X=1) = 2
1

.
!1

2 −e  

P2 = P(X=2) = 2
2

.
!2

2 −e  

Do đó: P(0 ≤ X ≤  2) = (1+2+2) = 0,6808 2−e

♥ Các tham số đặc trưng: 
Nếu  X ∈ ρ(a) thì E(X) = Var(X) = a 

Xác suất thống kê                                                                       Trang 57 



Trường Đại học Trà Vinh                                                                                QT7.1/PTCT1-BM-7 

 và a – 1 ≤ mod(X) ≤ a 
♥ Các ứng dụng của đại lượng ngẫu nhiên có phân phối Poison: 
 Số lỗi in sai trong một trang (hoặc một số trang) của một cuốn sách, số người trong 
một cộng đồng sống cho tới 100 tuổi, số cuộc điện thoại gọi sai trong một ngày, số transitor 
hư trong ngày đầu tiên sử dụng, số khách hàng vào bưu điện trong một ngày, số hạt α phát 
ra từ các hạt phóng xạ trong một chu kỳ,.. 
 

3.3 Phân phối siêu bội: 
i). Bài toán: Cho 1 tập hợp gồm N phần tử trong đó có M phần tử có tính chất A. 

Lấy ngẫu nhiên ra n phần tử. Gọi X là số phần tử có tính chất A có trong n phần tử lấy ra. 
Khi đó, X là đại lượng ngẫu nhiên rời rạc có thể nhận các giá trị 0,1,2,.. ,n  với các xác suất 
tương ứng là:  

n
N

kn
MN

K
M

C
CCkXP

−
−==

.)(     , gọi là công thức Siêu bội. 

ii) Định nghĩa: Đại lượng ngẫu nhiên rời rạc X có thể nhận các giá trị 0, 1, 2,.. ,n  
với các xác suất tương ứng được tính theo công thức Siêu bội được gọi là có phân phối 
Siêu bội với tham số N, M, n. 

 Kí hiệu: X ∈ H(N, M, n) 
Bảng phân phối xác suất:  

X 0        1        2        …        k        …        n          

P 
     …  n

N

kn
MN

k
M

C
CC −

−.  … 

Ví dụ 5: Một lô hàng gồm có 10 sản phẩm, trong đó có 4 phế phẩm. Lấy ngẫu nhiên 
4 sản phẩm từ lô hàng. Tính xác suất để trong 4 sản phẩm lấy ra chỉ có 1 phế phẩm. 
 Gọi X là số sản phẩm tốt trong 4 sản phẩm lấy ra thì X là đại lượng ngẫu nhiên có 
phân phối siêu bội với tham số N = 10, M = 6 và n = 4 
 Xác suất để trong 4 sản phẩm lấy ra chỉ có 1 phế phẩm là:  

  3809,0
21
8.

)3( 4
10

1
4

3
6 ====
C

CC
XP  

Chú ý:  Nếu n << N thì n
N

kn
MN

K
M

C
CC −

−.
≈  với p = knkk

n qpC −

N
M  

Như vậy: Khi n << N, ta có thể xem như  X∈ B(n;p) và p = 
N
M  

♥ Các tham số đặc trưng: 
Nếu X ∈ H(N;M;n) thì:  

E(X) = np , với p = 
N
M  
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1
)(

−
−

=
N

nNnpqXVar  

 Ví dụ 6: Gọi X là số cây At trong 3 cây bài lấy ra từ bộ bài 52 cây. Hãy tính: E(X), 
Var(X) và )(Xσ . 

 Ta có: X ~ H(N, M, n).  Với N = 52, M = 4, n = 3.  

 ⇒   p = 
13
1

25
4
==

N
M     ⇒    q = 1 – p = 1 - 

13
12

13
1
=  

 Ta được:  E(X) = n.p = 3. 231,0
13
1
= . 

  Var(X) = npq. 051,0
152
352.

13
12.

13
1.3

1
=

−
−

=
−
−

N
nN . 

  )(Xσ  = 051,0     = 0,226 

 Ví dụ 7: Một trường gồm có 10000 sinh viên, trong đó có 1000 học kém. Một Đoàn 
thanh tra đến trường, chọn ngẫu nhiên 100 sinh viên để kiểm tra. Tính xác suất để có 20 
sinh viên học kém. 
 Gọi X là số sinh viên học kém trong 100 sinh viên được chọn ra. 
  Ta có: X ∈ H(10000; 1000; 100) 

  Suy ra: 100
10000

80
9000

20
1000)20(
C

CC
XP ==  

  Vì N = 10000 rất lớn, n = 100 << 10000 = N nên X xấp xỉ phân phối nhị thức: X ∈ 

B(100; 0,1) với p = 
N
M = 

10000
1000  = 0,1. 

  Mặt khác, do n = 100 rất lớn và 0 << p = 0,1 << 1 nên ta có thể áp dụng công thức 
xấp xỉ sau: 

( ) ( )
( )( )

( )
( )( ) ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛ −
===

9,0.1,0.100
1,0.10020

9,0.1,0.100
19,01,0)20( 802020

100 fCXP  

                                    ( ) 00057,00017,0.
3
133,3.

3
1

3
10.

3
1

===⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ff . 

 
 

Phân phối Kí hiệu Xác suất P(X = k) E(X) Var(X) 

Nhị thức B(n , p) knkk
n ppC −− )1(  np  npq 

Siêu bội H(N, M, n) n
N

kn
MN

k
M

C
CC −

−.  np (p = 
N
M ) npq

1−
−

N
nN  

Poisson ρ (a) 
!k

ae
k

a−  a  a  

Bảng tổng kết các phân phối rời rạc 
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3.4 Phân phối chuẩn: 
3.4.1 Phân phối chuẩn: 
 Định nghĩa: Đại lượng ngẫu nhiên liên tục X nhận giá trị từ -∞  đến +  với hàm mật 
độ xác suất:     

∞

                                
2

2

2
)(

.
2

1)( σ
μ

πσ

−
−

=
x

exf   

 Trong đó:  μ  là hằng số,  0 < δ: hằng số,  -∞   < x < +∞ . 
được gọi là có luật phân phối chuẩn với tham số μ, σ. 
 Kí hiệu:  X ∈ N(μ;σ) hay X ~ N(μ;σ). 
 Khảo sát hàm số f(x): 

  + f’(x) = - f(x) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

2σ
μx   ⇒ f’(x) = 0  ⇔ x = μ. 

  + f’’(x) = f(x)
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ − 1

2

σ
μx   ⇒ f’’(x) = 0    ⇔ x =  μ σ±  

  + 0)(lim =
∞→

xf
x

  ⇒ Đồ thị hàm số f(x) nhận trục Ox làm tiệm cận ngang. 

  + Bảng biến thiên: 

X ∞−                    σμ −                     μ                     σμ +                ∞+  

f’(x) + +           0            - - 

f’’(x)    +                0           - -              0           + 

e.2
1
πσ πσ 2

1
e.2

1
πσ

0                                                                  0 f(x) 

  Đồ thị đạt giá trị cực đại 

M ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
πσ

μ
2

1, . 

xμ-σ μ μ+σ O

f(x)

Hình 19 

e.2
1
πσ

Đồ thị có dạng hình quả chuông 

πσ 2
1

 Và có 2 điểm uốn :  U1 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

e.2
1,
πσ

σμ   ,  

U ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜ . 
⎝

⎛
+

e.2
1,
πσ

σμ2

 Có trục đối xứng :  x = μ. 
 . Ðồ thị (hình 19):  
Hàm phân phối xác suất F(x): 
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 Hàm phân phối xác suất F(x) không biểu diễn được thành hàm sơ cấp: 

dtexF
x t

∫
∞−

−
−

= 2

2

2
)(

2
1)( σ

μ

πσ
         

μ x O

0,5 

1 

Hình 20 

F(x) 

   Đồ thị hàm sin F(x) có tâm đối xứng:  (μ ; 0,5) (hình 20) 
 Các tham số đặc trưng: 

a) Mod(X) = μ. 
b) E(X) = μ.  
c) Var(X) = . 2σ

 Ví dụ 8: Cho X ∈ N(5,9). Hãy viết hàm mật độ xác suất f(x), chỉ ra tọa độ đỉnh của đồ 
thị hàm số f(x) và xác định các đặt trưng số: E(X), Var(X), σ(X), mod(X). 

⎩
⎨
⎧

==

=
⇒∈

39

5
)9;5(

σ

μ
NX Ta có:             

18
)5( 2

.
23
1 −

−
x

e
π

.  Hàm mật độ f(x): f(x) = 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≈=

=

133,0
23
1

5

π
y

x
M      Tọa độ đỉnh:   

 Đặc trưng số: 
  . Mod(X) = 5;  E(X) = 5; Var(X) = 9; σ(X) = 3. 
 Ứng dụng: Phân phối chuẩn có ý nghĩa rất lớn trong thực tế. Rất nhiều đại lượng 
ngẫu nhiên có luật phân phối chuẩn. Những đại lượng ngẫu nhiên có liên quan đến số 
lượng lớn, chịu ảnh hưởng của các yếu tố cân bằng nhau thường có luật phân phối chuẩn. 
Chẳng hạn: 

 Các chỉ số sinh học (cân bằng, chiều cao,...) của người cùng giới tính và cùng 
độ tuổi. 

 Các chỉ số sinh học của các loài cây, loài vật cùng độ tuổi. 
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 Khối lượng, kích thước của các sản phẩm do cùng 1 hệ thống máy sản xuất ra. 
 Ví dụ 9: Gọi X là cân nặng 
của trẻ sơ sinh ở khu vực dân cư 
lớn. Khảo sát đại lượng ngẫu 
nhiên X sau 1 khoảng thời gian 
như hình vẽ. Với khoảng chia 0,1 
kg, nối các điểm biểu diễn tần 
suất, ta được đường gấp khúc có 
điểm cao nhất tại X = 3,2 kg. 
Nếu các điểm chia được mịn 
hơn, đường tần số có dạng 
“trơn” dần, xấp xỉ 1 phần đường 
hình chuông của phân phối 
chuẩn với đỉnh tại X = 3,2 kg, do 
đó có thể nói rằng trung bình căn nặng trẻ sơ sinh khu vực đó là E(X) = 3,2 kg. 

X: cân nặng (kg) 

Tần suất (%) 

30 

16 

O … 2,9 3,0 3,1 3,2 3,3 3,4 

Hình 21

3,5 

 
3.4.2 Phân phối chuẩn tắc:   
 Định nghĩa: Đại lượng ngẫu nhiên liên tục T có luật phân phối chuẩn với μ = 0 và σ 
= 1, được gọi là có luật phân phối chuẩn tắc. 
 Kí hiệu:   T ∈ N(0;1) hay T ~ N(0;1). 
 Hàm mật độ xác suất : 

  2

2

2
1)(

t

etf
−

=
π

 được gọi là hàm Laplace.  

 Đồ thị hàm mật độ xác suất: có dạng đường 
cong hình chuông đối xứng qua trục tung (hình 22). 

x 

f(x) 

O 

π2

1  

Hình 22 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
π2

1,0          + Cực đại : M 

 + 2 điểm uốn : 

 U ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

e.2
1,1
π

 1

 U ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

e.2
1,1
π

. 2

 + Tiệm cận ngang: trục Ox. 
 + Hàm f(x) là hàm chẵn: f(x) = f(-x). 
 + Giá trị của hàm f(x) được cho trong bảng phụ lục. 
 Hàm phân phối xác suất: Hàm phân phối xác suất, kí hiệu: F(x), được gọi là hàm 
Gauss: 
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dtedttlxF
x tx

∫∫
∞−

−

∞−

== 2

2

2
1)()(
π

                                                    

  

x

ϕ(x) 

1 

O 

Hình 23 

F(x) 

-0,5 

0,5 

y 

 Đồ thị hàm phân phối xác suất F(x) đối 
xứng qua điểm có tọa độ: x = 0, y = 0,5 (hình 
23). 
 Hàm tích phân Laplace: 
   + Đặt : 

dtedttlx
x tx

∫∫
−

==
0

2

0

2

2
1)()(
π

ϕ               

  + ϕ(x) được gọi là tích phân Laplace. Giá trị của hàm ϕ(x) được cho trong bảng phụ 
lục. 
   + F(x) = ϕ(x) + 0,5. 
   + ϕ(x) là hàm lẻ : ϕ(x) = - ϕ(-x). 

.    + )()()( αϕβϕβα −=≤≤ TP

   Thật vậy :   ∫ ∫∫ +==≤≤
β

α

β

α

βα
0

0

)()()()( dttfdttfdttfTP

                                                  (đpcm) ∫ ∫ −=−=
β α

αϕβϕ
0 0

)()()()( dttfdttf

 Các tham số đặc trưng: 
a) Mod(T) = 0. 
b) E(T) = 0.  
c) Var(T) = 1. 

  Ví dụ 10: Cho đại lượng ngẫu nhiên T có luật phân phối chuẩn tắc, Tính 
, mod(T), E(T), Var(T). )21( ≤≤− TP

 Ta có T ∈ N(0;1). 
  Suy ra:  = ϕ(2) - ϕ(-1) = ϕ(2) + ϕ(1) = 0,4772 + 0,3413 = 0,8185. )21( ≤≤− TP

    + Mod(T) = 0;  E(T) = 0; Var(T) = 1. 

σ
μ−X Định lý: X ∈ N(μ, ) ⇒ T = 2σ  ∈ N(0,1). Tức là nếu X phân phối chuẩn với 

tham số μ  và  thì 
σ
μ−X  có phân phối chuẩn tắc. 2σ

 Hệ quả: Cho X ∈ N(μ , ), ta có: 2σ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=≤≤
σ
μ

ϕ
σ
μ

ϕ 12
21 )( xxxXxP . a) 

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=≤−
σ
εϕεμ 2XP .       b) 
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( ) 13 ≈≤− σμXP  c) 

y 

αU   

Diện tích α 

x 

Hình 24 

 Phân vị chuẩn: Phân vị chuẩn mức α, kí hiệu 
, là giá trị của đại lượng ngẫu nhiên U có phân phối 

chuẩn hóa thỏa mãn điều kiện: P(U < αU ) = α. 
αU

 

∫
∞−

x

dxxf )(

  Với α cho trước có thể tính được các giá trị 
của . Các giá trị của  được cho trong bảng phụ 
lục. 

αU αU

 
3.5 Phân phối mũ: 
 Định nghĩa: Đại lượng ngẫu nhiên liên tục X có hàm mật độ xác suất: 

                                          (b > 0)  
⎩
⎨
⎧

≥

<
=

0   x  neáu                   b.e

0x neáu                  0    
bx-

)(xf

được gọi là có luật phân phối mũ với tham số b. 
 Kí hiệu:  X∈E(b) hay X ~ E(b). 

x
Hình 17

y=b. bxe−  

O 

b

f(x) 
 Đồ thị hàm f(x): (hình 17) 
  
 
 Hàm phân phối xác suất: 

  Ta có:  F(x) =  ∫
∞−

x

dxxf )(

 x < 0:   F(x) = =  ∫
∞−

x

dxxf )( 00 =∫
∞−

x

dx

 x  0:    F(x) = = ≥

bxxbx
x

bx eedxeb −−− =+−=−=∫ 1.
0

0

 bxe−−1

 Vậy ta có:   

                   

bxbey −−= 1  

x

Hình 18 

F(x) 

O

⎩
⎨
⎧

≥

<
=

0   x  ,              be-1  

0x  ,                    0     
bx-

)(xF

 Đồ thị hàm F(x): (hình 18)   
 
 Các tham số đặc trưng:  

b
1a) E(X) =  . 

2

1
b

b) Var(X) =  .          
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 Ví dụ 11: Giả sử tuổi thọ (tính bằng năm) của 1 mạch điện tử trong máy tính là đại 
lượng ngẫu nhiên có luật phân phối mũ với kỳ vọng là 6,25. Thời gian bảo hành của mạch 
điện tử này là 5 năm. Hỏi có bao nhiêu % mạch điện tử bán ra phải thay thế trong thời gian 
bảo hành? 
 Gọi X là tuổi thọ của mạch điện tử. 
  Ta có:    E(X) = 6,25. 
                Thời gian bảo hành 5 năm. 
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 Vậy có khoảng 55,1% mạch điện tử bán ra phải thay thế trong thời gian bảo hành. 
 Ứng dụng: Khoảng thời gian giữa hai lần xuất hiện của một biến có luật phân phối 
mũ. Chẳng hạn khoảng thời gian giữa hai ca cấp cứu ở một bệnh viện, giữa hai lần hỏng 
hóc của một cái máy, giữa hai trận lụt hay động đất là những đại lượng ngẫu nhiên có luật 
phân phối mũ. 

3.6 Phân phối :  2χ

 Định nghĩa: Cho các đại lượng ngẫu nhiên , i = iX n,1  độc lập với nhau cùng có luật 

phân phối chuẩn tắc. Khi đó đại lượng ngẫu nhiên  được gọi là có luật phân 

phối khi bình phương, bậc tự do n. 
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 Hàm mật độ xác suất: 
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Trong đó hàm , có tên gọi là 

hàm Gamma, Γ(1) = 1, Γ (u + 1) = u. Γ (u). 
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 Chú ý: Đại lượng ngẫu nhiên  nhận giá trị không âm. 2χ
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 Đồ thị hàm mật độ f(x): là đường cong không đối xứng (hình 25). Khi bậc tự do n ≥  
30, đồ thị hàm f(x) gần đối xứng (dạng hình chuông), phân phối  tiệm cận phân phối 
chuẩn. 

2χ

 Các đặc trưng số: 
a)  . nE =)( 2χ

b) .                                                                                                                     nVar 2)( 2 =χ

 Phân vị 2χ : Phân vị mức α, kí hiệu , là giá trị của đại lượng ngẫu nhiên có 
phân phối “khi bình phương” với bậc tự do n thoả mãn:   
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  Các giá trị của  được cho trong bảng phụ lục. 2
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3.7 Phân phối Student:  

  Định nghĩa: Cho đại lượng ngẫu nhiên U ∈ N(0,1), ∈ , 2χ )(2 nχ trong đó U và độc 
lập nhau. Khi đó đại lượng ngẫu nhiên: 
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UT ==   được gọi là có luật phân phối Student bậc tự do n.                             

 Kí hiệu: T ∈ T(n). 
 Hàm phân phối xác suất: 
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 Đồ thị hàm f(x) là đường cong đối xứng 
qua trục tung (hình 26). Khi bậc tự do n  30, 
đồ thị hàm f(x) tiệm cận đồ thị hàm Laplace. 
Khi n  30 , phân phối Student xấp xỉ phân 
phối chuẩn tắc. 
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 Các đặc trưng số: 
a) E(T) = 0.       
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f(x) 8. Phân phối đều: 

 Định nghĩa: Đại lượng ngẫu nhiên liên tục X có 
hàm mật độ xác suất: 
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được gọi là có luật phân phối đều trên đoạn  [a; b]. 
 Kí hiệu: X ∈ R[a;b] hay X ~ R[a;b] 
 Đồ thị hàm f(x): (hình 15) 
 Hàm phân phối xác suất: 
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 Vậy ta có:  
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 Đồ thị của hàm F(x) Hình 16):    
 Các tham số đặc trưng :   

a) E(X) = 
2

ba +  

b) Var(X) = 
12

)( 2ba −    

 Ví dụ 12: Lịch chạy của xe buýt tại một trạm xe buýt như sau: chiếc xe buýt đầu tiên 
trong ngày sẽ khởi hành từ trạm này vào lúc 7 giờ, cứ sau mỗi 15 phút sẽ có một  xe khác 
đến trạm. Giả sử một hành khách đến trạm trong khoảng thời gian từ 7 giờ đến 7 giờ 30. 
Tìm xác suất để hành khách này chờ: 

a) Ít hơn 5 phút. 
b) Ít nhất 12 phút. 

 Gọi X là số phút sau 7 giờ mà hành khách đến trạm. 
 Ta có: X ∈ R[0;30].  

a) Hành khách sẽ chờ ít hơn 5 phút nếu đến trạm giữa 7 giờ 10 và 7 giờ 15 hoặc 
giữa 7 giờ 25 và 7 giờ 30. Do đó xác suất cần tìm là:  
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b) Hành khách chờ ít nhất 12 phút nếu đến trạm giữa 7 giờ và 7 giờ 3 phút hoặc 
giữa 7 giờ 15 phút và 7 giờ 18 phút. Xác suất cần tìm là: 
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BÀI TẬP            

1. Xác suất để 1 con gà đẻ mỗi ngày là 0,6. 
a. Trong chuồng có 10 con, tính xác suất để một ngày có 8 con đẻ. 
b. Phải nuôi ít nhất bao nhiêu con để mỗi ngày trung bình thu được không ít hơn 30 

trứng. 

2. Sản phẩm xuất xưởng của nhà máy có tới 70% sản phẩm loại A. Lấy ngẫu nhiên 10 sản 
phẩm. 

a. Tính xác suất để có 8 sản phẩm loại A. 
b. Nếu muốn có trung bình 15 sản phẩm loại A thì phả kiểm tra bao nhiêu sản phẩm? 
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3. Một loại sản phẩm do 3 nhà máy sản xuất với tỉ lệ là 20%, 30%, 50%. Tỉ lệ phế phẩm 
của các nhà máy lần lượt là: 0,1; 0,2; 0,3. 

a. Lấy ngẫu nhiên 1 sản phẩm. Tính xác suất để được sản phẩm tốt. 
b. Nếu lấy lần lượt (có hoàn lại) 4 sản phẩm. Gọi X là số sản phẩm xấu. Tìm qui luật 

phân phối xác suất của X. 
c. Tím xác suất sao cho trong 20 sản phẩm lấy ra có 4 sản phẩm xấu. 

4. Ba phân xưởng cùng sản xuất 1 loại sản phẩm. Tỉ lệ sản phẩm loại II của các phân 
xưởng tương ứng là: 10%, 20%, 30%. Từ lô hàng gồm 10.000 sản phẩm (trong đó có 3.000 
sản phẩm của phân xưởng I, 4.000 sản phẩm của phân xưởng II và 3.000 sản phẩm của phân 
xưởng III). Người ta lấy ngẫu nhiên ra 100 sản phẩm để kiểm tra (lấy có hoàn lại). Nếu thấy 
có không quá 24 sản phẩm loại II thì nhận lô hàng. Tìm xác suất để nhận lô hàng đó? 

5. Sản phẩm được đóng thành hộp. Mỗi hộp có 10 sản phẩm trong đó có 7 sản phẩm loại 
A. Người mua hàng qui định cách kiểm tra như sau: Từ hộp lấy ngẫu nhiên 3 sản phẩm nếu 
thấy cả 3 sản phẩm đều loại A thì nhận hộp đó. Nếu ngược lại thì loại hộp. 
 Giả sử kiểm tra 100 hộp (trong rất nhiều hộp). Tính xác suất để: 

a. Có 25 hộp được nhận. 
b. Có không quá 30 hộp được nhận. 
c. Phải kiểm tra ít nhất bao nhiêu hộp để xác suất có ít nhất một hộp được nhận không 

nhỏ hơn 95%? 

6. Hai nhà máy cùng sản xuất 1 loại sản phẩm. Tỉ lệ sản phẩm loại I của nhà máy A là 
85%, của nhà máy B là 90%. Một người mua 50 sản phẩm của nhà máy A và 40 sản phẩm 
của nhà máy B. Tìm số sản phẩm loại I tin chắc nhất mà người đó có thể mua được. 

7. Một nhà máy theo công thức thiết kế sẽ sản xuất được 80% sản phẩm loại I. Nhưng 
trong thực tế sản phẩm loại I chỉ bằng 90% thiết kế. Tính xác suất để khi lấy 125 sản phẩm 
do nhà máy đó sản xuất có ít nhất 100 sản phẩm loại I. 

8. Một sinh viên thi trắc nghiệm môn Vật Lý gồm 100 câu hỏi. Mỗi câu có 4 phần để chọn, 
trong đó chỉ có 1 câu đúng. Giả sử sinh viên chỉ chọn ngẫu nhiên các phần trả lời của câu 
hỏi. 

a. Tìm xác suất sao cho sinh viên đó trả lời đúng 40 câu hỏi. 
b. Tìm xác suất sao cho sinh viên đó trả lời đúng từ 40 đến 60 câu hỏi. 
c. Tính xem số câu hỏi trung bình mà sinh viên đó trả lời đúng là bao nhiêu. 

9. Giả sử mỗi cặp vợ chồng trong một xã nào đó sinh 3 con và khả năng có con trai và con 
gái trong mỗi lần sinh là như nhau. 

a. Gọi X là số con gái trong mỗi gia đình. Lập bảng phân phối xác suất của X. 
b. Tính xác suất để trong 100 gia đình có 50 gia đình có số con gái nhiều hơn con trai. 
c. Theo bạn thì trong 100 gia đình có trung bình bao nhiêu gia đình có duy nhất 1 đứa 

con gái. 

10. Khi tiêm truyền một loại huyết thanh trung bình có 1 trường hợp bị phản ứng trên 1000 
ca. Ta dùng loại huyết thanh trên tiêm cho 2000 người. Tìm xác suất để: 
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a. Có 3 ca bị phản ứng. 
b. Nhiều nhất 3 ca bị phản ứng. 
c. Hơn 3 ca bị phản ứng. 

11. Xác suất bắn trúng máy bay của một khẩu súng là 0,001. Có 5000 khẩu súng bắn lên một 
lượt. Người ta biết rằng máy bay chắc chắn bị hạ nếu có ít nhất hai viên trúng. Nếu có 1 
viên trúng thì xác suất bị hạ 80%. Tính xác suất để máy bay bị hạ? 

12. Hằng ngày ở phòng cấp cứu trung bình có 5 ca tới cấp cứu. Tính xác suất để: 
a. Có hơn 10 ca tới cấp cứu. 
b. Có 11 ca tới cấp cứu. 
c. Có không ít hơn 12 ca tới cấp cứu. 

13. Tại 1 trạm giao thông trung bình 1 phút có 2 xe ô tô đi qua. Tính xác suất để có đúng 6 
xe ô tô đi qua trong vòng 3 phút. (Số xe ô tô đi qua trạm giao thông là đại lượng ngẫu nhiên 
có luật phân phối Poisson). 

14. Một mạch điện gồm 1000 bóng đèn mắc song song. Xác suất để mỗi bóng đèn bị hư tại 
mỗi thời điểm là 0,002. Tính xác suất để tại một thời điểm: 

a. Không có bóng đèn nào bị hư. 
b. Có nhiều hơn 5 bóng đèn bị hư. 
c. Hãy cho biết số bóng đèn bị hư trung bình tại một thời điểm. 

15. Một cái máy gồm 5000 bộ phận. Xác suất để mỗi bộ phận không hoạt động tại một thời 
điểm là 0,001. Biết rằng nếu có từ hai bộ phận trở lên không hoạt động thì máy không hoạt 
động. Nếu có một bộ phận không hoạt động thì máy sẽ không hoạt động với xác suất là 
50%. Tính xác suất để máy không hoạt động. 

16.  
a. Một lô hàng có tỉ lệ phế phẩm thật sự là 0,02. Theo qui định nếu lô hàng có tỉ lệ phế 

phẩm nhỏ hơn 0,06 thì nhận lô hàng đó. Một người kiểm tra lô hàng bằng cách làm như sau: 
Lấy từ lô hàng 100 sản phẩm (có hoàn lại) nếu có không quá 3 phế phẩm thì nhận lô hàng 
đó. Nếu lớn hơn hoặc bằng 9 thì không nhận. Nếu có từ 4 – 8 thì lấy thêm một mẫu khác 
gồm 50 sản phẩm. Trong 50 sản phẩm nếu có không quá 2 phế phẩm thì nhận, nếu có từ 3 
phế phẩm trở lên thì không nhận. Tính xác suất mắc phải sai lầm của cách kiểm tra của 
người đó. 

b. Nếu lô hàng thật sự có tỉ lệ phế phẩm là 0,08. Khi kiểm tra 1000 lô hàng bằng cách 
làm như trên thì trung bình có bao nhiêu lô hàng mắc phải sai lầm. 

17. Độ dài của một chi tiết máy là một đại lượng ngẫu nhiên có phân phối chuẩn với trung 
bình E(X) = 20 cm, Var(X) = 0,04 . 2cm

a. Tính xác suất để lấy được một chi tiết máy thì độ dài chi tiết máy nằm trong khoảng 
(19,8cm ; 20,1cm). 

b. Những chi tiết sai lệch so với trung bình nhỏ hơn 0,3 cm được coi là loại tốt. Tính tỉ lệ 
chi tiết loại tốt của máy đó. 
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c. Nếu muốn tỉ lệ chi tiết loại tốt là 90% thì độ dài chi tiết sai lệch so với trung bình là 
bao nhiêu? 

18. Trọng lượng trẻ sơ sinh là đại lượng ngẫu nhiên X có phân phối chuẩn với trọng lượng 
trung bình là 3 kg. Độ lệch chuẩn σ = 0,2 kg. Biết trọng lượng đứa trẻ sinh ra có trọng lượng 
tối thiểu là 1,5 kg. 

a. Tính trọng lượng trẻ sơ sinh cân nặng từ 3 kg đến 3,4 kg. 
b. Trẻ sơ sinh thiếu cân nếu có trọng lượng nhỏ hơn 2,5 kg. Tính tỉ lệ trẻ thiếu cân. 
c. Người ta muốn có chế độ chăm sóc đặc biệt cho 10% tổng số trẻ nhẹ cân nhất. Tính 

trọng lượng tối đa cho những đứa trẻ được chăm sóc đặc biệt. 

19. Giả sử trọng lượng của những hộp sữa do một nhà máy sản xuất phân phối theo qui luật 
chuẩn N(400;100). Một hộp sữa được xem như đạt yêu cầu nếu trọng lượng của chúng sai 
lệch so với trung bình nhỏ hơn 5 gam. 

a. Tính tỉ lệ những hộp sữa dưới mức yêu cầu. 
b. Giả sử muốn có 80% hộp sữa sai lệch so với trung bình m gam. Hãy xác định m. 

20. Thời gian đi từ nhà tới trường của sinh viên A là một đại lượng ngẫu nhiên T (Đơn vị là 
phút) có phân phối chuẩn. Biết rằng 65% số ngày A đến trường mất 20 phút và 8% số ngày 
mất hơn 30 phút. 

a. Tính thời gian trung bình đến trường của A và độ lệch tiêu chuẩn. 
b. Giả sử A xuất phát trước giờ học 25 phút. Tính xác suất để A bị trễ học. 
c. A cần phải xuất phát trước giờ học bao nhiêu phút để xác suất bị trễ học của A bé hơn 

2%. 
                                     

Bước học 4: ĐẠI LƯỢNG NGẪU NHIÊN HAI CHIỀU 
4.1 Định nghĩa:  

Một cặp (X, Y) gồm hai biến X và Y được gọi là đại lượng ngẫu nhiên hai chiều X, Y. 
(X, Y được gọi là các thành phần của đại lượng ngẫu nhiên hai chiều). 

Đại lượng ngẫu nhiên hai chiều X, Y được gọi là rời rạc nếu X, Y là các đại lượng 
ngẫu nhiên rời rạc. 

Đại lượng ngẫu nhiên hai chiều X, Y được gọi là liên tục nếu X, Y là các đại lượng 
ngẫu nhiên liên tục. 
4.2 Phân phối xác suất của đại lượng ngẫu nhiên hai chiều:    
4.2.1 Bảng phân phối xác suất:  

Giả sử X, Y là đại lượng ngẫu nhiên 2 chiều nhận các giá trị lần lượt là xi (i=1,..,n) và 
y  (j=1,..,m) với các xác suất tương ứng Pj ij = P(x=xi, y=yj) là xác suất để X nhận giá trị xi và 
Y nhận giá trị yj. Khi đó, bảng phân phối xác suất của X, Y là: 

            Y 
   X 

y1 y2 . . . yj . . . ym

x P P . . . P . . . P1 11 12 1j 1n

x P P . . . P . . . P2 21 22 2j 2n
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. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

x P P . . . P . . . Pi i1 i2 ij in

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

x P P . . . P . . . Pn n1 n2 nj nm

Trong đó: 

• ),1( nixi =  là các giá trị có thể của thành phần X. 

• ),1( mjy j =  là các giá trị có thể của thành phần Y. 

• ),()),(),((),( jijiji yYxXPyxYXPyxP =====  , ni ,1= , mj ,1= . 

∑∑
= =

=
n

i

m

j
ji yxP

1 1
1),(• . 

Từ bảng phân phối xác suất của (X, Y), ta lập được bảng phân phối xác suất của X và 
Y với công thức: 

∑∑
==

====
n

i
ijî

m

j
iji PyYPPxXP

11
)(;)(

 

4.2.2 Hàm phân phối xác suất:  
Định nghĩa: Hàm phân phối xác suất của đại lượng ngẫu nhiên 2 chiều (X,Y) là hàm 

của hai đối số X và Y được xác định bởi công thức: 
F(X,Y) = P(X < x, Y < y) 

Trong đó: X < x , Y < y là các biến cố đồng thời. 
Tính chất:  

i) lim F(x,y) = F1(x)   lim F(x,y) = F2(y) 
y → + ∞    x → + ∞ 
 F1(x), F2(y) lần lượt là hàm phân phối xác suất của X và Y. 

       ii) lim F(x,y) = 1   lim F(x,y) = 0 
x → + ∞   x → - ∞ 
y → + ∞   y → - ∞ 

4.2.3 Hàm mật độ xác suất:  
 Định nghĩa: Hàm mật độ xác suất của đại lượng ngẫu nhiên 2 chiều liên tục (X,Y), 
kí hiệu  f(x,y) là đạo hàm riêng hỗn hợp của hàm F(x,y) 

yx
yxFyxf

∂∂
∂

=
.

),(),(
2

   

♣ Tính chất: 
i) f(x,y) ≥ 0 
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ii)  ∫∫=∈
D

dxdyyxfDYXP ),(]),[(

iii)  ∫∫
+∞

∞−

+∞

∞−

= 1),( dxdyyxf

iv)  ∫∫
∞−∞−

=
yx

dxdyyxfyxF ),(),(

∫
+∞

∞−

= dyyxfxf ),()(1 ;           ∫
+∞

∞−

= dxyxfyf ),()(2

4.3 Các tham số đặc trưng của hàm một biến ngẫu nhiên: 
4.3.1 Trường hợp (X,Y) rời rạc: 
 Công thức: 

∑∑
= =

=
n

i

m

j
jii yxPxXE

1 1

),()(   ;  ∑∑
= =

=
m

j

n

i
jij yxPyYE

1 1

),()(

 ;[ ]2
1 1

2 )(),()( XEyxPxXVar
n

i

m

j
jii −= ∑∑

= =

   [ 2

1 1

2 )(),()( YEyxPyYVar
m

j

n

i
jij −= ∑∑

= =

]

 Ví dụ 1: Ta có 4 lô sản phẩm, mỗi lô đều có 10 sản phẩm. Lô thứ i có i sản phẩm hỏng 
)4,1( =i . Ta tung một khối tứ diện đều (các mặt của khối có ghi số chấm từ 1 đến 4). Nếu 

mặt có i chấm chạm bàn thì ta chọn lô thứ i và từ đó lấy ra 1 sản phẩm. Gọi X là số chấm 
của tứ diện chạm bàn và Y là số sản phẩm xấu lấy được. Hãy lập bảng phân phối xác suất 
của đại lượng ngẫu nhiên N hai chiều (X,Y). Tính kỳ vọng và phương sai các thành phần. 
 Ta có: X có thể nhận các giá trị: 1, 2, 3, 4. 
                          Y có thể nhận các giá trị: 0, 1. 
  Suy ra: 

225,0
10
9.

4
1

=   P(1,0) = P(X = 1,Y = 0) = . 

025,0
10
1.

4
1

=   P(1,1) = P(X = 1,Y = 1) = . 

200,0
10
8.

4
1

=   P(2,0) = P(X = 2,Y = 2) = . 

050,0
10
2.

4
1

=   P(2,1) = P(X = 2,Y = 1) = . 

175,0
10
7.

4
1

=   P(3,0) = P(X = 3,Y = 0) = . 

075,0
10
3.

4
1

=   P(3,1) = P(X = 3,Y = 1) = . 
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150,0
10
6.

4
1

=   P(4,0) = P(X = 4,Y = 0) = . 

100,0
10
4.

4
1

=   P(4,1) = P(X = 4,Y = 1) = . 

 
Vậy bảng phân phối xác suất: 

X\Y 0 1 

1 0,225 0,025 

2 0,200 0,050 

3 0,175 0,075 

4 0,150 0,100 

Kỳ vọng thành phần: 

        
∑∑
= =

=
n

i

m

j
jii yxPxXE

1 1

),()(

                      = 1.(0,225 + 0,025) + 2.(0,2 + 0,05) + 3.(0,175 + 0,075) + 4.(0,15 + 0,1)  
           = 0,25 + 0,5 + 0,75 + 1 = 2,5  

   
∑∑
= =

=
m

j

n

i
jij yxPyYE

1 1

),()(

                             = 0.(0,225 + 0,2 + 0,175 + 0,15) + 1.(0,025 + 0,05 + 0,075 + 0,1) = 0,25            
Phương sai thành phần: 

   
[ ]2

1 1

2 )(),()( XEyxPxXVar
n

i

m

j
jii −= ∑∑

= =

( )
1,25  6,25 - 7,56,25 - 4  2,25  10,25

2,5 - 0,1)  .(0,154  0,075)  .(0,1753  0,05)  .(0,22  0,025)  .(0,2251 22222

==+++=
+++++++=

                    

   

[ ]

( )
0,1875  0,0625 - 0,25

0,25-0,1)  0,075  0,05  .(0,0251 0,15)  0,175  0,2  .(0,2250 

)(),()(

222

2

1 1

2

==
+++++++=

−= ∑∑
= =

YEyxPyYVar
m

j

n

i
jij

4.3.2 Trường hợp (X,Y) liên tục: 
 Công thức: 

 ;   ∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

= dxdyyxxfXE ),()( ∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

= dxdyyxyfYE ),()(

 ;  [ ]22 )(),()( XEdxdyyxfxXVar −= ∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

[ ]22 )(),()( YEdxdyyxfyYVar −= ∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

 Ví dụ 2: Cho đại lượng ngẫu nhiên hai chiều (X,Y) có hàm mật độ xác suất như sau: 

Xác suất thống kê                                                                       Trang 74 



Trường Đại học Trà Vinh                                                                                QT7.1/PTCT1-BM-7 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧ <≤<
=

 khaùc hôïptröôøng0

10
),(

yx
xy
A

yxf         (A > 0) 

a) Xác định A. 
b) Tính: E(X), E(Y), Var(X), Var(Y). 

Giải 
a) Theo giả thiết f(x,y) là hàm mật độ xác suất của đại lượng ngẫu nhiên hai chiều (X,Y) 
nên suy ra: 

( )∫ ∫∫ ∫∫ ∫ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
== −

+∞

∞−

+∞

∞−

1

0 0

2
11

0 0

),(1 dydxxyAdydx
xy
Adxdyyxf

yy

  

∫∫∫ ∫
−−−−

=⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

1

0

2
1

2
11

0 0

2
1

2
11

0 0

2
1

2
1

.22 dyyyAdyxyAdydxxyA
yy

AdyA 22
1

0

== ∫   

2
1

=⇒ A
  

 Vậy: 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧ <≤<
=

 khaùc hôïptröôøng0

10
2

1
),(

yx
xyyxf  

b) Tính: 

167,0
6
1

23
1

3
1

3
1

3
2

2
1

2
1

2
1

2
1),()(

1

0

21

0

1

0

2
3

2
11

0 0

2
3

2
11

0 0

2
1

2
1

1

0 0

2
1

2
11

0 0

≈===

=⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
==

∫

∫∫∫ ∫

∫ ∫∫ ∫∫ ∫

−−−

−−+∞

∞−

+∞

∞−

yydy

dyyydyxydydxxy

dydxyxxdydx
xy

xdxdyyxfxXE

yy

yy

  

5,0
2
1

2

2
2
1

2
1

2
1

2
1),()(

1

0

21

0

1

0

2
1

2
11

0 0

2
1

2
11

0 0

2
1

2
1

1

0 0

2
1

2
11

0 0

≈===

=⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
==

∫

∫∫∫ ∫

∫ ∫∫ ∫∫ ∫

−

−−+∞

∞−

+∞

∞−

yydy

dyyydyxydydxxy

dydxyyxdydx
xy

ydxdyyxfyYE

yy

yy

  

( )[ ]
21

0 0

22

6
1

2
1),()( ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=−= ∫ ∫∫ ∫

+∞

∞−

+∞

∞−

dydx
xy

xXEdxdyyxfxXVar
y

  

36
1

2
1

36
1

2
1 1

0 0

2
3

2
11

0 0

2
1

2
1

2 −⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=−⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
= ∫ ∫∫ ∫

−−−
dydxxydydxyxx

yy
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36
1

5
1

36
1

5
2

2
1 1

0

2
5

2
11

0 0

2
5

2
1

−=−⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
= ∫∫

−−
dyyydyxy

y

  

033,0
210
7

6
1

15
1

6
1

35
1

36
1

5
1

1

0

31

0

2 ==−=−=−= ∫
ydyy   

( )[ ] ( )2
1

0 0

222 5,0
2

1),()( −⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=−= ∫ ∫∫ ∫

+∞

∞−

+∞

∞−

dydx
xy

yXEdxdyyxfyYE
y

  

25,0
2
125,0

2
1 1

0 0

2
1

2
31

0 0

2
1

2
1

2 −⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=−⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
= ∫ ∫∫ ∫

−−−
dydxxydydxyxy

yy

  

083,0
12
1

4
1

3
125,0

3
25,0

25,025,02
2
1

1

0

31

0

2

1

0

2
1

2
31

0 0

2
1

2
3

≈=−=−=−=

−=−⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
=

∫

∫∫

ydyy

dyyydyxy
y

  

4.4. Hàm của các đại lượng ngẫu nhiên:  
4.4.1 Hàm một  biến ngẫu nhiên:  
 Định nghĩa: Cho các đại lượng ngẫu nhiên X, Y, Z, … , T. Hàm số Q = ϕ(X, Y, Z, ... , 
T) được gọi là hàm của các đại lượng ngẫu nhiên. 
  Trong đó: 

 Mỗi bộ X = x, Y = y, Z = z, ... , T = t thì qui tắc ϕ xác định 1 giá trị duy nhất 
của đại lượng ngẫu nhiên Q. 

 Qui tắc ϕ đươc lập thành từ các phép toán và các hàm toán học thông 
thường. 
 Định nghĩa: Nếu X, Y, Z, ... , T là các đại lượng ngẫu nhiên rời rạc (liên tục) thì Q 
được gọi là hàm của các đại lượng ngẫu nhiên rời rạc (liên tục). 
 Ví dụ 3: Xét đại lượng ngẫu nhiên Z =  là hàm của các đại lượng 
ngẫu nhiên độc lập , , . Giả sử 

321
2

1 ln3 XXXX −+

, ,1X 2X 21 =X 42 =X3X 13 =X  với các xác suất tương ứng là 
; ;2,01 =p 3,02 =p 4,03 =p  thì đại lượng ngẫu nhiên Z nhận giá trị 28 với xác suất p = 

(0,2)(0,3)(0,4) = 0,024. 
 Việc nghiên cứu hàm Z của các đại lượng ngẫu nhiên trên rất khó khăn, đặc biệt là các 
giá xác suất của Z. Các phần tiếp theo chỉ ra luật phân phối xác suất của Z trong một số 
trường hợp riêng. 
4.4.2 Hàm của các đại lượng ngẫu nhiên rời rạc: 
 Định nghĩa: Cho đại lượng ngẫu nhiên rời rạc X, Y = ϕ(X) được gọi là hàm của 1 đại 
lượng ngẫu nhiên rời rạc. 
 Bảng phân phối xác suất: 
  Bảng phân phối xác suất của Y = ϕ(X) có dạng: 

nyyyy .....321Y  
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npppp .....321P  
               Trong đó: 
             . : Các giá trị có thể có của Y được tìm từ các giá trị có thể có của X thông 
qua hàm ϕ. 

iy

{ }∑ === iiii yxxXpp )(/)( ϕ         . : Xác suất tương ứng của : . ip iy

 Ví dụ 4: Cho đại lượng ngẫu nhiên rời rạc X có bảng phân phối xác suất như sau: 

X -1            0          1           2 

P 0,2          0,3       0,1         0,4 

  Hãy lập bảng phân phối xác suất của Y = ϕ(X) = . 12 +X

 Với các giá trị của X được cho trong bảng và hàm số Y = ϕ(X) = 12 +X  ta suy ra 
các giá trị Y có thể nhận là:1, 2, 5. 
 Ta có:  P(Y = 1) = P(X = 0) = 0,3. 
  P(Y = 2) = P(X = -1) + P(X = 1) = 0,3. 
  P(Y = 5) = P(X = 2) = 0,4. 
 Bảng phân phối xác suất của Y là: 

X 1               2                5 

P 0,3            0,3           0,4 

 Các tham số đặc trưng: 
i) Ta có thể xem Y như 1 đại lượng ngẫu nhiên, rồi áp dụng các công thức đã biết: 

                         . E(Y) = . ∑ ii py

                         . Var(Y) = . 22 )]([ YEpy ii −∑
ii) Công thức: 

                         . E(Y) = . ∑ ii px ).(ϕ

                         . Var(Y) = .  22 )]([.)( YEpx ii −∑ϕ

Ví dụ 5: Với giả thiết cho trong ví dụ 4, hãy tìm E(Y), Var(Y). 
 Ta có: 
  E(Y) = ∑ = 1.(0,3) + 2.(0,3) + 5.(0,4) = 2,9 ii py

∑ ii px ).(ϕ = 2.(0,2) + 1.(0,3) + 2.(0,1) +5.(0,4) = 2,9).           (= 

  Var(Y) =  09,3)9,2()4,0.(5)3,0.(2)3,0.(1()]([ 222222 =−++=−∑ YEpy ii

        . )09,3)4,0.(5)1,0.(2)3,0.(1)2,0.(2)]([.)(( 222222 =+++=−= ∑ YEpx iiϕ
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4.4.3 Hàm của hai đại lượng ngẫu nhiên rời rạc độc lập: 
 Định nghĩa: Cho 2 đại lượng ngẫu nhiên rời rạc độc lập X, Y có luật phân phối xác 
suất như sau: 

 X nxxxx .....321

 P npppp .....321

 

 Y myyyy .....321

 P mqqqq .....321

  Đại lượng ngẫu nhiên Z = ϕ(X,Y) là hàm của 2 đại lượng ngẫu nhiên rời rạc độc 
lập. 
 Bảng phân phối xác suất: 
  Bảng phân phối xác suất của Z có dạng:  

Z  kzzzz .....321

P  krrrr .....321

  Trong đó: 
   . : Là các giá trị có thể có của Z được tìm từ các giá trị có thể có của X và Y 
thông qua hàm ϕ. 

kz

   . : Xác suất tương ứng : kr kzZ =

{ }∑ ====== kmnmnkk zyxyYPxXPzZPp ),(/)().()( ϕ                                 . 

 Ví dụ 6: Cho X, Y là các đại lượng ngẫu nhiên rời rạc độc lập lần lượt có bảng phân 
phối xác suất sau: 

X 0                 1                 2 

P 0,5               0,3               0,2 

 

Y 1                               2             

P 0,6                            0,4 

 Lập bảng phân phối xác suất của đại lượng ngẫu nhiên  Z = X.Y. 
 Ta lập bảng sau: 

X\Y 0       1 2 

1 0 1 2 

2 0 2 4 
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 Dựa vào bảng trên ta thấy Z có thể nhận các giá trị: 0, 1, 2, 4. 
 Ta có: 
 P(Z = 0) = P(X = 0).P(Y = 1) + P(X = 0).P(Y = 2) = (0,5).(0,6) + (0,5).(0,4) = 0,5 
 P(Z = 1) = P(X = 1).P(Y = 1) = (0,3).(0,6) = 0,18 
 P(Z = 2) = P(X = 2).P(Y= 1) + P(X = 1).P(Y = 2) = (0,2).(0,6) + (0,3).(0,4) = 0,24 
 P(Z = 4) = P(X = 2).P(Y = 2) = (0,2).(0,4) = 0,08 
 Vậy bảng phân phối xác suất của Z là: 

Z 0              1              2              4 

P   0,5         0,18          0,24         0,08 

 Các tham số đặc trưng: Để tính kỳ vọng và phương sai của Z ta xem Z như là 1 đại 
lượng ngẫu nhiên rời rạc rồi áp dụng các công thức tính đã biết. Hoặc áp dụng các tính 
chất của kỳ vọng và phương sai để tính. 
 Ví dụ 7: Với giả thiết trong ví dụ 6, hãy tính E(Z) và Var(Z). 
  Ta có: 
   E(Z) = = 0.(0,5) + 1.(0,18) + 2.(0,24)+ 4.(0,08) = 0,98 ∑ ii pz

[ ]22 )(ZEpz ii −∑ = . [ ] 46,198,0)08,0.(4)24,0.(2)18,0.(1)5,0.(0 22222 =−+++   Var(Z)=

4.4.4  Hàm của các đại lượng ngẫu nhiên liên tục: 
 Định  nghĩa: Cho đại lượng ngẫu nhiên liên tục X, Y = ϕ(X) là hàm của 1 đại lượng 
ngẫu nhiên liên tục. 
 Hàm mật độ xác suất: Khi đại lượng ngẫu nhiên liên tục X có hàm mật độ xác suất 
f(x), Y = ϕ(X) là hàm khả vi, đơn điệu tăng hoặc giảm, có hàm ngược là X = W(Y). Khi đó 
ta có hàm mật độ xác suất của Y là:  
                             g(y) = f(W(y)).W’(y)  
 Ví dụ 8: Cho đại lượng ngẫu nhiên liên tục X có hàm mật độ xác suất: 

2

2

.
2
1)(

x

exf
−

=
π

. Đại lượng ngẫu nhiên Y được xác định như sau: Y = ϕ(X) = 2X. Tìm hàm 

mật độ xác suất của Y. 

2
YX =  Ta có  Y = 2X là hàm khả vi, luôn tăng và có hàm ngược là: . 

  Suy ra hàm mật độ của Y: 

88
, 22

22
1

2
1..

2
1

2
.

2

yy

eeyyf
−−

==⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

ππ
          g(y) = . 

 Các tham số đặc trưng: 

  E(Y) = ∫ . 
+∞

∞−

dxxfx )()(ϕ
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  Var(Y) = ∫ .  
+∞

∞−

− 22 )]([)(.)]([ YEdxxfxϕ

 Ví dụ 9:  Cho đại lượng ngẫu nhiên liên tục X có hàm mật độ xác suất: 

[ ]⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∉

∈−
=

3,00

]3,0[)3(
9
2

)(
2

x

xxx
xf

  neáu

  neáu                 

 Và Y = . Tính E(Y), Var(Y). )3(6 2 XX −

 Ta có: 

dxxxxx )3)(3(
3
4 232

3

0

−−∫∫ −−
3

0

22 )3(
9
2).3(6 dxxxxx  E(Y) = ∫ = 

+∞

∞−

dxxfx )()(ϕ =  

∫∫ +−=−−−
3

0

5435443
3

0

)
3
4812()339(

3
4 dxxxxdxxxxx             = 

2,16
9
2

5
83

3

0

654 =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +− xxx             = 

  Var(Y) = 22
3

0

2222 )2,16()3(
9
2.)]3(6[)]([)()]([ −−−=− ∫∫

+∞

∞−

dxxxxxxEdxxfxϕ  

99,4944,26243,312

44,262
9
89

7
216216

3

0

9876

=−=

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−= ∫ dxxxxx

                               

4.4.5 Hàm tổng của hai đại lượng ngẫu nhiên liên tục độc lập nhau: 
 Định nghĩa: Cho X, Y là 2 đại lượng ngẫu nhiên liên tục độc lập có hàm mật độ xác 
suất f(x), g(y) và Z = X + Y. Khi đó, hàm mật độ xác suất của Z được xác định như sau: 

   H(z) =   ∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

−=− dyyzfygdxxzgxf )().()().(

 Ví dụ 10: Cho X ∈ R[0,2]; Y ∈ R[0,5] và Z = X + Y. Tìm hàm mật độ xác suất của Z. 
 Ta có: 

[ ]
[ ]⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∉

∈

2,00

2,0
2
1

x

x

   neáu

   neáu X ∈ R[0,2]  ⇒   

[ ]

[ ]⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∉

∈

5,00

5,0
5
1

x

x

     neáu

     neáu Y ∈ R[0,5]  ⇒      

 Hàm mật độ của Z: h(x) =  ∫
+∞

∞−

− dxxzgxf )().(

∫∫∫∫ −=−+−+−=
+∞

∞−

2

02

2

0

0

)(.
2
1)(.0)(.

2
1)(.0 dxxzgdxxzgdxxzgdxxzg                              
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∫ ∫
−

−

=−
2

2

).(
2
1)).((

2
1 z

z

z

z

dttgdttg22
0

−=⇒=
=⇒=

ztx
ztx       Đặt:  t = z – x  ⇒  dt = - dx ⇒  ⇒ h(x) =   

  Xét: 

0.0
2
1

2

=∫
−

z

z

dt .    . z < 0: h(z) = 

   .  ⇔ 0  z < 2: h(z) = 
⎩
⎨
⎧

<−
≥

02
0

z
z

1010
1

5
1

2
1.0

2
1 0

2 0
0

ztdtdt
z

z
z ==+∫ ∫

−

 ≤

   .  ⇔ 2  z < 5: h(z) = 
⎩
⎨
⎧

≥−
<

02
5

z
z

5
1

10
)2(

10
1

5
1

2
1

2
2

=
−−

== −
−
∫

zztdt z
z

z

z

 ≤

   .  ⇔ 5 ≤z < 7: h(x) = 
⎩
⎨
⎧

<−
≥

52
5

z
z

∫∫ +
−

z

z

dtdt
5

5

2

.0
2
1

5
1

2
1  

10
7

10
)2(5

10
1 5

2
zzt z

−
=

−−
== −                                                           

∫
−

=
z

z

dt
2

0.0
2
1   . z – 2  5   ⇔ z ≥  7: h(z) = ≥   

  Vậy: 

⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

≥

<≤
−

<≤

<≤

<

=

70

75
10

7

52
5
1

20
10

00

)(

z

zz

z

zz
z

xf

neáu

neáu

neáu

neáu

neáu

   

   Minh họa đồ thị :        

y = 
10
z  y = 

10
7 z−

5
1  

F(x)  

O x 5 2

Hình 27 

 
BÀI TẬP 
1. Cho X, Y là 2 đại lượng ngẫu nhiên có bảng phân phối xác suất đồng thời như sau:   
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      X -1 0 1  Y 

6
1

6
1

6
1-1 

   

4
1

8
1

8
11 

   
 Hãy tính E(X), E(Y). 
2. Cho X, Y là 2 đại lượng ngẫu nhiên có bảng phân phối xác suất đồng thời như sau:   

      X 
Y -1 0 1 

15
4

15
1

15
4

-1 
   

15
1

15
2

15
10 

   

1 0 
15
2 0 

 
a. Hãy tính E(X), E(Y). 
b. Đại lượng ngẫu nhiên X và Y có độc lập nhau không? 

 
HÀM CÁC ĐẠI LƯỢNG NGẪU NHIÊN 
3. Cho X, Y là 2 đại lượng ngẫu nhiên độc lập nhau có bảng phân phối xác suất như sau: 

X   -3       -1       0       2       3 Y   -2       3       5  
P   0,2     0,1    0,3    0,2    0,2  P   0,3    0,5    0,2 

a. Lập bảng phân phối xác suất của đại lượng ngẫu nhiên X và vẽ đồ thị của nó. 
22 2 −+= YXZb. Lập bảng phân phối xác suất của . 

). c. Tính E(X), E(X + 3Y), Var(4Z), Var( 2X
d. Lập bảng phân phối xác suất của Z = X.Y. Tính E(Z) bằng hai cách. 

4. Tung đồng thời hai khối vuông cân đối và đồng chất mà trên các mặt của khối vuông 
được đánh các số: 1, 1, 1, 2, 3, 4. 

a. Gọi lần lượt là các con số xuất hiện trên mặt của hai khối vuông I và II. Hãy 
lập bảng phân phối xác suất của Y = 

21, XX
. 21 XX +

b. Tính E(Y), Var(Y). 
c. Tìm số lần tung tối thiểu hai khối vuông để có ít nhất một lần con số xuất hiện trên hai 

mặt khối vuông ấy bằng nhau không bé hơn 0,9. 
5. Xạ thủ A có hai viên đạn, xác suất bắn trúng bia là 0,6. Xạ thủ B có 3 viên đạn, ,xác 
suất bắn trúng bia là 0,7. Họ lần lượt thay phiên nhau A bắn 1 viên rồi B bắn 1 viên ... (Tất 
nhiên nếu một người đã ngưng bắn do hết đạn thì ngươi kia bắn liên tiếp không cần chờ đến 
phiên mình) vào một cái bia. Cả hai cùng bắn cho đến khi hoặc hết đạn hoặc bia bị trúng 
đạn mới thôi. Gọi  là số viên đạn A bắn và  là số viên đạn B bắn, . 1X 2X 1232 21 +−= XXX

a. Tìm luật phân phối xác suất của . XXX ,, 21
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b. Tìm luật phân phối xác suất của  trong trường hợp hai người bắn vào hai bia 
khác nhau. 

XXX ,, 21

6. Cho X là đại lượng ngẫu nhiên có phân phối mũ với tham số b = 2. Tìm kỳ vọng và độ 
lệch tiêu chuẩn của đại lượng ngẫu nhiên . XeY −=

7. Cho đại lượng ngẫu nhiên có hàm mật độ xác suất như sau: 

[ ]
[ ]⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∉

∈−
=

0,1  x neáu

0,1  x neáu

0
2
3

)(
a

xf  

a. Tính a. 
b. Lập hàm mật độ xác suất của . 13 2 += XY

8. Giả sử X ∈ B(2;0,4) và Y ∈ B(2;0,7). X và Y là 2 đại lượng ngẫu nhiên độc lập. 
a. Tìm bảng phân phối xác suất của Z = X + Y. 
b. Tính P(X + Y = 4). 
c. Chứng minh rằng Z không có phân phối nhị thức. 

 
Bước học 5: LUẬT SỐ LỚN 
5.1 Bất đẳng thức Markov: 
 Định lý: Nếu X là đại lượng ngẫu nhiên nhận giá trị không âm thì ∀a > 0 ta có: 

a
XEaXP )()( ≤≥                                                 

 Chứng minh: Ta chứng minh trong trường hợp X là đại lượng ngẫu nhiên liên tục có 
hàm mật độ f(x). 

a
XEaXP

aXaPdxxfadxxafdxxxfdxxxfdxxxfdxxxfXE
aaaa

a

)()(

).()()()()()()()(
00

≤≥⇒

≥==≥≥+== ∫∫∫∫∫∫
+∞+∞+∞+∞+∞

 

5.2 Bất đẳng thức Tchebyshev: 
 Định lý: Nếu X là đại lượng ngẫu nhiên có kỳ vọng μ và phương sai  hữu hạn thì ∀ 
ε > 0 bé tùy ý ta có: 

2σ

( ) 2

)(
ε

εμ XVarXP ≤≥− ( ) 2

)(1
ε

εμ XVarXP −>≥−     hay                    

 Chứng minh: 
  Ta thấy (  là đại lượng ngẫu nhiên nhận giá trị không âm. )2μ−X

  Áp dụng bất đẳng thức Tchebyshev với a =  ta được: 2ε

( )[ ] ( )[ ]
22

2
22 )(

εε
μ

εμ XVarXEXP =
−

≤≥−  

( ) 2

)(
ε

εμ XVarXP ≤≥−  Vì ( )  khi và chỉ khi 22 εμ ≥−X εμ ≥−X  nên  

 Chú ý: Bất đẳng thức Markov và Tchebyshev giúp ta phương tiện thấy được giới hạn 
của xác suất khi kỳ vọng và phương sai của phân phối xác suất chưa biết. 
 Ví dụ: Giả sử số sản phẩm được sản xuất của 1 nhà máy trong một tuần là một đại 
lượng ngẫu nhiên với kỳ vọng μ = 50. 
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a) Có thể nói gì về xác suất sản phẩm của tuần này vượt quá 75. 
b) Nếu phương sai của sản phẩm trong tuần này là  = 25 thì có thể nói gì về 

xác suất sản phẩm tuần này sẽ ở giữa 40 và 60. 
2σ

Giải 

3
2

75
50

75
)()75( ==≥>

XEXPa) Theo bất đẳng Markov:      

( )
4
1

100
25

10
1050 2

2

==≤≥−
σxPb) Theo bất đẳng thức Tchebyshev:  

( )
4
3

4
111050)6040( =−><−=<< XPXP         Do đó:  

5.3 Định lý Tchebyshev: 
 Định lý: Nếu các đại lượng ngẫu nhiên  độc lập từng đôi, có kỳ vọng 
hữu hạn và các phương sai đều bị chặn trên bởi số C thì ∀ ε > 0 bé tùy ý ta có: 

nXXX ...,,, 21

1)(11lim
11

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
<− ∑∑

==
∞→

ε
n

i
i

n

i
in

XE
n

X
n

P                                              

( )niaXE i ,1;)( == 11lim
1

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
<−∑

=
∞→

εaX
n

n

i
in

  Đặc biệt, khi  thì  

 Chứng minh: Ta chứng minh trong trường hợp đặc biệt ,)( μ=iXE 2)( σ=iXVar  (i = 
1, 2, . . ., n). Ta có: 

n
XVar

n
XVar

n
X

n
Var

XE
n

X
n

E

n

i
i

n

i
i

n

i
i

n

i
i

n

i
i

2

1
2

1
2

1

11

)(1)(1)1(

,)(1)1(

σ

μ

===

==

∑∑∑

∑∑

===

==  

2

2

1

11
ε
σεμ
n

X
n

P
n

i
i −≥⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
<−∑

=

   Theo bất đẳng thức Tchebyshev: 

1)(11lim
11

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
<− ∑∑

==
∞→

ε
n

i
i

n

i
in

XE
n

X
n

P  Khi n ∞→  ta có:   

 Ý nghĩa: Mặt dù từng đại lượng ngẫu nhiên độc lập có thể nhận giá trị sai khác nhiều 
so với kỳ vọng của chúng, nhưng trung bình số học của một số lớn đại lượng ngẫu nhiên lại 
nhận giá trị gần bằng trung bình số học của các kỳ vọng của chúng. Điều này cho phép ta 
dự đoán giá trị trung bình số học của các đại lượng ngẫu nhiên. 
5.4 Định lý Bernoulli: 
 Định lý: Nếu  là tần số xuất hiện biến cố A trong n phép thử độc lập và p là xác 
suất xuất hiện biến cố A trong mỗi phép thử thì ∀ ε > 0 bé tùy ý ta có 

nf

( ) 1lim =<−
∞→

εpfP nn
                                                  

 Ý nghĩa: Tần suất xuất hiện biến cố trong n phép thử độc lập dần về xác suất xuất 
hiện biến cố trong mỗi phép thử khi số phép thử tăng lên vô hạn.    
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KQHT 3: KHÁI NIỆM TỔNG THỂ VÀ MẪU 
Bước học 1: TỔNG THỂ VÀ MẪU 
1.1 Tổng thể: 
 Khi nghiên cứu một vấn đề, người ta thường quan tâm đến một dấu hiệu nào đó, các 
dấu hiệu này thể hiện trên nhiều phần tử và tập hợp tất cả các phần tử mang dấu hiệu được 
gọi là tổng thể  hay đám đông (population). 
 Ví dụ 1: Khi nghiên cứu về tập hợp gà trong một trại chăn nuôi thì quan tâm đến vấn 
đề trọng lượng của nó. 
 Khi nghiên cứu về chất lượng học tập của sinh viên của một trường thì ta quan tâm 
đến dấu hiệu điểm. 
  Nghiên cứu các trục máy do một máy tự động tiện ra ta chỉ quan tâm đến dấu hiệu độ 
dài đường kính của trục máy, khi đó tổng thể là tập hợp các độ dài đường kính của các trục 
máy…. 

Chú ý: Trong phần này ta sử dụng một số kí hiệu như sau: 
  N: Số phần tử của tổng thể hay kích thước của tổng thể. 
  X*: Dấu hiệu ta quan tâm. 
  xi: Giá trị của dấu hiệu X* đo được trên phần tử thứ i 
  Ni: Tần số của Xi (số phần tử có chung giá trị Xi) 

N
N

P i
i =  Pi: Tần suất của Xi ( ) 

♦ Các tham số đặc trưng của tổng thể: 
 Sự tương ứng giữa các giá trị Xi và tần suất Pi được biểu diễn thành bảng cơ cấu của 
tổng thể như sau: 

Giá trị của X* (xi) x1     x . . . .                x2                n

P Pi 1      P2        . . . .                  Pn

 Khi đó trung bình của tổng thể: 

   ∑
=

=
n

i
ii Pxm

1

 Phương sai của tổng thể:        

                                         ∑
=

−=
n

i
ii Pmx

1

22 )(σ

 Độ lệch tiêu chuẩn của tổng thể:  

∑
=

−==
n

i
ii Pmx

1

22 )(σσ                                   

 Ví dụ 2: Khảo sát điểm số của toàn bộ 5000 bài thi cuối năm ở một trường phổ thông 
trung học ta thu được kết quả như sau: 
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Điểm   0       1        2       3         4        5       6        7      8        9     10 
Số học sinh có điểm 

tương ứng  100    150    300   400    450    850   700   750    750  300   250 
iN

Tần suất  ip 0,02   0,03  0,06   0,08   0,09  0,17   0,14  0,15  0,15  0,06  0,05 
  Khi đó: 

    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( 17,0.509,0.408,0.306,0.203,0.102,0.0
1

+++++==+ ∑
=

k

i
ii pxμ )

( ) ( ) ( ) ( ) ( 05,0.1006,0.915,0.815,0.714,0.6 + )++++                                             
                                    73,5=

    ( ) 2

1

2

1

22 μμσ −=−=+ ∑∑
==

k

i
ii

k

i
ii pxpx

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( 17,0.509,0.408,0.306,0.203,0.102,0.0 222222 +++++= )                                         
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( 222222 73,505,0.1006,0.915,0.815,0.714,0.6 −+++++ )                                            

                                         4,583,3223,38 =−=

( ) 3,24,5
1

22 ==−==+ ∑
=

k

i
ii px μσσ              

1.2 Mẫu: 
Từ tổng thể, ta lấy ra n phần tử và đo lường dấu hiệu X* của chúng. Khi đó, n phần 

tử này lập nên một mẫu và số phần tử của mẫu được gọi là kích thước của mẫu (sample). 
Vì từ mẫu, ta kết luận cho tổng thể nên mẫu phải được chọn một cách khách quan để 

đại diện cho tổng thể. 

Có hai phương pháp lấy mẫu:  

 Lấy có hoàn lại: Lấy từ tổng thể ra một phần tử, xem xét xong trả lại tổng thể rồi 
mới lấy tiếp một phần tử khác để xem xét. Các kết quả ở từng lần lấy sẽ độc lập với nhau. 

 Lấy không hoàn lại: Lấy đồng thời tất cả các phần tử cần xem xét. Khi đó các kết 
quả xem xét được ở mỗi phần tử sẽ phụ thuộc nhau. Tuy nhiên trong nhiều trường hợp 
phương pháp lấy mẫu có hoàn lại khá phức tạp, do đó nếu kích thước tổng thể N rất lớn và 
kích thước mẫu n rất nhỏ (n << N) thì ta có thể thay thế phương pháp lấy mẫu có hoàn lại 
bằng phương pháp lấy mẫu không hoàn lại, tức lấy đồng thời n phần tử. Khi đó các kết quả 
cũng có thể xem như độc lập.  

1.3 Mô hình xác suất của tổng thể và mẫu: 
Từ tổng thể, ta lấy ra một phần tử. Gọi X là giá trị của dấu hiệu X* đo được trên phần 

tử lấy ra. Khi đó, X là đại lượng ngẫu nhiên có bảng phân phối xác suất như sau:  

X x1     x . . . .                x2                n

P P1      P2        . . . .                  Pn

Ta thấy, dấu hiệu X* được mô hình hóa bởi đại lượng ngẫu nhiên X nên X được gọi 
là đại lượng ngẫu nhiên gốc và phân phối xác suất của X được gọi là phân phối gốc. 

♥ Các tham số đặc trưng của đại lượng ngẫu nhiên X: 
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∑
=

=
k

i
ii PxXE

1
)(  ;  ∑

=

−=
n

i
ii PXExXVar

1

2.)]([)(

♥ Mẫu ngẫu nhiên:  
Lấy n phần tử của tổng thể theo phương pháp có hoàn lại để quan sát. Gọi Xi là giá 

trị (dấu hiệu) của X* đo được trên phần tử thứ i (i= 1,..,n), thì X1, X2, .., Xn cũng là các đại 
lượng ngẫu nhiên có cùng phân phối xác suất như đại lượng ngẫu nhiên gốc X. Khi đó, bộ 
(X1, X2, .. , Xn) được gọi là mẫu ngẫu nhiên kích thước n được tạo nên từ đại lượng ngẫu 
nhiên gốc X và kí hiệu:  W  = (XX 1, X2, .. , X ). n

Nếu giả sử Xi nhận giá trị xi thì (x1, x2, .. , xn) được gọi là một mẫu cụ thể của mẫu 
ngẫu nhiên WX

Kí hiệu: wx =  (x1, x2, .. , xn) 
Ví dụ 3: Kết quả điểm môn Toán của một lớp gồm 100 sinh viên cho bởi bảng sau: 

 Điểm     3       4       5       6       7  

Số sinh viên có điểm tương ứng   25     20     40     10       5 

Gọi X là điểm môn toán của một sinh viên được chọn ngẫu nhiên trong danh sách lớp 
thì X là đại lượng ngẫu nhiên có phân phối: 

X    3         4        5        6       7 

P 0,25     0,2     0,4     0,1    0,05 

Chọn ngẫu nhiên 5 sinh viên trong danh sách lớp để xem điểm. Gọi Xi là điểm của 
sinh viên thứ i. Ta có mẫu ngẫu nhiên kích thước n = 5 được xây dựng từ đại lượng ngẫu 
nhiên X. 

 WX =  (X1, X2, .. , X5) 
Giả sử sinh viên thứ  nhất được 4 điểm, thứ hai được 3 điểm, thứ ba được 6 điểm, thứ 

tư được 7 điểm và thứ năm được 5 điểm thì ta được mẫu cụ thể: 
wx =  (4, 3, 6, 7, 5) 

 
Bước học 2: THỐNG KÊ 

 =  (XTrong thống kê, việc tổng hợp mẫu ngẫu nhiên WX 1, X2, .. , Xn) được thực hiện 
dưới dạng hàm G = f(X1, X2, .. , Xn), với X1, X2, .. , Xn là các giá trị của mẫu ngẫu nhiên WX. 
Khi đó G được gọi là một thống kê. Ta có các thống kê như sau: 

2.1 Trung bình của mẫu ngẫu nhiên: 

( )nX XXXW ,...,, 21= Định nghĩa: Trung bình của mẫu ngẫu nhiên  là một thống kê, ký 

hiệu ∑
=

=
n

i
iX

n
X

1

1, được xác định bởi:      X

 Chú ý:  

i) Vì  là các đại lượng ngẫu nhiên nên  cũng là đại lượng ngẫu nhiên . nXXX ,...,, 21 X
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( )nX XXXW ,...,, 21=ii) Nếu mẫu ngẫu nhiên  có mẫu cụ thể  thì ( )nx xxxw ,...,, 21= X  

sẽ nhận giá trị ∑
=

=
n

i
ix

n
x

1

1  và  được gọi là trung bình của mẫu cụ thể . ( )nx xxxw ,...,, 21=x

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=

=

n
XVar

XE
2

)(

)(
σ

μ
 Tính chất: Nếu X có  thì 

⎩
⎨
⎧

=

=
2)(

)(
σ

μ

XVar
XE

 có   X

 Phân phối xác suất của : X

∈ B(n,p). i) Nếu X ∈ B(n,p) thì X

∈ P(a).  ii) Nếu X ∈ P(a) thì X

),(
2

n
N σμiii) Nếu X ∈  thì ∈ . ),( 2σμN X

iv) Nếu X ∈  thì ( )n2χ ( )n2χ∈ . X

2.2 Phương sai của mẫu ngẫu nhiên: 
( )nX XXXW ,...,, 21= Định nghĩa: Phương sai của mẫu ngẫu nhiên  là một thống kê, ký 

hiệu , được xác định bởi: ( )∑
=

−=
n

i
i XX

n
S

1

22 1 , trong đó X2S  là trung bình của mẫu ngẫu 

nhiên. 
 Chú ý:  

i) Vì  là các đại lượng ngẫu nhiên nên cũng là đại lượng ngẫu nhiên. nXXX ,...,, 21
2S

( )nX XXXW ,...,, 21=ii)  Nếu mẫu ngẫu nhiên  có mẫu cụ thể  thì  

sẽ nhận giá trị 

( )nx xxxw ,...,, 21= 2S

(∑
=

−=
n

i
i xx

n
s

1

22 1 ) . Khi đó được gọi là phương sai của mẫu cụ thể 

. 

2s

( )nx xxxw ,...,, 21=

( ) 22 1σ
n

nSE −
= Tính chất:  Nếu X có  thì  có .  2)( σ=XVar 2S

( )nX XXXW ,...,, 21= Phân phối xác suất: Giả sử   là mẫu ngẫu nhiên được xây dựng bởi 
đại lượng ngẫu nhiên gốc X có luật phân phối chuẩn X ∈ . Khi đó: ),( 2σμN

( ) ( )12

1
2

2

2

2

−∈
−

= ∑
=

nXXnS n

i

i χ
σσ

i) . 

( ) ( )nXn

i

i 2

1
2

2

χ
σ

μ
∈

−∑
=

ii) .  

2.3  Phương sai điều chỉnh của mẫu ngẫu nhiên: 
 Định nghĩa: Phương sai điều chỉnh của mẫu ngẫu nhiên  là một 

thống kê, ký hiệu , được xác định bởi: 

( )nX XXXW ,...,, 21=

( )∑
=

−
−

=
−

=
n

i
i XX

n
S

n
nS

1

222

1
1

1
'2'S , trong đó  là 

phương sai của mẫu ngẫu nhiên. 

2S
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 Chú ý:  
i) cũng là đại lượng ngẫu nhiên. 2'S

( )nX XXXW ,...,, 21=ii) Nếu mẫu ngẫu nhiên  có mẫu cụ thể  thì  

sẽ nhận giá trị 

( )nx xxxw ,...,, 21= 2'S

( )∑
=

−
−

=
−

=
n

i
i xx

n
s

n
ns

1

222

1
1

1
' . Khi đó  được gọi là phương sai điều chỉnh 

của mẫu cụ thể 

2's

( )nx xxxw ,...,, 21= . 
( ) 22' σ=SE Tính chất: Nếu X có  thì  có .  2)( σ=XVar 2'S

( )nX XXXW ,...,, 21= Phân phối xác suất: Giả sử   là mẫu ngẫu nhiên được xây dựng 
bởi đại lượng ngẫu nhiên gốc X có luật phân phối chuẩn X ∈ . Khi đó: ),( 2σμN

( ) ( )1'1 2
2

2

−∈
− nSn χ
σ

                                                        

2.4 Độ lệch tiêu chuẩn và độ lệch tiêu chuẩn điều chỉnh: 
( )nX XXXW ,...,, 21= Định nghĩa: Độ lệch tiêu chuẩn của mẫu ngẫu nhiên  là một 

thống kê, ký hiệu , được xác định bởi: ( )∑
=

−==
n

i
i XX

n
SS

1

22 1S , trong đó  là phương 

sai của mẫu ngẫu nhiên. 

2S

 Chú ý:  
i) cũng là đại lượng ngẫu nhiên. S

( )nX XXXW ,...,, 21=ii) Nếu mẫu ngẫu nhiên  có mẫu cụ thể  thì  

sẽ nhận giá trị 

( )nx xxxw ,...,, 21= S

( )∑
=

−==
n

i
i xx

n
ss

1

22 1 . Khi đó được gọi là độ lệch tiêu chuẩn của mẫu cụ 

thể . 

s

( )nx xxxw ,...,, 21=

 Định nghĩa: Độ lệch tiêu chuẩn điều chỉnh của mẫu ngẫu nhiên  là 

một thống kê, ký hiệu ' , được xác định bởi: 

( )nX XXXW ,...,, 21=

( )∑
=

−
−

==
n

i
i XX

n
SS

1

22

1
1''S , trong đó  là 

phương sai điều chỉnh của mẫu ngẫu nhiên. 

2'S

 Chú ý:  
i)  cũng là đại lượng ngẫu nhiên. 'S

( )nX XXXW ,...,, 21=ii) Nếu mẫu ngẫu nhiên  có mẫu cụ thể  thì '  

sẽ nhận giá trị 

( )nx xxxw ,...,, 21= S

( )∑
=

−
−

==
n

i
i xx

n
ss

1

22

1
1'' . Khi đó  được gọi là độ lệch tiêu chuẩn điều 

chỉnh của mẫu cụ thể . 

's

( )nx xxxw ,...,, 21=

Bước học 3: THU THẬP SỐ LIỆU VÀ SẮP XẾP SỐ LIỆU 
Quá trình nghiên cứu thống kê thường trải qua hai khâu: Thu thập số liệu liên quan 

đến nghiên cứu và xử lý số liệu. 
3.1 Thu thập số liệu: 

Dữ liệu thống kê: Là những điều cụ thể của quy luật ngẫu nhiên, nó có thể là quy 
luật của một loạt các phép cân, đong, đo, đếm,…và nó được tập hợp lại để phản ánh một số 
tính chất nào đó của các hiện tượng ngẫu nhiên.  
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3.2 Sắp xếp số liệu: 
Để việc xử lý được thuận lợi ta cần phải sắp xếp lại số liệu. 

 Trường hợp mẫu có kích thước nhỏ: 
Giả sử mẫu có kích thước n và đại lương ngẫu nhiên gốc X nhận các giá trị có thể xi 

(i = 1, …, k) với số lần lặp lại (tần số) ni (i = 1,..,k). Ta thường lập bảng sau: 

x ni i

x n1 1

x n2 2

. . 

. . 
x nk k

 Chú ý rằng:  nn
k

1i
i =∑

=

 Trường hợp mẫu có kích thước lớn: 
Ta chia mẫu thành các khoảng (lớp), trong mỗi khoảng ta chọn một giá trị đại diện. 

Người ta thường chia thành các khoảng đều nhau và chọn giá trị đại diện là giá trị trung 
tâm của khoảng. Ở đây quy ước rằng đầu mút bên phải của mỗi khoảng thuộc khoảng đó 
mà không thuộc khoảng tiếp theo khi tính tần số của mỗi khoảng. 
 Trong thống kê, phương sai điều chỉnh mẫu được tính từ phương sai mẫu theo công 

thức 22

1
' s

n
ns
−

= , độ lệch tiêu chuẩn và độ lêch tiêu chuẩn điều chỉnh mẫu được tính từ 

phương sai và phương sai điều chỉnh mẫu theo công thức 2ss = 2'' ss = và . Vì vậy ta chỉ 
cần quan tâm đến cách tính trung bình mẫu  và phương sai mẫu  mà thôi. x 2s

* Tính trực tiếp: 
 Ta lập bảng tính dạng sau: 

 

    ix in ii xn
2
ii xn

    2
11xn1x 1n 11xn

   2x 22xn  2n 2
22xn

. . . . . . . . . . . . 
   kx kn kk xn  2

kk xn

nn
k

i
i =∑

=1
∑
=

k

i
ii xn

1
∑
=

k

i
ii xn

1

2∑     

 Ta dùng các công thức: 
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( )2
1

22 1 xxn
n

s
k

i
ii −= ∑

=
∑
=

=
k

i
ii xn

n
x

1

1   ,    

 Ví dụ: Số xe hơi bán được trung bình trong một tuần ở mỗi đại lý trong 45 đại lý cho 
bởi: 

Số xe hơi được bán trong 
một tuần / đại lý 

Số xe hơi được bán 
trong một tuần / đại lý 

  in in

5 4 15 1 
3 5 12 2 
1 6 9 3 

  Ta lập bảng sau: 

    ix in ii xn
2
ii xn

15 15 15 1 
48 24 12 2 
81 27 9 3 
80 20 5 4 
75 15 3 5 
36 6 1 6 

∑  n = 45 107 335 

  Ta có: 

38.2
45

107
==x     

( ) 78.1664.5444.738.2
45

335 22 =−=−=s    

* Tính bằng máy tính 
23.3 Thực hành tính các giá trị ,s : x
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KQHT 4: ƯỚC LƯỢNG THAM SỐ CỦA ĐẠI LƯỢNG NGẪU NHIÊN 
Bước học 1: GIỚI THIỆU CÁC PHƯƠNG PHÁP 
1.1 Mô tả phương pháp: 

Giả sử đại lượng ngẫu nhiên X có tham số đặc trưng θ chưa biết. Ước lượng tham số 
θ là dựa vào mẫu ngẫu nhiên W  = (XX 1, X2,..., Xn). Ta chọn thống kê G = θ (X1, X2,..., Xn) để 
ước lượng θ (dự đoán θ). 

Có hai phương pháp để ước lượng:  
1. Ước lượng điểm: Chỉ ra θ = θ0 nào đó để ước lượng. 
2. Ước lượng khoảng: Chỉ ra khoảng (θ1, θ2) chứa θ sao cho P(θ1<θ <θ2) = 1 - α  

(với α là độ tin cậy cho trước) 
1.2 Các phương pháp ước lượng điểm: 

a) Mô tả phương pháp: 
 Ước lượng điểm cho đặc trưng số θ là chỉ ra một giá trị 0θ  (chính xác hoặc gần đúng) 
của θ. Giá trị  được tìm như sau : 0θ

i) Từ đại lượng ngẫu nhiên gốc X ta lập mẫu ngẫu nhiên  kích 
thước n. 

( )nX XXXW ...,,, 21=

ii) Chọn thống kê  thích hợp làm hàm ước lượng cho θ. ( nXXXG .,..,, 21 )
( )nx xxxw ,...,, 21=iii) Thực hiện phép thử ta được mẫu cụ thể , thay thế các giá trị 

 vào hàm ước lượng G, tính được giá trị , là giá trị của thống kê G tương ứng 
với mẫu cụ thể 

nxxx ,...,, 21 0G
( )nx xxxw ,...,, 21= . 

iv) Lấy  là giá trị ước lượng cần tìm của θ. 00 G=θ

b) Các tiêu chuẩn ước lượng: 
 Có thể chọn nhiều hàm ước lượng khác nhau để cùng ước lượng cho đặc trưng số θ, do 
đó có thể tìm thấy nhiều giá trị ước lượng 0θ  khác nhau. Vì vậy, phải có các tiêu chuẩn để 
so sánh các hàm ước lượng. Cùng một tiêu chuẩn so sánh, hàm ước lượng nào cho giá trị 
gần nhất so với θ được coi là tốt hơn. Tuy nhiên, một hàm ước lượng có thể là tốt hơn đối 
với tiêu chuẩn này nhưng không tốt hơn đối với tiêu chuẩn khác nhau. 
 Sau đây là một số tiêu chuẩn để đánh giá các hàm ước lượng: 

i)  Ước lượng không chệch: 
( )nXXXG .,..,, 21 Định nghĩa: Thống kê G =  được gọi là ước lượng không chệch của 

tham số θ nếu E(G) = θ hay . θ=
∞→

)(lim GE
n

 Lưu ý: Nếu E(G) ≠ θ thì G được gọi là ước lượng chệch. 
 Ý nghĩa: Giả sử G là ước lượng không chệch của tham số θ. Ta có: 

E(G - θ) = E(G) – E(θ) = θ - θ = 0 
 Vậy ước lượng không chệch là ước lượng có sai số trung bình bằng 0. 
 Nhận xét:  

i) Trung bình của mẫu ngẫu nhiên X  là ước lượng không chệch của trung bình của 
tổng thể μθ == )(XE  vì μ=)(XE . 
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ii) Phương sai điều chỉnh của mẫu ngẫu nhiên  là ước lượng không chệch của 
phương sai của tổng thể vì . 

2'S
2)( σθ == XVar 22 )'( σ=SE

  Ví dụ 1: Chiều cao của 500 cây lim được cho bởi bảng sau: 
Khoảng chiều cao (mét) Số cây lim 

1 [6,25 – 6,75) 
2 [6,75 – 7,25) 
5 [7,25 – 7,75) 
11 [7,75 – 8,25) 
18 [8,25 – 8,75) 
9 [8,75 – 9,25) 
3 [9,25 – 9,75) 
1 [9,75 – 10,25) 

  Gọi X là chiều cao của cây lim. 
a) Hãy chỉ ra ước lượng điểm cho chiều cao trung bình của các cây lim. 
b) Hãy chỉ ra ước lượng điểm cho độ tản mát của các chiều cao cây lim so với chiều 

cao trung bình. 
( )75,875,7 ≤≤= XPpc) Gọi . Hãy chỉ ra ước lượng điểm cho p. 

  Ta lập bảng tính: 
   Chọn  5,0;5,80 == hx

5,0
5,80

0
0 −

=
−

= ii
i

x
h

xxu   Thực hiện phép biến đổi  

−ix 1+ix in iu iiun0
ix 2

iiun      
16 -4 -4 6,5 1 [6,25 – 6,75) 
18 -6 -3 7,0 2 [6,75 – 7,25) 
20 -10 -2 7,5 5 [7,25 – 7,75) 
11 -11 -1 8 11 [7,75 – 8,25) 
0 0 0 8,5 18 [8,25 – 8,75) 
9 9 1 9 9 [8,75 – 9,25) 

12 6 2 9,5 3 [9,25 – 9,75) 
9 3 3 10 1 [9,75 – 10,25) 

∑ 50    -13 95 

  Ta có: 26,0
50
13

−=−=u . Suy ra: 

( ) 37,85,826,0.5,00 =+−=+= xuhx                  

( ) ( ) ( ) 4581,026,0
50
955,01 222

1

22222 =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−=⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−== ∑

=

uun
n

hshs
k

i
iiu                  

684,04674,0'4674,04581,0
49
50

1
' 22 ≈=⇒==

−
=⇒ ss

n
ns             

a) Chiều cao trung bình được ước lượng là 8,37 mét. 
b) Độ tản mát được ước lượng là s’ = 0,684 mét. 
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c) Trong 50 quan sát đã có 11 + 18 = 29 quan sát cho chiều cao cây lim thuộc khoảng 
[7.5–8.5). 

58,0
50
29* ==p .    Vậy ước lượng điểm cho p là 

ii) Ước lượng hiệu quả: 
 Nhận xét: Giả sử G là ước lượng không chệch của θ, tức là E(G) = θ. Theo bất đẳng 
thức Tchebyshev, ta có:   

( ) 2

)(1)(
ε

ε GVarGEGP −><−    

( ) 2

)(1
ε

εθ GVarGP −><−  Vì θ=)(GE  nên  

( )εθ <−GP  Ta thấy nếu Var(G) càng nhỏ thì  càng gần 1. Do đó ta sẽ chọn G sao 
cho Var(G) nhỏ nhất. 
       Định nghĩa: Ước lượng không chệch G được gọi là ước lượng hiệu quả của tham số θ 
nếu G có phương sai Var(G) nhỏ nhất trong các ước lượng không chệch của θ. 
  Như vậy ước lượng hiệu quả của θ là ước lượng không chệch mà các giá trị tính 
được thông qua ước lượng đó với nhiều mẫu cụ thể khác nhau có mật độ tập trung nhất 
xung quanh θ. 
 Định lý Ramer – Rao: Giả sử đại lượng ngẫu nhiên X có hàm mật độ xác suất f(x,θ), 
trong đó θ là 1 đặc trưng số của X và G là 1 ước lượng không chệch của θ, khi đó: 

                    

[ ]
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

≥
2)(ln.

1)(

θ
xfEn

GVar          

 Bất đẳng thức được gọi là bất đẳng thức Gramer – Rao, cho biết cận dưới của 
phương sai các ước lượng không chệch. 
 Chú ý: Nếu G là ước lượng không chệch của θ, G có phương sai thỏa mãn dấu bằng 
trong bất đẳng thức Gramer – Rao thì G là ước lượng hiệu quả của θ. 

( )2,σμNX ∈ Nhận xét: Nếu đại lượng ngẫu nhiên gốc X có luật phân phối chuẩn  thì 
trung bình mẫu là ước lượng hiệu quả của kỳ vọng E(X) = μ. 

( )
n

XVar
2σ

=⇒⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∈= ∑

= n
NX

n
X

n

i
i

2

1

,1 σμ       Thật vậy, ta biết 

  Mặt khác, do X có phân phối chuẩn nên nếu f(x) là hàm mật độ xác suất của X thì: 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−=
2

exp
2

1)(

2

σ
μ

πσ

x

xf     

  Ta có: 
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   [ ]

'2'

2

22
1ln)(ln

2

μμ

σ
μ

σ
μ

πσμ
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−
=

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=
∂

∂
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

− x

exf
x

 

( )[ ] 22

'2
2 )1)(.(2.

2
1

2
1

σ
μμ

σ
μ

σ μ
−

=−−−=−−=
xxx                         

   [ ] ( )
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
⇒ 4

22

2

2

..)(ln.
σ
μ

σ
μ

μ
xEnxEnxfEn  

( )[ ] 2
2

4
2

4 ..
σ

σ
σ

μ
σ

nnxEn
==−=                                              

   
[ ] nnxfEn

2

2

2

1

)(ln.

1 σ

σμ

==

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
⇒  

  Suy ra: ( )
[ ]

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
=

2
)(ln

1

μ
xfnE

XVar  

  Vậy:  là ước lượng hiệu quả của E(X) = μ. X
iii) Ước lượng vững: 

( )nXXXG .,..,, 21 Định nghĩa: Thống kê G =  được gọi là ước lượng vững của tham số θ 
nếu ( ) 1lim =<−

∞→
εθGP

n
. 

  Như vậy, G là 1 ước lượng vững của θ nếu sự kiện sai số tuyệt đối nhỏ tùy ý trở 
thành như chắc chắn. 
 Định lý: Nếu θ=

∞→
)(lim GE

n
 và  thì G là ước lượng vững của θ. 0)(lim =

∞→
GVar

n

 Hay nói cách khác G là 1 ước lượng vững của θ nếu G là ước lượng không chệch và 
có phương sai giảm dần về 0 
 
Bước học 2: ƯỚC LƯỢNG CÁC THAM SỐ 
2.1 Mô tả phương pháp: 

( 21, )θθ Giả sử tổng thể có tham số θ chưa biết. Ta tìm khoảng  chứa θ sao cho 
αθθθ −=<< 1)( 21P  cho trước (α khá nhỏ). 

 Phương pháp thường dùng như sau: 
i) Từ đại lượng ngẫu nhiên gốc lập mẫu ngẫu nhiên kích thước n . ( )nX XXXW ...,,, 21=

( )θ,.,..,, 21 nXXXGG =ii) Chọn 1 thống kê G thích hợp chứa θ:  có luật phân phối xác 
định và không phụ thuộc vào θ. 

iii) Với α khá nhỏ cho trước ta tìm được 1 cặp  sao cho: 21, αα ααα =+ 21 . Xác định 
các phân vị : , . 

21
, αα GG 1)(

1
αα =< GGP 2)(

2
αα => GGP
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  Khi đó ta có: 
                                     ααααα −=−−=<< − 11)( 211 21

GGGP    

 21

Trong trường hợp đặc biệt 
221
ααα ==  ta có: ααα −=<<

−
1)(

2
1

2

GGGP       (1) 

Bằng phép biến đổi tương ứng đưa bất đẳng thức trên về dạng: αθθθ −=<< 1)( 21P  

iv) Thực hiện phép thử ta được mẫu cụ thể ( )nx xxxw ,...,, 21= , ta tính được giá trị cụ thể 
của 21 , θθ . Khi đó ( )21;θθ  là khoảng ước lượng cần tìm của θ. 

 * Một số khái niệm được sử dụng trong phần này: 
 Khoảng ( )21,θθ  được gọi là khoảng ước lượng. 

 Số α được gọi là mức ý nghĩa. 
 1 - α được gọi là độ tin cậy. 
 21 θθ −  được gọi là độ dài của khoảng ước lượng. 

 Thông thường, khoảng tin cậy là khoảng đối xứng ( ) ( )εθεθθθ +−= 0021 ,, , trong 
đó 0θ  là ước lượng điểm của tham số θ, ε được gọi là độ chính xác (bán kính hay sai số) của 
ước lượng và khi đó độ dài khoảng  ước lượng là 2ε. 
2.2 Ước lượng trung bình: 

Giả sử tổng thể có trung bình E(X) = m chưa biết, ước lượng trung bình là ta chỉ ra 
khoảng (m1 , m2) chứa m sao cho xác suất P(m1< m < m2) = 1 - α 
 Từ X lập mẫu ngẫu nhiên ( )nX XXXW ...,,, 21=  và xét các trường hợp sau: 

Ta xét 3 trường hợp: 
i) Var(X) = σ2 đã biết và n ≥ 30 (n < 30 và X có phân phối chuẩn ) 

Chọn thống kê:  )1,0(~).( NnmXU
σ
−

=   

 Trong đó: . m = E(X) chưa biết, 
             . )(XVar=σ  đã biết, 
      . n là kích thước mẫu, 
       . X  là thống kê nhận giá trị bằng trung bình mẫu. 
      . N(0,1): phân phối chuẩn tắc.  
Từ (1) ta có: 

α−1α
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     ( )
α

σ αα −=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
<

−
=<

−
1

2
1

2

UnmXUUP   

2
1,

2
αα

− Trong đó:  lần lượt là phân vị chuẩn tắc mức xác suất . 
2

1
2

, αα
−

UU

 nên:  Vì phân vị chuẩn có tính chất 
2

1
2

αα
−

−= UU

     ασσ
αα −=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+<<−

−−
1

2
1

2
1 n

UXm
n

UXP   

( )nx xxxw ,...,, 21= , tính được  Thực hiện phép thử để có được mẫu cụ thể x  và dựa vào 
công thức trên, ta tìm được khoảng ước lượng (m1, m2) của m với độ tin cậy α−1 , trong đó: 

 ;            ε−= xm1 ε+= xm2   

n
U σε α

2
1−

=              với độ chính xác ε  là:      

  Ví dụ 1: Khối lượng sản phẩm là đại lượng ngẫu nhiên X có luật phân phối chuẩn, 
biết rằng phương sai  = 4g. Kiểm tra 25 sản phẩm, tính được trung bình mẫu  = 20g. x2σ

a) Ước lượng trung bình của khối lượng sản phẩm với độ tin cậy 95%. 
b) Nếu cho bán kính của ước lượng g4,0=ε  thì độ tin cậy của ước lượng là bao 

nhiêu? 
c) Với bán kính ước lượng , muốn có độ tin cậy %951 =−αg4,0<ε  thì phải kiểm tra 

ít nhất bao nhiêu sản phẩm? 
Giải 

a) Đặt m = E(X) chưa biết. 
( )

)1,0(N
nmX

U ∈
−

=
σ

 Chọn thống kê  để ước lượng trung bình m, trong đó: g2=σ , n 

= 25 , . gx 20=

975,0
2

1025,0
2

=−⇒=⇒
αα   Độ tin cậy 1 - α = 95% = 0,95 ⇒ α = 0,05  

 Do đó: ( ) 78,0
5
296,1

25
2

975.0
2

1
====

−
U

n
U σε α  

  Suy ra: 78,2078,020;22,178,020 21 =+==−= mm
 Vậy: khoảng ước lượng trung bình khối lượng sản phẩm với độ tin cậy 95% là (19.22g 
; 20.78g). 

b) Với ε = 0,4g, sử dụng công thức: 

  
n

U σε α
2

1−
=  

  84,0
2

1
994,01

2
25).4,0( UnU =≈===⇒

− σ
ε

α  

  32,016,0
2

84,0
2

1 =⇒=⇒=−⇒ ααα  
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  ⇒ 1 - α = 0,68 
 Vậy: độ tin cậy là 68%. 

975,0
2

1 =−⇒
αc)  Với ε < 0,4g, 1 - α = 95% = 0,95 . 

 Từ công thức trên, suy ra: 

  04,96
)4,0(

4.)96,1(
)4,0(

2.. 2
2

2

2
2

975,02

2
2

975,0 ==>= UUn
ε
σ  

.  Vì n là số nguyên ⇒ n > 97  97min =⇒ n
 Vậy phải kiểm tra ít nhất 97 sản phẩm. 
 Nhận xét: Công thức độ chính xác cho thấy độ tin cậy 1 - α càng lớn thì bán kính ε 
càng lớn, do đó khoảng ước lượng ( - ε;x x + ε) cho giá trị thông tin thấp. Kết quả câu b cho 
thấy nếu giảm bán kính ε thì khoảng ước lượng ( - ε;x x + ε) có giá trị thông tin cao nhưng 
độ tin cậy của ước lượng giảm xuống. Như vậy, muốn có bán kính ε nhỏ và độ tin cậy 1 - α  
lớn thì tăng kích thước mẫu (kết quả câu c). 

ii) Var(X) = σ2 chưa biết và n ≥ 30 

)1,0(~
'
).( N

S
nmXU −

=Chọn thống kê:   

2Trong trường hợp n ≥ 30, ta dùng ước lượng S’  thay cho σ2

Lập luận hoàn toàn tương tự như trên. Khi đó, ta cũng tìm được các khoảng ước 

lượng là ),(),( 21 εε +−= xxxx  

n
sU '

γε =với  

2
1 αγ −=là phân vị chuẩn mức  γU

 Ví dụ 2: Khảo sát chiều cao của cây cùng độ tuổi thu được kết quả như sau : 

Chiều cao (cm) Số cây 

3 < 180 
12 180 – 190 
35 190 – 200 
70 200 – 210 
62 210 – 220 
32 220 – 230 

6 > 230 

 220 

  Ước lượng trung bình μ của chiều cao cây với độ tin cậy 99%. 
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( )
'S

nmXU −
= Chọn thống kê:   ∈ N(0,1) để ước lượng trung bình m. 

  Trong đó: . n = 220, 
                 . X , S’ lần lượt là thống kê nhận giá trị trung bình mẫu và độ lệch tiêu 
chuẩn điều chỉnh mẫu. 
  Khoảng ước lượng trung bình m là (m1, m2)  trong đó : 

n
sU '.

2
1 αε
−

=             ε−= xm1   ;    ε+= xm2    với       

  Với mẫu cho trong bảng trên, các khoảng chiều cao được thay thế bởi điểm giữa, 
riêng khoảng <180 được thay thế bởi 175cm, còn khoảng >230 được thay thế bởi 235cm. Ta 
tính được = 208,455cm, s’=12,233. x

995,0
2

1 =−⇒
α

2
α

⇒ = 0,005    Với độ tin cậy: 1 - α = 99%  ⇒ α = 0,01 

  Do đó:  125,2
220
233,12).576,2('.995.0 ===

n
sUε  (cm) 

 (cm)   Suy ra:   206,33  2,125 -208,4551 ==m

 (cm)       210,58  2,125 208,4552 =+=m

  Vậy: khoảng ước lượng trung bình chiều cao của cây với độ tin cậy 99% là (206,33 
cm ; 210,58 cm). 

iii) Var(X) = σ2 chưa biết và n < 30, X có phân phối chuẩn  

( ) )1(
'

−∈
−

= nT
S

nmXT     Chọn thống kê:  

  Trong đó:  . m = E(X) chưa biết. 
      . n: kích thước mẫu. 
      . X , S’ lần lượt là các thống kê nhận giá trị bằng trung bình mẫu và độ 
lệch tiêu chuẩn điều chỉnh mẫu. 
      . T(n – 1): phân phối Student bậc tự  do (n–1). 
 Từ (1) ta có: 

     ( )
ααα −=⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
<

−
=< −−

−
1

'
)1()1(

2
1

2

nn T
S

nmXUTP   

 Trong đó: )1()1(
2

1
2

, −−
−
nn TT αα  lần lượt là phân vị Student, bậc tự do (n - 1), mức xác 

suất 
2

1,
2

αα
− . 

 nên ta có:  Vì phân vị Student có tính chất )1()1(
2

1
2

−−
−

−= nn TT αα

     ααα −=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+<<− −−

−−
1''

)1()1(
2

1
2

1 n
STXm

n
STXP nn   
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( )nx xxxw ,...,, 21= Thực hiện phép thử để có được mẫu cụ thể , tính được x , s' và ta tìm 
được khoảng ước lượng (m1; m2) của m với độ tin cậy α−1 , trong đó: 

n
sT n
'

)1(
2

1
−

−
= αε     ε−= xm1  ;       ε+= xm2    với độ chính xác ε  là:     

 Ví dụ 3: Lượng chi phí 1 loại nguyên liệu cho đơn vị sản phẩm là đại lượng ngẫu nhiên 
X có luật phân phối chuẩn. khảo sát 25 sản phẩm tính được trung bình mẫu x  = 50g, độ 
lệch tiêu chuẩn điều chỉnh s’ = 8,25g. Hãy ước lượng trung bình m của chi phí nguyên liệu 
với độ tin cậy 95%. 

( )
'S

nmXT −
=  Chọn thống kê:  ∈ T(n – 1) để ước lượng trung bình m. 

   Trong đó: 
    .  n: kích thước mẫu. 
    .  X , S’ lần lượt là thống kê nhận giá trị bằng trung bình mẫu, độ lệch tiêu chuẩn 
điều chỉnh mẫu. 
  Khoảng ước lượng cho trung bình m là (m1; m2) trong đó : 

( )
n

sT n
'.1

2
1

−
−

= αε             ε−= xm1  ;       ε+= xm2    với       

975,0
2

1 =−⇒
α  Với mẫu có n = 25,  = 50g, s’ = 8,25g và 1 - α = 95%  x

406,3
5
25,8).064,2(

25
25,8).(24975,0 ===⇒ Tε  (g)       

 (g)   Suy ra: 594,46406,3501 =−=m

               (g) 406,53406,3502 =+=m

  Vậy: khoảng ước lượng trung bình của m với độ tin cậy 95% là (46,594g;53,406g). 
2.3 Ước lượng tỉ lệ: 

Bài toán: Giả sử tổng thể có hai loại phần tử, tỉ lệ phần tử có tính chất A là p chưa 
biết. Ước lượng tỉ lệ phần tử có tính chất A là tìm ra khoảng (f1, f ) chứa p sao cho P(f2 1< p 
< f ) = 1 - α 2

Phương pháp:  
- Từ đại lượng ngẫu nhiên X, ta lập mẫu ngẫu nhiên WX = (X1, X2, . . . , Xn) có kích 

thước n và tính tỉ lệ f các phần tử có tính chất A. 

)1,0(~).( N
pq

npfU −
=  - Chọn thống kê  

 Trong đó: . p là tỉ lệ chưa biết, 
           . q = 1 – p, 
           . n : kích thước mẫu khá lớn, 
           . f: thống kê nhận giá trị bằng tỉ lệ phần tử có tính chất A trong mẫu. 

),(),( 21 εε +−= ffff  và với mẫu cụ thể, ta tìm được khoảng ước lượng là  
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n
ffU )1( −

= γεTrong đó   

2
1 αγ −=là phân vị chuẩn mức  γU

2

2 )1(.
ε

γ ffU
n

−
=

)1( ff
nU
−

= εγ ,   Từ công thức trên ta có: 

1
)1(.

2

2

+
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ −
=

ε
γ ffU

nKhi cần n chẵn, có:  

Ví dụ 4: Kiểm tra 100 sản phẩm từ lô hàng thì thấy có 20 phế phẩm.  
a) Ước lượng tỉ lệ của lô hàng với độ tin cậy 99% 
b) Nếu muốn độ tin cậy chính xác khi ước lượng ε = 0,04 thì độ tin cậy của ước lượng 

là bao nhiêu? 
c) Nếu muốn độ tin cậy là 99% và độ chính xác là 0,04 thì cần điều tra bao nhiêu sản 

phẩm?   
Giải 

100
20 = 0,2.  a) Ta có: n = 100, f = 

)1,0(~100).( N
pq

pfU −
=Xét .  

2
αTa có: 1 -α = 0,99 ⇒α = 0,01⇒ γ  = 1 - = 0,995. Tra bảng phân vị chuẩn, ta có: 

= 2,576. γU

1,0
100

8,0.2,0.576,2)1(
==

−
=

n
ffU γε  

f1 = f - ε  = 0,2 – 0,1 = 0,1. 
f2 = f + ε  = 0,2 + 0,1 = 0,3. 
Vậy khoảng tin cậy là: (0,1 ; 0,3) 

1
8.0.2,0

100.04,0
)1(2

1
==

−
=

− ff
nU εαb)  

2
α = 0,84  1 - Ta tìm được: 1 - α = 0,68. ⇒

Vậy độ tin cậy là 68%. 

2
αc) Ta có: 1 - α = 0,99 ⇒α = 0,01 1 - ⇒ = 0,995. Tra bảng phân vị chuẩn, ta có: 

= 2,576. γU
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6641
)04,0(

8,0.2,0.)576,2(1
)1(.

2

2

2

2

=+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=+

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ −
=

ε
γ ffU

n  Do đó: 

Vậy: n = 664. 
2.4 Ước lượng về phương sai: 
 Đại lượng ngẫu nhiên X có luật phân phối chuẩn trong đó phương sai 

 chưa
),( 2σμNX ∈

 2)( σ=XVar biết. Cho số α khá nhỏ, ước lượng phương sai  với mức ý nghĩa α là 
chỉ ra khoảng (

2σ
) sao cho: ασσσ −=<< 1)( 21P . 21,σσ

( )nX XXXW ...,,, 21= Từ X lập mẫu ngẫu nhiên  và xét các trường hợp sau: 

a. Trường hợp 1: Biết E(X) = μ. 

( )
)(2

1
2

2
2 n

n

i

iX χ
σ
μ

χ ∈
−

= ∑
=

 Chọn thống kê:   

  Trong đó: . : phân phối khi bình phương bậc tự do n. )(2 nχ

 Từ (1) ta có: 

     ( ) αχ
σ

μχχ αα −=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
<

−
=<

−=
∑ 1)()( 2

2
11

2

2
22

2

nn
n

i

iXP   

 Trong đó:  lần lượt là phân vị khi bình phương, bậc tự do n, mức xác suất )(),( 2

2
1

2

2

nn αα χχ
−

2
1,

2
αα

− . 

( ) ( )
α

χ

μ
σ

χ

μ

αα

−=

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

<<
− ∑∑

=

−

= 1
)()( 2

2

1

2

2
2

2
1

1

2

nn

n

i
i

n

i
i XX

P Hệ thức trên được biến đổi thành:   

 Thực hiện phép thử để có được mẫu cụ thể ( )nx xxxw ,...,, 21= , tính được  

và dựa vào công thức ta tìm được khoảng ước lượng 

( )∑
=

−
k

i
ii nx

1

2μ

( )2
2

2
1 ,σσ  của  với độ tin cậy α−12σ , 

trong đó:  

( )

)(2

2
1

1

2

2
1 n

k

i
ii nx

αχ

μ
σ

−

=
∑ −

=  ;  
( )

)(2

2

1

2

2
2 n

k

i
ii nx

αχ

μ
σ

∑
=

−
=                                    

 Ví dụ 5: Kiểm tra 25 sản phẩm của một công ty sản xuất thức ăn đóng gói ta được kết 
quả sau: 

Trọng lượng (g) 195           100           205 

Số sản phẩm   5              18              2  

  Biết trọng lượng trung bình μ = 200g. Hãy ước lượng sai của trọng lượng các sản 
phẩm với độ tin cậy 90%. 
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( )
)(2

1
2

2
2 n

n

i

iX χ
σ

μχ ∈
−

= ∑
=

  Chọn thống kê:  

  Từ số liệu trên ta có bảng sau: 

   ix in200−ix

195 -5 5 
200 0 18 
205 5 2 

  Ta tính được:  ( ) 175200 2 =−∑ ii nx

95,0
2

105,0
2

1,0 =−⇒=⇒=⇒
ααα    Độ tin cậy 1 - α = 90% = 0,9 

  Tra bảng ta được: 
                                611,14)25()( 2

05.0
2

2

== χχα n

                                           652,37)25()( 2
95.0

2

2
1

==
−

χχ α n

  Suy ra: 

                      
( )

65,4
652,37

175200

)25(2
95.0

2
2
1

==
∑ −

=
χ

σ ii
nx

 

                                    
( )

98,11
611,14

175200

)25(2
05,0

2
2
2

==
∑ −

=
χ

σ ii
nx

 

  Vậy: khoảng ước lượng của σ  với độ tin cậy 90% là: (4,65  ; 11,98 ) 2g 2g

b. Trường hợp 2: E(X) chưa biết. 

)1(2
2

2
2 ')1(

−∈
−

= n
Sn χ

σ
χ Chọn thống kê:   

  Trong đó: 
   . n: kích thước mẫu. 
   . : thống kê nhận giá trị bằng phương sai điều chỉnh của mẫu. 2'S

   . :phân phối khi bình phương bậc tự do n – 1. )1(2 −nχ

 Từ (1) ta có: 

( ) αχ
σ

χχ αα −=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
<

−
=< −−

−
1'1

)1()1( 2

2
12

2
22

2

nn
SnP                                

Xác suất thống kê                                                                       Trang 103 



Trường Đại học Trà Vinh                                                                                QT7.1/PTCT1-BM-7 

 Trong đó  và )1(2

2

−nαχ )1(2

2
1

−
−

nαχ  lần lượt là phân vị khi bình phương, bậc tự do   (n -1), 

mức xác suất 
2

1 α
−

2
α  và . 

  Hệ thức trên được biến đổi thành: 

( ) ( )
α

χ
σ

χ αα

−=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

<<
−

−−
−

1'1'1
)1()1( 2

2

2
2

2

2
1

2

nn

SnSnP                               

( )nx xxxw ,...,, 21=  Thực hiện phép thử để có được mẫu cụ thể , tính được  và dựa vào 
công thức ta tìm được khoảng ước lượng 

2's
( )2

2
2
1 ,σσ  của phương sai với độ tin cậy   1 - α  là 

, trong đó: 

2σ

( )
)1(2

2

2
2
2

'1
−

−
=

n

sn

αχ
σ( )

)1(2

2
1

2
2
1

'1
−

−

−
=

n

sn

αχ
σ   ;                            

 Ví dụ 6: Với giả thuyết đã cho trong ví dụ 6 ở trên, hãy ước lượng phương sai 
 với độ tin cậy 95%. 2)( σ=XVar

( )
)1(2

2

2
2 '1

−∈
−

= n
Sn χ

σ
χ  Chọn thống kê: , có luật phân phối khi bình phương bậc tự do 

n – 1, để ước lượng cho . 2σ

   Trong đó: . n: là kích thước mẫu, 
                .  là thống kê nhận giá trị bằng phương sai điều chỉnh mẫu. 2'S

( )2
2

2
1 ,σσ  Khoảng ước lượng  với độ tin cậy 1 - α  là , trong đó: 2σ

( )
)1(2

2

2
2
2

'1
−

−
=

n

sn

αχ
σ( )

)1(2

2
1

2
2
1

'1
−

−

−
=

n

sn

αχ
σ   ;                         

975,0
2

1 =−⇒
α  Với mẫu đã cho có n = 25, s’= 8,25g, độ tin cậy 1 - α = 95% , ta có: 

    
( ) .497,41

364,39
)25,8.(24)25,8.(24 2

2
795,0

2
2
1 24

===
χ

σ  

    
( ) .723,131

401,12
)25,8.(24)25,8.(24 2

2
025,0

2
2
2 24

===
χ

σ  

  Tóm lại, khoảng ước lượng phương sai với độ tin cậy 95% là (41,497g2;131,723g2). 
 
BÀI TẬP 
ƯỚC LƯỢNG ĐIỂM 
1. Theo dõi số áo thun thể thao bán được ở một cửa hàng bán dụng cụ thể thao trong ngày 
trong một tháng (30 ngày), ta có kết quả sau: 

Số áo bán được 12   14    18    21    25    28 
Số ngày  1      4     7      9      4      5 
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a) Hãy ước lượng không chệch cho số áo thun trung bình bán được trong ngày. 
b) Nếu ta qui ước những ngày bán được không quá 15 cái áo là ngày “ế hàng”, hãy ước 

lượng không chệch cho tỉ lệ những ngày ế hàng. 
Số cây Trọng lượng (g) 2. Để tìm hiểu số lượng mũ cao su mỗi cây cao su cho 

ta trong một ngày trong năm đầu khai thác (tính bằng g), 
ghi nhận ở 100 cây ta có kết quả sau: 

200 – 210 2 
210 – 220 8 

a) Hãy ước lượng không chệch cho lượng mũ trung 
bình mỗi cây cho trong ngày. 

220 – 230 14 
230 – 240 30 

b) Hãy ước lượng không chệch cho độ biến động của 
lượng mũ đó. 240 – 250 25 

250 – 260 12 c) Giả sử ta qui định những cây cho một ngày trên 
220g mũ là cây loại I, còn lại là cây loại II. Hãy ước 
lượng không chệch cho tỉ lệ cây loại II.  

260 – 270 9 

3. Quan sát thu nhập của một số người ở một công ty ta có kết quả cho ở bảng sau: 
Số 

người 
Số 

người Thu nhập (ngàn đồng/tháng) Thu nhập (ngàn đồng/tháng) 

500 – 550 5 750 – 800 47 
550 – 600 9 800 – 850 24 
600 – 650 12 850 – 900 18 
650 – 700 35 900 – 950 6 
700 – 750 6 950 - 1000 3 

a) Tìm ước lượng không chệch cho thu nhập trung bình trong một tháng của một người ở 
công ty này. 

b) Những người có thu nhập trên 800 ngàn đồng/tháng là những ngưới có thu nhập cao. 
Tìm ước lượng không chệch những ngưới có thu nhập cao. 
 
ƯỚC LƯỢNG KHOẢNG 
4. Trọng lượng của các trái cây ở một nông trường là đại lượng ngẫu nhiên có phương sai 
400 . Cân thử 100 trái cây của nông trường đó ta có kết quả sau: 

2g

 
Trọng lượng (g) Số trái Trọng lượng (g) Số trái 

35 – 55 3 115 – 135 20 
55 – 75 10 135 – 155 6 
75 – 95 25 155 – 175 1 
95 – 115 35 

a) Hãy ước lượng trọng lượng trung bình của các trái cây ở nông trường với độ tin cậy 
99%. 

b) Nếu độ chính xác của ước lượng là 2,35g thì độ tin cậy của ước lượng là bao nhiêu? 
c) Với độ chính xác của ước lượng bé hơn 2,35g và độ tin cậy 99% thì phải cân thêm ít 

nhất bao nhiêu trái? 
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5. Một kỹ sư nông nghiệp muốn ước lượng tỉ lệ nảy mầm của một loại hạt giống. Người 
kỹ sư đó đem gieo thử 1000 hạt giống thì thấy có 640 hạt nảy mầm. 

a) Hãy ước lượng khoảng tin cậy 90% cho tỉ lệ những hạt nảy mầm. 
b) Nếu muốn có độ tin cậy 90% và bán kính ước lượng không vượt quá 0,02 thì cần lấy 

mẫu có kích thước bé nhất là bao nhiêu? 
6. Mức hao phí nhiên liệu cho một đơn vị sản phẩm là đại lượng ngẫu nhiên X có luật 
phân phối chuẩn. Quan sát 28 sản phẩm thu được kết quả sau: 

Lượng nhiên liệu hao phí (g) 19     19,5     20     20,5 
Số sản phẩm   5        6       14       3 

Với độ tin cậy 90% hãy ước lượng phương sai của X trong hai trường hợp sau: 
a) Biết E(X) = 20g. 
b) E(X) chưa biết. 

7. Ở một nhà máy dệt, kiểm tra một số tấm vải (dài 30m), thấy kết quả như sau: 
Số khuyết tật/tấm Số tấm Số khuyết tật/tấm Số tấm 

0 8 4 30 
1 20 5 25 
2 12 6 15 
3 40 

a) Hãy ước lượng số khuyết tật trung bình của mỗi tấm vải với độ tin cậy 95%. 
b) Nếu độ chính xác của ước lượng là 0,14 (khuyết tật) thì độ tin cậy của ước lượng là 

bao nhiêu? 
c) Với độ chính xác của ước lượng là bé hơn 0,14, độ tin cậy 95% thì phải kiểm tra thêm 

ít nhất bao nhiêu tấm vải nữa. 
 

d) ếu gọi vải loại I là loại ở mỗi tấm vải có không quá 2 khuyết tật, hãy ước lượng tỉ lệ 
vải loại I với độ tin cậy 99%. 
8. Kiểm tra ngẫu nhiên khối lượng của 28 sản phẩm cùng loại do một máy sản xuất, ta thu 
được kết quả sau: 

Khối lượng (kg) Số sp  
Biết rằng khối lượng sản phẩm có luật phân phối chuẩn. 3,9 – 3,94 2 

a) Với độ tin cậy 0,95 hãy tìm khoảng ước lượng của khối 
lượng trung bình của sản phẩm. 

3,94 – 3,98 7 
3,98 – 4,02 10 

b) Những sản phẩm có khối lượng lớn hơn 4,02 kg được 
xem là sản phẩm loại I. Hãy ước lượng cho tỉ lệ sản phẩm loại I 
với mức ý nghĩa 1%. 

4,02 – 4,06 6 
4,06 – 4,1 3 

c) Hãy ước lượng phương sai của khối lượng sản phẩm do máy sản xuất độ tin cậy 95%. 
9. Để nghiên cứu nhu cầu của một loại hàng ở một khu vực người ta tiến hành điều tra về 
nhu cầu của mặt hàng đó ở 400 gia đình. Kết quả điều tra cho ở bảng sau: 
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Giả sử khu vực đó có 4000 hộ gia 
đình. 

Nhu cầu 
(kg/tháng) 

Số gđ Nhu cầu 
(kg/tháng) 

Số gđ 

a) Ước lượng nhu cầu trung 
bình về mặt hàng này của khu vực 
trong một năm với độ tin cậy 95%. 

<1 10 4 – 5 78 
1 – 2 35 5 – 6 31 

b) Khi ước lượng nhu cầu trung 
bình về mặt hàng này của khu vực 
trong một năm, nếu ta muốn có độ tin cậy đạt được 95% và độ chính xác 4,8 tấn thì cần 
điều tra về nhu cầu mặt hàng này ở bao nhiêu hộ gia đình. 

2 – 3 86 6 – 7 18 
3 – 4 132 7 - 8 10 

10. Giả sử trái cây của nông trường đã được đóng thành sọt, mỗi sọt có 10 trái. Kiểm tra 50 
sọt được kết quả như sau: 

Số trái hỏng/sọt Số sọt Số trái hỏng/sọt Số sọt 
0 0 6 4 
1 2 7 7 
2 3 8 0 
3 7 9 0 
4 20 10 1 
5 6 

a) Tìm ước lượng khoảng cho tỉ lệ trái cây hỏng trong nông trường với độ tin cậy 95%. 
b) Tìm ước lượng khoảng cho tỉ lệ trái cây hỏng trung bình ở mỗi sọt với mức ý nghĩa 

5%. 
c) Tìm ước lượng khoảng tin cậy cho phương sai của tỉ lệ trái cây hỏng ở mỗi sọt với độ 

tin cậy 95%. Biết tỉ lệ trái cây hỏng trung bình E(X) = 40%. 
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KQHT 5: KIỂM ĐỊNH GIẢ THUYẾT THỐNG KÊ 
Bước học 1: GIỚI THIỆU CÁC KHÁI NIỆM 
1.1 Các khái niệm: 
1.1.1  Bài toán kiểm định trên giả thiết thống kê: 
 Giả thiết thống kê là dự đoán về : 

 Tham số đặc trưng của đại lượng ngẫu nhiên, như: giả thiết về trung bình, 
phương sai, tỉ lệ. 

 Luật phân phối xác suất của đại lượng ngẫu nhiên, chẳng hạn, giả thiết đại lượng 
ngẫu nhiên có luật phân phối chuẩn. 

 Tính độc lập của hai đại lượng ngẫu nhiên, chẳng hạn, giả thiết đại lượng ngẫu 
nhiên X độc lập với đại lượng ngẫu nhiên Y. 
 Giả sử đại lượng ngẫu nhiên X có tham số đặc trưng θ chưa biết. Giả thiết về θ được 
phát biểu (H) : θ = , kèm theo đối thiết (H0θ ) là một và chỉ một trong các trường hợp sau: 
θ > , θ < , θ ≠ . 0θ 0θ 0θ

 Kiểm định giả thiết thống kê là kết luận giả thiết (đối thiết) đúng hay sai dựa trên số 
liệu mẫu ngẫu nhiên. Kết luận nói trên thường đúng với xác suất khá lớn và có thể sai với 
xác suất khá nhỏ. 
1.1.2 Sai lầm loại I và sai lầm loại II: 
 Giả thiết liên quan đến toàn tổng thể. Nhưng việc ta chỉ căn cứ vào một mẫu cụ thể để 
kết luận chấp nhận hay bác bỏ giả thiết (H) theo cách như trên có thể dẫn đến sai lầm. Có 
hai loại sai lầm: 

a) Sai lầm loại I: bác bỏ giả thiết trong khi (H) đúng. 
b) Sai lầm loại II: chấp nhận giả thiết trong khi (H) sai. 

 Hai loại sai lầm này có tính chất đối kháng, tức là muốn hạn chế khả năng phạm sai 
lầm loại I, ta có xu hướng làm tăng khả năng phạm sai lầm loại II và ngược lại. Vì muốn 
hạn chế sai lầm loại I ta có xu hướng dè dặt trong việc bác bỏ và sẽ có khuynh hướng dễ dãi 
trong việc chấp nhận. Khi đó lại dễ phạm sai lầm loại II. Còn muốn giảm sai lầm loại II, ta 
dè dặt trong việc chấp nhận và dẫn đến dễ dãi trong việc bác bỏ. Điều này làm cho nguy cơ 
phạm sai lầm loại I tăng lên! Tức là: 

P(sai lầm loại I) ↓ ⇒ P(sai lầm loại II)↑ 
P(sai lầm loại II) ↓ ⇒ P(sai lầm loại I)↑. 

 (Tất nhiên có một cách làm giảm cả hai xác suất sai lầm nếu tăng kích thước mẫu n 
lên. Nhưng khi đó chi phí cũng tăng lên và đôi khi ta không phải trực tiếp làm ra được số 
liệu). 
 Giải quyết mâu thuẫn này bằng cách nào? 
 Thực ra sai lầm loại I và loại II rất tương đối, nó không có sẵn từ đầu, mà chỉ xác định 
khi ta đã đặt giả thiết. Chẳng hạn đối với một bác sĩ khám bệnh, ông ta có thể sai phải một 
trong hai tình huống sai lầm sau: 

i/. Người có bệnh, sau khi thử nghiệm, ông kết luận không có bệnh. 
ii/. Người không bệnh, sau khi thử nghiệm, ông kết luận: nhập viện! 

 Sai lầm nào là loại I? Sai lầm nào là loại II? Tất nhiên là chưa thể nói được. 
 Nếu bác sĩ đặt giả thiết (H): “người này có bệnh” thì trường hợp i) là sai lầm loại I 
còn ii) là sai lầm loại II. Còn nếu bác sĩ đặt giả thiết (H): “người này không bệnh” thì 
trường hợp i) là sai lầm loại II còn ii) là sai lầm loại I. 
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  Nên đặt giả thiết thế nào? 
 Muốn vậy người ta phải xem xét sai lầm nào quan trọng hơn, tức là khi phạm phải sẽ 
chịu tổn thất lớn hơn, thì ta sẽ đặt bài toán để sai lầm đó là loại I. 
 Chẳng hạn bác sĩ điều trị bệnh lao phổi. Đó là bệnh mà nếu phát hiện để điều trị gần 
như chắc chắn sẽ khỏi, còn nếu không được phát hiện kịp thời để điều trị thì bệnh sẽ nặng 
dần và dẫn đến tử vong. Khi đó sai lầm i) "có bệnh bảo không" là quan trọng hơn, nó có thể 
dẫn đến tử vong, còn sai lầm ii) "không bệnh bảo có" cũng gây tổn hại, nhưng ít tổn hại 
hơn sai lầm i). Vì vậy với trường hợp này ta nên đặt giả thiết (H): “người này có bệnh”. 
1.1.3  Mức ý nghĩa α: 
 Sau khi đã đặt bài toán và xác định được sai lầm loại I, ta phải đưa qui tắc kiểm định 
sao cho sai lầm loại I không vượt quá một số α nhỏ không đáng kể nào đó. 
  P(sai lầm loại I) ≤ α. 
 α bằng bao nhiêu được xem là nhỏ không đáng kể? Điều đó còn tuỳ thuộc vào mức 
độ quan trọng của sai lầm này, α được gọi là mức ý nghĩa của tiêu chuẩn. 
 Trên cơ sở đảm bảo được mức ý nghĩa α, ta sẽ cố gắng hạn chế thấp nhất có thể được 
xác suất phạm sai lầm loại II.  
1.2 Phương pháp kiểm định giả thiết thống kê: 
 Các bước kiểm định một giả thiết thống kê với mức ý nghĩa α khá nhỏ được tiến hành 
như sau: 

i/. Thành lập giả thiết (H) và đối thiết ( ) căn cứ vào yêu cầu thực tế. H
ii/. Chọn thống kê G( ) thích hợp sao cho: nếu giả thiết (H) đúng thì thống 

kê G có luật phân phối xác định. Thống kê G được gọi là tiêu chuẩn kiểm định cho giả thiết 
(H). 

nGGG ,...,, 21

iii/.  Dựa vào luật phân phối xác suất của G, tìm miền  sao cho: αW

 P(G ∈ / (H) đúng) = α   αW

 Như vậy:   P(G ∉ ) = 1 - α    αW

 Miền αW  được gọi là miền bác bỏ của giả thiết (H) và được thành lập dựa vào các 
phân vị của G, sẽ được chỉ ra trong các bài toán kiểm định cụ thể. 
 Số 1 - α được gọi là độ tin cậy của ước lượng. 

iv/.  Dựa vào mẫu cụ thể kích thước n, tính các thông số của mẫu cần thiết, thay thế vào 
thống kê G tính được giá trị  và gọi là giá trị quan sát thực tế hay giá trị thực nghiệm 
của thống kê G tương với mẫu. 

0G

v/. Kết luận về giả thiết (H) và đối thiết ( ): H
 Nếu G ∈ W

 

  

α  thì giả thiết (H) bị bác bỏ, đối thiết ( ) được chấp nhận. H
 Nếu G ∉ Wα  thì chấp nhận giả thiết (H), khi đó đối thiết ( ) bị bác bỏ. H

 Như vậy, việc chấp nhận hay bác bỏ giả thiết (H) và đối thiết (H ) phụ thuộc vào 
mức ý nghĩa α (hay độ tin cậy 1 - α) cho trước. Cùng một tiêu chuẩn kiểm định G và cùng 
một số liệu mẫu, giả thiết được chấp nhận hay bác bỏ tuỳ thuộc vào độ tin cậy 1 - α. 
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Bước học 2: KIỂM ĐỊNH CÁC THAM SỐ 
 
2.1 Kiểm định về trung bình: 

Giả sử đại lượng ngẫu nhiên X có trung bình E(X) = m chưa biết. Ta đưa ra giả thuyết 
để kiểm định là H: m = m

 

  

0 và các đối thuyết tương ứng là : m ≠ mH 0 

hoặc : m < mH 0  hoặc : m > mH 0 

Ta xét 3 trường hợp: 
i). Trường hợp 1: Var(X) = σ2 đã biết và n ≥ 30 (hoặc n < 30, X có phân phối chuẩn ) 

σ
nmX

U
)( 0−

=Chọn thống kê:  

Nếu H đúng thì U có phân phối chuẩn hóa, tức là U ~ N(0,1). 
 theo các đối thuyết như sau: Với mức ý nghĩa α cho trước, ta tìm được miền bác bỏ Wα

);();(
2

1
2

1
+∞∪−−∞=

−−
ααα UUWNếu : m ≠ mH 0 thì   

);( 1 αα −−−∞= UW: m < mNếu H 0 thì  

);( 1 +∞= −αα UWNếu : m > mH 0 thì  

σ
nmxU )( 0

0
−

=Với mẫu cụ thể, ta tính được giá trị quan sát là:  

Kết luận: Nếu U0∈Wα thì bác bỏ giả thuyết H, chấp nhận đối thuyết  H

     Nếu U0 ∉ Wα  thì chấp nhận giả thuyết H, bác bỏ đối thuyết  H

 Ví dụ 1: Khối lượng sản phẩm của đại lượng ngẫu nhiên X có trung bình qui định m 
= 100g, độ lệch chuẩn σ = 0,8g. Sau một thời gian sản xuất, người ta nghi ngờ khối lượng 
sản phẩm có xu hướng tăng lên. Kiểm tra 60 sản phẩm tính được trung bình mẫu x  = 
100,2g. 

a) Với độ tin cậy 95%, hãy kết luận về nghi ngờ trên.  
b) Câu hỏi tương tự với độ tin cậy 99%. 
c) Với độ tin cậy lớn nhất có thể được là bao nhiêu để kết luận điều nghi ngờ nói 

trên là đúng? 
Giải 

a) Xét giả thiết (H): m = 100g. Đối thiết ( ): m > 100g. H

σ
nm )0−

=
X(U Chọn thống kê  làm tiêu chuẩn kiểm định cho giả thiết (H).

 Trong đó: σ = 0,8g,  = 100g, n = 60; X0m : thống kê nhận giá trị bằng trung bình 
mẫu kích thước n. 
 Nếu giả thiết (H) đúng thì U ∈ N(0,1). 
 Độ tin cậy 95% nên 1 - α = 0,95. 

( ) ( ) ( )∞+=+∞=+∞= − .645,1,, 95.01 UUW αα .  Miền bác bỏ: 
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Với mẫu đã cho có: n = 60,  = 100,2g, ta có giá trị quan sát thực tế của U là: x

( ) ( ) 93,1
8,0

601002,1000
0 =

−
=

−
=

σ
nmxU   

( )H⇒ Giả thiết (H) bị bác bỏ, chấp nhận đối thiết  Kết luận: αWU ∈0  đúng. Vậy, 
điều nghi ngờ khối lượng sản phẩm tăng lên là đúng. 

b) Lời giải tương tự câu a) nhưng độ tin cậy 99% nên 1 - α = 0,95 
( ) ( ) ( )∞+=+∞=+∞= − ,.326,2,, 99.01 UUW αα .  Ta có miền bác bỏ là: 

 Kết luận:  nên chấp nhận giả thiết (H), bác bỏ đối thiết ( ). αWU ∉0 H

Vậy, điều nghi ngờ khối lượng tăng lên là sai. 
c) Để kết luận điều nghi ngờ khối lượng tăng lên là đúng thì phải bác bỏ được giả 

thiết (H), nghĩa là: ( )+∞= − ,1 αα UW = 1,93 ∈ . 0U

 Tìm giá trị 1 - α lớn nhất có thể được để α−1U  < 1,93. Dựa bảng phân vị chuẩn tắc, ta 
có 1 - α  = 0,973.   
ii) Trường hợp 2: Var(X) = σ2 chưa biết và n ≥ 30 

'
)( 0

S
nmXU −

=Chọn thống kê:  

Nếu H đúng thì U có phân phối chuẩn hóa tức là U ~ N(0,1). 
Với mức ý nghĩa α cho trước, ta tìm được miền bác bỏ Wα tương ứng với các đối 

thuyết giống như trường hợp 1. 

'
)( 0

0 s
nmxU −

=  Với mẫu cụ thể, ta tính được giá trị quan sát là:   

Kết luận: Giống như trường hợp 1 
iii) Trường hợp 3: Var(X) = σ2 chưa biết và n < 30, X có phân phối chuẩn . 

'
)( 0

S
nmXT −

=  Chọn thống kê: 

Nếu H đúng thì U có phân phối Student với n -1 bậc tự do, T ~ T(n-1) 
Với mức ý nghĩa α cho trước, ta tìm được miền bác bỏ Wα tương ứng với các đối thuyết 
như sau: 

);();(
2

1;1
2

1;1
+∞∪−−∞=

−−−−
ααα nn

ttWNếu : m ≠ m

 

  

H 0 thì   

);( 1;1 αα −−−−∞= ntWNếu : m < mH 0 thì  

);( 1;1 +∞= −− αα ntWNếu : m > mH 0 thì  

'
)( 0

0 s
nmxt −

=Với mẫu cụ thể, ta tính được giá trị quan sát là:    
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Kết kuận: Nếu t

 

  

0 ∈ Wα thì bác bỏ giả thuyết H, chấp nhận đối thuyết  H

       Nếu t0 ∉ Wα thì chấp nhận giả thuyết H, bác bỏ đối thuyết  H

Ví dụ 2: Độ dài chi tiết máy là đại lượng ngẫu nhiên X có luật phân phối chuẩn. Kiểm 
tra 28 sản phẩm thu được số liệu như sau: (đơn vị tính cm) 
   20,10 20,05 20,03 19,98 20,00 20,02 20,01 
   20,00 20,02 19,99 19,97 20,02 19,99 19,96 
   19,97 20,00 20,00 20,02 20,03 19,97 20,00 
   20,01 20,04 19,99 20,03 20,02 20,00 20,04 
 Với độ tin cậy 95%, có thể cho rằng trung bình độ dài chi tiết máy bằng 20cm hay 
không? 
Giải 
 Xét giả thiết (H): m = 20cm. Đối thiết ( ): m ≠ 20cm. H

'
0 )

S
nm−

=
X(T  làm tiêu chuẩn kiểm định cho giả thiết (H).     Chọn thống kê: 

 Trong đó:  = 20, n = 28, X0m , s’: lần lượt là các thống kê nhận giá trị bằng trung 
bình mẫu và độ lệch tiêu chuẩn điều chỉnh mẫu. 
Nếu  giả thiết (H) đúng thì T có luật phân phối Student bậc tự do n – 1 = 27, T ∈ T(27). 

975,0
2

1 =−
α .  Độ tin cậy 95% nên 1 - α = 0,95 suy ra 

 Miền bác bỏ:  

( ) ( ) ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+∞⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−∞−= −−

−−
,, 11

2
1

2
1

nn TTW ααα U                

( )( ) ( )( )+∞−∞−= ,, 2727 975.0975.0 TT U                     
( ) ( )+∞−∞−= ,052,0052,2, U                     

  Với mẫu đã cho: n = 28, x  = 20,01cm, s’= 0,024cm. Ta có giá trị thực nghiệm của 
T tương ứng với mẫu là: 

205,2
024,0

28)
==

20 - (20,01T0  

( )H⇒ Giả thiết (H) bị bác bỏ, đối thiết   Kết luận: αWT ∈0  được chấp nhận. Vậy, 
không thể cho rằng trung bình độ dài chi tiết máy bằng 20cm. 

Ví dụ 3: Một nhóm người nghiên cứu tuyên bố rằng trung bình một người vào siêu 
thì X tiêu hết 140 nghìn đồng. Chọn ngẫu nhiên 50 người mua hàng, tính được số tiền trung 
bình họ tiêu là 154 nghìn đồng với độ lệch tiêu chuẩn điều chỉnh của mẫu là s’=62. Với 
mức ý nghĩa 0,02 hãy kiểm định xem tuyên bố của nhóm người nghiên cứu có đúng hay 
không? 

Ví dụ 4: Trọng lượng của các bao gạo là đại lượng ngẫu nhiên X có phân phối 
chuẩn với trọng lượng trung bình là E(X) = 50 kg. Sau một khoảng thời gian hoạt động, 
người ta nghi ngờ trọng lượng các bao gạo có thay đổi. Cân thử 25 bao và thu được kết 
quả như sau: 
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X (khối lượng) ni (số bao) 

48 – 48,5 2 

48,5 – 49 5 

49 – 49,5 10 

49,5 – 50 6 

50 – 50,5 2 

Hãy kết luận điều nghi ngờ nói trên. 
2.2 Kiểm định về tỉ lệ: 

Giả sử tổng thể có hai loại phần tử (phần tử có tính chất A và không có tính chất A). 
Gọi p là tỉ lệ phần tử có tính chất A của tổng thể. Ta đưa ra giả thuyết về kiểm định H: p = 
p0. Khi đó, H sẽ nhận một trong các đối thuyết tương ứng là: 

: p ≠ pH 0 

hoặc : p < p

 

  

H 0  hoặc : p > pH 0

00

0 )(
qp

npfU −
=Chọn thống kê  

Nếu H đúng thì U có phân phối chuẩn hóa tức là U ~ N(0,1). 
Với mức ý nghĩa α cho trước, ta tìm được miền bác bỏ Wα tương ứng với các đối 

thuyết như sau: 
);();(

2
1

2
1

+∞∪−−∞=
−−
ααα UUW: p ≠ pNếu H 0 thì   

);( 1 αα −−−∞= UW: p < pNếu H 0 thì  

);( 1 +∞= −αα UW: p > pNếu H 0 thì  

00

0
0

)(
qp

npfU −
=Với mẫu cụ thể, ta tính được giá trị quan sát là:  

Trong đó f là tỉ lệ phần tử có tính chất A. 

Kết kuận: Nếu U0 ∈ Wα thì bác bỏ giả thuyết H, chấp nhận đối thuyết  H

       Nếu U0 ∉ Wα thì chấp nhận giả thuyết H, bác bỏ đối thuyết  H

 Ví dụ 5: Tỉ lệ phế phẩm của máy là p = 5%. Sau khi cải tiến kỹ thuật, kiểm tra 400 
sản phẩm có 12 phế phẩm. Với độ tin cậy 99%, có thể kết luận việc cải tiến kỹ thuật có hiệu 
quả hay không? 

( )H  Xét giả thiết (H): p = 0,05. Đối thiết : p < 0,05. 
( )

pq
npfU −

=  làm tiêu chuẩn kiểm định giả thiết (H).   Chọn thống kê: 
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  Trong đó: 0p  = 0,05,  = 1 – 0,05 = 0,95, n = 400, f là thống kê nhận giá trị bằng 
tỉ lệ mẫu. 

0q

  Độ tin cậy 99% nên 1 - α = 0,99. 
( ) ( )326,2,, 99,. −∞−=−∞−= UWα .   Miền bác bỏ: 

03,0
400
12

==f  Với mẫu có kích thước n = 400 và tỉ lệ mẫu . Ta có giá trị quan sát 

thực tế của U là: 
( )

( )( )
835,1

95,005,0
40005,003,0

0 −=
−

=U                                     

( )H  Kết luận:  Chấp nhận giả thiết (H), bác bỏ đối thiết ⇒∉ αWU0 . Vậy, chưa thể 
cho rằng việc cải tiến kỹ thuật có hiệu quả. 
2.3 Kiểm định về phương sai: 

Giả sử đại lượng ngẫu nhiên X có phân phối chuẩn với phương sai Var(X) = σ2 
chưa biết. Ta đưa ra giả thuyết để kiểm định H: σ2 = σ2

0. Khi đó, H sẽ nhận một trong các 
đối thuyết tương ứng là: 

 

  

H : σ2 ≠ σ2
0 

hoặc H : σ2 < σ2
0 hoặc H : σ2 > σ2

0

2
0

2
2 ')1(

σ
χ sn −

=Chọn thống kê  

Nếu H đúng thì  có phân phối  ~  (n -1). 2χ 2χ 2χ

Với mức ý nghĩa α cho trước, ta tìm được miền bác bỏ Wα tương ứng với các đối 
thuyết như sau: 

);();( 2

2
1;1

2

2
;1

+∞∪−∞=
−−−
ααα χχ

nn
WNếu H : σ2 ≠ σ2

0  thì   

Nếu H : σ2 < σ2
0  thì  );( 2

;1 αα χ −−∞= nW

Nếu H : σ2 > σ2
0  thì  );( 2

1;1 +∞= −− αα χ nW

2
0

2
2
0

')1(
σ

χ sn −
=  Với mẫu cụ thể, ta tính được giá trị quan sát là: 

Kết kuận: Nếu χ2
0 ∈ Wα  thì bác bỏ giả thuyết H, chấp nhận đối thuyết  H

       Nếu χ2
0 ∉ Wα  thì chấp nhận giả thuyết H, bác bỏ đối thuyết  H

 Ví dụ 6: Khối lượng sản phẩm do hệ thống máy sản xuất là đại lượng ngẫu nhiên X 
có luật phân phối chuẩn, phương sai Var(X) = 15 . Sau một thời gian sản xuất, người ta 
nghi ngờ rằng khối lượng các sản phẩm được sản xuất ra không ổn định. Kiểm tra 25 sản 
phẩm, tính được phương sai điều chỉnh . Với độ tin cậy 99%, hãy kết luận về nghi 
ngờ trên. 

2g

22 26' gs =

( ) 22 15: gH >σ  Xét giả thiết (H): . Đối thiết . 22 15g=σ
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( )
2
0

2
2 '1

σ
χ Sn −

=  Chọn thống kê:  làm tiêu chuẩn kiểm định cho giả thiết (H). 

  Trong đó: , n = 25,  là thống kê nhận giá trị bằng phương sai điều 
chỉnh mẫu. 

22
0 15g=σ 2'S

  Nếu giả thiết (H) đúng thì có luật phân phối khi bình phương bậc tự do n - 1 = 
24,  

2χ
)24(22 χχ ∈

  Với độ tin cậy 99% nên 1 - α = 0,99 
( )( ) ( )( ) ( )+∞=+∞=+∞= −− ,98,42,, 241 2

99,0
2
1 χχ αα nW    Miền bác bỏ:  

  Với mẫu cụ thể có n = 25, . Ta có giá trị quan sát thực tế của  là: 2χ26'2 =s

( ) ( )( ) 6,41
15

26.125'1
2
0

2
2
0 =

−
=

−
=

σ
χ sn                 

( )H  Kết luận:  Chấp nhận giả thiết (H), bác bỏ đối thiết ⇒∉ αχ W2
0 .Vậy, điều nghi 

ngờ là sai. 
2.4 Kiểm đinh về sự bằng nhau của hai trung bình: 
 Giả sử hai đại lượng ngẫu nhiên X và Y độc lập có luật phân phối chuẩn với hai tham 
số trung bình E(X) và E(Y) chưa biết. 

( )H Xét giả thiết (H): E(X) = E(Y). Đối thiết  là một và chỉ một trong các trường hợp 
sau: E(X) > E(Y), E(X) < E(Y), E(X) ≠ E(Y). 
 Với số α khá nhỏ, hãy kiểm định giả thiết (H) với mức ý nghĩa α. 
 Ta có các trường hợp sau: 
1. Trường hợp 1:  

 bieátñaõ   Var(Y) ,  Var(X) sai Phöông 2
Y

2
X σσ == . 

( ) ( )
YX nYnX YYYWXXXW ,...,,,,...,, 2121 == Lập mẫu ngẫu nhiên  đối với X và Y. 

 Thống kê được chọn làm tiêu chuẩn kiểm định cho giả thiết (H) là: 

( )

Y

Y

X

X

nn

YEXEYXU
22

)()(
σσ

+

−−−
=                                      

 Trong đó: + YX , : lần lượt là các thống kê nhận giá trị bằng trung bình mẫu của đại 
lượng ngẫu nhiên X và Y. 
              + : lần lượt là kích thước mẫu của đại lượng ngẫu nhiên X và Y. YX nn ,

              + : lần lượt là phương sai của đại lượng ngẫu nhiên X và Y. 22 , YX σσ

Y

Y

X

X

nn

YXU
22 σσ

+

−
=Nếu giả thiết (H) đúng thì  có luật phân phối chuẩn tắc: U ∈ N(0,1). 
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( ) ( )
YX nynx yyywxxxw ,...,,,,...,, 2121 == Với mẫu cụ thể  của đại lượng ngẫu nhiên X và 

Y, tính được yx,  lần lượt là trung bình mẫu cụ thể của đại lượng ngẫu nhiên X và Y. Ta có 
giá trị quan sát thực tế của thống kê U tương ứng với mẫu cụ thể là: 

Y

Y

X

X

nn

yxU
220

σσ
+

−
=                                                 

 được thành lập theo dạng U như sau:  Miền bác bỏ αW

( )+∞= − ,1 αα UW Nếu ( ) có dạng E(X) > E(Y) thì . H

( )αα −−∞−= 1, UW Nếu ( ) có dạng E(X) < E(Y) thì .        H

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+∞⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−∞−=

−−
,,

2
1

2
1

ααα UUW U Nếu ( ) có dạng E(X) ≠ E(Y) thì:   H

 Ví dụ 7: Trọng lượng sản phẩm do hai nhà máy sản xuất là đại lượng ngẫu nhiên có 
luật phân phối chuẩn và có cùng độ lệch tiêu chuẩn là kg1=σ . Với mức ý nghĩa α = 0,05, 
có thể xem trọng lượng trung bình của sản phẩm do hai nhà máy sản xuất ra là như nhau 
hay không? Nếu cần thử 25 sản phẩm của nhà máy A ta tính được kgx 50= , cân 20 sản 
phẩm của nhà máy B thì tính được . kgy 6,50=

 Gọi trọng lượng của nhà máy A là X, trọng lượng của nhà máy B là Y. 
  Ta có X, Y là các đại lượng ngẫu nhiên có luật phân phối chuẩn. 
  Và  1)()( == YVarXVar

( )H  Xét giả thiết (H): E(X) = E(Y). Đối thiết : E(X) ≠ E(Y). 

Y

Y

X

X

nn

YEXEYXU
22

))()((
σσ

+

−−−
=  làm tiêu chuẩn kiểm định cho giả thiết (H).  Chọn thống kê: 

  Trong đó: + YX, : lần lượt là các thống kê nhận giá trị bằng trung bình mẫu của 
đại lượng ngẫu nhiên X và Y. 
                    + : lần lượt là kích thước mẫu của đại lượng ngẫu nhiên X và Y. YX nn ,

               + : lần lượt là phương sai của đại lượng ngẫu nhiên X và Y. 22 , YX σσ

Y

Y

X

X

nn

YXU
22 σσ

+

−
=  Với giả thiết (H) đúng thì  có luật phân phối chuẩn tắc. 

96,1975,0
2

1 =⇒=−⇒ α
α U  Với mức ý nghĩa α = 0,05  

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+∞⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−∞−=

−−
,,

2
1

2
1

ααα UUW U  Miền bác bỏ:   

( ) ( )+∞−∞−= ,96,196,1, U( ) ( )∞+−∞−= 975.0975.0, UU U                                                    
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  Với mẫu cụ thể có = 25, = 20, , Xn Yn kgy 6,50=kgx 50= , ta tính được giá trị quan 
sát thực tế của U là: 

2

20
1

25
1

6,5050
220 −=

+

−
=

+

−
=

Y

Y

X

X

nn

yxU
σσ

                           

( )H  Kết luận:  bác bỏ giả thiết (H), chấp nhận đối thiết ⇒∈ αWU0 . Vậy trọng 
lượng trung bình của sản phẩm sản xuất ở hai nhà máy là khác nhau.                         
2. Trường hợp 2: 

      
⎩
⎨
⎧

≥≥ .30,30 YX n n maãu thöôùc Kích
 bieát,chöa Var(Y) Var(X), sai Phöông

( ) ( )
YX nYnX YYYWXXXW ,...,,,,...,, 2121 ==  đối với X và Y.  Lập mẫu ngẫu nhiên 

 Thống kê được chọn làm tiêu chuẩn kiểm định cho giả thiết (H) là: 

( )

Y

Y

X

X

n
S

n
S

YEXEYXU
22 ''

)()(

+

−−−
=                                         

 Trong đó: + YX, : lần lượt là các thống kê nhận giá trị bằng trung bình mẫu của đại 
lượng ngẫu nhiên X và Y. 
              + : lần lượt là kích thước mẫu của đại lượng ngẫu nhiên X và Y. YX nn ,

              + : lần lượt là thống kê nhận giá trị bằng phương sai điều chỉnh mẫu 
của đại lượng ngẫu nhiên X và Y. 

22 ',' YX SS

Y

Y

X

X

n
S

n
S

YXU
22 ''

+

−
= Nếu giả thiết (H) đúng thì  có luật phân phối chuẩn tắc: U ∈ N(0,1). 

( ) ( )
YX nynx yyywxxxw ,...,,,,...,, 2121 == Với mẫu cụ thể  của đại lượng ngẫu nhiên X và 

Y, tính được 22 ',',, YX ssyx  lần lượt là trung bình, phương sai điều chỉnh của mẫu cụ thể của 
đại lượng ngẫu nhiên X và Y. Ta có giá trị quan sát thực tế của thống kê U tương ứng với 
mẫu cụ thể là: 

Y

Y

X

X

n
s

n
s

yxU
220
''

+

−
=                                                 

 được thành lập theo dạng U giống (5 - 3) của trường hợp 1.  Miền bác bỏ αW

 Ví dụ 8: Theo một tài liệu của viện nghiên cứu phát triển gia cầm thì hai giống gà X 
và Y có trọng lượng trung bình ở 3 tháng tuổi là như nhau. Ta nuôi thử mỗi giống 100 con 
và ở 3 tháng tuổi cân lại ta tính được kết quả tương ứng là: 
             2222 1876',1937,1628',1825 gsgygsgx YX ====

  Hãy căn cứ vào mẫu đó cho nhận xét về tài liệu trên với mức ý nghĩa 1% 
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( )H Xét giả thiết (H): E(X) = E(Y). Đối thiết : E(X) ≠ E(Y). 

( )

Y

Y

X

X

n
S

n
S

YEXEYXU
22 ''

)()(

+

−−−
=  làm tiêu chuẩn kiểm định cho giả thiết (H).  Chọn thống kê: 

  Trong đó: + = 100, = 100. Xn Yn

   + YX , , : lần lượt là các thống kê nhận giá trị bằng trung bình mẫu, 
phương sai điều chỉnh mẫu của đại lượng ngẫu nhiên X và Y. 

22 ',' YX SS

Y

Y

X

X

n
S

n
S

YXU
22 ''

+

−
=  có luật phân phối chuẩn tắc.   Nếu giả thiết (H) đúng thì 

2
α  Mức ý nghĩa 1% nên α = 0.01 ⇒ 1 -  = 0,995. 

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
+∞⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−∞−=

−−
,,

2
1

2
1

ααα UUW U ( ) ( )∞+−∞−= 995.0995.0, UU U  Miền bác bỏ:  

( ) ( )+∞−∞−= ,576,2576,2, U                                                    

 Với mẫu đã cho có = 100, = 100, ,

 

  

Xn Yn gx 1825= gy 1937= , , . 
Ta có giá trị thực tế của U là: 

22 1628' gs X =
22 1876' gs Y =

25

100
1876

100
1628

19731825
'' 220 −=

+

−
=

+

−
=

Y

Y

X

X

n
s

n
s

yxU                                

( )H  Kết luận: chấp nhận giả thiết (H), bác bỏ đối thiết ⇒∉ αWU0 . Vậy tài liệu của 
viện nghiên cứu là chính xác. 
3. Trường hợp 3: 

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

><><≈

<<

==

)''5,1
'
'

''5,1
'
'

('' XY
X

Y
YX

Y

X
YX ss

s
s

ss
s
s

ss neáu   hoaëc  neáu söû Giaû

30,  n 30,  n maãu thöôùc Kích
 bieát,chöa   Var(Y) ,  Var(X) sai Phöông

YX

2
Y

2
X σσ

  

( ) ( )
YX nYnX YYYWXXXW ,...,,,,...,, 2121 ==  đối với X và Y.  Lập mẫu ngẫu nhiên 

 Thống kê được chọn làm tiêu chuẩn kiểm định cho giả thiết (H) là: 

( )

YX nn
S

YEXEYXT
11.

)()(

+

−−−
=                                

 Trong đó: + YX, : lần lượt là các thống kê nhận giá trị bằng trung bình mẫu của đại 
lượng ngẫu nhiên X và Y. 
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              + : lần lượt là kích thước mẫu của đại lượng ngẫu nhiên X và Y. YX nn ,

              + : lần lượt là thống kê nhận giá trị bằng phương sai điều chỉnh mẫu 
của đại lượng ngẫu nhiên X và Y. 

22 ',' YX SS

( ) ( )
2

'1'1 22

−+
−+−

=
YX

YYXX

nm
SnSnS              +  được gọi là phương sai gọp.  

YX nn
S

YXT
11. +

−
= Nếu giả thiết (H) đúng thì  có luật phân phối Student bậc tự do 

: T ∈ T(  -2). )2( −+ YX nn YX nn +

( ) ( )
YX nynx yyywxxxw ,...,,,,...,, 2121 ==  Với mẫu cụ thể  của đại lượng ngẫu nhiên X 

và Y, tính được 22 ',',, YX ssyx  lần lượt là trung bình, phương sai điều chỉnh của mẫu cụ thể 
của đại lượng ngẫu nhiên X và Y. Ta có giá trị quan sát thực tế của thống kê U tương ứng 
với mẫu cụ thể là: 

( ) ( )
2

'1'1 22

−+
−+−

=
YX

YYXX

nn
snsns

YX nn
s

yxT
11.

0

+

−
=                   với        

 được thành lập theo dạng T (với bậc tự do ) như sau:  Miền bác bỏ αW )2( −+ YX nn

( )∞= +−+− ),2(1 YX
nnTW αα Nếu ( ) có dạng E(X) > E(Y) thì . H

( ))2(1, −+−−∞−=
YX

nnTW αα Nếu ( ) có dạng E(X) < E(Y) thì .      H

 Nếu ( ) có dạng E(X) ≠ E(Y) thì  H

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
∞⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−∞−= +−+−+

−−
),2()2(

2
1

2
1

,
YXYX

nnnn TTW ααα U                                

 Ví dụ 9: Dùng hai phương pháp để cùng làm một loại sản phẩm. Phương pháp A 
được một nhóm 12 người thực hiện có năng suất trung bình là 45 sản phẩm trong một ca 
làm việc, với độ lệch tiêu chuẩn điều chỉnh mẫu là 5 sản phẩm. Phương pháp B được một 
nhóm 15 người khác thực hiện, có năng suất trung bình là 53 sản phẩm trong một ca làm 
việc, với độ lệch tiêu chuẩn điều chỉnh mẫu là 6 sản phẩm. Với mức ý nghĩa α = 0,05, hãy 
kiểm tra hiệu quả của hai phương pháp này có bằng nhau không? 
 Gọi X, Y lần lượt là số sản phẩm được sản xuất ra từ phương pháp A và B. 

( )H : E(X) ≠ E(Y).   Xét giả thiết (H): E(X) = E(Y). Đối thiết 

  Theo giả thiết bài toán ta có:  6',5' == YX ss

5,12,1
5
6

'
'

<==⇒
X

Y

s
s  

                                                        YX ss '' ≈⇒

 Chọn thống kê làm tiêu chuẩn kiểm định cho giả thiết (H) là: 
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( )

YX nn
S

YEXEYXT
11.

)()(

+

−−−
=

( ) ( )
2

'1'1 22

−+
−+−

=
YX

YYXX

nm
SnSnS      ,  trong đó  

YX nn
S

YXT
11. +

−
= Nếu giả thiết (H) đúng thì  có luật phân phối Student bậc tự do 

: T ∈ T( -2). )2( −+ YX nn YX nn +

975,0
2

1025,0
2

05,0 =−⇒=⇒=
ααα    Với mức ý nghĩa 

         060,2)25()21512()2(
2

1
2

1
2

1
==−+=−+

−−−
⇒ ααα TTT

YX
nn

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
∞⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−∞−= +−+−+

−−
),2()2(

2
1

2
1

,
YXYX

nnnn TTW ααα U    Miền bác bỏ:     

( ) ( )∞−∞−= +,060,2060,2, U                               

  Với mẫu đã cho có 6',5',53,45,15,12 ====== YXYX ssyxnn , ta tính được giá 
trị của phương sai gọp tương ứng với mẫu là: 

( ) ( ) 58,5
21512
36,1425,11

2
'1'1 22

≈
−+

+
=

−+
−+−

=
YX

YYXX

nn
snsns     

  Suy ra giá trị quan sát thực tế của T là: 

7,3

15
1

12
1).58,5(

5345
11.

0 ≈
+

−
=

+

−
=

YX nn
s

yxT      

( )H  Kết luận: Bác bỏ giả thiết (H), chấp nhận đối thiết ⇒∈ αWT0 . Vậy hiệu quả 
của hai phương pháp này không bằng nhau. 
4. Trường hợp 4: So sánh cặp. 
 Giả sử hai đại lượng ngẫu nhiên X và Y có hai mẫu ngẫu nhiên cùng kích thước n: 

( )niX i ,1=iYvaø  ( ) ( )
YX nYnX YYYWXXXW ,...,,,,...,, 2121 ==  với các  từng đôi một tương ứng. 

Cần kiểm định giả thiết (H): E(X) = E(Y). 
 Để giải bài toán này ta xét hiệu số: D = X – Y. 
 Suy ra D cũng là đại lượng ngẫu nhiên. 

 

  

 Gọi μμμ ,, YX  lần lượt là trung bình của đại lượng ngẫu nhiên X, Y, D. 

( ) ( )
YX nynx yyywxxxw ,...,,,,...,, 2121 == Với mẫu cụ thể  của hai đại lượng ngẫu nhiên X 

và Y, ta tính được mẫu cụ thể của đại lượng ngẫu nhiên D:  với ( )nd dddw ,...,, 21=

( )niyxd iii ,1, =−= . 

 Giả thiết ta muốn kiểm định: (H): YX μμ =  được quy về bài toán kiểm định giả thiết: 
(H):  hay (H): . 0=− YX μμ 0=μ



Trường Đại học Trà Vinh                                                                                QT7.1/PTCT1-BM-7 
              

Xác suất thống kê                                                                                                           trang 121 

 Như vậy, ta đã đưa bài toán so sánh về bài toán kiểm định giả thiết về trung bình ở 
§2. Tuy nhiên, trong trường hợp này kích thước mẫu n của các đại lượng ngẫu nhiên 
thường nhỏ hơn 30 (n <30) và phương sai  là chưa biết, nên bài toán kiểm định rơi 
vào trường hợp 3. Ta thực hiện như sau: 

22 , YX σσ

 Thống kê được chọn làm tiêu chuẩn kiểm định cho giả thiết (H) là: 

DS
nDT

'
= , trong đó: . n: kích thước mẫu.                                                       

                  . DSD ',  lần lượt là thống kê nhận giá trị bằng trung bình và độ lệch 
tiêu chuẩn điều chỉnh mẫu cụ thể của đại lượng ngẫu nhiên D. 
  Nếu giả thiết (H) đúng thì T có luật phân phối Student bậc tự do (n – 1):       T ∈ 
T(n – 1).  

( ) ( )
YX nynx yyywxxxw ,...,,,,...,, 2121 ==  Với mẫu cụ thể  X và Y, ta tìm được mẫu cụ 

thể  của D. Từ đó ta tính được trung bình mẫu ( nd dddw ,...,, 21= ) d  và độ lệch tiêu chuẩn 
điều chỉnh . Ta có giá trị quan sát thực tế của T  là: Ds'

Ds
ndT

'
.

0 =                                                        

  Miền bác bỏ  được thành lập theo dạng T (với bậc tự do ) như sau: )2( −+ YX nnαW

( )∞= +−− ),1(1 nTW αα Nếu ( ) có dạng E(X) > E(Y) thì . H

( ))1(1, −−−∞−= nTW αα Nếu ( ) có dạng E(X) < E(Y) thì .       H

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
∞⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−∞−= +−−

−−
),1()1(

2
1

2
1

, nn TTW ααα U Nếu ( ) có dạng E(X) ≠ E(Y) thì:  H

 Ví dụ 10: Người ta tiến hành một cuộc khảo sát về giá cả của hai cửa hiệu thực 
phẩm lớn trong thành phố, 12 mặt hàng thông dụng nhất được chọn ngẫu nhiên và giá của 
chúng bán ở hai cửa hiệu được ghi lại như sau: 

Mặt hàng 1 2 3 4 5 6 

Cửa hiệu A 0,89 0,59 1,29 1,50 2,49 0,65 

Cửa hiệu B 0,95 0,55 1,49 0,69 2,39 0,79 

 

Mặt hàng 7 8 9 10 11 12 

Cửa hiệu A 0,99 1,99 2,25 0,50 1,99 1,79 

Cửa hiệu B 0,99 1,79 2,39 0,59 2,19 1,99 

 Với mức ý nghĩa α = 2%, hãy kiểm định xem có sự khác nhau về giá cả trung bình 
của các mặt hàng ở hai cửa hiệu hay không? 
 Gọi X, Y lần lượt là giá của các mặt hàng ở cưả hiệu A và B. 
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  Xét giả thiết (H): E(X) = E(Y), đối thiết ( ): E(X) ≠ E(Y). H

  Chọn thống kê làm tiêu chuẩn kiểm định cho giả thiết (H) là: 

DS
nDT

'
=                                                         

   trong đó: . n: kích thước mẫu. 

                  . DSD ',  lần lượt là thống kê nhận giá trị bằng trung bình và độ lệch 
tiêu chuẩn điều chỉnh mẫu cụ thể của đại lượng ngẫu nhiên D. 
 Nếu giả thiết (H) đúng thì T có luật phân phối Student bậc tự do (n – 1): T ∈ T(n– 
1).  

99,0
2

101,0
2

=−⇒=⇒
αα    Với mức ý nghĩa α = 2% = 0,02 

                           718,2)11()1( 99,0
2

1
==−

−
⇒ TT nα

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
∞⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−∞−= +−−

−−
),1()1(

2
1

2
1

, nn TTW ααα U ( ) ( )∞∞−= +,718,2718,2, U    Miền bác bỏ: 

 Với mẫu cụ thể đã cho trong giả thiết, ta lập bảng các giá trị của hiệu số D = X – Y: 

Mặt hàng X Y D = X – Y 

1 0,89 0,95    - 0,06 

2 0,59 0,55      0,04 

3 1,29 1,49    - 0,2 

4 1,50 1,69    - 0,19 

5 2,49 2,39      0,1  

6 0,65 0,79    - 0,14 

7 0,99 0,99       0 

8 1,99 1,79      0,2 

9 2,25 2,39    - 0,14 

10 0,50 0,59    - 0,09 

11 1,99 2,19    - 0,2 

12 1,79 1,99    - 0,2 

  Từ bảng này ta tính được:  133,0';073,0 =−= Dsd

( ) 901,1
133,0

12073,0
'

.
0 −=

−
==

Ds
ndT     Suy ra:        
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   Kết luận:  Chấp nhận giả thiết (H). Vậy giá cả trung bình của các mặt 
hàng bán ở hai cửa hiệu là không khác nhau.  

⇒∉ αWT0

2.5 Kiểm định về sự bằng nhau của hai tỉ lệ: 
 Giả sử hai đại lượng ngẫu nhiên X và Y có tỉ lệ phần tử có tính chất A là  chưa 
biết. 

YX pp ,

( )H. Đối thiết  Xét giả thiết (H): 0ppp YX ==  là một và chỉ một trong các trường hợp 
sau: , ,  YX pp < YX pp ≠YX pp >
 Cho số α khá nhỏ, hãy kiểm định giả thiết (H) vơi mức ý nghĩa α. 

( ) ( )
YX nYnX YYYWXXXW ,...,,,,...,, 2121 ==  đối với X, Y.  Lấy mẫu ngẫu nhiên 

 Chọn thống kê làm tiêu chuẩn kiểm định cho giả thiết (H) là: 
( )

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−−−
=

YX

YXYX

nn
qp

ppffU
11

00

                                      

 Trong đó: 
  + : lần lượt là thống kê nhận giá trị bằng tỉ lệ phần tử có tính chất A của đại 
lượng ngẫu nhiên X và Y. 

YX ff ,

  + : giá trị trong giả thiết (H). 0p
   + 00 1 pq −=

  + : lần lượt là kích thước mẫu của đại lượng ngẫu nhiên X và Y (  khá 
lớn). 

YX nn , YX nn ,

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−
=

YX

YX

nn
qp

ffU
11

00

 có luật phân phối chuẩn:U ∈ N(0,1).  Nếu giả thiết (H) đúng thì 

( ) ( )
YX nynx yyywxxxw ,...,,,,...,, 2121 == Với mẫu cụ thể  có  lần lượt là tỉ lệ phần tử 

có tính chất A của đại lượng ngẫu nhiên X và Y. Ta có giá trị quan sát thực tế của thống kê 
U tương ứng với mẫu như sau: 

YX ff ,

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−
=

YX

YX

nn
qp

ffU
11

00

                                       

 thì ta thế  bằng , với  được tính như sau:  Chú ý: Nếu giả thiết chưa cho 0p 0p
*p *p

YX

YYXX

nn
fnfnp

+
+

=
..*                                         

                                   thay thế cho . ** 1 pq −=⇒ 0q
 được thành lập theo dạng U như sau:  Miền bác bỏ αW

( )+∞= − ,1 αα UW Nếu ( ) có dạng  thì . YX pp >H

( )αα −−∞−= 1, UW Nếu ( ) có dạng  thì .       YX pp <H

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+∞⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−∞−=

−−
,,

2
1

2
1 ααα UUW U Nếu ( ) có dạng  thì:   YX pp ≠H

 Ví dụ 11: Từ hai tổng thể tiến hành hai mẫu với = 100, = 100 quan sát. Tính 
được . Hãy kiểm định giả thiết (H): 

Xn Yn
 với mức ý nghĩa 1%. 3,0;2,0 == YX ff YX pp =
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( )H  Xét giả thiết (H): . Đối thiết :  YX pp = YX pp ≠
  Chọn thống kê làm tiêu chuẩn kiểm định cho giả thiết (H) là: 

( )

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−−−
=

YX

YXyX

nn
qp

ppFF
U

11**

                                        

  Trong đó: 
   + : lần lượt là thống kê nhận giá trị bằng tỉ lệ phần tử có tính chất A của 
đại lượng ngẫu nhiên X và Y. 

YX FF ,

 

  

   + 
YX

YYXX

nn
fnfnp

+
+

=
..* ,  ** 1 pq −=

   + : lần lượt là kích thước mẫu của đại lượng ngẫu nhiên X và Y.  YX nn ,

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−
=

YX

YX

nn
qp

FFU
11

00

 có luật phân phối chuẩn: U ∈ N(0,1). Nếu giả thiết (H) đúng thì 

2
α  Với mức ý nghĩa 1% ⇒ α = 0,01 ⇒ 1 -  = 0,995. 

 được thành lập theo dạng U như sau: Miền bác bỏ αW

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+∞⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−∞−=

−−
,,

2
1

2
1 ααα UUW U ( ) ( )+∞−∞−= ,, 995.0995.0 UU U                      

( ) ( )+∞−∞−= ,576,2576,0, U                                                     
  Với mẫu cụ thể có = 100,  = 120,  Xn Yn 3,0,2,0 == YX ff

( ) 255,0
120100

3,0.120)2,0.(100* =
+
+

=p  Suy ra:            

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−
=

YX

YX

nn
qp

ffU
11**

0   Ta có giá trị thực tế của U là: 

( )( )
695,1

120
1

100
1745,0255,0

3,02,0
≈

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−
=                                                       

( )H  Kết luận:  Chấp nhận giả thiết (H), bác bỏ đối thiết . ⇒∉ αWU0

2.6 Kiểm định về sự bằng nhau của hai phương sai: 
 Giả sử hai đại lượng ngẫu nhiên X và Y độc lập, cùng có luật phân phối chuẩn với các 
tham số tương ứng  chưa biết. 22 , YX σσ

( )H Xét giả thiết (H): . Đối thiết : . 22
YX σσ = 22

YX σσ >

 Cho số α khá nhỏ, hãy kiểm định giả thiết (H) vơi mức ý nghĩa α. 
( ) ( )

YX nYnX YYYWXXXW ,...,,,,...,, 2121 ==  đối với X, Y.  Lập mẫu ngẫu nhiên 

 Chọn thống kê làm tiêu chuẩn kiểm định cho giả thiết (H) là: 

22

22

/
/

YY

XX

S
SF

σ
σ

=                                               
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 Trong đó: : lần lượt là thống kê nhận giá trị bằng phương sai mẫu của đại lượng 
ngẫu nhiên X và Y. 

22 , YX SS

2

2

Y

X

S
SF = Nếu giả thiết (H) đúng thì  có luật phân phối Fisher – Snedecor bậc tự do 

: . ( )1,1 −− YX nn )1,1( −−∈
YX

nnFF

( ) ( )
YX nynx yyywxxxw ,...,,,,...,, 2121 == Với mẫu cụ thể  lần lượt có  là phương sai 

mẫu của đại lượng ngẫu nhiên X và Y. Ta có giá trị quan sát thực tế của thống kê F tương 

ứng với mẫu như sau: 

22 , YX ss

2

2

0
Y

X

s
sF =  

 được thành lập theo dạng F (bậc tự do ( )1,1 −− YX nn )  như sau:  Miền bác bỏ αW

( )+∞= −−− ,)1,1(1 YX
nnFW αα                           

 Ví dụ 12: Một phản ứng hoá học có thể được kích thích bởi hai chất xúc tác A và B 
khác nhau. Người ta nghi ngờ rằng tốc độ xảy ra phản ứng do chất xúc tác A kích thích 
không ổn định bằng chất xúc tác B kích thích. Lấy mẫu gồm 12 nhóm phản ứng dùng cho 
chất xúc tác A, tính được phương sai điều chỉnh là 0,35 . Lấy mẫu gồm 10 nhóm phản 
ứng dùng cho chất xúc tác B, tính được phương sai điều chỉnh là 0,14 . Với mức ý nghĩa 

2s
2s

%5=α , hãy kiểm định điều nghi ngờ trên. Biết rằng tốc độ xảy ra các phản ứng có luật 
phân phối chuẩn. 
 Gọi X, Y lần lượt là tốc độ xảy ra phản ứng do chất xúc tác A, B kích thích cùng có 
luật phân phối chuẩn và Var(X), Var(Y) chưa biết. 

( )H  Xét giả thiết (H): . Đối giả thiết : . 22
YX σσ = 22

YX σσ >

  Chọn thống kê làm tiêu chuẩn kiểm định cho giả thiết (H) là: 

22

22

/
/

YY

XX

S
SF

σ
σ

=                                               

  Trong đó: : lần lượt là thống kê nhận giá trị bằng phương sai mẫu của đại 
lượng ngẫu nhiên X và Y. 

22 , YX SS

2

2

Y

X

S
SF =  Nếu giả thiết (H) đúng thì  có luật phân phối Fisher – Snedecor bậc tự do 

: . ( )1,1 −− YX nn )1,1( −−∈
YX

nnFF

  Với mẫu cụ thể có , ta có giá trị quan sát thực tế của thống 
kê F tương ứng với mẫu như sau: 

2222 14,0,35,0 ssss YX ==

5,2
14,0
35,0

2

2

0 ===
Y

X

s
sF                                              

 và  ta được:   Với mức ý nghĩa 10,12 == YX nn95,0105,0%5 =−⇒== αα

                                           1,3)9,11()1,1( 95.01 ==−−− FF
YX

nnα

( ) ( )+∞=+∞= −−− ,1,3,)1,1(1 YX
nnFW αα     Miền bác bỏ:    
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  Kết luận:  Chấp nhận giả thiết (H). Vậy, chưa thể cho rằng tốc độ xảy ra 
phản ứng do chất xúc tác A kích thích không ổn định bằng chất xúc tác B kích thích. 

⇒∉ αWF0

 
BÀI TẬP 
1. Tại một khu vườn trồng xoài cát Hoà Lộc, để điều tra trọng lượng của các trái xoài, 
một người đã cân thử một 100 trái xoài và kết quả được cho ở bảng sau: 

Trọng lượng (g) Số trái Trọng lượng (g) Số trái 

450 – 500 2 650 – 700 22 
500 – 550 10 700 – 750 7 
550 – 600 24 750 – 800 1 
600 – 650 34 

a) Nếu người đó cho biết trọng lượng trung bình của các trái xoài là 610g với độ tin cậy 
95% thì có thể chấp nhận được không? 

b) Những trái xoài có trọng lượng từ 650g trở lên được xem là loại I. Người đó cho biết 
tỉ lệ loại I là 25% với độ tin cậy 99% thì có đúng hay không? 

c) Những trái xoài không phải là loại I thì là loại II. Với độ tin cậy 95% có thể khẳng 
định trọng lượng trung bình của các trái xoài loại II là 580g được không? 
2. Hàm lượng dầu trung bình trong một trái cây lúc đầu là 5%. Người ta chăm sóc bằng 
một loại phân N và sau một thời gian, kiểm tra một số trái ta được kết quả như sau: 

Hàm lượng dầu (%) Số trái Hàm lượng dầu (%) Số trái 

1 – 5 51 21 – 25 8 
5 – 9 47 25 – 29 7 

9 – 13 39 29 – 33 3 
13 – 17 36 33 – 37 2 
17 – 21 32 

a) Cho biết kết luận về loại phân N trên với mức ý nghĩa 1%. 
b) Tìm một ước lượng cho hàm lượng dầu trung bình của loại trái cây đó sau chăm bón 

với độ tin cậy 99,6%. 
c) Giả sử với số liệu điều tra ở trên, muốn ước lượng hàm lượng dầu trung bình với độ 

chính xác 0,8 (%) thì độ tin cậy đạt được là bao nhiêu? 
d) Những trái có hàm lượng dầu từ 21% trở lên là loại A. Có thể xem tỉ lệ loại A là 5% 

được không với mức ý nghĩa 5%. 
e) Hãy ước lượng cho tỉ lệ loại A với độ tin cậy 95%. 
f) Có thể xem phương sai của hàm lượng dầu là 5% được không với mức ý nghĩa 5% 

(giả thiết hàm lượng này có luật phân phối chuẩn). 
3. Trong một nhà máy sản xuất bánh kẹo, một máy tự động sản xuất ra các thanh socola 
với trọng lượng trung bình quy định là 250g, biết rằng trọng lượng các thanh socola được 
sản xuất ra có luật phân phối chuẩn N(μ , ). Sau một thời gian người ta nghi ngờ rằng 25
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trọng lượng trung bình của các thanh socola được sản xuất ra từ máy tự động nhỏ hơn quy 
định. Kiểm tra 16 thanh socola ta có kết quả sau: 

Trọng lượng (g) Số thanh Trọng lượng (g) Số thanh 

236 – 240 2 248 – 252 4 
240 – 244 4 252 – 256 2 
244 – 248 3 256 – 260 1 

 Với mức ý nghĩa α = 0.012, hãy kiểm định điều nghi ngờ trên. 
4. Trọng lượng trung bình khi xuất chuồng ở một trại chăn nuôi gà trước đây là 3,3 
kg/con. Năm nay người ta sử dụng một loại thức ăn mới, cân thử 15 con gà khi xuất chuồng 
ta được các số liệu sau: 
              3,25 2,50 4,00 3,75 3,80 3,90 4,02 3,60 
 3,80 3,20 3,82 3,40 3,75 4,00 3,50 

a) Với mức ý nghĩa α = 0,05, hãy cho kết luận về tác dụng của loại thức ăn này. 
b) Nếu trại chăn nuôi báo cáo trọng lượng trung bình khi xuất chuồng là 3,5 kg/con thì 

có chấp nhận được hay không? 
5. Đo chỉ số mỡ sữa của 1340 con lai Hà – Ấn  ta được bảng số liệu: 1F

Chỉ số mỡ sữa Số bò Chỉ số mỡ sữa Số bò 

3,0 – 3,6 2 5,4 – 6,0 22 
3,6 – 4,2 8 6,0 – 6,6 15 
4,2 – 4,8 35 6,6 – 7,2 5 
4,8 – 5,4 43 

a) Hãy ước lượng chỉ số mỡ sữa trung bình của giống bò lai trên với độ tin cậy 99%. 
b) Biết rằng chỉ số mỡ sữa của giống bò Hà Lan thuần chủng là 4,95. Với mức ý nghĩa 

1%, hãy cho kết luận về hiệu quả của việc lai giống. 
6. Để nghiên cứu tác dụng của một chất kích thích sinh trưởng đối với năng suất ngô, 
người ta ghi lại kết quả ở 5 mảnh ruộng thí nghiệm và 5 mảnh ruộng đối chứng được bảng 
số liệu sau (tính theo tạ/ha): 

Năng suất ngô trên các mảnh ruộng thí nghiệm: X  60     58     29     39     47 

Năng suất ngô trên các mảnh ruộng đối chứng : Y  55     53     30     37     49 

       Với mức ý nghĩa 5%, hãy cho kết luận về hiệu quả của chất kích thích trên, coi năng 
suất ngô là đại lượng có luật phân phối chuẩn. 
7. Cân thử 100 trái cây ở nông trường I, ta có kết quả như sau: 

Trọng lượng X (g) Số trái 

15 – 35 12 
35 – 55 26 
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55 – 75 35 
75 – 95 22 
95 – 115 5 

 Cân thử 150 trái cây ở nông trường II, ta có kết quả như sau: 

Trọng lượng Y (g) Số trái Trọng lượng Y (g) Số trái 

45 – 50 2 70 – 75 18 
50 – 55 7 75 – 80 12 
55 – 60 15 80 – 85 8 
60 – 65 32 85 – 90 5 
65 – 70 47 90 – 95 4 

a) Hãy ước lượng trọng lượng trung bình của các trái cây ở hai nông trường trên với độ 
tin cậy 95%. 

b) Có thể xem trọng lượng trung bình của trái cây ở hai nông trường này bằng nhau được 
không với mức ý nghĩa 1%. 

c) Những trái cây có trọng lượng lớn hơn 75g được xem là loại I. Hãy ước lượng tỉ lệ 
trái cây loại I của nông trường với mức ý nghĩa 3%. 

d) Có thể cho rằng tỉ lệ trái cây loại I của nông trường I lớn hơn tỉ lệ trái cây loại I của 
nông trường II được không với mức ý nghĩa 5%. 

e) Nếu cho rằng trọng lượng trung bình của trái cây loại I ở nông trường I lớn hơn trọng 
lượng trung bình của trái cây loại I ở nông trường II với độ tin cậy 95% thì có được không? 
Biết rằng trọng lượng của các trái cây loại I có luật phân phối chuẩn. 

( )26,μNf) Tương tự câu e) với trọng lượng của trái cây loại I có phân phối chuẩn . 

8. Trước và sau dịp Tết giá của mặt hàng A tại 8 cửa hiệu trong thành phố như sau: 

Cửa hiệu Trước Tết Sau Tết Cửa hiệu Trước Tết Sau Tết 

1 95 98 5 105 109 
2 109 105 6 99 105 
3 99 99 7 109 115 
4 98 99 8 102 110 

 Với mức ý nghĩa 5%, hãy kiểm định xem có phải có khuynh hướng tăng giá sau Tết đối 
với mặt hàng A hay không? 
9. Có hai lô chuột thí nghiệm tăng trọng với hai khẩu phần ăn khác nhau. Lô thứ nhất cho 
ăn khẩu phần ăn nhiều đạm. Lô thứ hai cho ăn khẩu phần ăn ít đạm hơn. Sự tăng trọng của 
hai lô chuột sau một thời gian được ghi lại như sau (đv: mg): 
 Lô thứ nhất: 123,   134,   146,   104,   119,   124,   161,   107,   83,   113,  129,  97. 
 Lô thứ hai  :  70,    118,   85,     107,   132,   94,     101,   100. 

a) Với mức ý nghĩa 5%, hãy nhận định việc cho ăn đạm có tác dụng tăng trọng hay 
không? 
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b) Với mức ý nghĩa 5%, có thể xem việc cho ăn đạm làm cho chuột tăng trọng không 
đồng đều hay không? 
 
10. Một thầy giáo dạy Toán cho rằng việc cho học sinh ôn tập một vài buổi trước khi thi có 
tác dụng tốt tới kết quả học tập của các em. Một mẫu gồm 21 học sinh được chọn để theo 
dõi điểm thi của các em trước và sau khi ôn tập. Kết cho ở bảng sau đây: 

Điểm thi Học 
sinh 

Điểm thi Điểm thi Học 
sinh 

Điểm thi 
trước ôn tập sau ôn tậptrước ôn tập sau ôn tập

1 22 21 11 28 27 
2 26 29 12 24 25 
3 17 15 13 27 27 
4 20 20 14 18 20 
5 28 26 15 20 23 
6 31 32 16 14 16 
7 23 25 17 24 26 
8 13 14 18 15 20 
9 19 19 19 19 20 
10 25 27 20 18 17 

21 27 19 

 Với mức ý nghĩa 5%, có thể kết luận rằng sau khi được ôn tập kết quả thi của học sinh 
tốt hơn hay không? 
 
 
 
 
 
 
 

KQHT6: XÁC ĐỊNH TƯƠNG QUAN VÀ HỒI QUI 
Bước học 1: TƯƠNG QUAN 
1.1 Mối quan hệ giữa hai đại lượng ngẫu nhiên:  
 Khi khảo sát hai đại lượng ngẫu nhiên X và Y ta thấy giữa chúng có thể có một số quan 
hệ sau: 

i) X và Y độc lập nhau, tức là việc nhận giá trị của đại lượng ngẫu nhiên này 
không ảnh hưởng đến việc nhận giá trị của đại lượng ngẫu nhiên kia. 

( )XY ϕ=ii) X và Y có mối quan hệ phụ thuộc hàm số . 
iii) X và Y có sự phụ thuộc tương quan và không tương quan. 
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1.2 Hệ số tương quan: 
1.2.1 Moment tương quan (Covarian): 
 Định nghĩa: Moment tương quan (hiệp phương sai) của hai đại lượng ngẫu nhiên X 
và Y, ký hiệu cov(X,Y) hay , là số dược xác định như sau: XYμ

( )[ ] ( )[ ]{ }YEYXEXEYX −−=),cov(                                    
 Chú ý: 

cov(X,Y) = E(XY) - E(X).E(Y) 
  Thật vậy: 

 

  

   [ ]E(X).E(Y)  Y.E(X) - X.E(Y)-X.YE  Y)cov(X, +=  
( ) ( ) E(X).E(Y)  E(X).E(Y) - .E(Y)XE-X.YE +=                     
( ) ( ).E(Y)XEX.YE −=                                     

 Cụ thể: 

i) Nếu (X,Y) rời rạc thì:  ( ) ( ) )()(,,cov
1 1

YEXEyxPyxYX
n

i

m

j
jiji −= ∑∑

= =

ii) Nếu (X,Y) liên tục thì:  ( ) )()(,),cov( YEXEdxdyyxxyfYX −= ∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

 Nhận xét: 
i) X và Y độc lập cov(X,Y) = 0: khi đó ta nói rằng X, Y không tương quan. ⇔
ii) Cov(X,X) = Var(X). 

1.2.2 Hệ số tương quan: 
 Định nghĩa: Hệ số tương quan của hai đại lượng ngẫu nhiên X và Y, ký hiệu , là 
số được xác định như sau: 

XYr

YX
XY SS

YXr
.

),cov(
= ,  trong đó  là độ lệch tiêu chuẩn của X và Y. YX SS ,

 Ước lượng hệ số tương quan: 
( ) ( ) ( )[ ]nnXY YXYXYXW ,.,..,,,, 2211=  Lập mẫu ngẫu nhiên  

YX SS
YXXYR

.
.−

=Để ước lượng hệ số tương quan ta dùng thống kê: , trong đó:  

 ∑
=

=
n

i
iX

n
X

1

1 ∑
=

=
n

i
iY

n
Y

1

1 ∑
=

=
n

i
iiYX

n
XY

1

1,  , ,  

  ( )∑
=

−=
n

i
iX XX

n
S

1

22 1 ( )∑
=

−=
n

i
iY YY

n
S

1

22 1 ,     

yx
XY ss

yxxyr
.

.−
=  Với mẫu cụ thể ta tính được giá trị cụ thể của R là: 

∑
=

=
n

i
ix

n
x

1

1 ∑
=

=
n

i
iy

n
y

1

1 ∑
=

=
n

i
ii yx

n
xy

1

1   trong đó:    ,           ,       

( )∑
=

−=
n

i
ix xx

n
s

1

22 1 ( )∑
=

−=
n

i
iY YY

n
s

1

22 1 ,             

  Ta có: 



Trường Đại học Trà Vinh                                                                                QT7.1/PTCT1-BM-7 
              

Xác suất thống kê                                                                                                           trang 131 
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⎠
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⎜
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⎛
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⎠
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⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
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⎜
⎝

⎛
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⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−

=
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∑∑∑
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n

i
i

n

i
i

n

i
i

n

i
i

n

i
i

n

i
i

n

i
ii

XY

yynxxn

yxyxn
r  

 Ví dụ 1: Từ số liệu được cho bởi bảng sau, hãy xác định hệ số tương quan của Y và 
X: 

X 1     3     4     6     8     9     11     14 
Y 1     2     4     4     5     7      8        9 

 
  Ta lập bảng sau: 

     ix iy ii yx2
ix 2

iy

1 1 1 1 1 
3 2 9 4 6 
4 4 16 16 16 
6 4 36 16 64 
8 5 64 25 40 
9 7 81 49 63 

11 8 121 64 88 
14 9 196 81 126 

364
1

=∑
=

i

n

i
i yx56

1
=∑

=

n

i
ix 40

1
=∑

=

n

i
iy 524

1

2 =∑
=

n

i
ix 256

1

2 =∑
=

n

i
iy     

  Hệ số tương quan của X và Y là: 

 

  

   
2
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2
2

11

2
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⎜
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⎜
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⎠
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⎜
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⎠
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⎞
⎜
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n

i
i

n

i
i

n

i
i

n

i
i

n

i
i

n

i
i

n

i
ii

XY

yynxxn

yxyxn
r  

( )( ) ( )( )
( )( ) ( ) ( )( ) ( )

977.0
81.687

672

402568565248

4056364.8
22

==
−−

−
=                          

 Tính chất và ý nghĩa của hệ số tương quan: 
  Hệ số tương quan r được dùng để đánh giá mức độ chặt chẽ của sự phụ thuộc 
tương quan tuyến tính giữa hai đại lượng ngẫu nhiên X và Y, nó có các tính chất sau đây: 

. i) 1≤r

ii) Nếu  = 1 thì X và Y có quan hệ tuyến tính. r

iii) Nếu r  càng lớn thì sự phụ thuộc tương quan tuyến tính giữa X và Y càng 
chặt chẽ. 

iv) Nếu  = 0 thì giữa X và Y không có phụ thuộc tuyến tính tương quan. r

v) Nếu r > 0 thì X và Y có tương quan thuận (X, Y cùng tăng hoặc cùng tăng). 
Nếu r < 0 thì X và Y có tương quan nghịch (X giảm thì Y tăng hoặc ngược lại). 
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1.3 Tỷ số tương quan: 
 Định nghĩa: Tỷ số tương quan của hai đại lượng ngẫu nhiên Y và X, ký hiệu XY /η , là 
số được xác định như sau: 

y

y
XY s

s
=/η  

( )∑ −=
2

.1 yyn
n

s
ixiy

( )∑ −=
21 yym

n
s jjy ,   trong đó:            

 Ý nghĩa của tỷ số tương quan: Tỷ số tương quan đo mức độ chặt chẽ của sự phụ 
thuộc tương quan phi tuyến tính giữa X và Y. 
 Tính chất của tỷ số tương quan:  

. i) 10 / ≤≤ XYη

ii)  khi và chỉ khi Y và X không phụ thuộc tương quan. 0/ =XYη

iii)  khi và chỉ khi Y và X phụ thuộc hàm số. 1/ =XYη

. iv) rXY ≥/η

 thì sự phụ thuộc tương quan của Y và X có dạng tuyến tính.    Nếu rXY =/η

 
Bước học 2: TÌM HÀM HỒI QUI 
2.1 Kỳ vọng có điều kiện: 

a) Đại lượng ngẫu nhiên rời rạc: 
i) Kỳ vọng có điều kiện của đại lượng ngẫu nhiên rời rạc Y với điều kiện X = x là: 

                                                 (∑
=

===
m

1j
jj yY,xXP.y)x/Y(E )

)

ii) Kỳ vọng có điều kiện của đại lượng ngẫu nhiên rời rạc X với điều kiện Y = y là: 

                                                (∑
=

===
n

1i
ii yY,xXP.x)y/X(E

b) Đại lượng ngẫu nhiên liên tục: 
i) Kỳ vọng có điều kiện của đại lượng ngẫu nhiên liên tục Y với điều kiện X = x là: 

                         , với ∫
+∞

∞−

= dy)x/y(yf)x/Y(E  với x không đổi. )y,x(f)x/y(f =

ii) Kỳ vọng có điều kiện của đại lượng ngẫu nhiên liên tục X với điều kiện Y = y 
là: 

                          , với ∫
+∞

∞−

= dx)y/x(xf)y/X(E với y không đổi. )y,x(f)y/x(f =

2.2 Hàm hồi qui: 
 Trong thực tế ta thường gặp hai đại lượng ngẫu nhiên X, Y có mối quan hệ với nhau, 
trong đó việc khảo sát X thì dễ còn khảo sát Y thì khó hơn thậm chí không thể khảo sát 
được. Người ta  muốn tìm mối quan hệ )X(ϕ  nào đó giữa X và Y để biết X có thể dự đoán 
được Y. 
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( )[ ]{ }2XYE ϕ− Giả sử biết X, nếu dự đoán Y bằng  thì sai số phạm phải là )X(ϕ . Vấn đề 
được đặt ra là tìm  như thế nào để ( )[ ]{ }2XYE ϕ−  là nhỏ nhất. )X(ϕ

( )[ ]{ }2XYE ϕ− Ta sẽ chứng minh khi chọn = E(Y/X) thì  sẽ nhỏ nhất. )X(ϕ

 Thật vậy ta có: 

( )[ ]{ } [ ] ( )[ ]( ){ }22 X)X/Y(E)X/Y(EYEXYE ϕ−+−=ϕ−  

[ ]{ } ( )[ ]{ }22 X)X/Y(EE)X/Y(EYE ϕ−+−= [ ] ( )[ ]{ }X)X/Y(E)X/Y(EYE2 ϕ−−+                       

 Ta thấy E(Y/X) chỉ phụ thuộc vào X nên có thể đặt T(X) = E(Y/X) - . )X(ϕ

 Vì E[E(Y/X)T(X)] = E[YT(X)] nên 
  [ ] ( )[ ]{ } [ ]{ })X(T)X/Y(EYE2X)X/Y(E)X/Y(EYE2 −=ϕ−−  

[ ] [ ] 0)X(T)X/Y(EE2)X(YTE2 =−=                                                                       

( )[ ]{ } [ ]{ } ( )[ ]{ }222 X)X/Y(EE)X/Y(EYEXYE ϕ−+−=ϕ−   Do đó:

( )[ ]{ } 0X)X/Y(EE 2 =ϕ−   nhỏ nhất khi  

 Ta chỉ cần chọn   ( ) )X/Y(EX =ϕ

 Ta gọi  là hàm hồi qui của Y đối với X. ( ) )x/Y(Ex =ϕ

 Tương tự, ta gọi  là hàm hồi qui của X đối với Y. ( ) )y/X(Ey =ϕ

 Nếu ϕ(x) [hoặc ϕ(y)] là hàm bậc nhất thì ta nói rằng Y (hoặc X) là hồi qui tuyến tính 
đơn đối với X (hoặc Y). 
2.3 Xác định hàm hồi qui tuyến tính mẫu (thực nghiệm): 
 Giả sử giữa hai đại lượng X và Y có liên quan tuyến tính, tức là: E(Y/X) = AX +  B 

( ) ( ) ( )nn2211 y,x,...,y,x,y,x  của (X,Y) ta tìm hàm  Dựa vào n cặp giá trị baxyy x +==   
(*) để ước lượng hàm Y = AX + B. 
 Và (*) được gọi là hàm hồi qui tuyến tính mẫu. 
 Vì các cặp giá trị trên là trị xấp xỉ của x và y nên thỏa (*) một cách xấp xỉ. 

.  Do đó:   baxyhaybaxy iiiiii −−=εε++=

( )n,1ii =ε Tìm a, b sao cho các sai số  có trị tuyệt đối nhỏ nhất hay hàm 

                                                   ( ) ( )∑
=

−−=
n

1i

2
ii baxyb,aS

đạt cực tiểu. Phương pháp tìm này được gọi là phương pháp bình phương bé nhất. 
 Ta thấy S sẽ đạt giá trị nhỏ nhất tại điểm dừng thoả mãn 

( )

( )
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−−−=
∂
∂

=

−−−=
∂
∂

=

∑

∑

=

=

n

1i
ii

n

1i
iii

baxy2
b
S0

baxyx2
a
S0

 

  

                              

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

=⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
+⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

⇔

∑∑

∑∑∑

==

===

n

1i
i

n

1i
i

n

1i
ii

n

1i
i

n

1i

2
i

ynba.x

yxb.xa.x

 Hệ trên có định thức: 
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 Vì các  khác nhau nên theo bất đẳng thức Bunhiakovski ta có: ix

             ∑∑
==

<⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ n

1i

2
i

2n

1i
i x.nx 0D >⇒

 Suy ra hệ có nghiệm duy nhất: 
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2
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2 x
n
1x,   ,   ,     Nếu đặt: 

thì nghiệm của hệ có thể việt lại: 

( ) 2
x

2

22

2

s
xyxyx

xx

xyxyxb −
=

−

−
=( ) 2

x
22 s

yxxy

xx

yxxya −
=

−

−
=   ;   

 từ các công thức:  Tóm lại, ta có thể tìm hàm baxy x +=
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⎜
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⎞
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⎛
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∑∑

∑∑∑
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===   ;   x.ayb −=

Chú ý:   
( )11 y,x ( )22 y,x , . . . , ( )nn y,xi) Đường gấp khúc nối các điểm ,  được gọi là hàm hồi 

qui thực nghiệm. 
ii) Đường thẳng y = ax + b nhận được bởi công thức bình phương bé nhất không đi 

qua tất cả các điểm nhưng là đường thẳng "gần" các điểm đó nhất được gọi là đường thẳng 
hồi qui và thủ tục làm thích hợp đường thẳng thông qua các dự liệu cho trước được gọi là 
hồi qui tuyến tính. 

ng kê                                                                                                           trang 134 
 

  

iii) Theo trên ta có x.ayb −= , do đó điểm ( ) luôn nằm trên đường thẳng hồi qui. y,x
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x

y
xy

yx
xy s

s
ra

s.s
yxxyr =⇒

−
=iv) Ta có:  

 Ví dụ 2: Ước lượng hàm hồi qui tuyến tính mẫu của Y theo X trên cơ sở bảng tương 
quan cặp sau: 

X  15       38       23       16       16       13        20       24   

Y 145     228     150     130     160     114      142     265 

  Ta lập bảng sau: 

ix iy ii yx2
ix    

15 145 225 3175 
28 228 1444 8664 
23 150 529 3450 
16 130 256 2080 
16 160 2556 2560 
13 114 169 1482 
20 142 400 2840 
24 265 576 6360 

165xi =∑ 1334yi =∑ 3855x 2
i =∑ 29611yx ii =∑    

  Ta có: 

   
( )( )

( ) ( )
( ) ( )( )

( ) ( )
64,4

3615
16778

1653855.8
133416529611.8

.

.
222

==
−

−
=

−

−
=

∑∑
∑∑∑
ii

iiii

xxn

yxyxn
a  

 

  

   71
8

165
3615

16778
8

1334xayb =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=−=  

   Vậy hàm hồi qui tuyến tính mẫu là 7164,4 += xyx

 Ví dụ 3: Độ ẩm của không khí ảnh hưởng đến sự bay hơi của nước trong sơn khi 
phun ra. Người tiến hành nghiên cứu mối liên hệ giữa độ ẩm của không khí X và độ bay hơi 
Y. Sự hiểu biết về mối liên hệ này sẽ giúp ta tiết kiệm được lượng sơn bằng cách chỉnh súng 
phun sơn một cách thích hợp. Tiến hành 25 quan sát ta được các số liệu sau: 

Quan sát Độ ẩm Độ bay hơi Quan sát Độ ẩm Độ bay hơi 
(%) (%) (%) (%) 

1 35.3 11.0 14 39.1 9.6 
2 29.7 11.1 15 46.8 10.9 
3 30.8 12.5 16 48.5 9.6 
4 58.8 8.4 17 59.3 10.1 
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5 61.4 9.3 18 70.0 8.1 
6 71.3 8.7 19 70.0 6.8 
7 74.4 6.4 20 74.4 8.9 
8 76.7 8.5 21 72.1 7.7 
9 70.7 7.8 22 58.1 8.5 

10 57.5 9.1 23 44.6 8.9 
11 46.4 8.2 24 33.4 10.4 
12 28.9 12.2 25 28.6 11.1 
13 28.1 11.9    

  Hãy tìm hàm hồi qui tuyến tính mẫu . baxy x +=

  Ta lập bảng sau: 

ix iy ii yx2
ix    

35.3 11.0 1246.09 388.3 
29.7 11.1 882.09 329.67 
30.8 12.5 948.64 385 
58.8 8.4 3457.44 493.92 
61.4 9.3 3769.96 571.02 
71.3 8.7 5083.69 620.31 
74.4 6.4 5535.36 476.16 
76.7 8.5 5882.89 651.95 
70.7 7.8 4998.49 551.46 
57.5 9.1 3306.25 523.25 
46.4 8.2 2152.96 380.48 
28.9 12.2 835.21 352.58 
28.1 11.9 789.61 334.39 
39.1 9.6 1528.81 375.36 
46.8 10.9 2190.24 510.12 
48.5 9.6 2352.25 465.60 
59.3 10.1 3516.49 598.93 
70.0 8.1 4900 567 
70.0 6.8 4900 476 
74.4 8.9 5535.36 662.16 
72.1 7.7 5198.41 555.17 
58.1 8.5 3375.61 493.85 
44.6 8.9 1989.16 396.94 
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33.4 10.4 1115.56 347.36 
28.6 11.1 817.96 317.46 

9.1314=∑ ix 7.235=∑ iy 53.763082 =∑ ix ∑ 44.11824    

  Ta có: 
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=

−
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=
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   ( ) 64.13
25

9.131408.0
25

7.235xayb =−−=−=  

   Vậy hàm hồi qui tuyến tính mẫu là 64.13x08.0y x +−=

 Ví dụ 4: Xác định hệ số tương quan và hàm hồi qui tuyến mẫu baxy x +=  của các đại 
lượng ngẫu nhiên X và Y cho bởi bảng tương quan thực nghiệm sau: 

     X 
 
Y 

1 2 3 

10 20   

20  30 1 

30  1 48 

 Ta lập bảng sau: 

       
X  
Y 

1 2 3 jm  jj ym  
2
ij ym  

200 10   
20 200 2000   20 

1200 60 20  
31 620 12400 

 30  1 

60 4320 30  
49 1470 44100 

 1  48 

∑ = 2290y 585002 =∑ y20 31 49 100=nin    
 

ii xn  20 62 147 229x =∑   

2
ii xn  20 124 441 5852 =∑ x 5840=∑ xy 
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 Trong đó:  5840432060601200200xy =++++=∑ . 

  Phần trên góc trái của ô ghi các tích . jiji yxn

 

  

 Ta có:  ;9.22
100
2290y;29.2

100
229x ====  

  ;4.58
100
5840xy;585

100
58500y;85.5

100
585x 22 ======  

  ( ) ( ) 78.0s6059.029.285.5xxs x
2222

x =⇒≈−=−=  

  ( ) ( ) 78.79.22585yyss 2222
yy ≈−=−==  

 Do đó:  ( )( ) 835.9
6059.0

9.2229.24.58
s

yxxya 2
x

=
−

=
−

=  

    ( )( ) 378.029.2835.99.22xayb =−=−=  

 Hàm hồi qui tuyến tính mẫu là  378.0x835.9y x +=

( )( )
( )( ) 982.0

78.778.0
9.2229.24.58

s.s
yxxyr

yx
xy ≈

−
=

−
=   Hệ số tương quan là: 
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