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gi¶i tÝch I

S¸ch dïng cho sinh viªn tr−êng §¹i häc x©y dùng
vµ sinh viªn c¸c tr−êng §¹i häc, Cao ®¼ng kÜ thuËt
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Ch−¬ng 2

Hµm sè, giíi h¹n hµm sè vµ hµm
liªn tôc

2.1 Hµm sè s¬ cÊp

2.1.1 Hµm thùc mét biÕn sè

§Þnh nghÜa 2.1.1 ¸nh x¹ f : X → R, X ⊂ R,X 6= ∅ ®−îc gäi lµ hµm sè thùc
mét biÕn sè thùc vµ gäi t¾t lµ hµm mét biÕn sè. X ®−îc gäi lµ tËp x¸c ®Þnh cña
hµm sè f , kÝ hiÖu Df = X . TËp ¶nh f(X) ∈ R ®−îc gäi lµ tËp gi¸ trÞ cña hµm sè
f , kÝ hiÖu Rf = f(X).
x ∈ Df ®−îc gäi lµ biÕn ®éc lËp hay ®èi sè cña hµm f , ¶nh f(x) ∈ Rf ®−îc gäi lµ
biÕn phô thuéc hay hµm sè. §Ó minh häa hµm f øng mçi x ∈ Df víi phÇn tö x¸c
®Þnh f(x) ∈ Rf , ta th−êng viÕt y = f(x) hay

f : X → R, x 7→ y = f(x).

VÝ dô 2.1.1

1. ¸nh x¹ ®ång nhÊt f : R → R, x 7→ x hoÆc kÝ hiÖu f(x) = x ∀x ∈ R.
f cßn ®−îc gäi lµ hµm ®ång nhÊt trªn R.

2. sign(x) =





1 nÕu x > 0

0 nÕu x = 0

−1 nÕu x < 0

(
sign(x) ®−îc gäi lµ hµm dÊu

)
.

HiÓn nhiªn |x| = x sign(x).
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3. Hµm E(x) = [x], ∀x ∈ R, trong ®ã [x] kÝ hiÖu phÇn nguyªn cña x, lµ sè
nguyªn lín nhÊt kh«ng v−ît qu¸ x.

• Trong mÆt ph¼ng dùng hai trôc sè thùc x′Ox, y′Oy vu«ng gãc nhau t¹i O,−→
i ,

−→
j lµ c¸c vÐc t¬ ®¬n vÞ cña c¸c trôc x′Ox, y′Oy. NÕu quay vÐc t¬

−→
i theo chiÒu

d−¬ng (chiÒu ng−îc víi chiÒu kim ®ång hå) gãc 900 mµ chiÒu cña
−→
i trïng víi

chiÒu cña
−→
j , ta nãi x′Ox, y′Oy lËp thµnh hÖ trôc täa ®é §Ò c¸c thuËn. Trong

gi¸o tr×nh nµy ta chØ xÐt hÖ trôc täa ®é §Ò c¸c thuËn vµ th−êng gäi ng¾n gän
xOy lµ hÖ trôc täa ®é §Ò c¸c.
§å thÞ cña hµm sè f : X → R trong hÖ trôc täa ®é §Ò c¸c lµ tËp c¸c ®iÓm

M(x, f(x)) ∈ R2 víi mäi x ∈ X . Ta th−êng minh häa ®å thÞ hµm f lµ mét
®−êng cong vÏ trong hÖ trôc täa ®é §Ò c¸c.

• Cho ba tËp hîp X ⊂ R, Y ⊂ R, Z ⊂ R vµ c¸c hµm sè

f : X → Y, g : Y → Z.

Khi ®ã ¸nh x¹ X → Z

x 7→ g(f(x))

®−îc gäi lµ hµm sè hîp cña g vµ f , kÝ hiÖu hµm hîp ®ã lµ g ◦ f . (Chó ý ®Õn thø
tù cña c¸c hµm f vµ g).

VÝ dô 2.1.2

Cho hai hµm sè f(x) = x3 + x + 1 vµ g(x) = 3x + 2. Khi ®ã

(
g ◦ f

)
(x) = g

(
f(x)

)
= 3f(x) + 2 = 3(x3 + x + 1) + 2 = 3x3 + 3x + 5

(
f ◦ g

)
(x) = f

(
g(x)

)
= g3(x) + g(x) + 1 = (3x + 2)3 + 3x + 2 + 1

• Cho hai tËp hîp X ⊂ R, Y ⊂ R vµ mét song ¸nh f : X → Y . Khi ®ã tån t¹i
¸nh x¹ ng−îc cña f , ta th−êng gäi lµ hµm ng−îc cña hµm sè f vµ kÝ hiÖu

f−1 : Y → X



2.1 Hµm sè s¬ cÊp 5

Nh− ®· biÕt tõ häc phÇn tr−íc, hµm ng−îc cña hµm sè f còng lµ mét song ¸nh
tõ Y lªn X , hÖ thøc c¬ b¶n cña hµm ng−îc

(
f−1 ◦ f

)
(x) = x ∀x ∈ X,

(
f ◦ f−1

)
(y) = y ∀y ∈ Y.

Tõ ®©y ta suy ra nÕu ®iÓm M(x, y) thuéc ®å thÞ hµm sè f th× ®iÓm M ′(y, x)
thuéc ®å thÞ hµm ng−îc f−1. Trong hÖ täa ®é §Ò c¸c, ®iÓm M(x, y) vµ ®iÓm
M ′(y, x) ®èi xøng nhau qua ®−êng ph©n gi¸c y = x, suy ra ®å thÞ hµm sè f vµ
®å thÞ hµm ng−îc f−1 ®èi xøng nhau qua ®−êng th¼ng y = x.

2.1.2 C¸c hµm s¬ cÊp c¬ b¶n vµ hµm s¬ cÊp

Chóng ta ®· lµm quen víi mét sè hµm s¬ cÊp c¬ b¶n trong ch−¬ng tr×nh to¸n
bËc phæ th«ng

• Hµm kh«ng ®æi: f(x) = C ∀x ∈ R.
• Hµm lòy thõa f : R+ → R+, f(x) = xα (α ∈ R lµ sè thùc cè ®Þnh).
Hµm lòy thõa f(x) = xα lµ mét song ¸nh tõ R+ lªn R+, do vËy nã tån t¹i hµm
ng−îc

f−1 : R+ → R+, f−1(x) = x
1
α ,

hµm ng−îc f−1 còng lµ hµm lòy thõa.
Chó ý r»ng ng−êi ta th−êng quy −íc

NÕu α ∈ N lµ sè tù nhiªn, miÒn x¸c ®Þnh cña hµm lµ toµn bé R, ch¼ng h¹n
f(x) = x3 x¸c ®Þnh trªn R.

NÕu α ∈ Z \ N lµ sè tù nhiªn ©m, miÒn x¸c ®Þnh cña hµm lµ tËp R \ {0},
vÝ dô hµm f(x) = x−2 = 1

x2 x¸c ®Þnh víi mäi x 6= 0.

NÕu α ∈ R lµ sè v« tØ, miÒn x¸c ®Þnh cña hµm lµ tËp R+.

Ng−êi ta còng quy −íc, khi hµm lòy thõa ®−îc viÕt d−íi d¹ng f(x) = n
√

xm

(m,n lµ c¸c sè nguyªn), miÒn x¸c ®Þnh cña hµm tïy thuéc vµo tÝnh ch½n,
lÎ cña m,n. Ch¼ng h¹n khi m ≥ 0 vµ n lµ sè tù nhiªn ch½n khi ®ã miÒn
x¸c ®Þnh cña hµm lµ R+, tuy nhiªn nÕu n lµ sè tù nhiªn lÎ, miÒn x¸c ®Þnh
cña hµm lµ toµn bé R.

• Hµm sè mò f : R → R+, f(x) = ax (a > 0, a 6= 1). Hµm sè mò lµ mét
song ¸nh tõ R lªn R+, do vËy nã tån t¹i hµm ng−îc f−1 : R+ → R, kÝ hiÖu
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H×nh 2.1: Hµm lòy thõa

f−1(x) = logax. Ng−êi ta gäi hµm ng−îc cña hµm sè mò lµ hµm logarit. Nã tháa
m·n c¸c hÖ thøc vÒ hµm ng−îc

(
f−1 ◦ f

)
(x) = x ∀x ∈ R hay logaa

x = x ∀x ∈ R
(
f ◦ f−1

)
(x) = x ∀x ∈ R+ hay alogax = x ∀x ∈ R+.

H×nh 2.2: Hµm mò, hµm logarit

• C¸c hµm l−îng gi¸c sinx, cosx, tg x, cotgx chóng ta ®· biÕt trong ch−¬ng tr×nh
phæ th«ng.
B©y giê chóng ta sÏ lÇ l−ît lµm quen víi c¸c hµm l−îng gi¸c ng−îc

• XÐt h¹n chÕ cña hµm sinx lªn ®o¹n [−π
2
, π

2
]

sin : [−π

2
,
π

2
] → [−1, 1] lµ song ¸nh.

Do vËy nã tån t¹i hµm ng−îc, kÝ hiÖu arcsin

arcsin : [−1, 1] → [−π

2
,
π

2
]
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Hµm arcsin tháa m·n c¸c hÖ thøc vÒ hµm ng−îc

arcsin(sin x) = x ∀x ∈ [−π

2
,
π

2
] vµ sin(arcsinx) = x ∀x ∈ [−1, 1].

• XÐt h¹n chÕ cña hµm cos x lªn ®o¹n [0, π]

cos : [0, π] → [−1, 1] lµ song ¸nh.

Do vËy nã tån t¹i hµm ng−îc, kÝ hiÖu arccos

arccos : [−1, 1] → [0, π]

Hµm arccos tháa m·n c¸c hÖ thøc vÒ hµm ng−îc

arccos(cos x) = x ∀x ∈ [0, π] vµ cos(arccosx) = x ∀x ∈ [−1, 1].

H×nh 2.3: §å thÞ hµm ng−îc y = arcsinx vµ y = arccos x

• XÐt h¹n chÕ cña hµm tg x lªn kho¶ng (−π
2
, π

2
)

tg :
(
−π

2
,
π

2

)
→ R lµ song ¸nh.

Do vËy nã tån t¹i hµm ng−îc, kÝ hiÖu arctg

arctg : R →
(
−π

2
,
π

2

)

Hµm arctg tháa m·n c¸c hÖ thøc vÒ hµm ng−îc

arctg(arctgx) = x ∀x ∈ R vµ arctg(tg x) = x ∀x ∈ (−π

2
,
π

2
).
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• XÐt h¹n chÕ cña hµm cotgx lªn kho¶ng (0, π)

cotg : (0, π) → R lµ song ¸nh.

Do vËy nã tån t¹i hµm ng−îc, kÝ hiÖu arccotg

arccotg : R → (0, π)

Hµm arccotg tháa m·n c¸c hÖ thøc vÒ hµm ng−îc

cotg(arccotgx) = x ∀x ∈ R vµ arccotg(cotgx) = x ∀x ∈ (0, π).

H×nh 2.4: §å thÞ hµm ng−îc y = arctg x vµ y = arccotgx

• C¸c hµm nhËn ®−îc tõ c¸c hµm s¬ cÊp c¬ b¶n bëi h÷u h¹n c¸c phÐp to¸n céng,
trõ, nh©n, chia vµ phÐp hîp c¸c hµm ®−îc gäi lµ hµm sè s¬ cÊp.

VÝ dô 2.1.3 (VÒ c¸c hµm sè s¬ cÊp)

• f(x) = a0 + a1x + a2x
2 + · · · + anx

n n ∈ N, ak ∈ R ∀k ∈ N.

• f(x) =
a0 + a1x + a2x

2 + · · · + anx
n

b0 + b1x + b2x2 + · · · + bmxm
m,n ∈ N, ak, bi ∈ R ∀i, k ∈ N

• f(x) = a
√

x2−x+1 (a > 0), f(x) = log2

(
x2 + 3x + 1

x + 1

)

• C¸c hµm hyperbolic lµ c¸c hµm sè s¬ cÊp ®−îc sö dông kh¸ réng r·i trong gi¶i
tÝch. Chóng ®−îc ®Þnh nghÜa nh− sau

Hµm cosin hyperbol ch x =
ex + e−x

2
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Hµm sin hyperbol sh x =
ex − e−x

2

Hµm tang hyperbol th x =
sh x

ch x
=

ex − e−x

ex + e−x

Hµm cotang hyperbol th x =
ch x

sh x
=

ex + e−x

ex − e−x

C¸c hµm hyperbolic cã tÝnh chÊt gÇn gièng nh− c¸c hµm l−îng gi¸c (b¹n ®äc tù
chøng minh)

sh(x + y) = sh x ch y + chx sh y

ch(x + y) = chx ch y + shx sh y

sh(x− y) = sh x ch y − chx sh y

ch(x − y) = chx ch y − sh x sh y

ch2x − sh2x = 1, sh2x = 2sh x chx, ch2x = ch2x + sh2x

Bµi tËp Chøng tá r»ng hµm ng−îc cña hµm f(x) = sh x b»ng

f−1(x) = ln(x +
√

x2 + 1) ∀x ∈ R,

vµ hµm ng−îc cña hµm h(x) = chx

h−1 : [1,+∞) → [0,+∞), h−1(x) = ln(x +
√

x2 − 1).

2.2 Giíi h¹n hµm sè

2.2.1 C¸c kh¸i niÖm vÒ giíi h¹n hµm sè

§Þnh nghÜa 2.2.1 Cho hµm sè tõ tËp D ⊂ R vµo R:

f : D → R,

x0 lµ mét ®iÓm tô cña D. Ta nãi L ∈ R lµ giíi h¹n cña hµm f khi x → x0 vµ kÝ
hiÖu

lim
x→x0

f(x) = L,
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nÕu cho tr−íc mét l©n cËn U(L) tuú ý cña L, tån t¹i mét l©n cËn U(x0) cña x0

sao cho víi mäi x ∈ U(x0) ∩ D vµ x 6= x0

f(x) ∈ U(L).

§Þnh nghÜa trªn còng cã thÓ diÔn ®¹t (d−íi d¹ng ”ng«n ng÷ δ − ε”) nh− sau:

• Tr−êng hîp L h÷u h¹n:

lim
x→x0

f(x) = L,

nÕu cho tr−íc mét sè ε > 0 tuú ý, tån t¹i sè δ = δ(ε) > 0 (δ phô thuéc vµo
ε) sao cho víi mäi x tho¶ m·n x ∈ D vµ 0 < |x− x0| < δ ta cã

|f(x) − L| < ε.

• Tr−êng hîp L = +∞:
lim

x→x0

f(x) = +∞,

nÕu cho tr−íc mét sè K > 0 tuú ý, tån t¹i sè δ = δ(ε) > 0 sao cho víi mäi
x tho¶ m·n x ∈ D vµ 0 < |x − x0| < δ ta cã

f(x) > K.

• Tr−êng hîp L = −∞:
lim

x→x0

f(x) = −∞,

nÕu cho tr−íc mét sè K > 0 tuú ý, tån t¹i sè δ = δ(ε) > 0 sao cho víi mäi
x tho¶ m·n x ∈ D vµ 0 < |x − x0| < δ ta cã

f(x) < −K.

Chó ý r»ng trong ®Þnh nghÜa giíi h¹n, ta kh«ng quan t©m tíi gi¸ trÞ hµm sè t¹i
x0, chØ xÐt c¸c gi¸ trÞ hµm f(x) t¹i c¸c ®iÓm x 6= x0. Do vËy hµm f(x) cã thÓ
kh«ng x¸c ®Þnh t¹i chÝnh ®iÓm x0 ®ã.
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VÝ dô 2.2.1

1. lim
x→1

x2−1
x−1

= 2. ThËt vËy, cho tr−íc ε > 0 tïy ý, xÐt
∣∣∣∣
x2 − 1

x− 1
− 2

∣∣∣∣ = |x − 1| víi mäi x 6= 1.

NÕu chän δ = ε vµ 0 < |x − 1| < δ, khi ®ã
∣∣∣∣
x2 − 1

x − 1
− 2

∣∣∣∣ = |x− 1| < ε

tháa m·n ®Þnh nghÜa giíi h¹n hµm sè b»ng 2.

2. Cho hµm f(x) =

{
x2 nÕu x 6= 0

1 nÕu x = 0
. Ta sÏ chøng minh lim

x→0
f(x) = 0. ThËt

vËy, cho tr−íc ε > 0 tïy ý, xÐt

|f(x) − 0| = |x2| < ε ⇔ |x| <
√

ε víi mäi x 6= 0.

Do ®ã nÕu chän δ =
√

ε, mäi yªu cÇu trong ®Þnh nghÜa giíi h¹n hµm sè
®Òu tháa m·n. (Trong vÝ dô nµy, gi¸ trÞ hµm sè t¹i x = 0 kh«ng ¶nh h−ëng
g× tíi giíi h¹n hµm sè).

Ng−êi ta cßn ®−a vµo kh¸i niÖm giíi h¹n mét phÝa cña hµm f : D → R vµ kÝ
hiÖu lim

x→x0+
f(x) = f(x0+) hoÆc lim

x→x0−
f(x) = f(x0−)

§Þnh nghÜa 2.2.2 Cho hµm sè f : D → R, x0 ∈ R lµ mét ®iÓm tô cña D. Ta nãi
L ∈ R lµ giíi h¹n ph¶i cña hµm f

lim
x→x0+

f(x) = L,

nÕu cho tr−íc mét l©n cËn U(L) tuú ý cña L, tån t¹i sè δ = δ(ε) > 0 sao cho víi
mäi x tho¶ m·n x ∈ D vµ x0 < x < x0 + δ ta cã

f(x) ∈ U(L).

T−¬ng tù L ∈ R lµ giíi h¹n tr¸i cña hµm f

lim
x→x0−

f(x) = L,

nÕu cho tr−íc mét l©n cËn U(L) tuú ý cña L, tån t¹i sè δ = δ(ε) > 0 sao cho víi
mäi x tho¶ m·n x ∈ D vµ x0 − δ < x < x0 ta cã

f(x) ∈ U(L).
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Tõ hai ®Þnh nghÜa trªn ta cã ngay ®Þnh lÝ sau

§Þnh lÝ 2.2.1 §iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó tån t¹i giíi h¹n lim
x→x0

f(x) = L, lµ tån t¹i

c¸c giíi h¹n mét phÝa

lim
x→x0+

f(x) = L, lim
x→x0−

f(x) = L

vµ chóng cïng b»ng L.

Tr−êng hîp tËp D kh«ng bÞ chÆn trªn (d−íi), khi ®ã ta coi +∞(−∞) lµ ®iÓm
tô cña D, do vËy ta còng dÉn vµo kh¸i niÖm

§Þnh nghÜa 2.2.3
L ∈ R lµ giíi h¹n cña hµm f khi x → +∞ vµ kÝ hiÖu lim

x→+∞
f(x) = L, nÕu cho

tr−íc mét l©n cËn U(L) tuú ý cña L, tån t¹i sè K > 0 sao cho víi mäi x tho¶ m·n
x ∈ D vµ x > K ta cã

f(x) ∈ U(L).

T−¬ng tù lim
x→−∞

f(x) = L, nÕu cho tr−íc mét l©n cËn U(L) tuú ý cña L, tån

t¹i sè K > 0 sao cho víi mäi x tho¶ m·n x ∈ D vµ x < −K ta cã

f(x) ∈ U(L).

VÝ dô 2.2.2

1. lim
x→+∞

1

x
= 0. ThËt vËy cho tr−íc mét l©n cËn b¸n kÝnh ε > 0 tuú ý

Uε(0) = (−ε,+ε) cña 0, chän sè K = 1
ε
, khi ®ã víi mäi x > K ta cã

∣∣∣∣
1

x
− 0

∣∣∣∣ <
1

K
= ε ⇔ 1

x
∈ Uε(0).

2. Hoµn toµn t−¬ng tù lim
x→+∞

sinx

x
= 0. ThËt vËy cho tr−íc mét l©n cËn b¸n

kÝnh ε > 0 tuú ý Uε(0) = (−ε,+ε) cña 0, chän sè K = 1
ε
, khi ®ã víi mäi

x > K ta cã
∣∣∣∣
sin x

x
− 0

∣∣∣∣ <
1

|x| <
1

K
= ε ⇔ sinx

x
∈ Uε(0).
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3. lim
x→0

sin x = 0. ThËt vËy cho tr−íc mét l©n cËn b¸n kÝnh ε > 0 tuú ý

Uε(0) = (−ε,+ε) cña 0, chän sè δ = ε, khi ®ã víi mäi x ∈ Uδ(0), x 6= 0 hay
0 < |x| < ε ta cã

| sin x− 0| < |x| = ε ⇔ sinx ∈ Uε(0).

4. Tuy nhiªn kh«ng tån t¹i giíi h¹n lim
x→+∞

sinx. ThËt vËy gi¶ sö

lim
x→+∞

sinx = L,

Khi ®ã (chän ε = 1
4
ch¼ng h¹n) tån t¹i mét sè K nµo ®ã sao cho víi mäi

x > K nµo ®ã

| sin x − L| <
1

4
⇔ L − 1

4
< sinx < L +

1

4
.

§iÒu nµy còng cã nghÜa lµ khi x > K , gi¸ trÞ lín nhÊt, bÐ nhÊt cña hµm
sinx n»m trong kho¶ng (L− 1

4
, L+ 1

4
), nãi c¸ch kh¸c biªn ®é dao ®éng cña

hµm sin bÐ h¬n (L + 1
4
) − (L − 1

4
) = 1

2
.

MÆt kh¸c ta biÕt r»ng hµm sin tuÇn hoµn trªn R do vËy trong kho¶ng
(K,+∞) biªn ®é dao ®éng cña nã ph¶i b»ng 2 (tõ -1 ®Õn +1). VËy giíi
h¹n lim

x→+∞
sinx kh«ng tån t¹i.

5. B¹n ®äc dÔ dµng chøng minh lim
x→0

1
x
kh«ng tån t¹i, song tån t¹i giíi h¹n

mét phÝa

lim
x→0+

1

x
= +∞, lim

x→0+

1

x
= −∞.

C¸c giíi h¹n mét phÝa ®ã b»ng +∞,−∞.

§Þnh lÝ 2.2.2 NÕu hµm f : D → R, khi x → x0 cã giíi h¹n lim
x→x0

f(x) = L, khi ®ã

giíi h¹n cña hµm lµ duy nhÊt.

Chøng minh. ThËt vËy gi¶ thiÕt tiÕp lim
x→x0

f(x) = L′, víi L 6= L′. Chän ε > 0

sao cho Uε(L) ∩ Uε(L
′) = ∅ (ch¼ng h¹n ε = |L−L′|

2
). Khi ®ã tån t¹i δ = δ(ε) > 0,

sao cho víi mäi x ∈ Uδ(x0), x 6= x0 hay x0 < |x| < ε ta cã

f(x) ∈ Uε(L) vµ f(x) ∈ Uε(L
′) ⇔ f(x) ∈ ∅.

§iÒu ®ã v« lÝ víi gi¶ thiÕt ph¶n chøng. �
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§Þnh lÝ 2.2.3 (Nguyªn lÝ chuyÓn ®æi giíi h¹n gi÷a hµm vµ d·y)
Cho hµm sè f : D → R, x0 lµ ®iÓm tô cña D (x0 cã thÓ lµ +∞ hoÆc −∞).

§iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó tån t¹i giíi h¹n

lim
x→x0

f(x) = L

lµ víi mäi d·y sè {xn}∞1 , (xn ∈ D,xn 6= x0) mµ lim
n→∞

xn = x0, d·y t−¬ng øng

{f(xn)}∞1 còng tån t¹i giíi h¹n.

L−u ý r»ng ®Þnh lÝ chØ yªu cÇu c¸c d·y {f(xn)}∞1 tån t¹i giíi h¹n, kh«ng ®ßi hái
chóng cã cïng giíi h¹n b»ng nhau vµ b»ng L. §iÒu ®ã sÏ ®−îc chøng minh trong
phÇn chøng minh ®iÒu kiÖn ®ñ.

Chøng minh §iÒu kiÖn cÇn. Gi¶ sö lim
x→x0

f(x) = L, {xn}∞1 lµ mét d·y bÊt k×

(xn ∈ D, xn 6= x0) vµ lim
n→∞

xn = x0. Ta ph¶i chøng minh

lim
x→x0

f(xn) = L.

ThËt vËy víi mçi l©n cËn U(L) tuú ý cña L, tån t¹i mét l©n cËn U(x0) cña x0,
sao cho khi x ∈ U(x0) ∩ D vµ x 6= x0

f(x) ∈ U(L).

Do lim
n→∞

xn = x0 nªn tån t¹i sè tù nhiªn n0 ®Ó víi n > n0, xn ∈ U(x0). Suy ra khi

®ã f(xn) ∈ U(L). VËy
lim

x→x0

f(xn) = L.

§iÒu kiÖn ®ñ. Gi¶ sö víi bÊt k× d·y sè xn → x0, (xn ∈ D,xn 6= x0), d·y c¸c gi¸
trÞ hµm t−¬ng øng {f(xn)}∞1 còng tån t¹i giíi h¹n

lim
n→∞

f(xn) = L.

Tr−íc hÕt ta chøng minh víi bÊt k× mét d·y xn → x0, (xn ∈ D,xn 6= x0), giíi
h¹n cña d·y hµm t−¬ng øng {f(xn)}∞1 ®Òu lµ mét sè L nh− nhau. ChÝnh x¸c
h¬n gi¶ sö ta cã 2 d·y x

′
n → x0 vµ x

′′
n → x0. Ta sÏ chøng minh 2 d·y {f(x

′
n)}∞1

vµ {f(x
′′
n)}∞1 cã cïng giíi h¹n. LËp mét d·y míi

x
′

1, x
′′

1, x
′

2, x
′′

2, x
′

3, x
′′

3, ...
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(ta kÝ hiÖu d·y nµy lµ {xn}∞1 ). DÔ dµng nhËn thÊy d·y {xn}∞1 còng cã giíi h¹n
lµ x0. Theo gi¶ thiÕt khi ®ã lim

x→∞
f(xn) còng tån t¹i (giíi h¹n b»ng L). Hai d·y

{f(x
′
n)}∞1 vµ {f(x

′′
n)}∞1 thùc chÊt lµ hai d·y con cña d·y {f(xn)}∞1 nªn c¶ ba d·y

cã cïng giíi h¹n nh− nhau (cïng b»ng L).
B©y giê ta sÏ chøng minh lim

x→x0

f(x) = L b»ng ph¶n chøng. (Gi¶ thiÕt c¶ x0

c¶ L ®Òu h÷u h¹n. C¸c tr−êng hîp kh¸c ®−îc chøng minh t−¬ng tù.) Gi¶ sö
r»ng lim

x→x0

f(x) kh«ng tån t¹i hoÆc tån t¹i song kh«ng b»ng L. Khi ®ã cã Ýt nhÊt

mét sè ε > 0 sao cho víi mäi l©n cËn b¸n kÝnh δ = 1
n
, n ∈ N∗ cña x0, tån t¹i

mét sè xn ∈ D vµ xn thuéc l©n cËn ®ã: 0 < |xn − x0| < 1
n
®Ó

|f(xn) − L| ≥ ε.

Víi mäi n ∈ N∗, ta thu ®−îc mét d·y {xn}∞1 , theo bÊt ®¼ng thøc trªn d·y hµm
t−¬ng øng {f(xn)}∞1 kh«ng cã giíi h¹n hoÆc tån t¹i giíi h¹n 6= L. MÆt kh¸c do
0 < |xn −x0| < 1

n
, d·y {xn}∞1 héi tô tíi x0, suy ra d·y hµm t−¬ng øng {f(xn)}∞1

héi tô. M©u thuÉn víi gi¶ thiÕt ph¶n chøng. �

NhËn xÐt r»ng sö dông ®Þnh lÝ nµy, nhiÒu tÝnh chÊt vÒ giíi h¹n hµm sè cã thÓ
suy ra ngay tõ giíi h¹n d·y sè. Ngoµi ra ng−êi ta cßn sö dông ®Þnh lÝ 2.2.3 ®Ó
chøng minh sù kh«ng tån t¹i giíi h¹n cña mét sè hµm.
Ch¼ng h¹n trong vÝ dô thø 4 cña vÝ dô 2.2.2, ®Ó chøng minh kh«ng tån t¹i

giíi h¹n lim
x→+∞

sinx, xÐt hai d·y sè cïng tiÕn tíi +∞

x
′

n =
π

2
+ 2nπ → +∞ vµ x

′′

n = nπ → +∞.

HiÓn nhiªn 2 d·y hµm t−¬ng øng

f(x
′

n) = sin
(π

2
+ 2nπ

)
= 1 → 1 vµ f(x

′′

n) = sin (nπ) = 0 → 0

tiÕn tíi 2 giíi h¹n kh¸c nhau.

2.2.2 TÝnh chÊt vµ c¸c phÐp to¸n vÒ giíi h¹n hµm sè

C¸c tÝnh chÊt sau lµ hiÓn nhiªn, b¹n ®äc tù chøng minh:
• NÕu tån t¹i giíi h¹n h÷u h¹n

lim
x→x0

f(x) = L
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th× f(x) bÞ chÆn trong mét l©n cËn nµo ®ã cña x0.
• Cho hai hµm f, g : D → R tháa m·n f(x) ≤ g(x) víi mäi x ∈ D. Gi¶ sö x0 lµ
®iÓm tô cña D vµ tån t¹i c¸c giíi h¹n

lim
x→x0

f(x) = L1, lim
x→x0

g(x) = L2.

Khi ®ã L1 ≤ L2.
§Æc biÖt nÕu hµm f bÞ chÆn trªn D (∃M |f(x)| ≤ M ∀x ∈ D) vµ tån t¹i giíi

h¹n lim
x→x0

f(x) = L, khi ®ã |L| ≤ M .

Tõ nguyªn lÝ chuyÓn ®æi giíi h¹n gi÷a hµm vµ d·y vµ ®Þnh lÝ ?? vÒ c¸c phÐp
to¸n gi÷a c¸c d·y cã giíi h¹n, ta cã ®Þnh lÝ sau

§Þnh lÝ 2.2.4 Gi¶ sö tån t¹i c¸c giíi h¹n trong cïng mét qu¸ tr×nh x → x0

lim
x→x0

f(x) = α lim
x→x0

g(x) = β.

Khi ®ã

lim
x→x0

(f(x) ± g(x)) = α ± β; lim
x→x0

(f(x) · g(x)) = α · β; lim
x→x0

f(x)

g(x)
=

α

β

víi ®iÒu kiÖn α ± β;α · β vµ α
β
cã nghÜa nh− c¸c quy −íc ®· nh¾c tíi trong nhËn

xÐt sau ®Þnh lÝ ??.

Ch¼ng h¹n nÕu lim
x→x0

f(x) = ±∞ limx→x0 g(x) = 0, khi ®ã ±∞ · 0 thuéc d¹ng

v« ®Þnh, do vËy ta kh«ng cã kÕt luËn g× vÒ giíi h¹n lim
x→x0

(f(x) · g(x)).

T−¬ng tù nÕu

lim
x→x0

f(x) = ±∞, lim
x→x0

g(x) = ±∞ hoÆc lim
x→x0

f(x) = lim
x→x0

g(x) = 0

ta còng kh«ng cã kÕt luËn g× vÒ giíi h¹n

lim
x→x0

f(x)

g(x)
.

Còng tõ nguyªn lÝ chuyÓn ®æi giíi h¹n gi÷a hµm vµ d·y vµ ®Þnh lÝ ??, ?? ta cã
hai ®Þnh lÝ sau. T−¬ng tù nh− giíi h¹n d·y sè, chóng còng mang tªn tiªu chuÈn
kÑp vµ tiªu chuÈn hµm ®¬n ®iÖu vÒ giíi h¹n hµm sè.
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§Þnh lÝ 2.2.5 (Tiªu chuÈn kÑp) Cho c¸c hµm sè f, g, h : D → R (D lµ tËp con
cña R), x0 lµ mét ®iÓm tô cña D. Gi¶ thiÕt r»ng tån t¹i mét l©n cËn U(x0) cña
x0 sao cho víi mäi x 6= x0 trong l©n cËn ®ã

f(x) ≤ h(x) ≤ g(x).

NÕu
lim

x→x0

f(x) = lim
x→x0

g(x) = L

khi ®ã tån t¹i giíi h¹n lim
x→x0

h(x), ®ång thêi

lim
x→x0

h(x) = L.

§Þnh lÝ 2.2.6 (Giíi h¹n hµm ®¬n ®iÖu) Cho hµm ®¬n ®iÖu t¨ng f : (a, b) → R,
x0 lµ mét ®iÓm bÊt k× thuéc kho¶ng (a, b). Khi ®ã tån t¹i c¸c giíi h¹n mét phÝa

lim
x→x0−

f(x) = sup
x∈(a,x0)

f(x), lim
x→x0+

f(x) = lim
x∈(x0,b)

f(x).

Ng−êi ta th−êng kÝ hiÖu lim
x→x0−

f(x) = f(x0−) vµ lim
x→x0+

f(x) = f(x0+). HiÓn

nhiªn
f(x0−) ≤ f(x0) ≤ f(x0+).

Tr−êng hîp hµm f : (a, b) → R ®¬n ®iÖu gi¶m

lim
x→x0−

f(x) = inf
x∈(a,x0)

f(x), lim
x→x0+

f(x) = sup
x∈(x0,b)

f(x)

vµ f(x0−) ≥ f(x0) ≥ f(x0+).

T−¬ng tù nh− ®Þnh lÝ Cauchy vÒ d·y sè trong môc tr−íc, ta cã ®Þnh lÝ vÒ giíi
h¹n hµm sè

§Þnh lÝ 2.2.7 (Cauchy) Cho hµm f : D → R, x0 ∈ R lµ ®iÓm tô cña D. Giíi
h¹n lim

x→x0

f(x) tån t¹i vµ h÷u h¹n trong qu¸ tr×nh x → x0 khi vµ chØ khi cho tr−íc

ε > 0 tuú ý, tån t¹i δ = δ(ε) > 0 sao cho víi mäi x, y ∈ D vµ

0 < |x − x0| < δ, 0 < |y − x0| < δ (x, y 6= x0 vµ thuéc l©n cËn Uδ(x0))

ta cã
|f(x) − f(y)| < ε.

(§iÒu kiÖn ®ã cßn ®−îc gäi lµ ®iÒu kiÖn Cauchy).
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Chøng minh
§iÒu kiÖn cÇn. Gi¶ sö lim

x→x0

f(x) = L. Khi ®ã theo ®Þnh nghÜa giíi h¹n víi ε > 0,

tån t¹i δ = δ(ε) > 0 sao cho víi mäi x ∈ D vµ 0 < |x − x0| < δ (còng nh− mäi
y ∈ D vµ 0 < |y − x0| < δ)

|f(x) − L| <
ε

2
, |f(y)− L| <

ε

2
⇒ |f(x) − f(y)| < |f(x) − L| + |L − f(y)| < ε.

§iÒu kiÖn ®ñ. Gi¶ sö ®iÒu kiÖn Cauchy trong ®Þnh lÝ ®−îc tho¶ m·n. XÐt mét
d·y sè bÊt k× trong D héi tô tíi x0 : xn → x0 (xn 6= x0). Khi ®ã tån t¹i sè tù
nhiªn n0 sao cho víi mäi n,m > n0

xn ∈ Uδ(x0), xm ∈ Uδ(x0) ⇒ |f(xn) − f(xm)| < ε.

Nãi c¸ch kh¸c d·y {f(xn)} lµ d·y Cauchy. Theo ®Þnh lÝ Cauchy ??, d·y {f(xn)}
héi tô. L−u ý r»ng {xn} lµ d·y tuú ý héi tô tíi x0, theo nguyªn lÝ chuyÓn ®æi
giíi h¹n gi÷a hµm vµ d·y (®Þnh lÝ 2.2.3), giíi h¹n lim

x→x0

f(x) tån t¹i vµ h÷u h¹n.

§Þnh lÝ ®· ®−îc chøng minh. �

VÝ dô 2.2.3

1. BiÕt r»ng víi −π
2

< x < π
2

: | sinx| < |x| < |tgx|, suy ra

1 >
sinx

x
>

sinx

tgx
= cosx ∀x 6= 0.

Trong qu¸ tr×nh x → 0, cosx → 1. Sö dông ®Þnh lÝ 2.2.5 ta ®−îc

lim
x→0

sinx

x
= 1.

2. lim
x→a

sinx = sin a. ThËt vËy trong qu¸ tr×nh x → a

0 ≤ | sinx − sin a| =

∣∣∣∣2 cos
x + a

2
sin

x− a

2

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣2 sin

x − a

2

∣∣∣∣ ≤ |x − a| → 0.

3. Víi x ∈ R bÊt k×, t×m giíi h¹n cña d·y sè

a = lim
n→∞

n lÇn︷ ︸︸ ︷
sin sin · · · sinx.

§Æt an =

n lÇn︷ ︸︸ ︷
sin sin · · · sinx. Do | sin x| ≤ 1 nªn ta cã quyÒn gi¶ thiÕt |x| ≤ 1.
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XÐt tr−êng hîp x > 0, khi ®ã tõ bÊt ®¼ng thøc sinx < x suy ra an ≥ 0
vµ d·y {an} ®¬n ®iÖu gi¶m. VËy tån t¹i giíi h¹n lim

n→∞
an = a, kÐo theo

lim
n→∞

sin an = sin a. MÆt kh¸c an+1 = sin an suy ra

sin a = a hay a = 0.

Tr−êng hîp −1 ≤ x ≤ 0

lim
n→∞

n lÇn︷ ︸︸ ︷
sin sin · · · sinx = − lim

n→∞

n lÇn︷ ︸︸ ︷
sin sin · · · sin(−x) = 0.

4. Ta sÏ chøng minh c¸c giíi h¹n

lim
x→+∞

(
1 +

1

x

)x

= lim
x→−∞

(
1 +

1

x

)x

= e.

Tr−íc hÕt ta xÐt tr−êng hîp x → +∞. KÝ hiÖu nx = [x] lµ phÇn nguyªn
cña sè thùc x. Ta cã c¸c bÊt ®¼ng thøc sau víi mäi x > 1

(
1 +

1

nx + 1

)nx

<

(
1 +

1

x

)x

<

(
1 +

1

nx

)nx+1

.

Sö dông giíi h¹n ®· biÕt trong môc tr−íc lim
n→∞

(
1 + 1

n

)n
= e, do ®ã

(
1 +

1

nx + 1

)nx

=

(
1 +

1

nx + 1

)nx+1

·
(

1 +
1

nx + 1

)−1

→ e · 1 = e

(
1 +

1

nx

)nx+1

=

(
1 +

1

nx

)nx

·
(

1 +
1

nx

)1

→ e · 1 = e khi x → +∞

¸p dông ®Þnh lÝ 2.2.5 suy ra lim
x→+∞

(
1 + 1

x

)x
= e. T−¬ng tù

lim
x→−∞

(
1 +

1

x

)x

= lim
x→−∞

(
1 − 1

x + 1

)−x

=

= lim
x→−∞

(
1 +

1

−(x + 1)

)−(x+1)

·
(

1 − 1

x + 1

)
· 1 = e.

Sö dông c¶ hai kÕt qu¶ nµy, ®Æt t = 1
x
ta ®−îc

lim
t→0

(1 + t)
1
t = e.
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2.2.3 V« cïng bÐ vµ v« cïng lín

§Þnh nghÜa 2.2.4 Cho hµm α : D → R, x0 lµ ®iÓm tô cña D (x0 cã thÓ lµ +∞
hoÆc −∞). Ta nãi α : D → R lµ v« cïng bÐ (VCB) trong qu¸ tr×nh x → x0 nÕu

lim
x→x0

α(x) = 0.

Hµm A : D → R lµ v« cïng lín (VCL) trong qu¸ tr×nh x → x0 nÕu

lim
x→x0

|A(x)| = +∞.

NhËn xÐt r»ng nÕu hµm f(x) cã giíi h¹n h÷u h¹n L trong qu¸ tr×nh x → x0, khi
®ã α(x) = f(x) − L lµ v« cïng bÐ trong qu¸ tr×nh ®ã

lim
x→x0

f(x) = L ⇔ lim
x→x0

(f(x) − L) = 0.

Tõ nguyªn lÝ chuyÓn ®æi giíi h¹n gi÷a hµm vµ d·y vµ ®Þnh lÝ ?? ta cã ®Þnh lÝ sau

§Þnh lÝ 2.2.8 Cho hai hµm α, β : D → R, trong ®ã α(x) lµ v« cïng bÐ (VCB)
trong qu¸ tr×nh x → x0, β(x) lµ hµm bÞ chÆn trªn D. Khi ®ã tÝch α · β còng lµ
VCB trong qu¸ tr×nh x → x0.

§Þnh nghÜa 2.2.5 Hai VCB α, β trong cïng mét qu¸ tr×nh x → x0 ®−îc gäi lµ
t−¬ng ®−¬ng, kÝ hiÖu α ∼ β, nÕu

lim
x→x0

α(x)

β(x)
= 1.

VCB α ®−îc gäi lµ VCB cÊp cao h¬n VCB β trong qu¸ tr×nh x → x0, kÝ hiÖu
α = o(β), nÕu

lim
x→x0

α(x)

β(x)
= 0.

§Þnh lÝ 2.2.9
1. Cho α : D → R lµ VCB trong qu¸ tr×nh x → x0 vµ α(x) 6= 0 víi mäi x ∈ D.

Khi ®ã
1

α(x)
lµ VCL trong qu¸ tr×nh x → x0.
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Ng−îc l¹i nÕu A(x) lµ VCL trong qu¸ tr×nh x → x0, khi ®ã

1

A(x)
lµ VCB trong qu¸ tr×nh ®ã.

2. NÕu α lµ VCB vµ β lµ VCB cÊp cao h¬n α trong qu¸ tr×nh x → x0. Khi ®ã
α + β lµ VCB t−¬ng ®−¬ng víi VCB α trong qu¸ tr×nh x → x0

lim
x→x0

α(x) + β(x)

α(x)
= 1.

3. α, β lµ hai VCB (VCL) trong qu¸ tr×nh x → x0. Gi¶ thiÕt r»ng còng trong
qu¸ tr×nh ®ã α t−¬ng ®−¬ng víi α vµ β t−¬ng ®−¬ng víi β. Khi ®ã

lim
x→x0

α(x)

β(x)
= lim

x→x0

α(x)

β(x)
.

Chøng minh.
1. vµ 2. ®−îc suy ngay tõ ®Þnh nghÜa vÒ VCB vµ VCL. §¼ng thøc

lim
x→x0

α(x)

β(x)
= lim

x→x0

α(x)

α(x)
· α(x)

β(x)
· β(x)

β(x)
= lim

x→x0

α(x)

β(x)

chøng minh phÇn 3. cßn l¹i cña ®Þnh lÝ. �

VÝ dô 2.2.4

1. Ta ®· biÕt mét trong c¸c giíi h¹n quan träng võa chøng minh ë trªn

lim
x→0

sinx

x
= 1.

§iÒu nµy còng cã nghÜa lµ trong qu¸ tr×nh x → 0 hai VCB x vµ sinx t−¬ng
®−¬ng: x ∼ sinx.

2. Mét giíi h¹n quan träng kh¸c ®· biÕt ë cuèi môc tr−íc

lim
t→0

(1 + t)
1
t = e.

Logarit c¬ sè e c¶ hai vÕ ta ®−îc

lim
t→0

ln(1 + t)

t
= 1.

VËy ln(1 + t) vµ t còng lµ hai VCB t−¬ng ®−¬ng trong qu¸ tr×nh t → 0.
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3. Tõ giíi h¹n lim
t→0

ln(1+t)
t

= 1, ®Æt x = ln(1 + t) suy ra

lim
x→0

ex − 1

x
= 1.

Nãi c¸ch kh¸c trong qu¸ tr×nh x → 0 hai VCB ex − 1 vµ x t−¬ng ®−¬ng.

4. Chóng ta cã c¸c VCB sau t−¬ng ®−¬ng trong qu¸ tr×nh x → 0

x ∼ sinx ∼ arcsinx ∼ tg x ∼ arctg x ∼ ln(x + 1) ∼ ex − 1.

5. øng dông c¸c VCB t−¬ng ®−¬ng, ta dÔ dµng tÝnh c¸c giíi h¹n sau

• lim
x→1

ln(x2 − 3x + 3)

ex−1 − 1
= lim

x→1

ln
(
1 + (x − 1)(x − 2)

)

ex−1 − 1
=

= lim
x→1

(x− 1)(x − 2)

(x − 1)
= lim

x→1
(x − 2) = −1.

• lim
x→0

arcsin(x2 + 2x3)

1 − cos 2x
= lim

x→0

x2 + 2x3

2 sin2 x
= lim

x→0

x2 + 2x3

2x2
=

1

2
.

2.3 Hµm liªn tôc

2.3.1 Kh¸i niÖm vÒ hµm liªn tôc

§Þnh nghÜa 2.3.1 Cho hµm f : D → R, trong ®ã D ⊂ R. Ta nãi hµm f liªn tôc
t¹i x0 ∈ D nÕu cho tr−íc mét sè ε > 0 tuú ý, tån t¹i sè δ = δ(ε) > 0 (δ phô thuéc
vµo ε) sao cho víi mäi x ∈ D vµ |x − x0| < δ ta cã

|f(x) − f(x0)| < ε.

Tr−êng hîp f kh«ng liªn tôc t¹i x0, ta nãi hµm gi¸n ®o¹n t¹i ®ã. NÕu f liªn tôc
t¹i mäi ®iÓm x ∈ D, ta nãi hµm f liªn tôc trªn tËp D.

§Þnh nghÜa trªn t−¬ng ®−¬ng víi ®Þnh nghÜa sau

§Þnh nghÜa 2.3.2 Cho hµm f : D → R, trong ®ã D ⊂ R. Ta nãi hµm f liªn tôc
t¹i x0 ∈ D nÕu cho tr−íc mét l©n cËn bÊt k× Vε(f(x0)) cña f(x0), tån t¹i mét l©n
cËn Uδ(x0) sao cho víi mäi x ∈ D ∩ Uδ(x0) ta cã

f(x) ∈ Vε(f(x0)) hay f(D ∩ Uδ(x0)) ⊂ Vε(f(x0)).
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Khi x0 ∈ D lµ ®iÓm c« lËp cña tËp D hiÓn nhiªn f liªn tôc t¹i x0. Tr−êng
hîp x0 ∈ D lµ ®iÓm tô cña D, ®Þnh nghÜa trªn còng cã nghÜa lµ giíi h¹n b»ng
gi¸ trÞ thay thÕ cña hµm t¹i x0

lim
x→x0

f(x) = f(x0).

§Þnh nghÜa 2.3.3 (Hµm liªn tôc tr¸i, liªn tôc ph¶i)
Hµm f liªn tôc tr¸i t¹i x0 ∈ D nÕu cho tr−íc mét l©n cËn bÊt k× V cña f(x0),

tån t¹i mét l©n cËn tr¸i U = (x0 − δ, x0] cña x0 sao cho víi mäi x ∈ D ∩ U ta cã

f(D ∩ U) ⊂ V.

Hµm f liªn tôc ph¶i t¹i x0 ∈ D nÕu cho tr−íc mét l©n cËn bÊt k× V cña f(x0),
tån t¹i mét l©n cËn ph¶i U = [x0, x0 + δ) cña x0 sao cho víi mäi x ∈ D ∩ U ta cã

f(D ∩ U) ⊂ V.

Chó ý hµm f(x) ®−îc gäi lµ liªn tôc trªn ®o¹n [a, b] nÕu hµm x¸c ®Þnh trªn ®ã,
liªn tôc t¹i mäi ®iÓm trong kho¶ng më (a, b) vµ hµm f liªn tôc ph¶i t¹i ®Çu mót
x = a, liªn tôc tr¸i t¹i ®Çu mót x = b cña ®o¹n ®ã.
Nhê kh¸i niÖm giíi h¹n ph¶i, giíi h¹n tr¸i ta cã kÕt qu¶ sau

§Þnh lÝ 2.3.1 NÕu x0 ∈ D lµ ®iÓm tô cña D, ®iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó f liªn tôc t¹i
x0 lµ tån t¹i giíi h¹n tr¸i, giíi h¹n ph¶i t¹i x0, c¸c giíi h¹n ®ã b»ng nhau vµ cïng
b»ng f(x0)

lim
x→x0+

f(x) = lim
x→x0−

f(x) = f(x0).

Nãi mét c¸ch ng¾n gän ®iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó f liªn tôc t¹i x0 lµ nã liªn tôc tr¸i,
liªn tôc ph¶i t¹i x0 ∈ D.

§Þnh nghÜa 2.3.4 Ta nãi hµm f gi¸n ®o¹n lo¹i mét t¹i x0 ∈ D nÕu f gi¸n ®o¹n
(kh«ng liªn tôc) t¹i x0, tån t¹i c¸c giíi h¹n tr¸i, giíi h¹n ph¶i

lim
x→x0+

f(x) = f(x0−), lim
x→x0−

f(x) = f(x0+)

vµ c¸c giíi h¹n ®ã h÷u h¹n. Khi ®ã f(x0+) − f(x0−) ®−îc gäi lµ b−íc nh¶y cña
f t¹i ®iÓm x0.
Tr−êng hîp f gi¸n ®o¹n t¹i x0 vµ kh«ng gi¸n ®o¹n lo¹i mét t¹i ®ã, ta nãi f

gi¸n ®o¹n lo¹i hai t¹i x0.
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§Þnh lÝ 2.3.2 Hµm ®¬n ®iÖu trªn kho¶ng (a, b) chØ cã thÓ cã ®iÓm gi¸n ®o¹n lo¹i
mét.

Chøng minh
Gi¶ thiÕt f lµ hµm ®¬n ®iÖu trªn kho¶ng (a, b). Suy ra tån t¹i c¸c giíi h¹n

tr¸i, giíi h¹n ph¶i f(x0−), f(x0+) vµ c¸c giíi h¹n ®ã h÷u h¹n. VËy c¸c ®iÓm
gi¸n ®o¹n cña hµm ®¬n ®iÖu chØ cã thÓ lµ gi¸n ®o¹n lo¹i mét. �
NhËn xÐt r»ng còng tõ chøng minh cña ®Þnh lÝ trªn suy ra hµm ®¬n ®iÖu trªn

mét kho¶ng cã kh«ng qu¸ ®Õm ®−îc c¸c ®iÓm gi¸n ®o¹n.

VÝ dô 2.3.1

1. Trong ch−¬ng tr−íc chóng ta ®· chøng minh lim
x→x0

sinx = sin x0, víi mäi

x0 ∈ R. VËy hµm sinx liªn tôc trªn R.

2. Hµm f(x) = [x] (phÇn nguyªn cña x) gi¸n ®o¹n lo¹i mét t¹i tÊt c¶ c¸c
®iÓm lµ c¸c sè nguyªn vµ liªn tôc trªn tËp R \ Z.

3. Hµm

f(x) =

{
1
x2 nÕu x 6= 0

0 nÕu x = 0
gi¸n ®o¹n lo¹i hai t¹i x = 0.

4. Hµm

f(x) =

{
sin 1

x
nÕu x 6= 0

0 nÕu x = 0
gi¸n ®o¹n lo¹i hai t¹i x = 0.

2.3.2 C¸c tÝnh chÊt cña hµm liªn tôc

§Þnh lÝ 2.3.3 Cho f : [a, b] → R lµ hµm liªn tôc trªn ®o¹n [a, b], (a, b ∈ R).
Khi ®ã hµm f ®¹t gi¸ trÞ lín nhÊt vµ nhá nhÊt trªn [a, b]. Nãi c¸ch kh¸c tån t¹i
u, v ∈ [a, b] sao cho

max
x∈[a,b]

f(x) = f(u) vµ min
x∈[a,b]

f(x) = f(v).
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Chøng minh
Tr−íc hÕt ta chøng minh hµm f bÞ chÆn trªn ®o¹n [a, b]. Ta sÏ chøng minh

kh¼ng ®Þnh nµy b»ng ph¶n chøng. ThËt vËy gi¶ sö ng−îc l¹i, hµm f kh«ng bÞ
chÆn trªn ®o¹n [a, b]. Khi ®ã víi mçi n ∈ N∗ tån t¹i xn ∈ [a, b] sao cho |f(xn)| > n
(hay lim

n→∞
|f(xn)| = +∞). D·y {xn}∞1 ⊂ [a, b] lµ d·y bÞ chÆn, theo ®Þnh lÝ Bolzano

?? tån t¹i mét d·y con {xnk
}∞k=1 héi tô tíi x0 ∈ [a, b] (limk→∞ xnk

= x0). MÆt
kh¸c f lµ hµm liªn tôc trªn [a, b] nªn còng liªn tôc t¹i x0 ∈ [a, b]. VËy

lim
k→∞

f(xnk
) = f(x0),

m©u thuÉn víi gi¶ thiÕt ph¶n chøng lim
n→∞

|f(xn)| = +∞.
KÝ hiÖu M = supx∈[a,b] f(x), m = infx∈[a,b] f(x). Do hµm f bÞ chÆn trªn ®o¹n

[a, b] nªn m,M ∈ R. Ta sÏ chøng minh M lµ gi¸ trÞ lín nhÊt vµ m lµ gi¸ trÞ nhá
nhÊt cña hµm f trªn [a, b]. ThËt vËy tõ ®Þnh nghÜa vÒ cËn trªn ®óng, tån t¹i mét
d·y sè {xn}∞1 ⊂ [a, b] tháa m·n

lim
n→∞

f(xn) = M

Còng theo ®Þnh lÝ Bolzano ??, d·y ®ã chøa mét d·y con {xnk
}∞1 héi tô tíi

u ∈ [a, b]. Khi ®ã do f liªn tôc t¹i u ∈ [a, b]

lim
k→∞

f(xnk
) = f(u) = M.

Hoµn toµn t−¬ng tù, hµm ®¹t gi¸ trÞ nhá nhÊt t¹i v ∈ [a, b], f(v) = m. �
NhËn xÐt r»ng, b»ng c¸ch lËp luËn t−¬ng tù, ta cã thÓ më réng ®Þnh lÝ cho

tr−êng hîp hµm f : D → R liªn tôc trªn tËp ®ãng vµ bÞ chÆn D. Khi ®ã hµm f
®¹t gi¸ trÞ lín nhÊt vµ nhá nhÊt trªn D.

§Þnh lÝ 2.3.4 Cho f : [a, b] → R lµ hµm liªn tôc trªn ®o¹n [a, b], (a, b ∈ R). Gi¶
thiÕt gi¸ trÞ hµm f t¹i c¸c ®Çu mót x = a vµ x = b tr¸i dÊu nhau

f(a) · f(b) < 0.

Khi ®ã tån t¹i c ∈ (a, b) sao cho f(c) = 0.

Chøng minh
Kh«ng lµm mÊt tÝnh tæng qu¸t, gi¶ sö f(a) < 0. KÝ hiÖu H lµ tËp

H = {x ∈ [a, b] | f(x) < 0}.
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HiÓn nhiªn H 6= ∅ (do a ∈ H). Gäi c = supH, c ∈ [a, b], ta sÏ chøng minh
f(c) = 0. ThËt vËy, do f liªn tôc trªn [a, b] vµ f(x) < 0 víi mäi x ∈ H suy ra
f(c) ≤ 0.
MÆt kh¸c ta thÊy f(c) < 0 kh«ng thÓ x¶y ra. Gi¶ sö ng−îc l¹i f(c) < 0, khi

®ã tån t¹i mét l©n cËn U(c) cña c sao cho víi mäi x ∈ U(c)

f(x) < c,

®iÒu ®ã m©u thuÉn víi ®Þnh nghÜa c = sup H . VËy f(c) = 0, ®.p.c.m. �
Mét c¸ch chøng minh kh¸c ®Þnh lÝ trªn: chia ®«i ®o¹n [a, b] thµnh 2 ®o¹n nhá

cã ®é dµi b»ng nhau, gäi [a1, b1] lµ mét trong hai ®o¹n nhá ®ã sao cho gi¸ trÞ
hµm f t¹i c¸c ®Çu mót x = a1 vµ x = b1 tr¸i dÊu nhau.
Sau ®ã tiÕp tôc chia ®«i ®o¹n [a1, b1] thµnh 2 ®o¹n nhá cã ®é dµi b»ng nhau,
gäi [a2, b2] lµ mét trong hai ®o¹n nhá ®ã sao cho gi¸ trÞ hµm f t¹i c¸c ®Çu mót
x = a2 vµ x = b2 tr¸i dÊu nhau.
Cø tiÕp tôc qóa tr×nh chia ®«i ®ã, ta ®−îc mét d·y c¸c ®o¹n th¼ng lång nhau
vµ th¾t l¹i {[an, bn]}. Gäi c lµ ®iÓm chung duy nhÊt cña d·y c¸c ®o¹n th¼ng ®ã.
HiÓn nhiªn f(c) = 0.
C¸ch chøng minh nµy chØ ra mét thuËt to¸n ®¬n gi¶n h÷u hiÖu ®Ó t×m ®iÓm

c tháa m·n yªu cÇu f(c) = 0 cña ®Þnh lÝ.

HÖ qu¶ 2.3.1 Cho hµm f : [a, b] → R liªn tôc trªn ®o¹n [a, b]. KÝ hiÖu

M = max
x∈[a,b]

f(x), vµ m = min
x∈[a,b]

f(x).

Gäi L lµ gi¸ trÞ trung gian bÊt k× thuéc kho¶ng (m,M). Khi ®ã tån t¹i c ∈ [a, b]
sao cho

f(c) = L.

Chøng minh
Gi¶ sö hµm f ®¹t gi¸ trÞ lín nhÊt vµ nhá nhÊt t¹i x1, x2 ∈ [a, b] (kh«ng lµm mÊt
tÝnh tæng qu¸t gi¶ thiÕt x1 < x2)

max
x∈[a,b]

f(x) = f(x1), min
x∈[a,b]

f(x) = f(x2).

XÐt hµm g : [x1, x2] → R, g(x) = f(x) − L. HiÓn nhiªn hµm g tho¶ m·n ®Þnh lÝ
2.3.4

g(x1) · g(x2) < 0,
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suy ra tån t¹i c ∈ [a, b] sao cho g(c) = 0 hay f(c) = L ®.p.c.m. �
HÖ qu¶ trªn kh¼ng ®Þnh tËp ¶nh cña hµm liªn tôc trªn ®o¹n [a, b] lÊp ®Çy

®o¹n [m,M ]. Tõ hÖ qu¶ nµy ta cã thÓ dÔ dµng chøng minh nÕu f lµ hµm liªn
tôc trªn kho¶ng më (a, b), kÝ hiÖu

α = inf
x∈(a,b)

f(x), β = sup
x∈(a,b)

f(x),

khi ®ã tËp ¶nh cña f chØ cã thÓ lµ mét trong 4 d¹ng (ta gäi chóng lµ c¸c tËp liªn
th«ng trªn R)

(α, β), (α, β], [α, β), [α, β].

2.3.3 C¸c phÐp to¸n trªn c¸c hµm liªn tôc

Tõ ®Þnh lÝ 2.2.4 vÒ c¸c phÐp to¸n gi÷a c¸c hµm cã giíi h¹n ta cã ®Þnh lÝ sau

§Þnh lÝ 2.3.5 Cho f, g : D → R lµ c¸c hµm liªn tôc t¹i cïng mét ®iÓm x0 ∈ D.
Khi ®ã c¸c hµm f + g, f − g, αf, f.g còng liªn tôc t¹i x0. Ngoµi ra nÕu g(x0) 6= 0,

khi ®ã
f

g
còng liªn tôc t¹i x0.

§Þnh lÝ sau liªn quan tíi phÐp tÝnh hîp thµnh gi÷a hai hµm

§Þnh lÝ 2.3.6 NÕu f : A → B liªn tôc t¹i x0 ∈ A vµ g : B → R liªn tôc t¹i
f(x0) ∈ B (A,B ⊂ R), khi ®ã hîp cña hai hµm g ◦ f còng liªn tôc t¹i x0.

Chøng minh
Ta ph¶i chøng minh lim

x→x0

g(f(x)) = g(f(x0)). ¸p dông ®Þnh lÝ 2.2.3 (nguyªn

lÝ chuyÓn ®æi giíi h¹n gi÷a hµm vµ d·y) nÕu {xn}∞1 lµ mét d·y bÊt k× trong A
héi tô tíi x0, khi ®ã do tÝnh liªn tôc f(xn) → f(x0) khi n → ∞ vµ g(f(xn)) →
g(f(x0)) khi n → ∞, suy ra ®iÒu ph¶i chøng minh. �

§Þnh lÝ 2.3.7 Cho hµm f : (a, b) → R liªn tôc trªn kho¶ng më (a, b), ®iÒu kiÖn
cÇn vµ ®ñ ®Ó tån t¹i hµm sè ng−îc f−1 lµ hµm f ®¬n ®iÖu thùc sù trªn (a, b). Khi
®ã miÒn gi¸ trÞ cña f lµ mét kho¶ng (α, β) nµo ®ã, ®ång thêi hµm ng−îc f−1 còng
liªn tôc trªn kho¶ng ®ã.

Ta cã nhËn xÐt r»ng ®Þnh lÝ vÉn ®óng trong tr−êng hîp (a, b) lµ kho¶ng v« h¹n.
Chøng minh
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Gi¶ sö f lµ hµm ®¬n ®iÖu t¨ng thùc sù trªn (a, b). KÝ hiÖu

α = inf
x∈(a,b)

f(x), β = sup
x∈(a,b)

f(x).

Do tÝnh liªn tôc cña hµm f , hiÓn nhiªn miÒn gi¸ trÞ (hay tËp ¶nh) R(f) lµ kho¶ng
(α, β). ¸p dông ®Þnh lÝ 2.2.3 vÒ nguyªn lÝ chuyÓn ®æi giíi h¹n gi÷a hµm vµ d·y,
suy ra f−1 liªn tôc trªn (α, β). (LËp luËn t−¬ng tù cho tr−êng hîp f lµ hµm ®¬n
®iÖu gi¶m thùc sù trªn (a, b)).
Ng−îc l¹i gi¶ thiÕt hµm f liªn tôc trªn kho¶ng më (a, b) vµ tån t¹i hµm ng−îc

f−1 (f lµ song ¸nh). Ta sÏ chøng minh hµm f ®¬n ®iÖu thùc sù trªn (a, b).
ThËt vËy gi¶ sö f(x1) < f(x2) vµ f(x2) > f(x3) víi x1 < x2 < x3. Chän

L ∈
(
f(x1), f(x2)

)
∩
(
f(x3), f(x2)

)
, ¸p dông hÖ qu¶ 2.1, khi ®ã tån t¹i c1 ∈ (x1, x2)

vµ c2 ∈ (x2, x3) sao cho f(c1) = f(c2) = L, v« lÝ víi gi¶ thiÕt f lµ song ¸nh. �

Trong c¸c vÝ dô ®· tr×nh bµy ë môc giíi h¹n hµm sè còng nh− trong phÇn
hµm liªn tôc, ta ®· biÕt c¸c hµm s¬ cÊp c¬ b¶n: hµm lòy thõa, hµm mò, hµm
logarit, hµm l−îng gi¸c, hµm hyperbolic vµ c¸c hµm ng−îc lµ c¸c hµm liªn tôc
t¹i mäi ®iÓm thuéc tËp x¸c ®Þnh. ¸p dông c¸c ®Þnh lÝ 2.3.5, 2.3.6, 2.3.7 võa nªu
trong môc nµy ta cã ®Þnh lÝ sau

§Þnh lÝ 2.3.8 C¸c hµm s¬ cÊp liªn tôc t¹i tÊt c¶ c¸c ®iÓm thuéc miÒn x¸c ®Þnh
cña nã.

2.3.4 Hµm sè liªn tôc ®Òu

§Þnh nghÜa 2.3.5 Cho hµm f : D → R, trong ®ã D ⊂ R. Ta nãi hµm f liªn tôc
®Òu trªn tËp D nÕu cho tr−íc mét sè ε > 0 tuú ý, tån t¹i sè δ = δ(ε) > 0 (δ phô
thuéc vµo ε) sao cho víi mäi x, y ∈ D vµ |x − y| < δ ta cã

|f(x) − f(y)| < ε.

Theo ®Þnh nghÜa trªn hiÓn nhiªn nÕu f liªn tôc ®Òu trªn D, khi ®ã f liªn tôc
t¹i mäi ®iÓm x ∈ D.
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VÝ dô 2.3.2

1. C¸c hµm
f(x) = x, g(x) = sinx

liªn tôc ®Òu trªn toµn bé trôc sè (trªn R). ThËt vËy víi mäi ε > 0 vµ mäi
cÆp x, y ∈ R sao cho |x − y| < ε ta cã

|g(x)− g(y)| = | sin x− sin y| = 2

∣∣∣∣cos
x + y

2
sin

x − y

2

∣∣∣∣ ≤ |x − y| < ε.

2. Hµm f(x) = 1
x
liªn tôc t¹i mäi ®iÓm thuéc kho¶ng I = (0, 1), tuy nhiªn

nã kh«ng liªn tôc ®Òu trªn I .

ThËt vËy khi x vµ y ”rÊt gÇn” víi 0, ch¼ng h¹n chän

xn =
1

n
, yn =

1

2n

khi n lµ sè tù nhiªn ®ñ lín, xn − yn nhá tuú ý, song

|f(xn) − f(yn)| = |n − 2n| = n

kh«ng nhá theo ý muèn mµ ng−îc l¹i |f(xn) − f(yn)| lín mét c¸ch tuú ý.

§Þnh lÝ 2.3.9 f : D → R lµ hµm liªn tôc ®Òu trªn tËp bÞ chÆn D, khi ®ã f còng bÞ
chÆn trªn D.

Chøng minh Tõ gi¶ thiÕt hµm f liªn tôc ®Òu trªn D, tån t¹i sè δ > 0 sao cho víi
mäi x, y ∈ D vµ |x− y| < δ ta cã |f(x)− f(y)| < 1. Nh− vËy hµm f bÞ chÆn trªn
mét ®o¹n bÊt k× cã ®é dµi kh«ng v−ît qu¸ δ.
Do D lµ tËp bÞ chÆn, tËp D ®−îc chøa trong mét ®o¹n [a, b] nµo ®ã. MÆt kh¸c

®o¹n [a, b] lu«n lu«n cã thÓ ®−îc chia thµnh hîp cña h÷u h¹n c¸c ®o¹n nhá Ik,
mçi ®o¹n cã ®é dµi kh«ng v−ît qu¸ δ. Hµm f bÞ chÆn trªn tõng ®o¹n nhá Ik,
suy ra nã còng bÞ chÆn trªn toµn bé tËp D. �

NhËn xÐt r»ng mét hµm liªn tôc ®Òu trªn mét tËp kh«ng bÞ chÆn còng cã thÓ
lµ hµm kh«ng bÞ chÆn trªn ®ã. Ch¼ng h¹n hµm f(x) = x lµ hµm liªn tôc ®Òu
trªn R vµ còng kh«ng bÞ chÆn trªn R.

§Þnh lÝ 2.3.10 Cho D ⊂ R lµ tËp ®ãng vµ bÞ chÆn, f : D → R lµ hµm liªn tôc
trªn D, khi ®ã f liªn tôc ®Òu trªn D.
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Chøng minh
Ta chøng minh b»ng ph¶n chøng. ThËt vËy gi¶ sö tån t¹i mét sè ε > 0 sao cho

víi mäi δn = 1
n
(n lµ sè tù nhiªn) lu«n tån t¹i mét cÆp sè xn, yn ∈ D : |xn−yn| < δn

®Ó
|f(xn) − f(yn)| ≥ ε

Do D ®ãng vµ bÞ chÆn nªn tõ d·y {xn}∞1 , theo ®Þnh lÝ Bolzano ?? tån t¹i mét d·y
con {xnk

}∞k=1 héi tô tíi a ∈ D (limk→∞ xnk
= a). §ång thêi tõ gi¶ thiÕt ph¶n

chøng
|xn − yn| < δn → 0,

d·y con t−¬ng øng {ynk
}∞k=1 còng héi tô tíi a. MÆt kh¸c f lµ hµm liªn tôc trªn

D nªn còng liªn tôc t¹i a ∈ D. VËy

lim
k→∞

(f(xnk
) − f(ynk

)) = f(a) − f(a) = 0,

m©u thuÉn víi bÊt ®¼ng thøc trªn |f(xn) − f(yn)| ≥ ε víi mäi n. �

Tõ ®Þnh lÝ trªn suy ra nÕu hµm f liªn tôc trªn ®o¹n [a, b], khi ®ã f liªn tôc ®Òu
trªn ®ã.


