V¥ WP VTN CH LAY VL OOy

Dich tiéng anh chuyén nghanh khoa hoc

ty nhién va ki thuat.

Dich cac bar giang trong chuong trinh

hoc liéu méd cua hoc vién MIT, Yale.

Tim va dich tas héu phyc vy cho sinh
1€n lam semmer, luan van.

Tai sao moi thir deu mién

phi va chuyén nghiép 77?
Trao doi truc tuyén tai:

www.mientayvn.com/chat_box_toan.html




MUC LUC

21

2.2

2.3

2 Ham s8, gi¢i han ham s6 va ham lién tuc 3
HAM SO SO CAD © v v v v o e e e e e 3
211 Ham thyc mot biénsd . . .. ... .. ... ... ..... 3
2.1.2 Céc ham so cAp co ban vh hAm socap . . . ... .. ... 5
Gidihan ham s6 . . . . . . . .. ... ... 9
221 Céc khai niém vé giéi han ham s6 . . ... ... ... .. 9
2.2.2  Tinh chat va cic phép toan vé gidi han ham s6 . . . . . . 15
223 Voécumgbévavocunglén . . . .. ... 20
Ham liéntuc . . . . . . .. ... 22
231 Khéiniém vé ham liéntuc . . . . ... ... ... ... .. 22
2.3.2 Céc tinh chat cia ham liéntuc . . . . ... ... .. ... 24
2.3.3 Cac phép toan trén cac ham liéntuc . . . . ... ... .. 27
234 Hamsoliéntucdeéu . .. ... ... ... .. ........ 28




GIAI TiCH I

Sdch dung cho sinh vién truong Dai hoc xdy dung
va sinh vién cdc truong Pai hoc, Cao dcing ki thugt




Chuong 2

e /2 o

Ham so, gioi han ham s6 va ham
lien tuc

2.1 Ham so so cap

2.1.1 Ham thuc mot bién s

Pinh nghia 2.1.1 Anhazg f: X - R, X CR, X # 0 dugc goi la ham s6 thuce
mot bién s6 thuc va goi tat la ham mot bien s6. X dugc goi la tdp xzdc dinh cia
ham s6 f, ki hiéw Dy = X. Tgp anh f(X) € R duogc goi la tdp gid tri cua ham s6
[, ki hiéu Ry = f(X).

x € Dy dugc goi la bién doc lgp hay doi so cua ham f, anh f(x) € Ry duge goi la
bién phu thuoc hay ham s6. DE minh hoa ham f 1ng mdi x € Dy vdi phin ti zdc
dinh f(x) € Ry, ta thuong viét y = f(x) hay

fiX—R, zey=fla).

Vidu2.1.1

1. Anh xa dong nhat f: R - R, a2 hoac ki hiéu f(z) = z Vo € R.
f con dwoc goi 1a ham dong nhat trén R.

1 néu >0
2. sign(z)=<¢0 néu =0 <sign(x) duoc goi 14 ham déﬂu).
-1 néu <0

Hién nhién |z| = zsign(z).
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3. Ham E(z) = [z], Vo € R, trong d¢ [z] ki hiéu phan nguyén cia x, 1a s6
nguyén 1én nhat khong vuot qua .

e Trong mit phiang dung hai truc s6 thuc 'Oz, y'Oy vudng géc nhau tai O,
7, 7 14 cdc véc to don vi clia cdc truc 2'Ox, y’'Oy. Néu quay véc to i theo chidu
duwong (chiéu ngugce véi chiéu kim dong ho) gée 90° ma chiéu cia i tring véi
chiéu ciia j, ta néi 2’Ozx, 'Oy lap thanh hé truc toa do Dé cic thuan. Trong
gido trinh nay ta chi xét hé truc toa do Dé cac thuan va thuomg goi ngan gon
2Oy 1a hé truc toa do Dé cic.

D6 thi clia ham s6 f : X — R trong hé truc toa do Dé cic la tap cic diém
M(x, f(z)) € R? véi moi x € X. Ta thuong minh hoa d6 thi ham f 13 mot
duong cong vé trong hé truc toa do Dé cic.

e Cho ba tap hop X C R, Y C R, Z C R va céc ham so
f:X=Y g:Y—>Z

Khi d6 anh xa X — 7
x> g(f(z))

duoc goi 1a ham s hop cia g va f, ki hiéu ham hop d6 1a go f. (Chid y dén thit
tu clia cdc ham f va g).

Vi du 2.1.2
Cho hai ham 88 f(z) = 2% + 2 + 1 va g(z) = 3z + 2. Khi d6
(9o f)(x) = g(f(2))=3f(z) +2=3(" +x+1) +2=32"+ 3z +5
(fog)(x) = f(9(x))=g* (@) + g(x) + 1 = (3 +2)> + 3z + 2+ 1

e Cho hai tdp hop X C R,Y C R vh mot song anh f : X — Y. Khi dé ton tai
anh xa nguoc cla f, ta thuong goi 1a ham nguoc cia ham s6 f va ki hiéu

f_l:Y—>X
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Nhu da biét tir hoc phan trude, ham nguwoc ciia ham s6 f cing 13 mot song anh
tir Y lén X, hé thitc co ban ctia ham nguoc

(fTof)m)=avVzeX, (fof ')y =yVyeY.

Tir day ta suy ra néu diém M (z,y) thudc d6 thi ham s§ f thi diem M'(y, z)
thuoc d6 thi ham nguoc f~'. Trong hé toa do Dé cac, diem M (z,y) vh diém
M'(y,x) doi xing nhau qua duong phan gidc y = x, suy ra do thi ham s6 f va
d6 thi ham nguoc f~! d6i xing nhau qua dwdng thang y = z.

, N ~ 9 N N ~
2.1.2 Cac ham so cap co ban va ham so cap

Ching ta da ldm quen v6i mot s6 ham so cdp co ban trong chuong trinh todn
bac pho théng

e Ham khong doi: f(z) =C Vz € R.
e Ham liy thia f:RT — RY,  f(z) = 2% (o € R 1a s6 thuc c¢6 dinh).
Ham liy thira f(z) = 2 14 mot song 4nh tir R* 1én RT, do vay nd ton tai ham
nguoc

f1iRT = RY, fl(2)= xé,
ham nguoc f~! cling 14 ham liy thira.
Chd ¥ rang nguoi ta thuong quy wdc

Néu o € N 1a s8 tu nhién, mién xdc dinh cia ham 13 toan bd R, chang han
f(x) = 23 x4c dinh trén R.

Néu o € Z \ N la s6 tu nhién Am, mién x4c dinh ciia ham 1a tap R\ {0},
vi du ham f(z) = 272 = & xdc dinh véi moi x # 0.

Néu a € R 1& s6 vo ti, mién xdc dinh cla ham 1a tap RT.

Ngudi ta cling quy wde, khi ham lity thira duoc viet dudi dang f(x) = /o™
(m,n 1a cdc s6 nguyén), mién x4c dinh ciia him tiy thuoc vao tinh chan,
1é ctia m, n. Chéng han khi m > 0 va n la s6 tu nhién chan khi dé mién
x4c dinh cta ham 13 R, tuy nhién néu n la s6 ty nhién 1é, mién xdc dinh
ctia ham 1a toan bo R.

e Hom s mi f : R — R*,  f(z) = a® (a > 0,a # 1). Ham s6 ma 13 mot
song 4nh tir R 1én R, do vAy nd ton tai ham nguoc f~! : RT — R, ki hiéu
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Ay },=12 V=X

Hinh 2.1: Ham lay thira
f7!(z) = log,x. Ngudi ta goi ham nguge cua ham s6 mu 1a ham logarit. NG thoa
man cac hé thitc vé ham nguoc
(f'of)()=2 Vz€R hay log,a”" =z VzxeR
(fof)(x)=2 VzeR" hay alo8.7 — 1 vz e RY.
h

4
L I o kd

(=12

¥Y¥=% 1 g.X

]
X' * K
/ ja] g ¥

Hinh 2.2: Ham mt, ham logarit

¥=x
(O=hl)

e Cdc ham luong gidc sinx, cos x, tg x, cotg x chiing ta da biét trong chuwong trinh
phé thong.
Bay gio chiing ta sé 14 lwot 1am quen véi cdc ham lwong gidc nguoc
e Xét han ché cua ham sinz lén doan [—3, 3]
T ,
sin: [-—, =] — [-1,1] la song anh.
2°2
Do vay né ton tai ham nguoc, ki hiéu arcsin

arcsin : [—1,1] — [—g T
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Ham arcsin thoa man céc hé thic vé ham nguoc
. T T N . .
arcsin(sin x) =z Vz € [—5, 5] va sin(arcsinz) = x Vo € [—1,1].
e Xét han ché cia ham cosz 1én doan [0, 7]
cos : [0,7] — [—1,1] la song anh.
Do vay né ton tai him nguoc, ki hiéu arccos
arccos : [—1,1] — [0, 7]

Ham arccos thoa man cic hé thitc vé ham nguoc

arccos(cos x) =x Vo € [0,7] va cos(arccosz) =z Vr € [—1,1].

AIrcCcos 3 w
O i*

Hinh 2.3: D6 thi him nguoc y = arcsinz va y = arccos x

e Xét han ché cua ham tgz 1én khoang (—Z, Z)
T

tg : (—5, 5)—> R 1a song anh.

Do vay né ton tai ham nguoc, ki hiéu arctg

arctg : R — (—g, g)

Ham arctg thda méan cic hé thic vé ham nguoc

arctg(arctgz) =2 Vr € R va arctg(tgx) =z Vo € (—g, g)
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e Xét han ché clia ham cotg x 1én khoang (0, )
cotg : (0,7) — R la song anh.
Do vay né ton tai ham nguoc, ki hiéu arccotg
arccotg : R — (0, )
Ham arccotg thoa man cic hé thic vé ham nguoc

cotg(arccotgxr) =z Vo € R va arccotg(cotgxr) =x Vo € (0, 7).

" [ N
n
i
arctg ®
s 2ax &
arccotg x
'Hxi & - 3

Hinh 2.4: D6 thi ham nguogc y = arctg  vh y = arccotg x
e C4c ham nhan duoc tir cdc him so cAp co ban boi hitu han cédc phép toan cong,
trir, nhan, chia va phép hop cac ham duoc goi la ham s6" so cdp.
Vidu21.3 (Vé cic ham s6 so cdp)
o f(x)=ay+aix+ax®*+ - +ax” neNa €R VkeN.

ap + a1x + asr® + - + a,x”

- N, ap,b; € R Vi,ke N
* f(x) bo + bix + box?2 +--- 4+ b,,xm m,n € N, ag, 0; € 1,k €
=z 2%+ 3z +1
[ f(l') = am (a > 0), f(x) = 10g2 (T)

e C4ac ham hyperbolic 1a cidc ham s so cAp duoc sit dung kh4 rong rai trong giai
tich. Chung dugc dinh nghia nhu sau

Ham cosin hyperbol ch x = 5
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I_e—

2

h z
Ham tang hyperbol th x = mr_c e
chx e*+4e®

. chz e"4e™®
Ham cotang hyperbol th x = =
shx e*—e™®

Ham sin hyperbol sh z = ¢

—T

Céc ham hyperbolic ¢é tinh chat gan giong nhu cac ham lwong gidc (ban doc tu
ching minh)

sh(z +vy) =shxzchy+chzshy

ch(z +y) =chaxchy+shzshy

sh(z —y) =shaxchy — chzshy
(

ch(zr —y) =chxchy —shashy
ch?z —sh?z =1, sh2z =2shzchz, ch2z = ch’z +sh’z

Bai tdp Ching t6 ring ham ngugc ctia ham f(x) = sh z bang
fHz)=In(z + Va2 +1) VzeR,
va ham nguoc cla ham h(:L‘) =chx

h=t:[1,+00) — [0,400), h~!(z) =In(x + Va2 —1).

o 2 o

2.2 Gioi han ham sO
2.2.1 C4c khai niém vé gidi han ham s6
Dinh nghia 2.2.1 Cho ham sé t tép D C R vao R:
f:D—R,
zo la mot diém tu cia D. Ta ndi L € R 1o gidi han cia ham f khi © — o va ki

hiéu

lim f(x) =

T—T0
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néu cho trude mot lan can U(L) tuy o cua L, ton tgi mot lan can U(xg) cia xo
sao cho vdi moi x € U(xo) N D va x #

f(x) e U(L).

Dinh nghia trén ciing ¢é thé dién dat (dudi dang "ngén ngit § — €”) nhu sau:

e Truong hop L huu han:
lim f(z) =L,

T—T0

néu cho trude mot s6 € > 0 tuy ¥, ton tai s6 § = d(e) > 0 (6 phu thudc vao
€) sao cho v6i moi z thoa man z € D va 0 < |r — zg| < J ta ¢

|f(x) = L| <e.

e Truong hop L = +oc:

lim f(x) = 400,

T—To
néu cho trude mot s6 K > 0 tuy y, ton tai s6 6 = d(e) > 0 sao cho véi moi

2 thod man r € D vh 0 < |z — 20| < 6 ta cd

f(z) > K.

e Truong hop L = —o0:

lim f(z) = —o0,

T—To
néu cho truede mot s6 K > 0 tuy y, ton tai s6 6 = d(e) > 0 sao cho véi moi

2 thod man r € D vh 0 < |z — 10| < 6 ta cd

f(z) < =K.

Chi y rang trong dinh nghia gisi han, ta khong quan tAm t&i gid tri ham s6 tai
o, chi xét cc gid tri ham f(z) tai cic diém x # xo. Do vay ham f(z) c¢d thé
khong xéc dinh tai chinh diém z, dd.
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Vi du 221
1 QIEI_IHI; —1 = 2. That vay, cho trudc ¢ > 0 tiy ¥, xét

2_ |

‘ —2':|x—1| voi moi x # 1.

r—1

Néu chon § = ¢ va 0 < |z — 1] < 4, khi d6

21
’ —2‘:|a7—1|<5
r—1

thda man dinh nghia gidi han ham s6 bang 2.

22 néu x #0

1 néu z=0

2. Cho ham f(z) = . Ta sé ching minh lin%f(x) = 0. That

vay, cho trudc € > 0 tuy y, xét
If(z) = 0| = 2% <e & |z| < Ve véimoi z#0.

Do d6 néu chon 6 = /g, moi yéu cau trong dinh nghia gidi han ham s
déu thoa man. (Trong vi du nay, gid tri ham s6 tai = 0 khong anh hudng
gl téi gidi han ham so).
Nguoi ta con dua vho khéi niém gidi han mot phia cia ham f: D — R va ki
hiéw lim f(z) = f(a+) hose _lim f(x) = (o)
rT—x0 T—T0—
Dinh_nghia 2.2.2 Cho ham s f : D — R, xy € R la mot diém tu cua D. Ta noi
L € R la gidi han phai cua ham f
lim f(z) =L,

T—T0+
néu cho trudc mét lan cgn U(L) tug o ciua L, ton tai s6°6 = §(e) > 0 sao cho vdi
moi x thoa man x € D va 9 < x < xo+ 0 ta cd
flz) € U(L).
Tuwong tu L € R la gidi han trdi cia ham f

lim f(z)=L,

Tr—Tro—

néu cho trudc mét lan cgn U(L) tug o ciua L, ton tai s6°6 = §(e) > 0 sao cho vdi
moi x thod man x € D va 9 — 6 < x < ¢ ta cd

f(z) € U(L).
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Tt hai dinh nghia trén ta c6 ngay dinh Ii sau

Dinh li 2.2.1 Pi¢u kién ctin va du dé ton tai gidi han lim f(x) = L, la ton tai

T—T0

cdc gioi han mot phia

lim f(z)=L, lim f(x)=1L

T—xo+ T—xo—

va chiing ctng bang L.

Trudong hop tap D khéng bi chan trén (duéi), khi d6 ta coi +0o(—o0) la diém
tu ctia D, do vay ta cing dan vao khai niém

Dinh nghia 2.2.3

L € R la gidi han cia ham f khi x — +00 va ki’ hiéu ligrn f(z) = L, néu cho

trudc mot lan can U(L) tuy o cua L, ton tai s6' K > 0 sao cho vdi moi x thoa man
r € Dwvax>K taco
f(z) € U(L).
Tuong tu mEmoof(x) = L, néu cho trudc moét lan can U(L) tuy i cua L, ton

tai s6' K > 0 sao cho vdi moi x thoa man x € D va v < —K ta cd

f(x) e U(L).

Vi du 2.2.2

1 , , .
1. li£rn — = 0. That vay cho trudc mot lan can ban kinh € > 0 tuy y
T——+00

U(0) = (—¢,+¢€) cha 0, chon 8§ K = %, khi d6 v6i moi z > K ta ¢

< ==& —cU(0).

T K T

1 ‘ 1 1

sin x , Al 1AL A .
2. Hoan toan tuwong tu liin —— = 0. That vay cho trudc mot lan can ban
r—+00 I

kinh € > 0 tuy ¥ Uc(0) = (—¢, +€) cha 0, chon s6 K = L, khi d6 véi moi
x> K ta co
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3.

lin% sinz = 0. That vay cho trudc mot lan can ban kinh € > 0 tuy y
xTr—>

U.(0) = (—¢,+¢€) ctia 0, chon s6 6 = €, khi d6 v6i moi x € Us(0), z # 0 hay
0 <|z| <e€tacé

|sinz — 0| < |z| = € & sinz € U(0).

Tuy nhién khong ton tai giéi han li£rn sinz. That vay gia st
T—T00

lim sinz =L,
T——+00
. , 2 N . A~ ~ N , s .
Khi d6 (chon € = } chang han) t6n tai mot s6 K ndo d6 sao cho véi moi
x > K nao do

|sinz — L <%(:> L—%<sinx<L—|—%.
biéu nay cing c¢é nghia la khi > K, gid tri 16n nhat, bé nhat cia ham
sinz nam trong khoang (L — 1, L+ 1), néi cach khéc bién do dao dong cia
ham sin bé hon (L+ 1) — (L — ) = 3.
Mit khdc ta biét rang ham sin tuan hoan trén R do viy trong khoang
(K, +o0) bién dd dao dong cia né phai bang 2 (tir -1 dén +1). Vay gidi

han lim sinz khong ton tai.
' x—+oo

Ban doc dé dang ching minh glﬂlir(l] 1 khong ton tai, song ton tai giéi han
mot phia
. .1
lim — =+o00, lim — = —o0.
z—0+ z—0+ 2

Céc gidi han mot phia dé bang +o00, —o0.

Dinh li 2.2.2 Néu ham f: D — R, khi x — ¢ ¢d gidi hgn lim f(x) = L, khi do

T—T0

gidi han cua ham la duy nhdt.

Chitng minh. — That vay gia thiét ti€p lim f(z) = L', v6i L # L'. Chon € > 0

T—T0

sao cho U(L) NU(L') = 0 (chang han e = @) Khi d6 ton tai 6 = d(e) > 0,
sao cho v6i moi z € Us(x), x # xo hay xo < || < € ta ¢

f(x) e U(L) va f(z) e U(L) < f(x) €.

biéu d6 vo I véi gia thiét phan ching. W
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Dinh 1i 2.2.3 (Nguyén li chuyén ddi giéi han gitra ham va day)
Cho ham s0" f - D — R, g la diém tu cia D (zo co thé la +oo hodc —00).
Pieu kién cin va du dé ton tai gidi han

lim f(zx) =1L

T—T0

la vdi moi day s6" {x,}5°, (x, € D,x, # x0) ma limx, = x, day tuong ing
n—oo

{f(x,)}° cting ton tai gidi han.

Luu y rang dinh If chi yéu cau cac day {f(z,)}3° ton tai gidi han, khong doi hoi
chiing cd ctng gidi han bang nhav va bing L. Diéu dé sé duoc chirng minh trong
phan ching minh diéu kién du.

Chiing minh  Dieu kién cin. Gia st lim f(z) = L, {z,}5° 1o mot day bat ki

Tr—x(

(xn € D, z,, # 1) va lim x,, = 29. Ta phai chiing minh

lim f(x,) = L.

T—T0
That vay véi moéi 1an can U(L) tuy ¥ cia L, ton tai mot 1an can U(xg) cla o,
sao cho khi z € U(zo) N D va x # x

f(z) € U(L).

. ~ N . ~ .« A ~ . .
Do lim x,, = z¢ nén to6n tai s6 ty nhién ny dé véi n > ng, x, € U(xp). Suy ra khi

d6 f(zn) € U(L). Vay

lim f(x,) = L.

T—T0
Dieu kién di. Gia stv v6i bat ki day s6 x, — xo, (2, € D, z, # x0), day cic gid
tri ham tuwong ung {f(z,)}$° cling ton tai gidi han

lim f(x,)= L.
Trude hét ta chitng minh véi bat ki mot day x,, — To, (v, € D, x, # x0), giG1
han cia day ham twong ung {f (xn)}1 déu 13 mot s6 L nhu nhau Chlnh Xac

hon gid st ta cé 2 day x, — x va o, — xo. Ta sé chiing minh 2 day {f(z) )}
va {f(x,)}%° ¢ cing gidi han. Lap mot diy mdi

1" / 1" / 1"

!
1’1,1'1,1'2,1'2,1'3,1'3,
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(ta ki hiéu day nay 1a {z,,}$°). Dé dang nhan thay day {z,}$° cling c6 giéi han
13 zo. Theo gia thiét khi d6 lim f(x,) cling ton tai (gidi han bang L). Hai day

{f(x,)}5° va {f(x,)}3° thuc chat 1a hai ddy con clia day {f(z,)}$° nén ca ba diy
¢6 cling gidi han nhu nhau (ciing bang L).
Bay gio ta sé chiing minh lim f(z) = L bang phan chiing. (Gia thiét ca z

T—T0
cd L déu hiu han. Céc truong hop khiac duoc chitng minh tuwong tw.) Gia st
rang lim f(z) khong ton tai hodc ton tai song khong bang L. Khi d6 cd it nhat
T—T0

mot s6 € > 0 sao cho v6i moi lan can bén kinh 6 = =, n € N* cla z, ton tai
~ ~ < ~ A~ ~ , A~
mot s6 @, € D va x, thudc lan can dé: 0 < |z, — x| < + dé

Véi moi n € N*, ta thu duge mot day {z,}5°, theo bat dang thitc trén diy him
tuwong ing {f(x,)}5° khong cé gidi han hodc ton tai gidi han # L. Mat khdc do
0 < |zn—x0| < L, day {2,}5° hoi tu t6i zo, suy ra diy ham tuwong tng {f(z,)}5°
hoi tu. Mau thuan véi gia thi€t phan ching. W

Nhéan xét rang st dung dinh 1f ndy, nhiéu tinh chét vé giéi han ham s6 ¢ thé
suy ra ngay tir gidi han day s6. Ngoai ra ngudi ta con st dung dinh If 2.2.3 dé
ching minh sy khong ton tai gidi han cua mot s6 ham.

Chéang han trong vi du thit 4 cta vi du 2.2.2, d€ ching minh khéng ton tai
gidi han EEEFHOO sinz, xét hai day s6 cling tién téi +oo

’ m . "
xn:§+2n7r—>+oo va x, =nm — +00.

Hién nhién 2 day ham tuong tng

/

f(a:n):sin<g—l—2mr):1—>1 vh  f(z,) =sin(nm)=0—0

tién tGi 2 gidi han khac nhau.

2.2.2 Tinh chit va cdc phép toan vé gidi han ham s6

Céc tinh chdt sau 1a hién nhién, ban doc tu ching minh:
e Néu ton tai gidi han hitu han

lim f(x)=1L

T—T0
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thi f(x) bj chan trong mét lan cdn nao dd cua xy.
e Cho hai ham f,g: D — R théa man f(x) < g(x) vdi mei v € D. Gia su g la
diém tu cia D va ton tai cde gidi han
lim f(z) =Ly, lim g(x) = Lo.
T—T0 T—XT0
Khi do Ly < L.
Dac biét néu ham f bi chan trén D (IM |f(z)] < M Vx € D) va ton tai gidi
han lim f(x) = L, khi d6 |L| < M.
T—T0
Tir nguyén 1 chuyén ddi gidi han gitta ham va day vh dinh 1f 7?7 vé cdc phép
toan gitta cac day c6 gidi han, ta c6 dinh 11 sau

Dinh 1i 2.2.4 Gia su ton tai cdc gidi han trong cing mét qud trinh x — x

lim f(z) =a lim g(z) = g.

Khi do
| o R | C) N
mhj?o(f@) +g(2)) = a % f; mlirg)(f(z) g(x)) =a-f; mlgg) () = 3

(21

3 cd nghia nhu cdc quy wdc da nhac tdi trong nhan

voi diéu kién o £ 3;a - B va
z€t sau dinh 17 ?7.

Chang han néu lim f(z) = 00  lim,_,, g(z) = 0, khi d6 o0 - 0 thude dang
T—T0

v6 dinh, do vay ta khong cé két luan gi vé gidi han lim (f(x) - g(x)).
T—To

Tuong tu néu

lim f(z) = o0, lim g(z) = o0 hoac  lim f(z) = lim g(z) =0

T—xQ T—xQ T—xQ T—xQ
ta cting khong cé két luan gi vé gidi han

lim @
== g(x)

Ciing tir nguyén If chuyén d6i gidi han gitta ham vh day va dinh 11 72, 77 ta ¢6
hai dinh If sau. Twong tu nhu gidi han day s, ching cling mang tén tiéu chuin
kep v tiéu chuan ham don diéu vé giéi han ham 6.
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Dinh 1Ii 2.2.5 (Tiéu chuan kep) Cho cdc ham s6' f,g,h: D — R (D la tdp con
cia R), zo la mot diém tu cia D. Gid thiét rdng ton tai mot lan can U(xg) ciia
To sao cho voi moi x # xq trong lan can do

f(z) < h(x) < g(x).

Néu
lim f(z) = lim g(x) =L

Tr—x( Tr—x(

khi do ton tai gioi han lim h(x), dong thoi

T—T0

lim h(z) = L.

T—T0

Dinh 1i 2.2.6 (Gidi han ham don diéu) Cho ham don diéu tang f : (a,b) — R,
xo la mot diém bt ki thudc khodng (a,b). Khi do ton tei cdc gidi han mot phia

lim f(z)= sup f(z), lim f(z)= lim f(x).

T—T0— IEG(CL,IE()) "E_XEO—I— IEG((EO,b)

Nguoi ta thuong ki hiéu lim f(z) = f(xo—) va lim f(z) = f(zo+). Hién

T—T0— T—xo+

f(zo=) < flzo) < flzot).
Truong hop ham f : (a,b) — R don di¢u gidm

lim f(z)= inf f(z), lim f(z)= sup f(z)

T—Lo— x€(a,z0) T—zot z€(xo,b)

va f(xo—) = f(wo) = f(zo+).

Tuwong tu nhu dinh 1If Cauchy vé day s6 trong muc trude, ta c¢é dinh If vé gidi
han ham s6

nhién

Dinh 1i 2.2.7 (Cauchy) Cho ham f : D — R, 7y € R la diém tu cia D. Gidi
han lim f(z) ton tai va hitu han trong qud trinh x — xo khi va chi khi cho trude
T—T0

e > 0 tuy ¢, ton tai 6 = d(e) > 0 sao cho vdi moi x,y € D va
0<|z—x0] <0,0<|y—x0| < (x,y# xo va thudc lan cgn Us(xo))

ta co
|f(z) = fly)] <e

(DPiéu kién do con duogc goi la diéu kién Cauchy ).
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Chitng minh
Dieu kién cin. Gia st lim f(z) = L. Khi dé theo dinh nghia gidi han véi € > 0,

T—T0
ton tai 6 = d(e) > 0 sao cho véi moi x € D va 0 < |r — 29| < § (cling nhu moi
yeDval<|y— x| <9)

@) = LI < 5,1f() ~ Ll < 5 = |f(@) = fy)l <1f@) = LI+ L= f(y)| <«

Pieu kién du. Gia st diéu kién Cauchy trong dinh 1i duoc thod man. Xét mot
day s6 bat ki trong D hoi tu téi xg : 2, — 79 (7, # 7). Khi d6 ton tai s6 tu
nhién ng sao cho véi moi n, m > ng

Tn € Us(0), Tm € Us(xo) = |f(xn) — fzm)] < €.

N6i cach khac day {f(z,)} la day Cauchy. Theo dinh Ii Cauchy ??, day {f(z,)}

hoi tu. Luu ¥ rang {z,} la day tuy y hoi tu t6i zo, theo nguyén i chuyén doi

giéi han gitta ham va day (dinh If 2.2.3), gidi han lim f(x) ton tai va hiu han.
T—T0

Dinh Ii da duoc ching minh. B
Vi du 2.2.3
1. Biétring véi —Z <z < Z: [sinz| < |z| < |tgz], suy ra
sinz _ sinx
>
T tgx

Trong qué trinh z — 0, cosz — 1. St dung dinh 1i 2.2.5 ta duoc

1>

=cosz Vzx #0.

sin x

lim =1.
z—0 X

2. limsinz = sina. That vay trong qua trinh =z — a

r—a

. . rT+a ., r—a . rT—a
0 < |sinx —sina| = |2cos 5 Sin— }S 2sin }§|x—a|—>0.
3.  Véix € R bat ki, tim gidi han cia day so
nl\én
——~—
a = lim sinsin---sinzx.

n—oQ

n lan

#ﬁ 7’ S . o« N
Dat a,, = sinsin---sinz. Do |sinz| < 1 nén ta c¢é quyén gia thiét |z| < 1.



2.2 Gioi han ham s6 19

Xét truomg hop x > 0, khi dé tir bat dang thic sinz < z suy ra a, > 0
va day {a,} don diéu giam. Vay ton tai giéi han lima, = a, kéo theo
n—oo

lim sina, = sina. Mat khac a,,; = sina, suy ra

n—oo
sina =a hay a=0.

Truong hop —1 <z <0

n lén n lén
lim sinsin---sinz = — lim sinsin- - -sin(—xz) = 0.
n—oo n—oo

4.  Ta sé chung minh cac giéi han

1\° 1\°
lim (1 + —) = lim (1 + —) =e.
Tr—-+00 T T——00 T

Trude hét ta xét truong hop © — +oo. Ki hiéu n, = [z] & phan nguyén
cia s6 thue 2. Ta b cdc bat dang thitc sau véi moi 2 > 1

1 Ny 1 x 1 ney+1
1+ <|({1+- <|({1+— .

Str dung gidi han da biét trong muc trude lim (1 + %)n =e,do do

n—oQ

1+ =1+ 1+ —e-1l=ce
ng + 1 ng + 1 ng + 1
(1_|__) :(1_|__) .(1-|-—) —e-1=e khizrx—+o0
Ny Ny Ny

Ap dung dinh 1f 2.2.5 suy ra  lim (1 + %)z = e. Tuong tu

Tr——+00

) 1\" ) 1 o
lm (1+—-) = lim (1-— =
T——00 T T——00 r+1

1 —(z+1) 1
= 1 14+ —- (1 - -1l =ce.
r—1>r—n<>0( +—(:l?—|—1)) ( z+1) €

St dung ca hai két qua nay, dat ¢ = 1 ta duoc

: 1
15%(1 +1t)t =e.
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2.2.3 Vo cung bé va vo cung lon
Dinh nghia 2.2.4 Cho ham o : D — R, o la di€m tu cia D (x¢ cd thé la 400
hogc —o0). Ta ndi a : D — R la v cung bé (VCB) trong qud trinh x — xy néu

lim a(z) =0.

T—T0
Ham A : D — R la v6 cung lon (VCL) trong qud trinh x — xy néu

lim |A(z)| = +o0.

T—T0

Nhén xét rang néu ham f(z) c6 gidi han hitu han L trong qua trinh x — z¢, khi
do a(x) = f(x) — L 1a vo cung bé trong qua trinh do
lim f(x) =L < lim(f(z)—L)=0.

Tr—x( Tr—x(
N A~ ’ ~ Ao .« s .~ N < ~ < . ’ , . ,
T nguyén li chuyén doi gidgi han gitta ham va day va dinh 1i 7? ta cé dinh 1i sau

Dinh li 2.2.8 Cho hai ham o, : D — R, trong do a(z) la v6 cung bé (VOB)
trong qud trinh x — xo, B(x) la ham bi chan trén D. Khi dd tich o - 3 cing la
VOB trong qud trinh x — xq.

Dinh nghia 2.2.5 Hai VCB «, 3 trong cung mét qud trinh x — xo duoc goi la
tuong duong, ki hiéu o ~ 3, néu
lim &) .

z—o ()
VOB « duogc goi la VOB cdp cao hon VCB [ trong qud trinh x — xo, ki’ hiéu
a = o(f), néu

lim @ = 0.

a—ao ()

Dinh Ii 2.2.9
1. Cho a: D — R la VOB trong qud trinh x — xo va o(x) # 0 vdi moi x € D.
Khi do

1
—— la VCL trong qud trinh x — x.
a(r)
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Ngugc lgi néu A(x) la VCL trong qud trinh x — xo, khi do

1
—— la VOB trong qud trinh do.
A(x)
2. Néu o la VOB va (8 la VCB c¢d’p cao hon « trong qud trinh © — xg. Khi do
a+ B la VOB tuong duong voi VOB « trong qud trinh x — xg

i o) + 5(@)

= 1.
T—X0 a(x)

3. «, [ la hai VOB (VCL) trong qud trinh x — xo. Gia thiét rang cing trong
qud trinh do a tuong duong vot @ va 3 tuwong duong voi 3. Khi do
lim _a(x) = li al)

T—T0 ﬁ(l’) Zgﬂrﬂlo ﬁ(x)

Chitng minh.
1. vh 2. dwoc suy ngay tir dinh nghia vé VCB va VCL. Dang thitc
a(z) _ . afx) alz) Blz) _ . dl(x)

lim —< = lim g . = lim —~¢

T—T0 ﬁ(l’) T—To E(x) ﬁ(l’) ﬁ(l’) %o (l’)

chitng minh ph#n 3. con lai cia dinh 1i. W

Vi du 2.2.4

1. Ta da bi€t mot trong cdc gidi han quan trong vira chiing minh & trén

sin x
= 1.

lim
z—0 X

Diéu nay cling c6 nghia la trong qué trinh  — 0 hai VOB z va sinz tuwong
duong: x ~ sinz.

2. Mot gidi han quan trong khic da biét & cudi muc trude

. 1
15%(1 +1t)t =e.
Logarit co s6 e ca hai vé ta duoc
In(1+1
fig 2D
t—0 t

Vay In(1 + ¢) va t cing la hai VCB tuong duong trong qua trinh ¢t — 0.
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3. Tu gidi han lingw =1, dat x = In(1 +¢) suy ra

v _ 1
€ ~ 1

lim
x—0 x
No6i cach khac trong qua trinh x — 0 hai VCB e* — 1 va x tuong duong.
4. Chung ta c6 cac VCB sau tuong duwong trong qué trinh x — 0

x ~sinz ~ arcsinx ~ tgx ~ arctgr ~ In(x + 1) ~ e* — 1.
5. Ung dung cdc VCB tuong duong, ta dé dang tinh cdc giéi han sau

In(z? — 3z + 3) In(1+ (z —1)(z —2))

.glglir{ o1 _ ] - glﬂlir{ -1 _ | =
—1 -2
i EmVE=Y e =1
r—1 ([L‘ — 1) r—1
. arcsin(z? +223) . 2?4223 2?4222 1
elim =lim ——— =lim ———— = —.
a—0 1 —cos2x z—0 28in“x  2—0 22 2

2.3 Ham lién tuc
2.3.1 Khai niém vé ham lién tuc

Dinh nghia 2.3.1 Cho ham f: D — R, trong do D C R. Ta noi ham f lién tuc
tai xo € D néu cho trudc mot s6" e > 0 tuy ¥, ton tai s6° 6 = 6(€) > 0 (0 phu thudc
vao €) sao cho voi moi v € D va |x — xo| < 6 ta co

|f(z) = flzo)| <e.
Truong hop f khong lién tuc tai xq, ta noi ham gidn doan tai do. Néu f lién tuc
tai moi di€m x € D, ta noi ham f lién tuc trén tip D.
Dinh nghia trén twong duwong vdi dinh nghia sau

Dinh nghia 2.3.2 Cho ham f: D — R, trong do D C R. Ta noi ham f lién tuc
tai xg € D néu cho trudc moét lan can bat ki V.(f(xo)) cia f(xo), ton tai mét lan
can Us(xg) sao cho voi moi v € D N Us(xo) ta co

f(x) € Ve(f(xo)) hay  f(DNUs(xo)) C Ve(f(0)).
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Khi o € D la diém c6 lap cta tap D hién nhién f lién tuc tai zo. Trudng
hop o € D la diém tu clia D, dinh nghia trén cling ¢6 nghia 13 gidi han bang
gid tri thay thé clia ham tai x

lim f(x) = f(zo).
T—T(
DPinh nghia 2.3.3 (Ham lién tuc trai, lién tuc phai)

Ham f lién tuc trdi tai xo € D néu cho trudc mét lan can bat ki V cia f(xo),
ton tai mot lan can trdi U = (xq — 0, xo) cua xq sao cho véi moi x € DN U ta cd

f(DNU) CV.

Ham f lién tuc phai tai vo € D néu cho trude mot lan cgn bat ki V cua f(x),
ton tai mét lan cgn phai U = [xg, o + ) cua xo sao cho vdi moi x € DN U ta cd

f(DNU) CV.

Chi y ham f(x) duoc goi la lién tuc trén doan [a,b] néu ham xdc dinh trén dd,
lién tuc tai moi diém trong khodng md (a,b) vh ham f lién tuc phai tai dau miit
x = a, lién tuc trai tai dau mit = b cta doan dé.

Nho khdi niém gi6i han phai, gidi han trdi ta cé két qua sau

Dinh li 2.3.1 Néu ¢ € D la di€m tu cia D, didu kién cin va du dé f lien tuc tai
xo la ton tai gidi han trdi, gici han phdi tai xo, cde gici han dd bang nhau va cing
bang f(xo)

lim f(z) = lim f(z)= f(zo).

T—xo+ T—To—

z - A ’ 9 WA A \ A A - \ 2 BN .
Noi mét cdch ngan gon dieu kién cin va du dé f lien tuc tai xo la nd lién tuc trdi,
lién tuc phai tai xg € D.

Dinh nghia 2.3.4 Ta noi ham f gidn dogn logi mot tai xo € D néu [ gidn dogn
(khong lién tuc) tai xo, ton tai cdc gidi han trdi, gici han phdi
Jim f(x) = f(ro-), lm fa) = f(rot)
va cdc gidi han dd hitu han. Khi do f(xo+) — f(zo—) dugc goi la budc nhay cia
f tai diém x.
Truong hop f gidn doan tai xo va khong gidn doan logi mét tai do, ta noi f
gidn doan logi hai tai xg.
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Dinh li 2.3.2 Ham don diéu trén khodng (a,b) chi cd thé cd diém gidn doan logi
mot.

Chitng minh

Gia thiét f la ham don diéu trén khoang (a,b). Suy ra ton tai cdc gidi han
trai, giéi han phai f(zo—), f(zo+) vh cic gidi han dé hitu han. VAy cic diém
gidn doan clia ham don diéu chi ¢6 thé la gidn doan loai mot. M

Nhin xét rang ciing ti chiing minh cua dinh 17 trén suy ra ham don diéu trén
moét khodng cd khong qud dém dugc cdc diém gidn doan.

Vi du23.1

1. Trong chuong trude chung ta da chimg minh lim sinz = sin z, v6i moi

T—T0

xp € R. Vay ham sin z lién tuc trén R.

2. Ham f(z) = [z] (phan nguyén cla x) gian doan loai mot tai tat ca céc
diém 1a céc s6 nguyén va lién tuc trén tap R\ Z.

3. Ham

1 ~

-z 0

f(z) =4 n(iu 7 gian doan loai hai tai z = 0.
0 neuz=0

1 ~

- 0

flz) = S n(iu 7 gian doan loai hai tai z = 0.
0 neuz =0

2.3.2 Caéc tinh chit cia ham lién tuc

Dinh 1i 2.3.3 Cho f : [a,b] — R la ham lién tuc trén dogn [a,b], (a,b € R).
Khi do ham f dat gid tri lon nhdt va nho nhdt trén [a,b]. NJi cdch khdc ton tai
u,v € [a,b] sao cho

max f(@) = f(u) v min f(@) = F(v).
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Chitng minh

Trude hét ta chiing minh ham f bi chan trén doan [a,b]. Ta sé chiing minh
khang dinh nay bang phan ching. That vay gid st nguoc lai, haim f khong bi
chan trén doan [a, b]. Khi d6 véi mo6i n € N* ton tai z,, € [a,b] sao cho | f(z,)] > n
(hay nhngo|f(xn)| = +00). Day {z,}° C [a, b] la day bi chan, theo dinh i Bolzano
7?7 ton tai mot day con {z,, }3°, hoi tu tdi zo € [a,b] (limj_ oo T, = To). Mat
khac f la ham lién tuc trén [a, b] nén cung lién tuc tai o € [a,b]. Vay

mau thuan véi gia thi€t phan ching lim |f(z,)| = +oo.

Ki hiéu M = sup, ¢, f(2), m = infyefup) f(x). Do ham f bi chdn trén doan
[a,b] nén m, M € R. Ta sé chiing minh M la gid tri 16n nhat va m 1a gid tri nho
nhat cia ham f trén [a, b]. That vay tir dinh nghia vé can trén ding, ton tai mot
day s6 {z,}$° C [a,b] thoa man

lim f(z,) =M

n—oQ

Clng theo dinh Ii Bolzano ??, day d6 chia mot day con {z,, }3° hoi tu tdi
u € [a,b]. Khi d6 do f lién tuc tai u € [a, b]

lim f(2,,) = flu) = M.

Hoan toan twong tir, ham dat gid tri nho nhat tai v € [a,b], f(v) =m. B

Nhéan xét rang, bang cach lap ludn tuong tu, ta cé thé md rong dinh If cho
treong hop ham f: D — R lién tuc trén tap dong va bi chan D. Khi d6 ham f
dat gid tri 1én nhat va nho nhat trén D.

Dinh 1i 2.3.4 Cho f : [a,b] — R la ham lién tuc trén doan [a,b], (a,b € R). Gia
thi€t gid tri ham f tai cdc ddu mit x = a va x© = b trdi ddu nhau

fla)- f(b) <0.
Khi do ton tai ¢ € (a,b) sao cho f(c) = 0.

Chitng minh
Khoéng lam mat tinh tong quat, gid st f(a) < 0. Ki hiéu H la tap

H={xelab]| f(x) <0}
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Hién nhién H # () (do a € H). Goi ¢ = supH, ¢ € [a,b], ta sé ching minh
f(c) = 0. That vay, do f lién tuc trén [a,b] va f(z) < 0 v6i moi z € H suy ra
fle) <.

Mzt khéc ta thay f(c) < 0 khong thé xay ra. Gia st nguoc lai f(c¢) < 0, khi
dé ton tai mot 1an can U(c) cua ¢ sao cho v6i moi x € U(c)

flx) <,

diéu dé mau thuan véi dinh nghia ¢ = sup H. Vay f(c) =0, d.p.cm. N

Mot cdch chitng minh khdc dinh I¢ trén: chia ddi doan [a, b] thanh 2 doan nho
c6 do dai bang nhau, goi [aj,b;] 13 mot trong hai doan nhéd dé sao cho gid tri
ham f tai cdc dau mit o = a1 v = = b; trai dau nhau.
Sau d6 ti€p tuc chia do6i doan [aj,b;] thanh 2 doan nhd cé do dai bang nhau,
goi [az, bo] 1a mot trong hai doan nho dé sao cho gia tri ham f tai cac dau mut
T = ay VA T = by trai dau nhau.
Ctt tiép tuc qua trinh chia déi dd, ta dwoe mot day cdc doan thang 16ng nhau
vh thét lai {[a,, b,)}. Goi ¢ la diém chung duy nhat cia day cdc doan thang dd.
Hién nhién f(c) = 0.

Céach ching minh nay chi ra mét thuat toan don gian hiu hiéu dé tim diém
c thoa man yéu cau f(c) = 0 cta dinh Ii.

Hé qua 2.3.1 Cho ham f : [a,b] — R lién tuc trén dogn [a,b]. K7 hiéu

M = max f(xz), wva m= min f(x).
z€la,b] z€[a,b]
Goi L la gid tri trung gian bdt ki thuéc khodng (m, M). Khi dd ton tai c € [a, b
sao cho

f(e)=L.

Chitng minh
Gia st ham f dat gid tri 1én nhat va nho nhat tai z1, 2o € [a,b] (khong lam mat
tinh téng quat gia thiét z; < x)

max f(z) = f(z1), min f(z) = f(22).

z€la,b] z€[a,b]
Xét ham g : [21, 5] — R, g(x) = f(x) — L. Hién nhién ham ¢ thod man dinh If
234

g(@1) - g(w2) <0,
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suy ra ton tai ¢ € [a,b] sao cho g(c) = 0 hay f(c) = L d.p.cm. B

Hé qua trén khang dinh tap anh clia ham lién tuc trén doan [a,b] 1dp day
doan [m, M]. Tir hé qua nay ta cé thé d& dang ching minh néu f 1a ham lién
tuc trén khoang md& (a,b), ki hiéu

a= inf fz), f= sw flz),

we(ab ve(ap)

khi d6 tap anh cla f chi ¢6 thé 1 mot trong 4 dang (ta goi chiing la cdc tip lién
thong trén R)
(a7/8)7 (a7/8:|7 [a7/8)7 [a7/8:|'

2.3.3 Cac phép toan trén cac ham lién tuc

Tir dinh 1f 2.2.4 vé cic phép todn gifia cidc ham cd gidi han ta cé dinh If sau
Dinh 1i 2.3.5 Cho f,g: D — R la cdc ham lién tuc tgi cing mot di€m o € D.
Khi do cic ham f+ g, f — g, af, f.g cing lién tuc tai xo. Ngoai ra néu g(xg) # 0,

khi do i cting lién tuc tai xo.
g

Dinh Ii sau lién quan t&i phép tinh hop thanh gitra hai ham

Dinh i 2.3.6 Néu f : A — B lién tuc tai ©o € Awva g : B — R lién tuc tgi
f(xg) € B (A, B CR), khi dd hop cua hai ham g o f ciing lién tuc tai xo.

Chitng minh )
Ta phai ching minh lim g(f(z)) = g(f(z0)). Ap dung dinh 1f 2.2.3 (nguyén
T—T0

If chuyén déi gidi han gitta ham vi day) néu {z,,}° 1h mot day bét ki trong A
hoi tu t6i xg, khi d6 do tinh lién tuc f(x,) — f(xo) khin — oo va g(f(x,)) —
g(f(x9)) khin — oo, suy ra diéu phai chitng minh. W

Dinh 1i 2.3.7 Cho ham f : (a,b) — R lién tuc trén khoang mo (a,b), dieu kién
cin va du dé ton tai ham s6 nguoc f~ la ham f don diéu thuc su trén (a,b). Khi
dé mien gid tri cua f la mot khodang (a, 8) nao dd, dong thoi ham nguoc =1 ciing
lién tuc trén khoang do.

Ta ¢6 nhan xét rang dinh 1f van ding trong truong hop (a,b) 1 khodng vo han.
Chitng minh
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Gia stt f 13 ham don diéu tang thuc sy trén (a,b). Ki hiéu

a= if fl),f= sw fz)

we(ab ve(ap)

Do tinh lién tuc cia ham f, hién nhién mién gia tri (hay tap anh) R(f) 1a khodng
(o, 3). Ap dung dinh If 2.2.3 vé nguyén 1 chuyén doi gisi han gitta ham vi day,
suy ra f~! lién tuc trén (a, 3). (Ldp ludgn tuong tu cho truong hop f la ham don
diéu giam thuc sy trén (a,b)).

Nguoc lai gia thi€t ham f lién tuc trén khoang m& (a, b) va ton tai ham nguge
f71 (f 1a song 4nh). Ta sé chitng minh ham f don diéu thyc sy trén (a, b).

That vay gia st f(x1) < f(xa) va f(xs) > fl(as) v6i 21 < 2o < x3. Chon
L€ (f(z1), f(z2))N(f(23), f(x2)), 4p dung hé qua 2.1, khi d6 ton tai ¢1 € (1, 22)
va ¢y € (9, 73) sao cho f(c1) = f(e2) = L, vo i véi gia thiét f 1a song anh. W

Trong cdc vi du da trinh bay & muc giéi han him s6 ciing nhu trong phan
ham lién tuc, ta da biét cdc ham so cAp co ban: ham liy thira, ham mi, ham
logarit, ham lwong giac, ham hyperbolic va cac ham nguoc la cac ham lién tuc
tai moi diém thudc tap xdc dinh. Ap dung cic dinh 1f 2.3.5, 2.3.6, 2.3.7 vira néu
trong muc nay ta cé dinh Ii sau

. , . \ e A . A7, - N A A - .
Dinh 1i 2.3.8 Cdc ham so cd’p lién tuc tai tdt ca cdc diém thuoc mién zdc dinh
cua no.

2.3.4 Ham sb lién tuc déu
Dinh nghia 2.3.5 Cho ham f: D — R, trong do D C R. Ta noi ham f lién tuc

déu trén tdp D néu cho trudc mot so" e > 0 tuy 9, ton tai s6°d = d(e) > 0 (§ phu
thudc vao €) sao cho vdi moi x,y € D va |x —y| < 0 ta co

[f(z) = fy)] <e

Theo dinh nghia trén hién nhién néu f lién tuc déu trén D, khi d6 f lién tuc
tai moi diém z € D.
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Vi du 2.3.2

1. Cac ham
flx) ==, g(x)=sinz
lién tuc déu trén toan bo truc s (trén R). That vay véi moi € > 0 vh moi
cap =,y € R sao cho |z — y| < € ta cd
rT+y . Ty

lg(x) — g(y)| = |sinx — siny| = 2 |cos 5 Sil— <lr—vy|<e.

2. Ham f(z) = % lién tuc tai moi diém thudc khodng I = (0, 1), tuy nhién
né khong lién tuc déu trén 1.

That vay khi « va y "rdt gin” vdi 0, chang han chon

1 1

T, = — y:—
"ont 7" 2

khi n 13 s6 ty nhién du 16n, z,, — ¥, nho tuy ¥, song

|f(zn) = fyn)| = In = 2n] =n
khong nho theo y muén ma nguoc lai | f(z,) — f(y,)| 16n mot cach tuy y.

Dinh 1i 2.3.9 f: D — R la ham lién tuc déu trén tap bi chan D, khi do f cing bi
chan trén D.

Chitng minh Tir gia thiét ham f lién tuc déu trén D, ton tai s6 6 > 0 sao cho véi
moi z,y € D va |z —y| <0 tacd |f(z) — f(y)| < 1. Nhu vay ham f bi chan trén
moét doan bdt ki co do dai khong vuot qud 9.

Do D la tap bi chan, tap D dugc chira trong mot doan [a, b] nao d6. Mat khac
doan [a, b] lu6n luén cé thé dwoc chia thanh hop ctia hitu han cdc doan nhd Iy,
mo6i doan cd do dai khong vuot qua §. Ham f bi chin trén timg doan nhé I,
suy ra n6 cung bi chan trén toan bo tap D. N

Nhéan xét rang mot ham lién tuc déu trén mot tap khong bi chan ciing ¢6 thé
14 him khoéng bi chan trén d6. Chang han him f(z) = = 1a him lién tuc déu
trén R va ctung khong bi chan trén R.

Dinh 1li 2.3.10 Cho D C R la tdp dong va bi chin, f : D — R la ham lién tuc
trén D, khi do f lién tuc déu trén D.
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Chitng minh
Ta ching minh bang phan ching. That vay gia st ton tai mot s6 € > 0 sao cho

v6imoi &, = + (n 1 s6 tu nhién) luén ton tai mot cap $6 zn, Y € D : [T —yn| < dn
de

|f(zn) = fyn)| = €
Do D déng va bi chin nén tir day {z,}$°, theo dinh 1f Bolzano ?? ton tai mot day
con {,, }2°, hoi tu t6i @ € D (limy_o T, = a). Dong thoi tir gia thi€t phan
chung

|Tn — Yn| < 0n — 0,
day con tuong ung {yn, }72; cing hoi tu t6i a. Mat khac f la ham lién tuc trén
D nén cung lién tuc tai a € D. Vay

lim (f(wn,) = f(yn,)) = fa) = f(a) =0,

k—o0

mau thuin véi bat dang thiic trén | f(z,) — f(ys)| > € véi moi n. W

Tu dinh If trén suy ra néu ham f lién tuc trén doan [a,b], khi do f lién tuc déu
trén do.



