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Loi noi dau

Ban dang c¢6 trong tay tap I cua mot trong nhitng sach bai tap giai tich (theo
ching t6i) hay nhat thé gidi .

TruGe day, hau hét nhiing nguoi lam toan cta Viét Nam thuong st dung hai cuon
sach néi tiéng sau (bing tiéng Nga va di duoc dich ra tiéng Viét):

1. ”BAI TAP GIAI TICH TOAN HOC” ctua Demidovich (B. II. Ilemnnosua; 1969,
Co6opuur 3amau um Yupaxkueantt no Maremaruueckomy Ananusy, W3mareancTBo
"Hayxra”, Mocksa,)

N

va

2. ”GIAI TICH TOAN HQC, CAC VI DU VA BAI TAP” cua Ljaszko, Bojachuk, Gai,
Golovach (1. U. JIamko, A. K. Boauyk, . T. FaI@), I'. II. T'onobau; 1975, Marem-
arnuecknl® Ananus B IIpumepax u 3anauvax, Tom 1, 2, M3narenscreo Bumas

Ixkoua).

dé giang day hodc hoc gidi tich.
Cén chd y rang, cu6n thi nhit chi ¢4 bai tap va ddp s6. Cuon thd hai cho 10i
giai chi ti€t doi v6i phan 16n bai tap clia cudn thi nhit va mot s6 bai toan khac.
Lan nay chidng t6i chon cuén sach (bang ti€ng Ba Lan va da dugc dich ra tiéng
Anh):

3. ”BAI TAP GIAI TICH. TAP I: SO THUC, DAY SO VA CHUOI SO” (W. J. Kaczkor, M.
T. Nowak, Zadania z Analizy Matematycznej, Cze$¢ Pierwsza, Liczby Rzeczy-
wiste, Ciagi 1 Szeregi Liczbowe, Wydawnictwo Universytetu Marii Curie -
Sklodowskiej, Lublin, 1996),
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iv Loi néi ddu

4. ”BAI TAP GIAI TICH. TAP II: LIEN TUC VA VI PHAN ” (W. J. Kaczkor, M.
T. Nowak, Zadania z Analizy Matematycznej, Cze§¢ Druga, Funkcje Jednej
Zmiennej—Rachunek Rozniczowy, Wydawnictwo Universytetu Marii Curie -
Sklodowskiej, Lublin, 1998).

dé bién dich nhidm cung cap thém mot tai lidu tot gidp ban doc hoc va day gidi tich.
Khi bién dich, ching to6i da tham khao ban ti€ng Anh:

3% W. J. Kaczkor, M. T. Nowak, PROBLEMS IN MATHEMATICAL ANALYSIS I,
REAL NUMBERS, SEQUENCES AND SERIES, AMS, 2000.

4%, W. J. Kaczkor, M. T. Nowak, PROBLEMS IN MATHEMATICAL ANALYSIS II,
CONTINUITY AND DIFFERENTIATION, AMS, 2001.

Séch ndy c6 céc uu diém sau:
e Ciac bai tap dugc xap xép tir dé cho t6i kho va ¢6 nhiéu bai tap hay.
e Loi giai kha day du va chi tiét.

e Két hop dugc nhitng y tudng hay giita toan hoc so cap va toan hoc hién dai.
Nhiéu bai tap duoc 14y tir céc tap chi ndi tiéng nhu, American Mathemati-
cal Monthly (tiéng Anh), Mathematics Today (tiéng Nga), Delta
(tiéng Balan). Vi thé, sich nay c6 thé ding lam tai liéu cho cdc hoc sinh
phé thong & cdc 16p chuyén ciing nhu cho céc sinh vién dai hoc nganh toan.

Cic kién thic co ban dé giai cac bai tap trong sdch ndy c6 thé tim trong

5. Nguyén Duy Tién, BAI GIANG GIAI TICH, TAP I, NXB Dai Hoc Quoc Gia Ha
Noi, 2000.

6. W. Rudin, PRINCIPLES OF MATHEMATICAL ANALYSIS, McGraw -Hil Book
Company, New York, 1964.

Tuy vay, tru6c mdi chuong ching toi trinh bay tém tét 1y thuyét dé gitp ban doc
nhd lai cac kién thic co ban can thiét khi giai bai tap trong chuong tuong tng.



Loi néi dau v

Tap I va II clia sich chi ban dén HAM SO MOT BIEN SO (trlt phan khong gian
metric trong tap II). Kaczkor, Nowak chic s& con viét Bai Tap Giai Tich cho ham
nhi€u bién va phép tinh tich phan.

Ching to6i dang bién dich tap 11, sap t6i s€ xuat ban.

Chiing toi rat biét on :

- Gido su Pham Xuan Yém (Phdp) da gui cho ching toi ban goc ti€éng Anh tap I
cta sach nay,

- Gido su Nguyén Hitu Viét Hung (Viét Nam) da g cho ching toi ban goc tiéng
Anh tap II cta sach nay,

- Gido su Spencer Shaw (My) da gtri cho chiing toi ban goc tiéng Anh cuén siach
néi tieng ctia W. Rudin (ndi trén), xuat ban l4n thd ba, 1976,

- TS Duong Tat Thing da c6 vii va tao diéu kién dé chiing toi bién dich cuén
sdch nay.

Ching t6i chan thanh cdm on tap thé sinh vién Todn - Ly K5 Hé Dao Tao Ci
Nhan Khoa Hoc Tai Nang, Truong PHKHTN, DPHQGHN, da doc k¥ ban thao va stra
nhi€u 16i ché€ ban cua ban ddnh mdy dau tién.

Chiing toi hy vong rang cuén sich nay sé dugc dong dao ban doc dén nhan va
g6p nhiéu y kién qui bau vé phan bién dich va trinh bay. Rat mong nhan dugc su chi
gido cua quy vi ban doc, nhiing y kién gép y xin glii vé: CHI POAN CAN BQ, KHOA
TOAN CO TIN HOC, TRUONG PAI HOC KHOA HOC TU NHIEN, PAI HOC QUOC GIA
HA NOI, 334 NGUYEN TRAI, THANH XUAN, HA NOL

Xin chan thanh cam on.

Ha Noi, Xuan 2002.
Nhoém bién dich
Poan Chi






Cac ky hiéu va khai niém

e R - tap cac so thuc

R, - tap cac so thuc duong

7, - tap cac sO nguyén

N - tp cac s0 nguyén duong hay cac sO tu nhién

Q - tap cac so6 hitu ty

(a,b) - khoang m& c¢6 hai ddu mit 1a a va b

[a,b] - doan (khoang d6ng) c6 hai ddu mit 1a a va b
e [z] - phan nguyén cua s6 thuc =

Vé6i z € R, ham dau cua z 1a

1 véi x>0,
sgnr =14 —1 v x <0,

0 volT x =

e V6izeN,
nl=1-2-3-...-n,
2n)=2-4-6-...- (2n—2) - (2n),
Cn—1)N=1-3-5-...-(2n—3)-(2n — 1).
e Ky hieu () = #Lk),, n,k € N, n > k, 12 hé s6 cla khai trién nhi thiic

Newton.

vil
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Cdc ky hiéu va khdi niém

Néu A C R khédc rébng va bi chan trén thi ta ky hiéu sup A 1a can trén ding
ctia nd, néu n6é khong bi chin trén thi ta quy udc rang sup A = +oo.

Néu A C R khéc rong va bi chan dudi thi ta ky hiéu inf A 1a can duéi ding
ctia nd, néu n6é khong bi chian dudi thi ta quy udc ring inf A = —oo.

Day {a,} cdc s0 thuc dugc goi 1a don diéu tang (twong tng don diéu giam)
néu a,1 > a, (twong Gng néu a, 1 < a,) véi moi n € N. L&p cac diy don
diéu chita cac day tang va giam.

S6 thuc ¢ dugc goi 1a diém gidi han cta day {a,} néu ton tai mot diy con
{an, } cua {a,} hoi tu vé c.

Cho S 1a tap cac diém tu cla day {a,}. Can dudi ding va can trén ding cua
day , ky hiéu Ian luot 1a lim a, va lim a, dugc xdc dinh nhu sau

n—00 n—00

+o0o  néu {a,} khong bi chan trén,

@ an =4{ —oo  néu {a,} bi chan trén va S = (),

(supS  néu {a,} bi chan trén va S # 0,
—oo  néu {a,} khong bi chan dudi,
lim a, = ¢ +co  néu {a,} bi chan dudi va S = (),
e |infS  néu {a,} bi chan dudi va S # 0,

o
Tich vo han [] a, hoi tu néu ton tai ng € N sao cho a, # 0 v6i n > ng va

n=1
day {anyngs1 - - * Qpgin} hOi tu khi n — oo t6i mot giGi han Py # 0. SO
P = au,any41 - -+ Qngn - Po duge goi l1a gia tri cta tich vo han.

Trong phan 16n cdc sich todn & nudc ta tir truGe dén nay, cac ham tang va
cotang ciing nhu cac ham ngugc cua ching duoc ky hiéu la tgz, cotgz,
arctg x, arccotg x theo cach ky hiéu ctia cic sidch c¢6 ngudn goc tir Phap va
Nga, tuy nhién trong céc sich todn ctia M§ va phan 16n cdc nuéc chau Au,
ching duogc ky hiéu tuong tu 1a tan z, cot z, arctan x, arccot x. Trong cudn
sach nay chiing toi s& sit dung nhitng ky hiéu ndy dé ban doc 1am quen véi
nhitng ky hiéu da dugc chuin hod trén the gidi.
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Chuong 1

Gioi han va tinh lién tuc

1.1 Gié6i han cua ham so

Ching ta dung cac dinh nghia sau.

Pinh nghia 1. Ham f goi la tang (tuong Gng, tang thuc s, giam, giam thuc
sy) trén tap khac rong A € R néu x; < 1, 71,72 € A kéo theo f(x1) < f(zs)
(tuong tng f(z1) < f(22), f(z1) = f(22), f(z1) > f(22) ). Ham tang hay giam
(tuong ting, ting thuc su hay giam thuec sy) goi 12 ham don diéu (tuong ting,
don diéu thuc su)

Dinh nghia 2. Tap (a —¢,a+¢) \ {a}, 6 dy € > 0 goi 1a lan cdn khuyét cua
diém a € R

1.1.1. Tim cac gi6i han hodc chiing minh chiing khong ton tai.

1 1

(a) limzcos—, (b) limzx {—} ,

x—0 €T pesres .

. x |b 2]
() lim—- |—|, ab>0, (d) lim —,

z—=0aq |X z—0 I
©  lim o(va? +1-Va® +1), O i SEST)
e z—0 sin(sinz)

1.1.2. Gia st f: (—a,a) \ {0} — R. Chiing minh ring

(a) :lclg[l) f(z) =1 néu va chi néu :lclg(l) f(sinz) =1,
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4 Chuong 1. Gioi han va tinh lién tuc

(b) lin% f(x) =1 thi liII(l) f(|z|) = 1. Diéu ngugc lai c6 ding khong ?
z— z—

1.1.3. Gia stt ham f : (—a,a) \ {0} — (0, +00) thoa méan lirr(l)(f(a:) + ﬁ) =2.

Chiing minh rang lim f (z) = 1.
z—>

1.1.4. Gid st f dugc xac dinh trén 14n can khuyét cua a va lim (f(z)+ ‘f(lm”) =
Tr—a
0. Tim lirr[l) f(z).
r—r

1.1.5. Chiing minh réng néu f 14 ham bi chdn trén [0, 1] thod man f(az) =
bf(z) v6i0 <z < Ivaab>1thi 1iI£l+ f(z) = f(0).
z—

1.1.6. Tinh

(a) lim(z2(1+ 243+ -+ [%])),

z—0 ||
®)  lim (o([d]+ 2]+ +[E), ke N.

1.1.7. Tinh lim [;,D(H; & day P(z) 1a da thtc v6i hé s6 duong.

T—00

1.1.8. Chi ra bang vi du rang diéu kién
(%) lim(f(z) + f(22)) = 0

khong suy ra f c6 giéi han tai 0. Chiing minh rang néu tén tai ham ¢ sao
cho bat déng thic f(z) > ¢(z) duge thoa mén trong mét 1an can khuyét ctia
0 va lim p(x) = 0, thi () suy ra lim f(z) = 0.

z—0 z—0

1.1.9.

(a) Cho vi du ham f thoa man diéu kién

lim (f(z) f(22)) = 0

z—0

va lim f(z) khong ton tai.
z—0

(b) Chiing minh ring néu trong mot 1an can khuyét caa 0, cac bat ding
thic f(z) > |z|*, 3 < a < 1, va f(2)f(2z) > |z| dudc thod mén, thi
lim f(z) = 0.

z—0



1.1.10. Cho truéc s thuc o, gia st lim % = g(a) v6i mdi sd duong a.
T—r00

Chting minh rang ton tai ¢ sao cho g(a) = ca®.

1.1.11. Gid st f : R — R 1a ham don diéu sao cho lim {5(2;)) = 1. Chung
Tr—00

minh réang lim ];((C;)) =1 v6i moi ¢ > 0.
Tr—00

1.1.12. Chiing minh réng néu a > 1 va o € R thi
() lim & = too, ®) lim L = 0.

r—00 I rz—o0 ¢

1.1.13. Chiing minh réng néu a > 0, thi lim 2Z = (.-
Tr—00
1.1.14. Cho a > 0, chting minh lin% o = 1. Dung d4ng thic nay dé ching
T—

minh tinh lién tuc cia ham md.

1.1.15. Chiing minh réng

1\* 1\*
(@ lim (1 + —) =e, (b) lim (1 + —) =e,
T—>00 x T—r—00 xr
(¢ lim(1+ x)% =e.

T—00

1.1.16. Chiing minh rang lin%) In(1+2) = 0. Dung dang thic nay, suy ra ham
z—
logarit lién tuc trén (0, 00).

1.1.17. Tinh cac gi6i han sau :

In(1 r—1
@) lim 2L+ b lime—— 4>0
z—0 x z—=0 T
© lmdFP -l g
z—0 €T
1.1.18. Tim
. 1 : sinx
@ Jig(na), ® g
. 1 PRt
(© :101_r>r(1)(cos T)sinTe, (d) lim (e —1)=,

P
(e) :lclg[l)(sm z)he,



6 Chuong 1. Gioi han va tinh lién tuc

1.1.19. Tim cac giéi han sau:

sin 2z + 2 arctg 3x + 322 . Incosz
1n ) ) (b) lim L 2
z—0 In(1 4 3z + sin” z) + xe® 250 tgx
V1—e*—+/1—cosx )
i d 1 1 2 cotgx.
© xg(?+ vsinx ’ @ wll’%< to)
1.1.20. Tinh

(a)

)=, () lim z(In(1 + E) —1In g)

™

8=

lim (t

1.1.21. Gia st rang lim g(z) =0 va tén tai o € R, cac s6 duong m, M sao
z—0

chom < % < M v6i nhiing gia tri duong cua z trong 1an can cua 0. Ching

minh riang néu a lim g(z)Inz = v, thi lim f(2)9® = ¢7. Trudng hop v = o
CC—>‘)0+ R z—0t

hodc v = —o0, ta gia su e® = oo va e~ = 0.

1.1.22. Biét rang lin% flz) =1 va lin% g(z) = oco. Chiing minh riang néu

Tr— T—>
i —1) = ili 9(x) — o7
lim g(z)(f(z) = 1) = 7, thi lim f(z) ev.

1.1.23. Tinh
(2) lim (2siny/z +/zsinl)”,
z—07t

o7

() lim <1 + ze 7 sin %) ,
z—0 x
1
1 1 ew?
(c) lim <1 + e 27 arctg & + ze 22 sin %)
z—0 x z

1.1.24. Cho f : [0,+0c0) — R 1a ham sao cho méi dayf(a +n), a > 0, hoi tu
t6i khong. Héi giéi han lim f(z) c6 ton tai khong ?

T—r00
1.1.25. Cho f : [0, +00) — R 12 ham sao cho v6i moi s6 duong a, day{f(an)},
hoi tu t6i khong. Hoi gi6i han lim f(z) c6 ton tai khong ?

Tr—00
1.1.26. Cho f : [0,+00) — R 1a ham sao cho v6i moi a > 0 va moi b > 0,
day{f(a+bn)}, a > 0, hoi tu t6i khong. Hoi giéi han lim f(x) c6 ton tai
T—r00

khong ?
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1.1.27. Chting minh rang néu lim f(r) = 0 va lim fe0)=f@) _ () thi lim @ =
z—0 z—0 z z—0 T
0.

1.1.28. Gia st f xac dinh trén (a,+00), bi chin trén mdi khoang hitu han
(a,b) ,a < b. Chiing minh rang néu lirf (f(x+1)— f(z)) =1, thi lirr[l) % =1.

1.1.29. Cho f x4c dinh trén (a,+oco), bi chin duéi trén méi khoang hitu
han (a,b),a < b. Chiing minh ring néu lim (f(x +1) — f(z)) = +oo, thi
T—r+00

liir[l)@ = +o00.

1.1.30. Cho f xac dinh trén (a,+oc0), bi chén trén mdi khoang hitu han
(a,b) ,a < b. Néu v6i s6 nguyén khong 4m k, lim W ton tai, thi

T—+00
fl@) 1 flz+1)— f(z)
w—1>r—£loo ol k+1 :cgr-ipoo xk

1.1.31. Cho f xac dinh trén (a,+oc0), bi chén trén mdi khoang hitu han
(a,b),a < b va gia st f(z) > ¢ > 0 véi z € (a,+00). Chling minh ring néu

lim £ Sf(;” tn tai, thi lim f(z)? ciing ton tai va

T—+00 Jim
Jim (f(2))7 = lim_ %

1.1.32. Gia thiét rang liH(l)f ([%rl> = 0. Tu d6 c6 suy ra liII(l) f(x) ton tai
T— T—
khong ?

1.1.33. Cho f : R — R sao cho v6i moi a € R, day {f(%)} hoi tu t6i khong.
Hoi f ¢6 gi6i han tai 0 khong ?

~ . M ~ . l _ l — N . —
1.1.34. Chtng minh rang néu :lclg[l)f (z(2-[3])) =0, thi }CILI[I) f(z) =0.

1.1.35. Chting minh ring néu f don diéu tang ( gidm ) trén (a,b), thi véi

moi zy € (a,b),

@ f(zg) = lim f(z) = inf f(z)  (f(zg) = sup f(z)),

T >0 >T0



8 Chuong 1. Gioi han va tinh lién tuc

(©) f(zg) = lim f(z) = sup f(x) (f(zg) = inf f(z)),

T r<x0 <z

© f(zg) < flxo) < flzg)  (f(zg) > flxo) > flzg))-

1.1.36. Chiing minh ring néu f don diéu ting trén (a,b), thi véi moi x4 €

(a,b),
(a) lim f(a”) = f(z7),
(b) lim f(z*) = f(zp).

1.1.37. Chting minh dinh i Cauchy sau ddy. Dé f c6 giéi han hitu han
khi # — a, diéu kién can va du 1a v6i moi € > 0 ton tai § > 0 sao cho
|f(z) — f(z')] < ebatci khindo 0 < |z —a| <5 va 0 < |z —a| <. Lap cong
thiic va chiing minh diéu kién can va da tuong tu dé lim f(z) ton tai.
T—00
1.1.38. Chting minh ring néu lim f(z) = Ava lin}1 g(y) = B, thilim g(f(z)) =
T—a y— T—a

B véi gia thiét (go f)(z) = g(f(x)) dude xac dinh va f khong nhan gia tri A
trong 1an can khuyét cua a.
1.1.39. Tim cac ham f va g sao cho lim f(z) = A va lirrig(y) = B, nhung

T—a y—
lim g(f(2) # B.
1.1.40. Gia st f : R — R 12 ham tang va z — f(z) — z ¢6 chu ki 1. Ki hiéu
f™ 1a phép lip tht n caa f; tic 1a, f! = f va f* = fo f*! v6in > 2. Chiing

0 " ( £7(0)

minh rang néu lim == ton tai, thi v6i moi z € R, lim @) — iy

n—00 n—00 n—00

1.141. Gia st f : R — R 14 ham tang va z — f(z) — z ¢6 chu ki 1. Ngoai
ra, gia st f(0) > 0 va p 12 s6 nguyén ducng c6 dinh. Ki hiéu f™ 1a phép lap
thti n ctia f. Chting minh rang n&u m, 1a s6 nguyén duong nhd nhat sao cho
F7(0) > 0, thi

i
—

i IO O 1+50)

My ~ nooo M ) m, m,
1.1.42. Gia st f: R — R 1a ham tang va z — f(z) — x ¢6 chu ki 1. Chiing
[ (x)

minh rang lim £-% t4n tai va nhan cung gia tri véi moi z € R, ¢ day f™ ki
n—oo

hiéu phép lip thi n caa f.




1.2 Cac tinh chat cua ham lién tuc

1.2.1. Tim t&t ca cac diém lién tuc ctia ham f xac dinh béi

0 néu z vo ty,
flx) =4 A
sin x| néu z hitu ty.

1.2.2. Xacdinh tap cac diém lién tuc ctia ham f dude cho béi

22 —1 néuz vo ty,
flz) = o
0 néu z hiu ty.

1.2.3. Nghién ctiu tinh lién tuc ctia cic ham sau:

0 néu z vd ty hodc z =0,
(a) fz)={1 néuz=p/gpeZ geN,va
p,q nguyén td cung nhau,
|| néu z vo ty hoéc z = 0,
(b) f(r) = qr/(qr +1) l’lé/u:E:p/(LpEZ7 g €N, va

p, g nguyén td cung nhau,
(Ham dinh nghia 6 (a) dudc goi 1a ham Riemann.)

1.2.4. Chiing minh rang néu f € C([a,b]), thi
du rang diéu ngudc lai khong ding.

fl € C([a,b]). Chi ra bang vi

1.2.5. Xac dinh tat ca cac a, va b, sao cho ham xac dinh bdi

anp +sintz néuz € 2n,2n+1],neZ,
fz) =

by, +costex mnéuz € (2n—1,2n),neZ,
lién tuc trén R.
1.2.6. Cho f(z) = [#?]sin7z v6i € R. Nghién ctiu tinh lién tuc cua f.

1.2.7. Biét
f(z) = [a] + (z — [2])¥) véiz >

Chting minh rang f lién tuc va tang thuc sy trén [1, co).
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1.2.8. Nghién ciiu tinh lién tuc ctia cac ham sau day va vé db thi ctia ching

(@) f(z) = lim 2=2—- 1 €R,

nT4+n-%7

(b) f(z) = lim Z¢42 0 7 € R,

nT b
noo €L

©  flo)=lim MR g >,

n—oo

@  f(z) = lim wn a4 L @ A0,

n—oo

(e) f(z) = lim %/cos?z +sin™z, =z €R.

n—oo

1.2.9. Chiing minh rang néu f : R — R lién tuc va tudn hoan thi né cé gia

tri 16n nhat va gia tri nho nhat.

1.2.10. Cho P(z) = 2*" + ag,_12*" ' + - + a17 + ag, chiing minh rang tén tai
z, € R sao cho P(z,) = inf{P(z) : * € R}. Ciing chting minh ring gia tri
tuyét doi cta moi da thic P c6 gia tri nho nhat; ttc 13, ton tai z* € R sao
cho |P(z*)| = inf{|P(x)| : z € R}.

1.2.11.

(a) Cho vi du vé ham bi chén trén [0, 1] nhung khong c¢6 gia tri nho nhat,

ciing khong c6 gia tri 16n nhat.

(b) Cho vi du vé ham bi chén trén [0, 1] nhung khong c6 gia tri nho nhat
trén moi doan [a,b] C [0,1], a < b.

1.2.12. Cho f: R —- R, zp € Rva § > 0, dat

wg(zo,0) = sup{|f(z) — f(zo)| : z €R, |z — x| < I}

va wi(xg) = 6111(1;1+ w(7g,9). Chitng minh ring f lién tuc tai zy néu va chi néu

wy(zo) = 0.

1.2.13.
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(@) Cho f,g € C([a,b]) va v6i = € [a,b], dat h(zx) = min{f(x),g(z)} va
H(z) = max{f(z),g(z)}. Chting minh rang h, H € C([a,b]).

(b) Cho fi, f2, f5 € C(la, b)) va véi x € [a,b], ddt f(z) 1a mot trong ba gia tri
fi(x), f2(z) va f3(z) ma nam gitia hai gi4 tri con lai. Chiing minh rang

f € C([a,b]).

1.2.14. Chiing minh rang néu f € C([a,b]), thi cac ham dugc x4c dinh bdi
m(z) = inf{f(C) : ¢ € [a,2]} va M(z) = sup{f(C) : C € [a, 2]}

cting lién tuc trén [a, b)].

1.2.15. Goi f 1a ham bi chan trén [a,b]. Chiing minh rang cac ham dugc xAc

dinh bdi
m(z) = inf{f(¢) : ¢ € [a,2)} va M(z) = sup{f(C) : ¢ € [a,z)}

ciing lién tuc trén (a,b).

1.2.16. Véi cac gia thiét cia bai toan trude, kiém tra cac ham

m*(z) =inf{f(¢) : ¢ € [a, 2]} va M*(z) = sup{f(¢) : C € [a, 2]}
c6 lién tuc trai trén (a,b) hay khéng ?

1.2.17. Gia sti f lién tuc trén [a, 00) va lim f(z) hitu han. Chtng minh rang
Tr—00

f bi chén trén [a, c0).
1.2.18. Cho f 14 ham lién tyc trén R va dat {z,} 1a day bi chan. Cac bat

d4ng thic sau

lim f(z,) = f(lim z,) va lim f(z,) = f(lim z,)

n—o00 n—oo n—oo n—oo

c6 dung khong ?

1.2.19. Cho f : R — R la ham lién tuc, tang va goi {x,} la day bi chéan.
Chting minh rang
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b) i f(x,) = £(Tm 2,).

1.2.20. Cho f : R — R 1a ham lién tuc, giam va goi {z,} 1a day bi chan.
Chiing minh rang

@ lim f(r.) = £(lim 2.),

1.2.21. Gia st f lién tuc trén R,  lim f(z) = —oco va lim f(z) = +oo. Xac
T—00

T—r—00

dinh g bang cach dat
g(x) =sup{t : f(t) <z} véizeR
(a) Chiing minh rang ¢ lién tuc trai.
(b) g c6 lién tuc khong ?

1.2.22. Cho f: R — R 1a ham tuin hoan lién tuc véi hai chu ki khong thong
udce Ty va T; tic 1a 7+ v6 ty. Ching minh rang f 1a ham hing. Cho vi du
ham tuin hoan khac ham hang c6 hai chu ki khong théng uée.

1.2.23.

(a) Chting minh rang néu f : R — R 1a ham lién tuc, tudn hoan, khac ham
hang, thi né c6 chu ki duong nhé nhat, goi 1a chu ki cd ban.

(b) Cho vi du ham tuan hoan khac ham hing méa khoéng cé chu ki co ban.

(c) Chting minh rang néu f : R — R 14 ham tuan hoan khong c¢6 chu ki co

ban, thi tap tat ca cac chu ki caa f tru mat trong R.

1.2.24.
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(a) Chiing minh rang dinh li trong muc (a) ctia bai toan trudc van con ding
khi tinh lién tuc ctia f trén R dudc thay thé bdi tinh lién tuc tai mot
diém.

(b) Chiing minh rang néu f : R — R 1a ham tuan hoan khong c6 chu ki co

d N A s 1A LS A, A <R N P B N N
ban va néu né lién tuc tai it nhat mot diém, thi n6 la ham hang.

1.2.25. Chting minh riang néu f,¢g : R — R la ham lién tuc, tudn hoan va
lm (f(a) = g(a)) = 0 thi f = .

1.2.26. Cho vi du hai ham tuan hoan f va g sao cho moi chu ki cia f khong
thong ude v6i moi chu ki ciia g va sao cho f+ g

(a) khéng tuan hoan,
(b) tuan hoan.

1.2.27. Cho f,g: R — R 1a cac ham lién tuc va tuin hoan lan lugt véi chu
ki co ban duong T} va T. Chiing minh rang néu 7+ ¢ Q, thi h = f + g khong

12 ham tuin hoan.

1.2.28. Cho f,g: R — R 1a cAc ham tuin hoan .Gid st f lién tuc va khong
c6 chu ki nao ctia g thong udc véi chu ki co ban cua f. Chiing minh réng
f + ¢ khong 12 ham tuan hoan.

1.2.29. Chting minh ring tap cac diém gian doan ctia ham don diéu f: R —
R khéng qua dém dudgc.

1.2.30. Gia st f lién tuc trén [0, 1). Chting minh rang
R Lok
fim 5 2 MG = o
1.2.31. Cho f lién tuc trén [0, 1]. Chting minh rang

Jim g 0 ()30 =0

k=0
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1.2.32. Gia st f : (0,00) — R 12 ham lién tuc sao cho f(z) < f(nz) v6i moi

s6 duong x va moi s6 ty nhién n. Chting minh rang lim f(z) ton tai (hitu

T—00

han hoéac v6 han).
1.2.33. Ham f xac dinh trén khoang I C R dudgc goi 14 16i trén I néu
fAzr 4+ (1= Nz2) < Af(zy) + (1= A) f(z2)

v6i moi 1,z € I va A € (0,1). Chiing minh riang néu f 16i trén khoang md,
thi n6 lién tuc. Ham 16i trén khoang bat ki c6 nhat thiét lién tuc khéng ?

1.2.34. Chting minh ring néu diy {f,} cdc ham lién tuc trén A hdi tu déu
té1 f trén A, thi f lién tuc trén A.

1.3 Tinh chat gia tri trung gian
Ta nhéic lai dinh nghia sau:

Dinh nghia 3. Ham thuc f c6 tinh chdt gid tri trung gian trén khoang I
chia [a,b] néu f(a) < v < f(b) hodc f(b) < v < f(a); tlc 12, néu v nam gitta
f(a) va f(b), thi tén tai c nam gitia a va b sao cho f(c) = v.

1.3.1. Cho céac vi du cac ham c6 tinh chat gia tri trung gian trén khoang I

nhung khong lién tuc trén khoang nay.

1.3.2. Chiing minh rang ham téng thuc sy f : [a,b] — R c6 tinh chat gia tri

trung gian thi lién tuc trén [a, b].

1.3.3. Cho f : [0,1] — [0,1] lién tuc. Chiing minh rang f c6 diém c6 dinh
trong [0, 1]; ttc 13, ton tai x4 € [0, 1] sao cho f(xq) = 0.

1.34. Gia st f,g : [a,b] — R lién tuc sao cho f(a) < g(a) va f(b) > g(b).
Chting minh rang ton tai zy € (a,b) sao cho f(zg) = g(wo).



15

1.3.5. Cho f: R — R lién tuc va tuan hoan véi chu ki 7' > 0. Chting minh

rang ton tai zo sao cho
T
f (330 + 5) = f(zo).

1.3.6. Ham f : (a,b) — R lién tuc. Chiing minh rang, véi z,,z,... ,, cho
trude trong (a,b), ton tai zy € (a,b) sao cho

Fleo) = 2(f(@) + Flza) ++ + f(za))
1.3.7.

(a) Chting minh rang phuong trinh (1 — z)cosz = sinz c6 it nhat mot
nghiém trong (0, 1).

(b) Véi da thtic khac khéng P, chting minh rang phuong trinh |P(z)| = e*
c6 it nhat mot nghiém.

1.3.8. Véiag < by <a; < by <--- < a, < b,, chiing minh rdng moi nghiém
cua da thic

n n

P(z) = H(az + ag) + 2H(az +br), z€R,

k=0 k=0
déu 1a thuc.

1.3.9. Gia st f va g c6 tinh chAt gia tri trung gian trén [a,b]. H6i f + g ¢6
tinh chat gia tri trung gian trén khoang d6 khong ?

1.3.10. Gia st f € C([0,2]) va f(0) = f(2). Chling minh ring ton tai x; va
x5 trong [0, 2] sao cho

Ty —x1 = 1va f(z2) = f(z1).
Gidi thich § nghia hinh hoc két qua trén.

1.3.11. Cho f € C([0,2]). Chting minh réng ton tai z; va z, trong [0, 2] sao
cho

Ty —x = 1va f(zo) — f(z1) = %(f(2) — f(0)).
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1.3.12. Véin € N, goi f € C([0,n]) sao cho f(0) = f(n). Chiing minh rang

ton tai z; va x, trong [0,n] thod mén

Ty — 21 =1 va f(xg) = f(x1).

1.3.13. Ham lién tuc f trén [0,n], n € N, thoa méan f(0) = f(n). Ching minh
rang v6i moi k € {1,2,... ,n — 1}, ton tai x; va z, sao cho f(xz) = f(x,), 6
day z — x, = k hodic z, —x,, = n — k. Héi v6i moi k € {1,2,... ,n—1}, c6 tén

tai r; va z, sao cho f(zy) = f(x), 6 day zp — 2, = k ?

1.3.14. 6 Véin € N, goi f € C([0,n]) sao cho f(0) = f(n). Chting minh rang
phuong trinh f(z) = f(y) ¢6 it nhat n nghiém véi x —y € N.

1.3.15. Gia st cac ham thuc lién tuc f va g xac dinh trén R giao hoan véi
nhau; tic 13, f(g(x)) = g(f(x)) véi moi € R. Chiing minh rang néu phuong
trinh f?(z) = ¢*(z) c6 nghiém, thi phusng trinh f(z) = g(z) cling ¢6 nghiém
& day f2(x) = F(f(z)) vA ¢2(x) = g(9(2))).

Chi ra vi du réng gia thiét vé tinh lién tuc cia f va g trong bai toan trén

khong thé bé qua.

1.3.16. Chiing minh rang don anh lién tuc f : R — R thi ho#c tang thuc su,
hodc giam thuc su.

1.3.17. Gid st f : R — R 1a don anh lién tuc. Chiéing minh rang néu ton tai
n sao cho phép 1ap thi n ctia f 1a anh xa déng nhat, tic 13, f*(z) = = véi
moi z € R, thi

(@) f(x) ==, x € R, néu f tang thuc sy,
(M) f*(z) =z, x € R, néu f giam thyc su.

1.3.18. Gia st f : R — R thoa man diéu kién f(f(z)) = f*(z) = -z, z €
R.Chting minh rang f khéng thé lién tuc.

1.3.19. Tim t4t ca cac ham f : R — R c6 tinh chat gia tri trung gian va toén
tai n € N sao cho f"(z) = —z, x € R, 6 day f™ ki hiéu phép lap tha n caa f.
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1.3.20. Chting minh rang néu f : R — R c6 tinh chat gia tri trung gian va
f~({q}) d6ng véi moi g hitu ty, thi f lién tuc.

1.3.21. Gia st f : (a,00) — R lién tuc va bi chidn. Chtng minh ring, véi T
cho truéc, ton tai ddy {z,} sao cho

lim z, = +oco va lim (f(z, +7T) — f(z,)).

n—oo n—oo

1.3.22. Cho vi du ham lién tuc f : R — R dat mdi gia tri cua né ding ba
lan. Héi c6 toén tai hay khong ham lién tuc f : R — R dat mdi gi4 tri cia né
ding hai 1an ?

1.3.23. Cho f : [0,1] — R lién tuc va don diéu thuc sy tung manh. (Ham f
goi 12 don diéu thuc sy tiing manh trén [0, 1], néu ton tai phan hoach cua
[0,1] thanh httu han khoang con [t;_1,t;], 6 day i =1,2,... ,nva0 =ty <t; <
... < t, =1, sao cho f don diéu trén mdi khoang con d6.) Chiing minh rang

f nhan mdt trong cac gia tri cia né mot s6 18 1an.

1.3.24. Ham lién tuc f : [0,1] — R nhan moéi gia tri ctia n6é hitu han lan va
f(0) # f(1). Chiing minh rang f nhan mot trong cac gia tri ciia né mot s6

1é 1an.

1.3.25. Gia st f : K — K lién tuctrén tap con compact K C R. Ngoai ra,
gia st zy € K 12 s6 sao cho moi diém gidi han cta day lap {f"(z)} 1a diém
¢ dinh ctia f. Chting minh rang {f"(z¢)} héi tu.

1.3.26. Ham f : R — R lién tuc, tang sao cho F xac dinh béi F(z) = f(z) — =

tuan hoan véi chu ki 1. Chting minh ring néu a(f) = lim f”Tm)’ thi ton tai
n—oo

o € [0,1] sao cho F(z¢) = a(f). Chiing minh thém ring f c6 diém bat dong

trong [0, 1] néu va chi néu a(f) = 0. (Xem céc bai toan 1.1.40 - 1.1.42.)

1.3.27. Ham f : [0,1] — R thod man £(0) < 0 va f(1) > 0, va ton tai ham
g lién tuc trén [0,1] sao cho f + g gidm. Chting minh rang phuong trinh
f(x) =0 c6 nghiém trong khoang mg (0, 1).
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1.3.28. Chiing minh ring moi song 4nh f : R — [0,00) c6 v6 han diém gian
doan.

1.3.29. Nhic lai rdng méi z € (0,1) c6 thé dugc biéu dién bdi s6 nhi phan
(binary fraction) .ajaqas . .., 6 day a; € {0,1}, i = 1,2,.... Trong truéng hgp
z ¢6 hai khai trién nhi phan khac nhau, ta chon khai trién c6 v han chit s6
1. Tiép d6, goi ham f: (0,1) — [0,1] dugc x4c dinh béi

—1g
f(z) :ig%oﬁglai'

Chting minh ring f gian doan tai moi = € (0, 1), tuy nhién, né c6 tinh chat

gia tri trung gian.

1.4 Ham nua lién tuc

Dinh nghia 4. Hé théng sé thuc md rong R bao gbm hé théng so thuc va

hai ki hiéu +oo,—o00 véi cac tinh chat sau :

(i) Néu z thuc, thi —oo < z < +00, va & + 00 = +00, £ — 00 = —00, - =
e _.
—0o0

(i) Néu z > 0, thi z - (+o0) = +00, z - (—00) = —c0.

(iil) Néu z < 0, thi z - (+00) = —o0, - (—00) = +00.
Pinh nghia 5. Néu A C R 1a tap khac réng, thi sup A (tuong tng inf A) 1a
s6 thuc md rong nho nhat (tuong tng, 16n nhat) ma 16n hon (tuong ting, nho

hon) hoéc bang moi phan ti caa A.
Cho f 1a ham thuc x4ac dinh trén tap khac rong A C R.

Pinh nghia 6. Néu z, la diém gi6i han cta A, thi gidi han dwdi (tuong tGng
gidi han trén) cua f(z) khi z — z¢ dugc dinh nghia 1a inf (tuong tng sup)
clia tap tdt ca cac y € R sao cho ton tai day {z,} cac diém trong A khac z,
hoi tu t61 2o va y = nhﬁtgo f(z,). Gi6i han duéi va giéi han trén cua f(z) khi
r — zo duge ki hiéu tuong tng béi lim f(z) va Eof(x).

T—rT0
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Dinh nghia 7. Mot ham gia tri thuc goi 1a nua lién tuc dudi (tuong Gng
trén) tai zo € A, zo 1a diém gi6i han ctia A, néu lim f(x) > f(z0) (tuong ting
T—rT0

lim f(x) < f(x)). Néu zy 1a diém c6 1ap cta A, thi ta gia st rang f 1a nta

T—rT0
TN A < 2, . o R N
lién tuc trén va duéi tai diém nay.

1.4.1. Chting minh rdng néu z, 1a diém gidi han cta A va f : A — R, thi

(@) lim f(z) =supinf{f(z)} : € A, 0 < |z — x| <,

T—x0 6>0

(b) Mf(:r):(isrigsup{f(x)} e A 0<|r— x| <.

T—T0

1.4.2. Chiing minh ring néu z, 1a diém giéi han cia A va f: A — R, thi

(@ lim f(xz)= sup inf{f(z)} : x € A, 0 < |z — x¢| <9,

T—T0 6—0t

() lim f(z) = 5inof+ sup{f(z)} : z€ A, 0 < |z — 20| <.

T—T0

1.4.3. Chiing minh ring y, € R 1a gi6i han duéi cia f : A — R tai diém gidi
han zy cia A néu va chi néu v6i moi € > 0, hai diéu kién sau day dudgc thoa

man :
(i) ton tai d > 0 sao cho f(z) >yo—e véimoi z € Ava 0 < |z — x| < 6,

(ii) v6i moi d > 0, ton tai ' € A sao cho 0 < |z' — | < & va f(x) < yo +e.

Thiét 1ap bai toan tuong tu cho gidi han trén cia f tai .
1.44. Cho f: A — R va z( 1a diém t6i han cia A. Chiing minh ring

(a) lim f(z) = —oo néu va chi néu véi moi y thyc va véi moi § > 0, ton tai
T—rT0

' € Asaocho 0 < |z' —xo| < va f(z') <y.

(b) lim f(z) = 4+o0 néu va chi néu véi moi y thuc va véi moi 6 > 0, tén tai
T—rT0

' € Asaocho 0 < |z' —xo| <dva f(z') > y.
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1.4.5. Gia st f : A — R va z, 1a diém gi6i han ctia A. Chiing minh ring néu
| = lim f(z) (tuong tGng L = lim f(z)), thi ton tai day {z,}, =, € A, z, # o,
T—rx0

T—T0

hoi tu t6i zp sao cho | = lim f(z,) (tuong Gng L = lim f(z,)).
n—oo n—oo
1.4.6. Cho f: A — R va 2, l1a diém gi6i han ctia A. Ching minh ring

lim (—f(z)) = —lim f(z) va lim (—f(2)) = —lim f(z).

10 T—TQ T—TQ T—T0

1.4.7. Cho f: A — (0,00) va zy 1a diém gi6i han ctia A. Chting minh ring

liml— ! vaml— 1
oo f(@) T f(z)  #owf(r)  lim f(z)

T—T0 T—T0

(Ta gia st réng = =0va z- = +00.)

1.48. Gia st f,g: A — R va zo 1a diém giéi han ctia A. Ching minh ring
cac bat ding thic sau day ddng (trit trusng hgp cac dang bat dinh +oo — oo

va —o0 + 00):

lim f(z) + lim g(z) < lim (f(2) +g(2)) < lim f(2) + lim g(=)

T—T0 T—x0 T—x0 T—T0 T—T0
< lim (f(z) + g(2)) < lim f(z) + lim g().
T—TQ T—rxQ T—TQ

Cho vi du cac ham sao cho” <” trong cac bat ding thic trén duge thay béi
n </l.

1.4.9. Gia st f,g: A — [0,00) va zy la diém giéi han cia A. Chting minh
rang cac bat ding thic sau day ddng (tri trudng hop cac dang bat dinh
0 (+00) va (+00) - 0):

lim f(z)- lim g(z) < lim (f() - g(z)) < lim f(z) - lim g(x)

T—x0 T—x0 T—x0 T—To T—T0
< - . < - T '
< lim (f(z) - g(2)) < lim f(z) - lim g(z)

Cho vi du cac ham sao cho ” <" trong cic bat ddng thic trén duge thay béi
" <//.
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1.4.10. Chting minh rang néu lim f(z) tén tai, thi (trit trudng hop cac dang

T—rTQ
bat dinh +o0o — 0o va —oo + 00):

lim (f(z) + g(z)) = lim f(z) + lim g(z),

T—To T—T0
T (f(x) + g()) = lim f(=) + Tm g(x).

Ngoai ra, néu f va g 1a cac ham khong am, thi (tri truong hop cac dang bat
dinh 0 (+00) va (400) - 0):

lim (f(2) - g(x)) = lim f(z) - lim g(z),

ot T—0 T—T0
T (/@) - g()) = lim /(@) T g(o).

1.4.11. Chiing minh ring néu f lién tuc trén (a,b), ! = lim f(z) va L =
r—a

lim f(z), thi v6i moi A € [I, L], ton tai dy {z,} gébm cac diém trong (a,b) hoi

r—a
tu téi a sao cho lim f(z,) = A

n—oo

1.4.12. Tim t4t ci cac didm tai d6 f: R — R xac dinh béi

0 néu z vo ty,
flx) =4 T
sinx néu z hiiu ty
14 nta lién tuc.
1.4.13. Xac dinh t4t ca cac diém tai d6 f xac dinh bdi

2> —1 néu x vo ty,
f(z) = . o,
0 néu z hiu ty

14 nta lién tuc.

1.4.14. Chiing minh rang

néu z vo ty hodc z = 0,

Q= O

f(z) = né’ux:%’,pEZ,qEN,
va p, ¢ nguyén td cung nhau,

14 nua lién tuc trén.
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1.4.15. Tim t4t ca cac diém tai d6 ham xac dinh béi

(|| néu z vo ty hodc z = 0,
() fl@)={25 néuxr=2peZqeN,

\ va p, ¢ nguyén td cung nhau

(0 nduzeQn(0,1] vaz =2 pgqeN,

q+1
(b) f(z) = va p,q nguyén t6 cung nhau,
0 néu z € (0,1) vo ty

khong ntia lién tuc trén, cing khéng nta lién tuc duéi.

1.4.16. Cho f,g : A — R nua lién tuc trén (tuong tng, dudi) tai z, € A.
Chting minh rang

(a) néu a > 0 thi af nta lién tuc dudi (tuong tng, trén) tai z, € A. Néu
a > 0 thi af nta lién tuc trén (tuong tng, dudi) tai z.
(b) f + g nta lién tuc dudi (tuong Gng, trén) tai x.
1.4.17. Giad st rang f, : A = R, n € N, ntta lién tuc duéi (tuong Gng, trén)
tai o € A. Chting minh rang sup f, (tuong tng, sup f,) nta lién tuc duéi
eN

neN n
(tuong tng, trén) tai x,.

1.4.18. Chiing minh ring gi6i han theo tiing diém ctia mot day tang (tuong
ting, giam) cidc ham nua lién tuc duéi (tuong ting, trén) 1a nta lién tuc duéi
(tuong tng, trén).

1.4.19. Véi f : A — R va z 1a diém giéi han caa A, dinh nghia dao d¢ cia f
tai x boi

of(z) = 6lir51+ sup{|f(z) — f(u)| : z,u € A, |z — x| <9, |[u— x| <}
Chiing minh rang os(7) = fi(z) — fo(z), 6 day

fi(z) = max{f(x),lim f(2)} va fo(x) = min{f(z),lim f(2)}.

Z—T
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1.4.20. Goi fi, fo, va oy nhu trong bai toan truée. Chiing minh rang f; va oy

14 nta lién tuc trén, va fo 1a nia lién tuc dudi.

1.4.21. Chting minh rang dé f : A — R 1a nta lién tuc duéi (tuong tng,
trén) tai zp € A, diéu kién can va da 1a v6i moi a < f(xg) (tuong tng,
a > f(zp)), ton tai § > 0 sao cho f(x) > a (tuong tng, f(x) < a) bat ct khi
nao |z —zo| < 0, z € A.

1.4.22. Chiing minh ring dé f : A — R la nda lién tuc duéi (tuong tng,
trén) tai 7o € A, diéu kién can va dula véimoia € R, tap {x € A : f(z) > a}
(tuong tng, {r € A : f(x) < a}) l1a mé trong A.

1.4.23. Chiing minh rang f : R — R 1& ntia lién tuc duéi néu va chi néu tap
{(z,y) € R? : y > f(z)} 1a dong trong R>.
Lap cong thiic va ching minh diéu kién cin va du cho tinh nta lién tuc

trén cua f trén R.

1.4.24. Chtng minh dinh li Baire sau day. Moi ham nta lién tuc duéi (tusng
ting, trén) f : A — R 1a gi6i han cua day ting (tuong Gng, giam) cac ham

lién tuc trén A.

1.4.25. Chting minh rang néu f : A — R ntia lién tuc trén, ¢ : A — R nta
lién tuc duéi va f(x) < g(z) khép noi trén A, thi ton tai ham lién tuc h trén

A sao cho

f(2) < () < glz), €A
1.5 Tinh lién tuc déu
Dinh nghia 8. Ham thuc f xac dinh trén tap A € R dugc goi la lién tuc déu

trén A néu, véi € cho trude, ton tai § > 0 sao cho v6i moi x va y trong A ma
|z —y| <4, taco|f(z) - f(y)| <e.
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1.5.1. Kiém tra cac ham sau day c6 lién tuc déu trén (0,1) hay khéng :

@ @) =e G f@)=sin,
©  fla)=wsin=, @  flo) =t
©  fla)=et O f@)=cos,
®  f(z)=lhuz, (h)  f(z) = cosz-cos
@) f(z) = cotg .
1.5.2. Ham nao trong s& cac ham sau day lién tuc déu trén [0, c0) ?
(@ f(z) =V, (b) f(z)=zxsinz,
© f(x)=sin’, @ f(x)=sina?
@ flo)=¢", @ flo)=e" w2>
() = sinsinz, h) flx)= (:r sinz),

1.5.3. Chiing minh ring néu f lién tuc déu trén (a,b), a,b € R, thi lim_f(z)

r—a™t

va lim f(z) ton tai nhu cac gi6éi han hitu han.

z—b—

1.5.4. Gia st f va g lién tuc déu trén (a,b) ([a,0)). Tt d6 c6 suy ra tinh lién

tuc déu trén (a,b) ([a, 0)) clia cac ham
@ f+g,
(b) fg,
(© z— f(z)sing ?

1.5.5.

(a) Chting minh rang néu f 1a lién tuc déu trén (a,b] va trén [b,c) , thi n6

ciing lién tuc trén (a,c).
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(b) Gia st A va B 1a cac tap déng trong R va goi f : AUB — R 1a lién tuc
déu trén A va B. Hoi f c6 nhat thiét lién tuc déu trén AU B ?

1.5.6. Chiing minh rang moi ham lién tuc va tudn hoan trén R thi lién tuc

déu trén R.
1.5.7.

(a) Chting minh riang néu f : R — R lién tuc sao cho lim f(z) va lim f(z)

T—r—00 T—00

14 hitu han, thi f ciing lién tuc déu trén R.

(b) Chting minh réng néu f : [a, +0o0) — R lién tuc va lim f(z) 14 hiiu han,

T—00

thi f cling lién tuc déu trén [a, o).
1.5.8. Kiém tra tinh lién tuc déu caa
(@) f(z) = arctgx trén (—oo, +00),
(b) f(z) = zsin = trén (0,400),
(©) f(z) =e % trén (0, +00).

1.5.9. Gia st f lién tuc déu trén (0,00). HOi cac gi6i han lim f(z) va

z—10
lim f(z) c6 ton tai khong ?

T—00

1.5.10. Chiing minh rang moi ham bi chin, don diéu va lién tuc trén khodng
I C R 1a lién tuc déu trén I.

1.5.11. Gia st f lién tuc déu va khong bi chin trén [0, 0o). Phai chang hoac
lim f(z) = 400, hodc lim f(z) = —oc0 ?
T—r00 T—r00
1.5.12. Ham f : [0,00) — R lién tuc déu va véi moi z > 0, day {f(z+n)} hoi
tu t6i khong. Chiing minh ring lim f(z) = 0.
T—00

1.5.13. Gia st f : [1,00) — R lién tuc déu. Chiing minh ring tén tai s6
duong M sao cho Ww—x)‘ < Mv6Lz>1.
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1.5.14. Goi f : [0,00) — R lién tuc déu. Chting minh rang tén tai s6 duong
M véi tinh chat sau day :

sup{|f(z + u) — f(u)|} < M(z+ 1) v61 moi = > 0.
u>0

1.5.15. Cho f : A -+ R, A C R, lién tuc déu. Chiing minh rang néu {z,} 1a
day Cauchy cac phan ti trong A, thi {f(z,)} cting 1a ddy Cauchy.

1.5.16. Gid stt A C R bi chan. Chiing minh rang néu f : A — R bién day
Cauchy cac phan tii cia A thanh day Cauchy, thi f lién tuc déu trén A. Tinh
bi chén ctia A c6é phai l1a gid thiét c6t yéu khong ?

1.5.17. Chiing minh rang f lién tuc déu trén A € R néu va chi néu véi moi

day {x,} va {y,} cac phan ti cua A,

lim (z, —y,) = 0 suy ra lim (f(z,) — f(yn)) = 0.

n— o0 n—oo

1.5.18. Gia st f : (0,00) — (0,00) lién tuc déu. T d6 c6 suy ra

lim —f(as i %)
T—00 f(x)

1.5.19. Ham f: R — R lién tuc tai 0 va thod mén cic diéu kién sau day

=1?

f(0) =0va f(zy +x2) < f(z1) + f(x2) V61 moi xq,x2 € R.
Chiing minh rang f lién tuc déu trén R.

1.5.20. Véi f: A - R, A C R, ta dinh nghia

wy(0) = sup{|f(z1 — f(22))| : 21,22 € A, |21 — 22| <6}

va goi wy 12 mé dun lién tuc ctia f. Chiing minh ring f lién tuc déu trén A

néu va chi néu lim w;(d) = 0.
d—07F

1.5.21. Cho f : R — R lién tuc déu. Chtng minh ring cac phat biéu sau
tuong duong.
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(a) V61 moi ham lién tuc déu g : R — R, f - g lién tuc déu trén R
(b) Ham z + |z|f(z) lién tuc déu trén R.

1.5.22. Chiing minh diéu kién cAn va du sau day dé f 1a ham lién tuc déu
trén khoang I. Véi € > 0 cho trudc, ton tai N > 0 sao cho v6i moi z1,z, €
I, zy # x,

f) = flw)

Ty —x— 2

> N suy ra |f(x1) — f(z2)] < e.

1.6 Phuong trinh ham

1.6.1. Chting minh rang ham duy nhat lién tuc trén R va thod man phwong
trinh ham Cauchy

flz+y) = f(z)+ f(y)

12 ham tuyén tinh dang f(z) = ax.
1.6.2. Chting minh réng néu f : R — R thoa mén phuong trinh ham Cauchy
flx+y) = fz)+ fy)
va mot trong cac diéu kién
(a) f lién tuc tai zy € R,
(b) f bi cha trén khoang (a,b) nao do,
(c) f don diéu trén R,
thi f(z) = ax.
1.6.3. Xac dinh t4t ca cac ham lién tuc f : R — R sao cho f(1) > 0 va

flz+y) = f(x)f(y).
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1.6.4. Chiing minh réng cac nghiém duy nhat ma khéng déng nhat bang

khéng va lién tyc trén (0, 00) cua phuong trinh ham

flzy) = f(x) + f(y)
la cac ham logarit.

1.6.5. Chiing minh rang cac nghiém duy nhat ma khéng déng nhat bing

khong va lién tuc trén (0, 00) cua phuong trinh ham

flzy) = f(=)f(y)

a

la cac ham dang f(z) = z°.

1.6.6. Tim t4t ca cac ham lién tuc f : R — R sao cho f(z) — f(y) hiiu ty véi
r — y hiiu ty.

1.6.7. Véi |q| < 1, tim tdt ca cac ham f: R — R lién tuc tai khong va thoa
man phuong trinh ham

f(z) + f(qz) = 0.
1.6.8. Tim tat ca cac ham f : R — R lién tuc tai khong va thoa man phuong

trinh ham 5
flx)+f (53:) = x.
1.6.9. Xac dinh moi nghiém f : R — R lién tuc tai khong cua phuong trinh
ham
2f(2z) = f(x) + .
1.6.10. Tim tat ca cac ham lién tuc f : R — R thoa man phuong trinh Jensen

; (m;y) WGES0

1.6.11. Tim t&t ca cac ham lién tuc trén (a,b), a,b € R, thoda man phudng

; (m;y) WGES0

trinh Jensen
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1.6.12. Xac dinh tat ca cac nghiém lién tuc tai —1 cua phuong trinh ham

fQRr+1) = f(x).

1.6.13. Véi a thuc, chting minh rang néu f : R — R 14 nghiém lién tuc cua
phuong trinh
fl@+y) = flz)+ fy) + azy,

thi f(z) = %2° + bz, 6 day b= f(1) — &.

2

1.6.14. X4c dinh moi nghiém lién tuc tai 0 cia phuong trinh ham

1—=x

f<x)=f( . ) P41

1.6.15. Goi f: [0,1] — [0, 1] 14 ham lién tuc, don diéu giam sao cho f(f(z)) =
z véi z € [0,1]. HOi f(z) =1 — z ¢6 phai la ham duy nhat nhu vay khong ?

1.6.16. Gia st rang f va ¢ thoa méan phuong trinh
fle+y)+fla—y) =2f(=)f(y), zyeR

Chting minh réng néu f khong déng nhat bing khong va |f(z)| < 1 véiz € R,
thi ta cting c6 |g(z)| < 1 véi z € R.

1.6.17. Tim t4t ca cac ham lién tuc thoa man phuong trinh ham
fx+y) = flx)e! + fly)e”.
1.6.18. X4c dinh moi nghiém lién tuc tai khong f: R — R cua
f@+y) = fle—y) = f(2)f(y).

1.6.19. Giai phuong trinh ham

z—1

f(:r)—i—f( )zl—i—x véi x #£0,1.
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1.6.20. Day {z,} hoi tu theo nghia Cesaro néu

C — lim 2, = lim Ty +To+ T3+ + 2Ty

n— 00 n— 00 n

tén tai va hitu han. Tim tat ca cac ham lién tuc Cesaro, tic la
f(C = lim z,) =C — lim f(x,)
n—oo n—oo

v6i moi day héi tu Cesaro {z,}.

1.6.21. Cho f : [0,1] — [0, 1] 1a don anh sao cho f(2z— f(z)) =z v6i z € [0, 1].
Chting minh rang f(z) =z, z € [0, 1].

1.6.22. V6i m khac khong, chiing minh rédng néu ham lién tuc f : R — R

(oo L2 <

thoa man phuong trinh

thi f(z) = m(z — ¢).
1.6.23. Chiing minh rang cic nghiém duy nh4t cia phuong trinh ham
fl@+y)+ fly—2)=2f(x)f(y)

lién tuc trén R va khéng dong nhat bang khong 1a f(z) = cos(azx) va f(z) =
cosh(az) véi a thuc.

1.6.24. Xac dinh moi nghiém lién tuc trén (—1,1) cua

f(“y> — f@) + £(y).

1+ay

1.6.25. Tim moi da thic P sao cho

P2z —2%) = (P(z))*
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1.6.26. Cho m,n > 2 1a cac s6 nguyén. Tim tat ca cac ham f : [0,00) — R
lién tuc tai it nhat mot diém trong [0, 00) va sao cho

n

f <%Zx§”> = %i(f(xl))m véiz; >0, i=1,2,...,n.

i=1 i=1

1.6.27. Tim tat ca cAc ham khéng déng nhat biang khong f : R — R thoa
man phuong trinh

flzy) = f(2)f(y) va f(z+ 2) = f(z) + f(2)
V6l z # 0 nao do.
1.6.28. Tim t4t ca cac ham f: R\ {0} — R sao cho
f@) =1 (3). wro
1.6.29. Tim t4t ca cac ham f: R\ {0} — R thoa man phuong trinh ham
s+ 1@ =1(3)+1(5), o0

1.6.30. Chiing minh rang cac ham £, g,¢ : R — R thoa man phuong trinh

flz) —gly T+y
f@) o) _ g (228) g2
x—y 2
néu va chi néu ton tai a,b va ¢ sao cho
f(z) =g(z) =ax* +br +c, ¢(z) = 2ar +b.

1.6.31. Chiing minh rang ton tai ham f : R — Q thoa mén ba diéu kién sau
day :

@ f(z+y) =f(z)+f(y) véiz,y R,
(b) f(x) =2z vz eQ,

(¢) f khong lién tuc trén R.
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1.7 Ham lién tuc trong khong gian metric

Trong muc nay, X va Y 14an lugt ki hiéu 1a cic khong gian metric (X, d;)
va (Y, d,). Dé don gian, ta néi rang X 1a khéng gian metric thay cho (X, d;)
14 khong gian metric. R va R” luén gia st dude trang bi metric Euclide, néu
khéng phat biéu ngugc lai.

1.7.1. Goi (X,d;) va (Y,ds) 1a cac khong gian metric va f : X — Y. Chiing
minh rang cac diéu kién sau day tuong duong.

(a) Ham f lién tuc.
(b) V6i moi tap dong F C Y, tap f1(F) dong trong X.
(c) V6i moi tap mé G C Y, tap f1(G) md trong X.

(d) Véi méi tap con A cua X, f(A C f(A)).

(e) V6i méi tap con Beua Y, f~1(B) C f~1(B).

1.7.2. Goi (X,d;) va (Y,ds) la cac khong gian metric va f : X — Y lién tuc.
Chting minh rang nghich anh f~!(B) ctia tap Borel B trong (Y,d,) 1a tap
Borel trong (X, d;).

1.7.3. Cho vi du ham lién tuc f : X — Y sao cho anh f(F) (tuong tng, f(G))
khong déng (tuong ting, md) trong Y véi F déng (tuong ting, G md) trong X.

1.7.4. Goi (X, d;) va (Y,ds) la cac khong gian metric va f : X — Y lién tuc.
Chiing minh réng anh cta tap compact F trong X 1a tap compact trong Y.

1.7.5. Cho f xac dinh trén hgp cac tap dong Fi,F,,... | F,,. Chiing minh
rang néu giéi han caa f trén méi F;, i = 1,2,...,m, la lién tuc, thi f lién
tuc trén FLUF,U.. . UF,,. Chi ra vi du rang phat biéu trén khong dung
trong truong hgp vo han F;.

1.7.6. Cho f xac dinh trén hop cac tap md G,, t € T. Chiing minh rang néu

v6i méi t € T, giéi han fia, 1a lién tuc, thi f lién tyc trén |J G..
teT
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1.7.7. Cho (X,d;) va (Y,ds) 1a cic khong gian metric. Chiing minh rang
f:X — Y lién tuc néu va chi néu v6i modi A trong X, ham fa lién tuc.
1.7.8. Gia st f la song anh lién tuc tit khong gian metric compact X 1én
khong gian metric Y. Chting minh réng ham ngudc f~! lién tuc trén Y.
Caing chiing minh ring gia thiét compact khong thé bi bé qua.

1.7.9. Goi f la anh xa lién tuc tt khong gian metric compact X vao khong
gian metric Y. Chiing minh rang f lién tuc déu trén X.

1.7.10. Goi (X,d) 1a khong gian metric va A 1a tap con khac réng cua X.
Chting minh rang ham f : X — [0, c0) x4c dinh béi

f(z) =dist(z, A) = inf{d(x,y) : y € A}
lién tuc déu trén X.

1.7.11. Gia st f 1a anh xa lién tuc cua khong gian metric lién théng X vao
khéng gian metric Y. Chting minh rang f(X) lién théng trong Y.

1.7.12. Cho f: A = Y,0 # A Cc X. Véi z € A dinh nghia
of(z,0) = diam (f(A N B(z,9))).
Giao do cua f tai v duge xac dinh béi

of(x) = alilgl+ of(x,0).

Chting minh ring f lién tuc tai 7o € A néu va chi néu os(x) = 0 (so sanh
v6l 1.4.19 va 1.4.20).

1.713. Giasi f: A=Y, 0 # A C X vavéiz e A, goi of(z) 1a giao do caa
f tai = duoc xac dinh nhu trong bai toan trudc. Chiing minh rang véi moi
e>0,tap {z € A : oy(z) > ¢} 1a déng trong X.

1.7.14. Chiing minh rang tap diém lién tuc cia f : X — Y 1a giao dém dugc
cac tap md, néi cach khac, 1a Gs trong (X, d;). Ciing chting minh ring tap
diém gian doan cua f 1a hgp d&€m dudc cac tap déng, néi cach khac, 1a F,
trong (X, d;).
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1.7.15. Cho vi du ham f: R — R ¢6 tap diém gidn doan 1a Q.

1.7.16. Chiing minh réng v6i mdi tap con F, ciua R 1a tap diém gian doan
cua ham f: R — R.

1.7.17. Cho A 1a tap con F, ciia khong gian metric X. C6 ton tai hay khong
ham f: X — R ma tap diém gian doan 1a A ?

1.7.18. Goi ya 12 ham dic trung cia A C X. Chiting minh rang {z € X :
0ya(z) > 0} = 0A, 6 day xs(z) 1a giao d6 cua f tai z duge x4c dinh nhu trong
1.7.12. Suy ra rang ya lién tuc trén X néu va chi néu A viia md, vita déng
trong X.

1.7.19. Gia st g; va g» 1a cac 4nh xa lién tuc cua khong gian metric (X, d;)
vao khong gian metric (X, ds), va tap A c6 phin trong rong, tri mat trong
X.Chiing minh réng néu

_Ja(x) voizeA,
o) = {92(33) viiz € X\ A,
thi
of(z) = da(g1(2), 92(2)), zeX.

6 day of(z) la giao do cua f tai z duge xac dinh nhu trong 1.7.12.

1.7.20. Ta néi rang ham thuc f xac dinh trén khéng gian metric X 1a thuoc
I6p Baire thi nh4t néu f la giéi han diém cta day ham lién tuc trén X.
Chtng minh ring néu f thudc 16p Baire tht nhét, thi tap cac diém gian
doan cua f 1a tap thudc pham tru thi nhat; tic 14, né 1a hop cia mot s6 dém
dudc cac tap khong dau tru méat.

1.7.21. Chiing minh réng néu X 1a khong gian metric day dua va f thuoc 16p

Baire tht nhét trén X, thi tap cac diém lién tuc caa f tra mat trong X.

1.7.22. Goi f : (0,00) — R lién tuc sao cho véi mdi s6 duong z, day {f (%)}
héi tu té1 khong. Tu d6 c¢6 suy ra lim+ f(z) = 0 khong ? (so sanh véi 1.1.33.)
z—0
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1.7.23. Ki hiéu F la ho cac ham lién tuc trén khong gian metric compact X

sao cho v6i moi x € X, ton tai M, thod man
|f(z)| < M, v6i moi f € F.

Chiing minh rang ton tai hing s6 duong M va tap md khac réng G C X séo
cho
|f(z)] < M v6i moi f € F va véi moi z € G.

1.7.24. Goi F; D F, D F3 O ... 1a day cac tap con khac réng 16ng nhau cua
khong gian metric ddy di X sao cho lim diam F,, = 0. Chtng minh rang

n—0o0

néu f lién tuc trén X, thi

f (ﬂ F) = () F(Fn).

1.7.25. Goi (X, d) la khong gian metric va p 1a diém ¢6 dinh trong X. Véi
a € X, xac dinh ham f, béi f,(z) = di(u,z) — di(p,z), x € X. Chiing minh
rdng u — f, 12 4nh xa bao toan khoang cach, néi cach khac, 1a ding cu cta
(X, d;) vao khong gian C(X,R) cac ham thuc lién tuc trén X dugc trang bi
metric d(f,g) = sup{f(z) — g(z) : z € X}.

1.7.26. Chiing minh riang khong gian metric X 1a compact néu va chi néu
v61i moi ham lién tuc f: X — R 1a bi chan.

1.7.27. Cho (X,d;) la khong gian metric va vé6i z € X, xac dinh p(z) =
dist(z, X \ {z}). Chiing minh ring hai diéu kién sau day tuongduong.

(a) Moi ham f: X — R 1a lién tuc déu.

(b) Moi day {x,} cac phan ti ciia X sao cho
lim p(z,) =0
n—oo

chta day con hoi tu.
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1.7.28. Chiing minh rang khong gian metric X 1& compact néu va chi néu
moi ham thyc lién tuc trén X 14 lién tuc déu va v6i moi € > 0, tap {z € X :
p(z) > e}, 6 dy p duge xac dinh nhu trong 1.7.27, 1a hitu han.

1.7.29. Cho vi du khong gian metric khong compact sao cho moi ham lién
tuc f: X — R 14 lién tuc déu trén X.
1.7.30. Xét ham dinh nghia bdi (so sanh véi 1.2.3 (a))

0 néu zhiiu ty.

néu z =0,

fz) =

Q= O

néu z = g, p € Z,q € N, vap, gnguyén td cing nhau
1.7.31.

1.7.32.

1.7.33.

1.7.34.

1.7.35.

1.7.36.

1.7.37.

1.7.38.

1.7.39.

1.7.40.

1.7.41.

1.7.42.

1.7.43.

1.7.44.

Chitng minh. Khong c6 chi a? =1 O

Ching minh. Loi gidi tiép theo



Chuong 2
Phép tinh vi phan

2.1 Pao ham cua ham so6 thuc

2.1.1. Tinh dao ham (néu c6) cua cac ham sau:
(@) flz) = z[z], =R,

®  flz) =l zER,

(c) f(z) = [z]sin®(7z), = €R,

(d) f(z) = (z — [2])sin*(7z), = €R,

() f(z) =Infz], 2 R\{0},

® f(z) = arccos ﬁ, |z| > 1.

2.1.2. Dao ham cac ham s6 sau:

(a) f(x)=1log,2, x>0,z#1,

(b) f(z) =log,cosz, =z € (0,%)\{1}.
2.1.3. Nghién ctu tinh kha vi ctia cac ham s6 sau:

@) flz) = {arctan:r vol x| <1,

Tsgnz + 5 vl [z > 1,

37
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2 —x2 o
(o) f<x>={f€ o

© flz) = {7r

2] < 1,
vél x| > 1,

arctan = v6i z #0
|z ’

3 vl = =0.

2.1.4. Chiing minh rang ham sé

khong kha vi tai cac diém z,, =

han cua day {z,}

2 s %
x |cos;‘ vl z # 0,
xz=0.

Jz) = {o véi

2
2n+17

Chuong 2. Vi phdn

n € Z, nhung kha vi tai 0 1a diém gidi

2.1.5. Xac dinh cac gia tri a, b, c,d sao cho ham f kha vi trén R:

(a) fz) =
(b) fz) =
(© fz) =

2.1.6. Tinh tdng:

(a)

(b)

(c)

;

4x z <0,
ax’+br+c 0<z<l,
(3 — 27 x>1
(ax + b x <0,
cx’4+dr 0<x<1,
\1—% z>1

(az + b xr <1,

ax’4+c 1<z<2,
dz?41

C= )

> ke, zeR,
k=0
2n
2
Z(_l)k(;)kn7 nZ ]-7

Z kcos(kx), x€R.
k=1
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2.1.7. Chiing minh rang néu |a; sinz +al2sin2x + - - - + a, sinnzr| < |sinz| véi
z € R thi |a; + 2a2+ -+ - + na,| < 1.

2.1.8. Gia st rang f va g kha vi tai a, hay xac dinh

@ lim zf(a) —af(z) b lim f(x)g(a) — f(a)g(z)

z—a x—a ’ T—a T —a

2.1.9. Gia sti riang f(a) > 0 va f kha vi tai a. Hay tinh cac giéi han sau:

o (flot2) L (f@\
@ Jﬂ(w)’ o (fg) e

2.1.10. Cho f kha vi tai a. Hay tinh cac gi6i han sau:
IR

(a) lim ,
T—a T — Q
f(:v) v f( )

(c) nh_}n;()n(( >—|—f<a )+~~~+f<a+§)—kf(a)>,k€N,
(d) Jggo(f< >+f( 2)+~~~—|—f<a+%)—nf(a)>.

2.1.11. Vé6ia > 0 va m,k € N hay tinh

((n+1)m+(n+2)m+"'+(”+k)m—lm),

(a) lim

n—00 nm—l

(e+3)" (a+3)" - (a+3)"

ank

(b) lim

n—oo
2
©) lim <1+1) R ---(1+@) .
n—00 n2 TL2 TL2
2.1.12. Gia st rang f(0) = 0 va f kha vi tai diém 0. Hay tinh téng

iy (107 (5) +1 () 1 (7).

v6i k 12 mot s6 nguyén duong cho trude.

Y
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2.1.13. Cho f 1a ham kha vi tai diém a va {z,} va {z,} 1a cac day héi tu téi

a sao cho z, # a, z, # a, T, # 2, n € N. Hay chi ra ham f sao cho giéi han

lim f(xn) = f(2n)

n—oo ,:L’n — ZTL
(a) bang f'(a),
(b) khong ton tai hodc c6 ton tai nhung khac f'(a).

2.1.14. Cho f 1a ham kha vi tai a va xét hai day {z,} va {z,} cing hdi tu
vé a sao cho z, < a < z, v6i moi n € N. Chiing minh réng

lim f(@n) = f(20)

n—o00 ,’Ijn — Zn

= f'(a).
2.1.15.
(a) Chiing minh ring ham f xac dinh trong khoang (0,2) theo cong thiic

fa) x? v6i cac gia tri = hitu ty trong khoang (0, 2),
€Tr) =
2z —1 vG6i cac gia tri x vo ty trong khoang (0, 2)

chi kha vi tai duy nhét diém z = 1 va f'(1) # 0. Ham ngudgc cta f c6
kha vi tai diém 1 =y = f(1) khong?
(b) Cho

A={ye(0,3):yeQ, y ¢ Q},
B:{x:x:%(y+4),y€A}-

Xét ham
x? v6i z hitu ty thuoe (0,2),
flz)=q2zx—1 vé6izvoty thude (0,2),
2r —4 v61 z € B.
Chting minh ring khoang (0, 3) chtia trong mién gia tri ctia f va ham
nguge cta f khéng kha vi tai diém 1.
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2.1.16. Xét ham f xac dinh trén R sau

I 0  néu z vo ti hodc bang 0,
x) = . .
a; néuzx = g, p € Z, q € N va p,q nguyén t6 cung nhau,

trong d6 day {a,} thod man diéu kién lim n*a, = 0 v6i k¥ > 2. Chiing minh

n—oo

rang f kha vi tai moi diéu v6 ty c6 bac dai s6 nho hon hodc bang k, tic la...

2.1.17. Cho P la mét da thic bac n vé1i n nghiém thuc khac nhau z4,... ,z,
va @ la da thtc bac khong qua n — 1. Chiing minh rang

Q(x) - = Q(zx)
P(z) ; P'(wp) (@ — i)

v6i x € R\{z1,zs,... ,2,}. Tim tong

" 1
. n>2
2 T

2.1.18. St dung két qua bai trude hay kiém tra cac déng thic sau:

"/ (_1)/<:_ n!
® Z<k>x+k_x($+1)(33+2)"'($+”)

k=0
v6i z € R\{-n,—(n—1),...,—1,0},
= (n) (-1)F nl2m
®) kzzo(k>x+2k_a;(x+2)(a:+4)~--(x+2n)
v6i z € R\{—-2n,—2(n—1),...,-2,0}.

2.1.19. Cho f kha vi trén R. Hay khao sat tinh kha vi caa ham |f]|.

2.1.20. Gia st fi, fa, ..., fn xac dinh trong mot 14n cin cuaa x, khac 0 va kha

vi tai . Chting minh ring

(H f’“>/ - S~ A
1—"[1 £ — fi(z)
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2.1.21. Gia sticacham fi, fo,... , fai 91,92, - - - , gn Xac dinh trong lan can cua

z, khac 0 va kha vi tai . Chiing minh réng
n & / _ n & n f;lg(l') B M)
<,I[1 9k) (@) ’Hgk(x); (fk(ff) gr(z) /)

2.1.22. Nghién ctiu tinh kha vi caa f va |f] véi

x néu z € Q,
(a) f(g;) — i - @
sinz néu z € R\Q.
— 5 & 1 1) kso
(b) f(,’]j) = l’ 2k ; Diu T € Q N [Qkfla 21;72) ,1 = 4,
sin (33 - z_k) néu zxc (R\Q) N [F? W) . k>2.

2.1.23. Chiing minh réng néu dao ham mot phia f’ (o) va f’ (zo) ton tai thi

f lién tuc tai z,.

2.1.24. Chiing minh riang néu f : (a,b) — R dat cuc dai tai c € (a,b), tic la
f(c) = max{f(z) : z € (a,b)} va ton tai cac dao ham trai va dao ham phai
f-(c) va f".(c), thi ' (z9) > 0 va f, (o) < 0. Hay phat bidu bai toan tuong
tng trudng hop f dat cuc tiéu.

2.1.25. Chiing minh rang néu f € C([a,b]), f(a) = f(b) va f' ton tai trén
(a,b) thi
inf{f" (z):z € (a,b)} <0 <sup{f' (z):z € (a,b)}.

2.1.26. Chting minh ring néu f € C([a,b]) va f’ ton tai trén (a,b) thi

f(b) — f(a)

— <sup{f.(z):z € (a,)}.

inf{f" (x):z € (a,b)} <

2.1.27. Chiing minh ring néu f’ tén tai va lién tuc trén (a,b) thi f kha vi
trén (a,b) va f'(z) = f.(z) véi z € (a,b).

2.1.28. Ton tai hay khong ham f : (1,2) — R sao cho f/ (z) = z va f| (z) = 2z
véi x € (1,2) ?



