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Lêi nãi ®Çu

B¹n ®ang cã trong tay tËp I cña mét trong nh÷ng s¸ch bµi tËp gi¶i tÝch (theo
chóng t«i) hay nhÊt thÕ giíi .

Tríc ®©y, hÇu hÕt nh÷ng ngêi lµm to¸n cña ViÖt Nam thêng sö dông hai cuèn
s¸ch næi tiÕng sau (b»ng tiÕng Nga vµ ®∙ ®îc dÞch ra tiÕng ViÖt):

1. ”Bµi tËp gi¶i tÝch to¸n häc” cña Demidovich (B. P. Demidoviq; 1969,
Sbornik Zadaq i Upra¼neni̧i po Matematiqeskomu Analizu, Izdatel~stvo

"Nauka", Moskva)

vµ

2. ”Gi¶i tÝch to¸n häc, c¸c vÝ dô vµ bµi tËp” cña Ljaszko, Bojachuk, Gai,
Golovach (I. I. LÂxko, A. K. BoÂquk, º. G. Ga³̧, G. P. Golobaq; 1975, Matem-

atiqeski³̧ Analiz v Primerah i Zadaqah, Tom 1, 2, Izdatel~stvo VixaÂ

Xkola).

®Ó gi¶ng d¹y hoÆc häc gi¶i tÝch.
CÇn chó ý r»ng, cuèn thø nhÊt chØ cã bµi tËp vµ ®¸p sè. Cuèn thø hai cho lêi

gi¶i chi tiÕt ®èi víi phÇn lín bµi tËp cña cuèn thø nhÊt vµ mét sè bµi to¸n kh¸c.
LÇn nµy chóng t«i chän cuèn s¸ch (b»ng tiÕng Ba Lan vµ ®∙ ®îc dÞch ra tiÕng

Anh):

3. ”Bµi tËp gi¶i tÝch. TËp I: Sè thùc, D·y sè vµ Chuçi sè” (W. J. Kaczkor, M.
T. Nowak, Zadania z Analizy Matematycznej, Cześć Pierwsza, Liczby Rzeczy-
wiste, Ciagi i Szeregi Liczbowe, Wydawnictwo Universytetu Marii Curie -
Sklodowskiej, Lublin, 1996),
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iv Lêi nãi ®Çu

4. ”Bµi tËp gi¶i tÝch. TËp II: Liªn tôc vµ Vi ph©n ” (W. J. Kaczkor, M.
T. Nowak, Zadania z Analizy Matematycznej, Cześć Druga, Funkcje Jednej
Zmiennej–Rachunek Rózniczowy, Wydawnictwo Universytetu Marii Curie -
Sklodowskiej, Lublin, 1998).

®Ó biªn dÞch nh»m cung cÊp thªm mét tµi liÖu tèt gióp b¹n ®äc häc vµ d¹y gi¶i tÝch.
Khi biªn dÞch, chóng t«i ®∙ tham kh¶o b¶n tiÕng Anh:

3*. W. J. Kaczkor, M. T. Nowak, Problems in Mathematical Analysis I,

Real Numbers, Sequences and Series, AMS, 2000.

4*. W. J. Kaczkor, M. T. Nowak, Problems in Mathematical Analysis II,

Continuity and Differentiation, AMS, 2001.

S¸ch nµy cã c¸c u ®iÓm sau:

² C¸c bµi tËp ®îc x¾p xÕp tõ dÔ cho tíi khã vµ cã nhiÒu bµi tËp hay.

² Lêi gi¶i kh¸ ®Çy ®ñ vµ chi tiÕt.

² KÕt hîp ®îc nh÷ng ý tëng hay gi÷a to¸n häc s¬ cÊp vµ to¸n häc hiÖn ®¹i.
NhiÒu bµi tËp ®ù¬c lÊy tõ c¸c t¹p chÝ næi tiÕng nh, American Mathemati-
cal Monthly (tiÕng Anh), Mathematics Today (tiÕng Nga), Delta
(tiÕng Balan). V× thÕ, s¸ch nµy cã thÓ dïng lµm tµi liÖu cho c¸c häc sinh
phæ th«ng ë c¸c líp chuyªn còng nh cho c¸c sinh viªn ®¹i häc ngµnh to¸n.

C¸c kiÕn thøc c¬ b¶n ®Ó gi¶i c¸c bµi tËp trong s¸ch nµy cã thÓ t×m trong

5. NguyÔn Duy TiÕn, Bµi Gi¶ng Gi¶i TÝch, TËp I, NXB §¹i Häc Quèc Gia Hµ
Néi, 2000.

6. W. Rudin, Principles of Mathematical Analysis, McGraw -Hil Book
Company, New York, 1964.

Tuy vËy, tríc mçi ch¬ng chóng t«i tr×nh bµy tãm t¾t lý thuyÕt ®Ó gióp b¹n ®äc
nhí l¹i c¸c kiÕn thøc c¬ b¶n cÇn thiÕt khi gi¶i bµi tËp trong ch¬ng t¬ng øng.



Lêi nãi ®Çu v

TËp I vµ II cña s¸ch chØ bµn ®Õn hµm sè mét biÕn sè (trõ phÇn kh«ng gian
metric trong tËp II). Kaczkor, Nowak ch¾c sÏ cßn viÕt Bµi TËp Gi¶i TÝch cho hµm
nhiÒu biÕn vµ phÐp tÝnh tÝch ph©n.

Chóng t«i ®ang biªn dÞch tËp II, s¾p tíi sÏ xuÊt b¶n.
Chóng t«i rÊt biÕt ¬n :
- Gi¸o s Ph¹m Xu©n Yªm (Ph¸p) ®∙ göi cho chóng t«i b¶n gèc tiÕng Anh tËp I

cña s¸ch nµy,
- Gi¸o s NguyÔn H÷u ViÖt Hng (ViÖt Nam) ®∙ göi cho chóng t«i b¶n gèc tiÕng

Anh tËp II cña s¸ch nµy,
- Gi¸o s Spencer Shaw (Mü) ®∙ göi cho chóng t«i b¶n gèc tiÕng Anh cuèn s¸ch

næi tiÕng cña W. Rudin (nãi trªn), xuÊt b¶n lÇn thø ba, 1976,
- TS D¬ng TÊt Th¾ng ®∙ cæ vò vµ t¹o ®iÒu kiÖn ®Ó chóng t«i biªn dÞch cuèn

s¸ch nµy.
Chóng t«i ch©n thµnh c¸m ¬n tËp thÓ sinh viªn To¸n - Lý K5 HÖ §µo T¹o Cö

Nh©n Khoa Häc Tµi N¨ng, Trêng §HKHTN, §HQGHN, ®∙ ®äc kü b¶n th¶o vµ söa
nhiÒu lçi chÕ b¶n cña b¶n ®¸nh m¸y ®Çu tiªn.

Chóng t«i hy väng r»ng cuèn s¸ch nµy sÏ ®îc ®«ng ®¶o b¹n ®äc ®ãn nhËn vµ
gãp nhiÒu ý kiÕn quÝ b¸u vÒ phÇn biªn dÞch vµ tr×nh bµy. RÊt mong nhËn ®îc sù chØ
gi¸o cña quý vÞ b¹n ®äc, nh÷ng ý kiÕn gãp ý xin göi vÒ: Chi ®oµn c¸n bé, Khoa

To¸n C¬ Tin häc, trêng §¹i häc Khoa häc Tù nhiªn, §¹i häc Quèc gia

Hµ Néi, 334 NguyÔn Tr·i, Thanh Xu©n, Hµ Néi.

Xin ch©n thµnh c¶m ¬n.
Hµ Néi, Xu©n 2002.

Nhãm biªn dÞch
§oµn Chi





C¸c ký hiÖu vµ kh¸i niÖm

² R - tËp c¸c sè thùc

² R+ - tËp c¸c sè thùc d¬ng

² Z - tËp c¸c sè nguyªn

² N - tËp c¸c sè nguyªn d¬ng hay c¸c sè tù nhiªn

² Q - tËp c¸c sè h÷u tû

² (a; b) - kho¶ng më cã hai ®Çu mót lµ a vµ b

² [a; b] - ®o¹n (kho¶ng ®ãng) cã hai ®Çu mót lµ a vµ b

² [x] - phÇn nguyªn cña sè thùc x

² Víi x 2 R, hµm dÊu cña x lµ

sgnx =

8><>:
1 víi x > 0;

¡1 víi x < 0;

0 víi x = 0:

² Víi x 2 N,
n! = 1 ¢ 2 ¢ 3 ¢ ::: ¢ n;

(2n)!! = 2 ¢ 4 ¢ 6 ¢ ::: ¢ (2n¡ 2) ¢ (2n);
(2n¡ 1)!! = 1 ¢ 3 ¢ 5 ¢ ::: ¢ (2n¡ 3) ¢ (2n¡ 1):

² Ký hiÖu
¡
n
k

¢
= n!

k!(n¡k)! ; n; k 2 N; n ¸ k, lµ hÖ sè cña khai triÓn nhÞ thøc
Newton.
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viii C¸c ký hiÖu vµ kh¸i niÖm

² NÕu A ½ R kh¸c rçng vµ bÞ chÆn trªn th× ta ký hiÖu supA lµ cËn trªn ®óng
cña nã, nÕu nã kh«ng bÞ chÆn trªn th× ta quy íc r»ng supA = +1.

² NÕu A ½ R kh¸c rçng vµ bÞ chÆn díi th× ta ký hiÖu infA lµ cËn díi ®óng
cña nã, nÕu nã kh«ng bÞ chÆn díi th× ta quy íc r»ng infA = ¡1.

² D∙y fang c¸c sè thùc ®îc gäi lµ ®¬n ®iÖu t¨ng (t¬ng øng ®¬n ®iÖu gi¶m)
nÕu an+1 ¸ an (t¬ng øng nÕu an+1 ∙ an) víi mäi n 2 N. Líp c¸c d∙y ®¬n
®iÖu chøa c¸c d∙y t¨ng vµ gi¶m.

² Sè thùc c ®îc gäi lµ ®iÓm giíi h¹n cña d∙y fang nÕu tån t¹i mét d∙y con
fankg cña fang héi tô vÒ c.

² Cho S lµ tËp c¸c ®iÓm tô cña d∙y fang. CËn díi ®óng vµ cËn trªn ®óng cña
d∙y , ký hiÖu lÇn lît lµ lim

n!1
an vµ lim

n!1
an ®îc x¸c ®Þnh nh sau

lim
n!1

an =

8><>:
+1 nÕu fang kh«ng bÞ chÆn trªn;

¡1 nÕu fang bÞ chÆn trªn vµ S = ;;
supS nÕu fang bÞ chÆn trªn vµ S 6= ;;

lim
n!1

an =

8><>:
¡1 nÕu fang kh«ng bÞ chÆn díi;

+1 nÕu fang bÞ chÆn díi vµ S = ;;
inf S nÕu fang bÞ chÆn díi vµ S 6= ;;

² TÝch v« h¹n
1Q
n=1

an héi tô nÕu tån t¹i n0 2 N sao cho an 6= 0 víi n ¸ n0 vµ

d∙y fan0an0+1 ¢ ::: ¢ an0+ng héi tô khi n ! 1 tíi mét giíi h¹n P0 6= 0. Sè
P = an0an0+1 ¢ ::: ¢ an0+n ¢ P0 ®îc gäi lµ gi¸ trÞ cña tÝch v« h¹n.

² Trong phÇn lín c¸c s¸ch to¸n ë níc ta tõ tríc ®Õn nay, c¸c hµm tang vµ
c«tang còng nh c¸c hµm ngîc cña chóng ®îc ký hiÖu lµ tg x, cotg x,
arctg x, arccotg x theo c¸ch ký hiÖu cña c¸c s¸ch cã nguån gèc tõ Ph¸p vµ
Nga, tuy nhiªn trong c¸c s¸ch to¸n cña Mü vµ phÇn lín c¸c níc ch©u ¢u,
chóng ®îc ký hiÖu t¬ng tù lµ tanx, cotx, arctanx, arccotx. Trong cuèn
s¸ch nµy chóng t«i sÏ sö dông nh÷ng ký hiÖu nµy ®Ó b¹n ®äc lµm quen víi
nh÷ng ký hiÖu ®∙ ®îc chuÈn ho¸ trªn thÕ giíi.



Bµi tËp
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Ch¬ng 1

Giíi h¹n vµ tÝnh liªn tôc

1.1 Giíi h¹n cña hµm sè

Chóng ta dïng c¸c ®Þnh nghÜa sau.

§Þnh nghÜa 1. Hµm f gäi lµ t¨ng (t¬ng øng, t¨ng thùc sù, gi¶m, gi¶m thùc

sù) trªn tËp kh¸c rçng A 2 R nÕu x1 < x2; x1; x2 2 A kÐo theo f(x1) ∙ f(x2)
(t¬ng øng f(x1) < f(x2), f(x1) ¸ f(x2), f(x1) > f(x2) ). Hµm t¨ng hay gi¶m

(t¬ng øng, t¨ng thùc sù hay gi¶m thùc sù) gäi lµ hµm ®¬n ®iÖu (t¬ng øng,

®¬n ®iÖu thùc sù)

§Þnh nghÜa 2. TËp (a¡ "; a+ ") n fag, ë ®©y " > 0 gäi lµ l©n cËn khuyÕt cña
®iÓm a 2 R
1.1.1. T×m c¸c giíi h¹n hoÆc chøng minh chóng kh«ng tån t¹i.

(a) lim
x!0

x cos
1

x
; (b) lim

x!0
x

∙
1

x

¸
;

(c) lim
x!0

x

a

∙
b

x

¸
; a; b > 0; (d) lim

x!0
[x]

x
;

(e) lim
x!1

x(
p
x2 + 1¡ 3

p
x3 + 1); (f) lim

x!0
cos(¼

2
cosx)

sin(sinx)
:

1.1.2. Gi¶ sö f : (¡a; a) n f0g ! R. Chøng minh r»ng

(a) lim
x!0

f(x) = l nÕu vµ chØ nÕu lim
x!0

f(sinx) = l,

3



4 Ch¬ng 1. Giíi h¹n vµ tÝnh liªn tôc

(b) lim
x!0

f(x) = l th× lim
x!0

f(jxj) = l. §iÒu ngîc l¹i cã ®óng kh«ng ?

1.1.3. Gi¶ sö hµm f : (¡a; a) n f0g ! (0;+1) tho¶ m∙n lim
x!0
(f(x) + 1

f(x)
) = 2.

Chøng minh r»ng lim
x!0

f(x) = 1.

1.1.4. Gi¶ sö f ®îc x¸c ®Þnh trªn l©n cËn khuyÕt cña a vµ lim
x!a
(f(x)+ 1

jf(x)j) =

0. T×m lim
x!0

f(x).

1.1.5. Chøng minh r»ng nÕu f lµ hµm bÞ chÆn trªn [0; 1] tho¶ m∙n f(ax) =

bf(x) víi 0 ∙ x ∙ 1
a
vµ a; b > 1 th× lim

x!0+
f(x) = f(0).

1.1.6. TÝnh

(a) lim
x!0
(x2(1 + 2 + 3 + ¢ ¢ ¢+ [ 1jxj ]));

(b) lim
x!0+

(x([ 1
x
] + [ 2

x
] + ¢ ¢ ¢+ [k

x
])); k 2 N.

1.1.7. TÝnh lim
x!1

[P (x)]
P (jxj) , ë ®©y P (x) lµ ®a thøc víi hÖ sè d¬ng.

1.1.8. ChØ ra b»ng vÝ dô r»ng ®iÒu kiÖn

lim
x!0
(f(x) + f(2x)) = 0(¤)

kh«ng suy ra f cã giíi h¹n t¹i 0. Chøng minh r»ng nÕu tån t¹i hµm ' sao

cho bÊt ®¼ng thøc f(x) ¸ '(x) ®îc tho¶ m∙n trong mét l©n cËn khuyÕt cña
0 vµ lim

x!0
'(x) = 0 , th× (¤) suy ra lim

x!0
f(x) = 0.

1.1.9.

(a) Cho vÝ dô hµm f tho¶ m∙n ®iÒu kiÖn

lim
x!0
(f(x)f(2x)) = 0

vµ lim
x!0

f(x) kh«ng tån t¹i.

(b) Chøng minh r»ng nÕu trong mét l©n cËn khuyÕt cña 0, c¸c bÊt ®¼ng

thøc f(x) ¸ jxj®; 1
2
< ® < 1; vµ f(x)f(2x) ¸ jxj ®îc tho¶ m∙n, th×

lim
x!0

f(x) = 0.
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1.1.10. Cho tríc sè thùc ®, gi¶ sö lim
x!1

f(ax)
x®

= g(a) víi mçi sè d¬ng a.

Chøng minh r»ng tån t¹i c sao cho g(a) = ca®.

1.1.11. Gi¶ sö f : R ! R lµ hµm ®¬n ®iÖu sao cho lim
x!1

f(2x)
f(x)

= 1. Chøng

minh r»ng lim
x!1

f(cx)
f(x)

= 1 víi mäi c > 0.

1.1.12. Chøng minh r»ng nÕu a > 1 vµ ® 2 R th×

(a) lim
x!1

ax

x
= +1; (b) lim

x!1
ax

x®
= +1:

1.1.13. Chøng minh r»ng nÕu ® > 0, th× lim
x!1

lnx
x®
= 0.-

1.1.14. Cho a > 0, chøng minh lim
x!0

ax = 1. Dïng ®¼ng thøc nµy ®Ó chøng

minh tÝnh liªn tôc cña hµm mò.

1.1.15. Chøng minh r»ng

(a) lim
x!1

µ
1 +

1

x

¶x
= e; (b) lim

x!¡1

µ
1 +

1

x

¶x
= e;

(c) lim
x!1

(1 + x)
1
x = e:

1.1.16. Chøng minh r»ng lim
x!0

ln(1+x) = 0. Dïng ®»ng thøc nµy, suy ra hµm

logarit liªn tôc trªn (0;1).

1.1.17. TÝnh c¸c giíi h¹n sau :

(a) lim
x!0

ln(1 + x)

x
; (b) lim

x!0
ax ¡ 1
x

; a > 0;

(c) lim
x!0

(1 + x)® ¡ 1
x

; ® 2 R:

1.1.18. T×m

(a) lim
x!1

(lnx)
1
x ; (b) lim

x!0+
xsinx;

(c) lim
x!0
(cosx)

1
sin2 x ; (d) lim

x!1
(ex ¡ 1) 1x ;

(e) lim
x!0
(sin x)

1
lnx :
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1.1.19. T×m c¸c giíi h¹n sau:

(a) lim
x!0

sin 2x+ 2arctg 3x+ 3x2

ln(1 + 3x+ sin2 x) + xex
; (b) lim

x!0
ln cosx

tg x2
;

(c) lim
x!0+

p
1¡ e¡x ¡p1¡ cosxp

sinx
; (d) lim

x!0
(1 + x2)cotg x:

1.1.20. TÝnh

(a) lim
x!1

(tg
¼x

2x+ 1
)
1
x ; (b) lim

x!1
x(ln(1 +

x

2
)¡ ln x

2
):

1.1.21. Gi¶ sö r»ng lim
x!0+

g(x) = 0 vµ tån t¹i ® 2 R , c¸c sè d¬ng m;M sao

cho m ∙ f(x)
x®
∙M víi nh÷ng gi¸ trÞ d¬ng cña x trong l©n cËn cña 0. Chøng

minh r»ng nÕu ® lim
x!0+

g(x) lnx = °; th× lim
x!0+

f(x)g(x) = e° . Trêng hîp ° =1
hoÆc ° = ¡1, ta gi¶ sö e1 =1 vµ e¡1 = 0.

1.1.22. BiÕt r»ng lim
x!0

f(x) = 1 vµ lim
x!0

g(x) = 1. Chøng minh r»ng nÕu

lim
x!0

g(x)(f(x)¡ 1) = °, th× lim
x!0

f(x)g(x) = e°.

1.1.23. TÝnh

(a) lim
x!0+

¡
2 sin

p
x+

p
x sin 1

x

¢x
,

(b) lim
x!0

³
1 + xe¡

1
x2 sin 1

x4

´e 1
x2

,

(c) lim
x!0

³
1 + e¡

1
x2 arctg 1

x2
+ xe¡

1
x2 sin 1

x4

´e 1
x2

.

1.1.24. Cho f : [0;+1) ! R lµ hµm sao cho mçi d∙yf(a + n); a ¸ 0; héi tô
tíi kh«ng. Hái giíi h¹n lim

x!1
f(x) cã tån t¹i kh«ng ?

1.1.25. Cho f : [0;+1)! R lµ hµm sao cho víi mäi sè d¬ng a, d∙yff(an)g,
héi tô tíi kh«ng. Hái giíi h¹n lim

x!1
f(x) cã tån t¹i kh«ng ?

1.1.26. Cho f : [0;+1) ! R lµ hµm sao cho víi mäi a ¸ 0 vµ mäi b > 0,

d∙yff(a + bn)g; a ¸ 0; héi tô tíi kh«ng. Hái giíi h¹n lim
x!1

f(x) cã tån t¹i

kh«ng ?
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1.1.27. Chøng minh r»ng nÕu lim
x!0

f(x) = 0 vµ lim
x!0

f(2x)¡f(x)
x

= 0 th× lim
x!0

f(x)
x
=

0.

1.1.28. Gi¶ sö f x¸c ®Þnh trªn (a;+1), bÞ chÆn trªn mçi kho¶ng h÷u h¹n
(a; b) ; a < b. Chøng minh r»ng nÕu lim

x!+1
(f(x+1)¡f(x)) = l, th× lim

x!0
f(x)
x
= l.

1.1.29. Cho f x¸c ®Þnh trªn (a;+1), bÞ chÆn díi trªn mçi kho¶ng h÷u
h¹n (a; b) ; a < b. Chøng minh r»ng nÕu lim

x!+1
(f(x + 1) ¡ f(x)) = +1, th×

lim
x!0

f(x)
x
= +1.

1.1.30. Cho f x¸c ®Þnh trªn (a;+1), bÞ chÆn trªn mçi kho¶ng h÷u h¹n
(a; b) ; a < b. NÕu víi sè nguyªn kh«ng ©m k , lim

x!+1
f(x+1)¡f(x)

xk
tån t¹i, th×

lim
x!+1

f(x)

xk+1
=

1

k + 1
lim
x!+1

f(x+ 1)¡ f(x)
xk

:

1.1.31. Cho f x¸c ®Þnh trªn (a;+1), bÞ chÆn trªn mçi kho¶ng h÷u h¹n
(a; b) ; a < b vµ gi¶ sö f(x) ¸ c > 0 víi x 2 (a;+1). Chøng minh r»ng nÕu
lim
x!+1

f(x+1)
f(x)

tån t¹i, th× lim
x!+1

f(x)
1
x còng tån t¹i vµ

lim
x!+1

(f(x))
1
x = lim

x!+1
f(x+ 1)

f(x)
:

1.1.32. Gi¶ thiÕt r»ng lim
x!0

f
³£

1
x

¤¡1´
= 0. Tõ ®ã cã suy ra lim

x!0
f(x) tån t¹i

kh«ng ?

1.1.33. Cho f : R ! R sao cho víi mäi a 2 R, d∙y ©f( a
n
)
ª
héi tô tíi kh«ng.

Hái f cã giíi h¹n t¹i 0 kh«ng ?

1.1.34. Chøng minh r»ng nÕu lim
x!0

f
¡
x
¡
1
x
¡ £ 1

x

¤¢¢
= 0, th× lim

x!0
f(x) = 0.

1.1.35. Chøng minh r»ng nÕu f ®¬n ®iÖu t¨ng ( gi¶m ) trªn (a; b), th× víi

mäi x0 2 (a; b),

(a) f(x+0 ) = lim
x!x+0

f(x) = inf
x>x0

f(x) (f(x+0 ) = sup
x>x0

f(x));
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(b) f(x¡0 ) = lim
x!x¡0

f(x) = sup
x<x0

f(x) (f(x¡0 ) = inf
x<x0

f(x));

(c) f(x¡0 ) ∙ f(x0) ∙ f(x+0 ) (f(x¡0 ) ¸ f(x0) ¸ f(x+0 )).
1.1.36. Chøng minh r»ng nÕu f ®¬n ®iÖu t¨ng trªn (a; b), th× víi mäi x0 2
(a; b),

(a) lim
x!x+0

f(x¡) = f(x+0 );

(b) lim
x!x¡0

f(x+) = f(x¡0 ):

1.1.37. Chøng minh ®Þnh lÝ Cauchy sau ®©y. §Ó f cã giíi h¹n h÷u h¹n

khi x ! a, ®iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ lµ víi mäi " > 0 tån t¹i ± > 0 sao cho

jf(x)¡ f(x0)j < " bÊt cø khi nµo 0 < jx¡ aj < ± vµ 0 < jx0 ¡ aj < ±. LËp c«ng
thøc vµ chøng minh ®iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ t¬ng tù ®Ó lim

x!1
f(x) tån t¹i.

1.1.38. Chøng minh r»ng nÕu lim
x!a

f(x) = A vµ lim
y!A

g(y) = B, th× lim
x!a

g(f(x)) =

B víi gi¶ thiÕt (g ± f)(x) = g(f(x)) ®îc x¸c ®Þnh vµ f kh«ng nhËn gi¸ trÞ A
trong l©n cËn khuyÕt cña a.

1.1.39. T×m c¸c hµm f vµ g sao cho lim
x!a

f(x) = A vµ lim
y!A

g(y) = B, nhng

lim
x!a

g(f(x)) 6= B.
1.1.40. Gi¶ sö f : R! R lµ hµm t¨ng vµ x 7! f(x)¡ x cã chu k× 1. KÝ hiÖu
fn lµ phÐp lÆp thø n cña f ; tøc lµ, f 1 = f vµ fn = f ± fn¡1 víi n ¸ 2. Chøng
minh r»ng nÕu lim

n!1
fn(0)
n

tån t¹i, th× víi mäi x 2 R; lim
n!1

fn(x)
n
= lim

n!1
fn(0)
n

1.1.41. Gi¶ sö f : R ! R lµ hµm t¨ng vµ x 7! f(x) ¡ x cã chu k× 1. Ngoµi
ra, gi¶ sö f(0) > 0 vµ p lµ sè nguyªn d¬ng cè ®Þnh. KÝ hiÖu fn lµ phÐp lÆp

thø n cña f . Chøng minh r»ng nÕu mp lµ sè nguyªn d¬ng nhá nhÊt sao cho

fmp(0) > 0, th×

p

mp
∙ lim

n!1

fn(0)

n
∙ lim

n!1
fn(0)

n
∙ p

mp
+
1 + f(0)

mp
:

1.1.42. Gi¶ sö f : R ! R lµ hµm t¨ng vµ x 7! f(x) ¡ x cã chu k× 1. Chøng
minh r»ng lim

n!1
fn(x)
n

tån t¹i vµ nhËn cïng gi¸ trÞ víi mäi x 2 R, ë ®©y fn kÝ
hiÖu phÐp lÆp thø n cña f .
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1.2 C¸c tÝnh chÊt cña hµm liªn tôc

1.2.1. T×m tÊt c¶ c¸c ®iÓm liªn tôc cña hµm f x¸c ®Þnh bëi

f(x) =

(
0 nÕu x v« tû,
sin jxj nÕu x h÷u tû.

1.2.2. X¸c®Þnh tËp c¸c ®iÓm liªn tôc cña hµm f ®îc cho bëi

f(x) =

(
x2 ¡ 1 nÕu x v« tû,
0 nÕu x h÷u tû.

1.2.3. Nghiªn cøu tÝnh liªn tôc cña c¸c hµm sau:

(a) f(x) =

8><>:
0 nÕu x v« tû hoÆc x = 0,
1
q

nÕu x = p=q; p 2 Z; q 2 N, vµ
p; q nguyªn tè cïng nhau,

(b) f(x) =

8><>:
jxj nÕu x v« tû hoÆc x = 0,
qx=(qx+ 1) nÕu x = p=q; p 2 Z; q 2 N, vµ

p; q nguyªn tè cïng nhau,

(Hµm ®Þnh nghÜa ë (a) ®îc gäi lµ hµm Riemann.)

1.2.4. Chøng minh r»ng nÕu f 2 C([a; b]), th× jf j 2 C([a; b]). ChØ ra b»ng vÝ
dô r»ng ®iÒu ngîc l¹i kh«ng ®óng.

1.2.5. X¸c ®Þnh tÊt c¶ c¸c an vµ bn sao cho hµm x¸c ®Þnh bëi

f(x) =

(
an + sin¼x nÕu x 2 [2n; 2n+ 1]; n 2 Z ,
bn + cos¼x nÕu x 2 (2n¡ 1; 2n); n 2 Z ,

liªn tôc trªn R.

1.2.6. Cho f(x) = [x2] sin¼x víi x 2 R. Nghiªn cøu tÝnh liªn tôc cña f .
1.2.7. BiÕt

f(x) = [x] + (x¡ [x])[x] víi x ¸ 1

2
:

Chøng minh r»ng f liªn tôc vµ t¨ng thùc sù trªn [1;1).
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1.2.8. Nghiªn cøu tÝnh liªn tôc cña c¸c hµm sau ®©y vµ vÏ ®å thÞ cña chóng

(a) f(x) = lim
n!1

nx¡n¡x
nx+n¡x ; x 2 R;

(b) f(x) = lim
n!1

x2enx+x
enx+1

; x 2 R;

(c) f(x) = lim
n!1

ln(en+xn)
n

; x ¸ 0;

(d) f(x) = lim
n!1

n

q
4n + x2n + 1

x2n
; x 6= 0;

(e) f(x) = lim
n!1

2n
p
cos2n x+ sin2n x; x 2 R:

1.2.9. Chøng minh r»ng nÕu f : R! R liªn tôc vµ tuÇn hoµn th× nã cã gi¸
trÞ lín nhÊt vµ gi¸ trÞ nhá nhÊt.

1.2.10. Cho P (x) = x2n + a2n¡1x2n¡1 + ¢+ a1x+ a0, chøng minh r»ng tån t¹i
x¤ 2 R sao cho P (x¤) = inffP (x) : x 2 Rg. Còng chøng minh r»ng gi¸ trÞ
tuyÖt ®èi cña mäi ®a thøc P cã gi¸ trÞ nhá nhÊt; tøc lµ, tån t¹i x¤ 2 R sao
cho jP (x¤)j = inffjP (x)j : x 2 Rg.

1.2.11.

(a) Cho vÝ dô vÒ hµm bÞ chÆn trªn [0; 1] nhng kh«ng cã gi¸ trÞ nhá nhÊt,

còng kh«ng cã gi¸ trÞ lín nhÊt.

(b) Cho vÝ dô vÒ hµm bÞ chÆn trªn [0; 1] nhng kh«ng cã gi¸ trÞ nhá nhÊt

trªn mäi ®o¹n [a; b] ½ [0; 1]; a < b.

1.2.12. Cho f : R! R; x0 2 R vµ ± > 0, ®Æt

!f (x0; ±) = supfjf(x)¡ f(x0)j : x 2 R; jx¡ x0j < ±g

vµ !f(x0) = lim
±!0+

!f(x0; ±). Chøng minh r»ng f liªn tôc t¹i x0 nÕu vµ chØ nÕu

!f(x0) = 0.

1.2.13.
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(a) Cho f; g 2 C([a; b]) vµ víi x 2 [a; b], ®Æt h(x) = minff(x); g(x)g vµ
H(x) = maxff(x); g(x)g. Chøng minh r»ng h;H 2 C([a; b]).

(b) Cho f1; f2; f3 2 C([a; b]) vµ víi x 2 [a; b], ®Æt f(x) lµ mét trong ba gi¸ trÞ
f1(x); f2(x) vµ f3(x) mµ n»m gi÷a hai gi¸ trÞ cßn l¹i. Chøng minh r»ng

f 2 C([a; b]).

1.2.14. Chøng minh r»ng nÕu f 2 C([a; b]), th× c¸c hµm ®îc x¸c ®Þnh bëi

m(x) = infff(³) : ³ 2 [a; x]g vµ M(x) = supff(³) : ³ 2 [a; x]g

còng liªn tôc trªn [a; b].

1.2.15. Gäi f lµ hµm bÞ chÆn trªn [a; b]. Chøng minh r»ng c¸c hµm ®îc x¸c

®Þnh bëi

m(x) = infff(³) : ³ 2 [a; x)g vµ M(x) = supff(³) : ³ 2 [a; x)g

còng liªn tôc trªn (a; b).

1.2.16. Víi c¸c gi¶ thiÕt cña bµi to¸n tríc, kiÓm tra c¸c hµm

m¤(x) = infff(³) : ³ 2 [a; x]g vµ M¤(x) = supff(³) : ³ 2 [a; x]g

cã liªn tôc tr¸i trªn (a; b) hay kh«ng ?

1.2.17. Gi¶ sö f liªn tôc trªn [a;1) vµ lim
x!1

f(x) h÷u h¹n. Chøng minh r»ng

f bÞ chÆn trªn [a;1).

1.2.18. Cho f lµ hµm liªn tôc trªn R vµ ®Æt fxng lµ d∙y bÞ chÆn. C¸c bÊt
®¼ng thøc sau

lim
n!1

f(xn) = f( lim
n!1

xn) vµ lim
n!1

f(xn) = f( lim
n!1

xn)

cã ®óng kh«ng ?

1.2.19. Cho f : R ! R lµ hµm liªn tôc, t¨ng vµ gäi fxng lµ d∙y bÞ chÆn.
Chøng minh r»ng
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(a) lim
n!1

f(xn) = f( lim
n!1

xn);

(b) lim
n!1

f(xn) = f( lim
n!1

xn):

1.2.20. Cho f : R ! R lµ hµm liªn tôc, gi¶m vµ gäi fxng lµ d∙y bÞ chÆn.
Chøng minh r»ng

(a) lim
n!1

f(xn) = f( lim
n!1

xn);

(b) lim
n!1

f(xn) = f( lim
n!1

xn):

1.2.21. Gi¶ sö f liªn tôc trªn R; lim
x!¡1

f(x) = ¡1 vµ lim
x!1

f(x) = +1. X¸c
®Þnh g b»ng c¸ch ®Æt

g(x) = supft : f(t) < xg víi x 2 R:

(a) Chøng minh r»ng g liªn tôc tr¸i.

(b) g cã liªn tôc kh«ng ?

1.2.22. Cho f : R! R lµ hµm tuÇn hoµn liªn tôc víi hai chu k× kh«ng th«ng

íc T1 vµ T2; tøc lµ T1
T2
v« tû. Chøng minh r»ng f lµ hµm h»ng. Cho vÝ dô

hµm tuÇn hoµn kh¸c hµm h»ng cã hai chu k× kh«ng th«ng íc.

1.2.23.

(a) Chøng minh r»ng nÕu f : R! R lµ hµm liªn tôc, tuÇn hoµn, kh¸c hµm

h»ng, th× nã cã chu k× d¬ng nhá nhÊt, gäi lµ chu k× c¬ b¶n.

(b) Cho vÝ dô hµm tuµn hoµn kh¸c hµm h»ng mµ kh«ng cã chu k× c¬ b¶n.

(c) Chøng minh r»ng nÕu f : R! R lµ hµm tuÇn hoµn kh«ng cã chu k× c¬

b¶n, th× tËp tÊt c¶ c¸c chu k× cña f trï mËt trong R.

1.2.24.
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(a) Chøng minh r»ng ®Þnh lÝ trong môc (a) cña bµi to¸n tríc vÉn cßn ®óng

khi tÝnh liªn tôc cña f trªn R ®îc thay thÕ bëi tÝnh liªn tôc t¹i mét
®iÓm.

(b) Chøng minh r»ng nÕu f : R! R lµ hµm tuÇn hoµn kh«ng cã chu k× c¬

b¶n vµ nÕu nã liªn tôc t¹i Ýt nhÊt mét ®iÓm, th× nã lµ hµm h»ng.

1.2.25. Chøng minh r»ng nÕu f; g : R ! R lµ hµm liªn tôc, tuÇn hoµn vµ

lim
x!1

(f(x)¡ g(x)) = 0 th× f = g.

1.2.26. Cho vÝ dô hai hµm tuÇn hoµn f vµ g sao cho mäi chu k× cña f kh«ng

th«ng íc víi mäi chu k× cña g vµ sao cho f + g

(a) kh«ng tuÇn hoµn,

(b) tuÇn hoµn.

1.2.27. Cho f; g : R ! R lµ c¸c hµm liªn tôc vµ tuÇn hoµn lÇn lît víi chu

k× c¬ b¶n d¬ng T1 vµ T2. Chøng minh r»ng nÕu T1
T2
=2 Q, th× h = f + g kh«ng

lµ hµm tuÇn hoµn.

1.2.28. Cho f; g : R ! R lµ c¸c hµm tuÇn hoµn .Gi¶ sö f liªn tôc vµ kh«ng

cã chu k× nµo cña g th«ng íc víi chu k× c¬ b¶n cña f . Chøng minh r»ng

f + g kh«ng lµ hµm tuÇn hoµn.

1.2.29. Chøng minh r»ng tËp c¸c ®iÓm gi¸n ®o¹n cña hµm ®¬n ®iÖu f : R!
R kh«ng qu¸ ®Õm ®îc.

1.2.30. Gi¶ sö f liªn tôc trªn [0; 1]. Chøng minh r»ng

lim
n!1

1

n

nX
k=1

(¡1)kf(k
n
) = 0:

1.2.31. Cho f liªn tôc trªn [0; 1]. Chøng minh r»ng

lim
n!1

1

2n

nX
k=0

(¡1)k
µ
n

k

¶
f(
k

n
) = 0:
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1.2.32. Gi¶ sö f : (0;1) ! R lµ hµm liªn tôc sao cho f(x) ∙ f(nx) víi mäi
sè d¬ng x vµ mäi sè tù nhiªn n. Chøng minh r»ng lim

x!1
f(x) tån t¹i (h÷u

h¹n hoÆc v« h¹n).

1.2.33. Hµm f x¸c ®Þnh trªn kho¶ng I ½ R ®îc gäi lµ låi trªn I nÕu

f(¸x1 + (1¡ ¸)x2) ∙ ¸f(x1) + (1¡ ¸)f(x2)

víi mäi x1; x2 2 I vµ ¸ 2 (0; 1). Chøng minh r»ng nÕu f låi trªn kho¶ng më,
th× nã liªn tôc. Hµm låi trªn kho¶ng bÊt k× cã nhÊt thiÕt liªn tôc kh«ng ?

1.2.34. Chøng minh r»ng nÕu d∙y ffng c¸c hµm liªn tôc trªn A héi tô ®Òu

tíi f trªn A, th× f liªn tôc trªn A.

1.3 TÝnh chÊt gi¸ trÞ trung gian

Ta nh¾c l¹i ®Þnh nghÜa sau:

§Þnh nghÜa 3. Hµm thùc f cã tÝnh chÊt gi¸ trÞ trung gian trªn kho¶ng I

chøa [a; b] nÕu f(a) < v < f(b) hoÆc f(b) < v < f(a); tøc lµ, nÕu v n»m gi÷a

f(a) vµ f(b), th× tån t¹i c n»m gi÷a a vµ b sao cho f(c) = v.

1.3.1. Cho c¸c vÝ dô c¸c hµm cã tÝnh chÊt gi¸ trÞ trung gian trªn kho¶ng I

nhng kh«ng liªn tôc trªn kho¶ng nµy.

1.3.2. Chøng minh r»ng hµm t¨ng thùc sù f : [a; b]! R cã tÝnh chÊt gi¸ trÞ
trung gian th× liªn tôc trªn [a; b].

1.3.3. Cho f : [0; 1] ! [0; 1] liªn tôc. Chøng minh r»ng f cã ®iÓm cè ®Þnh

trong [0; 1]; tøc lµ, tån t¹i x0 2 [0; 1] sao cho f(x0) = x0.

1.3.4. Gi¶ sö f; g : [a; b] ! R liªn tôc sao cho f(a) < g(a) vµ f(b) > g(b).

Chøng minh r»ng tån t¹i x0 2 (a; b) sao cho f(x0) = g(x0).
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1.3.5. Cho f : R ! R liªn tôc vµ tuÇn hoµn víi chu k× T > 0. Chøng minh
r»ng tån t¹i x0 sao cho

f

µ
x0 +

T

2

¶
= f(x0):

1.3.6. Hµm f : (a; b) ! R liªn tôc. Chøng minh r»ng, víi x1; x2; : : : ; xn cho
tríc trong (a; b), tån t¹i x0 2 (a; b) sao cho

f(x0) =
1

n
(f(x1) + f(x2) + ¢+ f(xn)):

1.3.7.

(a) Chøng minh r»ng ph¬ng tr×nh (1 ¡ x) cosx = sinx cã Ýt nhÊt mét

nghiÖm trong (0; 1).

(b) Víi ®a thøc kh¸c kh«ng P , chøng minh r»ng ph¬ng tr×nh jP (x)j = ex
cã Ýt nhÊt mét nghiÖm.

1.3.8. Víi a0 < b0 < a1 < b1 < ¢ ¢ ¢ < an < bn, chøng minh r»ng mäi nghiÖm
cña ®a thøc

P (x) =
nY
k=0

(x+ ak) + 2
nY
k=0

(x+ bk); x 2 R;

®Òu lµ thùc.

1.3.9. Gi¶ sö f vµ g cã tÝnh chÊt gi¸ trÞ trung gian trªn [a; b]. Hái f + g cã

tÝnh chÊt gi¸ trÞ trung gian trªn kho¶ng ®ã kh«ng ?

1.3.10. Gi¶ sö f 2 C([0; 2]) vµ f(0) = f(2). Chøng minh r»ng tån t¹i x1 vµ
x2 trong [0; 2] sao cho

x2 ¡ x1 = 1 vµ f(x2) = f(x1):

Gi¶i thÝch ý nghÜa h×nh häc kÕt qu¶ trªn.

1.3.11. Cho f 2 C([0; 2]). Chøng minh r»ng tån t¹i x1 vµ x2 trong [0; 2] sao
cho

x2 ¡ x1 = 1 vµ f(x2)¡ f(x1) = 1

2
(f(2)¡ f(0)):
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1.3.12. Víi n 2 N, gäi f 2 C([0; n]) sao cho f(0) = f(n). Chøng minh r»ng
tån t¹i x1 vµ x2 trong [0; n] tho¶ m∙n

x2 ¡ x1 = 1 vµ f(x2) = f(x1):

1.3.13. Hµm liªn tôc f trªn [0; n]; n 2 N, tho¶ m∙n f(0) = f(n). Chøng minh
r»ng víi mäi k 2 f1; 2; : : : ; n ¡ 1g, tån t¹i xk vµ x0k sao cho f(xk) = f(x0k), ë
®©y xk¡ x0k = k hoÆc xk¡ x0k = n¡ k. Hái víi mäi k 2 f1; 2; : : : ; n¡ 1g, cã tån
t¹i xk vµ x

0
k sao cho f(xk) = f(x

0
k), ë ®©y xk ¡ x0k = k ?

1.3.14. 6 Víi n 2 N, gäi f 2 C([0; n]) sao cho f(0) = f(n). Chøng minh r»ng
ph¬ng tr×nh f(x) = f(y) cã Ýt nhÊt n nghiÖm víi x¡ y 2 N.

1.3.15. Gi¶ sö c¸c hµm thùc liªn tôc f vµ g x¸c ®Þnh trªn R giao ho¸n víi
nhau; tøc lµ, f(g(x)) = g(f(x)) víi mäi x 2 R. Chøng minh r»ng nÕu ph¬ng
tr×nh f2(x) = g2(x) cã nghiÖm, th× ph¬ng tr×nh f(x) = g(x) còng cã nghiÖm

(ë ®©y f2(x) = f(f(x)) vµ g2(x) = g(g(x)) ).

ChØ ra vÝ dô r»ng gi¶ thiÕt vÒ tÝnh liªn tôc cña f vµ g trong bµi to¸n trªn

kh«ng thÓ bá qua.

1.3.16. Chøng minh r»ng ®¬n ¸nh liªn tôc f : R! R th× hoÆc t¨ng thùc sù,
hoÆc gi¶m thùc sù.

1.3.17. Gi¶ sö f : R! R lµ d¬n ¸nh liªn tôc. Chøng minh r»ng nÕu tån t¹i
n sao cho phÐp lÆp thø n cña f lµ ¸nh x¹ ®ång nhÊt, tøc lµ, fn(x) = x víi

mäi x 2 R, th×

(a) f(x) = x; x 2 R, nÕu f t¨ng thùc sù,

(b) f 2(x) = x; x 2 R, nÕu f gi¶m thùc sù.

1.3.18. Gi¶ sö f : R ! R tho¶ m∙n ®iÒu kiÖn f(f(x)) = f 2(x) = ¡x; x 2
R.Chøng minh r»ng f kh«ng thÓ liªn tôc.

1.3.19. T×m tÊt c¶ c¸c hµm f : R! R cã tÝnh chÊt gi¸ trÞ trung gian vµ tån
t¹i n 2 N sao cho fn(x) = ¡x; x 2 R, ë ®©y fn kÝ hiÖu phÐp lÆp thø n cña f .
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1.3.20. Chøng minh r»ng nÕu f : R ! R cã tÝnh chÊt gi¸ trÞ trung gian vµ
f¡1(fqg) ®ãng víi mäi q h÷u tû, th× f liªn tôc.

1.3.21. Gi¶ sö f : (a;1) ! R liªn tôc vµ bÞ chÆn. Chøng minh r»ng, víi T
cho tríc, tån t¹i d∙y fxng sao cho

lim
n!1

xn = +1 vµ lim
n!1

(f(xn + T )¡ f(xn)):

1.3.22. Cho vÝ dô hµm liªn tôc f : R ! R ®¹t mçi gi¸ trÞ cña nã ®óng ba

lÇn. Hái cã tån t¹i hay kh«ng hµm liªn tôc f : R! R ®¹t mçi gi¸ trÞ cña nã
®óng hai lÇn ?

1.3.23. Cho f : [0; 1] ! R liªn tôc vµ ®¬n ®iÖu thùc sù tõng m¶nh. (Hµm f

gäi lµ ®¬n ®iÖu thùc sù tõng m¶nh trªn [0; 1], nÕu tån t¹i ph©n ho¹ch cña

[0; 1] thµnh h÷u h¹n kho¶ng con [ti¡1; ti], ë ®©y i = 1; 2; : : : ; n vµ 0 = t0 < t1 <

¢ ¢ ¢ < tn = 1, sao cho f ®¬n ®iÖu trªn mçi kho¶ng con ®ã.) Chøng minh r»ng
f nhËn mét trong c¸c gi¸ trÞ cña nã mét sè lÎ lÇn.

1.3.24. Hµm liªn tôc f : [0; 1] ! R nhËn mçi gi¸ trÞ cña nã h÷u h¹n lÇn vµ
f(0) 6= f(1). Chøng minh r»ng f nhËn mét trong c¸c gi¸ trÞ cña nã mét sè
lÎ lÇn.

1.3.25. Gi¶ sö f : K ! K liªn tôctrªn tËp con compact K ½ R. Ngoµi ra,
gi¶ sö x0 2 K lµ sè sao cho mäi ®iÓm giíi h¹n cña d∙y lÆp ffn(x0)g lµ ®iÓm
cè ®Þnh cña f . Chøng minh r»ng ffn(x0)g héi tô.

1.3.26. Hµm f : R! R liªn tôc, t¨ng sao cho F x¸c ®Þnh bëi F (x) = f(x)¡x
tuÇn hoµn víi chu k× 1. Chøng minh r»ng nÕu ®(f) = lim

n!1
fn(0)
n
, th× tån t¹i

x0 2 [0; 1] sao cho F (x0) = ®(f). Chøng minh thªm r»ng f cã ®iÓm bÊt ®éng

trong [0; 1] nÕu vµ chØ nÕu ®(f) = 0. (Xem c¸c bµi to¸n 1.1.40 - 1.1.42.)

1.3.27. Hµm f : [0; 1] ! R tho¶ m∙n f(0) < 0 vµ f(1) > 0, vµ tån t¹i hµm

g liªn tôc trªn [0; 1] sao cho f + g gi¶m. Chøng minh r»ng ph¬ng tr×nh

f(x) = 0 cã nghiÖm trong kho¶ng më (0; 1).
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1.3.28. Chøng minh r»ng mäi song ¸nh f : R! [0;1) cã v« h¹n ®iÓm gi¸n

®o¹n.

1.3.29. Nh¾c l¹i r»ng mçi x 2 (0; 1) cã thÓ ®îc biÓu diÔn bëi sè nhÞ ph©n
(binary fraction) :a1a2a3 : : : , ë ®©y ai 2 f0; 1g; i = 1; 2; : : : . Trong trêng hîp
x cã hai khai triÓn nhÞ ph©n kh¸c nhau, ta chän khai triÓn cã v« h¹n ch÷ sè

1. TiÕp ®ã, gäi hµm f : (0; 1)! [0; 1] ®îc x¸c ®Þnh bëi

f(x) = lim
n!1

1

n

nX
i=1

ai:

Chøng minh r»ng f gi¸n ®o¹n t¹i mäi x 2 (0; 1), tuy nhiªn, nã cã tÝnh chÊt
gi¸ trÞ trung gian.

1.4 Hµm nöa liªn tôc

§Þnh nghÜa 4. HÖ thèng sè thùc më réng R bao gåm hÖ thèng sè thùc vµ

hai kÝ hiÖu +1,¡1 víi c¸c tÝnh chÊt sau :

(i) NÕu x thùc, th× ¡1 < x < +1, vµ x +1 = +1; x ¡1 = ¡1; x
+1 =

x
¡1 = 0.

(ii) NÕu x > 0, th× x ¢ (+1) = +1, x ¢ (¡1) = ¡1.

(iii) NÕu x < 0, th× x ¢ (+1) = ¡1, x ¢ (¡1) = +1.
§Þnh nghÜa 5. NÕu A ½ R lµ tËp kh¸c rçng, th× supA (t¬ng øng inf A) lµ
sè thùc më réng nhá nhÊt (t¬ng øng, lín nhÊt) mµ lín h¬n (t¬ng øng, nhá

h¬n) hoÆc b»ng mäi phÇn tö cña A.

Cho f lµ hµm thùc x¸c ®Þnh trªn tËp kh¸c rçng A ½ R.
§Þnh nghÜa 6. NÕu x0 lµ ®iÓm giíi h¹n cña A, th× giíi h¹n díi (t¬ng øng

giíi h¹n trªn) cña f(x) khi x ! x0 ®îc ®Þnh nghÜa lµ inf (t¬ng øng sup)

cña tËp tÊt c¶ c¸c y 2 R sao cho tån t¹i d∙y fxng c¸c ®iÓm trong A kh¸c x0,

héi tô tíi x0 vµ y = lim
n!1

f(xn). Giíi h¹n díi vµ giíi h¹n trªn cña f(x) khi

x! x0 ®îc kÝ hiÖu t¬ng øng bëi lim
x!x0

f(x) vµ lim
x!x0

f(x).
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§Þnh nghÜa 7. Mét hµm gi¸ trÞ thùc gäi lµ nöa liªn tôc díi (t¬ng øng

trªn) t¹i x0 2 A; x0 lµ ®iÓm giíi h¹n cña A, nÕu lim
x!x0

f(x) ¸ f(x0) (t¬ng øng
lim
x!x0

f(x) ∙ f(x0)). NÕu x0 lµ ®iÓm c« lËp cña A, th× ta gi¶ sö r»ng f lµ nöa

liªn tôc trªn vµ díi t¹i ®iÓm nµy.

1.4.1. Chøng minh r»ng nÕu x0 lµ ®iÓm giíi h¹n cña A vµ f : A! R, th×

(a) lim
x!x0

f(x) = sup
±>0

infff(x)g : x 2 A; 0 < jx¡ x0j < ±;

(b) lim
x!x0

f(x) = inf
±>0
supff(x)g : x 2 A; 0 < jx¡ x0j < ±:

1.4.2. Chøng minh r»ng nÕu x0 lµ ®iÓm giíi h¹n cña A vµ f : A! R, th×

(a) lim
x!x0

f(x) = sup
±!0+

infff(x)g : x 2 A; 0 < jx¡ x0j < ±;

(b) lim
x!x0

f(x) = inf
±!0+

supff(x)g : x 2 A; 0 < jx¡ x0j < ±:

1.4.3. Chøng minh r»ng y0 2 R lµ giíi h¹n díi cña f : A! R t¹i ®iÓm giíi

h¹n x0 cña A nÕu vµ chØ nÕu víi mäi " > 0, hai ®iÒu kiÖn sau ®©y ®îc tho¶

m∙n :

(i) tån t¹i ± > 0 sao cho f(x) > y0 ¡ " víi mäi x 2 A vµ 0 < jx¡ x0j < ±;

(ii) víi mäi ± > 0, tån t¹i x
0 2 A sao cho 0 < jx0 ¡ x0j < ± vµ f(x) < y0 + ":

ThiÕt lËp bµi to¸n t¬ng tù cho giíi h¹n trªn cña f t¹i x0:

1.4.4. Cho f : A! R vµ x0 lµ ®iÓm tíi h¹n cña A. Chøng minh r»ng

(a) lim
x!x0

f(x) = ¡1 nÕu vµ chØ nÕu víi mäi y thùc vµ víi mäi ± > 0, tån t¹i

x
0 2 A sao cho 0 < jx0 ¡ x0j < ± vµ f(x0) < y.

(b) lim
x!x0

f(x) = +1 nÕu vµ chØ nÕu víi mäi y thùc vµ víi mäi ± > 0, tån t¹i

x
0 2 A sao cho 0 < jx0 ¡ x0j < ± vµ f(x0) > y.
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1.4.5. Gi¶ sö f : A! R vµ x0 lµ ®iÓm giíi h¹n cña A. Chøng minh r»ng nÕu

l = lim
x!x0

f(x) (t¬ng øng L = lim
x!x0

f(x)), th× tån t¹i d∙y fxng; xn 2 A; xn 6= x0,
héi tô tíi x0 sao cho l = lim

n!1
f(xn) (t¬ng øng L = lim

n!1
f(xn)).

1.4.6. Cho f : A! R vµ x0 lµ ®iÓm giíi h¹n cña A. Chøng minh r»ng

lim
x!x0

(¡f(x)) = ¡ lim
x!x0

f(x) vµ lim
x!x0

(¡f(x)) = ¡ lim
x!x0

f(x):

1.4.7. Cho f : A! (0;1) vµ x0 lµ ®iÓm giíi h¹n cña A. Chøng minh r»ng

lim
x!x0

1

f(x)
=

1

lim
x!x0

f(x)
vµ lim

x!x0
1

f(x)
=

1

lim
x!x0

f(x)
:

(Ta gi¶ sö r»ng 1
+1 = 0 vµ 1

0+
= +1.)

1.4.8. Gi¶ sö f; g : A ! R vµ x0 lµ ®iÓm giíi h¹n cña A. Chøng minh r»ng

c¸c bÊt ®¼ng thøc sau ®©y ®óng (trõ trêng hîp c¸c d¹ng bÊt ®Þnh +1¡1
vµ ¡1+1):

lim
x!x0

f(x) + lim
x!x0

g(x) ∙ lim
x!x0

(f(x) + g(x)) ∙ lim
x!x0

f(x) + lim
x!x0

g(x)

∙ lim
x!x0

(f(x) + g(x)) ∙ lim
x!x0

f(x) + lim
x!x0

g(x):

Cho vÝ dô c¸c hµm sao cho 00 ∙ 00 trong c¸c bÊt ®¼ng thøc trªn ®îc thay bëi
00 <00.

1.4.9. Gi¶ sö f; g : A ! [0;1) vµ x0 lµ ®iÓm giíi h¹n cña A. Chøng minh

r»ng c¸c bÊt ®¼ng thøc sau ®©y ®óng (trõ trêng hîp c¸c d¹ng bÊt ®Þnh

0 ¢ (+1) vµ (+1) ¢ 0):

lim
x!x0

f(x) ¢ lim
x!x0

g(x) ∙ lim
x!x0

(f(x) ¢ g(x)) ∙ lim
x!x0

f(x) ¢ lim
x!x0

g(x)

∙ lim
x!x0

(f(x) ¢ g(x)) ∙ lim
x!x0

f(x) ¢ lim
x!x0

g(x):

Cho vÝ dô c¸c hµm sao cho 00 ∙ 00 trong c¸c bÊt ®¼ng thøc trªn ®îc thay bëi
00 <00.
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1.4.10. Chøng minh r»ng nÕu lim
x!x0

f(x) tån t¹i, th× (trõ trêng hîp c¸c d¹ng

bÊt ®Þnh +1¡1 vµ ¡1+1):
lim
x!x0

(f(x) + g(x)) = lim
x!0

f(x) + lim
x!x0

g(x);

lim
x!x0

(f(x) + g(x)) = lim
x!0

f(x) + lim
x!x0

g(x):

Ngoµi ra, nÕu f vµ g lµ c¸c hµm kh«ng ©m, th× (trõ trêng hîp c¸c d¹ng bÊt

®Þnh 0 ¢ (+1) vµ (+1) ¢ 0):
lim
x!x0

(f(x) ¢ g(x)) = lim
x!0

f(x) ¢ lim
x!x0

g(x);

lim
x!x0

(f(x) ¢ g(x)) = lim
x!0

f(x) ¢ lim
x!x0

g(x):

1.4.11. Chøng minh r»ng nÕu f liªn tôc trªn (a; b); l = lim
x!a
f(x) vµ L =

lim
x!a

f(x), th× víi mäi ¸ 2 [l; L], tån t¹i d∙y fxng gåm c¸c ®iÓm trong (a; b) héi

tô tíi a sao cho lim
n!1

f(xn) = ¸.

1.4.12. T×m tÊt c¶ c¸c ®iÓm t¹i ®ã f : R! R x¸c ®Þnh bëi

f(x) =

(
0 nÕu x v« tû,
sinx nÕu x h÷u tû

lµ nöa liªn tôc.

1.4.13. X¸c ®Þnh tÊt c¶ c¸c ®iÓm t¹i ®ã f x¸c ®Þnh bëi

f(x) =

(
x2 ¡ 1 nÕu x v« tû,
0 nÕu x h÷u tû

lµ nöa liªn tôc.

1.4.14. Chøng minh r»ng

f(x) =

8><>:
0 nÕu x v« tû hoÆc x = 0,
1
q

nÕu x = p
q
; p 2 Z; q 2 N,

vµ p; q nguyªn tè cïng nhau,

lµ nöa liªn tôc trªn.
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1.4.15. T×m tÊt c¶ c¸c ®iÓm t¹i ®ã hµm x¸c ®Þnh bëi

(a) f(x) =

8><>:
jxj nÕu x v« tû hoÆc x = 0,
qx
qx+1

nÕu x = p
q
; p 2 Z; q 2 N,

vµ p; q nguyªn tè cïng nhau

(b) f(x) =

8><>:
(¡1)q
q+1

nÕu x 2 Q \ (0; 1] vµ x = p
q
; p; q 2 N,

vµ p; q nguyªn tè cïng nhau,
0 nÕu x 2 (0; 1) v« tû

kh«ng nöa liªn tôc trªn, còng kh«ng nöa liªn tôc díi.

1.4.16. Cho f; g : A ! R nöa liªn tôc trªn (t¬ng øng, díi) t¹i x0 2 A.
Chøng minh r»ng

(a) nÕu a > 0 th× af nöa liªn tôc díi (t¬ng øng, trªn) t¹i x0 2 A. NÕu
a > 0 th× af nöa liªn tôc trªn (t¬ng øng, díi) t¹i x0.

(b) f + g nöa liªn tôc díi (t¬ng øng, trªn) t¹i x0.

1.4.17. Gi¶ sö r»ng fn : A ! R; n 2 N, nöa liªn tôc díi (t¬ng øng, trªn)
t¹i x0 2 A. Chøng minh r»ng sup

n2N
fn (t¬ng øng, sup

n2N
fn) nöa liªn tôc díi

(t¬ng øng, trªn) t¹i x0.

1.4.18. Chøng minh r»ng giíi h¹n theo tõng ®iÓm cña mét d∙y t¨ng (t¬ng

øng, gi¶m) c¸c hµm nöa liªn tôc díi (t¬ng øng, trªn) lµ nöa liªn tôc díi

(t¬ng øng, trªn).

1.4.19. Víi f : A! R vµ x lµ ®iÓm giíi h¹n cña A, ®Þnh nghÜa dao ®é cña f

t¹i x bëi

of(x) = lim
±!0+

supfjf(z)¡ f(u)j : z; u 2 A; jz ¡ xj < ±; ju¡ xj < ±g

Chøng minh r»ng of (x) = f1(x)¡ f2(x), ë ®©y

f1(x) = maxff(x); lim
z!x
f(z)g vµ f2(x) = minff(x); lim

z!x
f(z)g:
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1.4.20. Gäi f1; f2, vµ of nh trong bµi to¸n tríc. Chøng minh r»ng f1 vµ of
lµ nöa liªn tôc trªn, vµ f2 lµ nöa liªn tôc díi.

1.4.21. Chøng minh r»ng ®Ó f : A ! R lµ nöa liªn tôc díi (t¬ng øng,

trªn) t¹i x0 2 A, ®iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ lµ víi mäi a < f(x0) (t¬ng øng,

a > f(x0)), tån t¹i ± > 0 sao cho f(x) > a (t¬ng øng, f(x) < a) bÊt cø khi

nµo jx¡ x0j < ±; x 2 A.

1.4.22. Chøng minh r»ng ®Ó f : A ! R lµ nöa liªn tôc díi (t¬ng øng,

trªn) t¹i x0 2 A, ®iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ lµ víi mäi a 2 R, tËp fx 2 A : f(x) > ag
(t¬ng øng, fx 2 A : f(x) < ag) lµ më trong A.

1.4.23. Chøng minh r»ng f : R! R lµ nöa liªn tôc díi nÕu vµ chØ nÕu tËp
f(x; y) 2 R2 : y ¸ f(x)g lµ ®ãng trong R2.
LËp c«ng thøc vµ chøng minh ®iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ cho tÝnh nöa liªn tôc

trªn cña f trªn R.

1.4.24. Chøng minh ®Þnh lÝ Baire sau ®©y. Mäi hµm nöa liªn tôc díi (t¬ng

øng, trªn) f : A ! R lµ giíi h¹n cña d∙y t¨ng (t¬ng øng, gi¶m) c¸c hµm
liªn tôc trªn A.

1.4.25. Chøng minh r»ng nÕu f : A ! R nöa liªn tôc trªn, g : A ! R nöa
liªn tôc díi vµ f(x) ∙ g(x) kh¾p n¬i trªn A, th× tån t¹i hµm liªn tôc h trªn

A sao cho

f(x) ∙ h(x) ∙ g(x); x 2 A:

1.5 TÝnh liªn tôc ®Òu

§Þnh nghÜa 8. Hµm thùc f x¸c ®Þnh trªn tËp A 2 R ®îc gäi lµ liªn tôc ®Òu
trªn A nÕu, víi " cho tríc, tån t¹i ± > 0 sao cho víi mäi x vµ y trong A mµ

jx¡ yj < ±, ta cã jf(x)¡ f(y)j < ".



24 Ch¬ng 1. Giíi h¹n vµ tÝnh liªn tôc

1.5.1. KiÓm tra c¸c hµm sau ®©y cã liªn tôc ®Òu trªn (0; 1) hay kh«ng :

(a) f(x) = ex; (b) f(x) = sin
1

x
;

(c) f(x) = x sin
1

x
; (d) f(x) = e

1
x ;

(e) f(x) = e¡
1
x ; (f) f(x) = ex cos

1

x
;

(g) f(x) = lnx; (h) f(x) = cosx ¢ cos ¼
x
;

(i) f(x) = cotg x:

1.5.2. Hµm nµo trong sè c¸c hµm sau ®©y liªn tôc ®Òu trªn [0;1) ?

(a) f(x) =
p
x; (b) f(x) = x sinx;

(c) f(x) = sin2 x; (d) f(x) = sinx2;

(e) f(x) = ex; (f) f(x) = esin(x
2);

(g) f(x) = sin sinx; (h) f(x) = sin(x sinx);

(i) f(x) = sin
p
x:

1.5.3. Chøng minh r»ng nÕu f liªn tôc ®Òu trªn (a; b); a; b 2 R, th× lim
x!a+

f(x)

vµ lim
x!b¡

f(x) tån t¹i nh c¸c giíi h¹n h÷u h¹n.

1.5.4. Gi¶ sö f vµ g liªn tôc dÒu trªn (a; b) ([a;1)). Tõ ®ã cã suy ra tÝnh liªn
tôc ®Òu trªn (a; b) ([a;1)) cña c¸c hµm

(a) f + g;

(b) fg;

(c) x 7! f(x) sinx ?

1.5.5.

(a) Chøng minh r»ng nÕu f lµ liªn tôc ®Òu trªn (a; b] vµ trªn [b; c) , th× nã

còng liªn tôc trªn (a; c).
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(b) Gi¶ sö A vµ B lµ c¸c tËp ®ãng trong R vµ gäi f : A[B ! R lµ liªn tôc
®Òu trªn A vµ B. Hái f cã nhÊt thiÕt liªn tôc ®Òu trªn A [B ?

1.5.6. Chøng minh r»ng mäi hµm liªn tôc vµ tuÇn hoµn trªn R th× liªn tôc
®Òu trªn R.

1.5.7.

(a) Chøng minh r»ng nÕu f : R! R liªn tôc sao cho lim
x!¡1

f(x) vµ lim
x!1

f(x)

lµ h÷u h¹n, th× f còng liªn tôc ®Òu trªn R.

(b) Chøng minh r»ng nÕu f : [a;+1)! R liªn tôc vµ lim
x!1

f(x) lµ h÷u h¹n,

th× f còng liªn tôc ®Òu trªn [a;1).

1.5.8. KiÓm tra tÝnh liªn tôc ®Òu cña

(a) f(x) = arctg x trªn (¡1;+1);

(b) f(x) = x sin 1
x
trªn (0;+1);

(c) f(x) = e¡
1
x trªn (0;+1):

1.5.9. Gi¶ sö f liªn tôc ®Òu trªn (0;1). Hái c¸c giíi h¹n lim
x!+0

f(x) vµ

lim
x!1

f(x) cã tån t¹i kh«ng ?

1.5.10. Chøng minh r»ng mäi hµm bÞ chÆn, ®¬n ®iÖu vµ liªn tôc trªn kho¶ng

I ½ R lµ liªn tôc ®Òu trªn I.

1.5.11. Gi¶ sö f liªn tôc ®Òu vµ kh«ng bÞ chÆn trªn [0;1). Ph¶i ch¨ng hoÆc
lim
x!1

f(x) = +1 , hoÆc lim
x!1

f(x) = ¡1 ?

1.5.12. Hµm f : [0;1)! R liªn tôc ®Òu vµ víi mäi x ¸ 0, d∙y ff(x+n)g héi
tô tíi kh«ng. Chøng minh r»ng lim

x!1
f(x) = 0.

1.5.13. Gi¶ sö f : [1;1) ! R liªn tôc ®Òu. Chøng minh r»ng tån t¹i sè

d¬ng M sao cho jf(x)j
x
∙M víi x ¸ 1.
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1.5.14. Gäi f : [0;1)! R liªn tôc ®Òu. Chøng minh r»ng tån t¹i sè d¬ng
M víi tÝnh chÊt sau ®©y :

sup
u>0
fjf(x+ u)¡ f(u)jg ∙M(x+ 1) víi mäi x ¸ 0:

1.5.15. Cho f : A ! R; A ½ R; liªn tôc ®Òu. Chøng minh r»ng nÕu fxng lµ
d∙y Cauchy c¸c phÇn tö trong A, th× ff(xn)g còng lµ d∙y Cauchy.

1.5.16. Gi¶ sö A ½ R bÞ chÆn. Chøng minh r»ng nÕu f : A ! R biÕn d∙y
Cauchy c¸c phÇn tö cña A thµnh d∙y Cauchy, th× f liªn tôc ®Òu trªn A. TÝnh

bÞ chÆn cñ© A cã ph¶i lµ gi¶ thiÕt cèt yÕu kh«ng ?

1.5.17. Chøng minh r»ng f liªn tôc ®Òu trªn A 2 R nÕu vµ chØ nÕu víi mäi
d∙y fxng vµ fyng c¸c phÇn tö cña A,

lim
n!1

(xn ¡ yn) = 0 suy ra lim
n!1

(f(xn)¡ f(yn)) = 0:

1.5.18. Gi¶ sö f : (0;1)! (0;1) liªn tôc ®Òu. Tõ ®ã cã suy ra

lim
x!1

f(x+ 1
x
)

f(x)
= 1 ?

1.5.19. Hµm f : R! R liªn tôc t¹i 0 vµ tho¶ m∙n c¸c ®iÒu kiÖn sau ®©y

f(0) = 0 vµ f(x1 + x2) ∙ f(x1) + f(x2) víi mäi x1; x2 2 R:

Chøng minh r»ng f liªn tôc ®Òu trªn R.

1.5.20. Víi f : A! R; A ½ R, ta ®Þnh nghÜa

!f(±) = supfjf(x1 ¡ f(x2))j : x1; x2 2 A; jx1 ¡ x2j < ±g

vµ gäi !f lµ m« ®un liªn tôc cña f . Chøng minh r»ng f liªn tôc ®Òu trªn A

nÕu vµ chØ nÕu lim
±!0+

!f(±) = 0:

1.5.21. Cho f : R ! R liªn tôc ®Òu. Chøng minh r»ng c¸c ph¸t biÓu sau

t¬ng ®¬ng.
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(a) Víi mäi hµm liªn tôc ®Òu g : R! R; f ¢ g liªn tôc ®Òu trªn R

(b) Hµm x 7! jxjf(x) liªn tôc ®Òu trªn R.

1.5.22. Chøng minh ®iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ sau ®©y ®Ó f lµ hµm liªn tôc ®Òu

trªn kho¶ng I. Víi " > 0 cho tríc, tån t¹i N > 0 sao cho víi mäi x1; x2 2
I; x1 6= x2, ¯̄̄̄

f(x1)¡ f(x2)
x1 ¡ x¡ 2

¯̄̄̄
> N suy ra jf(x1)¡ f(x2)j < ":

1.6 Ph¬ng tr×nh hµm

1.6.1. Chøng minh r»ng hµm duy nhÊt liªn tôc trªn R vµ tho¶ m∙n ph¬ng

tr×nh hµm Cauchy

f(x+ y) = f(x) + f(y)

lµ hµm tuyÕn tÝnh d¹ng f(x) = ax:

1.6.2. Chøng minh r»ng nÕu f : R! R tho¶ m∙n ph¬ng tr×nh hµm Cauchy

f(x+ y) = f(x) + f(y)

vµ mét trong c¸c ®iÒu kiÖn

(a) f liªn tôc t¹i x0 2 R,

(b) f bÞ chÆ trªn kho¶ng (a; b) nµo ®ã,

(c) f ®¬n ®iÖu trªn R,

th× f(x) = ax.

1.6.3. X¸c ®Þnh tÊt c¶ c¸c hµm liªn tôc f : R! R sao cho f(1) > 0 vµ

f(x+ y) = f(x)f(y):
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1.6.4. Chøng minh r»ng c¸c nghiÖm duy nhÊt mµ kh«ng ®ång nhÊt b»ng

kh«ng vµ liªn tôc trªn (0;1) cña ph¬ng tr×nh hµm

f(xy) = f(x) + f(y)

lµ c¸c hµm logarit.

1.6.5. Chøng minh r»ng c¸c nghiÖm duy nhÊt mµ kh«ng ®ång nhÊt b»ng

kh«ng vµ liªn tôc trªn (0;1) cña ph¬ng tr×nh hµm

f(xy) = f(x)f(y)

lµ c¸c hµm d¹ng f(x) = xa.

1.6.6. T×m tÊt c¶ c¸c hµm liªn tôc f : R! R sao cho f(x)¡ f(y) h÷u tû víi
x¡ y h÷u tû.
1.6.7. Víi jqj < 1, t×m tÊt c¶ c¸c hµm f : R ! R liªn tôc t¹i kh«ng vµ tho¶
m∙n ph¬ng tr×nh hµm

f(x) + f(qx) = 0:

1.6.8. T×m tÊt c¶ c¸c hµm f : R! R liªn tôc t¹i kh«ng vµ tho¶ m∙n ph¬ng
tr×nh hµm

f(x) + f

µ
2

3
x

¶
= x:

1.6.9. X¸c ®Þnh mäi nghiÖm f : R! R liªn tôc t¹i kh«ng cña ph¬ng tr×nh
hµm

2f(2x) = f(x) + x:

1.6.10. T×m tÊt c¶ c¸c hµm liªn tôc f : R! R tho¶ m∙n ph¬ng tr×nh Jensen

f

µ
x+ y

2

¶
=
f(x) + f(y)

2
:

1.6.11. T×m tÊt c¶ c¸c hµm liªn tôc trªn (a; b); a; b 2 R, tho¶ m∙n ph¬ng
tr×nh Jensen

f

µ
x+ y

2

¶
=
f(x) + f(y)

2
:
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1.6.12. X¸c ®Þnh tÊt c¶ c¸c nghiÖm liªn tôc t¹i ¡1 cña ph¬ng tr×nh hµm

f(2x+ 1) = f(x):

1.6.13. Víi a thùc, chøng minh r»ng nÕu f : R ! R lµ nghiÖm liªn tôc cña

ph¬ng tr×nh

f(x+ y) = f(x) + f(y) + axy;

th× f(x) = a
2
x2 + bx, ë ®©y b = f(1)¡ a

2
.

1.6.14. X¸c ®Þnh mäi nghiÖm liªn tôc t¹i 0 cña ph¬ng tr×nh hµm

f(x) = f

µ
x

1¡ x
¶
; x 6= 1:

1.6.15. Gäi f : [0; 1]! [0; 1] lµ hµm liªn tôc, ®¬n ®iÖu gi¶m sao cho f(f(x)) =

x víi x 2 [0; 1]. Hái f(x) = 1¡ x cã ph¶i lµ hµm duy nhÊt nh vËy kh«ng ?

1.6.16. Gi¶ sö r»ng f vµ g tho¶ m∙n ph¬ng tr×nh

f(x+ y) + f(x¡ y) = 2f(x)f(y); x; y 2 R:

Chøng minh r»ng nÕu f kh«ng ®ång nhÊt b»ng kh«ng vµ jf(x)j ∙ 1 víi x 2 R,
th× ta còng cã jg(x)j ∙ 1 víi x 2 R.

1.6.17. T×m tÊt c¶ c¸c hµm liªn tôc tho¶ m∙n ph¬ng tr×nh hµm

f(x+ y) = f(x)ey + f(y)ex:

1.6.18. X¸c ®Þnh mäi nghiÖm liªn tôc t¹i kh«ng f : R! R cña

f(x+ y)¡ f(x¡ y) = f(x)f(y):

1.6.19. Gi¶i ph¬ng tr×nh hµm

f(x) + f

µ
x¡ 1
x

¶
= 1 + x víi x 6= 0; 1:
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1.6.20. D∙y fxng héi tô theo nghÜa Cesµro nÕu

C ¡ lim
n!1

xn = lim
n!1

x1 + x2 + x3 + ¢ ¢ ¢+ xn
n

tån t¹i vµ h÷u h¹n. T×m tÊt c¶ c¸c hµm liªn tôc Cesµro, tøc lµ

f(C ¡ lim
n!1

xn) = C ¡ lim
n!1

f(xn)

víi mäi d∙y héi tô Cesµro fxng:

1.6.21. Cho f : [0; 1]! [0; 1] lµ ®¬n ¸nh sao cho f(2x¡f(x)) = x víi x 2 [0; 1].
Chøng minh r»ng f(x) = x; x 2 [0; 1].

1.6.22. Víi m kh¸c kh«ng, chøng minh r»ng nÕu hµm liªn tôc f : R ! R
tho¶ m∙n ph¬ng tr×nh

f

µ
2x¡ f(x)

m

¶
= mx;

th× f(x) = m(x¡ c):

1.6.23. Chøng minh r»ng c¸c nghiÖm duy nhÊt cña ph¬ng tr×nh hµm

f(x+ y) + f(y ¡ x) = 2f(x)f(y)

liªn tôc trªn R vµ kh«ng ®ång nhÊt b»ng kh«ng lµ f(x) = cos(ax) vµ f(x) =
cosh(ax) víi a thùc.

1.6.24. X¸c ®Þnh mäi nghiÖm liªn tôc trªn (¡1; 1) cña

f

µ
x+ y

1 + xy

¶
= f(x) + f(y):

1.6.25. T×m mäi ®a thøc P sao cho

P (2x¡ x2) = (P (x))2:
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1.6.26. Cho m;n ¸ 2 lµ c¸c sè nguyªn. T×m tÊt c¶ c¸c hµm f : [0;1) ! R
liªn tôc t¹i Ýt nhÊt mét ®iÓm trong [0;1) vµ sao cho

f

Ã
1

n

nX
i=1

xmi

!
=
1

n

nX
i=1

(f(xi))
m víi xi ¸ 0; i = 1; 2; : : : ; n:

1.6.27. T×m tÊt c¶ c¸c hµm kh«ng ®ång nhÊt b»ng kh«ng f : R ! R tho¶

m∙n ph¬ng tr×nh

f(xy) = f(x)f(y) vµ f(x+ z) = f(x) + f(z)

víi z 6= 0 nµo ®ã.

1.6.28. T×m tÊt c¶ c¸c hµm f : R n f0g ! R sao cho

f(x) = ¡f
µ
1

x

¶
; x 6= 0:

1.6.29. T×m tÊt c¶ c¸c hµm f : R n f0g ! R tho¶ m∙n ph¬ng tr×nh hµm

f(x) + f(x2) = f

µ
1

x

¶
+ f

µ
1

x2

¶
; x 6= 0

1.6.30. Chøng minh r»ng c¸c hµm f; g; Á : R! R tho¶ m∙n ph¬ng tr×nh

f(x)¡ g(y)
x¡ y = Á

µ
x+ y

2

¶
; y 6= x;

nÕu vµ chØ nÕu tån t¹i a; b vµ c sao cho

f(x) = g(x) = ax2 + bx+ c; Á(x) = 2ax+ b:

1.6.31. Chøng minh r»ng tån t¹i hµm f : R! Q tho¶ m∙n ba ®iÒu kiÖn sau
®©y :

(a) f(x+ y) = f(x) + f(y) víi x; y 2 R;

(b) f(x) = x víi x 2 Q;

(c) f kh«ng liªn tôc trªn R:
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1.7 Hµm liªn tôc trong kh«ng gian metric

Trong môc nµy, X vµ Y lÇn lît kÝ hiÖu lµ c¸c kh«ng gian metric (X; d1)

vµ (Y; d2). §Ó ®¬n gi¶n, ta nãi r»ng X lµ kh«ng gian metric thay cho (X; d1)

lµ kh«ng gian metric. R vµ Rn lu«n gi¶ sö ®îc trang bÞ metric Euclide, nÕu
kh«ng ph¸t biÓu ngîc l¹i.

1.7.1. Gäi (X; d1) vµ (Y; d2) lµ c¸c kh«ng gian metric vµ f : X! Y. Chøng

minh r»ng c¸c ®iÒu kiÖn sau ®©y t¬ng ®¬ng.

(a) Hµm f liªn tôc.

(b) Víi mçi tËp ®ãng F ½ Y, tËp f¡1(F) ®ãng trong X:

(c) Víi mçi tËp më G ½ Y, tËp f¡1(G) më trong X:

(d) Víi mçi tËp con A cña X, f(A ½ f(A)):

(e) Víi mçi tËp con B cña Y, f¡1(B) ½ f¡1(B):
1.7.2. Gäi (X; d1) vµ (Y; d2) lµ c¸c kh«ng gian metric vµ f : X! Y liªn tôc.

Chøng minh r»ng nghÞch ¶nh f¡1(B) cña tËp Borel B trong (Y; d2) lµ tËp

Borel trong (X; d1):

1.7.3. Cho vÝ dô hµm liªn tôc f : X! Y sao cho ¶nh f(F) (t¬ng øng, f(G))

kh«ng ®ãng (t¬ng øng, më) trong Y víi F ®ãng (t¬ng øng, G më) trong X.

1.7.4. Gäi (X; d1) vµ (Y; d2) lµ c¸c kh«ng gian metric vµ f : X! Y liªn tôc.

Chøng minh r»ng ¶nh cña tËp compact F trong X lµ tËp compact trong Y.

1.7.5. Cho f x¸c ®Þnh trªn hîp c¸c tËp ®ãng F1;F2; : : : ;Fm. Chøng minh

r»ng nÕu giíi h¹n cña f trªn mçi Fi; i = 1; 2; : : : ;m, lµ liªn tôc, th× f liªn

tôc trªn F1 [F2 [ : : :[Fm. ChØ ra vÝ dô r»ng ph¸t biÓu trªn kh«ng ®óng

trong trêng hîp v« h¹n Fi.

1.7.6. Cho f x¸c ®Þnh trªn hîp c¸c tËp më Gt; t 2 T. Chøng minh r»ng nÕu
víi mçi t 2 T, giíi h¹n fjGt lµ liªn tôc, th× f liªn tôc trªn

S
t2T
Gt.
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1.7.7. Cho (X; d1) vµ (Y; d2) lµ c¸c kh«ng gian metric. Chøng minh r»ng

f : X! Y liªn tôc nÕu vµ chØ nÕu víi mçi A trong X, hµm fjA liªn tôc.

1.7.8. Gi¶ sö f lµ song ¸nh liªn tôc tõ kh«ng gian metric compact X lªn

kh«ng gian metric Y. Chøng minh r»ng hµm ngîc f¡1 liªn tôc trªn Y.

Còng chøng minh r»ng gi¶ thiÕt compact kh«ng thÓ bÞ bá qua.

1.7.9. Gäi f lµ ¸nh x¹ liªn tôc tõ kh«ng gian metric compact X vµo kh«ng

gian metric Y. Chøng minh r»ng f liªn tôc ®Òu trªn X.

1.7.10. Gäi (X; d) lµ kh«ng gian metric vµ A lµ tËp con kh¸c rçng cña X.

Chøng minh r»ng hµm f : X! [0;1) x¸c ®Þnh bëi
f(x) = dist(x;A) = inffd(x; y) : y 2 Ag

liªn tôc ®Òu trªn X.

1.7.11. Gi¶ sö f lµ ¸nh x¹ liªn tôc cña kh«ng gian metric liªn th«ng X vµo

kh«ng gian metric Y. Chøng minh r»ng f(X) liªn th«ng trong Y.

1.7.12. Cho f : A! Y; ; 6= A ½ X. Víi x 2 A ®Þnh nghÜa

of(x; ±) = diam (f(A \B(x; ±))):
Giao ®é cña f t¹i x ®îc x¸c ®Þnh bëi

of(x) = lim
±!0+

of(x; ±):

Chøng minh r»ng f liªn tôc t¹i x0 2 A nÕu vµ chØ nÕu of(x0) = 0 (so s¸nh

víi 1.4.19 vµ 1.4.20).

1.7.13. Gi¶ sö f : A! Y; ; 6= A ½ X vµ víi x 2 A, gäi of(x) lµ giao ®é cña
f t¹i x ®ùoc x¸c ®Þnh nh trong bµi to¸n tríc. Chøng minh r»ng víi mäi

" > 0, tËp fx 2 A : of(x) ¸ "g lµ ®ãng trong X.
1.7.14. Chøng minh r»ng tËp ®iÓm liªn tôc cña f : X! Y lµ giao ®Õm ®îc

c¸c tËp më, nãi c¸ch kh¸c, lµ G± trong (X; d1). Còng chøng minh r»ng tËp
®iÓm gi¸n ®o¹n cña f lµ hîp ®Õm ®îc c¸c tËp ®ãng, nãi c¸ch kh¸c, lµ F¾
trong (X; d1).
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1.7.15. Cho vÝ dô hµm f : R! R cã tËp ®iÓm gi¸n ®o¹n lµ Q.

1.7.16. Chøng minh r»ng víi mçi tËp con F¾ cña R lµ tËp ®iÓm gi¸n ®o¹n

cña hµm f : R! R.

1.7.17. Cho A lµ tËp con F¾ cña kh«ng gian metric X. Cã tån t¹i hay kh«ng
hµm f : X! R mµ tËp ®iÓm gi¸n ®o¹n lµ A ?

1.7.18. Gäi ÂA lµ hµm ®Æc trng cña A ½ X. Chøng minh r»ng fx 2 X :

oÂA(x) > 0g = @A, ë ®©y Âf(x) lµ giao ®é cña f t¹i x ®îc x¸c ®Þnh nh trong
1.7.12. Suy ra r»ng ÂA liªn tôc trªn X nÕu vµ chØ nÕu A võa më, võa ®ãng

trong X.

1.7.19. Gi¶ sö g1 vµ g2 lµ c¸c ¸nh x¹ liªn tôc cña kh«ng gian metric (X; d1)

vµo kh«ng gian metric (X; d2), vµ tËp A cã phÇn trong rçng, trï mËt trong

X.Chøng minh r»ng nÕu

f(x) =

(
g1(x) víi x 2 A,
g2(x) víi x 2 X nA,

th×

of (x) = d2(g1(x); g2(x)); x 2 X:
ë ®©y of (x) lµ giao ®é cña f t¹i x ®îc x¸c ®Þnh nh trong 1.7.12.

1.7.20. Ta nãi r»ng hµm thùc f x¸c ®Þnh trªn kh«ng gian metric X lµ thuéc

líp Baire thø nhÊt nÕu f lµ giíi h¹n ®iÓm cña d∙y hµm liªn tôc trªn X.

Chøng minh r»ng nÕu f thuéc líp Baire thø nhÊt, th× tËp c¸c ®iÓm gi¸n

®o¹n cña f lµ tËp thuéc ph¹m trï thø nhÊt; tøc lµ, nã lµ hîp cña mét sè ®Õm

®îc c¸c tËp kh«ng ®©u trï mËt.

1.7.21. Chøng minh r»ng nÕu X lµ kh«ng gian metric ®Çy ®ñ vµ f thuéc líp

Baire thø nhÊt trªn X, th× tËp c¸c ®iÓm liªn tôc cña f trï mËt trong X.

1.7.22. Gäi f : (0;1) ! R liªn tôc sao cho víi mçi sè d¬ng x, d∙y ff ¡x
n

¢g
héi tô tíi kh«ng. Tõ ®ã cã suy ra lim

x!0+
f(x) = 0 kh«ng ? (so s¸nh víi 1.1.33.)
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1.7.23. KÝ hiÖu F lµ hä c¸c hµm liªn tôc trªn kh«ng gian metric compact X

sao cho víi mäi x 2 X, tån t¹i Mx tho¶ m∙n

jf(x)j ∙Mx víi mäi f 2 F :

Chøng minh r»ng tån t¹i h»ng sè d¬ng M vµ tËp më kh¸c rçng G ½ X s©o

cho

jf(x)j ∙M víi mäi f 2 F vµ víi mäi x 2 G:

1.7.24. Gäi F1 ¾ F2 ¾ F3 ¾ : : : lµ d∙y c¸c tËp con kh¸c rçng lång nhau cña
kh«ng gian metric ®Çy ®ñ X sao cho lim

n!1
diam Fn = 0. Chøng minh r»ng

nÕu f liªn tôc trªn X, th×

f

Ã 1\
n=1

Fn

!
=

1\
n=1

f(Fn):

1.7.25. Gäi (X; d) lµ kh«ng gian metric vµ p lµ ®iÓm cè ®Þnh trong X. Víi

a 2 X, x¸c ®Þnh hµm fu bëi fu(x) = d1(u; x) ¡ d1(p; x); x 2 X. Chøng minh
r»ng u 7! fu lµ ¸nh x¹ b¶o toµn kho¶ng c¸ch, nãi c¸ch kh¸c, lµ ®¼ng cù cña

(X; d1) vµo kh«ng gian C(X;R) c¸c hµm thùc liªn tôc trªn X ®îc trang bÞ

metric d(f; g) = supff(x)¡ g(x) : x 2 Xg.

1.7.26. Chøng minh r»ng kh«ng gian metric X lµ compact nÕu vµ chØ nÕu

víi mäi hµm liªn tôc f : X! R lµ bÞ chÆn.

1.7.27. Cho (X; d1) lµ kh«ng gian metric vµ víi x 2 X, x¸c ®Þnh ½(x) =

dist(x;X n fxg). Chøng minh r»ng hai ®iÒu kiÖn sau ®©y t¬ng®¬ng.

(a) Mäi hµm f : X! R lµ liªn tôc ®Òu.

(b) Mäi d∙y fxng c¸c phÇn tö cña X sao cho

lim
n!1

½(xn) = 0

chøa d∙y con héi tô.
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1.7.28. Chøng minh r»ng kh«ng gian metric X lµ compact nÕu vµ chØ nÕu

mäi hµm thùc liªn tôc trªn X lµ liªn tôc ®Òu vµ víi mäi " > 0, tËp fx 2 X :

½(x) > "g, ë ®©y ½ ®îc x¸c ®Þnh nh trong 1.7.27, lµ h÷u h¹n.
1.7.29. Cho vÝ dô kh«ng gian metric kh«ng compact sao cho mäi hµm liªn

tôc f : X! R lµ liªn tôc ®Òu trªn X.

1.7.30. XÐt hµm ®Þnh nghÜa bëi (so s¸nh víi 1.2.3 (a))

f(x) =

8><>:
0 nÕu xh÷u tû.
0 nÕu x = 0;
1
q

nÕu x = p
q
; p 2 Z; q 2 N; vµ p; q nguyªn tè cïng nhau

1.7.31.

1.7.32.

1.7.33.

1.7.34.

1.7.35.

1.7.36.

1.7.37.

1.7.38.

1.7.39.

1.7.40.

1.7.41.

1.7.42.

1.7.43.

1.7.44.

Chøng minh. Kh«ng cã chi a2 = 1

Chøng minh. Lêi gi¶i tiÕp theo



Ch¬ng 2

PhÐp tÝnh vi ph©n

2.1 §¹o hµm cña hµm sè thùc

2.1.1. TÝnh ®¹o hµm (nÕu cã) cña c¸c hµm sau:

(a) f(x) = xjxj; x 2 R;

(b) f(x) =
pjxj; x 2 R;

(c) f(x) = [x] sin2(¼x); x 2 R;

(d) f(x) = (x¡ [x]) sin2(¼x); x 2 R;

(e) f(x) = ln jxj; x 2 Rnf0g;

(f) f(x) = arccos 1
jxj ; jxj > 1:

2.1.2. §¹o hµm c¸c hµm sè sau:

(a) f(x) = logx 2; x > 0; x 6= 1;

(b) f(x) = logx cosx; x 2 ¡0; ¼
2

¢ nf1g:
2.1.3. Nghiªn cøu tÝnh kh¶ vi cña c¸c hµm sè sau:

(a) f(x) =

(
arctanx víi jxj ∙ 1;
¼
4
sgnx+ x¡1

2
víi jxj > 1;

37
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(b) f(x) =

(
x2e¡x

2
víi jxj ∙ 1;

1
e

víi jxj > 1;

(c) f(x) =

(
arctan 1

jxj víi x 6= 0;
¼
2

víi x = 0:

2.1.4. Chøng minh r»ng hµm sè

f(x) =

(
x2
¯̄
cos ¼

x

¯̄
víi x 6= 0;

0 víi x = 0:

kh«ng kh¶ vi t¹i c¸c ®iÓm xn =
2

2n+1
; n 2 Z, nhng kh¶ vi t¹i 0 lµ ®iÓm giíi

h¹n cña d∙y fxng.

2.1.5. X¸c ®Þnh c¸c gi¸ trÞ a; b; c; d sao cho hµm f kh¶ vi trªn R:

(a) f(x) =

8><>:
4x x ∙ 0;
ax2 + bx+ c 0 < x < 1;

3¡ 2x x ¸ 1

(b) f(x) =

8><>:
ax+ b x ∙ 0;
cx2 + dx 0 < x ∙ 1;
1¡ 1

x
x > 1

(c) f(x) =

8><>:
ax+ b x ∙ 1;
ax2 + c 1 < x ∙ 2;
dx2+1
x

x > 2:

2.1.6. TÝnh tæng:

nX
k=0

kekx; x 2 R;(a)

2nX
k=0

(¡1)k
µ
2n

k

¶
kn; n ¸ 1;(b)

nX
k=1

k cos(kx); x 2 R:(c)
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2.1.7. Chøng minh r»ng nÕu ja1 sinx+aj2 sin 2x+ ¢ ¢ ¢+an sinnxj ∙ j sinxj víi
x 2 R th× ja1 + 2a2 + ¢ ¢ ¢+ nanj ∙ 1.

2.1.8. Gi¶ sö r»ng f vµ g kh¶ vi t¹i a, h∙y x¸c ®Þnh

(a) lim
x!a

xf(a)¡ af(x)
x¡ a ; (b) lim

x!a
f(x)g(a)¡ f(a)g(x)

x¡ a
2.1.9. Gi¶ sö r»ng f(a) > 0 vµ f kh¶ vi t¹i a. H∙y tÝnh c¸c giíi h¹n sau:

(a) lim
n!1

Ã
f
¡
a+ 1

n

¢
f(a)

!
; (b) lim

x!a

µ
f(x)

f(a)

¶ 1
lnx¡ln a

; a > 0:

2.1.10. Cho f kh¶ vi t¹i a. H∙y tÝnh c¸c giíi h¹n sau:

lim
x!a

anf(x)¡ xnf(a)
x¡ a ; n 2 N;(a)

lim
x!a

f(x)ex ¡ f(a)
f(x) cosx¡ f(a) ; a = 0; f 0(0) 6= 0;(b)

lim
n!1

n

µ
f

µ
a+

1

n

¶
+ f

µ
a+

2

n

¶
+ ¢ ¢ ¢+ f

µ
a+

k

n

¶
¡ kf(a)

¶
; k 2 N;(c)

lim
n!1

µ
f

µ
a+

1

n2

¶
+ f

µ
a+

2

n2

¶
+ ¢ ¢ ¢+ f

³
a+

n

n2

´
¡ nf(a)

¶
:(d)

2.1.11. Víi a > 0 vµ m; k 2 N h∙y tÝnh

lim
n!1

µ
(n+ 1)m + (n+ 2)m + ¢ ¢ ¢+ (n+ k)m

nm¡1
¡ kn

¶
;(a)

lim
n!1

¡
a+ 1

n

¢n ¡
a+ 2

n

¢n ¢ ¢ ¢ ¡a+ k
n

¢n
ank

;(b)

lim
n!1

µ³
1 +

a

n2

´µ
1 +

2a

n2

¶
¢ ¢ ¢
³
1 +

na

n2

´¶
:(c)

2.1.12. Gi¶ sö r»ng f(0) = 0 vµ f kh¶ vi t¹i ®iÓm 0. H∙y tÝnh tæng

lim
x!0

1

x

³
f(x) + f

³x
2

´
+ f

³x
3

´
+ ¢ ¢ ¢+ f

³x
k

´´
;

víi k lµ mét sè nguyªn d¬ng cho tríc.
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2.1.13. Cho f lµ hµm kh¶ vi t¹i ®iÓm a vµ fxng vµ fzng lµ c¸c d∙y héi tô tíi
a sao cho xn 6= a, zn 6= a, xn 6= zn, n 2 N. H∙y chØ ra hµm f sao cho giíi h¹n

lim
n!1

f(xn)¡ f(zn)
xn ¡ zn

(a) b»ng f 0(a),

(b) kh«ng tån t¹i hoÆc cã tån t¹i nhng kh¸c f 0(a).

2.1.14. Cho f lµ hµm kh¶ vi t¹i a vµ xÐt hai d∙y fxng vµ fzng cïng héi tô
vÒ a sao cho xn < a < zn víi mäi n 2 N. Chøng minh r»ng

lim
n!1

f(xn)¡ f(zn)
xn ¡ zn = f 0(a):

2.1.15.

(a) Chøng minh r»ng hµm f x¸c ®Þnh trong kho¶ng (0; 2) theo c«ng thøc

f(x) =

(
x2 víi c¸c gi¸ trÞ x h÷u tû trong kho¶ng (0; 2);
2x¡ 1 víi c¸c gi¸ trÞ x v« tû trong kho¶ng (0; 2)

chØ kh¶ vi t¹i duy nhÊt ®iÓm x = 1 vµ f 0(1) 6= 0. Hµm ngîc cña f cã

kh¶ vi t¹i ®iÓm 1 = y = f(1) kh«ng?

(b) Cho

A = fy 2 (0; 3) : y 2 Q; py =2 Qg;
B =

½
x : x =

1

2
(y + 4); y 2 A

¾
:

XÐt hµm

f(x) =

8><>:
x2 víi x h÷u tû thuéc (0; 2);
2x¡ 1 víi x v« tû thuéc (0; 2);
2x¡ 4 víi x 2 B:

Chøng minh r»ng kho¶ng (0; 3) chøa trong miÒn gi¸ trÞ cña f vµ hµm

ngîc cña f kh«ng kh¶ vi t¹i ®iÓm 1.
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2.1.16. XÐt hµm f x¸c ®Þnh trªn R sau

f(x) =

(
0 nÕu x v« tØ hoÆc b»ng 0,
aq nÕu x = p

q
; p 2 Z; q 2 N vµ p; q nguyªn tè cïng nhau,

trong ®ã d∙y faqg tho¶ m∙n ®iÒu kiÖn lim
n!1

nkan = 0 víi k ¸ 2. Chøng minh
r»ng f kh¶ vi t¹i mäi ®iÒu v« tû cã bËc ®¹i sè nhá h¬n hoÆc b»ng k, tøc lµ...

2.1.17. Cho P lµ mét ®a thøc bËc n víi n nghiÖm thùc kh¸c nhau x1; : : : ; xn
vµ Q lµ ®a thøc bËc kh«ng qu¸ n¡ 1. Chøng minh r»ng

Q(x)

P (x)
=

nX
k=1

Q(xk)

P 0(xk)(x¡ xk)

víi x 2 Rnfx1; x2; : : : ; xng. T×m tæng

nX
k=1

1

P 0(xk)
; n ¸ 2:

2.1.18. Sö dông kÕt qu¶ bµi tríc h∙y kiÓm tra c¸c ®¼ng thøc sau:

nX
k=0

µ
n

k

¶
(¡1)k
x+ k

=
n!

x(x+ 1)(x+ 2) ¢ ¢ ¢ (x+ n)(a)

víi x 2 Rnf¡n;¡(n¡ 1); : : : ;¡1; 0g,
nX
k=0

µ
n

k

¶
(¡1)k
x+ 2k

=
n!2n

x(x+ 2)(x+ 4) ¢ ¢ ¢ (x+ 2n)(b)

víi x 2 Rnf¡2n;¡2(n¡ 1); : : : ;¡2; 0g.

2.1.19. Cho f kh¶ vi trªn R. H∙y kh¶o s¸t tÝnh kh¶ vi cña hµm jf j.

2.1.20. Gi¶ sö f1; f2; : : : ; fn x¸c ®Þnh trong mét l©n cËn cña x, kh¸c 0 vµ kh¶

vi t¹i x. Chøng minh r»ngµ
nQ
k=1

fk

¶0
nQ
k=1

fk

(x) =
nX
k=1

f 0k(x)
fk(x)

:
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2.1.21. Gi¶ sö c¸c hµm f1; f2; : : : ; fn; g1; g2; : : : ; gn x¸c ®Þnh trong l©n cËn cña

x, kh¸c 0 va kh¶ vi t¹i x. Chøng minh r»ngÃ
nY
k=1

fk
gk

!0
(x) =

nY
k=1

fk
gk
(x)

nX
k=1

µ
f 0k(x)
fk(x)

¡ g
0
k(x)

gk(x)

¶
:

2.1.22. Nghiªn cøu tÝnh kh¶ vi cña f vµ jf j víi

f(x) =

(
x nÕu x 2 Q;
sinx nÕu x 2 RnQ:(a)

f(x) =

(
x¡ 3

2k
nÕu x 2 Q \ £ 1

2k¡1 ;
1

2k¡2
¢
; k ¸ 2;

sin
¡
x¡ 3

2k

¢
nÕu x 2 (RnQ) \ £ 1

2k¡1 ;
1

2k¡2
¢
; k ¸ 2:(b)

2.1.23. Chøng minh r»ng nÕu ®¹o hµm mét phÝa f 0¡(x0) vµ f
0
+(x0) tån t¹i th×

f liªn tôc t¹i x0.

2.1.24. Chøng minh r»ng nÕu f : (a; b) ! R ®¹t cùc ®¹i t¹i c 2 (a; b), tøc lµ
f(c) = maxff(x) : x 2 (a; b)g vµ tån t¹i c¸c ®¹o hµm tr¸i vµ ®¹o hµm ph¶i

f 0¡(c) vµ f
0
+(c), th× f

0
¡(x0) ¸ 0 vµ f 0+(x0) ∙ 0. H∙y ph¸t biÓu bµi to¸n t¬ng

øng trêng hîp f ®¹t cùc tiÓu.

2.1.25. Chøng minh r»ng nÕu f 2 C([a; b]); f(a) = f(b) vµ f 0¡ tån t¹i trªn

(a; b) th×

infff 0¡(x) : x 2 (a; b)g ∙ 0 ∙ supff 0¡(x) : x 2 (a; b)g:

2.1.26. Chøng minh r»ng nÕu f 2 C([a; b]) vµ f 0¡ tån t¹i trªn (a; b) th×

infff 0¡(x) : x 2 (a; b)g ∙
f(b)¡ f(a)
b¡ a ∙ supff 0¡(x) : x 2 (a; b)g:

2.1.27. Chøng minh r»ng nÕu f 0¡ tån t¹i vµ liªn tôc trªn (a; b) th× f kh¶ vi

trªn (a; b) vµ f 0(x) = f 0¡(x) víi x 2 (a; b).

2.1.28. Tån t¹i hay kh«ng hµm f : (1; 2)! R sao cho f 0¡(x) = x vµ f 0+(x) = 2x
víi x 2 (1; 2) ?


