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II. PH NG TRÌNH VI PHÂN C P 1 ƯƠ Ấ

1. Ph ng trình tách bi n (hay bi n phân ly)ươ ế ế

a) Là ph ng trình vi phân có d ng : fươ ạ 1(x) + f2(y).y’ = 0 hay f1(x)dx + f2(y)dy = 0 (1)

b) Cách gi i : L y tích phân ph ng trình (1) thì có :ả ấ ươ

hay 

Thí d  1ụ  : Gi i ph ng trình vi phân : y ‘ = ( 1 + yả ươ 2). ex

Ph ng trình đ c đ a v  d ng :ươ ượ ư ề ạ

c) L u ý:ư

Ph ng trình : fươ 1(x) g1(y) dx + f2(x) g2(y). dy = 0 (2)

N u gế 1(y)f2(x) ≠  0 thì có th  đ a ph ng trình trên v  d ng ph ng trìnhể ư ươ ề ạ ươ  
tách bi n b ng cách chia 2 v  cho gế ằ ế 1(y)g2(x) ta đ c :ượ

(3)

N u gế 1(y) = 0 thì y = b là nghi m c a (2). N u fệ ủ ế 2(x) = 0 thì x = a là nghi mệ  
c a (2). Các nghi m đ c bi t này không ch a trong nghi m t ng quát c aủ ệ ặ ệ ứ ệ ổ ủ  
ph ng trình (3)ươ

Thí d  2ụ  :   Gi i ph ng trình vi phân: (yả ươ 2 - 1) dx - ( x2 + 1) y dy = 0

V i yớ 2 - 1 ≠  0 ta có :



Ngoài nghi m t ng quát này ta nh n th y còn có 2 nghi m: y =1 và y = -1ệ ổ ậ ấ ệ

  

2. Ph ng trình đ ng c p c p 1 ươ ẳ ấ ấ

a). Là ph ng trình vi phân có d ng : ươ ạ (4) 

T  (4) có : y = xu --> y’ = u + xu’. ừ

Th  vào (4) có: u + xu’ = f(u)ế

có th  đ a v  d ng ph ng trình tách bi n :ể ư ề ạ ươ ế

(5)

L u ý:ư  Khi gi i ph ng trình (5) ta nh n đ c nghi m t ng quát khi f(u) – u ả ươ ậ ượ ệ ổ ≠  0. N uế  
f(u) – u = 0 t i u = a thì có thêm nghi m y = ax.ạ ệ

Thí d  3ụ  :   Gi i ph ng trình vi phân: ả ươ

Đ t y = xu, ta có ph ng trình : ặ ươ

Ngoài ra do f(u) = u ⇔ tg u = 0 ⇔ u = kπ x, nên ta còn có thêm các nghi m : y = kệ π x, 
v i k= 0, ớ ±  1, ±  2, …….



 

Thí d  4ụ  :   Gi i ph ng trình vi phân: ả ươ

Chia c  t  và m u c a v  ph i cho xả ử ẫ ủ ế ả 2 ta đ c :ượ

Đ t y = xu ta có: ặ

L y tích phân ta có :ấ

th  ế , ta đ c : ượ

V i đi u ki n đ u : x = 1, y = 1, ta đ c nghi m riêng: xớ ề ệ ầ ượ ệ 3 + 3xy2 = 4

 

b). Chú ý: ph ng trình: ươ (6)

có th  đ a v  d ng ph ng trình đ ng c p nh  sau:ể ư ề ạ ươ ẳ ấ ư

b1) N u 2 đ ng th ng aế ườ ẳ 1x + b1y + c1 = 0 , và a2x + b2y + c2 = 0 c t nhau t i (xắ ạ 1, 
y1), thì đ t X = x - xặ 1, Y = y - y1 , thì ph ng trình (6) đ c đ a v  d ng :ươ ượ ư ề ạ



b2) N u 2 đ ng th ng aế ườ ẳ 1x + b1y + c1 = 0 , và a2x + b2y + c2 = 0 song song nhau, 

khi đó có : nên ph ng trình (6) đ c đ a v  d ng :ươ ượ ư ề ạ

(7)

khi đó đ t u = ặ , ph ng trình (7) tr  thành ph ng trình tách bi n.ươ ở ươ ế

Thí d  5ụ  :   Gi i ph ng trình vi phân : ả ươ

Gi i h  ph ng trình : ả ệ ươ

ta có : x1=1, y1=2 

Đ t X = x - 1ặ , Y = y - 2 , thì có :

Đ t u = ặ , ta có :

hay là: x2 + 2xy – y2 + 2x + 6y = C

  

3. Ph ng trình vi phân toàn ph nươ ầ

a). Là ph ng trình vi phân có d ng : ươ ạ



P(x,y) dx + Q(x,y) dy = 0 (8)

N u v  trái là vi phân toàn ph n c a m t hàm s  U(x,y), nghĩa là : dU(x,y) = P(x,y) dxế ế ầ ủ ộ ố  
+ Q(x,y) dy

(theo ch ng 3, IV.1., thì đi u ki n c n và đ  là: ươ ề ệ ầ ủ )

Khi đó t  (8) , (9) ta có : dU(x,y) = 0ừ

Vì th  n u y(x) là nghi m c a (8) thì do dU(x,y(x)) = 0 cho ta :U(x,y(x)) = C (9)ế ế ệ ủ

Ng c l i n u hàm y(x) th a (9) thì b ng cách l y đ o hàm (9) ta có (8).ượ ạ ế ỏ ằ ấ ạ

Nh  v y U(x,y) = C là nghi m c a ph ng trình (8)ư ậ ệ ủ ươ

  

b). Cách gi i th  nh t : ả ứ ấ

Gi  s  P, Q trong (8) th a ả ử ỏ , ta có U th a:ỏ

dU(x,y) = P(x,y) dx + Q(x,y) dy

 

L y tích phân bi u th c ấ ể ứ , thì do y đ c xem là h ng s  nên ta có : ượ ằ ố

(10)

trong đó C(y) là hàm b t kỳ theo bi n y. L y đ o hàm bi u th c (10) theo bi nấ ế ấ ạ ể ứ ế  

y và do , ta đ c :ượ

t  ph ng trình vi phân này tìm C(y)ừ ươ



 

Thí d  6ụ  :   Gi i ph ng trình: (xả ươ 2 + y2) dx + (2xy + cos y) dy = 0

Ta có: 

 , v y s  có hàm U(x,y) th a: ậ ẽ ỏ

L y tích phân h  th c th  nh t theo x, ta có: ấ ệ ứ ứ ấ

L y đ o hàm bi u th c này theo y, và nh  ấ ạ ể ứ ớ thì có : 2yx + 
C’(y) = 2xy + cos y

C’(y) = cos y 

C(y) = sin y + C

V y có nghi m c a ph ng trình là:ậ ệ ủ ươ

c). Cách gi i th  hai (dùng tích phân đ ng lo i 2): ả ứ ườ ạ

Vì dU(x,y) = P(x,y) dx + Q(x,y) dy

(theo theo ch ng 3, IV.1.,ươ  thì đi u ki n c n và đ  là : ề ệ ầ ủ )

Nên : 



    (11)

Thí d  7ụ  :   

Gi i ph ng trình: (x + y + 1) dx + (x – yả ươ 2 + 3) dy = 0

Ta có : 

 , v y s  có hàm U(x,y) th a: ậ ẽ ỏ

S  d ng công th c (10) (v i xo = 0, yo=0), có :ử ụ ứ ớ

V y ta có nghi m c a ph ng trình vi phân : ậ ệ ủ ươ

  

4. Ph ng trình vi phân tuy n tính c p m tươ ế ấ ộ

a). Là ph ng trình vi phân có d ng: y’ + p(x) y = f(x) (11)ươ ạ

trong đó p(x), f(x) là các hàm liên t c. ụ

N u f(x)=0, ta có: y’ + p(x) y = 0 (12)ế

Ph ng trình (12) g i là ph ng trình tuy n tính thu n nh t.ươ ọ ươ ế ầ ấ



b). Cách gi i: ả

V i ph ng trình (12), có ớ ươ (13)

V i ph ng trình (11), có th  gi i b ng ph ng pháp bi n thiên h ng s  t cớ ươ ể ả ằ ươ ế ằ ố ứ  
là tìm nghi m c a nó  d ng (13) nh ng coi C là hàm s , d ng :ệ ủ ở ạ ư ố ạ

(14)

L y đ o hàm (14), thay vào (11), có :ấ ạ

hay : 

t  đó , có:ừ

V y : ậ (15)

Công th c (15) nói chung khó nh , nên t t nh t là c n nh  các b c tính toánứ ớ ố ấ ầ ớ ướ  
c a ph ng pháp bi n thiên h ng s  đ  l p l i.ủ ươ ế ằ ố ể ặ ạ

 

Thí d  8ụ  :   Gi i ph ng trình: y’ – y.cotg x = 2x.sinxả ươ

Ph ng trình thu n nh t có nghi m: ươ ầ ấ ệ

Tìm nghi m ph ng trình không thu n nh t  d ng: y = C(x). sin xệ ươ ầ ấ ở ạ

Th  vào ph ng trình ban đ u, ta đ c :ế ươ ầ ượ

C’(x) sin x + C(x) cos x – C(x) cos x = 2x sin x

C’(x) = 2x  C(x) = x2 + C



V y : y = xậ 2 sin x + C sin x

Thí d  9ụ  :   Gi i ph ng trình: xy’ – 3y = xả ươ 2

Đ a v  d ng chu n : ư ề ạ ẩ

Nghi m t ng quát ph ng trình thu n nh t : ệ ổ ươ ầ ấ

Tìm nghi m  d ng y = C(x) xệ ở ạ 3. Th  vào ph ng trình ban đ u ta có : C’(x)xế ươ ầ 3 + 
3C(x) x2 – 3C(x) x2 = x

V y : ậ

Chú ý: N u coi x là hàm s  theo bi n y thì ph ng trình tuy n tính đ i v i hàm s  xế ố ế ươ ế ố ớ ố  

có d ng : ạ

Thí d  10ụ  :   Gi i ph ng trình: ả ươ

Ph ng trình này không tuy n tính. Tuy nhiên n u coi x là hàm, y là bi n ta có :ươ ế ế ế

Đây l i là ph ng trình vi phân tuy n tính đ i v i hàm x. Nghi m t ng quátạ ươ ế ố ớ ệ ổ  
c a ph ng trình thu n nh t có d ng :ủ ươ ầ ấ ạ

                        

Tìm nghi m c a ph ng trình không thu n nh t d ng : ệ ủ ươ ầ ấ ạ , đ a vàoư  
ph ng trình ban đ u, có :ươ ầ



V y : x = C esiny – 2siny – 2ậ

  

5. Ph ng trình Bernoulli ươ

a). Là ph ng trình vi phân có d ng : y’ + p(x) y = f(x) yươ ạ α , α ≠  1 (16) 

b). Cách gi i : Đ a v  d ng : yả ư ề ạ -α y’ + p(x) y1-α = f(x)

Đ t z = yặ 1-α , ta đ c z’ = (1-ượ α ) y-α y’, nên ph ng trình (16) có d ng tuy n tính :ươ ạ ế  

hay là : z’ + (1 - α )P(x) z = (1-α )f(x)

Thí d  11:ụ  Gi i ph ng trình: ả ươ

Đây là ph ng trình Bernoulli v i ươ ớ α = ½ . Chia 2 v  cho ế ta đ c :ượ

Thí d  12ụ  :   Gi i ph ng trình: ả ươ

Ph ng trình này không tuy n tính. Tuy nhiên n u coi x là hàm, y là bi n ta có :ươ ế ế ế  

Đ t ặ , th  vào ph ng trình trên, ta có: ế ươ

Nghi m t ng quát c a ph ng trình thu n nh t t ng ng b ng :ệ ổ ủ ươ ầ ấ ươ ứ ằ  

Tìm nghi m ph ng trình không thu n nh t d ng : z = C(x). xệ ươ ầ ấ ạ 2



Th  vào ta có : ế

III. PH NG TRÌNH VI PHÂN CÂP HAI GI M C P ƯƠ Ả Ấ Đ C ƯỢ

1. Các khái ni m c  b n v  ph ng trình c p haiệ ơ ả ề ươ ấ

1.1. Ph ng trình vi phân c p hai có d ng : ươ ấ ạ

   F(x,y,y’,y’’) = 0 hay y’’=f(x,y,y’)

   Bài toán Cauchy c a ph ng trình vi phân c p hai là tìm nghi m c a ph ng trìnhủ ươ ấ ệ ủ ươ  
trên th a đi u ki n đ u : y(xo) = yo ,ỏ ề ệ ầ
    y’(xo) = y’o 

Thí d  1ụ : Gi i ph ng trình : ả ươ

   y’’ = x + cosx, bi t y(0) = 1 , y’(0) = 3ế

   Ta có:

    

   Cho x =0 , y =1 => C2 =1. Cho y’(0) = 3, ta có C1 = 3. V y nghi m bài toán là :ậ ệ  

    Thí d  1 trên cho th y ph ng trình vi phân c p th ng ph  thu c vào hai tham sụ ấ ươ ấ ườ ụ ộ ố 
C1, C2, và chúng đ c xác đ nh nh  haiượ ị ờ
    đi u ki n đ u. ề ệ ầ

1.2. Đ nh lý t n t i và duy nh t nghi m bài toán Cauchyị ồ ạ ấ ệ

Bài toán:  y’’= f(x,y,y’) (1)



     y(xo) = yo , y’(xo) = y’o (2)

N u f(x,y,y’) (theo 3 bi n x, y, y’) và các đ o hàm ế ế ạ liên t c trong mi n 3ụ ề  
chi u ề Ω , và (xo,yo, y’o) là m t đi m trong ộ ể Ω . Khi đó bài toán Cauchy có duy nh t m tấ ộ  
nghi m y = ệ ϕ (x) xác đ nh liên t c, hai l n kh  vi trên m t kho ng (a,b) ch a xoị ụ ầ ả ộ ả ứ

Hàm s  ph  thu c hai h ng s  y = ố ụ ộ ằ ố ϕ (x,C1, C2) g i là nghi m t ng quát c a ph ngọ ệ ổ ủ ươ  
trình vi phân c p hai (trong mi n ấ ề Ω ) n u nó th a ph ng trình vi phân c p hai v i m iế ỏ ươ ấ ớ ọ  
h ng s  Cằ ố 1, C2 (thu c m t t p h p nào đó) và ng c l i v i m i đi m (xo,yo, y’ộ ộ ậ ợ ượ ạ ớ ọ ể o) 
trong Ω đ u t i t i duy nh t Coề ạ ạ ấ 1, Co2 sao cho y = ϕ (x, Co1, Co2) là nghi m c a bàiệ ủ  
toán Cauchy v i đi u ki n đ u.ớ ề ệ ầ

Nh  v y t  nghi m t ng quát y = ư ậ ừ ệ ổ ϕ (x,C1, C2) cho các giá tr  c  th  Cị ụ ể 1=C1’, C2=C2’ ta 
có nghi m riêng: y = ệ ϕ (x,C1’, C2’)

L u ý:ư  N u nghi m t ng quát tìm ra  d ng n ế ệ ổ ở ạ ẩ Φ (x,y,C1,C2) = 0 thì nghi m riêngệ  
cũng  d ng n ở ạ ẩ Φ (x,y,C1’, C2’) = 0

2. Ph ng trình c p hai gi m c p đ cươ ấ ả ấ ượ

Ph ng trình có d ng : y’’ = f(x)ươ ạ

D  dàng tìm đ c nghi m c a ph ng trình này sau hai l n l y tích phân ễ ượ ệ ủ ươ ầ ấ

Thí d  2ụ  :   Gi i ph ng trình vi phân: y’’= sin x cos x + exả ươ

Ta có :



3. Ph ng trình khuy t y ươ ế

Ph ng trình có d ng : F(x,y’,y’’) = 0ươ ạ

Cách gi i : Đ t p =y’ ta có ph ng vi phân c p m t F(x,p,p’) = 0, gi i ra tìm p = ả ặ ươ ấ ộ ả ϕ 
(x,C1) và khi đó : 

Thí d  3ụ  :   Gi i ph ng trình: xy’’ + y’ = xả ươ 2

Đ t p = y’ ặ  p’=y’’, ta có :

đây là ph ng trình vi phân tuy n tính. Gi i ra ta đ c : ươ ế ả ượ

Qua đó, ta có: 

  

4. Ph ng trình khuy t xươ ế

Ph ng trình có d ng : F(y,y’,y’’) = 0ươ ạ

Cách gi i : Đ t p =y’, và coi y là bi n, và p là hàm s  theo bi n y. Ta có :ả ặ ế ố ế  

Nh  v y ta có ph ng trình d ng c p 1: ư ậ ươ ạ ấ

Thí d  4ụ  :   Gi i bài toán Cauchy:ả

yy’’ + y’2 = 0, y(1) =2 , y’(1) = ½

Đ t ặ , ta đ c :ượ



T  đây có 2 tr ng h p:ừ ườ ợ

p = 0 , nghĩa là y’ =0. Nghi m này không th a đi u ki n đ u, bệ ỏ ề ệ ầ ỏ

d(py) = 0  yp = C1

V y ydx = Cậ 1

Khi x = 1 , y =2, y’= ½ cho nên : 

Ta có: 

Cho x= 1, y =2 ta đ c Cượ 2= 1.

Tóm l i nghi m ph i tìm là: ạ ệ ả

IV. PH NG TRÌNH TUY N TÍNH C P HAI ƯƠ Ế Ấ

1. Khái ni m chung ệ

1.1. Ph ng trình tuy n tính c p hai có d ng : ươ ế ấ ạ

y’’+ p(x)y’ + q(x)y = f(x) (1)

v i các hàm s  p(x), q(x), f(x) xác đ nh và liên t c trên kho ng (a,b). Khi y v i m i xoớ ố ị ụ ả ấ ớ ọ  
∈ (a,b) và m i giá tr  yo, y’ọ ị o ta có bài toán Cauchy đi u ki n đ u : y(xo) = yo, y’(xo) =ề ệ ầ  
y’o

có nghi m duy nh t trên (a,b) ệ ấ

Ph ng trình y’’+ p(x)y’ + q(x)y = 0 (2)ươ

Đ c g i là ph ng trình thu n nh t t ng ng c a ph ng trình (1)ượ ọ ươ ầ ấ ươ ứ ủ ươ



  

1.2. Đ nh lý 1:ị  (V  nghi m t ng quát c a Ph ng trình không thu n nh t) ề ệ ổ ủ ươ ầ ấ

Nghi m t ng quát c a ph ng trình không thu n nh t (1) có d ng : y = yo + yrệ ổ ủ ươ ầ ấ ạ

trong đó yo là nghi m t ng quát c a ph ng trình thu n nh t t ng ng (2) và yr là 1ệ ổ ủ ươ ầ ấ ươ ứ  
nghi m riêng nào đó c a ph ng trình (1)ệ ủ ươ

  

2. Ph ng trình thu n nh t, nghi m t ng quátươ ầ ấ ệ ổ

2.1. Đ nh lý 2:ị

N u yế 1(x), y2(x) là nghi m c a ph ng trình thu n nh t (2) thì y = Cệ ủ ươ ầ ấ 1y1(x) + C2y2(x) 
cũng là nghi m c a ph ng trình (2)ệ ủ ươ

Ch ng minh:ứ  Th t v y, ta có :ậ ậ

y’’+ p(x)y’ + q(x)y =[C1y1’’+ C2y2’’] + p(x) [C1y1’+ C2y2’]y1’ + q(x) [C1y1+ C2y2]

                              = C1[y1’’+ p(x)y1’ + q(x)y1 ] + C2[y2’’+ p(x)y2’ + q(x)y2] = 0 + 
0 = 0

(do y1(x), y2(x) là nghi m c a (2) nên bi u th c trong [] c a bi u th c cu i b ng 0 )ệ ủ ể ứ ủ ể ứ ố ằ

V y y = Cậ 1y1(x) + C2y2(x) là 1 nghi m c a (2)ệ ủ

2.2. Đ nh nghĩa: ị

Các hàm y1(x), y2(x) đ c g i là đ c l p tuy n tính trên kho ng (a,b) n u không t nượ ọ ộ ậ ế ả ế ồ  
t i các h ng s  ạ ằ ố α 1, α 2 không đ ng th i b ng 0 sao cho : ồ ờ ằ

α 1y1(x) + α 2y2(x) = 0 trên (a,b)

(Đi u này t ng đ ng v i : ề ươ ươ ớ trên (a,b) )

Thí d  1ụ  :   

+ Các hàm y1(x) = x , y2(x)= x2 là đ c l p tuy n tínhộ ậ ế



+ Các hàm y1(x)= ex, y2(x)= 3 ex là ph  thu c tuy n tínhụ ộ ế   

2.3. Đ nh lý 3: ị

Xem các hàm y1(x), y2(x) là các nghi m c a ph ng trình thu n nh t (2). Khi đó chúngệ ủ ươ ầ ấ  
đ c l p tuy n tính v i nhau khi và ch  khi đ nh th c sau khác không :ộ ậ ế ớ ỉ ị ứ

( đ nh th c trên g i là đ nh th c Vronski ) ị ứ ọ ị ứ

2.4. Đ nh lý 4:ị  (C u trúc nghi m c a ph ng trình thu n nh t)ấ ệ ủ ươ ầ ấ

N u các hàm yế 1(x), y2(x) là các nghi m đ c l p tuy n tính c a ph ng trình thu nệ ộ ậ ế ủ ươ ầ  
nh t (2), thì:ấ

y = C1y1(x) + C2y2(x) v i các h ng s  b t kỳ Cớ ằ ố ấ 1, C2 s  là nghi m t ng quát c a ph ngẽ ệ ổ ủ ươ  
trình đó.

Thí d  2ụ  :   Ch ng t  r ng ph ng trình y’’ – 4y = 0 có nghi m t ng quát y = Cứ ỏ ằ ươ ệ ổ 1e2x + 
C2 e-2x

Th t v y, ki m tra tr c ti p d  th y r ng yậ ậ ể ự ế ễ ấ ằ 1 = e2x và y2 = e-2x là các nghi m c aệ ủ  

ph ng trình trên. M t khác, ươ ặ nên chúng đ c l p tuy n tính. V y: y =ộ ậ ế ậ  
C1e2x + C2 e-2x

là nghi m t ng quát c a ph ng trình trên.ệ ổ ủ ươ

2.5. Bi t m t nghi m c a (2), tìm nghi m th  hai đ c l p tuy n tính v iế ộ ệ ủ ệ ứ ộ ậ ế ớ  
nó 

Gi  s  yả ử 1(x), là m t nghi m c a ph ng trình thu n nh t (2). Khi đó có th  tìmộ ệ ủ ươ ầ ấ ể  
nghi m th  2 đ c l p tuy n tính v i yệ ứ ộ ậ ế ớ 1(x)  d ng : yở ạ 2(x) = u(x) y1(x), trong đó u(x) ≠  
const .

Thí d  3ụ  :   Bi t ph ng trình y’’ – 2y’ +y = 0 có 1 nghi m yế ươ ệ 1 = ex. Tìm nghi m thệ ứ 
hai đ c l p tuy n tính v i yộ ậ ế ớ 1(x).

Vi c ki m tra l i yệ ể ạ 1 = ex là 1 nghi m là d  dàng. Tìm yệ ễ 2(x) = u(x) ex 

 y’2 = ex u + ex u’ , y’’2 = ex u + 2ex u’ + 2ex u’’



Thay vào ph ng trình đã cho, có :ươ

ex (u’’ + 2u’ + u) - 2ex (u + u’) + ex u = 0

 2ex u’’ = 0, u’’ =0 , u = C1x + C2 

Vì c n u ầ ≠  const, nên có th  l y Cể ấ 1 = 1 , C2 = 0, nghĩa là u = x, y2 = x ex 

Nghi m t ng quát có d ng : y = Cệ ổ ạ 1ex + C2x ex 

3. Ph ng pháp bi n thiên h ng s  tìm nghi m riêng ươ ế ằ ố ệ

Đ  gi i ph ng trình không thu n nh t c n ph i bi t nghi m t ng quát c a ph ngể ả ươ ầ ấ ầ ả ế ệ ổ ủ ươ  
trình thu n nh t mà ta v a tìm hi u  m c 2. Ngoài ra còn c n tìm 1 nghi m riêng c aầ ấ ừ ể ở ụ ầ ệ ủ  
nó và có th  tìm  d ng gi ng nh  nghi m t ng quát c a ph ng trình thu n nh t, t cể ở ạ ố ư ệ ổ ủ ươ ầ ấ ứ  
là  d ng: y = Cở ạ 1y1(x) + C2 y2(x) (3)

trong đó y1(x), y2(x) đ c l p tuy n tính, nh ng xem Cộ ậ ế ư 1, C2 là các hàm s  Cố 1(x), C2(x).

Đ  d  tìm Cể ễ 1(x), C2(x) ta đ a thêm đi u ki n :ư ề ệ

C’1(x) y1(x) + C’2(x) y2(x) = 0 (4)

V i đi u ki n (4), l y đ o hàm (3), ta đ c:ớ ề ệ ấ ạ ượ

y’ = C1y’1(x) + C2 y’2(x) (5)

y’’ = C1y1’’( x) + C2 y2’’(x) + C’1y’1(x) + C’2 y’2(x) (6)

Thay (3), (5),(6) vào (1), có :

C1y1’’( x) + C2 y2’’(x) + C’1y’1(x) + C’2 y’2(x) + p[C1y’1(x) + C2 y’2(x) ] + 
q[C1y1(x) + C2 y2(x) ] = f(x)

Hay:

C1[ y1’’( x) + pC1y’1(x) + qC1y1(x) ] C2 [ y2’’(x) + py’2(x) + q y2(x) ] + C’1y’1(x) + 
C’2 y’2(x) = f(x)

Do y1, y2 là nghi m c a (1) nên suy ra: ệ ủ

C’1y’1(x) + C’2 y’2(x) = f(x) (7)

Nh  v y C’ư ậ 1 , C’2 th a h  :ỏ ệ



      

Thí d  4ụ  :   Gi i ph ng trình xả ươ 2y’’ + xy’ - y = x2 

Đ a v  d ng chính t c : ư ề ạ ắ

Tr c h t xét ph ng trình thu n nh t t ng ng: ướ ế ươ ầ ấ ươ ứ

Có th  tìm đ c 1 nghi m c a nó là yể ượ ệ ủ 1 = x. Nghi m th  hai đ c l p tuy n tínhệ ứ ộ ậ ế  
v i nó có d ng : yớ ạ 2 = xu(x)

 y’2 = u + xu’ , y’’2 = 2u’ + xu’’

th  vào ph ng trình thu n nh t, đ c :ế ươ ầ ấ ượ

Đây là ph ng trình c p hai gi m c p đ c b ng cách đ t p = u’ ta đ c :ươ ấ ả ấ ượ ằ ặ ượ

Cho nên : 

Do u ≠  const và ch  c n 1 nghi m nên ch n Cỉ ầ ệ ọ 1=1, nên . 
V y nghi m t ng quát c a ph ng trình thu n nh t có d ng :ậ ệ ổ ủ ươ ầ ấ ạ  



Vi c còn l i là c n tìm m t nghi m riêng c a ph ng trình không thu n nh tệ ạ ầ ộ ệ ủ ươ ầ ấ  
b ng ph ng pháp biên thiên h ng s , d ng : ằ ươ ằ ố ạ

V i Cớ 1, C2 th a :ỏ

Vì ch  c n ch n 1 nghi m riêng, nên có th  ch n c  th  cỉ ầ ọ ệ ể ọ ụ ể 1 = 0 , c2 = 0. v yậ  

, cho nên : 

và nh  v y nghi m t ng quát c a ph ng trình ban đ u là :ư ậ ệ ổ ủ ươ ầ  

L u ý:ư  N u v  ph i c a ph ng trình vi phân có d ng t ng c a 2 hàm s  f(x) = fế ế ả ủ ươ ạ ổ ủ ố 1(x) 
+ f2(x), thì khi đó có th  gi i ph ng trình v i riêng v  ph i là t ng hàm fể ả ươ ớ ế ả ừ 1(x), f2(x) để 
tìm nghi m riêng là yrệ 1, yr2. Cu i cùng d  ki m l i là: nghi m riêng c a ph ng trìnhố ễ ể ạ ệ ủ ươ  
ban đ u là yr = yrầ 1, yr2 (theo nguyên lý ch ng ch t nghi m).ồ ấ ệ

V. PH NG TRÌNH VI PHÂN TUY N TÍNH H  S  H NG ƯƠ Ế Ệ Ố Ằ

1. Khái ni m chung ệ

y(n) + a1y(n-1) + a2y(n-2) +……. + any = f(x) (1)

trong đó a1, a2,…….., an là các h ng s  ằ ố

Trong ph n sau ta trình bày k  ph ng trình c p hai.ầ ỹ ươ ấ



  

2. Ph ng trình c p hai thu n nh t ươ ấ ầ ấ

Xét ph ng trình : y’’ + py’ + qy = f(x) (2)ươ

trong đó p, q là h ng s  ằ ố

Ta tìm nghi m c a nó  d ng : y = ekx (3)ệ ủ ở ạ

Th  (3) vào (2) ta có: (kế 2 + pk +q) ekx = 0

 (k2 + pk +q) = 0 (4) 

Ph ng trình (4) g i là ph ng trình đ c tr ng c a ph ng trình (2), và cũng t  (4)ươ ọ ươ ặ ư ủ ươ ừ  
cho th y y = ekx là nghi m c a (2) khi và ch  khi k là nghi m c a (4). Do đó d a vàoấ ệ ủ ỉ ệ ủ ự  
vi c gi i ph ng trình b c 2 này, ta có các kh  năng sau:ệ ả ươ ậ ả

a). Ph ng trình đ c tr ng (4) có 2 nghi m phân bi t kươ ặ ư ệ ệ 1,k2 (∆ > 0): Khi đó 2 nghi m yệ 1 

= ek1x , y2 = ek2x là 2 nghi m riêng c a (2), và ệ ủ nên 2 nghi m riêngệ  
này đ c l p tuy n tính. V y khi đó nghi m t ng quát c a (2) s  là: y = Cộ ậ ế ậ ệ ổ ủ ẽ 1ek1x + C2ek2x

b). Ph ng trình đ c tr ng (4) có 1 nghi m kép k (ươ ặ ư ệ ∆ = 0). Khi đó nghi m yệ 1 = ekx là 1 
nghi m riêng c a (2), và nghi m riêng th  hai đ c l p tuy n tính v i nó có d ng y =ệ ủ ệ ứ ộ ậ ế ớ ạ  
u(x).y1 = u(x).ekx

y2’ = k.ekx . u(x) + u’(x).ekx 

y2’’= k2.ekx.u(x) + 2ku’(x).ekx + ekx.u(x)’’

Th  vào ph ng trình (2) ta có :ế ươ

(k2.u + 2ku’+ u’’) ekx + p(ku + u’) ekx + q ekxu = 0

 u’’ + (2k +p)u’ + (k2 + pk + q)u = 0

Do k là nghi m kép c a (4) nên : ệ ủ

k = -p/2  2k +p = 0 và (k2 + pk + q) =0

t  đó : u’’ = 0 ừ  u = C1x + C2

Do ch  c n ch n 1 nghi m nên l y Cỉ ầ ọ ệ ấ 1 = 1, C2 =0 , và nh  th  có : yư ế 2 = x ekx 



Và nghi m t ng quát c a (2) là: y = ( Cệ ổ ủ 1+ C2x) ekx

c). Ph ng trình đ c tr ng (4) có 2 nghi m ph c liên hi p kươ ặ ư ệ ứ ệ 1,2 = α ±  β  , β  ≠  0 (∆ < 0). 
Khi đó 2 nghi m c a (2) có d ng :ệ ủ ạ

Khi đó : 

cũng là 2 nghi m c a (2) và ệ ủ nên chúng đ c l p tuy n tính. ộ ậ ế

T  đó ta có nghi m t ng quát c a (2) là : y = ( Cừ ệ ổ ủ 1cos β  x + C2 sin β  x) eα x 

Thí d  1ụ  :   Gi i ph ng trình : y’’ + 3y’ – 4y = 0ả ươ

Ph ng trình đ c tr ng t ng ng có d ng : ươ ặ ư ươ ứ ạ

k2 + 3k -4 = 0  k1 =1 , k2= -4

V y nghi m t ng quát c a ph ng trình thu n nh t là : y = Cậ ệ ổ ủ ươ ầ ấ 1ex + C2e-4x

 

Thí d  2ụ  :   Gi i ph ng trình : y’’ + 4y’ + 4y = 0ả ươ

Ph ng trình đ c tr ng t ng ng có d ng : ươ ặ ư ươ ứ ạ

k2 + 4k +4 = 0  k1,2 =2

V y nghi m t ng quát c a ph ng trình là : y = (Cậ ệ ổ ủ ươ 1 + C2 x)e2x

 

Thí d  3ụ  :   Gi i ph ng trình : y’’ + 6y’ + 13y = 0ả ươ

Ph ng trình đ c tr ng t ng ng có d ng : ươ ặ ư ươ ứ ạ



k2 + 6k +13 = 0  k1,2 =-3 ±  2 i

V y nghi m t ng quát c a ph ng trình thu n nh t là:ậ ệ ổ ủ ươ ầ ấ

y = ( C1 cos 2x + C2 sin 2x)e-3x

3. Ph ng trình c p hai không thu n nh t v  ph i có d ng đ c bi t ươ ấ ầ ấ ế ả ạ ặ ệ

Xét ph ng trình vi phân c p hai h  s  h ng không thu n nh t : ươ ấ ệ ố ằ ầ ấ

y’’ + py’ + qy = f(x) (5)

Qua vi c trình bày tìm nghi m t ng quát c a ph ng trình c p hai thu n nh t t ngệ ệ ổ ủ ươ ấ ầ ấ ươ  
ng, và d a vào đ nh lý 2, m c II.1 ?? thì đ  có nghi m t ng quát c a (5) ta c n tìmứ ự ị ụ ể ệ ổ ủ ầ  

đ c 1 nghi m riêng c a (5). ượ ệ ủ

Ngoài ph ng pháp bi n thiên h ng s  đã trình bày, d i đây trình bày ph ng phápươ ế ằ ố ướ ươ  
h  s  b t đ nh đ  tìm m t nghi m riêng cho (5) khi v  ph i có d ng đ c bi t th ngệ ố ấ ị ể ộ ệ ế ả ạ ặ ệ ườ  
g p.ặ

3.1 V  ph i f(x) = eế ả α x Pn(x) 

trong đó Pn(x) là đa th c c p n, ứ ấ α là m t s  th c. ộ ố ự

Khi đó ta tìm nghi m riêng c a (5)  d ng: yr = u(x) Qn(x) (6)ệ ủ ở ạ

v i Qn(x) là đa th c c p n có (n+1) h  s  đ c xác đ nh b ng cách thay (6) vào (5) vàớ ứ ấ ệ ố ượ ị ằ  
đ ng nh t 2 v  ta có (n+1) ph ng trình đ i s  tuy n tính đ  tìm (n+1) h  s . Hàmồ ấ ế ươ ạ ố ế ể ệ ố  
u(x) có d ng c  th  là :ạ ụ ể

a). N u ế α là nghi m đ n c a ph ng trình đ c tr ng (4), u(x) = xeệ ơ ủ ươ ặ ư α x và khi 
đó: yr = xeα x Qn(x)

b). N u ế α là nghi m kép c a ph ng trình đ c tr ng (4), u(x) = xệ ủ ươ ặ ư 2eα x và khi 
đó: yr = x2eα x Qn(x)

c). N u ế α không là nghi m c a ph ng trình đ c tr ng (4), u(x) = eệ ủ ươ ặ ư α x và khi 
đó: yr = eα x Qn(x)

Thí d  4ụ  :   Gi i ph ng trình : y’’ -4y’ + 3y = 3 eả ươ 2x 

Ph ng trình đ c tr ng t ng ng có d ng : ươ ặ ư ươ ứ ạ

k2 - 4k +3 = 0 có nghi m kệ 1 =1 , k2= 3 



nên nghi m t ng quát c a ph ng trình thu n nh t t ng ng là: y = Cệ ổ ủ ươ ầ ấ ươ ứ 1ex + C2e3x

M t khác s  ặ ố α = 2 không là nghi m c a ph ng trình đ c tr ng, nên nghi m riêng tìmệ ủ ươ ặ ư ệ  
 d ng yr = Aeở ạ 2x (do Pn(x) =3 đa th c b c 0 ), thay vào ph ng trình đã cho có:ứ ậ ươ

4Ae2x - 8Ae2x + 3Ae2x = 3e2x  A = -3

V y nghi m t ng quát c a ph ng trình là : ậ ệ ổ ủ ươ

y = C1ex + C2e3x –3e2x

      

Thí d  5ụ  :   Gi i ph ng trình : y’’ +y = xex + 3 eả ươ -x 

Ph ng trình đ c tr ng t ng ng có d ng : ươ ặ ư ươ ứ ạ

k2 +1 = 0  k1,2 = ±  i2 

nên nghi m t ng quát c a ph ng trình thu n nh t t ng ng là: yo = Cệ ổ ủ ươ ầ ấ ươ ứ 1cos x C2 sin x

Do v  ph i là t ng c a 2 hàm fế ả ổ ủ 1 = xex , f2 = 2e-x nên ta l n l t tìm nghi m riêng c aầ ượ ệ ủ  
ph ng trình l n l t ng v i v  ph i là fươ ầ ượ ứ ớ ế ả 1, và f2 : 

+ V i fớ 1 = xex thì α = 1 không là nghi m c a ph ng trình đ c tr ng , Pn(x) = xệ ủ ươ ặ ư  
nên nghi m riêng có d ng : yrệ ạ 1 = (Ax+B)ex

+ V i fớ 2 = 2e-x thì α = -1 cũng không là nghi m c a ph ng trình đ c tr ng ,ệ ủ ươ ặ ư  
Pn(x) = 2 nên nghi m riêng có d ng : yrệ ạ 2 = Ce-x

Theo nguyên lý x p ch ng, nghi m riêng c a ph ng trình đã cho đ c tìm  d ng :ế ồ ệ ủ ươ ượ ở ạ  
yr = (Ax+B)ex + Ce-x 

 yr ’ = (Ax+B)ex - Ce-x + Aex 

 yr’’ = (Ax+B)ex + Ce-x + 2Aex 

Th  vào ph ng trình đã cho, có : ế ươ

2Axex + (2A+2B)ex + 2Ce-x = xex + 2e-x 

T  đó, ta có : 2A =1, 2A + 2B = 0 , 2C =2 ừ

 



V y nghi m t ng quát c a ph ng trình là : ậ ệ ổ ủ ươ

3.2. V  ph i f(x) = eế ả α x [ Pn(x) cos β  x +Qm(x) sin β  x ] 

Trong đó Pn(x), Qm(x) là đa th c b c n, m t ng ng, ứ ậ ươ ứ α , β  là các s  th c. ố ự

Khi đó ta tìm nghi m riêng c a (5)  d ng: ệ ủ ở ạ

yr = u(x) [ Rs(x) cos β  x + Hs(x) sin β  x ] (7)

(β  = 0 s  t ng ng tr ng h p đã nêu  trên), v i s = max {m,n}, Rs(x), Hs(x) là đaẽ ươ ứ ườ ợ ở ớ  
th c b c s v i 2(s+1) đ c xác đ nh b ng cách thay (7) vào (5) và đ ng nh t 2 v  ta cóứ ậ ớ ượ ị ằ ồ ấ ế  
các ph ng trình đ i s  tuy n tính đ  tìm các h  s . Hàm u(x) có d ng c  th  là :ươ ạ ố ế ể ệ ố ạ ụ ể

a). N u ế α ±  β  là nghi m c a ph ng trình đ c tr ng t ng ng, u(x) = eệ ủ ươ ặ ư ươ ứ α x và 
khi đó yr = eα x [ Rs(x) cos β  x + Hs(x) sin β  x ]

b). N u ế α ±  β  không là nghi m c a ph ng trình đ c tr ng t ng ng, u(x) =ệ ủ ươ ặ ư ươ ứ  
xeα x và khi đó : 

yr = eα x [ Rs(x) cos β  x + Hs(x) sin β  x ]

Thí d  6ụ  :   Gi i ph ng trình : y’’ + y = sin x ả ươ

Ph ng trình đ c tr ng t ng ng có d ng : ươ ặ ư ươ ứ ạ

k2 +1 = 0 có nghi m kệ 1,2 = ±  i2 

nên nghi m t ng quát c a ph ng trình thu n nh t t ng ng là: yo= Cệ ổ ủ ươ ầ ấ ươ ứ 1cos x C2 sin x

 đây Ở α = 0, β  =1, nên α ±  iβ  = ±  i là nghi m c a ph ng trình đ c tr ng. M t khác,ệ ủ ươ ặ ư ặ  
do n =m=0, cho nên s = 0. V y nghi m t ng quát đ c tìm  d ng: yr =ậ ệ ổ ượ ở ạ  
x(Acosx+Bsinx)

 yr’ = x( -Asinx + Bcosx) + (Acosx+Bsinx)

 yr’’ = 2( -Asinx + Bcosx) + x( -Acosx - Bsinx)

 yr’ + yr = -2Asinx + 2Bcosx = sinx

 -2A = 1, 2B =0  A= -1/2 , B = 0



V y nghi m riêng là : ậ ệ

Và nghi m t ng quát là : ệ ổ

BÀI T P CH NG 4Ậ ƯƠ

I. Ch ng t  r ng hàm s  y = f(x) là nghi m c a ph ng trình vi phân t ngứ ỏ ằ ố ệ ủ ươ ươ  
ng ứ

1) xy’’ – y’ = 0    y = x 2 ;  y =1 ; y = c1x2 + c2

2) 

a) y = 

3) x2y’ + xy = ex, 

4) yy’’= 2(y’)2 - 2y’

a) y = 1 ; 

b) b) y = tgx

II. Gi i các ph ng trình vi phân sau:ả ươ

1. x( y2 – 1 )dx - ( x2 + 1)ydx = 0

2. (x2 - xy)dx - (y2 + x2)dy = 0

3. (x2 + 2xy)dx + xydy = 0

4. y’cosx - ysinx = sin2x 

5. y = xy’ + y’lny

6. y’ - xy = -



7. xy’ = 2(x - )

8. y’ + sin(x+y) = sin(x-y)

9. y’=2x-y , y(-3) = (-5)

10. y’ = ex+y + ex-y , y(0) = 0

11. y’ = 

12. y’cos2x + y = tgx

13. y’+ = x2 y4

14. y’cosx + y = 1 – sinx

15. (2xy +3)dy – y2dx = 0 ( coi x là hàm s  ) ố

16. (y4 + 2x)y’ = y ( coi x là hàm s  ) ố

17.

18. ydx + ( x + x2y2)dy = 0 ( coi x là hàm s  ) ố

III. Gi i các ph ng trình vi phân c p 2 sau:ả ươ ấ

1) y’’ + y’ = 0

2) y’’ + yy’ = 0

3) y’’ = (y’)2

4) 2(y’)2 = (y - 1)y’’

5) y’’2 = 1 + y’2

6) y’’ = y’ey

7) (y + y’)y’’ + y’2 = 0

8) 3y’2 = 4yy’’ +y’2



9) yy’’ – y’2 = y2lny

IV. Gi i các bài toán Cauchy sau:ả

1) xy’’ + y’ = 0, y(1) = -3, y’(1) = 2

2) 2y’’ + y’2 = -1, y(-1) = 2, y’(1) = 0

3) y’’(x2 + 1) = 2xy’, y(0) = 1. y’(0) = 3

4) yy’’ – y’2 = 0, y(0) = 1, y’(0) = 2

5) y’’ + 

6) 

7) Cho ph ng trình ươ , r(0) = R, r’(0) = vo

Xác đ nh vo đ  khi t --> ị ể ∞ thì r --> ∞ 

(bài toán tìm v n t c vũ tr  c p hai)ậ ố ụ ấ

V. Ph ng trình tuy n tính c p hai ươ ế ấ

1)Các hàm sau có đ c l p tuy n tính hay không:ộ ậ ế

a) (x + 1) và (x2 – 1)

b) x và (2x + 1)

c) lnx và lnx2

2) Gi i ph ng trình khi bi t m t nghi m là yả ươ ế ộ ệ 1 

a) y’’ + y = 0 , bi t yế 1 = cosx

b) x2y’’ – 2y = 0, bi t yế 1 = x2

c) y’’ – y’ – 2y = 0, bi t yế 1 = e-x

d) 4x2y’’ + y = 0, x > 0, bi t yế 1 = 



e) x2y’’ - 5xy’ + 9y = 0, bi t yế 1 = x3

f) (1-x2)y’’ – 2xy’ + 2y = 0, bi t yế 1 = x

3) Tìm nghi m t ng quát ph ng trình : ệ ổ ươ

xy’’ – (2x + 1)y’ + (x + 1)y = 0

4) Gi i ph ng trình: xy’’ + y’ = xả ươ 2

5) Gi i ph ng trình: y’’ + ả ươ

Bi t m t nghi m c a ph ng trình thu n nh t t ng ng là : ế ộ ệ ủ ươ ầ ấ ươ ứ

VI. Ph ng trình vi phân tuy n tính h  s  h ngươ ế ệ ố ằ

Gi i các ph ng trình sau:ả ươ

1) y’’ - 2y’ – 3y = 0

2) y’’ + 25y = 0

3) y’’ – 2y’ +10y = 0, 

4) y’’ + y’ = 0, y(0) = 1, y’

5) y’’ - 10y’ + 25y = 0, y(0) = 0, y’(0) = 1

6) y’’ -2y’ -3y = e4x

7) y’’ + y’ -2y = cosx – 3sinx

8) y’’ – 6y’ + 8y = 3x2 +2x +1 

9) y’’ + 4y = sin2x + 1 , y(0) = 

10) y’’ – y = x.cos2x

11) y’’ – 2y’ + 2y = exsinx



12) y’’ + y = tgx

13) y’’ + 4y = cos2x, y(0) = y

14) y’’ + 5y’ + 6y = 


