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Bïi TuÊn Khang 

§¹i häc §µ n½ng  2004 

• Hµm BiÕn Phøc 

• Ph−¬ng Tr×nh VËt Lý - To¸n 



 

Lêi nãi ®Çu 
 

 

Gi¸o tr×nh nµy ®−îc biªn so¹n nh»m trang bÞ c¸c tri thøc to¸n häc cèt yÕu ®Ó lµm c«ng 

cô häc tËp vµ nghiªn cøu c¸c m«n häc chuyªn ngµnh cho sinh viªn c¸c ngµnh kü thuËt 

thuéc §¹i häc §µ n½ng. Néi dung gi¸o tr×nh gåm cã 8 ch−¬ng víi thêi l−îng 60 tiÕt (4 

®¬n vÞ häc tr×nh) ®−îc chia lµm hai chuyªn ®Ò nhá. 

 

Chuyªn ®Ò Hµm biÕn phøc gåm 5 ch−¬ng 

Ch−¬ng 1  C¸c kh¸i niÖm c¬ b¶n vÒ sè phøc, dAy trÞ phøc, hµm trÞ phøc vµ c¸c 

tËp con cña tËp sè phøc. 

Ch−¬ng 2  C¸c kh¸i niÖm c¬ b¶n vÒ hµm trÞ phøc, ®¹o hµm phøc, c¸c hµm gi¶i 

tÝch s¬ cÊp vµ phÐp biÕn h×nh b¶o gi¸c. 

Ch−¬ng 3  C¸c kh¸i niÖm c¬ b¶n vÒ tÝch ph©n phøc, ®Þnh lý tÝch ph©n Cauchy vµ 

c¸c hÖ qu¶ cña nã. 

Ch−¬ng 4  C¸c kh¸i niÖm c¬ b¶n vÒ chuçi hµm phøc, khai triÓn Taylor, khai triÓn  

Laurent, lý thuyÕt thÆng d− vµ c¸c øng dông cña nã. 

Ch−¬ng 5  C¸c kh¸i niÖm c¬ b¶n, c¸c tÝnh chÊt, c¸c ph−¬ng ph¸p t×m ¶nh - gèc vµ 

c¸c øng dông cña biÕn ®æi Fourier vµ biÕn ®æi Laplace. 

 

Chuyªn ®Ò Ph−¬ng tr×nh vËt lý To¸n gåm cã 3 ch−¬ng 

Ch−¬ng 6 C¸c kh¸i niÖm c¬ b¶n vÒ lý thuyÕt tr−êng : Tr−êng v« h−íng, tr−êng 

vect¬, th«ng l−îng, hoµn l−u vµ to¸n tö vi ph©n cÊp 1.  

Ch−¬ng 7  C¸c bµi to¸n c¬ b¶n cña ph−¬ng tr×nh vËt lý - to¸n, bµi to¸n Cauchy 

vµ bµi to¸n hçn hîp cña ph−¬ng tr×nh truyÒn sãng. 

Ch−¬ng 8  Bµi to¸n Cauchy vµ bµi to¸n hçn hîp cña ph−¬ng tr×nh truyÒn nhiÖt, 

bµi to¸n Dirichlet vµ bµi to¸n Neumann cña ph−¬ng tr×nh Laplace. 

 

T¸c gi¶ xin ch©n thµnh c¶m ¬n c¸c b¹n ®ång nghiÖp GVC. NguyÔn Trinh, GVC. Lª Phó 

NghÜa vµ GVC. TS. Lª Hoµng TrÝ ®A dµnh thêi gian ®äc b¶n th¶o vµ cho c¸c ý kiÕn ®ãng 

gãp ®Ó hoµn thiÖn gi¸o tr×nh. 

Gi¸o tr×nh ®−îc biªn so¹n lÇn ®Çu ch¾c cßn cã nhiÒu thiÕu sãt. RÊt mong nhËn ®−îc ý 

kiÕn ®ãng gãp cña b¹n ®äc gÇn xa. 

§µ n½ng 2004 

T¸c gi¶ 
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Ch−¬ng 1 

Sè phøc 
 

 

 

§1. Tr−êng sè phøc 
 

• KÝ hiÖu ∀ = 3 × 3 = { (x, y) : x, y ∈ 3 }. Trªn tËp ∀ ®Þnh nghÜa phÐp to¸n céng vµ phÐp 

to¸n nh©n nh− sau 

∀ (x, y), (x’, y’) ∈ ∀   

(x, y) + (x’, y’) = (x + x’, y + y’) 

(x, y) × (x’, y’) = (xx’ - yy’, xy’ + x’y)    (1.1.1) 

 

VÝ dô  (2, 1) + (-1, 1) = (1, 2)  vµ  (2, 1) × (-1, 1) = (-3, 1) 

 

§Þnh lý  (∀, +, × ) lµ mét tr−êng sè. 

Chøng minh 

KiÓm tra trùc tiÕp c¸c c«ng thøc (1.1.1) 

PhÐp to¸n céng cã tÝnh giao ho¸n, tÝnh kÕt hîp, cã phÇn tö kh«ng lµ (0, 0) 

 ∀ (x, y) ∈ ∀, (x, y) + (0, 0) = (x, y) 

Mäi phÇn tö cã phÇn tö ®èi lµ -(x, y) = (-x, -y) 

∀ (x, y) ∈ ∀, (x, y) + (-x, -y) = (0, 0) 

PhÐp to¸n nh©n cã tÝnh giao ho¸n, tÝnh kÕt hîp, cã phÇn tö ®¬n vÞ lµ (1, 0) 

 ∀ (x, y) ∈ ∀, (x, y) × (1, 0) = (x, y) 

Mäi phÇn tö kh¸c kh«ng cã phÇn tö nghÞch ®¶o lµ (x, y)-1 = (
22 yx

x
+

,
22 yx

y

+
−

)  

∀ (x, y) ∈ ∀ - {(0, 0)}, (x, y) × (
22 yx

x
+

,
22 yx

y

+
−

) = (1, 0)  

Ngoµi ra phÐp nh©n lµ ph©n phèi víi phÐp céng       �  

 

• Tr−êng (∀, +, × ) gäi lµ tr−êng sè phøc, mçi phÇn tö  cña ∀ gäi lµ mét sè phøc. 

Theo ®Þnh nghÜa trªn mçi sè phøc lµ mét cÆp hai sè thùc víi c¸c phÐp to¸n thùc hiÖn 

theo c«ng thøc (1.1.1). Trªn tr−êng sè phøc phÐp trõ, phÐp chia vµ phÐp luü thõa ®Þnh 

nghÜa nh− sau. 

∀ (n, z, z’)  ∈ ∠ × ∀ × ∀* víi ∀* = ∀ - { (0, 0) } 

z - z’ = z + (- z’), 
'z

z
 = z × (z’)-1  vµ  z0 = 1, z1 = z vµ zn = zn-1 × z  (1.1.2) 

• B»ng c¸ch ®ång nhÊt sè thùc x víi sè phøc (x, 0) 
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x ≡ (x, 0), 1 ≡ (1, 0) vµ 0 ≡ (0, 0) 

tËp sè thùc trë thµnh tËp con cña tËp sè phøc. PhÐp céng vµ phÐp nh©n c¸c sè phøc h¹n 

chÕ lªn tËp sè thùc trë thµnh phÐp céng vµ phÐp nh©n c¸c sè thùc quen thuéc.  

 x + x’ ≡ (x, 0) + (x’, 0) = (x + x’, 0) ≡ x + x’, ... 

Ngoµi ra trong tËp sè phøc cßn cã c¸c sè kh«ng ph¶i lµ sè thùc. KÝ hiÖu i = (0, 1) gäi lµ 

®¬n vÞ ¶o. Ta cã  

i2 = (0, 1) × (0, 1) = (-1, 0) ≡ -1 

Suy ra ph−¬ng tr×nh  x2 + 1 = 0 cã nghiÖm phøc lµ x = 1−  ∉ 3. 

Nh− vËy tr−êng sè thùc (3, +, ×) lµ mét tr−êng con thùc sù cña tr−êng sè phøc (∀, +, ×).  

 

 

 

 

§2. D¹ng ®¹i sè cña sè phøc 
 

• Víi mäi sè phøc z = (x, y) ph©n tÝch  

(x, y) = (x, 0) + (0, y) = x(1, 0) + y(0, 1) 

§ång nhÊt ®¬n vÞ thùc (1, 0) ≡ 1 vµ ®¬n vÞ ¶o (0, 1) ≡ i, ta cã  

z = x + iy           (1.2.1) 

D¹ng viÕt (1.2.1) gäi lµ d¹ng ®¹i sè cña sè phøc. Sè thùc x = Rez gäi lµ phÇn thùc, sè 

thùc y = Imz gäi lµ phÇn ¶o vµ sè phøc z  = x - iy gäi lµ liªn hîp phøc cña sè phøc z.  

KÕt hîp c¸c c«ng thøc (1.1.1) - (1.2.1) suy ra d¹ng ®¹i sè cña c¸c phÐp to¸n sè phøc. 

 

 (x + iy) + (x’ + iy’) = (x + x’) + i(y + y’) 

 (x + iy) × (x’ + iy’) = (xx’ - yy’) + i(xy’ + x’y) 

 
yix

iyx

′+′
+

 = 
22 yx

yyxx

′+′
′+′
 + i

22 yx

yxyx

′+′
′−′

, ...      (1.2.2) 

 

VÝ dô Cho z = 1 + 2i  vµ  z’ = 2 - i 

 z × z’ = (2 + 2) + i(-1 + 4) = 4 + 3i,  
'z

z
 = 

i2

i21

−
+

 = i 

 z2 = (1 + 2i) × (1 + 2i) = -3 + 5i,  z3 = z2 × z = (-3 + 5i) × (1 + 2i) = -13 - i 

 

• Tõ ®Þnh nghÜa suy ra  

z  = z  ⇔  z ∈ 3  z  = - z ⇔ z ∈ i3  z = z 

z + z  = 2Rez  z - z  = 2iImz  z z  = Re2z + Im2z  (1.2.3) 

Ngoµi ra liªn hîp phøc cßn cã c¸c tÝnh chÊt sau ®©y. 

 

§Þnh lý  ∀ (n, z, z’) ∈ ∠ × ∀ × ∀ 
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1.  'zz +  =  z  + 'z    

2.  'zz  =  z 'z    nz  =  n)z(  

3.  1z −  = 1)z( −    
z

z

′
 = 

z

z

′
 

Chøng minh 

1. Suy ra tõ ®Þnh nghÜa 

2. Ta cã 'zz  = )yix(iy)  (x ′+′×+  = (xx’ - yy’) - i(xy’ + x’y) 

 z 'z  = (x - iy) × (x’ - iy’) = (xx’ - yy’) + i(-xy’ -x’y) 

Qui n¹p suy ra hÖ thøc thø hai. 

3. Ta cã 1zz −  = z 1z −  = 1 ⇒  1z −  = ( z )-1  

Suy ra z/z ′  = 1)z(z −′  = z 1z −′         � 

 

• Víi mäi sè phøc z = x + iy, sè thùc | z | = 22 yx +  gäi lµ module cña sè phøc z.  

NÕu z = x ∈ 3 th× | z | = | x |. Nh− vËy module cña sè phøc lµ më réng tù nhiªn cña kh¸i 

niÖm trÞ tuyÖt ®èi cña sè thùc. Tõ ®Þnh nghÜa suy ra 

 | Rez |, | Imz | ≤ | z |  | z | = | -z | = | z | = | - z  | z z  = z z = | z |2  

z-1 = z
|z|

1
2

    
'z

z
 = z(z’)-1 = 

2|'z|

1
z 'z     (1.2.4) 

Ngoµi ra module cña sè phøc cßn cã c¸c tÝnh chÊt sau ®©y. 

 

§Þnh lý  ∀ (n, z, z’) ∈ ∠ × ∀ × ∀ 

1. | z | ≥ 0    | z | = 0 ⇔ z = 0 

2.  | z z’ | = | z || z’ |   | zn | = | z |n 

3.  | z-1 | = | z |-1    
z

z

′
 = 

|z|

|z|

′
  

4.  | z + z’ | ≤ | z | + | z’ |  || z | - | z’|| ≤ | z - z’ | 
Chøng minh 

1. Suy ra tõ ®Þnh nghÜa 

2. Ta cã | zz’ |2 = zz’ 'zz  = (z z )(z’ z′ ) = (| z || z’| )2 

Qui n¹p suy ra hÖ thøc thø hai. 

3. Ta cã | z z-1 | = | z || z-1| = 1 ⇒ | z-1 | = 1 / | z | 
Suy ra | z / z’ | = | z (z’)-1 | = | z | | (z’)-1 |  

4. Ta cã  z z′  + z z’ = 2Re(z z′ ) ≤ | z z′  = | z || z’| 

Suy ra | z + z’ 2 = (z + z’)( 'zz + ) =  z 2  + 2Re(z z′ ) + | z’|2 ≤ (| z | + | z’|)2 � 

 

§3. D¹ng l−îng gi¸c cña sè phøc 
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• Víi mäi sè phøc z = x + iy ∈ ∀* tån t¹i duy nhÊt sè thùc ϕ ∈ (-π, π] sao cho 

cosϕ = 
|z|

x
 vµ sinϕ = 

|z|

y
        (1.3.1) 

TËp sè thùc Argz = ϕ + k2π, k ∈ 9 gäi lµ argument, sè thùc argz = ϕ gäi lµ argument 

chÝnh cña sè phøc z. Chóng ta qui −íc Arg(0) = 0. 

KÝ hiÖu  r = | z | tõ c«ng thøc (1.3.1) suy ra 

 x = rcosϕ vµ y = rsinϕ  

Thay vµo c«ng thøc (1.2.1) nhËn ®−îc 

z = r(cos + isinϕ)          (1.3.2) 

D¹ng viÕt (1.3.2) gäi lµ d¹ng l−îng gi¸c cña sè phøc. 

 

• Tõ ®Þnh nghÜa suy ra  

  argz = ϕ ⇒ arg(-z) = ϕ - π, arg z  = - ϕ vµ arg(- z ) = π - ϕ 

 x > 0, argx = 0  x < 0, argx = π 

 y > 0, arg(iy) = π/2 y < 0, arg(iy) = -π/2 ...     (1.3.3) 

Ngoµi ra argument cña sè phøc cßn cã c¸c tÝnh chÊt sau ®©y. 

 

§Þnh lý  ∀ (n, z, z’) ∈ ∠ × ∀ × ∀ 

1.  arg(zz’) = argz + argz’ [2π]  arg(zn) = n argz [2π] 

2.  arg(z-1) = - argz [2π]   arg(z / z’) = argz - argz’ [2π] 

Chøng minh 

1. Gi¶ sö z = r(cosϕ + isinϕ) vµ  z’ = r’(cosϕ’ + isinϕ’) 

Suy ra  

zz’ =  rr’[(cosϕcosϕ’ - sinϕsinϕ’) + i(sinϕcosϕ’ + cosϕsinϕ’)] 

     =  rr’[cos(ϕ + ϕ’) + isin(ϕ + ϕ’)] 

Qui n¹p suy ra hÖ thøc thø hai. 

2. Ta cã  

arg(zz-1) = arg(z) + arg(z-1) = 0 [2π] ⇒ arg(z-1) = - arg(z) [2π] 

Suy ra  

arg(z / z’) = arg(zz’-1) = argz + arg(z’-1)        � 

 

VÝ dô Cho z = 1 + i vµ z’ = 1 + 3 i 

Ta cã   zz’ = [ 2 (cos
4
π  + isin

4
π )][2(cos

6
π  + isin

6
π )] = 2 2 (cos

12
5π  + isin

12
5π ) 

  z100 = ( 2 )100[cos(100
4
π ) + isin(100

4
π )] = -250 

 

• Víi mäi sè thùc ϕ ∈ 3, kÝ hiÖu   

eiϕ = cosϕ + i sinϕ          (1.3.4) 
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Theo c¸c kÕt qu¶ ë trªn chóng ta cã ®Þnh lý sau ®©y. 

 

§Þnh lý  ∀ (n, ϕ, ϕ’) ∈ ∠ × 3 × 3 

1. eiϕ ≠ 0   eiϕ = 1 ⇔  ϕ = k2π  ϕie = e-iϕ 

2. ei(ϕ+ϕ’) = eiϕeiϕ’  (eiϕ)-1 = e-iϕ    (eiϕ)n = einϕ 

Chøng minh 

Suy ra tõ c«ng thøc (1.3.4) vµ c¸c kÕt qu¶ ë trªn      � 

 

HÖ qu¶  ∀ (n, ϕ) ∈ ∠ × 3 

1.  (cosϕ + isinϕ)n = cosnϕ + isinnϕ        (1.3.5) 

2.  cosϕ = 
2

1
(eiϕ + e-iϕ)  sinϕ = 

i2

1
(eiϕ - e-iϕ)    (1.3.6) 

C«ng thøc (1.3.5) gäi lµ c«ng thøc Moivre, c«ng thøc (1.3.6) gäi lµ c«ng thøc Euler. 

 

VÝ dô TÝnh tæng C = ∑
=

ϕ
n

0k

kcos  vµ  S = ∑
=

ϕ
n

0k

ksin  

Ta cã  C + iS =  ∑
=

ϕ
n

0k

ike = 
1e

1e
i

)1n(i

−
−

ϕ

ϕ+

  

Suy ra C = 
1cos

1cosncos)1ncos(

2

1

−ϕ
−ϕ+ϕ−ϕ+

 vµ S = 
1cos

sinnsin)1nsin(

2

1

−ϕ
ϕ−ϕ−ϕ+

 

 

• Sè phøc w gäi lµ c¨n bËc n cña sè phøc z vµ kÝ hiÖu lµ w = n z  nÕu z = wn 

NÕu z = 0 th× w = 0 

XÐt tr−êng hîp  z = reiϕ  ≠ 0  vµ w = ρeiθ 

Theo ®Þnh nghÜa   wn = ρneinθ = reiϕ 

Suy ra   ρn = r vµ nθ  = ϕ + m2π 

Hay     ρ = n r  vµ  θ  = 
n

ϕ
 + m

n
2π   víi  m ∈ 9 

Ph©n tÝch  m = nq + k  víi  0 ≤ k < n  vµ q ∈ 9.  Ta cã 

  
n

ϕ
 + m

n
2π  ≡ 

n

ϕ
 + k

n
2π  [2π] 

Tõ ®ã suy ra ®Þnh lý sau ®©y. 

 

§Þnh lý  C¨n bËc n cña sè phøc kh¸c kh«ng cã ®óng n gi¸ trÞ kh¸c nhau 

 wk  = n r [cos (
n

ϕ
 + k

n
2π ) + isin(

n

ϕ
 + k

n
2π )] víi  k = 0 ... (n - 1)  (1.3.7) 

 

VÝ dô  
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1. Sè phøc z = 1 + i = 2 (cos
4
π  + isin

4
π ) cã c¸c c¨n bËc 3 sau ®©y 

w0 = 6 2 (cos
12
π  + isin

12
π ), w1 = 6 2 (cos

12
9π  + isin

12
9π ), w2 = 6 2 (cos

12
17π  + isin

12
17π ) 

2. Gi¶i ph−¬ng tr×nh   x2 - x +1 = 0 

Ta cã ∆ = -3 < 0 ph−¬ng tr×nh cã nghiÖm phøc x1,2 = 
2

3i1 ±
 

 

HÖ qu¶  KÝ hiÖu ωk = n

2
ik

e
π

, k = 0...(n - 1) lµ c¸c c¨n bËc n cña ®¬n vÞ. 

1. kω  = ωn-k   2. ωk = (ω1)
k   3. ∑

−

=

ω
1n

0k
k = 0 

 

VÝ dô Víi n = 3, kÝ hiÖu j = 3

2
i

e
π

= ω1 . Suy ra ω2 = j2 = j   vµ 1 + j + j2 = 0 

 

 

 

 

§4. C¸c øng dông h×nh häc ph¼ng 
 

• KÝ hiÖu V lµ mÆt ph¼ng vect¬ víi c¬ së trùc chuÈn d−¬ng (i, j). Anh x¹ 

 Φ : ∀ → V, z = x + iy α v = xi + yj      (1.4.1) 

lµ mét song ¸nh gäi lµ biÓu diÔn vect¬ cña sè phøc. Vect¬ v gäi lµ ¶nh cña sè phøc z, 

cßn sè phøc z gäi lµ to¹ vÞ phøc cña vect¬ v vµ kÝ hiÖu lµ v(z). 

KÝ hiÖu P lµ mÆt ph¼ng ®iÓm víi hÖ to¹ ®é trùc giao (Oxy). Anh x¹ 

 Φ : ∀ → P, z = x + iy α M(x, y)        (1.4.2) 

lµ mét song ¸nh gäi lµ biÓu diÔn h×nh häc cña sè phøc. §iÓm M gäi lµ ¶nh cña sè phøc z 

cßn sè phøc z gäi lµ to¹ vÞ phøc cña ®iÓm M vµ kÝ hiÖu lµ M(z).  

Nh− h×nh bªn, M(z) víi z = x + iy, M1(- z ), M2(-z) vµ M3( z ).  

NÕu z = x ∈ 3 th× ®iÓm M(z) ∈ (Ox), cßn nÕu z = iy th× ®iÓm 

M(z) ∈ (Oy). Do vËy mÆt ph¼ng (Oxy) cßn gäi lµ mÆt ph¼ng 

phøc, trôc (Ox) lµ trôc thùc vµ trôc (Oy) lµ trôc ¶o. Sau nµy 

chóng ta sÏ ®ång nhÊt mçi sè phøc víi mét vect¬ hay mét ®iÓm 

trong mÆt ph¼ng vµ ng−îc l¹i.  

 

§Þnh lý  Cho c¸c vect¬ u(a), v(b) ∈ V, sè thùc λ ∈ 3 vµ ®iÓm M(z) ∈ P 

1. | u | = | a |   ∠(i, u) = arg(a)   Φ(λa + b) = λu + v 

2. | OM  | = | z |  ∠(i, OM ) = arg(z) 

Chøng minh 

0 

M M1 

M2 M3 
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Suy ra tõ c¸c c«ng thøc (1.4.1) vµ (1.4.2)        � 

 

HÖ qu¶ 1  Trong mÆt ph¼ng cho c¸c ®iÓm A(a), B(b), C(c) vµ D(d) 

1. AB (b - a),  AB = | b - a |,  ∠(i, AB ) = arg(b - a)  

2. ∠( AB , CD ) = ∠(i, CD ) - ∠(i, AB ) = arg
ab

cd

−
−

 

Chøng minh 

Suy ra tõ ®Þnh lý            � 

 

VÝ dô Cho z ∈ ∀ - {-1, 0, 1} vµ A(1), B(-1), M(z), N(
z

1
) vµ P(

2

1
(z + 

z

1
)). Chøng minh 

r»ng ®−êng th¼ng (MN) lµ ph©n gi¸c cña gãc ∠( PA , PB ). 

Ta cã ∠(i, AP ) = arg(
2

1
(z + 

z

1
) - 1) = arg

z2

)1z( 2−
 

∠(i, BP ) = arg(
2

1
(z + 

z

1
) + 1) = arg

z2

)1z( 2+
 

Suy ra 

 ∠(i, AP ) + ∠(i, BP ) = arg
z2

)1z( 2−
z2

)1z( 2+
 = 2arg(z - 

z

1
) = 2∠(i, MN ) 

 

HÖ qu¶ 2  Víi c¸c kÝ hiÖu nh− trªn 

1. Hai ®−êng th¼ng (AB) // (CD)   ⇔  arg
ab

cd

−
−

 = 0 [π]  ⇔ 
ab

cd

−
−

 ∈ 3 

2. Hai ®−êng th¼ng (AB) ⊥ (CD)   ⇔  arg
ab

cd

−
−

 = 
2

π
 [π]  ⇔ 

ab

cd

−
−

 ∈ i3 

3. Ba ®iÓm A, B, C th¼ng hµng   ⇔  arg
ab

ac

−
−

 = 0 [π]  ⇔ 
ab

ac

−
−

 ∈ 3 

Chøng minh 

Suy ra tõ c¸c hÖ thøc hÖ qu¶ 1         � 

 

VÝ dô Trong mÆt ph¼ng t×m ®iÓm A(z) sao cho ba ®iÓm A(z), B(iz) vµ C(i) th¼ng hµng 

KÝ hiÖu z = x + iy, ta cã 

 A, B, C th¼ng hµng ⇔  
iz

iiz

−
−

 = k ∈ 3   ⇔  -y + i(x - 1) = (kx) + ik(y - 1) 

     ⇔  




−=−
=−

)1y(k1x
kxy   ⇔  x = 

1k

k1
2 +
−

, y = 
1k

)1k(k
2 +

−
  víi k ∈ 3 

 

 

• ¸nh x¹  Φ : P → P, M α N gäi lµ mét phÐp biÕn h×nh 

A O 

M 

N 
B 

P 
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PhÐp biÕn h×nh M α N = M + v gäi lµ phÐp tÜnh tiÕn theo vect¬ v  

PhÐp biÕn h×nh M α N = A + k AM  (k > 0) gäi lµ phÐp vi tù t©m A, hÖ sè k  

PhÐp biÕn h×nh M α N sao cho ∠( AM , AN ) = α gäi lµ phÐp quay t©m A, gãc α 

TÝch cña phÐp tÜnh tiÕn, phÐp vi tù vµ phÐp quay gäi lµ phÐp ®ång d¹ng. 

 

§Þnh lý  Cho phÐp biÕn h×nh Φ : M  α  N 

1. PhÐp biÕn h×nh Φ lµ phÐp tÜnh tiÕn   ⇔  z’ = z + b víi b ∈ ∀ 

2. PhÐp biÕn h×nh Φ lµ phÐp vi tù    ⇔  z’ = a + k(z - a) víi k ∈ 3+, a ∈ ∀ 

3. PhÐp biÕn h×nh Φ lµ phÐp quay    ⇔  z’ = a + eiα(z - a) víi α ∈ 3, a ∈ ∀  

4. PhÐp biÕn h×nh Φ lµ phÐp ®ång d¹ng   ⇔  z’ = az + b víi a, b ∈ ∀ 

Chøng minh 

Suy ra tõ ®Þnh nghÜa c¸c phÐp biÕn h×nh vµ to¹ vi phøc.     � 

 

VÝ dô Cho A(a), B(b) vµ C(c). T×m ®iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó ∆ABC lµ tam gi¸c ®Òu 

∆ABC lµ tam gi¸c ®Òu thuËn  ⇔  (a - b) = 3
i

e
π

(c - b) 

⇔  (a - b) = - j2(c - b) ⇔  a + jb + j2c = 0 

T−¬ng tù, ∆ACB lµ tam gi¸c ®Òu nghÞch 

⇔  (a - b) = - j(c - b)   ⇔  a + jc + j2b = 0 

Suy ra ∆ABC lµ tam gi¸c ®Òu  

⇔  (a + jb + j2c)(a + jc + j2b) = 0 ⇔  a2 + b2 + c2 = ab + bc + ca 

 

 

 

 

§5. D~y trÞ phøc 
 

• ¸nh x¹  

ϕ : ∠ → ∀, n α zn = xn + iyn         (1.5.1) 

gäi lµ dAy sè phøc vµ kÝ hiÖu lµ (zn)n∈∠.  

D~y sè thùc (xn)n∈∠ gäi lµ phÇn thùc,  d~y sè thùc (yn)n∈∠ lµ phÇn ¶o, d~y sè thùc d−¬ng  

(| zn |)n∈∠ lµ module, d~y sè phøc ( nz )n∈∠ lµ liªn hîp phøc  cña d~y sè phøc. 

D~y sè phøc (zn)n∈∠ gäi lµ dÇn ®Õn giíi h¹n  a vµ kÝ hiÖu lµ 
+∞→n

lim zn = a  nÕu 

 ∀ ε > 0, ∃ N ∈ ∠ :  ∀ n > N ⇒  | zn - a  | < ε 

D~y sè phøc (zn)n∈∠ gäi lµ dÇn ra v« h¹n  vµ kÝ hiÖu lµ 
+∞→n

lim zn = ∞  nÕu 

 ∀ M > 0, ∃ N ∈ ∠ : ∀ n > N ⇒  | zn | > M 

D~y cã giíi h¹n module h÷u h¹n gäi lµ dAy héi tô. D~y kh«ng héi tô gäi lµ dAy ph©n kú.  

 

A

B C 
+

3
π  
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§Þnh lý  Cho d~y sè phøc (zn = xn + iyn)n∈∠ vµ a = α + iβ ∈ ∀ 

+∞→n
lim zn = a  ⇔  

+∞→n
lim xn = α  vµ  

+∞→n
lim yn = β     (1.5.2) 

Chøng minh 

Gi¶ sö    

+∞→n
lim zn = a ⇔  ∀ ε > 0, ∃ N ∈ ∠ : ∀ n > N  ⇒  | zn - a |  < ε 

  ⇒  ∀ n > N  ⇒  | xn - α | < ε vµ | yn - β | < ε 

Suy ra   
+∞→n

lim xn = α  vµ 
+∞→n

lim yn = β 

Ng−îc l¹i 

+∞→n
lim xn = α  vµ 

+∞→n
lim yn = β 

⇔  ∀ ε > 0, ∃ N ∈ ∠ :  ∀ n > N  ⇒  | xn - α | < ε/2  vµ  | yn - β | < ε/2 

⇒  ∀ n > N ⇒  | zn - a | < ε 

Suy ra    
+∞→n

lim zn = a           � 

 

HÖ qu¶ 

1. 
+∞→n

lim zn = a  ⇔  
+∞→n

lim nz  = a  ⇒ 
+∞→n

lim | zn | = | a  | 

2.  
+∞→n

lim (λzn + z’n) = λ
+∞→n

lim zn + 
+∞→n

lim z’n 

  
+∞→n

lim (zn z’n) = 
+∞→n

lim zn +∞→n
lim z’n  vµ 

+∞→n
lim (zn / z’n) = 

+∞→n
lim zn / +∞→n

lim z’n 

3. C¸c tÝnh chÊt kh¸c t−¬ng tù giíi h¹n d~y sè thùc 

 

• Cho d~y sè phøc (zn = xn + iyn)n∈∠ . Tæng v« h¹n 

 ∑
+∞

=0n
nz = z0 + z1 + .... +  zn + ...        (1.5.3) 

gäi lµ chuçi sè phøc. 

Chuçi sè thùc ∑
+∞

=0n
nx gäi lµ phÇn thùc, chuçi sè thùc ∑

+∞

=0n
ny lµ phÇn ¶o, chuçi sè thùc 

d−¬ng ∑
+∞

=0n
n |z|  lµ module, chuçi sè phøc ∑

+∞

=0n
nz lµ liªn hîp phøc cña chuçi sè phøc. 

KÝ hiÖu  Sn = ∑
=

n

0k
kz gäi lµ tæng riªng thø n  cña chuçi sè phøc. NÕu d~y tæng riªng Sn dÇn 

®Õn giíi h¹n S cã module h÷u h¹n th× chuçi sè phøc gäi lµ héi tô ®Õn tæng S vµ kÝ hiÖu lµ  

∑
+∞

=0n
nz = S. Chuçi kh«ng héi tô gäi lµ chuçi ph©n kú. 

 

VÝ dô XÐt chuçi sè phøc ∑
+∞

=0n

nz = 1 + z + ... + zn + ...  ( | z | < 1) 
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Ta cã  Sn = 1 + z + ... + zn = 
1z

1z 1n

−
−+

 → ∞+  
z1

1

−
 

VËy chuçi ®~ cho héi tô. 

 

Tõ ®Þnh nghÜa chuçi sè phøc vµ c¸c tÝnh chÊt cña d~y sè phøc, cña chuçi sè thùc suy ra 

c¸c kÕt qu¶ sau ®©y. 

 

§Þnh lý  Cho chuçi sè phøc ( )∑
+∞

=

+=
0n

nnn iyxz  vµ S  = α + iβ ∈ ∀ 

∑
+∞

=0n
nz = S   ⇔   ∑

+∞

=0n
nx = α  vµ  ∑

+∞

=0n
ny = β      (1.5.4) 

Chøng minh 

Suy ra tõ c¸c ®Þnh nghÜa vµ c«ng thøc (1.5.2)       � 

 

HÖ qu¶  

1. ∑
+∞

=0n
n |z|  = | S  |  ⇒  ∑

+∞

=0n
nz = S   ⇔   ∑

+∞

=0n
nz = S  

2. C¸c tÝnh chÊt kh¸c t−¬ng tù chuçi sè thùc 

 

• Chuçi sè phøc ∑
+∞

=0n
nz gäi lµ héi tô tuyÖt ®èi  nÕu chuçi module ∑

+∞

=0n
n |z|  héi tô. Râ rµng 

chuçi héi tô tuyÖt ®èi lµ chuçi héi tô. Tuy nhiªn ®iÒu ng−îc l¹i nãi chung lµ kh«ng 

®óng. Ngoµi ra, cã thÓ chøng minh r»ng chØ khi chuçi sè phøc héi tô tuyÖt ®èi th× tæng 

v« h¹n (1.5.3) míi cã c¸c tÝnh chÊt giao ho¸n, kÕt hîp, ... t−¬ng tù nh− tæng h÷u h¹n. 

 

 

 

 

§6. Hµm trÞ phøc 
 

• Cho kho¶ng I ⊂ 3, ¸nh x¹ 

f : I → ∀, t  α f(t) = u(t) + iv(t)       (1.6.1) 

gäi lµ hµm trÞ phøc.  

Hµm u(t) = Ref(t) gäi lµ phÇn thùc, hµm v(t) = Imf(t) lµ phÇn ¶o, hµm | f(t) | lµ module, 

hµm )t(f  lµ liªn hîp phøc  cña hµm trÞ phøc.  

Trªn tËp f(I, ∀) c¸c hµm trÞ phøc x¸c ®Þnh trªn kho¶ng I, chóng ta ®Þnh nghÜa c¸c phÐp 

to¸n ®¹i sè t−¬ng tù nh− trªn tËp f(I, 3) c¸c hµm trÞ thùc x¸c ®Þnh trªn kho¶ngI.  

Hµm trÞ phøc f(t) gäi lµ bÞ chÆn nÕu hµm module | f(t) | bÞ  chÆn. 

Cho hµm f : I  → ∀  vµ α ∈ I . Hµm f gäi lµ dÇn ®Õn giíi h¹n L khi t dÇn ®Õn α vµ kÝ 
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hiÖu lµ 
α→t

lim f(t) = l  nÕu 

 ∀ε > 0, ∃ δ > 0 : ∀ t ∈ I, 0 < | t - α | < δ ⇒  | f(t) - L | < ε 

Hµm f gäi lµ dÇn ra v« h¹n  khi t dÇn ®Õn α vµ kÝ hiÖu lµ 
α→t

lim f(t) = ∞  nÕu 

 ∀ M > 0, ∃ δ > 0  : ∀ t ∈ I, 0 < | t - α | < δ ⇒  | f(t) | > M 

C¸c tr−êng hîp kh¸c ®Þnh nghÜa t−¬ng tù.  

 

§Þnh lý  Cho hµm f : I → ∀, t α f(t) = u(t) + iv(t), α ∈ I  vµ L = l + ik ∈ ∀  

α→t
lim f(t) = L  ⇔  

α→t
lim u(t) = l  vµ  

α→t
lim v(t) = k     (1.6.2) 

Chøng minh 

LËp luËn t−¬ng tù nh− chøng minh c«ng thøc (1.5.2)      � 

 

HÖ qu¶  

1. 
α→t

lim f(t) = L   ⇔   
α→t

lim )t(f  = L   ⇒  
α→t

lim | f(t) | = | L  | 

2. 
α→t

lim [λf(t) + g(t)] = λ
α→t

lim f(t) + 
α→t

lim g(t) 

α→t
lim [f(t)g(t)] = 

α→t
lim f(t)

α→t
lim g(t), 

α→t
lim [f(t) / g(t)] = 

α→t
lim f(t) / 

α→t
lim g(t) 

3. C¸c tÝnh chÊt kh¸c t−¬ng tù giíi h¹n hµm trÞ thùc 

 

• Tõ c¸c kÕt qu¶ trªn thÊy r»ng, c¸c tÝnh chÊt cña hµm trÞ thùc ®−îc më réng tù nhiªn 

th«ng qua phÇn thùc, phÇn ¶o cho hµm trÞ phøc.  

Hµm f(t) = u(t) + iv(t) gäi lµ kh¶ tÝch (liªn tôc, cã ®¹o hµm, thuéc líp Ck, ...) nÕu c¸c 

hµm u(t) vµ v(t) lµ kh¶ tÝch (liªn tôc, cã ®¹o hµm, thuéc líp Ck, ... )  vµ ta cã 

 ∫
I

dt)t(f  = ∫
I

dt)t(u  + i ∫
I

dt)t(v  

 f(k)(t) = u(k)(t) + iv(k)(t) , ...         (1.6.3) 

 

Hµm f(t) gäi lµ kh¶ tÝch tuyÖt ®èi nÕu hµm module | f(t) | kh¶ tÝch. Trªn tËp sè phøc 

kh«ng ®Þnh nghÜa quan hÖ thø tù vµ do vËy c¸c tÝnh chÊt liªn quan ®Õn thø tù cña f(t) 

®−îc chuyÓn qua cho module | f(t) |. 
 

VÝ dô Cho hµm trÞ phøc f(t) = cost + isint  cã phÇn thùc x(t) = cost  phÇn ¶o y(t) = sint lµ 

hµm thuéc líp C∞
  suy ra hµm f(t) thuéc líp C∞ 

 f’(t) = - sint + icost, f”(t) = - cost - isint, ... 

 ∫
π

+
2/

0

dt)tsinit(cos  = ∫
π 2/

0

tdtcos  + i ∫
π 2/

0

tdtsin  = 1 + i 

 

• ¸nh x¹   

γ : [α, β] → ∀, t α γ(t)         (1.6.4) 
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gäi lµ mét tham sè cung. TËp ®iÓm  Γ = γ([α, β]) gäi lµ quÜ ®¹o cña tham sè cung γ hay 

cßn gäi lµ mét ®−êng cong ph¼ng. Ph−¬ng tr×nh 

 γ(t) = x(t) + iy(t), t ∈ [α, β] 

gäi lµ ph−¬ng tr×nh tham sè cña ®−êng cong ph¼ng Γ. 

Tham sè cung γ gäi lµ kÝn nÕu ®iÓm ®Çu vµ ®iÓm cuèi trïng nhau. Tøc lµ  γ(α) = γ(β)  

Tham sè cung γ gäi lµ ®¬n nÕu ¸nh x¹ γ : (α, β) → ∀ lµ mét ®¬n ¸nh. 

Tham sè cung γ gäi lµ liªn tôc (tr¬n tõng khóc, thuéc líp Ck, ...)  nÕu hµm γ (t) lµ liªn tôc 

(cã ®¹o hµm liªn tôc tõng khóc, thuéc líp Ck, ...) trªn [α, β]. Sau nµy chóng ta chØ xÐt 

c¸c tham sè cung tõ liªn tôc trë lªn. 

 

• ¸nh x¹  

ϕ : [α, β] → [α1, β1], t α s = ϕ(t)       (1.6.5) 

cã ®¹o hµm liªn tôc vµ kh¸c kh«ng gäi lµ mét phÐp ®æi tham sè. NÕu víi mäi t ∈ (α, β)  

®¹o hµm ϕ’(t) > 0 th× phÐp ®æi tham sè gäi lµ b¶o toµn h−íng, tr¸i l¹i gäi lµ ®æi h−íng.  

Hai tham sè cung γ : [α, β] → ∀ vµ γ1 : [α1, β1] → ∀ gäi lµ t−¬ng ®−¬ng nÕu cã phÐp ®æi 

tham sè ϕ : [α, β] → [α1, β1] sao cho 

 ∀ t ∈ [α, β], γ(t) = γ1oϕ(t) 

NÕu ϕ b¶o toµn h−íng th× γ vµ γ1 gäi lµ cïng h−íng, tr¸i l¹i gäi lµ ng−îc h−íng.  

Cã thÓ thÊy r»ng qua hÖ cïng h−íng lµ mét quan hÖ t−¬ng ®−¬ng theo nghÜa tæng qu¸t. 

Nã ph©n chia tËp c¸c tham sè cung cã cïng quÜ ®¹o Γ thµnh hai líp t−¬ng ®−¬ng. Mét 

líp cïng h−íng víi γ cßn líp kia ng−îc h−íng víi γ.  §−êng cong ph¼ng Γ = γ([α, β]) 

cïng víi líp c¸c tham sè cung cïng h−íng gäi lµ mét ®−êng cong ®Þnh h−íng. Còng cÇn 

l−u ý r»ng cïng mét tËp ®iÓm Γ cã thÓ lµ quÜ ®¹o cña nhiÒu ®−êng cong ®Þnh h−íng kh¸c 

nhau. Sau nµy khi nãi ®Õn ®−êng cong chóng ta hiÓu ®ã lµ ®−êng cong ®Þnh h−íng. 

 

VÝ dô Tham sè cung x(t) = Rcost, y(t) = Rsint, t ∈ [0, 2π] lµ ®¬n, tr¬n, kÝn vµ cã quÜ ®¹o 

lµ ®−êng trßn t©m t¹i gèc to¹ ®é, b¸n kÝnh R vµ ®Þnh h−íng ng−îc chiÒu kim ®ång hå. 

 

• §−êng cong Γ gäi lµ ®¬n (kÝn, liªn tôc, tr¬n tõng khóc, líp Ck, ... ) nÕu tham sè cung γ 

lµ ®¬n (kÝn, liªn tôc, tr¬n tõng khóc, líp Ck, ...). §−êng cong Γ gäi lµ ®o ®−îc nÕu tham 

sè cung γ cã ®¹o hµm kh¶ tÝch tuyÖt ®èi trªn [α, β]. Khi ®ã kÝ hiÖu 

 s(Γ) = ∫
β

α

′+′ dt)t(y)t(x 22          (1.6.6) 

vµ gäi lµ ®é dµi cña ®−êng cong Γ. Cã thÓ chøng minh r»ng ®−êng cong ®¬n, tr¬n tõng 

khóc lµ ®o ®−îc. 

 

§7. TËp con cña tËp sè phøc 
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• Cho a ∈ ∀ vµ ε > 0. H×nh trßn B(a, ε) = {z ∈ ∀ : | z - a | < ε } gäi 

lµ ε - l©n cËn cña ®iÓm a. Cho tËp D ⊂ ∀, ®iÓm a gäi lµ ®iÓm trong 

cña tËp D nÕu ∃ ε > 0 sao cho B(a, ε) ⊂ D. §iÓm b gäi lµ ®iÓm biªn 

cña tËp D nÕu ∀ ε > 0, B(b, ε) ∩ D ≠ ∅ vµ B(b, ε) ∩ (∀ - D) ≠ ∅.  

KÝ hiÖu  D0 lµ tËp hîp c¸c ®iÓm trong, ∂D lµ tËp hîp c¸c ®iÓm biªn 

vµ D  = D ∪ ∂D lµ bao ®ãng cña tËp D. Râ rµng ta cã 

 D0 ⊂ D ⊂ D           (1.7.1) 

TËp D gäi lµ tËp më nÕu D = D0, tËp D gäi lµ tËp ®ãng nÕu D = D . TËp A ⊂ D gäi lµ më 

(®ãng) trong tËp D nÕu tËp A ∩ D lµ tËp më (®ãng). 

 

VÝ dô  H×nh trßn më B(a, ε) = { z ∈ ∀ : | z - a | < ε } lµ tËp më.   

 H×nh trßn ®ãng B (a, ε) =  { z ∈ ∀ : | z - a | ≤ ε } lµ tËp ®ãng 

 TËp D = { z = x + iy ∈ ∀ :  x > 0, y ≥ 0 } lµ tËp kh«ng ®ãng vµ còng kh«ng më. 

 

§Þnh lý  TËp më, tËp ®ãng cã c¸c tÝnh chÊt sau ®©y. 

1. TËp ∅ vµ ∀ lµ tËp më 

2. TËp D lµ tËp më khi vµ chØ khi  ∀ a ∈ D, ∃ B(a, ε)  ⊂ D 

3. NÕu c¸c tËp D vµ E lµ tËp më th× c¸c tËp D ∩ E vµ D ∪ E còng lµ tËp më 

4. TËp D lµ tËp më khi vµ chØ khi tËp ∀ - D lµ tËp ®ãng 

5. TËp D lµ tËp ®ãng khi vµ chØ khi  ∀ (zn)n∈∠ ⊂ D vµ 
+∞→n

lim zn = a th×  a ∈ D 

Chøng minh 

1. - 3. Suy ra tõ ®Þnh nghÜa tËp më 

4. Theo ®Þnh nghÜa ®iÓm biªn  

∂D = ∂(∀ - D) 

Theo ®Þnh nghÜa tËp më, tËp ®ãng 

tËp D më ⇔ ∂D ⊄ D  ⇔ ∂D ⊂ ∀ - D ⇔ tËp ∀ - D ®ãng 

5. Gi¶ sö tËp D lµ tËp ®ãng vµ d~y sè phøc zn héi tô trong D ®Õn ®iÓm a. Khi ®ã 

∀ ε > 0, ∃ zn ∈ B(a, ε)  ⇒ B(a, ε) ∩ D ≠ ∅  ⇒ a ∈ D  = D 

Ng−îc l¹i, víi mäi a ∈ ∂D theo ®Þnh nghÜa ®iÓm biªn 

∀ ε = 1/n, ∃ zn ∈ B(a, ε) ∩ D  ⇒ ∃ zn → a 

Theo gi¶ thiÕt a ∈ D suy ra ∂D ⊂ D.        � 

 

• TËp D gäi lµ giíi néi nÕu ∃ R > 0 sao cho D ⊂ B(O, R). TËp ®ãng vµ giíi néi gäi lµ tËp  

compact. Cho c¸c tËp D, E ⊂ ∀, kÝ hiÖu 

 d(D, E) = Inf{ | a - b | : (a, b) ∈ D × E }      (1.7.2) 

gäi lµ kho¶ng c¸ch gi÷a hai tËp D vµ E. 

§Þnh lý  Cho c¸c tËp D, E ⊂ ∀ 

1. TËp D lµ tËp compact khi vµ chØ khi ∀ (zn)n∈∠ ⊂ D, ∃ d~y con zϕ(n) → a ∈ D 

a 

b 

D
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2. NÕu tËp D lµ tËp compact vµ tËp E ⊂ D lµ ®ãng trong D th× tËp E lµ tËp compact 

3. NÕu c¸c tËp D, E lµ tËp compact vµ D ∩ E = ∅ th× d(D, E) > 0 

4. NÕu tËp D lµ tËp compact vµ ∀ n ∈ ∠, Dn ⊂ D ®ãng, Dn+1 ⊂ Dn th×  Ι
+∞

=0n
nD = a ∈ D 

Chøng minh 

1. Gi¶ sö tËp D lµ tËp compact. Do tËp D bÞ chÆn nªn d~y (zn)n∈∠ lµ d~y cã module bÞ 

chÆn. Suy ra d~y sè thùc (xn)n∈∠ vµ (yn)n∈∠ lµ d~y bÞ chÆn. Theo tÝnh chÊt cña d~y sè thùc 

∃ xϕ(n) → α vµ yϕ(n) → β suy ra zϕ(n) → a = α + iβ. Do tËp D lµ tËp ®ãng nªn a ∈ D. 

Ng−îc l¹i, do mäi d~y zn → a ∈ D nªn tËp D lµ tËp ®ãng. NÕu D kh«ng bÞ chÆn th× cã 

d~y zn → ∞ kh«ng cã d~y con héi tô. V× vËy tËp D lµ tËp ®ãng vµ bÞ chÆn. 

2. - 4. B¹n ®äc tù chøng minh         � 

 

• Cho a, b ∈ ∀, tËp [a, b] = {(1 - t)a + tb : t ∈ [0, 1]} lµ ®o¹n th¼ng nèi hai ®iÓm a vµ b. 

Hîp cña c¸c ®o¹n th¼ng [a0, a1], [a1, a2], ..., [an-1, an] gäi lµ ®−êng gÊp khóc qua n +1 ®Ønh 

vµ kÝ hiÖu lµ < a0, a1, ..., an >. 

TËp D gäi lµ tËp låi nÕu ∀ (a, b) ∈ D2, [a, b] ⊂ D. TËp D gäi lµ tËp liªn th«ng ®−êng nÕu 

∀ (a, b) ∈ D2, cã ®−êng cong Γ nèi ®iÓm a víi ®iÓm b vµ n»m gän trong tËp D. TÊt nhiªn 

tËp låi lµ tËp liªn th«ng ®−êng nh−ng ng−îc l¹i kh«ng ®óng. 

TËp D gäi lµ tËp liªn th«ng nÕu ph©n tÝch D = A ∪ B víi A ∩ B = ∅ vµ c¸c tËp A, B võa 

më vµ võa ®ãng trong D th× hoÆc A = D hoÆc B = D. TËp D më (hoÆc ®ãng) vµ liªn 

th«ng gäi lµ mét miÒn. 

 

§Þnh lý Trong tËp sè phøc c¸c tÝnh chÊt sau ®©y lµ t−¬ng ®−¬ng. 

1. TËp D lµ liªn th«ng 

2. ∀ (a, b) ∈ D2, cã ®−êng gÊp khóc < a0 = a, a1, ..., an = b > ⊂ D  

3. TËp D lµ liªn th«ng ®−êng 

Chøng minh 

1. ⇒ 2. ∀ a ∈ D, ®Æt A = {z ∈ D : ∃ ®−êng gÊp khóc <a, ..., z > ⊂ D}. TËp A võa lµ tËp 

më võa lµ tËp ®ãng trong tËp D vµ A ≠ ∅ nªn A = D 

2. ⇒ 3. Theo ®Þnh nghÜa liªn th«ng ®−êng 

3. ⇒ 1. Gi¶ sö ng−îc l¹i tËp D kh«ng liªn th«ng. Khi ®ã D = A ∪ B víi A ∩ B = ∅ vµ 

c¸c tËp A, B võa më võa ®ãng trong D. Chän (a, b) ∈ A × B, theo gi¶ thiÕt cã ®−êng 

cong (a, b) n»m gän trong D.  

Chia ®«i ®−êng cong (a, b) b»ng ®iÓm c. NÕu c ∈ A xÐt ®−êng cong (a1 = c, b1 = b), cßn 

nÕu c ∈ B xÐt ®−êng cong (a1 = a, b1 = c). TiÕp tôc chia ®«i ®−êng cong chóng ta nhËn 

®−îc d~y th¾t l¹i  an , bn → c ∈ A ∩ B. Tr¸i víi gi¶ thiÕt A ∩ B = ∅.   � 

 

• Cho tËp D ⊂ ∀ bÊt k×. Hai ®iÓm a, b ∈ D gäi lµ liªn th«ng, kÝ hiÖu lµ a ~ b nÕu cã 

®−êng cong nèi a víi b vµ n»m gän trong D. Cã thÓ chøng minh r»ng quan hÖ liªn th«ng 
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lµ mét quan hÖ t−¬ng ®−¬ng theo nghÜa tæng qu¸t. Do ®ã nã chia tËp D thµnh hîp c¸c 

líp t−¬ng ®−¬ng kh«ng rçng vµ rêi nhau. Mçi líp t−¬ng ®−¬ng 

[a] = { b ∈ D :  b ~ a }         (1.7.3) 

gäi lµ mét thµnh phÇn liªn th«ng chøa ®iÓm a. TËp D lµ tËp liªn th«ng khi vµ chØ khi nã 

cã ®óng mét thµnh phÇn liªn th«ng. 

MiÒn D gäi lµ ®¬n liªn nÕu biªn ∂D gåm mét thµnh phÇn liªn th«ng, tr−êng hîp tr¸i l¹i 

gäi lµ miÒn ®a liªn.  

Biªn ∂D gäi lµ ®Þnh h−íng d−¬ng nÕu khi ®i theo h−íng ®ã th× 

miÒn D n»m phÝa bªn tr¸i. Sau nay chóng ta chØ xÐt miÒn ®¬n 

hoÆc ®a liªn cã biªn gåm h÷u h¹n ®−êng cong ®¬n, tr¬n tõng 

khóc vµ ®Þnh h−íng d−¬ng. Nh− vËy nÕu miÒn D lµ miÒn ®¬n 

liªn th× hoÆc lµ D = ∀ hoÆc lµ ∂D+ lµ ®−êng cong kÝn ®Þnh 

h−íng ng−îc chiÒu kim ®ång hå. 

 

• Trong gi¸o tr×nh nµy chóng ta th−êng xÐt mét sè miÒn ®¬n liªn vµ ®a liªn cã biªn ®Þnh 

h−íng d−¬ng nh− sau. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Bµi tËp ch−¬ng 1                          
 

| z | < R 0 < arg z < α 

Re z > 0 a < Re z < b a < Im z < b 

| z | > R 

D

Im z > 0 

r < | z | < R ∀ - [-1, 1] 
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1. ViÕt d¹ng ®¹i sè cña c¸c sè phøc 

a.  (2 - i)(1 + 2i)  b.  
i34

2

−
   c.  

i43

i54

−
+

   d.  (1 + 2i)3  

 

2. Cho c¸c sè phøc a, b ∈ ∀. Chøng minh r»ng 

a.  | a | = | b | = 1 ⇒ ∀ z ∈ ∀, 
ba

)ba(zabz

−
+−+

 ∈ i3 

b.  | a | = | b | = 1 vµ  1 + ab ≠ 0 ⇒  
ab1

ba

+
+

 ∈ 3 

 

3. ViÕt d¹ng l−îng gi¸c cña c¸c sè phøc 

a.  -1 + i 3    b.  ( 3  + i)10   c.  3 i    d.  5 i1 +  

 

4. Gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh 

a.   z2 - (2 + 3i)z - 1 + 3i = 0   b.   z4 - (5 - 14i)z2 - 2(12 + 5i) = 0 

c.   (3z2 + z + 1)2 + (z2 + 2z + 2)2 = 0  d.  z + z  + j(z + 1) + 2 = 0 

e.   
3

iz

iz









−
+

+ 
2

iz

iz









−
+

 + 
iz

iz

−
+

 + 1 = 0 f.   | z | = 
z

1
 = | 1 - z | 

g.   (z + i)n = (z - i)n     h.   1 + 2z + 2z2 + ... + 2zn-1 + zn = 0 

 

5. TÝnh c¸c tæng sau ®©y 

a.   A = 0
nC  + 3

nC  + 6
nC  + ... ,  B = 1

nC  + 4
nC  + 7

nC  + ...,  C = 2
nC  + 5

nC  + 8
nC  + ... 

b.   C = ∑
=

+
n

0k

)kbacos(   vµ  S  = ∑
=

+
n

0k

)kbasin(  

 

6. KÝ hiÖu ω = n

2
i

e
π

 lµ c¨n bËc n thø k cña ®¬n vÞ 

a. TÝnh c¸c tæng  ∑
−

=
ω+

1n

0k

k)1k(   ∑
−

=
ω

1n

0k

kk
nC  

b. Chøng minh r»ng ∀ z ∈ ∀, ∏
−

=

ω−
1n

1k

k )z(  = ∑
−

=

1n

0l

lz  Suy ra   ∏
−

=

π1n

1k n

k
sin  = 

1n2

n
−

 

  

7. Trong mÆt ph¼ng phøc cho t×m ®iÓm M(z) sao cho 

a. C¸c ®iÓm cã to¹ vÞ lµ z, z2 vµ z3 lËp nªn tam gi¸c cã trùc t©m lµ gèc O 

b. C¸c ®iÓm cã to¹ vÞ z, z2 vµ z3 th¼ng hµng 

c. C¸c ®iÓm cã to¹ vÞ z, z2 vµ z3 lËp thµnh tam gi¸c vu«ng  

  

8. Kh¶o s¸t sù héi tô cña d~y sè phøc u0 ∈ ∀, ∀ n ∈ ∠, un+1 = 
n

n

u1

u1

−
+
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9. ∀ (n , zn) ∈ ∠ × ∀* vµ | argzn | ≤ α. Chøng minh r»ng chuçi ∑
≥0n

n |z|  héi tô 

 

10. Cho tam gi¸c ∆ABC. KÝ hiÖu M0 = A, M1 = B, M2 = C vµ ∀ n ∈ ∠, Mn+3 lµ träng t©m 

cña tam gi¸c ∆MnMn+1Mn+2. Chøng tá r»ng d~y ®iÓm (Mn)n∈∠ lµ d~y héi tô vµ t×m giíi 

h¹n cña nã? 

 

11. Cho hµm f : I → ∀ sao cho f(t) ≠ 0. Chøng minh r»ng hµm | f | lµ ®¬n ®iÖu t¨ng khi 

vµ chØ khi  Re(f’/ f) ≥ 0. 

 

12. Cho f : 3+ → ∀ liªn tôc vµ bÞ chÆn. TÝnh giíi h¹n 

a.  
0x

lim
+→ ∫ α

−α
1

x

1 dt
t

)t(f
x  (α ≥ 1)      b.  

+∞→x
lim ∫

+∞

+0
2

dt
t1

)x/t(f
  

 

13. Kh¶o s¸t c¸c ®−êng cong ph¼ng 

a.  z(t) = acost + ibsint     b.  z(t) = acht + ibsht 

c.  z(t) = (t - sint) + i(1 - cost)    d.  z(t) = tlnt + i
t

tln
 

 

14. BiÓu diÔn trªn mÆt ph¼ng c¸c tËp con cña tËp sè phøc   

a.  | z - 3 + 4i | = 2     b.  | z - 1 | + | z + 1 | = 3 

c.  arg(z - i) = 
4

π
      d.  -

3

π
 < argz < 

4

π
 vµ | z | > 2 

e.  0 < Imz  < 1 vµ | z | < 2    f.   | z - 1 | + | z + 1 | > 3 

g.  | z | < 2 vµ Rez > -1     h.  | z - i | > 1 vµ  | z | < 2 
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Ch−¬ng 2 

Hµm biÕn phøc 
 

 

 

§1. Hµm biÕn phøc 
 

• Cho miÒn D ⊂ ∀. ¸nh x¹ f : D → ∀, z α w = f(z) gäi lµ hµm biÕn phøc x¸c ®Þnh trªn 

miÒn D vµ kÝ hiÖu lµ  w = f(z) víi z ∈ D. 

Thay z = x + iy vµo biÓu thøc f(z) vµ thøc hiÖn c¸c phÐp to¸n 

f(x + iy) = u(x, y) + iv(x, y) víi (x, y) ∈ D ⊂ 32   (2.1.1) 

Hµm u(x, y) gäi lµ phÇn thùc, hµm v(x, y) gäi lµ phÇn ¶o, hµm | f(z) | = 22 vu +  gäi lµ 

module, hµm f (z) = u(x, y) - iv(x, y) gäi lµ liªn hîp phøc cña hµm phøc f(z). 

Ng−îc l¹i, víi  x = 
2
1 (z + z ) vµ y = 

2
1 (z - z ), ta cã 

u(x, y) + iv(x, y) = f(z, z ) víi  z, z  ∈ D ⊂ ∀     (2.1.2) 

Nh− vËy hµm phøc mét mÆt xem nh− lµ hµm mét biÕn phøc, mÆt kh¸c ®−îc xem nh− 

hµm hai biÕn thùc. §iÒu nµy lµm cho hµm phøc võa cã c¸c tÝnh chÊt gièng vµ võa cã c¸c 

tÝnh chÊt kh¸c víi hµm hai biÕn thùc. Sau nµy tuú theo tõng tr−êng hîp cô thÓ, chóng ta 

cã thÓ cho hµm phøc ë d¹ng (2.1.1) hoÆc d¹ng (2.1.2)  

 

VÝ dô XÐt  w = z2 . Thay z = x + iy  suy ra  w = (x + iy)2 = (x2 - y2) + i(2xy) = u + iv 

 

• §Ó biÓu diÔn h×nh häc hµm phøc, ta dïng cÆp mÆt ph¼ng (z) = (Oxy) vµ (w) = (Ouv).  

Qua ¸nh x¹ f 

§iÓm   z0 = x0 + iy0  biÕn thµnh ®iÓm   w0 = u0 + iv0 

§−êng cong z(t) = x(t) + iy(t) biÕn thµnh ®−êng cong  w(t) = u(t) + iv(t) 

MiÒn   D   biÕn thµnh miÒn   G 

ChÝnh v× vËy mçi hµm phøc xem nh− lµ mét phÐp biÕn h×nh tõ mÆt ph¼ng (Oxy) vµo mÆt 

ph¼ng (Ouv). NÕu ¸nh x¹ f lµ ®¬n ¸nh th× hµm w = f(z) gäi lµ ®¬n diÖp, tr¸i l¹i gäi lµ ®a 

diÖp. Hµm ®a diÖp biÕn mét mÆt ph¼ng (z) thµnh nhiÒu mÆt ph¼ng (w) trïng lªn nhau. 

NÕu ¸nh x¹ f lµ ®¬n trÞ th× hµm w = f(z) gäi lµ hµm ®¬n trÞ, tr¸i l¹i gäi lµ ®a trÞ. Hµm ®a 

w(t) 

w0 D

(z) 

z0 

z(t) 

(w) 

G 
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trÞ biÕn mét mÆt ph¼ng (z) thµnh nhiÒu tËp con rêi nhau cña mÆt ph¼ng (w). Trong gi¸o 

tr×nh nµy chóng ta chØ xÐt c¸c hµm phøc ®¬n trÞ x¸c ®Þnh trªn miÒn ®¬n diÖp cña nã. 

 

• Trªn tËp F(D, ∀) c¸c hµm phøc x¸c ®Þnh trªn miÒn D, ®Þnh nghÜa c¸c phÐp to¸n ®¹i sè 

t−¬ng tù nh− trªn tËp F(I, ∀) c¸c hµm trÞ phøc x¸c ®Þnh trªn kho¶ng I. 

Cho c¸c hµm f : D → ∀, z α ω = f(z)  vµ g : G → ∀, ω α w = g(ω) sao cho f(D) ⊂ G. 

Hµm  

h : D → ∀, z α w = g[f(z)]         (2.1.3) 

gäi lµ hµm hîp cña hµm f vµ hµm g, kÝ hiÖu lµ  h = gof.  

Cho hµm f : D → ∀, z α w = f(z) vµ G = f(D).  

Hµm  

g : G → ∀, w α z = g(w) sao cho f(z) = w      (2.1.4) 

gäi lµ hµm ng−îc cña hµm f, kÝ hiÖu lµ  g = f-1.  

Hµm ng−îc cña hµm biÕn phøc cã thÓ lµ hµm ®a trÞ. C¸c tÝnh chÊt phÐp to¸n cña hµm 

phøc t−¬ng tù nh− c¸c tÝnh chÊt cña hµm thùc. 

 

VÝ dô Hµm w = z2 lµ hµm ®a diÖp trªn ∀ vµ cã hµm ng−îc z = w lµ hµm ®a trÞ.  

 

 

 

 

§2. Giíi h¹n vµ liªn tôc 
 

• Cho hµm f : D → ∀, a ∈ D  vµ L ∈ ∀. Hµm f gäi lµ dÇn ®Õn giíi h¹n L khi z dÇn ®Õn a 

vµ kÝ hiÖu lµ 
az

lim
→

f(z) = L nÕu 

∀ ε > 0, ∃ δ > 0 : ∀ z ∈ D, | z - a | < δ ⇒  | f(z) - L | < ε 

Hµm f gäi lµ dÇn ®Õn giíi h¹n L khi z dÇn ra v« h¹n  vµ kÝ hiÖu lµ 
∞→z

lim f(z) = L nÕu 

∀ ε > 0, ∃ N > 0 : ∀ z ∈ D, | z | > N ⇒  | f(z) - L | < ε 

Hµm f gäi lµ dÇn ra v« h¹n  khi z dÇn ®Õn a vµ kÝ hiÖu lµ 
az

lim
→

f(z) = ∞ nÕu 

∀ M > 0, ∃ δ > 0 : ∀ z ∈ D, | z - a | < δ ⇒  | f(z) | > M 

 

§Þnh lý  Cho f(z) = u(x, y) + iv(x, y), a = α + iβ  vµ  L = l + ik ∈ ∀ 

az
lim

→
f(z) = L  ⇔ 

),()y,x(
lim

βα→
u(x, y) = l  vµ 

),()y,x(
lim

βα→
v(x, y) = k   (2.2.1) 

Chøng minh 

Gi¶ sö  

az
lim

→
f(z) = L ⇔  ∀ ε > 0, ∃ δ > 0 :  ∀ z ∈ D, | z - a | < δ ⇒ | f(z) - L | < ε 

⇒  ∀ (x, y) ∈ D, | x - α | < δ/2 vµ | y - β | < δ/2 
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⇒  | u(x, y) - l | < ε  vµ | v(x, y) - k | < ε 

Suy ra  
),()y,x(

lim
βα→

u(x, y) = l  vµ 
),()y,x(

lim
βα→

v(x, y) = k 

Ng−îc l¹i 

 
),()y,x(

lim
βα→

u(x, y) = l  vµ 
),()y,x(

lim
βα→

v(x, y) = k 

⇔ ∀ ε > 0, ∃ δ > 0 :  ∀ (x, y) ∈ D, | x - α | < δ vµ | y - β | < δ 

     ⇒  | u(x, y) - l | < ε/2  vµ | v(x, y) - k | < ε/2 

⇒ ∀ z ∈ D, | z - a | < δ ⇒  | f(z) - L | < ε 

Suy ra  
az

lim
→

f(z) = L           � 

 

HÖ qu¶ 

1.  
az

lim
→

f(z) = L ⇔  )z(flim
az→

 = L   ⇒  
az

lim
→

| f(z) | = | L | 

2.  
az

lim
→

[λf(z) + g(z)] = λ
az

lim
→

f(z) + 
az

lim
→

g(z) 

az
lim

→
[f(z)g(z)] = 

az
lim

→
f(z)

az
lim

→
g(z),  

az
lim

→
[f(z)/ g(z)] = 

az
lim

→
f(z)/ 

az
lim

→
g(z) 

3. C¸c tÝnh chÊt kh¸c t−¬ng tù giíi h¹n hµm biÕn thùc 

 

• Hµm f gäi lµ liªn tôc t¹i ®iÓm a ∈ D nÕu 
az

lim
→

f(z) = f(a). Hµm f gäi lµ liªn tôc trªn miÒn 

D nÕu nã liªn tôc t¹i mäi ®iÓm z ∈ D.  

Hµm f gäi lµ liªn tôc ®Òu trªn miÒn D nÕu 

∀ ε > 0, ∃ δ > 0 :  ∀ z, z’ ∈ D, | z - z’ | < δ ⇒ | f(z) - f(z’)| < ε 

Râ rµng hµm f liªn tôc ®Òu trªn miÒn D th× nã liªn tôc trªn miÒn D. Tuy nhiªn ®iÒu 

ng−îc l¹i nãi chung lµ kh«ng ®óng. 

 

§Þnh lý  Cho hµm f liªn tôc trªn miÒn D compact. 

1. Hµm | f(z) |  bÞ chÆn trªn miÒn D vµ ∃ z1 , z2 ∈ D sao cho 

∀ z ∈ D, | f(z1) | ≤ | f(z) | ≤ | f(z2) | 
2. TËp f(D) lµ miÒn compact 

3. Hµm f liªn tôc ®Òu trªn miÒn D 

4. C¸c tÝnh chÊt kh¸c t−¬ng tù hµm biÕn thùc liªn tôc 

Chøng minh 

1. Do hµm trÞ thùc | f(z) | = )y,x(v)y,x(u 22 +  liªn tôc trªn miÒn compact nªn bÞ chÆn 

vµ ®¹t trÞ lín nhÊt, trÞ bÐ nhÊt trªn miÒn ®ã. 

2. Theo chøng minh trªn tËp f(D) lµ tËp giíi néi.  

XÐt d~y wn = f(zn) → ∞+  w0. Do miÒn D compact nªn cã d~y con zϕ(n) → ∞+  z0 ∈ D. 

Do hµm f liªn tôc nªn f(zϕ(n)) → ∞+  w0 = f(z0) ∈ f(D). Suy ra tËp f(D) lµ tËp ®ãng. 

XÐt cÆp hai ®iÓm w1 = f(z1), w2 = f(z2) ∈ f(D) tuú ý. Do tËp D liªn th«ng nªn cã tham sè 
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cung γ(t) nèi z1 víi z2 vµ n»m gän trong D. Khi ®ã tham sè cung foγ(t) nèi w1 víi w2 vµ 

n»m gän trong f(D). Suy ra tËp f(D) lµ tËp liªn th«ng ®−êng.  

3. Gi¶ sö ng−îc l¹i, hµm f kh«ng liªn tôc ®Òu trªn tËp D.  Khi ®ã  

∃ ε > 0, ∀ δ = 1/ n, ∃  zn , zn’ ∈ D :  | zn - zn’ | < 1/ n vµ  | f(zn) - f(zn’) | ≥ ε 

Do miÒn D compact nªn cã c¸c d~y con zϕ(n) → ∞+  a vµ zψ(n)’ → ∞+  b.  

Theo gi¶ thiÕt trªn 

 ∃ N1 > 0 : ∀ n > N1, | a - b | < | a - zϕ(n) | + | zϕ(n) - zψ(n)’ | + | zψ(n)’ - b | < 1/ n 

Suy ra a = b. Do hµm f liªn tôc nªn  

∃ N2 ∈ ∠ : ∀ n > N2,  | f(zϕ(n)) - f(zψ(n)’) | < ε 

Tr¸i víi gi¶ thiÕt ph¶n chøng.          � 

 

 

 

 

§3. §¹o hµm phøc 
 

• Cho hµm f : D → ∀, z α f(z) = u(x, y) + iv(x, y). Hµm f gäi lµ R - kh¶ vi nÕu phÇn thùc 

u = Ref vµ phÇn ¶o v = Imf  lµ c¸c hµm kh¶ vi. Khi ®ã ®¹i l−îng  

df = du + idv          (2.3.1) 

gäi lµ vi ph©n cña hµm phøc f.  

KÝ hiÖu  dz = dx + idy vµ d z = dx - idy.  BiÕn ®æi 

 df = (
x

u

∂
∂

 + i
x

v

∂
∂

)dx + (
y

u

∂
∂

 + i
y

v

∂
∂

)dy  = 
x

f

∂
∂

dx + i
y

f

∂
∂

dy 

     = 
2

1
(

x

f

∂
∂

 - i
y

f

∂
∂

)dz + 
2

1
(

x

f

∂
∂

 + i
y

f

∂
∂

)d z  = 
z

f

∂
∂

dz + 
z

f

∂
∂

d z   (2.3.2) 

Hµm f gäi lµ C - kh¶ vi nÕu nã lµ R - kh¶ vi vµ cã c¸c ®¹o hµm riªng tho¶ m~n ®iÒu kiÖn 

Cauchy - Riemann sau ®©y 

z

f

∂
∂

 = 0  ⇔  
x

u

∂
∂

 = 
y

v

∂
∂

  vµ  
y

u

∂
∂

 = - 
x

v

∂
∂

      (C - R) 

 

VÝ dô Cho w = z  = x - iy 

Ta cã  u = x vµ v = -y  lµ c¸c hµm kh¶ vi nªn hµm w lµ R - kh¶ vi 

Tuy nhiªn xu′  = 1 ≠ yv ′  = -1 nªn hµm w kh«ng ph¶i lµ C - kh¶ vi 

 

• Cho hµm f : D → ∀, a ∈ D vµ kÝ hiÖu  ∆z = z - a,  ∆f = f(z) - f(a). Giíi h¹n 

z

f
lim

0z ∆
∆

→∆
 = f’(a)          (2.3.3) 

gäi lµ ®¹o hµm cña hµm f t¹i ®iÓm a. 
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Gi¶ sö hµm f lµ R - kh¶ vi vµ ∆z = | ∆z |eiϕ , ∆ z = | ∆ z |e-iϕ. Theo c«ng thøc (2.3.2) 

 ∆f = 
z

f

∂
∂ ∆z + 

z

f

∂
∂ ∆ z  + o(∆z)  

Chia hai vÕ cho ∆z 

 
z

f

∆
∆

 = 
z

f

∂
∂

 + 
z

f

∂
∂

e-2iϕ + γ(∆z)  víi  γ(∆z) → 0     (2.3.4) 

Suy ra ®iÒu kiÖn cÇn vµ ®ñ ®Ó giíi h¹n (2.3.3) tån t¹i kh«ng phô thuéc vµo ∆z lµ 

z

f

∂
∂

 = 0 

Tøc lµ hµm f lµ C - kh¶ vi. Tõ ®ã suy ra ®Þnh lý sau ®©y. 

 

§Þnh lý  Hµm phøc f cã ®¹o hµm khi vµ chØ khi nã lµ C - kh¶ vi. 

 

HÖ qu¶  NÕu hµm f lµ C - kh¶ vi th× 

 f’(z) =  
x

u

∂
∂

 + i 
x

v

∂
∂

 =  
x

u

∂
∂

 - i
y

u

∂
∂

  =  
y

v

∂
∂

 - i
y

u

∂
∂

  =  
y

v

∂
∂

 + i
x

v

∂
∂

  (2.3.5) 

Chøng minh 

Gi¶ sö hµm f lµ C - kh¶ vi. ChuyÓn qua giíi h¹n c«ng thøc (2.3.4) 

 f’(z) = 
z

f

∂
∂

 

KÕt hîp víi c«ng thøc (2.3.2) vµ ®iÒu kiÖn (C - R) nhËn ®−îc c«ng thøc trªn.  � 

 

NhËn xÐt  

1. NÕu c¸c hµm u vµ v thuéc líp C1 th× hµm f lµ R - kh¶ vi vµ nÕu c¸c ®¹o hµm riªng tho¶ 

m~n thªm ®iÒu kiÖn Cauchy - Riemann th× nã lµ C - kh¶ vi. Tuy nhiªn ®iÒu ng−îc l¹i nãi 

chung lµ kh«ng ®óng.  

2. Tõ c«ng thøc (2.3.5) suy ra c¸c qui t¾c tÝnh ®¹o hµm phøc t−¬ng tù nh− c¸c qui t¾c 

tÝnh ®¹o hµm thùc. 

 

VÝ dô Cho w = z2  = (x2 - y2) + i(2xy)  

Ta cã  u = x2 - y2 vµ v = 2xy lµ c¸c hµm kh¶ vi vµ tho¶ m~n ®iÒu kiÖn (C - R) 

xu′  = 2x = yv ′  vµ  yu′  = - 2y = - xv ′  

Suy ra hµm w lµ C - kh¶ vi vµ theo c«ng thøc (2.3.5) 

w’ = xu′  + i xv ′  = 2x + i2y = 2z 
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§4. Hµm gi¶i tÝch 
 

• Cho hµm f : D → ∀ vµ a ∈ D0. Hµm f gäi lµ gi¶i tÝch (chØnh h×nh) t¹i ®iÓm a nÕu cã sè 

d−¬ng R sao cho hµm f cã ®¹o hµm trong h×nh trßn B(a, R). Hµm f gäi lµ gi¶i tÝch trong 

miÒn më D nÕu nã gi¶i tÝch t¹i mäi ®iÓm trong miÒn D. Tr−êng hîp D kh«ng ph¶i miÒn 

më, hµm f gäi lµ gi¶i tÝch trong miÒn D nÕu nã gi¶i tÝch trong miÒn më G vµ D ⊂ G. KÝ 

hiÖu H(D, ∀) lµ tËp c¸c hµm gi¶i tÝch trªn miÒn D.  

 

§Þnh lý  Hµm phøc gi¶i tÝch cã c¸c tÝnh chÊt sau ®©y. 

1. Cho c¸c hµm f, g ∈ H(D, ∀) vµ λ ∈ ∀. Khi ®ã λf + g, fg, f / g (g ≠ 0) ∈ H(D, ∀) 

[λf(z) + g(z)]’ = λf’(z) + g’(z) 

[f(z)g(z)]’ = f’(z)g(z) + f(z)g’(z) 

)z(g

)z(g)z(f)z(g)z(f

)z(g
)z(f

2

′−′
=

′









       (2.4.1) 

2. Cho f ∈ H(D, ∀), g ∈ H(G, ∀) vµ f(D) ⊂ G. Khi ®ã hµm hîp gof ∈ H(D, ∀) 

(gof)’(z) = g’(ω)f’(z) víi ω = f(z)       (2.4.2) 

3. Cho f ∈ H(D, ∀)  vµ  f’(z) ≠ 0. Khi ®ã hµm ng−îc g ∈ H(G, ∀) víi G = f(D) 

g’(w) = 
)z(f

1

′
  víi w  = f(z)         (2.4.3) 

Chøng minh 

1. - 2. LËp luËn t−¬ng tù nh− chøng minh tÝnh chÊt cña ®¹o hµm thùc 

3. Gi¶ sö f(z) = u(x, y) + iv(x, y). 

Tõ gi¶ thiÕt suy ra c¸c hµm u, v lµ kh¶ vi vµ tho¶ m~n ®iÒu kiÖn (C - R). KÕt hîp víi 

c«ng thøc (2.3.5) ta cã 

 J(x, y) = 
yx

yx

vv

uu

′′
′′

 = 2
x )u( ′  + 2

x )v( ′  = | f’(z) |2 ≠ 0 

Suy ra ¸nh x¹  f : (x, y) → (u, v) lµ mét vi ph«i (song ¸nh vµ kh¶ vi ®Þa ph−¬ng). Do ®ã 

nã cã ¸nh x¹ ng−îc g : (u, v) → (x, y) còng lµ mét vi ph«i. Tõ ®ã suy ra 

∆w = ∆f → 0 ⇔  ∆z = ∆g → 0  vµ 
0w

lim
→∆ w

g

∆
∆

 =  
0z

lim
→∆

(
z

f

∆
∆

)-1 = (f’(z))-1  � 

 

• Gi¶ sö hµm w = f(z) gi¶i tÝch t¹i ®iÓm a vµ cã ®¹o hµm f’(a) ≠ 0.  

Gäi L : z = z(t) lµ ®−êng cong tr¬n ®i qua ®iÓm a vµ Γ : w = f[z(t)] = w(t) lµ ¶nh cña nã 

qua ¸nh x¹ f. Khi ®ã dz(t) lµ vi ph©n cung trªn ®−êng cong L vµ dw(t) lµ vi ph©n cung 

trªn ®−êng cong Γ. Theo c«ng thøc ®¹o hµm hµm hîp trong l©n cËn ®iÓm a, ta cã 

 dw = f’(a)z’(t)dt = f’(a)dz 

Suy ra  

| dw | = | f’(a) || dz |  vµ arg(dw) = arg(dz) + argf’(a) [2π]   (2.4.4) 
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Nh− vËy | f’(a) | lµ hÖ sè co vµ argf’(a) lµ gãc quay cña ®−êng cong L bÊt kú trong l©n 

cËn ®iÓm a. Suy ra trong l©n cËn cña ®iÓm a phÐp biÕn h×nh w = f(z) lµ phÐp ®ång d¹ng. 

• PhÐp biÕn h×nh b¶o toµn gãc gi÷a hai ®−êng cong gäi lµ phÐp biÕn h×nh b¶o gi¸c. Theo 

kÕt qu¶ trªn th× hµm gi¶i tÝch vµ cã ®¹o hµm kh¸c kh«ng lµ mét phÐp biÕn h×nh b¶o gi¸c.  

Ng−îc l¹i gi¶ sö ¸nh x¹ f lµ R - kh¶ vi vµ b¶o gi¸c t¹i ®iÓm a. Qua ¸nh x¹ f c¬ së chÝnh 

t¾c (
x∂
∂

, 
y∂

∂
) biÕn thµnh cÆp vect¬ tiÕp xóc (

x

f

∂
∂

, 
y

f

∂
∂

).  

Do tÝnh b¶o gi¸c 

 ∠(
x

f

∂
∂

, 
y

f

∂
∂

) = ∠(
x∂
∂

, 
y∂

∂
) = 

2

π
 

Suy ra 

 
y

f

∂
∂

 = 
y

u

∂
∂

 + i
y

v

∂
∂

  = 
x

f
e 2

i

∂
∂π

  = i(
x

u

∂
∂

 + i
x

v

∂
∂

)  ⇔  
z

f

∂
∂

 = 0 

§iÒu nµy cã nghÜa lµ hµm R - kh¶ vi vµ biÕn h×nh b¶o gi¸c lµ hµm C - kh¶ vi. Chóng ta 

sÏ quay l¹i vÊn ®Ò biÕn h×nh b¶o gi¸c ë cuèi ch−¬ng nµy. 

 

 

 

 

§5. Hµm luü thõa 
 

Hµm luü thõa phøc  

• Hµm luü thõa phøc 

 w = zn,  z ∈ ∀          (2.5.1) 

lµ hµm gi¶i tÝch trªn toµn tËp sè phøc, cã ®¹o hµm 

w’(z) = nzn-1           (2.5.2) 

vµ cã c¸c tÝnh chÊt t−¬ng tù hµm luü thõa thùc. 

 

• Hµm luü thõa phøc lµ hµm ®a diÖp 

 zn = n
1z  ⇔ | z | = | z1 | vµ  argz = argz1 [ n

2π ]     (2.5.3) 

Suy ra miÒn ®¬n diÖp lµ h×nh qu¹t α < argz < α + 
n

2π .  

a 

z(t) 

dz 

(z) 
argdz 

b 

w(t) 

dw 

(w) 
argdw 
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KÝ hiÖu z = reiϕ  suy ra w = rneinϕ.  

Qua ¸nh x¹ luü thõa phøc 

 Tia    argz = α  biÕn thµnh tia  argw = nα 

 Gãc    0 < argz < 
n

2π  biÕn thµnh gãc  0 < argw < 2π 

Mét mÆt ph¼ng (z)   biÕn thµnh    n - mÆt ph¼ng (w) 

 

Hµm c¨n phøc 

• Hµm c¨n phøc 

 w = n z  ⇔  z = wn         (2.5.4) 

lµ hµm ng−îc cña hµm luü thõa phøc. Do hµm luü thõa phøc lµ n - diÖp nªn hµm c¨n 

phøc lµ hµm n - trÞ. KÝ hiÖu z = reiϕ  vµ  w = ρeiθ , ta cã 

 ρ = n r , θ = 
n

2k
n

π+ϕ
  víi  k = 0...(n-1)      (2.5.5) 

Khi z ch¹y trªn ®−êng cong L kÝn, kh«ng bao gèc to¹ ®é th× w ch¹y ®ång thêi trªn c¸c 

®−êng cong Γk  kÝn, kh«ng bao gèc to¹ ®é. Khi z ch¹y trªn ®−êng cong L kÝn, bao gèc 

to¹ ®é th× w ch¹y ®ång thêi trªn c¸c cung wkwk+1 tõ ®iÓm wk ®Õn ®iÓm wk+1. Khi z ch¹y 

hÕt mét vßng bao gèc to¹ ®é th× w nh¶y tõ nh¸nh ®¬n trÞ nµy sang nh¸nh kh¸c. Do vËy 

®iÓm gèc gäi lµ ®iÓm rÏ nh¸nh cña hµm c¨n phøc vµ ®Ó t¸ch c¸c nh¸nh ®¬n trÞ ng−êi ta 

th−êng c¾t mÆt ph¼ng phøc b»ng mét tia tõ 0 ra ∞. 

 

• MiÒn ®¬n trÞ cña hµm c¨n phøc lµ D = ∀ - (-∞, 0].  Víi  k = 0,  hµm 

 w = n
i

n er
ϕ

           (2.5.6) 

lµ hµm ®¬n diÖp, gi¶i tÝch trªn miÒn D, cã ®¹o hµm  

 w’(z) = 
1

n
1

z
n
1 −

           (2.5.7) 

vµ cã c¸c tÝnh chÊt kh¸c t−¬ng tù hµm c¨n thùc. 

w0 

w2 

z0 

L 

Γ2 

Γ0 w1 

Γ1 

argz=0 

argw=2π 

argz=0 

argz= n
2π  
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§6. Hµm mò 
 

Hµm mò phøc 

• Hµm mò phøc 

 w = ez = ex(cosy + isiny),  z ∈ ∀       (2.6.1) 

cã phÇn thùc u = excosy vµ phÇn ¶o v = exsiny tho¶ ®iÒu kiÖn (C - R) nªn gi¶i tÝch trªn 

toµn tËp sè phøc, cã ®¹o hµm 

w’(z) = ez            (2.6.2) 

Hµm mò phøc tuÇn hoµn chu kú T = 2πi 

ez+i2π  = ez 

vµ cã c¸c tÝnh chÊt kh¸c t−¬ng tù nh− hµm mò thùc. 

 

• Hµm mò phøc lµ hµm ®a diÖp 

1zz ee =  ⇔  Rez = Rez1 vµ Imz = Imz1 [2π]     (2.6.3) 

Suy ra miÒn ®¬n diÖp lµ b¨ng ®øng  α < Imz < α + 2π.  

KÝ hiÖu z = x + iy suy ra  | w | = ex vµ Argw = y + k2π.  

Qua ¸nh x¹ mò phøc 

§−êng th¼ng y = β   biÕn thµnh tia  argw = β 

B¨ng ngang 0 < Imz < 2π biÕn thµnh gãc  0 < argw < 2π 

Mét mÆt ph¼ng (z)   biÕn thµnh   ∞ - mÆt ph¼ng (w) 

 

Hµm logarit phøc 

• Hµm logarit phøc 

w = Ln z  ⇔  z = ew         (2.6.4) 

lµ hµm ng−îc cña hµm mò phøc. Do hµm mò phøc lµ hµm ®a diÖp nªn hµm logarit phøc 

lµ hµm ®a trÞ.  

Gi¶ sö  w = u + iv, ta cã 

eu = | z | vµ v = argz + k2π víi k ∈ 9 

Suy ra 

w = ln| z | + i(argz + k2π) víi k ∈ 9      (2.6.5) 

LËp luËn t−¬ng tù nh− hµm c¨n phøc, ®iÓm gèc lµ ®iÓm rÏ nh¸nh cña hµm logarit vµ ®Ó 

t¸ch nh¸nh ®¬n trÞ cÇn ph¶i c¾t mÆt ph¼ng phøc b»ng mét tia tõ 0 ra ∞. 

 

Imz=0 

Imz=2π 

argw=2π 

argw=0 
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• MiÒn ®¬n trÞ cña hµm logarit phøc lµ D = ∀ - (-∞, 0]. Víi  k = 0, hµm 

w = ln| z | + iargz          (2.6.6) 

lµ hµm ®¬n trÞ, gi¶i tÝch trªn miÒn D, cã ®¹o hµm 

w’(z) = 
z
1            (2.6.7) 

vµ cã c¸c tÝnh chÊt kh¸c t−¬ng tù hµm logarit thùc. 

 

VÝ dô Ln(-1) = ln| -1 | + iarg(-1) = iπ, i

1

i  = 
iln

i

1

e  = 2e
π

 

 

 

 

 

§7. Hµm l−îng gi¸c 
 

Hµm l−îng gi¸c phøc 

• KÝ hiÖu 

cosz = )ee(
2
1 iziz −+  sinz = )ee(

i2
1 iziz −−  tgz = 

zcos
zsin    (2.7.1) 

C¸c hµm biÕn phøc w = cosz, w = sinz vµ w = tgz gäi lµ c¸c hµm l−îng gi¸c phøc. 

Hµm l−îng gi¸c phøc ®¬n trÞ, tuÇn hoµn, gi¶i tÝch, cã ®¹o hµm 

           (cosz)’ = - sinz  (sinz)’ = cosz, ...      (2.7.2) 

vµ cã c¸c tÝnh chÊt kh¸c t−¬ng tù hµm l−îng gi¸c thùc. 

 

Chó ý Víi  z = x ∈ 3, cosz = 
2

1
(eix + e-ix) ≡ cosx. Tuy nhiªn  cos(i)  = 

2

1
(e-1 + e) > 1 

 

Hµm hyperbole phøc 

• KÝ hiÖu 

chz = )ee(
2
1 zz −+  shz = )ee(

2
1 zz −−  thz = 

chz
shz    (2.7.3) 

C¸c hµm biÕn phøc w = chz, w = shz vµ w = thz gäi lµ c¸c hµm hyperbole phøc. 

Hµm hyperbole phøc ®¬n trÞ, tuÇn hoµn, gi¶i tÝch, cã ®¹o hµm 

 (chz)’ = shz  (shz)’ = chz, ...      (2.7.4) 

vµ cã c¸c tÝnh chÊt kh¸c t−¬ng tù hµm hyperbole thùc. 

 

• Ngoµi ra, ta cã c¸c liªn hÖ gi÷a hµm l−îng gi¸c vµ hµm hyperbole 

chiz = cosz  cosiz = chz  shiz = isinz  siniz = ishz  (2.7.5) 

 

VÝ dô T×m ¶nh cña miÒn  -
2
π  < Rez < 

2
π   qua ¸nh x¹  w = sinz   
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Ta cã  w = sin(x + iy) = sinxcosiy + cosxsiniy = sinxchy + icosxshy     

Suy ra  u = sinxchy vµ v = cosxshy 

Qua ¸nh x¹ w = sin z 

 §−êng th¼ng x = ±
2
π  biÕn thµnh tia  u = ±chy, v = 0 

§−êng th¼ng x = α  biÕn thµnh hyperbole  u = sinαchy, v = cosαshy 

MiÒn  -
2
π  < Rez < 

2
π  biÕn thµnh miÒn   (w) - (-∞, -1] ∪ [1, +∞)  

 

• LËp luËn t−¬ng tù t×m ¶nh c¸c hµm l−îng gi¸c, hµm hyperbole kh¸c. 

 

 

 

 

§8. BiÕn  h×nh b¶o gi¸c 
 

• ¸nh x¹  f : D → ∀ gäi lµ biÕn h×nh b¶o gi¸c t¹i ®iÓm a nÕu nã b¶o toµn gãc ®Þnh h−íng 

gi÷a c¸c ®−êng cong ®i qua ®iÓm a. Anh x¹ f gäi lµ phÐp biÕn h×nh b¶o gi¸c trªn miÒn D 

nÕu nã lµ ®¬n diÖp vµ b¶o gi¸c t¹i mäi ®iÓm thuéc D. 

Theo c¸c kÕt qu¶ ë trªn hµm gi¶i tÝch vµ cã ®¹o hµm kh¸c kh«ng t¹i ®iÓm a lµ mét song 

¸nh, R - kh¶ vi vµ b¶o gi¸c trong l©n cËn ®iÓm a, gäi lµ mét vi ph«i b¶o gi¸c. Ng−îc l¹i 

mét vi ph«i b¶o gi¸c t¹i ®iÓm a lµ hµm gi¶i tÝch vµ cã ®¹o hµm kh¸c kh«ng t¹i ®iÓm a. 

 

Bµi to¸n  T×m phÐp biÕn h×nh b¶o gi¸c f  biÕn miÒn ®¬n liªn D thµnh miÒn ®¬n liªn G. 

 

• §Ó gi¶i bµi to¸n trªn ng−êi ta th−êng sö dông c¸c kÕt qu¶ d−íi ®©y, gäi lµ c¸c nguyªn 

lý biÕn h×nh b¶o gi¸c. ViÖc chøng minh c¸c nguyªn lý biÕn h×nh b¶o gi¸c lµ rÊt phøc t¹p 

vµ ph¶i sö dông nhiÒu kÕt qu¶ kh¸c. ¥ ®©y chóng ta chØ tr×nh bµy s¬ l−îc c¸c ý t−ëng 

cña c¸c phÐp chøng minh. B¹n ®äc quan t©m ®Õn c¸c phÐp chøng minh chi tiÕt cã thÓ 

t×m xem ë phÇn tµi liÖu tham kh¶o. 

 

α 

a b 

α 

1 -1 π/2 π/2 

α
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Nguyªn lý tån t¹i  Cho D vµ G lµ c¸c miÒn ®¬n liªn giíi néi. Khi ®ã tån t¹i v« sè hµm 

gi¶i tÝch w = f(z) biÕn h×nh b¶o gi¸c miÒn D thµnh miÒn G. PhÐp biÕn h×nh ®−îc x¸c 

®Þnh duy nhÊt nÕu cã thªm mét trong hai ®iÒu kiÖn sau ®©y. 

1. Cho biÕt w0 = f(z0) vµ w1 = f(z1) víi z0 ∈ D0 vµ  z1 ∈ ∂D 

2. Cho biÕt  w0 = f(z0) vµ arg f’(z0) = α  víi z0 ∈ D0 

Chøng minh 

• KÝ hiÖu  

U = { z ∈ ∀ : | z | < 1}, S = { g ∈ H(D, ∀) : ∀ z ∈ D, | g(z) | < 1} vµ a ∈ D 

Ta c«ng nhËn 

 ∃ fa ∈ S  sao cho | fa(a) | = 
Sg

Max
∈

| g(a) | 

Khi ®ã hµm gi¶i tÝch fa lµ phÐp biÕn h×nh b¶o gi¸c biÕn miÒn D thµnh miÒn U. 

Cã thÓ t×m ®−îc v« sè hµm gi¶i tÝch f : D → U nh− vËy. Tuy nhiªn ta cã liªn hÖ 

 f = fa o h  víi  h : U → U, h(z) = eiα

za1

az

−
−

, h(a) = 0 

Tõ ®ã suy ra nÕu cã thªm c¸c ®iÒu kiÖn bæ sung th× cã thÓ x¸c ®Þnh duy nhÊt hµm f. 

• Gi¶ sö f : D → U vµ g : G → U lµ c¸c phÐp biÕn h×nh b¶o gi¸c. Khi ®ã g-1of : D → G lµ 

phÐp biÕn h×nh b¶o gi¸c biÕn miÒn D thµnh miÒn G.      � 

 

Nguyªn lý b¶o toµn miÒn  Cho D lµ miÒn ®¬n liªn giíi néi, hµm f : D → ∀ liªn tôc trªn 

D , gi¶i tÝch trong D vµ kh«ng ph¶i lµ hµm h»ng. Khi ®ã G = f(D) còng lµ miÒn ®¬n liªn. 

Chøng minh 

• Do hµm f liªn tôc nªn b¶o toµn ®−êng cong suy ra b¶o toµn tÝnh liªn th«ng 

• Víi mäi b = f(a) ∈ G, do miÒn D më vµ f ≠ const nªn cã h×nh trßn B(a, R) ⊂ D sao cho 

víi mäi z ∈ B(a, R), f(z) ≠ b.  

KÝ hiÖu  

µ = 
Γ∈z

Min  | f(z) - b |  víi Γ = ∂B 

NB[f(z) - b] lµ sè kh«ng ®iÓm cña hµm f(z) - b trong h×nh trßn B(a, R) 

Víi w ∈ B(b, µ) tuú ý, ta cã 

f(z) - w = f(z) - b + b - w  vµ  | f(z) - b | > µ > | b - w|  víi  z ∈ B(a, R) 

Theo ®Þnh lý RouchÐ (§8, ch−¬ng 4) 

 NB[f(z) - w] = NB[f(z) - b] = 1 

Do ®ã ∃ z ∈ B(a, R) sao cho w = f(z) ∈ G.  

V× ®iÓm w tuú ý nªn B(b, µ) ⊂ G vµ suy ra tËp G lµ tËp më     � 

 

Nguyªn lý t−¬ng øng biªn  Cho D, G lµ c¸c miÒn ®¬n liªn giíi néi, hµm f : D → ∀ liªn 

tôc trªn D , gi¶i tÝch trong D vµ biÕn h×nh b¶o gi¸c ∂D+ thµnh ∂G+. Khi ®ã hµm f biÕn 

h×nh b¶o gi¸c miÒn D thµnh miÒn G. 

Chøng minh 
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• Víi mäi b ∈ G, kÝ hiÖu ∆Γ[f(z) - b] lµ sè gia argument cña hµm f(z) - b khi z ch¹y trªn 

®−êng cong Γ. Theo nguyªn lý argument (§8, ch−¬ng 4) 

 ND[f(z) - b] = 
π2

1 ∆∂D[f(z) - b] = 
π2

1 ∆∂G(w - b) = 1 

Do ®ã ∃  a ∈ D sao cho b = f(a). 

LËp luËn t−¬ng tù víi  b ∉ G  

 ND[f(z) - b] = 
π2

1 ∆∂D[f(z) - b] = 
π2

1 ∆∂G(w - b) = 0 

Suy ra hµm f biÕn h×nh b¶o gi¸c miÒn D thµnh miÒn G.     � 

 

Nguyªn lý ®èi xøng  Cho c¸c miÒn ®¬n liªn giíi néi D1 ®èi xøng víi D2 qua ®o¹n th¼ng 

hoÆc cung trßn L ⊂ ∂D1 ∩ ∂D2  vµ  hµm f1 : D1 → ∀ liªn tôc trªn 1D , gi¶i tÝch trong D1,  

biÕn h×nh b¶o gi¸c miÒn D1 thµnh miÒn G1 sao cho cung L+ thµnh cung Γ+ ⊂ ∂G1. Khi ®ã 

cã hµm gi¶i tÝch f : D1 ∪ D2 → ∀ biÕn h×nh b¶o gi¸c miÒn D1 ∪ D2 thµnh miÒn G1 ∪ G2 

víi G2 lµ miÒn ®èi xøng víi G1 qua cung Γ. 

Chøng minh 

• XÐt tr−êng hîp L vµ Γ lµ c¸c ®o¹n th¼ng n»m trªn trôc thùc. Khi ®ã hµm 

 f2 : D2 → ∀, z α f2(z) = )z(f1  vµ f2(z) = f1(z), ∀ z ∈ L 

lµ hµm gi¶i tÝch biÕn h×nh b¶o gi¸c miÒn D2 thµnh miÒn G2. Hµm f x¸c ®Þnh nh− sau 

 f : D1 ∪ D2  → ∀, f(z) = f1(z), z ∈ D1 ∪ L vµ f(z) = f2(z), z ∈ D2  

lµ hµm gi¶i tÝch biÕn h×nh b¶o gi¸c miÒn D1 ∪ D2 thµnh miÒn G1 ∪ G2. 

• Tr−êng hîp tæng qu¸t, chóng ta dïng hµm gi¶i tÝch biÕn c¸c cung L vµ Γ thµnh c¸c 

®o¹n th¼ng n»m trªn trôc thùc.          � 

  

 

 

 

§9. Hµm tuyÕn tÝnh vµ hµm nghÞch ®¶o 
 

Hµm tuyÕn tÝnh 

• Hµm tuyÕn tÝnh 

w = az + b (a ≠ 0)         (2.9.1) 

lµ hµm gi¶i tÝch, cã ®¹o hµm 

w’(z) = a ≠ 0 

vµ do ®ã biÕn h×nh b¶o gi¸c mÆt ph¼ng (z) lªn mÆt ph¼ng (w). 

 

• KÝ hiÖu λ = | a | vµ  α = arg(a). Ph©n tÝch   

w = λeiα z + b          (2.9.2) 

Suy ra phÐp biÕn h×nh tuyÕn tÝnh lµ tÝch cña c¸c phÐp biÕn h×nh sau ®©y. 
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1. PhÐp quay t©m O gãc α   z α ζ = eiαz 

2. PhÐp vi tù t©m O hÖ sè λ  ζ → ω = λζ 

3. PhÐp tÜnh tiÕn vect¬ b  ω α w = ω + b 

VËy phÐp biÕn h×nh tuyÕn tÝnh lµ phÐp ®ång d¹ng. 

 

Hµm nghÞch ®¶o  

• Hµm nghÞch ®¶o 

 w = 
z
1 ,  z ∈ ∀*          (2.9.3) 

lµ hµm gi¶i tÝch, cã ®¹o hµm 

w’(z) =
2z

1−  ≠ 0 víi z ≠ 0 

vµ do ®ã biÕn h×nh b¶o gi¸c mÆt ph¼ng (z) - {0} lªn mÆt ph¼ng (w).  

 

• KÝ hiÖu  z = reiϕ , ta cã 

| w | = 
|z|

1  = 
r

1
  vµ  argw = - argz = - ϕ     (2.9.4) 

Suy ra phÐp biÕn h×nh nghÞch ®¶o lµ tÝch cña c¸c phÐp biÕn h×nh sau ®©y. 

1. PhÐp ®èi xøng qua ®−êng trßn ®¬n vÞ z α ζ = ϕie
r
1  

2. PhÐp ®èi xøng qua trôc hoµnh  ζ α  w = ζ  

VËy phÐp nghÞch ®¶o b¶o toµn tÝnh ®èi xøng qua ®−êng trßn ®¬n vÞ vµ qua trôc hoµnh. 

 

• Ph−¬ng tr×nh ®−êng trßn suy réng trong mÆt ph¼ng (z) cã d¹ng 

A(x2 + y2) + Bx + Cy + D = 0        (2.9.5) 

KÝ hiÖu z = x + iy vµ w = u + iv. Suy ra 

x + iy = 
ivu

1
+

  ⇔  x = 
22 vu

u

+
  vµ  y =  

22 vu

v

+
−  

Thay vµo ph−¬ng tr×nh ®−êng trßn (2.9.5) nhËn ®−îc 

D(u2 + v2) + Bu - Cv  + A  = 0 

Qua phÐp biÕn h×nh nghÞch ®¶o  

1. §−êng th¼ng  

®i qua gèc  A = D = 0  biÕn thµnh ®−êng th¼ng qua gèc 

kh«ng qua gèc A = 0 vµ D ≠ 0  biÕn thµnh ®−êng trßn qua gèc 

2. §−êng trßn  

®i qua gèc  A ≠ 0 vµ D = 0 biÕn thµnh ®−êng th¼ng kh«ng qua gèc 

kh«ng qua gèc A ≠ 0 vµ D ≠ 0 biÕn thµnh ®−êng trßn kh«ng qua gèc 

VËy phÐp biÕn h×nh nghÞch ®¶o biÕn ®−êng trßn suy réng thµnh ®−êng trßn suy réng. 

 

z 

w 

ζ 
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§10. Hµm ph©n tuyÕn tÝnh vµ hµm Jucop 
 

Hµm ph©n tuyÕn tÝnh  

• Hµm ph©n tuyÕn tÝnh 

w = 
dcz
baz

+
+   (c ≠ 0, ad - bc ≠ 0)       (2.10.1) 

lµ hµm gi¶i tÝch, cã ®¹o hµm 

w’(z) = 
2)dcz(

bcad
−
−  ≠ 0 víi  z ≠ - 

c
d  

vµ do ®ã biÕn h×nh b¶o gi¸c mÆt ph¼ng (z) - {-
c
d } lªn mÆt ph¼ng (w). 

 

• Ph©n tÝch   

w =  
c
a

dcz
1

c
adbc +

+
−         (2.10.2) 

Suy ra phÐp biÕn h×nh ph©n tuyÕn tÝnh lµ tÝch cña c¸c phÐp biÕn h×nh sau ®©y. 

1. PhÐp ®ång d¹ng z α ζ = cz + d 

2. PhÐp nghÞch ®¶o ζ α ω = 
ζ
1  

3. PhÐp ®ång d¹ng ω α w = a1ω + b1  víi a1 = 
c

adbc −  vµ b1 = 
c
a  

VËy phÐp biÕn h×nh ph©n tuyÕn tÝnh b¶o toµn ®−êng trßn suy réng vµ tÝnh ®èi xøng qua 

®−êng trßn suy réng. 

• BiÕn ®æi 

 w = 
1

11

dz

bza

+
+

 víi  a1 = 
c

a
, b1 = 

c

b
 vµ d1 = 

c

d
 

Suy ra nÕu biÕt ®−îc ¶nh cña ba ®iÓm kh¸c nhau 

 w1 = w(z1),  w2 = w(z2),  w3 = w(z3),   

th× cã thÓ x¸c ®Þnh ®−îc phÐp biÕn h×nh ph©n tuyÕn tÝnh. 

 
3

1

ww

ww

−
−

32

12

ww

ww

−
−

 = 
3

1

zz

zz

−
−

32

12

zz

zz

−
−

      (2.10.3) 

 

Hµm Jucop 

• Hµm Jucop 

 w = 
2

1 (z + 
z

1
),  z ∈ ∀*         (2.10.4) 

lµ hµm gi¶i tÝch, cã ®¹o hµm 

w’(z) = 
2

1 (1 - 
2z

1 ) ≠ 0 víi  z ≠ 0, ±1 

vµ do ®ã biÕn h×nh b¶o gi¸c mÆt ph¼ng (z) - {0, ±1} lªn mÆt ph¼ng (w). 
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• Hµm Jucop lµ hµm ®a diÖp 

 
2

1 (z + 
z

1 ) = )
z

1
z(

2

1

1

1 +  ⇔ (z - z1)(1 - zz1) = 0     (2.10.5) 

Suy ra miÒn ®¬n diÖp lµ bªn trong hoÆc bªn ngoµi ®−êng trßn ®¬n vÞ. 

KÝ hiÖu z = reiϕ, ta cã 

 w = 
2

1 (r + 
r

1
)cosϕ + i

2

1
(r - 

r

1
)sinϕ      (2.10.6) 

 

Qua phÐp biÕn h×nh Jucop 

§−êng trßn | z | = 1 biÕn thµnh ®o¹n th¼ng u = cosϕ, v = 0 

| z | = r biÕn thµnh ellipse   u = 
2

1
(r + 

r

1
)cosϕ, v =

2

1
(r - 

r

1
)sinϕ 

MiÒn  | z | > 1 biÕn thµnh    (w) - [-1, 1] 

| z | < 1     (w) - [-1, 1] ng−îc h−íng 

 

 

 

 

§11. C¸c vÝ dô biÕn h×nh b¶o gi¸c 
 

VÝ dô 1 T×m hµm gi¶i tÝch w = f(z) biÕn h×nh b¶o gi¸c nöa mÆt ph¼ng D = { Imz > 0 } 

thµnh phÇn trong h×nh trßn ®¬n vÞ G  = { | w | < 1 } sao cho f(a) = 0. 

 

• Do ∂D vµ ∂G ®Òu lµ ®−êng trßn nªn chóng ta chän phÐp biÕn h×nh ph©n tuyÕn tÝnh 

w = 
dcz

baz

+
+

 

Do hµm ph©n tuyÕn tÝnh b¶o toµn tÝnh ®èi xøng qua biªn vµ f(a) = 0 suy ra f( a ) = ∞ 

1 -1 

(z) (w) 

-1 1 

a 

a  0 
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w = k
az

az

−
−

 víi  k ∈ ∀ 

Do tÝnh t−¬ng øng biªn :  z ∈ ∂D ⇒  w = f(z) ∈ ∂G suy ra  

z = x ⇒ | w | = | k |
ax
ax

−
−  = 1  vµ do  

ax
ax

−
−  = 1 nªn  | k | = 1 

KÝ hiÖu k = eiϕ víi ϕ ∈ 3 suy ra  

w = eiϕ 
az

az

−
−

          (2.11.1) 

§Ó x¸c ®Þnh gãc ϕ cÇn biÕt thªm ¶nh cña mét ®iÓm thø hai. 

 

VÝ dô 2 T×m hµm gi¶i tÝch w = f(z) biÕn h×nh b¶o gi¸c miÒn D = { | z | < 1 } thµnh miÒn 

G  = { | w | < 1 } sao cho f(a) = 0. 

• Do ∂D vµ ∂G ®Òu lµ ®−êng trßn nªn chóng ta chän phÐp biÕn h×nh ph©n tuyÕn tÝnh 

w = 
dcz
baz

+
+  

Do hµm ph©n tuyÕn tÝnh b¶o toµn tÝnh ®èi xøng qua biªn vµ f(a) = 0 suy ra  f(1/ a ) = ∞ 

w = 
a/1z

az
k

−
−

 = 
1za
azk

−
−   víi k ∈ ∀ 

Do tÝnh t−¬ng øng biªn :  z ∈ ∂D ⇒  w = f(z) ∈ ∂G suy ra  

| z | = 1  ⇒ | w | = | k |
1za
az

−
−  = 1  vµ do 

1za
az

−
−  = 1 víi | z | = 1 nªn | k | = 1  

KÝ hiÖu k = eiϕ víi ϕ ∈ 3 suy ra 

w = eiϕ 
1za

az

−
−

          (2.11.2) 

§Ó x¸c ®Þnh gãc ϕ cÇn biÕt thªm ¶nh cña mét ®iÓm thø hai. 

 

VÝ dô 3 T×m hµm gi¶i tÝch w = f(z) biÕn h×nh b¶o gi¸c miÒn D = { 0 < argz < 
3
π  } thµnh 

miÒn G  = {| w | < 1} sao cho f( 6
i

e
π

) = 0 vµ f(0) = i. 

• Tr−íc hÕt biÕn gãc nhän thµnh nöa mÆt ph¼ng trªn b»ng phÐp luü thõa. Sau ®ã dïng 

phÐp biÕn h×nh ph©n tuyÕn tÝnh (2.11.1) biÕn nöa mÆt ph¼ng trªn thµnh phÇn trong cña 

h×nh trßn ®¬n vÞ. 

0 

1/ a  

0 

a 
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LÊy tÝch c¸c phÐp biÕn h×nh w = 
iz
izi

3

3

+
−−  

 

VÝ dô 4 T×m hµm gi¶i tÝch w = f(z) biÕn h×nh b¶o gi¸c miÒn D = { | z | < 1 vµ Imz > 0 } 

thµnh miÒn  G  = { Imw > 0 }. 

• Tr−íc hÕt biÕn nöa h×nh trßn thµnh gãc vu«ng b»ng c¸ch biÕn ®iÓm -1 thµnh ∞ vµ  

®iÓm 1 thµnh ®iÓm 0 b»ng phÐp biÕn h×nh ph©n tuyÕn tÝnh. Sau ®ã quay vµ biÕn gãc 

vu«ng thµnh nöa mÆt ph¼ng trªn. 

LÊy tÝch c¸c phÐp biÕn h×nh w = ω2 = 
2

1z
1z








+
−−  

 

VÝ dô 5 T×m hµm gi¶i tÝch w = f(z) biÕn h×nh b¶o gi¸c miÒn D = {| z | < 1, | z - 
2
i | >

2
1 } 

thµnh miÒn  G  = { -1 < Rew < 1 }. 

LÊy tÝch c¸c phÐp biÕn h×nh w = iω = 
iz

i4
−

+ 3 

 

0 

i 

w = 
i

i
k

+ζ
−ζ

, w(0) = - k = i 

0 

i 

0 

6
i

e
π

 

ζ = z3 

ζ(0) = 0, ζ( 6
i

e
π

) = i 

-1 1 

ζ = 
1z
1z

+
−  

ζ(0) = -1, ζ(i) = i 0 

i 

-1 

ω = -iζ 

ω(-1) = i, ω(i) = 1 

0 

i 

1

i/2 

i 1 -1 

ω = 4(ζ - 
4

3
i) = 4ζ - 3i 

ω(i) = i, ω(i/2) = -i 

i 

ζ = 
iz

1
−

, ζ(i) = ∞ 

ζ(0) = i, ζ(-i) = i/2 

0 
-i 
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• Tr−íc hÕt biÕn hai ®−êng trßn lång nhau hai ®−êng th¼ng song song b»ng c¸ch biÕn 

®iÓm i thµnh ®iÓm ∞. Sau ®ã dïng phÐp tÜnh tiÕn vµ phÐp vi tù ®Ó ®iÒu chØnh b¨ng ngang 

thµnh b¨ng ngang ®èi xøng vµ cã ®é réng thÝch hîp. Cuèi cïng dïng phÐp quay ®Ó nhËn 

®−îc b¨ng ®øng. 

 

VÝ dô 6 T×m hµm gi¶i tÝch w = f(z) biÕn h×nh b¶o gi¸c miÒn D = {| z | < 1} - [1/3, 1] 

thµnh miÒn  G  = {| w | < 1}. 

• Tr−íc hÕt biÕn h×nh trßn víi l¸t c¾t [1/3, 1] thµnh mÆt ph¼ng víi l¸t c¾t [-1, 5/3] b»ng 

phÐp biÕn h×nh Jucop. Sau ®ã thu gän l¸t c¾t thµnh ®o¹n [-1, 1] b»ng phÐp tÜnh tiÕn vµ 

phÐp vi tù. Cuèi cïng dïng phÐp biÕn h×nh Jucop ng−îc. 

LÊy tÝch c¸c phÐp biÕn h×nh  w = ω + 12 −ω  = 1]
4
1)

2
1z(

8
3[

4
1)

2
1z(

8
3 2 −−++−+  

 

 

 

 

Bµi tËp ch−¬ng 2 
 

1. X¸c ®Þnh phÇn thùc, phÇn ¶o, module vµ argument cña c¸c hµm sau ®©y. 

a.  w = z3   b.  w = 3 z    c.  w = 
1z

iz

−
+

  d.  w = z - 
z

1
 

 

2. BiÓu diÔn qua z vµ z c¸c hµm sau ®©y. 

a.  w = x2 - 1   b.  w = x2 + y2 + iy c.  w = 
22 yx

xy2

+
  8.  w = x3 + iy3 

 

3. Kh¶o s¸t tÝnh liªn tôc, liªn tôc ®Òu cña c¸c hµm sau ®©y. 

a.  w = 
z

zRe
  b.  w = lnx + iy  c.  w = 

1z

1z

−
+

  d.  w = 
|z|

z
 

 

ζ = )
z

1
z(

2

1 +  

ζ(1) = 1, ζ(1/3) = 5/3 

1 1/3 

ω = )
3
1(

4
3 −ζ  

5/3 -1 

ω = )
w
1w(

2
1 +  

ω(-1) = -1, ω(5/3) = 1 

1 -1 
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4. Kh¶o s¸t ®iÒu kiÖn (C - R) vµ tÝnh gi¶i tÝch cña c¸c hµm sau ®©y. 

a.  w = z3    b.  w = zRez  c.  w =  
1z

1
2 +

  d.  w = z z  

 

5. §iÒu kiÖn Cauchy - Riemann 

a. T×m a, b, c ∈ 3 ®Ó hµm f(z) = x + ay + i(bx + cy) gi¶i tÝch trªn ∀ 

b. Chøng tá r»ng hµm f(z) = |xy|  tho¶ ®iÒu kiÖn (C - R) nh−ng kh«ng kh¶ vi t¹i z = 0 

c. Cho f(z) = u(r, ϕ) + iv(r, ϕ) víi z = reiϕ. ViÕt d¹ng l−îng gi¸c cña ®iÒu kiÖn (C - R) 

d. Cho w = u(x, y) + i v(x, y). Chøng minh r»ng nÕu ∃ 
z

w
Relim

0z ∆
∆

→∆
 th×  ∃ 

x

u

∂
∂

 = 
x

v

∂
∂

 

 

6. T×m gãc quay vµ hÖ sè co cña phÐp biÕn h×nh w = f(z) t¹i ®iÓm z ∈ D. 

a.  w = z2  víi  z = 1 + i ,  z = -3 + 4i  b.  w = 
1z

1
2 +

 víi  z = 1 - i,  z = 1 + i 

 

7. ViÕt d¹ng ®¹i sè cña c¸c sè phøc sau ®©y. 

a.  e1 + i   b.  Ln(1 + i)  c.  cos(2 + i)  d.  sin(2i) 

e.  tg(2 - i)   f.  i

1

i     g.  (1 - i)3 - 3i  h.  i)1(−  

 

8. Chøng minh c¸c c«ng thøc sau ®©y. 

a.  cos(z + z’) = coszcosz’ - sinzsinz’  b.  sin2z = 2sinzcosz  

c.  tg(2z) = 
ztg1

tgz2
2+

     d.  ch(2z) = ch2z - sh2z  

 

9. T×m ¶nh cña miÒn D qua phÐp biÕn h×nh w = f(z) 

a.  w = z2 vµ D = {-π/2 < Imz < π/2}  b.  w = 2 + ez  vµ D = {- π < Rez < π} 

c.  w = cosz vµ D = {-π/2 < Imz < π/2}  d.  w = shz  vµ D = {-π/2 < Rez < π/2} 

 

10. Cho phÐp biÕn h×nh w = (1 + i)z - 1 

a. T×m ¶nh cña ®o¹n th¼ng nèi hai ®iÓm  z1 = i  vµ  z2 = -i 

b. T×m ¶nh cña ®−êng trßn | z - (1 + i) | = 2 

c. T×m ¶nh cña tam gi¸c cã ®Ønh z0 = 0, z1 = 1 + i  vµ  z2 = 1 - i 

 

11. T×m ¶nh cña c¸c ®−êng cong sau ®©y qua c¸c phÐp biÕn h×nh  w = 
z

1
 

a.  x2 + y2 = 4  b.  x = 1   c.  y = x  d.  (x - 1)2 + y2 = 1 
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12. T×m phÐp biÕn h×nh ph©n tuyÕn tÝnh  

a. BiÕn tam gi¸c cã c¸c ®Ønh 0, 1, i  thµnh tam gi¸c ®ång d¹ng cã c¸c ®Ønh  0, 2, 1+ i 

b. BiÕn c¸c ®iÓm -1, +∞, i  t−¬ng øng thµnh c¸c ®iÓm i, 1, 1 + i 

c. BiÕn ®iÓm i thµnh -i vµ cã ®iÓm bÊt ®éng lµ 1 + 2i 

d. BiÕn h×nh trßn | z | < 1 thµnh nöa mÆt ph¼ng Rew > 0 sao cho w(0) = 1,  w’(1) = π/2 

e. BiÕn h×nh trßn | z | < 1 thµnh h×nh trßn | w - 1 |  < 1 sao cho w(0) = 1/2,  w(1) = 0 

 

13. T×m phÐp biÕn h×nh biÕn c¸c miÒn sau ®©y thµnh nöa mÆt ph¼ng trªn  Imw > 0     

a.  Imz > 0, | z | < 2     b. Imz > 0, | z | < 2 

d.  | z | < 2, 0 < argz < π/3    e.  | z | > 2, 0 < argz < π/4 

f.  | z | < 1,  | z - i | <1     g.  | z |  > 1, | z - i | < 1 

h.  | z | > 2, | z - 3 | > 1     i.   1 < Rez < 2 

j.   Rez > 0, 0 < Imz < 2    k.  | z | < 1, 0 < argz < 2π 

l.  Mçi trong bèn miÒn giíi h¹n bëi c¸c ®−êng trßn  | z | = 1 vµ  | z + 1 | = 1 

m.  (z) - [-1, 1]      n.  (z) - (-∞, 1] ∪ [1, +∞) 

 o.  (z) - [1 + i, 2 + 2i]     p.  (z) - { y = x, x ≥ 0 }  

 q.  {| z |  > 1} - [i, +i∞)     r.   {| z | < 1} - [1/2, 1] 
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Ch−¬ng 3 

TÝch Ph©n Phøc 
 

 

 

§1. TÝch ph©n phøc 
 

• Cho miÒn D ⊂ ∀, hµm phøc  

f : D → ∀, z  α f(z) = u(x, y) + iv(x, y) 

vµ tham sè cung tr¬n tõng khóc 

 γ : [α, β] → D, t α γ(t) = x(t) + iy(t) 

TÝch ph©n 

∫
γ

dz)z(f  = ∫
β

α

γ′γ dt)t()]t([f         (3.1.1) 

gäi lµ tÝch ph©n cña hµm phøc f(z) däc theo tham sè cung γ. 

Gi¶ sö  γ1 : [α1, β1] → D, s α γ1(s) 

lµ tham sè cung cïng h−íng víi γ. Tøc lµ cã phÐp ®æi tham sè b¶o toµn h−íng 

ϕ : [α, β] α [α1, β1] víi ϕ’(t) > 0 vµ γ1(s) = γoϕ(t) 

Khi ®ã ta cã 

∫
β

α

γ′γ dt)t()]t([f  = ∫
β

α

γ′γ
1

1

ds)s()]s([f 11  

Suy ra tÝch ph©n cña hµm phøc kh«ng phô thuéc vµo líp c¸c tham sè cung cïng h−íng. 

KÝ hiÖu  Γ = γ([α, β]) lµ ®−êng cong ®Þnh h−íng. TÝch ph©n 

∫
Γ

dz)z(f  = ∫
γ

dz)z(f          (3.1.2) 

gäi lµ tÝch ph©n cña hµm phøc f(z) trªn ®−êng cong Γ. NÕu tÝch ph©n (3.1.1) tån t¹i h÷u 

h¹n th× hµm f gäi lµ kh¶ tÝch trªn ®−êng cong Γ. 

       

§Þnh lý  Hµm phøc f liªn tôc trªn ®−êng cong Γ tr¬n tõng khóc th× kh¶ tÝch. 

Chøng minh 

Gi¶ sö f : D → ∀ liªn tôc vµ Γ = γ([α, β]) víi  γ : [α, β ] → D lµ tham sè cung tr¬n tõng 

khóc. Khi ®ã hµm foγ(t)γ’(t) liªn tôc tõng khóc nªn kh¶ tÝch trªn ®o¹n [α, β].  � 

 

• §Ó tÝnh tÝch ph©n phøc, thay   

γ’(t) = x’(t) + iy’(t) vµ foγ(t) = u[x(t), y(t)] + iv[x(t), y(t)] = u(t) + iv(t)  

vµo c«ng thøc (3.1.1) råi t¸ch phÇn thùc, phÇn ¶o suy ra c«ng thøc sau ®©y. 
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∫
Γ

dz)z(f  = ∫
β

α

′−′ dt)]t(y)t(v)t(x)t(u[  + ∫
β

α

′+′ dt)]t(x)t(v)t(y)t(u[i   (3.1.3) 

 

VÝ dô 

1. TÝnh tÝch ph©n  I = ∫
Γ

zdzRez  víi Γ lµ ®o¹n th¼ng [1, 2i] 

Tham sè ho¸ ®o¹n th¼ng [1, 2i] 

x = t, y = -2t + 2 víi t ∈ [1, 0]  

Suy ra 

γ’(t) = 1 - 2i, foγ (t) = t2 + i(-2t2 + 2t) 

I = ∫ ++
0

1

22 dt)2i-1)](t2-2t(it[  = ∫ −
1

0

2 dt)t4t3(  + ∫ −
1

0

2 dt)t2t4(i  = 
3

i3- +
 

2. TÝnh tÝch ph©n  I = ∫
Γ

nz
dz  víi  Γ lµ ®−êng trßn | z |  = R ®Þnh h−íng d−¬ng 

Tham sè ho¸ ®−êng trßn Γ = (ab) 

γ(t) = Reit, t ∈ [0, 2π] 

Suy ra 

γ’(t) = iReit, foγ(t) = R-ne-int 

I = 




≠
=π=∫

π
−−

1n         0   
1  n       i2dteiR

2

0

t)n1(in1       

 

 

 

 

§2. C¸c tÝnh chÊt cña tÝch ph©n phøc 
 

• Trong môc nµy ®Ó ®¬n gi¶n chóng ta xem c¸c hµm f, g, ... lµ liªn tôc trªn miÒn D, cßn 

Γ = γ([α, β]) víi γ : [α, β] → D lµ ®−êng cong ®Þnh h−íng, tr¬n tõng khóc vµ n»m gän 

trong miÒn D. TÝch ph©n cña hµm phøc cã c¸c tÝnh chÊt sau ®©y. 

 

1. TuyÕn tÝnh  NÕu c¸c hµm f vµ g kh¶ tÝch trªn ®−êng cong Γ th× víi mäi sè phøc λ 

hµm λf + g kh¶ tÝch trªn ®−êng cong Γ. 

 ∫
Γ

+λ dz)]z(g)z(f[  = ∫∫
ΓΓ

+λ dz)z(gdz)z(f       (3.2.1) 

Chøng minh 

Tõ gi¶ thiÕt suy ra hµm [λfoγ(t) + goγ(t)]γ’(t) kh¶ tÝch trªn [α, β] 

 ∫
Γ

+λ dz)]z(g)z(f[  = ∫
β

α

γ′γ+γλ dt)t()]t(go)t(fo[  

0 1 

2i

a ≡ b 
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 = ∫
β

α

γ′γλ dt)t()t(fo  + ∫
β

α

γ′γ dt)t()t(go  = ∫∫
ΓΓ

+λ dz)z(gdz)z(f    � 

 

2. §Þnh h−íng  NÕu hµm f kh¶ tÝch trªn ®−êng cong Γ+ = (ab) th× hµm f còng kh¶ tÝch 

trªn ®−êng cong Γ- = (ba). 

  ∫
ba

dz)z(f  = - ∫
ab

dz)z(f          (3.2.2) 

Chøng minh 

Tham sè ho¸   

Γ+ = γ-([α, β]) víi  γ- : [α, β] → D, γ-(t) = γ(-t + α + β) 

Tõ gi¶ thiÕt suy ra hµm foγ-(t)γ-’(t) kh¶ tÝch trªn [α, β]. 

∫
−Γ

dz)z(f  = - ∫
β

α

β+α+γ′β+α+γ dt)-t()-t(fo  = - ∫
β

α

γ′γ ds)s()s(fo    � 

 

3. HÖ thøc Chasles  NÕu hµm f kh¶ tÝch trªn ®−êng cong Γ = (ab) th× víi mäi c ∈ Γ hµm 

f kh¶ tÝch trªn c¸c ®−êng cong Γ1 = (ac) vµ Γ2 = (cb). 

 ∫∫∫ =+
abcbac

dz)z(fdz)z(fdz)z(f         (3.2.3) 

Chøng minh 

Gi¶ sö c = γ(ε) víi ε ∈ [α, β]. Tham sè ho¸ 

Γ1 = γ1([α, ε]) víi γ1 : [α, ε] → D, γ1(t) = γ(t) 

Γ2 = γ2([ε, β]) víi γ2 : [ε, β] → D, γ2(t) = γ(t)  

Tõ gi¶ thiÕt suy ra hµm foγ1(t)γ1’(t) kh¶ tÝch trªn [α, ε] vµ foγ1(t)γ1’(t) kh¶ tÝch trªn [ε, β]. 

∫
ε

α

γ′γ dt)t()t(fo 11  + ∫
β

ε

γ′γ dt)t()t(fo 22  = ∫
β

α

γ′γ dt)t()t(fo      � 

 

4. ¦íc l−îng tÝch ph©n  KÝ hiÖu s(Γ) lµ ®é dµi cña ®−êng cong Γ. NÕu hµm f kh¶ tÝch 

trªn ®−êng cong Γ th× hµm | f(z) | kh¶ tÝch trªn ®−êng cong Γ.  

  ∫
Γ

dz)z(f  ≤ ∫
Γ

ds)z(f ≤ supΓ | f(z) | s(Γ)      (3.2.4) 

Chøng minh 

Tõ gi¶ thiÕt suy ra hµm foγ(t)γ’(t) kh¶ tÝch trªn [α, β]. KÕt hîp c«ng thøc (3.1.3) víi 

c«ng thøc tÝch ph©n ®−êng lo¹i 1 suy ra  

 ∫
Γ

dz)z(f  = ∫
β

α

γ′γ dt)t()t(fo  ≤ ∫
β

α

γ′γ dt)t()t(fo  = ∫
Γ

ds)z(f     � 
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5. Liªn hÖ tÝch ph©n ®−êng  NÕu hµm f(z) = u(x, y) + iv(x, y) kh¶ tÝch trªn ®−êng cong 

Γ th× c¸c hµm u(x, y) vµ v(x, y) kh¶ tÝch trªn ®−êng cong Γ. 

∫∫∫
ΓΓΓ

++−= dy)y,x(udx)y,x(vidy)y,x(vdx)y,x(udz)z(f    (3.2.5) 

Chøng minh 

Tõ gi¶ thiÕt suy ra c¸c hµm u(t) vµ v(t) kh¶ tÝch trªn [α, β]. KÕt hîp c«ng thøc (3.1.3) víi 

c«ng thøc tÝch ph©n ®−êng lo¹i 2 suy ra c«ng thøc (3.2.5)     � 

 

C«ng thøc Newton-Leibniz  

Hµm gi¶i tÝch F(z) gäi lµ nguyªn hµm cña hµm f(z) trªn miÒn D nÕu ∀ z ∈ D, F’(z) = f(z) 

Cho hµm f(z) cã nguyªn hµm lµ F(z) vµ Γ = (ab). Khi ®ã ta cã 

∫
ab

dz)z(f  = F(b) - F(a)         (3.2.6) 

Chøng minh 

Tõ gi¶ thiÕt suy ra hµm Foγ(t) lµ nguyªn hµm cña foγ(t) trªn [α, β]. KÕt hîp c«ng thøc 

(3.1.1) vµ c«ng thøc Newton - Leibniz cña tÝch ph©n x¸c ®Þnh. 

 ∫
ab

dz)z(f  = ∫
β

α

γ′γ dt)t()]t([f  = Foγ(β) - Foγ(α)      � 

 

VÝ dô TÝnh tÝch ph©n  I = ∫
Γ

nz
dz  víi  Γ lµ ®−êng trßn | z |  = R ®Þnh h−íng d−¬ng 

Ta cã Γ = (ab) víi a = Rei0, b = Rei2π 

Víi n ≠ 1 hµm f(z) = 
nz

1  cã nguyªn hµm F(z) = n1z
n1

1 −

−
 suy ra  I = F(b) - F(a) = 0 

Víi n = 1 hµm f(z) = 
z
1  cã nguyªn hµm F(z) = Lnz. Tuy nhiªn hµm logarit chØ x¸c ®Þnh 

®¬n trÞ trªn ∀ - (-∞, 0]. V× vËy I = Ln1(e
i2π) - Ln0(e

i0) = 2πi 

 

 

 

 

§3. §Þnh lý Cauchy 
 

§Þnh lý  Cho hµm f gi¶i tÝch trªn miÒn D ®¬n liªn vµ ®−êng cong Γ ®¬n, kÝn, tr¬n tõng 

khóc, ®Þnh h−íng d−¬ng vµ n»m gän trong miÒn D. Khi ®ã ta cã 

0dz)z(f =∫
Γ

          (3.3.1)  

Chøng minh 

KÝ hiÖu DΓ ⊂ D lµ miÒn ®¬n liªn cã biªn ®Þnh h−íng d−¬ng lµ ®−êng cong Γ. §Ó ®¬n 

gi¶n ta xem hµm f(z) = u(x, y) + iv(x, y) víi c¸c hµm u vµ v cã ®¹o hµm liªn tôc trªn D.  
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¸p dông c«ng thøc (3.2.5), c«ng thøc Green vµ ®iÒu kiÖn Cauchy-Riemann.  

∫
Γ

dz)z(f  = ∫
Γ

− )vdyudx(  + i ∫
Γ

+ )udyvdx(  

       = ∫∫
Γ

∂
∂−

∂
∂−

D

dxdy)
y

u

x

v
(  + i ∫∫

Γ
∂
∂−

∂
∂

D

dxdy)
y

v

x

u
(  = 0    � 

 

Chó ý Hµm f gi¶i tÝch kh«ng ®ñ ®Ó c¸c hµm u vµ v cã ®¹o hµm riªng liªn tôc. Do ®ã viÖc 

chøng minh ®Þnh lý Cauchy thùc ra phøc t¹p h¬n rÊt nhiÒu. B¹n ®äc quan t©m ®Õn phÐp 

chøng minh ®Çy ®ñ cã thÓ t×m ®äc ë c¸c tµi liÖu tham kh¶o. 

 

HÖ qu¶ 1  Cho miÒn D ®¬n liªn cã biªn ®Þnh h−íng d−¬ng lµ ®−êng cong ®¬n, kÝn, tr¬n 

tõng khóc vµ hµm f liªn tôc trªn D , gi¶i tÝch trong D. 

 ∫
∂D

dz)z(f  = 0          (3.3.2) 

Chøng minh 

Theo ®Þnh nghÜa tÝch ph©n, ta cã thÓ xem tÝch ph©n trªn ∂D nh− lµ giíi h¹n cña tÝch ph©n 

trªn ®−êng cong Γ ®¬n, kÝn, tr¬n tõng khóc, ®Þnh h−íng d−¬ng, n»m gän trong miÒn D 

vµ dÇn ®Õn ∂D.            � 

  

HÖ qu¶ 2  Cho miÒn D ®a liªn cã biªn ®Þnh h−íng d−¬ng gåm h÷u h¹n ®−êng cong ®¬n, 

kÝn, tr¬n tõng khóc vµ hµm f liªn tôc trªn D , gi¶i tÝch trong D. 

 ∫
∂D

dz)z(f            (3.3.3) 

Chøng minh 

Gi¶ sö miÒn D ®a liªn vµ chóng ta c¾t miÒn D b»ng 

c¸c cung (ab) vµ (cd) nhËn ®−îc miÒn ®¬n liªn D1 nh− 

h×nh bªn. Ta cã 

 ∂D1 = ∂D + (ab) + (ba) + (cd) + (dc) 

KÕt hîp hÖ qu¶ 2 vµ tÝnh ®Þnh h−íng, tÝnh céng tÝnh 

cña tÝch ph©n 

0 = ∫
∂ 1D

dz)z(f = ∫
∂D

dz)z(f + ∫
ab

dz)z(f + ∫
ba

dz)z(f + ∫
cd

dz)z(f + ∫
dc

dz)z(f  = ∫
∂D

dz)z(f  � 

 

HÖ qu¶ 3  Cho miÒn D ®a liªn cã biªn ®Þnh h−íng d−¬ng gåm h÷u h¹n ®−êng cong ®¬n, 

kÝn, tr¬n tõng khóc ∂D = −−+ +++ n10 L...LL  vµ hµm f liªn tôc trªn D , gi¶i tÝch trong D. 

∫
0L

dz)z(f  = ∑ ∫
=

n

1k Lk

dz)z(f          (3.3.4) 

Chøng minh 

Suy ra tõ c«ng thøc (3.3.3) vµ tÝnh ®Þnh h−íng, tÝnh céng tÝnh cña tÝch ph©n.  � 

 

d c a b 
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HÖ qu¶ 4  Cho hµm f gi¶i tÝch trong miÒn D ®¬n liªn. Khi ®ã tÝch ph©n 

∫ ζζ
az

d)(f  víi a, z ∈ D         (3.3.5) 

kh«ng phô thuéc ®−êng cong ®¬n, tr¬n tõng khóc, nèi a víi z vµ n»m gän trong miÒn D. 

Chøng minh 

Gi¶ sö (amb) vµ (anb) lµ hai ®−êng cong ®¬n, tr¬n tõng 

khóc, nèi a víi z vµ n»m gän trong D. Khi ®ã (amzna) lµ 

®−êng cong ®¬n, tr¬n tõng khóc, kÝn vµ n»m gän trong D. 

Tõ c«ng thøc (3.3.1) vµ tÝnh céng tÝnh 

 0 = ∫ ζζ
amzna

d)(f  = ∫ ζζ
amz

d)(f  + ∫ ζζ
zna

d)(f  

ChuyÓn vÕ vµ sö dông tÝnh ®Þnh h−íng suy ra 

∫ ζζ
amz

d)(f  = ∫ ζζ
anz

d)(f           � 

 

HÖ qu¶ 5  Cho hµm f gi¶i tÝch trªn miÒn D ®¬n liªn vµ a ∈ D. Khi ®ã hµm 

F(z) = ∫ ζζ
z

a

d)(f  víi z ∈ D        (3.3.6) 

lµ nguyªn hµm cña hµm f trong miÒn D vµ F(a) = 0. 

Chøng minh  

Theo c«ng thøc (3.3.5) hµm F x¸c ®Þnh ®¬n trÞ trªn miÒn D vµ F(a) = 0.   

Ngoµi ra víi mäi (z, h) ∈ D × ∀ sao cho [z, z + h] ⊂ D 

)z(f
h

)z(F)hz(F −−+
 = ( )∫

+

ζ−ζ
hz

z

d)z(f)(f
h

1
 ≤ sup{| f(ζ) - f(z) | :  ζ ∈ [z, z + h]} 

        → →0h
 0 

Suy ra hµm F gi¶i tÝch trong D vµ F’(z) = f(z).        � 

 

 

 

 

§4. C«ng thøc tÝch ph©n Cauchy 
 

Bæ ®Ò  Cho ®−êng cong Γ  ®¬n, kÝn, tr¬n tõng khóc, ®Þnh h−íng d−¬ng vµ D = DΓ. 

Khi ®ã ta cã 

∀ a ∈ ∀ - Γ,  IndΓ(a) = ∫
Γ −π az

dz

i2

1
 = 





∉
∈

D a       0
D a       1     (3.4.1) 

Hµm IndΓ(a) gäi lµ chØ sè cña ®iÓm a ®èi víi ®−êng cong Γ. 

Chøng minh 

a 

n 

m
z 
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Víi a ∉ D , hµm f(z) = 
az

1

−
 liªn tôc trªn D , gi¶i tÝch trong D. Theo c«ng thøc (3.3.2) 

tÝch ph©n cña hµm f trªn ®−êng cong kÝn Γ b»ng kh«ng.   

Víi a ∈ D, kÝ hiÖu B = B(a, δ) ⊂ D, S = ∂B+ lµ ®−êng trßn t©m a, 

b¸n kÝnh δ, ®Þnh h−íng d−¬ng vµ D1 = D - B. Hµm f(z) liªn tôc 

trªn 1D , gi¶i tÝch trong D1 theo c«ng thøc (3.3.4) vµ c¸c vÝ dô 

trong §1. 

 ∫
Γ − az

dz
 = ∫ −S az

dz
 = 2πi         � 

 

§Þnh lý  Cho hµm f gi¶i tÝch trong miÒn D vµ ®−êng cong Γ ®¬n, kÝn, tr¬n tõng khóc, 

®Þnh h−íng d−¬ng sao cho DΓ ⊂ D. Khi ®ã ta cã 

∀ a ∈ D - Γ, IndΓ(a)f(a) = ∫
Γ −π

dz
az

)z(f

i2

1
      (3.4.2) 

C«ng thøc (3.4.2) gäi lµ c«ng thøc tÝch ph©n Cauchy. 

Chøng minh 

Tõ gi¶ thiÕt suy ra hµm  g(z) = 






=′
≠

−
−

a  z                )a(f

a z       
az

)a(f)z(f
   gi¶i tÝch trong miÒn D.  

Sö dông c«ng thøc (3.3.1) ta cã 

 0 = ∫
Γ

dz)z(g  = ∫∫
ΓΓ −

−
−

dz
az

)a(f
dz

az

)z(f
 

KÕt hîp víi c«ng thøc (3.4.1) suy ra c«ng thøc (3.4.2)     � 

 

HÖ qu¶ 1  Cho miÒn D cã biªn ®Þnh h−íng d−¬ng gåm h÷u h¹n ®−êng cong ®¬n, kÝn, 

tr¬n tõng khóc vµ hµm f liªn tôc trªn D , gi¶i tÝch trong D. 

∀ z ∈ D, f(z)  = ∫
∂

ζ
−ζ
ζ

π D

d
z

)(f

i2

1
       (3.4.3) 

Chøng minh 

NÕu D lµ miÒn ®¬n liªn th× biªn ∂D lµ ®−êng cong Γ ®Þnh h−íng d−¬ng, ®¬n, kÝn vµ tr¬n 

tõng khóc. LËp luËn t−¬ng tù nh− trong chøng minh ®Þnh lý vµ sö dông c«ng thøc (3.3.2) 

thay cho c«ng thøc (3.3.1)  

NÕu D lµ miÒn ®a liªn biÕn ®æi miÒn D thµnh miÒn D1 ®¬n liªn nh− trong hÖ qu¶ 2, §3. 

Sau ®ã sö dông kÕt qu¶ ®~ biÕt cho miÒn ®¬n liªn, tÝnh céng tÝnh vµ tÝnh ®Þnh h−íng cña 

tÝch ph©n.              � 

 

NhËn xÐt Theo c¸c kÕt qu¶ trªn th× gi¸ trÞ cña hµm gi¶i tÝch trong miÒn D ®−îc x¸c ®Þnh 

b»ng c¸c gi¸ trÞ cña nã trªn biªn ∂D. 

 

a 

Γ 

S 

D 
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HÖ qu¶ 2  Cho ®−êng cong Γ ®¬n, kÝn, tr¬n tõng khóc, ®Þnh h−íng d−¬ng vµ hµm f liªn 

tôc trªn ΓD , gi¶i tÝch trong DΓ. 

 ∀ a ∈ DΓ, ∫
Γ −

dz
az

)z(f
 = 2πif(a)       (3.4.4) 

Chøng minh 

Suy ra tõ c«ng thøc (3.4.3)          � 

 

VÝ dô TÝnh tÝch ph©n I = ∫
Γ − 1z

dz
2

 víi Γ lµ ®−êng trßn ®Þnh 

h−íng d−¬ng | z | = 3. 

Theo c«ng thøc (3.3.4) 

   I = ∫ ∫
=+ =− −

++
+
−

11z 11z

dz
1z
1z

1

dz
1z
1z

1

 = I1 + I2 

Hµm f(z) = 
1z

1

−
 tho¶ m~n c«ng thøc (3.4.4) trong ®−êng trßn | z + 1 | = 1 suy ra 

I1 = 2πif(-1) = -πi 

Hµm g(z) = 
1z

1

+
 tho¶ m~n c«ng thøc (3.4.4) trong ®−êng trßn | z - 1 | = 1 suy ra 

I2 = 2πig(1) = πi 

VËy I = -πi + πi = 0 

 

 

 

 

§5. TÝch ph©n Cauchy 
 

• Cho ®−êng cong ®Þnh h−íng Γ ®¬n, tr¬n tõng khóc vµ hµm f liªn tôc trªn Γ. 

TÝch ph©n  

F(z) = ∫
Γ

ζ
−ζ
ζ

π
d

z

)(f

i2

1
 víi z ∈ D = ∀ - Γ      (3.5.1) 

gäi lµ tÝch ph©n Cauchy däc theo ®−êng cong Γ. 

 

§Þnh lý  Hµm F(z) lµ gi¶i tÝch vµ cã ®¹o hµm mäi cÊp trªn miÒn D. Khi ®ã ta cã 

∀ (n, z) ∈ ∠ × D, F(n)(z) = ∫
Γ

+
ζ

−ζ
ζ

π
d

)z(

)(f

i2

!n
1n

     (3.5.2) 

Chøng minh 

Do hµm f liªn tôc trªn Γ vµ z ∉ Γ nªn hµm F x¸c ®Þnh ®¬n trÞ trªn miÒn D. 

-1 1  3 
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Víi mäi a ∈ D tuú ý 

az

)a(F)z(F

−
−

 = ∫
Γ

ζ
−ζ−ζ

ζ
π

d
)z)(a(

)(f

i2

1  → →az ∫
Γ

ζ
−ζ
ζ

π
d

)a(

)(f

i2

1
2

 

Suy ra hµm F cã ®¹o hµm cÊp mét trong miÒn D tÝnh theo c«ng thøc (3.5.2) vµ do ®ã gi¶i 

tÝch trong miÒn D. 

Gi¶ sö hµm F cã ®¹o hµm ®Õn cÊp n - 1 trong miÒn D 

Víi mäi a ∈ D tuú ý 

 
az

)a(F)z(F )1n()1n(

−
− −−

 = ∫
∑

Γ

=

=

−−

ζ
−ζ−ζ

−ζ−ζ
ζ

π
−

d
)z()a(

)z()a(

)(f
i2

)!1n(
nn

1n

0k

k1nk

  

     → →az
 ∫

Γ
+

ζ
−ζ

ζ
π

d
)a(

)(f

i2

!n
1n

 

Suy ra hµm F cã ®¹o hµm cÊp n trong miÒn D tÝnh theo c«ng thøc (3.5.2)  � 

 

HÖ qu¶ 1  Cho miÒn D cã biªn ®Þnh h−¬ng d−¬ng gåm h÷u h¹n ®−êng cong ®¬n, kÝn vµ 

tr¬n tõng khóc. NÕu hµm f liªn tôc trªn D , gi¶i tÝch trong D th× cã ®¹o hµm mäi cÊp 

trong miÒn D. 

∀ (n, z) ∈ ∠ × D, f(n)(z) = ∫
∂

+ ζ
−ζ

ζ
π D

1n
d

)z(

)(f

i2

!n
     (3.5.3) 

Chøng minh 

NÕu D lµ miÒn ®¬n liªn th× biªn ∂D lµ ®−êng cong Γ ®Þnh h−íng d−¬ng, ®¬n, kÝn vµ tr¬n 

tõng khóc. Theo c«ng thøc (3.4.3) ta cã 

 ∀ z ∈ D, f(z) = ∫
∂

ζ
−ζ
ζ

π D

d
z

)(f

i2

1
 ≡ F(z) 

KÕt hîp víi c«ng thøc (3.5.2) suy ra c«ng thøc (3.5.3) 

NÕu D lµ miÒn ®a liªn biÕn ®æi miÒn D thµnh miÒn D1 ®¬n liªn nh− trong hÖ qu¶ 2, §3. 

Sau ®ã sö dông kÕt qu¶ ®~ biÕt cho miÒn ®¬n liªn, tÝnh céng tÝnh vµ tÝnh ®Þnh h−íng cña 

tÝch ph©n.              � 

 

HÖ qu¶ 2  Cho ®−êng cong Γ ®¬n, kÝn, tr¬n tõng khóc, ®Þnh h−íng d−¬ng vµ hµm f liªn 

tôc trªn ΓD , gi¶i tÝch trong DΓ. 

 ∀ a ∈ DΓ, ∫
Γ

+−
dz

)az(

)z(f
)1n(

 = 
!n

i2π
f(n)(a)       (3.5.4) 

Chøng minh 

Suy ra tõ c«ng thøc (3.5.3)          � 

 

VÝ dô TÝnh tÝch ph©n I = ∫
Γ + 3

z

)1z(

dze
 víi Γ lµ ®−êng trßn | z | = 2 ®Þnh h−íng d−¬ng 
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Hµm f(z) = ez liªn tôc trªn h×nh trßn | z | ≤ 2, gi¶i tÝch trong h×nh trßn | z | < 2. Tho¶ m~n  

c«ng thøc (3.5.4) suy ra 

 I = 
!2

i2π
f”(-1) = πie-1 

 

HÖ qu¶ 3 (§Þnh lý Morera)  Cho hµm f liªn tôc trªn miÒn D vµ víi mäi tam gi¸c ∆ ⊂ D 

∫
∆∂

= 0dz)z(f           (3.5.5) 

Khi ®ã hµm f gi¶i tÝch trªn miÒn D. 

Chøng minh 

Víi  a ∈ D tuú ý, kÝ hiÖu B = B(a, δ) ⊂ D. V× hµm f liªn tôc trªn 

B nªn kh¶ tÝch trªn mäi ®o¹n th¼ng [a, z] víi z ∈ B.  

Do ®ã hµm 

F(z) = ∫ ζζ
z

a

d)(f  víi z ∈ B 

x¸c ®Þnh ®¬n trÞ trong h×nh trßn B vµ F(a) = 0. 

Ngoµi ra víi mäi (z, h) ∈ D × ∀ sao cho [z, z + h ] ⊂ B  

 )z(f
h

)z(F)hz(F −−+
 = ( )∫

+

ζ−ζ
hz

z

d)z(f)(f
h

1
 ≤ sup{| f(ζ) - f(z) | : ζ ∈ [z, z + h]} 

       →
h

 0 

Suy ra hµm F gi¶i tÝch trong B vµ F’(z) = f(z).  

Tõ ®Þnh lý trªn suy ra hµm f cã ®¹o hµm trong B vµ do ®ã gi¶i tÝch trong B.  � 

 

 

 

 

§6. §Þnh lý trÞ trung b×nh 
 

§Þnh lý (VÒ trÞ trung b×nh)  Cho hµm f gi¶i tÝch trªn miÒn D. Khi ®ã ta cã 

∀ n ∈ ∠, R > 0 : B(a, R) ⊂ D,  f(n)(a) = ∫
π

−+
π

2

0

intit

n
dte)Rea(f

R2
!n   (3.6.1) 

Chøng minh 

Tham sè ho¸ ®−êng trßn S = ∂B+(a, R) 

γ(t) = a + Reit, dz = iReitdt víi t ∈ [0, 2π] 

Ap dông c«ng thøc (3.5.4) 

f(n)(a) = ∫ +−π S
1n

dz
)az(

)z(f

i2

!n
 = ∫

π
−+

π

2

0

intit

n
dte)Rea(f

R2
!n     � 

 

a z 

z+h 

B 
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HÖ qu¶ 1 (BÊt ®¼ng thøc Cauchy)  Cho hµm f gi¶i tÝch trªn miÒn D. 

∀ n ∈ ∠, R > 0 : B(a, R) ⊂ D, | f(n)(a) | ≤ 
nR

M!n
 víi  M = sup∂B| f(z) | (3.6.2) 

Chøng minh 

Suy ra tõ −íc l−îng tÝch ph©n (3.6.1) 

| f(n)(a) | ≤  ∫
π

−+
π

2

0

intit dte)Rea(f
2

!n
 ≤ 

nR

M!n
      � 

 

HÖ qu¶ 2 (§Þnh lý Liouville)  Hµm gi¶i tÝch vµ bÞ chÆn trªn tËp sè phøc lµ hµm h»ng. 

Chøng minh 

Gi¶ sö hµm f gi¶i tÝch vµ bÞ chÆn trªn tËp ∀. Khi ®ã 

∀ (a, R) ∈ ∀ × 3+ , B(a, R) ⊂ ∀ 

Theo c«ng thøc (3.6.2) víi n = 1 

| f’(a) | ≤ 
R
M   → +∞→R

 0  víi  M = sup∀| f(z) | 

Suy ra ∀ a ∈ ∀, f’(a) = 0. VËy hµm f lµ hµm h»ng.      � 

 

HÖ qu¶ 3 (§Þnh lý D’Alembert - Gauss)  Mäi ®a thøc hÖ sè phøc bËc n cã ®óng n kh«ng 

®iÓm phøc trong ®ã kh«ng ®iÓm béi k tÝnh lµ k kh«ng ®iÓm. 

Chøng minh 

Gi¶ sö Pn(z) = a0 + a1z + ... +  zn  vµ  ∀ z ∈ ∀, Pn(z) ≠ 0 

Ta cã  

  | Pn(z) | = | z |n 






 +++ −
n

01n

z

a
...

z

a
1  ≥ | z |n 








++− −

n

01n

z

a
...

z

a
1  

Suy ra 

  ∀ z ∈ ∀ : | z | ≥ r = 






 +
−=

k

1

k
1n..0k

a)1n(Max  ⇒ | Pn(z) | ≥ 
1n

r n

+
 

KÝ hiÖu 

  mr = min{| Pn(z) | : | z | ≤ r}, m = min{mr , 1n
r n

+
} vµ  g(z) = 

)z(P
1

n

, z ∈ ∀ 

Khi ®ã 

  ∀ z ∈ ∀, | Pn(z) | ≥ m  hay  | g(z) | = 
|)z(P|

1

n

 ≤ 
m

1
 

Nh− vËy hµm g(z) lµ gi¶i tÝch vµ bÞ chÆn trªn ∀, theo ®Þnh lý Liouville nã lµ hµm h»ng. 

Suy ra hµm Pn(z) lµ hµm h»ng!  §iÒu nµy lµ m©u thuÉn.  

VËy ∃ z1 ∈ ∀ sao cho Pn(z1) = 0.  

Ph©n tÝch Pn(z) = (z - z1)Pn-1(z) víi  degPn-1 = n - 1.  

LËp luËn t−¬ng tù ph©n tÝch Pn-1(z) vµ tiÕp tôc ph©n tÝch cho ®Õn khi 

  Pn(z) = (z - z1)(z - z2) ... (z - zn)        � 
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HÖ qu¶ 4 (Nguyªn lý module cùc ®¹i)  Cho miÒn D giíi néi vµ hµm f liªn tôc trªn D , 

gi¶i tÝch trong D. Khi ®ã hoÆc hµm f(z) lµ hµm h»ng hoÆc hµm | f(z) | chØ ®¹t trÞ lín nhÊt, 

trÞ bÐ nhÊt trªn ∂D. 

Chøng minh 

• Gi¶ sö hµm f(z) kh«ng ph¶i lµ hµm h»ng. Do hµm | f(z) | liªn tôc trªn miÒn D  ®ãng vµ 

giíi néi nªn ®¹t trÞ lín nhÊt, trÞ bÐ nhÊt trªn miÒn D . Chóng ta xÐt tr−êng hîp hµm ®¹t trÞ 

lín nhÊt. Tøc lµ 

∃ a ∈ D  sao cho | f(a) | =  MaxD | f(z) |  
NÕu a ∈ D0 th×  a lµ ®iÓm cùc ®¹i ®Þa ph−¬ng vµ khi ®ã ∃ B(a, R) ⊂ D sao cho 

∀ t ∈ [0, 2π], | f(a) | > | f(a + Reit) | 
¦íc l−îng c«ng thøc (3.6.1) víi n = 0 

 | f(a) |  ≤ ∫
π

+
π

2

0

it dt)Rea(f
2

1
 < | f(a) |   

§iÒu nµy lµ m©u thuÉn. VËy a ∈ ∂D. 

• LËp luËn t−¬ng tù cho tr−êng hîp hµm ®¹t trÞ bÐ nhÊt.     � 

 

 

 

 

§7. Hµm ®iÒu hoµ 
 

• Hµm thùc u(x, y) liªn tôc trªn D , thuéc líp C2 trong D gäi lµ hµm ®iÒu hoµ trong nÕu 

nã tho¶ m~n ph−¬ng tr×nh Laplace. Tøc lµ 

 ∀ (x, y) ∈ D, ∆u = 
2

2

2

2

y
u

x
u

∂
∂+

∂
∂  = 0       (3.7.1) 

 

§Þnh lý  PhÇn thùc, phÇn ¶o cña hµm gi¶i tÝch lµ hµm ®iÒu hoµ. 

Chøng minh 

Cho hµm f(z) = u(x, y) + iv(x, y) gi¶i tÝch trªn miÒn D. Khi ®ã hµm f(z) cã ®¹o hµm mäi 

cÊp suy ra c¸c hµm u(x, y) vµ v(x, y) cã c¸c ®¹o hµm riªng liªn tôc vµ tho¶ m~n ®iÒu 

kiÖn Cauchy - Riemann 

yx vu ′=′  vµ  xy vu ′−=′  

Suy ra 

∆u = yyxx uu ′′+′′  = xyyx vv ′′−′′  = 0  vµ  ∆v = yyxx vv ′′+′′  = xyyx uu ′′+′′−  = 0   � 

 

• Sau nµy chóng ta gäi cÆp hµm ®iÒu hoµ vµ tho¶ m~n ®iÒu kiÖn Cauchy - Riemann lµ 

cÆp hµm ®iÒu hoµ liªn hîp. 

§Þnh lý  Cho hµm thùc u(x, y) ®iÒu hoµ trong miÒn D ®¬n liªn. Khi ®ã cã hµm phøc f(z) 
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gi¶i tÝch trong miÒn D sao cho u = Ref hoÆc u = Imf. 

Chøng minh 

• Do hµm u ®iÒu hoµ trong miÒn D ®¬n liªn nªn d¹ng vi ph©n  

ω = dyudxu xy
′+′−   

lµ d¹ng vi ph©n ®óng. Suy ra tÝch ph©n cña nã kh«ng phô thuéc vµo ®−êng lÊy tÝch ph©n. 

Cè ®Þnh a ∈ D víi mäi  z ∈ D,  hµm 

v(x, y) = ∫ ′+′−
z

a

xy yduxdu         (3.7.2) 

thuéc líp C2 trong miÒn D vµ tho¶ m~n ®iÒu kiÖn Cauchy - Riemann 

 xv ′  = - yu′  vµ yv ′  = xu′  

Suy ra hµm phøc f(z) = u(x, y) + iv(x, y) lµ gi¶i tÝch trong miÒn D vµ u = Ref. 

• LËp luËn t−¬ng tù ®Ó t×m hµm f(z) sao cho u = Imf.      � 

 

VÝ dô Cho hµm u = x2 - y2  t×m hµm w = f(z) gi¶i tÝch sao cho u = Ref 

KiÓm tra trùc tiÕp hµm u lµ hµm ®iÒu hoµ 

 xu′  = 2x = yv ′ , yu′  = - 2y = - xv ′  vµ  ∆u = yyxx uu ′′+′′  = 0 

T×m hµm v ®iÒu hoµ liªn hîp víi hµm u 

  v(x, y) = ∫ ′ dxv x  = ∫ ydx2 = 2xy + ϕ(y) 

§¹o hµm theo biÕn y 

  yv ′  = 2x + ϕ’(y) ≡ 2x ⇒  ϕ’(y) = 0 ⇒ ϕ(y) = C 

Suy ra hµm phøc 

  f(z) = (x2 - y2) + i(2xy + C) 

lµ hµm gi¶i tÝch cÇn t×m.  

 

HÖ qu¶ 1  Hµm ®iÒu hoµ cã ®¹o hµm riªng mäi cÊp vµ c¸c ®¹o hµm riªng cña nã còng lµ 

hµm ®iÒu hoµ. 

Chøng minh 

Theo c¸c ®Þnh lý ë trªn u = Ref víi f lµ hµm gi¶i tÝch. Khi ®ã ®¹o hµm c¸c cÊp cña hµm f 

còng lµ hµm gi¶i tÝch vµ cã phÇn thùc, phÇn ¶o lµ c¸c ®¹o hµm riªng cña hµm u. � 

 

HÖ qu¶ 2  Hµm ®iÒu hoµ ®¹t trÞ trung b×nh t¹i t©m cña h×nh trßn n»m gän trong miÒn D. 

 ∀ R > 0 : B(a, R) ⊂ D, u(a) = ∫
π

+
π

2

0

it dt)Rea(u
2

1
    (3.7.3) 

Chøng minh 

T−¬ng tù nh− trªn u = Ref víi f lµ hµm gi¶i tÝch. Theo c«ng thøc (3.6.1) víi n = 0 

u(a) = Ref(a) = ∫
π

+
π

2

0

it dt)Rea(fRe
2

1
       � 

HÖ qu¶ 3  Hµm u ®iÒu hoµ ®¹t trÞ lín nhÊt, trÞ bÐ nhÊt trªn ∂D. 
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Chøng minh 

Sö dông c«ng thøc (3.7.3) vµ lËp luËn t−¬ng tù nh− chøng minh nguyªn lý cùc ®¹i. � 

 

HÖ qu¶ 4  Hµm ®iÒu hoµ vµ bÞ chÆn trªn toµn tËp sè phøc lµ hµm h»ng. 

Chøng minh 

T−¬ng tù nh− trªn u = Ref víi f lµ hµm gi¶i tÝch. Tõ gi¶ thiÕt hµm u bÞ chÆn vµ c«ng thøc 

(3.7.4) d−íi ®©y suy ra hµm f bÞ chÆn. Theo ®Þnh lý Liouville suy ra hµm f lµ hµm h»ng. 

Suy ra hµm u lµ hµm h»ng.          � 

 

C«ng thøc Schwartz  Cho f(z) = u(x, y) + iv(x, y) gi¶i tÝch trªn miÒn D vµ B(0, R) ⊂ D. 

∀ a ∈ B(0, R), f(a) = ∫ −
+

π

π

i.t

i.t
i.t

Re

Re
u(Re

2

0

dt
a

a
)

2

1
+ iv(0)    (3.7.4) 

Chøng minh 

Víi mäi a ∈ B(0, R) 

f(a) = dz
a-z

f(z)

i2

1

B
∫
∂π

 = ∫ −

π

i.t

i.t
i.t

Re

Re
f(Re

π

2

0

dt
a

)
2

1
 vµ  f(0) = ∫

π

i.tf(Re
π

2

0

dt)
2
1  

Do a ∈ B(0, R) nªn a1 = 
a

R 2

 ∉ B(0, R) suy ra  

 0 = dz
a-z

f(z)

i2

1

B 1
∫
∂π

 = ∫ −

π

i.t

i.t
i.t

e

e
f(Re

π

2

0

dt
Ra

a
)

2

1
  

BiÕn ®æi 

f(0) = ∫
π

i.tf(Re
π

2

0

dt)
2
1  - ∫ −

π

i.t

i.t
i.t

e

e
f(Re

π

2

0

dt
Ra

a
)

2

1
 = ∫ −

π

i.t
i.t

e
R-f(Re

π

2

0

dt
Ra

)
2
1  

0 = ∫ −
+π

i.t

i.t
i.t

e

e
f(Re

π

2

0

dt
Ra

Ra
)

2

1
 + ∫ −

π

i.t

i.t

e

R-
f(Re

π

2

0

dt
Ra

)
2

1
 

Suy ra 

  f(0) = ∫ −
+

π

i.t-

-i.t
i.t

e
ef(Re

π

2

0

dt
aR
aR)

2
1  vµ  ∫ −

+=
π

i.t

i.t
i.t

e
ef(Re

π

2

0

dt
aR
aR)

2
1f(0)  

 f(a) - iv(0) = ∫ −
+=−−

π

i.t

i.t
i.t

e
eu(Re

π

2

0

dt
aR
aR)

2
1])0(f)0(f[

2
1)a(f    � 

 

• Hµm  

S(a, t) = 
aR
aR

−
+

i.t

i.t

e
e   

gäi lµ nh©n Schwartz. Theo c«ng thøc (3.7.4) nÕu biÕt gi¸ trÞ trªn biªn cña phÇn thùc u  

vµ gi¸ trÞ v(0) th× suy ra ®−îc gi¸ trÞ cña hµm f bªn trong h×nh trßn B(0, R). 

BiÕn ®æi 
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 S(a, t) = 
2it

it

2it

22

|aRe|

)aeIm(R2
i

|aRe|

|a|R

−
+

+
− −

 

Hµm  

P(a, t) = ReS(a, t) = 
2it

22

|aRe|
|a|R

+
−   

gäi lµ nh©n Poisson. Tõ c«ng thøc (3.7.4) suy ra  

u(a) = Ref(a) = dt
|aRe|
|a|R)(Reu

2
1

2it

222

0

it

+
−

π ∫
π

     (3.7.5) 

gäi lµ c«ng thøc Poisson. Sau nµy chóng ta cã thÓ dïng c«ng thøc (3.7.5) ®Ó t×m nghiÖm 

cña bµi to¸n Dirichlet trong h×nh trßn. 

 

 

 

Bµi tËp ch−¬ng 3 
 

• Tham sè ho¸ ®−êng cong ®Ó tÝnh c¸c tÝch ph©n sau ®©y. 

1.  ∫
Γ

dze z  víi Γ lµ cung parabole y = x3, 1 ≤ x ≤ 2  

2. ∫
Γ

tgzdz víi Γ lµ cung parabole x = y2, 0 ≤ y ≤ 1 

3. ∫
Γ

zdzImz  víi Γ lµ ®−êng gÊp khóc nèi c¸c ®iÓm 1, i, -1 vµ -i 

4. ∫
Γ

+ dz)zzz( 2 víi Γ lµ cung trßn | z | = 1, 0 ≤ arg z ≤ π 

5.  ∫
Γ −

dz
1z

z
 víi Γ lµ ®−êng ellipse  x2 + 4y2 = 4 

 

• Sö dông ®Þnh lý Cauchy ®Ó tÝnh c¸c tÝch ph©n sau ®©y. 

6. ∫
Γ

zdzsinz víi Γ lµ ®−êng cong bÊt k× nèi hai ®iÓm 0 vµ πi 

7.   ∫
Γ

− zdzcos)1z( víi Γ lµ ®−êng cong bÊt k× nèi hai ®iÓm π, πi 

8. ∫
Γ −1z

dz
 víi Γ lµ ®−êng cong bÊt k× nèi hai ®iÓm -1 vµ 1 + i 

9.  ∫
Γ

dzz|z|  víi Γ lµ biªn ®Þnh h−íng cña miÒn D = { | z | = 1, Im z ≥ 0 } 

10. ∫
Γ

dz
|z|

z
 víi Γ lµ biªn ®Þnh h−íng cña miÒn D = {1 < | z | < 2, Im z ≥ 0 } 
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11. ∫
Γ + 1z

dz
2

 víi Γ lµ ®−êng cong kÝn kh«ng ®i qua ®iÓm ±i 

 

• Sö dông c«ng thøc tÝch ph©n Cauchy ®Ó tÝnh c¸c tÝch ph©n sau ®©y. 

12.   ∫
Γ − i2z

dzz 2

 víi Γ lµ c¸c ®−êng trßn | z | = 1 vµ | z | = 3 

13. ∫
Γ + 4z

dz
2

 víi Γ lµ c¸c ®−êng trßn | z | = 1, | z - 2i | = 1 vµ | z + 2i | = 1 

14. ∫
Γ + z2z

dz
2

 víi Γ lµ c¸c ®−êng trßn | z | = 1, | z - 2 | = 1 vµ | z | = 3 

15. ∫
Γ + 1z

zshzdz
2

 víi Γ lµ ®−êng cong kÝn kh«ng ®i qua ®iÓm ±i 

 

• TÝnh c¸c tÝch ph©n sau ®©y. 

16.  ∫
Γ − 1z

zdzcos
2

 víi Γ lµ ®−êng trßn  | z | = 2 

17.  ∫
Γ − z2z

zdzsin
2

 víi Γ lµ ®−êng trßn  | z | = 3 

18.  ∫
Γ + 3

z

)iz(

dzze
 víi Γ lµ ®−êng trßn  | z + i | = 1 

19.  ∫
Γ +− )3z()1z(

shzdz
2

 víi Γ lµ ®−êng trßn | z - 1 | = 1 

20.  ∫
Γ −

+
32 )1z(

dz)3zln(
  víi Γ lµ ®−êng trßn  | z | = 2 

21. ∫
Γ +

dz
)1z(

zsinz
32

 víi Γ lµ ®−êng ellipse 4x2 + y2 - 2y = 0 

 

• T×m hµm gi¶i tÝch biÕt phÇn thùc, phÇn ¶o. 

22.   u(x, y) = x3 - 3xy2   23.  u(x, y) = x2 - y2 + 5x + y - 
22 yx

y

+
 

24. u(x, y) = arctg
y

x
    25. u(x, y) = 

22 yx

x

+
 - 2y 

26. v(x, y) = 2xy + 3    27.  v(x, y) = 2x2 - 2y2 + x 

28. v(x, y) = ln(x2 + y2) + x - 2y  29. v(x, y) = 3 + x2 - y - 
)yx(x

y
22 +
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Ch−¬ng 4 

CHUçI hµm PHøC vµ ThÆng d− 
 

 

 

§1. Chuçi hµm phøc 
 

• Cho d~y hµm (un : D → ∀)n∈∠. Tæng v« h¹n 

∑
+∞

=0n
n )z(u  =  u0(z) + u1(z)  +  ...  +  un(z) +  ...     (4.1.1) 

gäi lµ chuçi hµm phøc. Sè phøc a gäi lµ ®iÓm héi tô nÕu chuçi sè phøc ∑
+∞

=0n
n )a(u  héi tô. 

TËp c¸c ®iÓm héi tô gäi lµ miÒn héi tô vµ th−êng kÝ hiÖu lµ D. 

Trªn miÒn héi tô hµm S(z) =∑
+∞

=0n
n )z(u  gäi lµ tæng, hµm Sn(z) =∑

=

n

0k
k )z(u  gäi lµ tæng riªng 

thø n vµ hµm Rn(z) = S(z) - Sn(z) gäi lµ phÇn d− thø n cña chuçi hµm phøc. 

Chuçi hµm phøc gäi lµ héi tô ®Òu trªn miÒn D ®Õn hµm S(z), kÝ hiÖu )z(S)z(u
D

0n
n =∑

+∞

=

 nÕu 

∀ ε > 0, ∃ N > 0 sao cho ∀ z ∈ D, ∀ n ≥ N ⇒ | S(z) - Sn(z) | < ε 

 

Tiªu chuÈn Weierstrass  NÕu cã chuçi sè d−¬ng ∑
+∞

=0n
na héi tô sao cho 

∀ (n, z) ∈ ∠ × D, | un(z) | ≤ an       

 (4.1.2) 

th× chuçi hµm phøc héi tô ®Òu trªn miÒn D. 

 

• Sau nµy chóng ta xem c¸c chuçi héi tô ®Òu còng tho¶ m~n tiªu chuÈn Weierstrass. 

Chuçi hµm phøc héi tô ®Òu cã c¸c tÝnh chÊt sau ®©y. 

 

1. TÝnh liªn tôc  NÕu ∀ n ∈ ∠, un(z) liªn tôc trªn miÒn D vµ )z(S)z(u
D

0n
n =∑

+∞

=

 th× hµm 

S(z) còng liªn tôc trªn miÒn D. 

Chøng minh 

Víi mäi a ∈ D vµ ε > 0 bÐ tuú ý 

Do tÝnh héi tô ®Òu 

∃ N > 0 : ∀ n > N , ∀ z ∈ D ⇒ | S(z) - Sn(z) | < ε / 3 vµ  | S(a) - Sn(a) | < ε / 3 

Do tÝnh liªn tôc 
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 ∃ δ > 0 : ∀ n ≤ N , ∀ z ∈ D, | z - a | ≤ δ ⇒ | un(z) - un(a) |  < ε / 3N 

Suy ra 

  ∀ z ∈ D, | z - a | ≤ δ ⇒ 

   | S(z) - S(a) | ≤ | S(z) - Sn(z) | + ∑
=

−
N

0k
nn |)a(u)z(u|  + | S(a) - Sn(a)|  < ε 

VËy hµm S(z) liªn tôc trªn miÒn D.         � 

 

2. TÝch ph©n tõng tõ  NÕu ∀ n ∈ ∠, un(z) liªn tôc trªn ®−êng cong Γ tr¬n tõng khóc, 

n»m gän trong miÒn D vµ )z(S)z(u
D

0n
n =∑

+∞

=

 th× hµm S(z) còng kh¶ tÝch trªn ®−êng cong Γ. 

∑ ∫∫ ∑
+∞

= ΓΓ

+∞

=










=









0n
n

0n
n dz)z(udz)z(u        (4.1.3) 

Chøng minh 

Theo tÝnh chÊt 1. hµm S(z) liªn tôc vµ Γ tr¬n tõng khóc nªn kh¶ tÝch trªn Γ. 

KÝ hiÖu s(Γ) = ∫ γ′
b

a

dt|)t(| . Do tÝnh héi tô ®Òu 

∀ ε > 0, ∃ N > 0 : ∀ n > N , ∀ z ∈ Γ ⇒ | S(z) - Sn(z) | < ε / s(Γ) 

Suy ra 

∑∫∫
= ΓΓ

−
n

0k
n dz)z(udz)z(S  ≤ dz)z(S)z(S n∫

Γ

−  < ε     � 

 

3. §¹o hµm tõng tõ  NÕu ∀ n ∈ ∠, un(z) gi¶i tÝch trong miÒn D vµ )z(S)z(u
D

0n
n =∑

+∞

=

 th× 

hµm S(z) còng gi¶i tÝch trong miÒn D. 

∀ k ∈ ∠,  )z(S)z(u )k(
D

0n

)k(
n =∑

+∞

=

        (4.1.4) 

Chøng minh 

Víi mäi z ∈ D, ∃ B(z, R) ⊂  D. KÝ hiÖu Γ = ∂B+ vµ G = D - B(z, R/2) khi ®ã 

∀ n ∈ ∠, 
z

)(u n

−ζ
ζ

 gi¶i tÝch trong G vµ  
z

)(S
  

z

)(u G

0n

n

−ζ
ζ=

−ζ
ζ

∑
+∞

=

 

Sö dông c«ng thøc (3.4.3) vµ c«ng thøc (4.1.3) 

 S(z) = ∑
+∞

=0n
n )z(u  =  ∑∫

+∞

= Γ

ζ
−ζ

ζ
π 0n

n d
z

)(u

i2

1
 = ∫

Γ

ζ
−ζ
ζ

π
d

z

)(S

i2

1
 

Theo ®Þnh lý vÒ tÝch ph©n Cauchy hµm S(z) gi¶i tÝch trong miÒn D vµ do ®ã cã ®¹o hµm 

mäi cÊp trªn miÒn D. KÕt hîp c«ng thøc (3.5.3) vµ c«ng thøc (4.1.3) 

 ∀ k ∈ ∠, S(k)(z) = ∫
Γ

+ ζ
−ζ

ζ
π

d
)z(

)(S

i2

!k
1k

 = ∑ ∫
+∞

= Γ
+ ζ

−ζ
ζ

π0n
1k

n d
)z(

)(u

i2

!k
 = ∑

+∞

=0n

)k(
n )z(u  � 
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4. X¸c ®Þnh trªn biªn  NÕu ∀ n ∈ ∠, un(z) liªn tôc trªn miÒn D , gi¶i tÝch trong miÒn D 

vµ )z(S)z(u
D

0n
n

∂+∞

=

=∑  th×  )z(S)z(u
D

0n
n =∑

+∞

=

. 

Chøng minh 

Theo nguyªn lý cùc ®¹i 

∀ z ∈ D, ∃ a ∈ ∂D : | S(z) - ∑
=

n

0k
k )z(u  | ≤ | S(a) - ∑

=

n

0k
k )a(u  | < ε   � 

 

 

 

 

§2. Chuçi luü thõa phøc  
 

• Chuçi hµm phøc 

n

0n
n )az(c −∑

+∞

=

= c0 + c1(z - a) + ... + cn(z - a)n + ...    (4.2.1) 

gäi lµ chuçi luü thõa t©m t¹i ®iÓm a. 

  

§Þnh lý Abel  NÕu chuçi luü thõa héi tô t¹i ®iÓm z0 ≠ a  th× nã héi tô tuyÖt ®èi vµ ®Òu 

trong mäi h×nh trßn B(a, ρ) víi ρ < | z0 - a |. 
Chøng minh 

Do chuçi sè phøc n
0

0n
n )az(c −∑

+∞

=

 héi tô nªn  
+∞→n

lim cn(z0 - a)n = 0. Suy ra 

∃ M > 0 sao cho ∀ n ∈ ∠, | cn(z0 - a)n | ≤ M 

Víi mäi z ∈ B(a, ρ) ®Æt q = | z - a | / | z0 - a | < 1 ta cã 

∀ n ∈ ∠, ∀ z ∈ B(a, ρ), | cn(z - a)n | = | cn(z0 - a)n | 
n

0 az

az

−
−

 ≤  Mqn 

Do chuçi sè d−¬ng ∑
+∞

=0n

nq héi tô, theo tiªu chuÈn Weierstrass suy ra chuçi luü thõa héi tô 

tuyÖt ®èi vµ ®Òu.            � 

 

Hª qu¶ 1  NÕu chuçi luü thõa ph©n kú t¹i z1 th× nã ph©n kú trªn miÒn | z - a | > | z1 - a | 
Chøng minh 

Gi¶ sö tr¸i l¹i chuçi luü thõa héi tô t¹i z : | z - a | > | z1 - a |. Tõ ®Þnh lý suy ra chuçi luü 

thõa héi tô t¹i z1. M©u thuÉn víi gi¶ thiÕt.       � 

 

HÖ qu¶ 2  Tån t¹i sè R ≥ 0 sao cho chuçi luü thõa héi tô trong ®−êng trßn | z - a | = R vµ 
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ph©n kú ngoµi ®−êng trßn | z - a | = R. 

Chøng minh 

Râ rµng chuçi luü thõa lu«n héi tô t¹i z = 0 vµ ph©n kú t¹i z = ∞. KÝ hiÖu 

 R1 = Max{ρ ∈ 3+ : chuçi luü thõa héi tô trong | z - a | < ρ} 

R2 = Min{ρ ∈ 3+ : chuçi luü thõa ph©n kú ngoµi | z - a | < ρ} 

Ta cã R1 = R2 = R           � 

 

• Sè R gäi lµ b¸n kÝnh héi tô cßn h×nh trßn B(a, R) gäi lµ h×nh trßn héi tô cña chuçi luü 

thõa. NÕu D lµ miÒn héi tô cña chuçi luü thõa th× ta lu«n cã 

 B(a, R) ⊂ D ⊂ B (a, R) 

 

HÖ qu¶ 3  B¸n kÝnh héi tô ®−îc tÝnh theo mét trong c¸c c«ng thøc sau ®©y 

R = 
+∞→n

lim
1n

n

c

c

+

 = 
+∞→n

lim
n

n |c|

1
       (4.2.2) 

Chøng minh 

LËp luËn t−¬ng tù chuçi luü thõa thùc.        � 

 

• KÝ hiÖu 

S(z) = ∑
+∞

=

−
0n

n
n )az(c  víi z ∈ B(a, R)      (4.2.3) 

KÕt hîp c¸c tÝnh chÊt cña hµm luü thõa víi c¸c tÝnh chÊt cña chuçi héi tô ®Òu ta cã c¸c 

hÖ qu¶ sau ®©y. 

 

HÖ qu¶ 4  Hµm S(z) liªn tôc trong h×nh trßn B(a, R) 

Chøng minh 

Suy ra tõ tÝnh liªn tôc cña hµm luü thõa vµ chuçi héi tô ®Òu.    � 

 

HÖ qu¶ 5  Hµm S(z) kh¶ tÝch trªn ®−êng cong Γ tr¬n tõng khóc, n»m gän trong B(a, R) 

 ∫
Γ

dz)z(S  = ∑ ∫
+∞

= Γ

−
0n

n
n dz)az(c        (4.2.4) 

Chøng minh 

Suy ra tõ tÝnh kh¶ tÝch cña hµm luü thõa vµ c«ng thøc tÝch ph©n tõng tõ.  � 

 

HÖ qu¶ 6  Hµm S(z) gi¶i tÝch trong h×nh trßn B(a, R) 

∀ k ∈ ∠, S(k)(z) = ∑
+∞

=

−−+−−
kn

kn
n )az(c)1kn)...(1n(n    (4.2.5) 

Chøng minh 

Suy ra tõ tÝnh gi¶i tÝch cña hµm luü thõa vµ c«ng thøc ®¹o hµm tõng tõ.   � 
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HÖ qu¶ 7  ∀ k ∈ ∠, ck = 
!k

1
S(k)(a)        (4.2.6) 

Chøng minh 

Suy ra tõ c«ng thøc (4.2.5) víi  z = a.        � 

 

VÝ dô Chuçi luü thõa ∑
+∞

=0n

nz héi tô ®Òu trong h×nh trßn B(0, 1) ®Õn hµm S(z) = 
z1

1

−
.  

Suy ra 

  ∀ z ∈ B(0, 1),  ∑∫
+∞

=

ζζ
0n

z

0

n d  = ∑
+∞

=

+

+0n

1nz
1n

1
 = ∫ ζ−

ζz

0 1

d
= - ln(1 - z)  

∀ k ∈ ∠,  ∑
+∞

=

−+−−
kn

knz)1kn)...(1n(n  = 
)k(

z1

1









−
= 

1k)z1(

!k
+−

, ... 

 

 

 

 

§3. Chuçi Taylor      
 

§Þnh lý  Cho D = B(a, R), Γ = ∂D+ vµ hµm f liªn tôc trªn D , gi¶i tÝch trong D. 

 ∀ z ∈ D, f(z) = ∑
+∞

=

−
0n

n
n )az(c víi  cn = ∫

Γ
+

ζ
−ζ

ζ
π

d
)a(

)(f

i2

1
1n

, n ∈ ∠ (4.3.1)  

C«ng thøc (4.3.1) gäi lµ khai triÓn Taylor cña hµm f t¹i ®iÓm a. 

Chøng minh 

Víi mäi z ∈ D cè ®Þnh. Theo c«ng thøc tÝch ph©n Cauchy 

 f(z) = ∫
Γ

ζ
−ζ
ζ

π
d

z

)(f

i2

1
          (1) 

Víi ζ ∈ Γ ta cã q = | z - a | / | ζ - a | < 1 suy ra khai triÓn 

 
z

1

−ζ
 = 

a

az
1

1

a

1

−ζ
−−−ζ

 = ∑
∞+

=









−ζ
−

−ζ0n

n

a

az

a

1
vµ 

z

)(f

−ζ
ζ

 =  ∑
∞+

=









−ζ
−

−ζ
ζ

0n

n

a

az

a

)(f
 (2) 

Do hµm f liªn tôc nªn cã module bÞ chÆn trªn miÒn D  suy ra 

∃ M > 0 : ∀ ζ ∈ Γ,  

n

a

az

a

)(f









−ζ
−

−ζ
ζ

 ≤  
R

M
qn 

Theo tiªu chuÈn Weierstrass chuçi (2) héi tô ®Òu trªn Γ, do ®ã cã thÓ tÝch ph©n tõng tõ 

däc theo ®−êng cong Γ. TÝch ph©n tõng tõ c«ng thøc (1) suy ra c«ng thøc (4.3.1) � 
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HÖ qu¶  KÕt hîp c«ng thøc (4.2.6) vµ (4.3.1) ta cã 

 ∀ k ∈ ∠, ck = 
!k

1
f(k)(a)         (4.3.2) 

 

NhËn xÐt Theo ®Þnh lý Cauchy cã thÓ lÊy Γ lµ ®−êng cong bÊt k× ®¬n, kÝn, tr¬n tõng 

khóc bao a vµ z, ®Þnh h−íng d−¬ng vµ n»m gän trong B(a, R). Th«ng th−êng, chóng ta 

khai triÓn hµm f(z) trong h×nh trßn B(0, R) chuçi nhËn ®−îc gäi lµ chuçi Maclorinh 

t−¬ng tù nh− hµm thùc. 

 

VÝ dô 

1. ez = 1 + 
!1

1
z + … + 

!n

z n

 + …  = ∑
+∞

=0n

n

!n

z
 vµ e-z  =  ∑

+∞

=

−
0n

n
n

!n

z
)1(  

2. cos z = 
2

1
(eiz + e-iz) = n

nn

z)
!n

)i(

!n

i
(

2

1 −+∑  = 1 - 
!2

1
z2 + 

!4

1
z4 + ...  = ∑

+∞

=

−
0n

n2
n

z
)!n2(

)1(
 

T−¬ng tù khai triÓn  

sin z = 
i2

1
(eiz - e-iz), ch z = 

2

1
(ez + e-z), sh z = 

2

1
(ez - e-z) 

3. (1 + z)m = 1 + mz +  
!2

)1m(m −
z2 + …  = n

0n

z
!n

)1nm)...(1m(m
∑
+∞

=

+−−
 

Víi m = 1 

z1

1

+
 = 1 - z + z2 - … =  ∑

+∞

=

−
0n

nn z)1(  

Thay z b»ng z2 

2z1

1

+
 = 1 - z2 + z4 - … =  ∑

+∞

=

−
0n

n2n z)1(  

Suy ra 

          ln(1 + z) = ∫ ζ+
ζz

0 1

d
 =  ∑ ∫

+∞

=
ζζ−

0n

z

0

nn d)1(  = 1n

0n

n

z
1n

)1( +
+∞

=
∑ +

−
  

arctanz =  ∫ ζ+
ζz

0
21

d
 =∑ ∫

+∞

=

ζζ−
0n

z

0

n2n d)1( =  1n2

0n

n

z
1n2

)1( +
+∞

=
∑ +

−
 

 

 

 

 

§4. Kh«ng ®iÓm cña hµm gi¶i tÝch 
 

§Þnh lý  Cho hµm f gi¶i tÝch trong miÒn D vµ d~y sè (zn)n∈∠ héi tô trªn miÒn D ®Õn ®iÓm 

a ∈ D. NÕu ∀ n ∈ ∠, f(zn) = 0 th× ∃ R > 0 sao cho ∀ z ∈ B(a, R), f(z) = 0. 
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Chøng minh 

Khai triÓn Taylor hµm f trong l©n cËn ®iÓm a 

∀ z ∈ B(a, R), f(z) = ∑
+∞

=

−
0n

n
n )az(c víi c0 = f(a) = 

∞+
lim f(zn) = 0  

KÝ hiÖu   

m(a) = min{n ∈ ∠ : cn ≠ 0} ≥ 0       (4.4.1) 

NÕu m(a) = m th× 

f(z) = ∑
+∞

=
−

mn

n
n )az(c = (z - a)m∑

+∞

=
+ −

0k

k
km )az(c  = (z - a)mg(z) 

víi hµm g(z) gi¶i tÝch trong l©n cËn ®iÓm a vµ g(a) = cm ≠ 0. 

Do ®ã 

∃ ε > 0 : ∀ z ∈ B(a, ε), g(z) ≠ 0 

Suy ra 

  ∀ zn ∈ B(a, ε), f(zn) = (zn - a)mg(zn) ≠ 0! 

§iÒu nµy m©u thuÉn víi gi¶ thiÕt. 

VËy m(a) = + ∞ . Tøc lµ ∀ z ∈ B(a, R), f(z) = 0       � 

 

HÖ qu¶ 1  Cho hµm f gi¶i tÝch trªn miÒn D. KÝ hiÖu Z(f) = {z ∈D : f(z) = 0}.  

Khi ®ã Z(f) = D hoÆc Z(f) cã kh«ng qu¸ ®Õm ®−îc phÇn tö. 

Chøng minh 

KÝ hiÖu A lµ c¸c ®iÓm tô cña tËp Z(f) ta cã 

A ⊂  Z(f) ⊂ D vµ tËp A lµ tËp ®ãng 

Theo ®Þnh nghÜa 

∀ a ∈ A, ∃ d~y zn  → )f(Z  a  vµ f(zn) = 0 

Theo ®Þnh lý trªn 

∃ ε > 0 : ∀ z ∈ B(a, ε), f(z) = 0  ⇒  B(a, ε) ⊂ A  ⇒   tËp A lµ tËp më.  

Do tËp D liªn th«ng vµ tËp A ⊂ D võa ®ãng vµ võa më nªn 

HoÆc A = ∅ suy ra Z(f) cã kh«ng qu¸ ®Õm ®−îc phÇn tö 

HoÆc A = D suy ra  Z(f) = D         � 

 

NhËn xÐt Theo kÕt qu¶ trªn th× kh«ng ®iÓm cña hµm gi¶i tÝch kh«ng ®ång nhÊt b»ng 

kh«ng lu«n lµ kh«ng ®iÓm c« lËp. Tøc lµ ∃ R > 0 : ∀ z ∈ B(a, R) - {a}, f(z) ≠ 0 

 

HÖ qu¶ 2  Cho c¸c hµm f, g gi¶i tÝch trong miÒn D vµ d~y sè (zn)n∈∠ héi tô trªn miÒn D 

®Õn ®iÓm a ∈ D. NÕu ∀ n ∈ ∠, f(zn) = g(zn) th× ∀ z ∈ D, f(z) = g(z). 

Chøng minh 

§Æt h(z) = f(z) - g(z), theo gi¶ thiÕt Z(h) cã ®Õm ®−îc phÇn tö, suy ra  Z(h) = D 

Tøc lµ 

  ∀ z ∈ D, h(z) = f(z) - g(z) = 0        � 
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HÖ qu¶ 3   Cho ®iÓm a lµ kh«ng ®iÓm cña hµm f gi¶i tÝch vµ kh«ng ®ång nhÊt b»ng 

kh«ng trong miÒn D. Khi ®ã 

∃! m ∈ ∠*, ∃ R > 0 : ∀ z ∈ B(a, R), f(z) = (z - a)m g(z)   (4.4.2) 

víi g lµ hµm gi¶i tÝch trong h×nh trßn B(a, R) vµ g(a) ≠ 0. §iÓm a gäi lµ kh«ng ®iÓm cÊp 

m cña hµm f. 

Chøng minh 

Khai triÓn Taylor hµm f trong l©n cËn ®iÓm a 

f(z) = ∑
+∞

=

−
0n

n
n )az(c víi c0 = f(a) = 0  

Theo c¸c kÕt qu¶ trªn ®iÓm a lµ kh«ng ®iÓm c« lËp nªn 

 ∃ R > 0 : ∀ z ∈ B(a, R) - {a}, f(z) ≠ 0 

Theo c«ng thøc (4.4.1) nÕu m(a) = +∞  th× ∀ z ∈ B(a, R), f(z) = 0 tr¸i víi gi¶ thiÕt.  

Suy ra m(a) = m ∈ ∠*. Tøc lµ 

f(z) = ∑
+∞

=

−
mn

n
n )az(c = (z - a)m∑

+∞

=
+ −

0k

k
km )az(c = (z - a)mg(z) 

víi g lµ hµm gi¶i tÝch trong h×nh trßn B(a, R) vµ g(a) = cm ≠ 0    � 

 

 

 

 

§5. Chuçi Laurent 
 

§Þnh lý  Cho miÒn D = { r < | z - a | < R} vµ hµm f liªn tôc trªn D , gi¶i tÝch trong D. 

Víi mäi ρ ∈ (r, R) kÝ hiÖu B = B(a, ρ) ∩ D vµ Γ = ∂B+(a, ρ). 

 ∀ z ∈ B, f(z) = ∑
+∞

∞−

− n
n )az(c  víi  cn = ∫

Γ
+ ζ

−ζ
ζ

π
d

)a(

)(f

i2
1

1n
, n ∈ 9 (4.5.1) 

C«ng thøc (4.5.1) gäi lµ khai triÓn Laurent cña hµm f t¹i ®iÓm a. 

Chøng minh 

Víi mäi z ∈ B cè ®Þnh. Theo c«ng thøc tÝch ph©n Cauchy 

f(z) = ∫
∂

ζ
−ζ
ζ

π D

d
z

)(f

i2

1
 = ∫

Γ

ζ
−ζ
ζ

π
−

1

d
z

)(f

i2

1
 + ∫

Γ

ζ
−ζ
ζ

π
2

d
z

)(f

i2

1
    (1) 

Víi mäi ζ ∈ Γ1 :  | ζ - a | = r, ta cã q = | ζ - a | / | z - a | < 1 

suy ra  khai triÓn  

ζ−z

1
 = 

az

a
1

1

az

1

−
−ζ−−

 = ∑
∞+

=









−
−ζ

−0n

n

az

a

az

1
 

vµ 
ζ−

ζ
z

)(f
 = ∑

∞+

=









−
−ζ

−
ζ

0n

n

az

a

az

)(f
   (2) 

z 

ζ 

 ζ 

Γ1 Γ2 

Γ 
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Víi mäi ζ ∈ Γ2 :  | ζ - a | = R, ta cã q = | z - a | / | ζ - a | < 1 suy ra  khai triÓn  

z

1

−ζ
 = 

a

az
1

1

a

1

−ζ
−−−ζ

 = ∑
∞+

=









−ζ
−

−ζ0n

n

a

az

a

1
vµ 

z

)(f

−ζ
ζ

 = ∑
∞+

=









−ζ
−

−ζ
ζ

0n

n

a

az

a

)(f
 (3) 

Do hµm f liªn tôc trªn D  nªn cã module bÞ chÆn suy ra chuçi (2) héi tô ®Òu trªn Γ1 vµ 

chuçi (3) héi tô ®Òu trªn Γ2. Ngoµi ra theo ®Þnh lý Cauchy 

∫
Γ

ζ
−ζ
ζ

1

d
)a(

)(f
n

 = ∫
Γ

ζ
−ζ
ζ

d
)a(

)(f
n

 = ∫
Γ

ζ
−ζ
ζ

2

d
)a(

)(f
n

 

TÝch ph©n tõng tõ c«ng thøc (1) suy ra c«ng thøc (4.5.1)     � 

 

• Ng−êi ta th−êng viÕt chuçi Laurent d−íi d¹ng 

 ∑
+∞

∞−

− n
n )az(c  = ∑

+∞

=

−

−1n
n

n

)az(

c
 + ∑

+∞

=
−

0n

n
n )az(c      (4.5.2) 

PhÇn luü thõa d−¬ng gäi lµ phÇn ®Òu, phÇn luü thõa ©m gäi lµ phÇn chÝnh. NÕu hµm f 

gi¶i tÝch trong c¶ h×nh trßn B(a, R) th× ∀ n ≥ 1, c-n = 0. Khi ®ã chuçi Laurent (4.5.1) trë 

thµnh chuçi Taylor (4.3.1) 

 

VÝ dô 

1. Khai triÓn hµm f(z) = 
)2z)(1z(

1
−−

 trªn miÒn D ={ 1 < | z | < 2} 

f(z) = - 
2

1

2

z
1

1

−
 - 

z

1

z

1
1

1

−
 = - 

2

1
(1 + ... + 

n2

1
zn + ...) - 

z

1
(1 + ... + 

nz

1
 + ...) 

2. Khai triÓn hµm f(z) = sin
1z

z
−

 thµnh chuçi t©m t¹i a = 1 

f(z) = sin1cos
1z

1
−

 + cos1sin
1z

1
−

 

sin
1z

1
−

 = 
1z

1
−

...
)1z(

1
!3

1
3

+
−

−    vµ cos
1z

1
−

 = 1 ...
)1z(

1
!2

1
2

+
−

−  

 

 

 

 

§6. Ph©n lo¹i ®iÓm bÊt th−êng 
 

• §iÓm a gäi lµ ®iÓm bÊt th−êng nÕu hµm f kh«ng gi¶i tÝch t¹i a. NÕu ∃ ε > 0 sao cho 

hµm f gi¶i tÝch trong B(a, ε) - {a} th× ®iÓm a gäi lµ ®iÓm bÊt th−êng c« lËp. Cã thÓ ph©n 

lo¹i c¸c ®iÓm bÊt th−êng c« lËp nh− sau. NÕu )z(flim
az→

= L th× ®iÓm a gäi lµ bÊt th−êng 
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bá qua ®−îc. NÕu )z(flim
az→

= ∞ th× ®iÓm a gäi lµ cùc ®iÓm. NÕu )z(flim
az→

kh«ng tån t¹i th× 

®iÓm a gäi lµ bÊt th−êng cèt yÕu. 

Gi¶ sö trong l©n cËn ®iÓm a bÊt th−êng c« lËp, hµm f cã khai triÓn Laurent 

f(z) = ∑
+∞

= −1n
n

n-

)az(

c
 + ∑

+∞

=

−
0n

n
n )az(c        (4.6.1) 

 

§Þnh lý  KÝ hiÖu m(a) = min{ n ∈ 9 :  cn ≠ 0 } 

1. §iÓm a lµ bÊt th−êng bá qua ®−îc khi vµ chØ khi m(a) ≥ 0 

2. §iÓm a lµ cùc ®iÓm cÊp m khi vµ chØ khi m(a) < 0 

3. §iÓm a lµ bÊt th−êng cèt yÕu khi vµ chØ khi m(a) = -∞ 

Chøng minh 

1. m(a) = m ≥ 0 ⇒ f(z) = n

0n
n )az(c −∑

+∞

=

  → →az
 c0 = L 

Ng−îc l¹i, hµm g(z) = 




=
≠

0z       L
0z    )z(f  gi¶i tÝch trong B(a, ε). Khai triÓn Taylor t¹i ®iÓm a 

g(z) = ∑
+∞

=
−

0n

n
n )az(c víi c0 = L ⇒ m(a) ≥ 0 

2.  m(a) = -m < 0 ⇒ f(z) = ∑
= −

m

1n
n

n-

)az(

c
 + ∑

+∞

=
−

1n

n
n )az(c  → →az

 ∞ 

Ng−îc l¹i, hµm g(z) = 






=

≠

az        0

az   
)z(f

1
 gi¶i tÝch trong B(a, ε) vµ g(a) = 0.  

Theo hÖ qu¶ 3, §4 

g(z) = (z - a)mh(z) víi m ∈ ∠* vµ h lµ hµm gi¶i tÝch trong B(a, ε), h(a) ≠ 0 

Suy ra 

f(z) = 
)z(h

1

)az(

1
m−

 = ∑
+∞

=
−

− 0n

n
nm

)az(b
)az(

1
víi c-m = b0 ≠ 0 ⇒  m(a) = -m 

3. m(a) = -∞  ⇒ f(z) = ∑
+∞

=

−

−1n
n

n

)az(

c
 + ∑

+∞

=
−

0n

n
n )az(c  kh«ng cã giíi h¹n khi z → a 

Ng−îc l¹i, ph¶n chøng trªn c¬ së 1. vµ 2.        � 

 

HÖ qu¶ 1 (§Þnh lý Sokhotsky)  §iÓm a lµ ®iÓm bÊt th−êng cèt yÕu cña hµm f khi vµ chØ 

khi víi mäi sè phøc A cã d~y sè phøc (zn)n∈∠ héi tô ®Õn a sao cho d~y sè phøc (f(zn))n∈∠ 

héi tô ®Õn A. Tøc lµ tËp f(B(a, ε)) trï mËt trong tËp ∀. 

 

• Hµm f gi¶i tÝch trªn toµn tËp sè phøc gäi lµ hµm nguyªn. Nh− vËy hµm nguyªn chØ cã 

mét ®iÓm bÊt th−êng duy nhÊt lµ z = ∞. §æi biÕn ζ = 
z

1
 suy ra hµm g(ζ) = f(z) cã duy 
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nhÊt ®iÓm bÊt th−êng c« lËp lµ ζ = 0. Khai triÓn Laurent hµm g(ζ) trong l©n cËn ζ = 0 

g(ζ) = ∑
+∞

=

−

ζ1n
n

nc
 + c0 + ∑

+∞

=

ζ
1n

n
nc = ∑

+∞

=
−

1n

n
n zc + c0 +  ∑

+∞

=1n
n

n

z

c
   (4.6.2) 

Do f(z) →
0

 f(a)  nªn ∀ n ≥ 1, cn = 0 

Tõ ®ã suy ra kÕt qu¶ sau ®©y. 

 

HÖ qu¶ 2  KÝ hiÖu mf(∞) = - mg(0) 

1. Hµm f  lµ hµm h»ng khi vµ chi khi  m(∞) = 0   

2. Hµm f lµ ®a thøc bËc n khi vµ chi khi m(∞) = n 

3. Hµm f lµ hµm siªu viÖt khi vµ chi khi m(∞) = +∞ 

 

• Hµm f(z) gäi lµ hµm ph©n h×nh nÕu nã chØ cã h÷u h¹n cùc ®iÓm trªn tËp ∀ 

 

HÖ qu¶ 3  Hµm f(z) lµ hµm ph©n h×nh khi vµ chØ khi hµm f(z) lµ ph©n thøc h÷u tû  

Chøng minh 

Râ rµng hµm h÷u tû f(z) = 
)z(Q

)z(P
 cã h÷u h¹n cùc ®iÓm lµ c¸c kh«ng ®iÓm cña Q(z) 

Ng−îc l¹i, gi¶ sö hµm f(z) cã m cùc ®iÓm trªn ∀. Khi ®ã  

f(z) = 
)m1 zz)..(zz(

)z(h
−−

 

víi hµm h gi¶i tÝch trªn toµn ∀ vµ mh(∞) = n  suy ra h(z) = P(z)    � 

 

 

 

 

§7. ThÆng d− 
 

• Cho hµm f gi¶i tÝch trong B(a, R) - {a}, liªn tôc trªn Γ = ∂B(a, R). TÝch ph©n 

 Resf(a) = ∫
Γ

π
dz)z(f

i2
1          (4.7.1) 

gäi lµ thÆng d− cña hµm f t¹i ®iÓm a. 

Theo ®Þnh lý Cauchy, nÕu a lµ ®iÓm th−êng cña hµm f th× Resf(a) = 0.  NÕu a lµ ®iÓm bÊt 

th−êng c« lËp th× Resf(a) kh«ng phô thuéc vµo ®−êng cong Γ ®¬n, kÝn, tr¬n tõng khóc, 

bao ®iÓm a, ®Þnh h−íng d−¬ng vµ n»m gän trong h×nh trßn B(a, R). 

Cho hµm f gi¶i tÝch trong miÒn R < | z | < ∞, liªn tôc trªn Γ = ∂B(0, R). TÝch ph©n 

 Resf(∞) = ∫
−Γπ

dz)z(f
i2

1
        (4.7.2) 

gäi lµ thÆng d−  cña hµm f t¹i ®iÓm ∞. 
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§Þnh lý  Th¨ng d− cña hµm f t¹i ®iÓm a lµ hÖ sè c-1 cña khai triÓn Laurent t¹i ®iÓm ®ã. 

Resf(a) = c-1          (4.7.3) 

Chøng minh 

Khai triÓn Laurent hµm f t¹i ®iÓm a 

f(z) = ∑
+∞

=

−

−1n
n

n

)az(

c
 + ∑

+∞

=

−
0n

n
n )az(c víi cn = ∫

Γ
+

ζ
−ζ

ζ
π

d
)a(

)(f

i2

1
1n

, n ∈9 

So s¸nh víi c«ng thøc (4.7.1) suy ra c«ng thøc (4.7.3)     � 

 

HÖ qu¶  Cho ®iÓm a lµ cùc ®iÓm cÊp m cña hµm f 

Resf(a) = )]z(f)az[(
dz
dlim

)!1m(
1 m

)1m(

)1m(

az
−

− −

−

→
     (4.7.4) 

Chøng minh 

Khai triÓn Laurent t¹i cùc ®iÓm a cÊp m 

 f(z) = 
m

m

)az(

c

−
−  + ... + 

az

c 1

−
−  + ∑

+∞

=

−
0n

n
n )az(c  

Suy ra 

 (z - a)mf(z) = c-m + ... + c-1(z - a)m-1 + c0(z - a)m + .... 

[(z - a)mf(z)](m-1) = (m - 1)!c-1 + m(m-1)..2c0(z - a) + ... 

ChuyÓn qua giíi h¹n hai vÕ 

 
az

lim
→

[(z - a)mf(z)](m-1) = (m - 1)!c-1        � 

 

VÝ dô Hµm f(z) = 
32

z

)1z(

e

+
 cã hai cùc ®iÓm cÊp 3 lµ ±i 

Resf(i) = 

″










+→ 3

2

iz )iz(

e
lim

!2

1
= 

iz

5

z

4

z

3

z

)iz(

e12

)iz(

e6

)iz(

e

2

1

=









+
+

+
−

+
 = 

16

1
ei(3 - 2i) 

 

§Þnh lý  Cho hµm f cã c¸c cùc ®iÓm h÷u h¹n lµ ak víi k = 1...n 

∑
=

n

1k
k )a(sfRe  + Resf(∞) = 0        (4.7.5) 

Chøng minh 

Gäi  Γk víi k = 1...n  lµ c¸c ®−êng trßn | z - ak | = Rk ®ñ bÐ ®Ó chØ bao riªng tõng ®iÓm ak 

vµ Γ lµ ®−êng trßn | z | = R ®ñ lín ®Ó bao hÕt tÊt c¶ c¸c ®−êng trßn Γk. Theo c«ng thøc 

tÝch ph©n Cauchy 

∫
Γ

dz)z(f  = ∑ ∫
= Γ

n

1k
k

dz)z(f  = - ∫
−Γ

dz)z(f  

ChuyÓn vÕ sau ®ã chia hai vÕ cho 2πi  suy ra c«ng thøc (4.7.5)    � 
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HÖ qu¶  Cho ®−êng cong Γ ®¬n, kÝn, tr¬n tõng khóc, ®Þnh h−íng d−¬ng vµ hµm f liªn 

tôc trªn Γ, gi¶i tÝch trong DΓ ngo¹i trõ h÷u h¹n cùc ®iÓm ak ∈ DΓ víi k = 1...n 

 ∫
Γ

dz)z(f = 2πi∑
=

n

1k
k )a(sfRe         (4.7.6) 

 

VÝ dô TÝnh I = ∫
Γ ++ )3z)(1z(

zdzsin
2

 víi Γ lµ ®−êng trßn | z | = 2 ®Þnh h−íng d−¬ng 

Hµm f(z) cã hai cùc ®iÓm z = ±i n»m trong miÒn DΓ vµ mét cùc ®iÓm z = -3 n»m ngoµi 

miÒn DΓ.  

Resf(-i) = 
iz

lim
−→ )3z)(iz(

zsin

−−
 = 

i62

)isin(

+−
−

 

Resf(i) = 
iz

lim
→ )3z)(iz( −+

 = 
i62

)isin(

−−
  

I = 2πi[Resf(-i) + Resf(i)] = - 
5

3
sin(i)  

 

 

 

 

§8. ThÆng d−  Loga 
 

• Cho hµm f gi¶i tÝch vµ kh¸c kh«ng trong B(a, R) - {a}, liªn tôc trªn Γ = ∂B(a, R).  

TÝch ph©n 

 ResLnf(a) = ∫
Γ

′
π

dz
)z(f

)z(f

i2

1
        (4.8.1) 

gäi lµ thÆng d− loga cña hµm f t¹i ®iÓm a. Theo ®Þnh nghÜa trªn 

ResLnf(a) = Resg(a) trong ®ã  g(z) = [Ln f(z)]’ = 
)z(f

)z(f ′
 víi z ∈ B(a, R) - {a} 

 

§Þnh lý  Víi c¸c kÝ hiÖu nh− trªn 

1. NÕu a lµ kh«ng ®iÓm cÊp n cña hµm th× ResLnf(a) = n 

2. NÕu b lµ cùc ®iÓm cÊp m cña hµm f th× ResLnf(b) = -m 

Chøng minh 

1. Theo hÖ qu¶ 3, §4 

 ∀ z ∈ B(a, R), f(z) = (z - a)nh(z) víi h(z) lµ hµm gi¶i tÝch trong B(a, R) vµ h(a) ≠ 0 

§¹o hµm hµm f suy ra 

 f’(z) = n(z - a)n-1h(z) + (z - a)nh(z) 

g(z) = 
az

n

−
 + 

)z(h

)z(h′
 víi 

)z(h

)z(h′
 lµ hµm gi¶i tÝch trong B(a, R) 

-3 -i 

i 
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Suy ra 

 ResLnf(a) = c-1(g) = n 

2. Theo hÖ qu¶ 3, §5 

 ∀ z ∈ B(a, R), f(z) = 
m)az(

)z(h

−
 víi h(z) lµ hµm gi¶i tÝch trong B(a, R) vµ h(a) ≠ 0 

§¹o hµm hµm f suy ra 

 f’(z) = 
1m)az(

m
+−

−
h(z) + 

m)az(

1

−
h’(z) 

g(z) = 
az

m

−
−

 + 
)z(h

)z(h′
 víi 

)z(h

)z(h′
 lµ hµm gi¶i tÝch trong B(a, R) 

Suy ra 

 ResLnf(a) = c-1(g) = -m          � 

 

HÖ qu¶ 1  Cho ®−êng cong Γ ®¬n, kÝn, tr¬n tõng khóc, ®Þnh h−íng d−¬ng vµ hµm f liªn 

tôc trªn Γ, cã c¸c kh«ng ®iÓm ak cÊp nk víi k = 1...p vµ gi¶i tÝch trong DΓ  ngo¹i trõ c¸c 

cùc ®iÓm bj cÊp mj víi j = 1...q 

∫
Γ

′
dz

)z(f

)z(f

i2

1

π
 = ∑∑

==
−

q

1j
j

p

1k
k mn = N - M     (4.8.2) 

Chøng minh 

KÕt hîp ®Þnh lý trªn, c«ng thøc tÝch ph©n Cauchy vµ lËp luËn t−¬ng tù hÖ qu¶ 1, §7
 � 
 

• Ta xem mét kh«ng ®iÓm cÊp n lµ n kh«ng ®iÓm ®¬n trïng nhau vµ mét cùc ®iÓm cÊp m 

lµ m cùc ®iÓm ®¬n trïng nhau. Theo c«ng thøc Newtown - Leibniz vµ ®Þnh nghÜa hµm 

logarit phøc 

∫
Γ

′
dz

)z(f

)z(f
 = ∫

Γ

)]z(f[lnd  = ∆ΓLnf(z) = ∆Γln| f(z) | + i∆ΓArgf(z) = i∆ΓArgf(z) 

KÕt hîp víi c«ng thøc (4.8.2) suy ra hÖ qu¶ sau ®©y. 

 

HÖ qu¶ 2 (Nguyªn lý Argument)  Sè gia cña argument cña hµm f khi z ch¹y hÕt mét 

vßng trªn ®−êng cong Γ kÝn, tr¬n tõng khóc vµ ®Þnh h−íng d−¬ng b»ng 2π nh©n víi hiÖu 

sè cña sè kh«ng ®iÓm trõ ®i sè cùc ®iÓm cña hµm f n»m trong miÒn DΓ. Tøc lµ 

 ∆ΓArgf(z) = 2π(N - M)         (4.8.3) 

 

HÖ qu¶ 3 (§Þnh lý RouchÐ)  Cho ®−êng cong Γ ®¬n, kÝn, tr¬n tõng khóc, ®Þnh h−íng 

d−¬ng vµ c¸c hµm f , g liªn tôc trªn Γ, gi¶i tÝch trong DΓ. KÝ hiÖu NΓ(f) lµ sè kh«ng ®iÓm 

cña hµm f n»m trong DΓ.  Khi ®ã nÕu ∀ z ∈ Γ, | f(z) | > | g(z) |  th×  NΓ(f + g) = NΓ(f). 

Chøng minh 
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Theo gi¶ thiÕt   ∀ z ∈ Γ, 
)z(f

)z(g
 < 1 ⇒  ∆ΓArg(1 + 

)z(f

)z(g
) = 0 

Suy ra 

NΓ(f + g)  =  
π2

1 ∆ΓArg[f(z) + g(z)]  

=  
π2

1 ∆ΓArg[f(z)(1 + 
)z(f

)z(g
)]  

=  
π2

1 ∆ΓArgf(z) + 
π2

1 ∆ΓArg(1 + 
)z(f

)z(g
) = NΓ(f)   � 

 

HÖ qu¶ 4 (§Þnh lý D’Alembert - Gauss)  Mäi ®a thøc hÖ sè phøc bËc n cã ®óng n kh«ng 

®iÓm phøc trong ®ã kh«ng ®iÓm béi k tÝnh lµ k kh«ng ®iÓm. 

Chøng minh 

Gi¶ sö  

P(z) = a0 + a1z + ... + zn víi ak ∈ ∀ 

KÝ hiÖu  

 f(z) = zn,  g(z) = a0 + ... + an-1z
n-1,  M = Max{| ak | , k = 0...(n-1)} vµ R = nM + 1 

Trªn ®−êng trßn Γ :  | z | = R 

| g(z) | ≤ M(1 + ... + Rn-1) ≤ nMRn-1 < Rn = | f(z) | 
Theo hÖ qu¶ 3 

 NΓ(P) = NΓ(f + g) = NΓ(f) = n         � 

 

 

 

 

§9. C¸c øng dông thÆng d− 
 

§Þnh lý (Bæ ®Ò Jordan)  Cho ®−êng cong ΓR = {| z | = R, Imz ≥ β} vµ hµm f gi¶i tÝch 

trong nöa mÆt ph¼ng D = {Imz > β} ngo¹i trõ h÷u h¹n ®iÓm bÊt th−êng. Khi ®ã ta cã 

1. NÕu 
∞→z

lim zf(z) = 0 th× 
+∞→R

lim ∫
ΓR

dz)z(f  = 0      (4.9.1) 

2. NÕu 
∞→z

lim f(z) = 0  th×  ∀ λ > 0, 
+∞→R

lim ∫
Γ

λ

R

dze)z(f zi  = 0    (4.9.2) 

Chøng minh 

1. Tõ gi¶ thiÕt suy ra 

 ∀ z ∈ ΓR, | zf(z) | ≤ M  → +∞→R
0  ⇔  | f(z) | ≤ 

R

M
  

Suy ra 

1+
)z(g

)z(f
 

1 

β 

Γ3 

Γ2 

Γ1 

θ 
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 ∫
ΓR

dz)z(f  ≤  ∫
Γ

ds)z(f  = 
R

M
R(π + 2θ)  → +∞→R

0 

 

2. Tõ gi¶ thiÕt suy ra 

 ∀ z ∈ ΓR, | f(z) | ≤ M   → +∞→R
0 

Suy ra 

 ∫
Γ

λ

R

dz)z(fe zi  ≤ ∫
Γ

λ

1

ds)z(fe zi + ∫
Γ

λ

2

ds)z(fe zi  + ∫
Γ

λ

3

ds)z(fe zi  

¦íc l−îng tÝch ph©n, ta cã 

 ∫
Γ

λ

1

ds)z(fe zi  + ∫
Γ

λ

3

ds)z(fe zi  ≤ 2Me-λyRθ ≤ 2Me-λ|β|β  → +∞→R
 0 

∫
Γ

λ

2

ds)z(fe zi  = MR ∫
π

λ−

0

tsinR dte  = πMRe-λRsinα  → +∞→R
 0 víi α ∈ (0, π) � 

 

HÖ qu¶ 1  Cho f(z) lµ ph©n thøc h÷u tû sao cho bËc cña mÉu sè lín h¬n bËc tö sè Ýt nhÊt 

lµ hai ®¬n vÞ, cã c¸c cùc ®iÓm ak víi k = 1...p n»m trong nöa mÆt ph¼ng trªn vµ cã c¸c 

cùc ®iÓm ®¬n bj víi j = 1...q n»m trªn trôc thùc. Khi ®ã ta cã 

∫
+∞

∞−

dx)x(f = 2πi∑
=

p

1k
k )a(sfRe  + πi∑

=

q

1j
j )b(sfRe      (4.9.3) 

Chøng minh 

• §Ó ®¬n gi¶n, xÐt tr−êng hîp hµm f cã mét cùc ®iÓm a 

thuéc nöa mÆt ph¼ng trªn vµ mét cùc ®iÓm ®¬n b thuéc 

trôc thùc. Tr−êng hîp tæng qu¸t chøng minh t−¬ng tù. 

KÝ hiÖu  

 ΓR : | z | = R, Imz > 0,  Γρ : | z | = ρ, Imz > 0 

Γ =  ΓR ∪ [-R, b - ρ] ∪ Γρ ∪ [b + ρ, R] 

Theo c«ng thøc (4.7.6) 

 ∫
Γ

dz)z(f  = ∫
ΓR

dz)z(f  + ∫
ρ−− ]b,R[

dz)z(f  + ∫
ρΓ

dz)z(f  + ∫
ρ+ ]R,b[

dz)z(f  = 2πiResf(a) 

KÕt hîp víi c«ng thøc (4.9.1) suy ra 

∫
+∞

∞−

dx)x(f  = 
0,R

lim
→ρ+∞→ ∫

ρ−− ]b,R[

dz)z(f  + 
0,R

lim
→ρ+∞→ ∫

ρ+ ]R,b[

dz)z(f  

      =  2πiResf(a) - 
0

lim
→ρ ∫

ρΓ

dz)z(f        (1) 

Do b lµ cùc ®iÓm ®¬n nªn  f(z) = 
bz

c 1

−
−  + g(z) víi g(z) gi¶i tÝch trong l©n cËn ®iÓm b 

Suy ra hµm g(z) bÞ chÆn trªn Γρ 

Γρ 
a 

ΓR 

-R R b 
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 ∃ M > 0 : ∀ z ∈ Γρ , | g(z) | < M ⇒  ∫
ρΓ

dz)z(g  ≤ Mπρ  → →ρ 0
 0 (2) 

Tham sè ho¸ cung Γρ : z = b + ρeit víi t ∈ [π, 0].  

TÝnh trùc tiÕp 

 ∫
ρΓ

−

−
dz

bz

c 1  = - πiResf(b)         (3) 

Thay (2) vµ (3) vµo (1) suy ra c«ng thøc (4.9.1)       � 

 

VÝ dô TÝnh tÝch ph©n I = ∫
+∞

∞− +
−

dx
)1x(

1x
22

 

Ph©n thøc  f(z) = 
22 )1z(

1z

+
−

 cã cùc ®iÓm kÐp a = i  thuéc nöa mÆt ph¼ng trªn 

   Resf(i) = 

′










+
−

→ 2iz )iz(

1z
lim = 

iz
32 )iz(

)1z(2

)iz(

1

=









+
−−

+
= 

4

1
i 

Suy ra I = 2πiResf(i) = - 
2

π
 

 

HÖ qu¶ 2  Cho f(z) lµ ph©n thøc h÷u sao cho bËc cña mÉu sè lín h¬n bËc tö sè Ýt nhÊt lµ 

mét ®¬n vÞ, cã c¸c cùc ®iÓm ak víi k = 1...p n»m trong nöa mÆt ph¼ng trªn vµ cã c¸c cùc 

®iÓm ®¬n bj víi j = 1...q n»m trªn trôc thùc. KÝ hiÖu g(z) = f(z)eiαz  ta cã 

∫
+∞

∞−

α dxe)x(f xi = 2πi∑
=

p

1k
k )a(sgRe  + πi∑

=

q

1j
j )b(sgRe     (4.9.4) 

Chøng minh 

LËp luËn t−¬ng tù nh− chøng minh hÖ qu¶ 1.       � 

 

VÝ dô TÝnh tÝch ph©n  I = ∫
+∞

0

dx
x

xsin
 = ∫

+∞

∞−

dx
x

e
Im

2

1 ix

 

Ph©n thøc f(z) = 
z

1
 cã cùc ®iÓm ®¬n b = 0  thuéc trôc thùc vµ  Resg(0) = 

0z
lim

→
eiz = 1 

Suy ra I = 
2

1
Im(πi) = 

2

π
 

 

HÖ qu¶ 3  Cho ®−êng cong  ΓR = { | z | = R, Rez ≤ α } vµ hµm f gi¶i tÝch trong nöa mÆt 

ph¼ng D = { Rez < α } ngo¹i trõ h÷u h¹n ®iÓm bÊt th−êng vµ 
∞→z

lim f(z) = 0. 

∀ λ > 0, 
+∞→R

lim ∫
Γ

λ

R

dze)z(f z  = 0       (4.9.5) 
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Chøng minh 

Suy ra tõ ®Þnh lý b»ng c¸ch quay mÆt ph¼ng mét gãc π/2.     � 

 

 

HÖ qu¶ 4  Víi c¸c gi¶ thiÕt nh− hÖ qu¶ 3, kÝ hiÖu g(z) = eλzf(z) 

∀ λ > 0,  I(λ) = ∫
∞+α

∞−α

λ

π

i

i

z dz)z(fe
i2

1
 = ∑

α<kaRe
k )a(sgRe     (4.9.6) 

Chøng minh 

KÝ hiÖu 

 Γ = ΓR ∪ [α - iβ, α + iβ] víi R ®ñ lín ®Ó bao hÕt c¸c cùc ®iÓm cña hµm f(z) 

Theo c«ng thøc (4.7.6) 

 
i2

1

π ∫
Γ

λ dz)z(fe z  = 
i2

1

π ∫
Γ

λ

R

dze)z(f z  + 
i2

1

π ∫
β+α

β−α

λ
i

i

z dz)z(fe  = ∑
α<kaRe

k )a(sgRe  

Suy ra 

∫
β+α

β−α

λ

π

i

i

z dz)z(fe
i2

1
 = ∑

α<kaRe
k )a(sgRe  - ∫

Γ

λ

R

dze)z(f zi  

Cho β → +∞ vµ sö dông hÖ qu¶ 3 chóng ta nhËn ®−îc c«ng thøc (4.9.6)  � 

 

 

 

 

Bµi tËp ch−¬ng 4 
 

1. T×m miÒn héi tô vµ tæng cña c¸c chuçi sau ®©y. 

a.  ∑
+∞

= −0n
n)2z(

1
   b.  ∑

+∞

=
++1n

1n

nn

)iz(

2ni
   c.  ∑

−

−∞=

+ −+
2

n

n2n )iz(i)1n(  

 

2. T×m miÒn héi tô cña chuçi Marlaurin cña c¸c hµm sau ®©y. 

a.  
)5z2()3z(

19z2z
2

2

+−
+−

  b.  
2z4

z

+
    c.  

3)2z(

1z3

−
+

 

d.  (1 - z)e-2z   e.  sin3z    f.  ln(1 + z2) 

 

3. T×m miÒn héi tô cña chuçi Taylor t¹i ®iÓm a cña c¸c hµm sau ®©y. 

a.   
2z

1

−
, a = 1   b.  

5z6z

1
2 +−

 , a = 3  c.  
z1

1

−
, a = 3i 

d.  sin(z2 + 4z), a = -2  e.  
2z

1
, a = 2   f.  1z4z2

e +− , a = 2 

 



Ch−¬ng 4. Chuçi Hµm Phøc Vµ ThÆng D− 

Gi¸o Tr×nh To¸n Chuyªn §Ò  Trang  77 

4. X¸c ®Þnh cÊp kh«ng ®iÓm cña c¸c hµm sè sau ®©y. 

a.  (z2 + 9)(z2 + 4)5   b.  (1 - ez)(z2 - 4)3   c.  
z

zsin 3

 

 

5. T×m hµm f gi¶i tÝch t¹i z = 0 vµ tho¶ m~n 

a.  f(
n

1
) =

1n3

1

+
, n ∈ ∠* b.  f(±

n

1
) = 

4

2

n

1n +
, n ∈ ∠* c.  f(

n

1
) = sin

2

nπ
, n ∈ ∠* 

 

6. T×m miÒn héi tô cña chuçi Laurent t¹i ®iÓm a cña c¸c hµm sau ®©y. 

a.  
2z

1

−
 , a = 0 vµ a = ∞    b.  

)z1(z

1

−
, a = 0, a = 1 vµ a = ∞ 

c.  z2 z

1

e ,  a = 0 vµ a = ∞    d.  cos
2

2

)2z(

z4z

−
−

, a = 2 

 

7. T×m chuçi Laurent trong cña hµm f trong c¸c miÒn D sau ®©y. 

a.  
)1z)(2z(

5z2z
2

2

+−
+−

,  1 < | z | < 2   b.  
)2z)(1z(

z1

−−
+

,  1 < | z | < 2 

d.  
)3z)(1z(

z
2 −+

, 1 < | z | < 3   d.  
z1

zsin

−
,  | z | < 1 vµ | z | > 1 

e.  
2zz

1z
2 −+

+
,  | z | < 1, 1 < | z | < 2 vµ | z | > 2 

 

8. X¸c ®Þnh cÊp cña ®iÓm bÊt th−êng (kÓ c¶ ∞) cña c¸c hµm sau ®©y. 

a.  
2

5

)z1(

z

−
   b.  

3)1z)(1z(z

2z

−+
+

 c.  sinz + 
2z

1
  d.  cos

iz

1

+
 

e.  
zsin

1
   f.  e-zcos

z

1
   g.  

2z

zcos1 −
  h.  

4z

zsin
  

 

9. TÝnh thÆng d− cña c¸c hµm sau ®©y. 

a.  
2z

1z 2

−
+

   b.  
22

2

)1z(

z

+
  c.  

3

4

)1z(

z

+
   d.  

n

n2

)1z(

z

−
 

e.  
)e1(z

1
z2−

  f.  
)4z(z

e
22

z

+
  g.  

3z

zcos
   h.  

2
1zsin

1

−
 

i.  
2z1

zcos

−
   j.  sin

z

1
   k.  

)1z()1z(

shz
22 +−

 l.  
)4z(z

e
42

z

+
  

 

10. TÝnh tÝch ph©n hµm f trªn ®−êng cong kÝn Γ ®Þnh h−íng d−¬ng sau ®©y. 
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a.  ∫
Γ −− )2z)(1z(

zdz
, Γ : | z - 2 | = 2   b.  ∫

Γ + 4z

dze
2

z

, Γ : | z | = 3 

c.  ∫
Γ + 1z

dz
4

, Γ :  x2 + y2 = 2x + 2y - 1  d.  ∫
Γ +− )1z()1z(

dz
22

, Γ :  x2 + y2 = 2x 

e.  ∫
Γ +− )1z)(3z(

dz
5

, Γ : | z | = 2   f.  ∫
Γ +1z

dz
10

,  Γ :  | z | = 2   

g.  ∫
Γ









dz

z

1
sin

n

, Γ : | z | = 1    h. ∫
Γ +1z

dz
3

,  Γ :  4x2 + 2y2 = 3 

 

11. TÝnh c¸c tÝch ph©n x¸c ®Þnh sau ®©y 

a.  ∫
π

ϕ+
ϕ2

0 cos1

d
   b.   ∫

π

ϕ+
ϕ

0
2)cos1(

d
   c.  ∫

π

π− ϕ+
ϕ

sin1213

d
 

 

12. T×m sè nghiÖm cña c¸c ®a thøc trong miÒn D sau ®©y.  

a.   z5 + 2z2 + 8z + 1,  | z | < 1 vµ 1 ≤ | z | <2 

b.   z3 - 5z + 1, | z | < 1, 1 ≤ | z | < 2 vµ 2 ≤ | z | < 3 

c.   z4 + z3 + 3z2 + z + 2, Rez > 0 

d.   2z4  - 3z3 + 3z2 - z + 1, Rez > 0 vµ Imz > 0 

 

13. TÝnh c¸c tÝch ph©n suy réng sau ®©y. 

a.  ∫
+∞

∞− + 22 )9x(

dx
   b.  ∫

+∞

∞− +
+

dx
1x

1x
4

2

   c.  ∫
+∞

++0
22 )4x)(1x(

dx
 

d.  ∫
+∞

∞− + n2 )1x(

dx
   e.  ∫

+∞

+0
22 )4x(

dxcosx
   f.  ∫

+∞

∞− +−
dx

10x2x

xsinx
2

 

g.  ∫
+∞

∞−









dx

x

xsin
2

   h.  ∫
+∞

+0
2

2

dx
x1

xln
   i.  ∫

+∞

+0
22

2

dx
)x1(

xlnx
 

j.  ∫
− +−

1

1
3 2)x1)(x1(

dx
  k.  ∫ +

−1

0

dx
1x

)x1(x
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Ch−¬ng 5 

BiÕn ®æi fourier vµ BiÕn ®æi laplace 
 

 

 

§1. TÝch ph©n suy réng 
 

• Trong ch−¬ng nµy chóng ta kÝ hiÖu  

F(3, ∀) = { f : 3 → ∀} lµ ®¹i sè c¸c hµm biÕn thùc, trÞ phøc 

 || f ||∞ = SupR| f(t) |  vµ  || f ||1 = ∫
+∞

∞−

dt|)t(f| lµ c¸c chuÈn trªn F(3, ∀) 

L∞ = { f ∈ F(3, ∀) : || f ||∞ ≤ +∞ } lµ ®¹i sè c¸c hµm cã module bÞ chÆn 

C0 = { f ∈ C(3, ∀) : 
∞→t

lim f(t) = 0 } lµ ®¹i sè c¸c hµm liªn tôc, dÇn vÒ kh«ng t¹i ∞ 

L1 = { f ∈ F(3, ∀) : || f ||1 ≤ +∞ } lµ ®¹i sè c¸c hµm kh¶ tÝch tuyÖt ®èi trªn 3 

Chóng ta ®~ biÕt r»ng hµm kh¶ tÝch tuyÖt ®èi lµ liªn tôc tõng khóc, dÇn vÒ kh«ng t¹i v« 

cïng vµ bÞ chÆn trªn toµn 3. Tøc lµ 

 L1 ⊂ CM0 ⊂ L∞ 

 

• Cho kho¶ng I ⊂ 3 vµ hµm F : I × 3 → ∀, (x, t) α F(x, t) kh¶ tÝch trªn 3 víi mçi x ∈ I 

cè ®Þnh. TÝch ph©n suy réng  

f(f) = ∫
+∞

∞−

dt)t,x(F  víi x ∈ I        (5.1.1) 

gäi lµ bÞ chÆn ®Òu trªn kho¶ng I nÕu cã hµm ϕ ∈ L1 sao cho 

 ∀ (x, t) ∈ I × 3,   F(x, t)  ≤ | ϕ(t) | 
 

§Þnh lý  TÝch ph©n suy réng bÞ chÆn ®Òu cã c¸c tÝnh chÊt sau ®©y 

1. NÕu hµm F(x, t) liªn tôc trªn miÒn I × 3 th× hµm f(x) liªn tôc trªn kho¶ng I 

2. NÕu c¸c hµm F(x, t), 
x

F

∂
∂

 liªn tôc trªn miÒn I × 3 vµ tÝch ph©n ∫
+∞

∞− ∂
∂

dt)t,x(
x

F
 còng bÞ 

chÆn ®Òu trªn kho¶ng I th× hµm f(x) cã ®¹o hµm trªn kho¶ng I 

∀ x ∈ I,  ∫
+∞

∞−

dt)t,x(F
dx

d
 = ∫

+∞

∞− ∂
∂

dt)t,x(
x

F
 

3. NÕu hµm F(x, t) liªn tôc trªn I × 3 th× hµm f(x) kh¶ tÝch ®Þa ph−¬ng trªn kho¶ng I 

 ∀ [a, b] ⊂ I,  ∫
b

a

dx)x(f  = ∫ ∫
+∞

∞−










dtdx)t,x(F

b

a

 

• KÝ hiÖu 
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η(t) = 




<
≥

0 t      0
0t      1   gäi lµ hµm nh¶y ®¬n vÞ 

δ(t, h) = 
h

1
[η(t) - η(t - h)] = 







>≤
≤<

ht ,0t        0 

 ht 0      
h

1
  gäi lµ hµm xung  

δ(t) = 
0h

lim
→

δ(t, h) = 




≠
=∞+

0t        0
0 t       gäi lµ hµm xung Dirac   (5.1.2) 

 

§Þnh lý  Hµm xung Dirac cã c¸c tÝnh chÊt sau ®©y. 

1. ∫
+∞

∞−

δ dt)t(  = 1    

2. Víi mäi hµm f liªn tôc t¹i 0 ∫
+∞

∞−

δ dt)t()t(f  =  f(0) 

3.  ∀ t ∈ 3, η(t) = ∫
∞−

ττδ
t

d)(  = ∫
+∞

ττ−δ
0

d)t(  vµ δ(t) = η’(t) 

Chøng minh 

1. ∫
+∞

∞−

δ dt)t(  = ∫
+∞

∞−
→

δ dt)h,t(lim
0h

 = 
0h

lim
→ ∫ δ

h

0

dt)h,t(  = 1 

2. ∫
+∞

∞−

δ dt)t()t(f  = ∫
+∞

∞−
→

δ dt)h,t(lim)t(f
0h

 = 
0h

lim
→ ∫

h

0

dt)t(f
h

1
= f(0) 

3. XÐt tÝch ph©n  η(t, h) =  ∫
∞−

ττδ
t

d)h,(  =  








≥
<<

≤

ht           1 

ht0        
h

t
 

0t         0 

 

ChuyÓn qua giíi h¹n η(t) = 
0h

lim
→

η(t, h) 

Tõ ®ã suy ra c¸c hÖ thøc kh¸c.         � 

 

• Cho c¸c hµm f, g ∈ F(3, ∀). TÝch ph©n 

 ∀ t ∈ 3, (f∗g)(t) = ∫
+∞

∞−

ττ−τ d)t(g)(f       (5.1.3) 

gäi lµ tÝch chËp cña hµm f vµ hµm g. 

  

§Þnh lý  TÝch chËp cã c¸c tÝnh chÊt sau ®©y. 

1.  ∀ f, g ∈ L1    f ∗g ∈ L1 vµ || f ∗ g ||1 ≤ || f ||1 || g ||1 

2. ∀ f, g ∈ L1    f ∗ g = g ∗ f  

3. ∀ f ∈ L1 ∩ C(3, ∀) f ∗ δ  = δ ∗ f  = f 

4. ∀ f, g, h ∈ L1, λ ∈ ∀ (λf + g) ∗ h  =  λf ∗ h + g ∗ h 

Chøng minh 
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1. Do hµm g kh¶ tÝch tuyÖt ®èi nªn bÞ chÆn trªn 3 

 ∀ (t, τ) ∈ 32, | f(τ)g(t - τ) | ≤ || g ||∞ | f(τ) | 
Do f kh¶ tÝch tuyÖt ®èi nªn tÝch ph©n suy réng (f∗g)(t) héi tô tuyÖt ®èi vµ bÞ chÆn ®Òu  

 || f ∗ g ||1 = ∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

ττ−τ dtd)t(g)(f  ≤ ∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

τ









τ−τ ddt|)t(g||)(f|  = || f ||1 || g ||1 

2. ∀ t ∈ 3, (f∗g)(t) = ∫
+∞

∞−

ττ−τ d)t(g)(f  = ∫
+∞

∞−

θθθ− d)(g)t(f  = (g∗f)(t) 

3.  ∀ t ∈ 3, (f∗δ)(t) = ∫
+∞

∞−
→

ττδτ− d)h,(lim)t(f
0h

 = ∫ ττ−
→

h

0
0h

d)t(f
h

1
lim = f(t) 

4. Suy ra tõ tÝnh tuyÕn tÝnh cña tÝch ph©n        � 

 

 

 

 

§2. C¸c bæ ®Ò Fourier 
 

Bæ ®Ò 1  Cho hµm f ∈ L1. Víi mçi f ∈ 3 cè ®Þnh kÝ hiÖu fx(t) = f(t - x) víi mäi t ∈ 3 

Khi ®ã ¸nh x¹ Φ : 3 → L1, f → fx lµ liªn tôc theo chuÈn.  

Chøng minh 

Ta chøng minh r»ng  

∀ ε > 0, ∃ δ > 0 :  ∀ x, y ∈ 3, | x - y | < δ ⇒ || Φ(x) - Φ(y) ||1 < ε 

ThËt vËy 

Do hµm f kh¶ tÝch tuyÖt ®èi nªn 

 ∀ ε > 0, ∃ N > 0 :  ∫
≥N|t|

dt|)t(f|  < 
4

1 ε 

Trong kho¶ng [-N, N] hµm f cã h÷u h¹n ®iÓm gi¸n ®o¹n lo¹i mét 

a1 = - N < a2 < ... < am = N víi  ∆ = Max{| ak - ak-1 | : k = 1...m} 

vµ trªn mçi kho¶ng con [ak-1, ak] hµm cã thÓ th¸c triÓn thµnh hµm liªn tôc ®Òu 

 ∀ ε > 0, ∃ δ > 0 : | x - y | < δ ⇒ | f(x) - f(y) | < 
∆

ε
m2

 

Tõ ®ã suy ra −íc l−îng 

 || Φ(x) - Φ(y) ||1 = ∫
+∞

∞−

−−− dt)yt(f)xt(f   

       ≤ ∫
≥

−−−
N|t|

dt)yt(f)xt(f  + ∑ ∫
= −

−−−
m

1k

a

a

k

1k

dt)yt(f)xt(f  < ε � 

 

• Víi mäi (λ, t, x) ∈ 3 *
+ × 3 × 3 kÝ hiÖu 
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 H(t) = e-|t|  vµ  hλ(x) = ∫
+∞

∞−

λ
π

dte)t(H
2

1 ixt       (5.2.1) 

 

Bæ ®Ò 2  C¸c hµm H(t) vµ hλ(x) cã c¸c tÝnh chÊt sau ®©y 

1. ∀ t ∈ 3,   0 < H(t) ≤ 1 
0

lim
→λ

H(λt) = 1  
+∞→λ

lim H(λt) = 0 

2.   ∀ (λ, x) ∈ 3 *
+ × 3    hλ(x) = 

22 x

1

+λ
λ

π
 ∫

+∞

∞−
λ dx)x(h = 1 

3. ∀ f ∈ L1    (f ∗ hλ)(x) = ∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

λ










π
dte)t(Hdse)s(f

2

1 ixtist  

4.   ∀ g ∈ L∞ liªn tôc t¹i x ∈ 3  
0

lim
→λ

(g ∗ hλ)(f) = g(x) 

5.   ∀ f ∈ L1     
0

lim
→λ

|| f ∗ hλ - f ||1 = 0 

Chøng minh 

1. Suy ra tõ ®Þnh nghÜa hµm H(t) 

2. TÝnh trùc tiÕp tÝch ph©n (5.2.1) 

 hλ(x) = 









+

π ∫∫
+∞

+λ−

∞−

+λ

0

t)ix(
0

t)ix( dtedte
2

1
 = 









+λ−
−

+λπ ix

1

ix

1

2

1
 = 

22 x

1

+λ
λ

π
 

3. Theo ®Þnh nghÜa tÝch chËp vµ hµm hλ 

 (f ∗ hλ)(x) = ∫
+∞

∞−
λ− dy)y(h)yx(f = ∫ ∫

+∞

∞−

+∞

∞−

− λ









−

π
dte)t(Hdye)yx(f

2

1 ixtt)yx(i  

§æi biÕn s = x - y ë tÝch ph©n bªn trong nhËn ®−îc kÕt qu¶. 

4. Theo ®Þnh nghÜa tÝch chËp vµ hµm hλ
 

(g ∗ hλ)(x) = ∫
+∞

∞−
λ− dy)y(h)yx(g = ∫

+∞

∞−

λ− ds)s(h)sx(g 1  víi y = λs 

¦íc l−îng trùc tiÕp 

∀ (x, s) ∈ 32, | g(x - λs)h1(s) | ≤  || g ||∞ | h1(s) |  
Suy ra tÝch ph©n trªn bÞ chÆn ®Òu. Do hµm g liªn tôc nªn cã thÓ chuyÓn giíi h¹n qua dÊu 

tÝch ph©n.  

(g ∗ hλ)(x)  → →λ 0
 ∫

+∞

∞−

ds)s(h)x(g 1  = g(x) 

5. KÝ hiÖu 

 ∀ y ∈ 3, g(y) = || fy - f ||1 = ∫
+∞

∞−

−− dx|)x(f)yx(f| ≤ 2|| f ||1 

Theo bæ ®Ò 1. hµm g liªn tôc t¹i y = 0 víi g(0) = 0 vµ bÞ chÆn trªn toµn 3 

Tõ ®Þnh nghÜa chuÈn, tÝch chËp vµ hµm hλ  
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 || f∗hλ - f ||1 = ∫
+∞

∞−
λ −∗ dx|)x(f)x)(hf(| = ∫ ∫

+∞

∞−

+∞

∞−
λ−− dxdy)y(h))x(f)yx(f(  

   ≤  ∫ ∫
+∞

∞−
λ

+∞

∞−










−− dy)y(hdx|)x(f)yx(f|  = (g∗hλ)(0)  → →λ 0

 g(0) = 0 

Suy ra tõ tÝnh chÊt 4. cña bæ ®Ò 2.         � 

 

 

 

 

§3. BiÕn ®æi Fourier 
 

• Cho c¸c hµm f, F ∈ L1  kÝ hiÖu 

∀ ω ∈ 3, f
)

(ω) = ∫
+∞

∞−

ω− dte)t(f ti        (5.3.1) 

  ∀ t ∈ 3, F
(

(t) = ∫
+∞

∞−

ω ωω
π

de)(F
2

1 it        (5.3.2) 

Ngoµi ra hµm f vµ hµm g gäi lµ b»ng nhau hÇu kh¾p n¬i trªn 3 nÕu 

∫ −
R

dx|)x(g)x(f|  = 0 

 

§Þnh lý  Víi c¸c kÝ hiÖu nh− trªn 

1.  ∀ f ∈ L1  f
)

 ∈ C0 ∩ L1  vµ  || f
)

 ||∞ ≤ || f ||1 
2.  ∀ F ∈ L1  F

(
 ∈ C0 ∩ L1  vµ  || F

(
||∞ ≤ || f ||1 

3.  NÕu f
)

 = F  th×   F
(

 
n.k.h

= f 

Chøng minh 

1. Theo gi¶ thiÕt hµm f kh¶ tÝch tuyÖt ®èi vµ ta cã 

 ∀ (ω, t) ∈ 32,  | f(t)e-iωt | = | f(t) | 

Suy ra tÝch ph©n (5.3.1) bÞ chÆn ®Òu. Do hµm f(t)e-iωt  liªn tôc nªn hµm f
)

(ω) liªn tôc.  

BiÕn ®æi tÝch ph©n 

 f
)

(ω) = ∫
+∞

∞−

ω
π+ω−

dte)t(f
)t(i

 =  - ∫
+∞

∞−

ω−

ω
π− dte)t(f ti  

Céng hai vÕ víi c«ng thøc (5.3.1) suy ra 

2| f
)

(ω) | ≤ ∫
+∞

∞−

ω−

ω
π−− dt|e||)t(f)t(f| ti  = || f - 

ω
πf  ||1  → +∞→ω  0 

Do ¸nh x¹  Φ liªn tôc theo chuÈn theo bæ ®Ò 1. 

Ngoµi ra, ta cã 
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 || f
)

 ||∞ = supR| f
)

(ω) | ≤  supR ∫
+∞

∞−

ω− dt|e||)t(f| ti  = || f ||1      

2. KÝ hiÖu F-(t) = F(- t) víi t ∈ 3. BiÕn ®æi c«ng thøc (5.3.2) 

 )t(F
(

 = ∫
+∞

∞−

σ− σσ
π

de)-(F
2

1 it  = )t(F
2

1
-

)
π

 víi σ  = -ω 

Do hµm F ∈ L1 nªn hµm F- ∈ L1 vµ kÕt qu¶ ®−îc suy ra tõ tÝnh chÊt 1. cña ®Þnh lý. 

3. Theo tÝnh chÊt 3. cña bæ ®Ò 2 vµ tÝnh chÊt cña tÝch ph©n bÞ chÆn ®Òu 

 (f ∗ hλ)(t) = ∫
+∞

∞−

ω ωλωω
π

de)(H)(f
2

1 it
)

 = ∫
+∞

∞−

ω ωλωω
π

de)(H)(F
2

1 it   → →λ 0
 )t(F
(

 

MÆt kh¸c theo tÝnh chÊt 5. cña theo bæ ®Ò 2 

 || f∗hλ - f ||1  → →λ 0
 0 

Do tÝnh chÊt cña sù héi tô theo chuÈn 

 ∀ t ∈ 3, (f∗hλ)(t) 
n.k.h

0
 → →λ  f(t) 

Do tÝnh duy nhÊt cña giíi h¹n suy ra 

F
(

 
n.k.h

= f            � 

 

• CÆp ¸nh x¹ 

F :  L1 → C0 , f  α f
)

 vµ  F-1 :  L1 → C0 , F α F
(

    (5.3.3) 

x¸c ®Þnh theo cÆp c«ng thøc (5.3.1) vµ (5.3.2) gäi lµ cÆp biÕn ®æi Fourier thuËn nghÞch. 

Do tÝnh chÊt 3. cña ®Þnh lý sau nµy chóng ta lÊy F = f
)

 vµ ®ång nhÊt  f ≡ F
(

. Hµm f gäi lµ 

hµm gèc, hµm F gäi lµ hµm ¶nh vµ kÝ hiÖu lµ f ↔ F. 

 

VÝ dô 

1. f(t) = e-atη(t)  ↔  f
)

(ω) = ∫
+∞

∞−

ω+−η dte)t( t)ia(  = 
ω+ ia

1
 víi Re a > 0 

    f(t) = e-λ|t| (λ > 0) ↔ f
)

(ω) = ∫
∞−

ω−λ
0

t)i( dte + ∫
+∞

ω+λ−

0

t)i( dte =
ω−λ i

1
+

ω+λ i

1
= 

22

2

ω+λ
λ

 

2. δ(t)  ↔ u(ω) = ∫
+∞

∞−

ω−δ dte)t( ti = 1  vµ  u(t) = ∫
+∞

∞−

ω ωωδ de)( it  = 1 ↔ F(ω) = 2πδ(ω) 

3. f(t) =  




>
≤

T |t|0
T |t|1 ↔ f

)
(ω) = ∫

−

ω−
T

T

ti dte  = 2
ω

ωTsin
 

    F(ω) = 2
ω
ωTsin

 ↔ F
(

(t) = ω
ω
ω

π
ω

+∞

∞−
∫ de

Tsin
2

2

1 ti  ≡ f(t) ngo¹i trõ c¸c ®iÓm t = ± T 

    F(ω) = 




>ω
≤ω

T ||0
T ||1 ↔ F

(
(t) = ∫

−

ω ω
π

T

T

it de
2

1
 = 

t

Ttsin

π
 ≡ 

π2

1
f
)

(t) 
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§4. TÝnh chÊt cña biÕn ®æi Fourier 
 

• Gi¶ sö c¸c hµm mµ chóng ta nãi ®Õn sau ®©y kh¶ tÝch tuyÖt ®èi vµ do ®ã lu«n cã ¶nh vµ 

nghÞch ¶nh Fourier. KÝ hiÖu f ↔ F víi f(t) lµ hµm gèc vµ F(ω) lµ hµm ¶nh t−¬ng øng. 

 

1. TuyÕn tÝnh  NÕu hµm f vµ hµm g kh¶ tÝch tuyÖt ®èi th× víi mäi sè phøc λ hµm λf + g 

còng kh¶ tÝch tuyÖt ®èi. 

∀ λ ∈ ∀,  λf(t) + g(t) ↔ λF(z) + G(z)      (5.4.1) 

Chøng minh 

 ( )∫
+∞

∞−

ω−+λ dte)t(g)t(f ti  = λ ∫
+∞

∞−

ω− dte)t(f ti  + ∫
+∞

∞−

ω− dte)t(g ti     � 

 

2. DÞch chuyÓn gèc  NÕu hµm f kh¶ tÝch tuyÖt ®èi th× víi mäi sè thùc α hµm f(t - α) 

còng kh¶ tÝch tuyÖt ®èi. 

∀ α ∈ 3,  f(t - α) ↔ e-iαωF(ω)        (5.4.2) 

Chøng minh 

 ∫
+∞

∞−

ω−α− dte)t(f ti = e-iαω
∫

+∞

∞−

α−ω− α−α− )t(de)t(f )t(i   §æi biÕn τ = t - α  � 

 

3. §ång d¹ng  NÕu hµm f kh¶ tÝch tuyÖt ®èi th× víi mäi sè thùc α kh¸c kh«ng hµm f(αt) 

còng kh¶ tÝch tuyÖt ®èi. 

 ∀ α ∈ 3*,  f(αt)  ↔ )(F
||

1

α
ω

α
  vµ  f(-t)  ↔ F(-ω)    (5.4.3) 

Chøng minh 

 ∫
+∞

∞−

ω−α dte)t(f ti  = ∫
+∞

∞−

α
α
ω

−
αα

α
α

)t(de)t(f
)sgn( )t(i

    §æi biÕn τ = αt  � 

 

VÝ dô Cho f(t) = 




>
≤

1  |t|    0
1 |t|     1   ↔ F(ω) = 2

ω
ωsin

 

Ta cã   g(t) = f(3t + 3) - 
2

1
f(t + 3)  ↔ G(ω) = 2ei3ω

ω
ω )3/sin(

 -  eØ3ω

ω
ωsin

 

 

4. §¹o hµm gèc  Gi¶ sö hµm f vµ c¸c ®¹o hµm cña nã kh¶ tÝch tuyÖt ®èi. 

 f’(t)  ↔ iωF(ω)  vµ  ∀ n ∈ ∠, f(n)(t) ↔ (iω)nF(ω)    (5.4.4) 

Chøng minh 

f’(t) ↔  ∫
+∞

∞−

ω−′ dte)t(f ti  = 
+∞

∞−

ω− tie)t(f + (iω) ∫
+∞

∞−

ω− dte)t(f ti  = (iω) ∫
+∞

∞−

ω− dte)t(f ti  

Qui n¹p suy ra c«ng thøc thø hai.         � 
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5. TÝch ph©n gèc  Gi¶ sö hµm f vµ tÝch ph©n cña nã kh¶ tÝch tuyÖt ®èi. 

 ∫
∞−

ττ
t

d)(f  ↔ 
ωi
1 F(ω) + πF(0)δ(ω)       (5.4.5) 

Chøng minh 

KÝ hiÖu   g(t) = ∫
∞−

ττ
t

d)(f  ↔ G(ω), g’(t) = f(t) 

Theo tÝnh chÊt 4  ∀ ω ∈ 3, (iω)G(ω) = F(ω) 

Suy ra   G(ω) = 
ωi
1

F(ω) víi ω ≠ 0 vµ G(0) = πF(0)δ(ω)   � 

 

6. ¶nh cña tÝch chËp  NÕu hµm f vµ hµm g kh¶ tÝch tuyÖt ®èi th× tÝch chËp cña chóng 

còng kh¶ tÝch tuyÖt ®èi. 

(f∗g)(t)  ↔  F(ω)G(ω)         (5.4.6) 

Chøng minh 

 (f∗g)(t) ↔ ∫ ∫
+∞

∞−

ω−
+∞

∞−










τττ− dted)(g)t(f ti  = ∫ ∫

+∞

∞−

ωτ−
+∞

∞−

τ−ω− ττ









τ− de)(gdte)t(f i)t(i  

            = F(ω)G(ω)     � 

 

7. HÖ thøc Parseval  Gi¶ sö hµm f vµ hµm ¶nh F cña nã kh¶ tÝch tuyÖt ®èi. 

∫
+∞

∞−

dt|)t(f| 2  = 
π2

1
∫

+∞

∞−

ωω d)(F
2

       (5.4.7) 

Chøng minh 

∫
+∞

∞−

dt|)t(f| 2  = ∫
+∞

∞−

dt)t(f)t(f *  = ∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

ω−










ωω

π
dtde)(F

2

1
)t(f it*  

    = ∫ ∫
+∞

∞−

+∞

∞−

ω− ωω










π
d)(Fdte)t(f

2

1 *it  = 
π2

1
∫

+∞

∞−

ωω d)(F
2

   � 

 

VÝ dô   

1. δ(t) ↔ 1 ⇒ η(t) = ∫
∞−

ττδ
t

d)(  ↔ 
ωi
1 + πδ(ω) vµ δ(t) = 

dt

dη
 ↔ iω(

ωi
1  + πδ(ω)) ≡ 1 

2. g(t) = ∫
∞−

ττ
t

d)(f  = (f∗η)(t)  ↔ F(ω)(
ωi
1

 + πδ(ω)) = 
ωi
1

F(ω) + πF(0)δ(ω) 

3. f(t) = [e-λtη(t)]∗[e-µtη(t)] (λ ≠ µ)  ↔ F(ω) = 
ω+µω+λ i

1

i

1
 = )

i

1

i

1
(

1

ω+µ
−

ω+λλ−µ
 

        ↔ F
)

(t) = 
λ−µ

1
(e-λt - e-µt)η(t) ≡  f(t) 
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C«ng thøc ®èi ngÉu 

So s¸nh cÆp c«ng thøc Fourier (5.3.1) vµ (5.3.2)  

f(t) ↔ F(ω) ⇒  F(t) ↔  2π ∫
+∞

∞−

σω− σσ
π

de)(f
2

1 )(i  = 2π F
(

(-ω) ≡ 2πf(-ω) 

F(ω) ↔ f(t) ⇒  f(ω) ↔ ∫
+∞

∞−

τ−− ττ
π

de)(f
2

1 )t(i  = 
π2

1
f̂ (-t) ≡ 

π2

1
f(-t)  (5.4.8) 

Tõ ®ã suy ra tÝnh ®èi ngÉu cña cÆp biÕn ®æi Fourier. NÕu biÕn ®æi Fourier thuËn cã tÝnh 

chÊt α th× biÕn ®èi Fourier nghÞch còng cã tÝnh chÊt ®ã chØ sai kh¸c mét h»ng sè 2π vµ 

biÕn sè cã dÊu ng−îc l¹i. Chóng ta cã c¸c c«ng thøc sau ®©y. 

 

2’. DÞch chuyÓn ¶nh ∀ α ∈ 3 eiαtf(t) ↔ F(ω - α)     (5.4.2’) 

3’. §ång d¹ng  ∀ α ∈ 3* )
t

(f
||

1

αα
 ↔ F(αω)    (5.4.3’) 

4’. §¹o hµm ¶nh  - itf(t) ↔ F’(ω) vµ ∀ n ∈ ∠, (-it)nf(t) ↔ F(n)(ω)  (5.4.4’) 

5’. TÝch ph©n ¶nh  -
it
1 f(t) + πf(0)δ(t) ↔ ∫

ω

∞−

σσ d)(F     (5.4.5’) 

6’. ¶nh cña tÝch  f(t)g(t) ↔ ∫
+∞

∞−

σσ−ωσ
π

d)(G)(F
2

1
 = 

π2

1
(F∗G)(ω) (5.5.6’) 

 

VÝ dô  

1.  f(t) = e-λ|t| (λ > 0) ↔ F(ω) = 
22

2

ω+λ
λ

 ⇒  g(t) = 
22 t

2

+λ
λ

 ↔ G(ω) = 2πe-λ|ω| 

2. F(ω) = 
ω+ ia

1
(Rea > 0) ↔ f(t) = e-atη(t) ⇒ G(ω) = e-aωη(ω) ↔ g(t) =

π2

1

ita

1

−
 

3.   u(t) =1 ↔ 2πδ(ω)  ⇒  ∀ α ∈ 3, eiαt ↔ 2πδ(ω - α)  

f(t) = sinαt =
i2

1
eiαt - 

i2

1
e-iαt  ↔ F(ω) = 

i

π δ(ω - α) - 
i

π δ(ω + α) 

G(ω) = sinαω ↔ g(t) = 
π2

1
(

i

π δ(-t - α) + 
i

π δ(-t + α)) 

 

 

 

 

§5. T×m ¶nh, gèc cña biÕn ®æi Fourier 
 

• Tõ cÆp c«ng thøc ®èi ngÉu (5.4.8) suy ra r»ng nÕu chóng ta cã ®−îc mét c«ng thøc cho 

hµm ¶nh th× sÏ cã c«ng thøc t−¬ng tù cho hµm gèc vµ ng−îc l¹i. V× vËy trong môc nµy 

chóng ta chØ ®−a ra c«ng thøc t×m ¶nh hoÆc c«ng thøc t×m gèc.  
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¶nh cña hµm tuÇn hoµn  

Do hµm mò g(ω) = e-iωt tuÇn hoµn víi chu kú T = 2π nªn hµm ¶nh F(ω) lu«n lµ hµm tuÇn 

hoµn víi chu kú T = 2π. Ng−îc l¹i, ta cã 

∀ α ∈ 3, F1(ω) = 2πδ(ω - α) ↔ f1(t) = 
π2

1
∫

+∞

∞−

ω−α−ωπδ dte)(2 ti  = eiαt 

NÕu hµm f(t) lµ hµm tuÇn hoµn chu kú T, khai triÓn Fourier 

f(t) = ∑
+∞

∞

α

-

tik
k ea  víi ak = ∫

α−
T

0

tik dte)t(f
T

1
,  k ∈ 9 vµ α = 

T
2π  

Do tÝnh tuyÕn tÝnh  

f(t)  ↔  F(ω) = ∑
+∞

∞

α−ωπδ
-

k )k(2a        (5.5.1) 

VÝ dô  

1. Hµm  f(t) = ∑
+∞

∞−

−δ )nTt(  tuÇn hoµn chu kú lµ T vµ ∀ k ∈ 9, ak = 
T

1
 suy ra 

f(t) = ∑
+∞

∞−

−δ )nTt(  ↔ F(ω) = ∑
+∞

∞−

π−ωδπ
)

T

2
k(

T

2
 

2. Ta cã  f(t) = cosαt = 
2

1
e-iαt + 

2

1
eiαt  ↔ F(ω) =  πδ(ω + α) + πδ(ω - α)  suy ra 

f(t)g(t) ↔ ∫
+∞

∞−

σσ−ωσ
π

d)(G)(F
2

1
 = 

2
1 G(ω + α) + 

2
1 G(ω - α) víi g(t) ↔ G(ω) 

 

¶nh cña hµm trÞ thùc  

KÝ hiÖu f*(t) lµ liªn hîp phøc cña hµm f(t). Khi ®ã nÕu hµm f kh¶ tÝch tuyÖt ®èi th× hµm f* 

còng kh¶ tÝch tuyÖt ®èi vµ ta cã 

 ∫
+∞

∞−

ω− dte)t(f ti*  = 

*

t)(i dte)t(f 









∫
∞+

∞−

ω−− = F*(- ω) 

Tõ ®ã suy ra c«ng thøc 

f*(t) ↔ F*(-ω)          (5.5.2) 

 

• Gi¶ sö 

  ∀ ω ∈ 3, F(ω) = R(ω) + iI(ω) = |F(ω)| eΦ(ω)  

NÕu f(t) lµ hµm trÞ thùc 

 f*(t) = f(t)   ⇒   F*(-ω) = R(-ω) - iI(-ω) ≡  F(ω) = R(ω) + iI(ω) 

Tõ ®ã suy ra 

 R(-ω) = R(ω), I(-ω) = - I(ω)  vµ  |F(-ω)| = |F(ω)|, Φ(-ω) = - Φ(ω)  (5.5.3) 

NÕu f(t) lµ hµm trÞ thùc vµ ch½n 

f*(t) = f(t) vµ f(-t) = f(t)   ⇒  F*(-ω) = F(-ω) = F(ω) lµ hµm trÞ thùc vµ ch½n 

NÕu f(t) lµ hµm trÞ thùc vµ lÎ 
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f*(t) = f(t) vµ f(-t) = - f(t)  ⇒  F*(-ω) = - F(-ω) = F(ω) lµ hµm thuÇn ¶o vµ lÎ 

NÕu f(t) lµ hµm trÞ thùc bÊt k×, ph©n tÝch 

f(t) = 
2

1
[(f(t) + f(-t)] + 

2

1
[f(t) - f(-t)] = Ef(t) + Of(t) 

víi Ef lµ hµm ch½n vµ Of lµ hµm lÎ. Dïng tÝnh tuyÕn tÝnh vµ c¸c kÕt qu¶ ë trªn 

f(t) ↔ R(ω) + iI(ω) = F(ω)        (5.5.4) 

 

VÝ dô f(t) = e-λ|t| = 2E{ e-λtη(t) } (λ > 0)  ↔ F(ω) = 2Re{ 
ω+λ i

1
 } = 

22

2

ω+λ
λ

 

 

Gèc cña hµm h÷u tû 

Ta ®~ cã 

 
ω+ ia

1
 (Rea > 0)  ↔  e-atη(t)        (5.5.5) 

Sö dông c«ng thøc ®¹o hµm ¶nh vµ qui n¹p suy ra 

n)ia(

1

ω+
 (Rea > 0)  ↔ 

)!1n(

t 1n

−

−

 e-atη(t)      (5.5.6) 

XÐt tr−êng hîp hµm F(ω) lµ mét ph©n thøc h÷u tû thùc sù. Do hµm F(ω) kh¶ tÝch tuyÖt 

®èi nªn nã kh«ng cã cùc ®iÓm thùc. Tr−íc hÕt chóng ta ph©n tÝch F(ω) thµnh tæng c¸c 

ph©n thøc ®¬n vµ ph©n thùc béi. Sau ®ã sö dông c¸c c«ng thøc (5.4.1) - (5.4.7’) ®Ó ®−a 

vÒ c¸c tr−êng hîp trªn. Trong c¸c tr−êng hîp phøc t¹p h¬n cã thÓ ph¶i dïng ®Õn c¸c 

c«ng thøc ¶nh cña tÝch hoÆc ¶nh cña tÝch chËp ®Ó t×m gèc. 

 

VÝ dô T×m gèc cña ph©n thøc 

1.  F(ω) = 
9i6)i(

2i3)i(
2

2

+ω+ω
+ω+ω

 = A + 
ω+ i3

B
 + 

2)i3(

C

ω+
 

         = 1 - 
ω+ i3

1
 + 

2)i3(

2

ω+
  ↔ f(t) = δ(t) - e-3tη(t) + 2te-3tη(t) 

2. F(ω) = 
54

12
2 +ω−ω

−ω
 = 

5)i(i4)i(

12
2 +ω+ω−

−ω
 = 

ω−+ ii21

A
 + 

ω+− ii21

B
 

    = 
ω−+

+−
ii21

i2
 - 

ω+−
+

ii21

i2
 ↔ f(t) = (-2 + i)e-(1+2i)tη(t) - (2 + i)e-(1-2i)tη(t) 

 

Ph−¬ng tr×nh vi ph©n hÖ sè h»ng 

Cho ph−¬ng tr×nh vi ph©n hÖ sè h»ng 

∑∑
==

=
M

0j

)j(
j

N

0k

)k(
k )t(xb)t(ya  víi N ≥ M      (5.5.7) 

ChuyÓn qua ¶nh 
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∑∑
==

ωω=ωω
M

0j

)j(
j

N

0k

)k(
k )(X)i(b)(Y)i(a  

Gi¶i ra ®−îc 

Y(ω) = 
∑
∑

ω
ω

k
k

j
j

)i(a

)i(b
X(ω) = H(ω)X(ω)  ↔ y(t) = h(t)∗x(t)   (5.5.8) 

 

VÝ dô Gi¶i ph−¬ng tr×nh  y”(t) + 4y’(t) + 3y(t) = x’(t) + 2x(t) 

ChuyÓn qua ¶nh  

[(iω)2 + 4(iω) + 3] Y(ω) = [(iω) + 2] X(ω) 

Gi¶i ra ®−îc  

H(ω) = 
)i3)(i1(

i2

ω+ω+
ω+

 = 
2

1
(

ω+ i1

1
 + 

ω+ i3

1
) ↔ h(t) = 

2

1
(e-t + e-3t)η(t) 

Theo c«ng thøc (5.5.8) 

x(t) = δ(t) ⇒ y(t) = h(t) vµ  x(t) = η(t) ⇒  y(t) = ∫
α−

ττ
t

d)(h  

Cho x(t) b»ng mét hµm cô thÓ 

 x(t)  =  e-tη(t)  ↔ X(ω) = 
ω+ i1

1
                  

Gi¶i ra ®−îc nghiÖm t−¬ng øng 

  Y(ω) = 
4

1
(

ω+ i1

1
 + 

2)i1(

2

ω+
 - 

ω+ i3

1
) ↔ y(t) = 

4

1
(e-t + 2te-t - e-3)η(t) 

 

 

B¶ng gèc ¶nh Fourier 

 

Tt f(t) F(ω) Tt f(t) F(ω) 

1 δ(t) 1 7 
∑
+∞

∞−

αtik
k ea , α = 

T
2π  ∑

+∞

∞−

α−ωδπ )k(a2 k  

2 η(t) 

ωi
1

+ πδ(ω) 
8 
∑
+∞

∞−

−δ )kTt(  ∑
+∞

∞−

α−ωδπ
)k(

T

2
  

3 δ(t - α) eiαω 9 cosαt π[δ(ω - α) + δ(ω + α)]  

4 1 2πδ(ω) 10 sinαt -πi[δ(ω - α) - δ(ω + α)] 

5 





>
<

T |t|   0
T |t|   1  2

ω
ωTsin

 
11 

)!1n(

t 1n

−

−

e-atη(t) n)ia(

1

ω+
, Rea > 0 

6 

t

Wtsin

π
 





>ω
<ω

W ||   0
W ||   1

 

12 





≤<
<

T/2 |t| T   0
T |t|    1

1

1  

f(t + T) = f(t) 

∑
+∞

∞−
α−ωδ

α
)k(

k

Tksin
2 1  

 



Ch−¬ng 5. BiÕn §æi Fourier Vµ BiÕn §æi Laplace 

Gi¸o Tr×nh To¸n Chuyªn §Ò  Trang  91 

§6. BiÕn ®æi Laplace 
 

• Hµm f ∈ F(3, ∀) gäi lµ hµm gèc nÕu cã c¸c tÝnh chÊt sau ®©y 

1. f(t) liªn tôc tõng khóc trªn 3 

2.   ∀ t < 0, f(t) = 0 

3.   ∃ M > 0, ∃ s > 0 sao cho ∀ t > 0, | f(t) | < Mest  

Sè s0 bÐ nhÊt tho¶ m~n ®iÒu kiÖn 3. gäi lµ chØ sè t¨ng cña hµm gèc. KÝ hiÖu G lµ tËp hîp 

c¸c hµm gèc vµ P+(s0) = { z ∈ ∀ :  Rez > s0 } lµ nöa mÆt ph¼ng ph¶i. NÕu f(t) lµ hµm gèc 

chØ sè t¨ng s0 ta sÏ viÕt f ∈ G(s0).  

 

§Þnh lý  Cho f ∈ G(s0). Khi ®ã hµm biÕn phøc 

F(z) = ∫
+∞

−

0

ztdte)t(f  víi z ∈ P+(s0)       (5.6.1) 

gi¶i tÝch trªn nöa mÆt ph¼ng P+(s0) vµ F(z)  → +∞→zRe
0 ®Òu theo Argz. 

Chøng minh 

Theo gi¶ thiÕt ta cã −íc l−îng 

∀ σ = Rez > s0, ∀ t ∈ 3,  | f(t)e-zt | ≤ M t)s( 0e −σ−   → +∞→σ  0 

Suy ra tÝch ph©n (5.6.1) héi tô ®Òu trªn P+(s0) vµ dÇn ®Òu vÒ kh«ng khi σ dÇn ra +∞. Do 

hµm mò g(z) = e-zt lµ hµm gi¶i tÝch nªn hµm F(z) gi¶i tÝch trªn P+(s0). Ngoµi ra ®¹o hµm 

qua dÊu tÝch ph©n chóng ta nhËn ®−îc c«ng thøc 

∀ z ∈ P+(s0), F’(z) = ∫
+∞

−−
0

zt dte)t(tf         � 

 

• ¸nh x¹  

L :  G(s0) → H(P+(s0)), f(t) α F(z)       (5.6.2) 

x¸c ®Þnh theo c«ng thøc (5.6.1) gäi lµ phÐp biÕn ®æi Laplace. Hµm f(t) gäi lµ hµm gèc, 

hµm F(z) gäi lµ hµm ¶nh cña biÕn ®æi Laplace vµ kÝ hiÖu lµ f(t) ↔ F(z). 

 

VÝ dô 

1.  δ(t) = 




≠
=∞+

0t         0
0t       ↔ u(z) = ∫

+∞
−δ

0

zt dte)t(  ≡ 1 

2.  η(t) = 




≥
<

0t       1
0t       0   ↔ F(z) = ∫

+∞
− =η

0

zt

z

1
dte)t(  víi Rez > 0 

3.  f(t) = eatη(t)  ↔ F(z) = ∫
+∞

−

0

t)za( dte = 
az

1

−
 víi  Rez > Rea 
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Chó ý 

1. BiÕn ®æi Laplace  kh«ng ph¶i lµ song ¸nh vµ nöa mÆt ph¼ng P+(s0) thay ®æi theo tõng 

hµm gèc f(t). Tøc lµ  ∃ f(t) ∉ G(s0) vµ F(z) = ∫
+∞

−

0

ztdte)t(f  lµ hµm gi¶i tÝch trªn P+(s0).  

2. Hµm gèc ®Þnh nghÜa nh− trªn gäi lµ gèc ph¶i. T−¬ng tù cã thÓ ®Þnh nghÜa hµm gèc 

tr¸i, hµm gèc hai bªn. Do vËy cã thÓ nãi ®Õn phÐp biÕn ®æi Laplace tr¸i, ph¶i vµ hai bªn. 

Trong gi¸o tr×nh nµy chóng ta chØ xÐt ®Õn biÕn ®æi Laplace ph¶i.  

3. NÕu f(t) lµ hµm trÞ phøc tho¶ m~n c¸c ®iÒu kiÖn 1. vµ 3. cña ®Þnh nghÜa hµm gèc th× 

f(t)η(t) còng lµ hµm gèc. Sau nay chóng ta sÏ viÕt f(t) thay cho f(t)η(t). 

 

 

 

 

§7. BiÕn ®æi Laplace ng−îc 
 

• Hµm F ∈ F(∀, ∀) gäi lµ hµm ¶nh nÕu cã c¸c tÝnh chÊt sau ®©y 

1. F(z) gi¶i tÝch trªn nöa mÆt ph¼ng Rez > s 

2. F(z)  → +∞→zRe
 0 ®Òu theo Argz 

3.  ∀ σ = Re z > s, tÝch ph©n ∫
∞+σ

∞−σ

i

i

dz)z(F  héi tô tuyÖt ®èi 

Sè s0 bÐ nhÊt tho¶ m~n ®iÒu kiÖn 1. vµ 3. gäi lµ chØ sè cña hµm F(z). KÝ hiÖu A lµ tËp hîp 

c¸c hµm ¶nh. NÕu F(z) lµ hµm ¶nh chØ sè s0 ta sÏ viÕt F ∈ A(s0).  

 

§Þnh lý  Cho F(z) ∈ A(s0). Khi ®ã hµm trÞ phøc 

∀ t ∈ 3, f(t) = 
i2

1

π ∫
∞+σ

∞−σ

i

i

ztdze)z(F        (5.7.1) 

lµ hµm gèc chØ sè s0 vµ f(t) ↔ F(z). 

Chøng minh  

Theo gi¶ thiÕt 3. víi mçi σ > s0 cè ®Þnh hµm F(σ + iω) kh¶ tÝch tuyÖt ®èi. KÝ hiÖu 

 ∀ t ∈ 3, gσ(t) = ∫
+∞

∞−

ω ωω+σ
π

de)i(F
2

1 ti  

∀ σ > s0, f(t) = gσ(t)eσt = ∫
+∞

∞−

ω+σ ωω+σ
π

de)i(F
2

1 ti = ∫
∞+σ

∞−σπ

i

i

ztdze)z(F
i2

1
 

Theo ®Þnh lý vÒ biÕn ®æi Fourier ng−îc hµm gσ ∈ C0 suy ra hµm f ∈ CM. Ngoµi ra do 

gi¶ thiÕt 1., 2. vµ c«ng thøc tÝnh tÝch ph©n suy réng (4.9.6) 

 ∀ t = - τ < 0, f(t) = ∫
∞+σ−

∞−σ−

τ

π

i

i

z dze)z-(F
i2

1
 = ∑

>

τ

0k saRe
k

z ]a,e)-z(F[sRe  = 0 



Ch−¬ng 5. BiÕn §æi Fourier Vµ BiÕn §æi Laplace 

Gi¸o Tr×nh To¸n Chuyªn §Ò  Trang  93 

¦íc l−îng tÝch ph©n 

 ∀ σ > s0,  | f(t) | = | gσ(t) | eσt < Meσt  víi  M = sup{ | gσ(t) |,  σ > s0 } 

Tõ ®ã suy ra hµm f(t) lµ hµm gèc vµ ta cã 

∀ σ > s0 , F(z) = ∫
+∞

∞−

ω−
σ dte)t(g ti  = ∫

+∞

∞−

ω+σ− dte)t(f t)i(  = ∫
+∞

−

0

ztdte)t(f    � 

 

HÖ qu¶ 1  Cho hµm F(z) ∈ A(s0) vµ cã c¸c cùc ®iÓm ak víi k = 1...n 

F(z) ↔ f(t) = ∑
=

n

1k
k

zt ]a,e)z(f [sRe         (5.7.2) 

Chøng minh 

Suy ra tõ c«ng thøc (5.7.1) vµ c«ng thøc tÝnh tÝch ph©n suy réng (4.9.6)   � 

 

HÖ qu¶ 2  Cho hµm F(z) = 
)z(B
)z(A

 lµ ph©n thøc h÷u tû thùc sù, cã c¸c cùc ®iÓm ®¬n thùc 

ak víi k = 1..n vµ c¸c cùc ®iÓm ®¬n phøc bj = αj ± βj víi j = 1..m. Khi ®ã 

f(t)  = ∑
= ′

n

1k

ta

k

k ke
)a(B

)a(A
 + 2 ( )∑

=

α β−β
m

1j
jjjj

t
tsinNtcosMe j    (5.7.3) 

trong ®ã Mj = Re
)b(B

)b(A

j

j

′  vµ  Nj = Im
)b(B

)b(A

j

j

′  víi j = 1..m 

Chøng minh 

Suy ra tõ c«ng thøc (5.7.2) vµ c«ng thøc tÝnh thÆng d− t¹i cùc ®iÓm ®¬n.  � 

 

VÝ du Hµm F(z) = 
)8z4z)(2z(

2z3z3
2

2

++−
++  cã c¸c cùc ®iÓm ®¬n a = 2 vµ b = -2 ± 2i 

Ta cã  ,1
)2(B
)2(A =  

)i22(B
)i22(A

+−′
+−

 = 1 + 
4
1 i  ⇒ M = 1, N = 

4
1    

Suy ra f(t) = e2t + 2e-2t(cos2t - 
4
1 sin2t)  

 

HÖ qu¶ 3  Cho F(z) ∈ A(s0) vµ cã khai triÓn Laurent trªn miÒn | z | > R. Khi ®ã 

F(z) = ∑
+∞

=1n
n

n

z

a
  ↔  f(t) = ∑

+∞

=

−

−1n

1nn t
)!1n(

a
      (5.7.4) 

Chøng minh 

Víi Rez > R, chuçi ë vÕ tr¸i (5.7.4) héi tô ®Òu. TÝch ph©n tõng tõ 

f(t) = ∑ ∫
+∞

=

∞+σ

∞−σπ 1n

i

i
n

zt

dz
z

e

i2

1
 víi ∫

∞+σ

∞−σπ

i

i
n

zt

dz
z

e

i2

1
 = ]0,

z

e
[zRe

n

zt

 = 
)!1n(

t 1n

−

−

  � 
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§8. TÝnh chÊt cña BiÕn ®æi Laplace 
 

• Gi¶ sö c¸c hµm mµ chóng ta nãi ®Õn lµ hµm gèc hoÆc lµ hµm ¶nh vµ do ®ã lu«n cã ¶nh 

vµ nghÞch ¶nh Laplace. KÝ hiÖu f ↔ F víi f(t) lµ hµm gèc vµ F(z) lµ hµm ¶nh t−¬ng øng. 

 

1. TuyÕn tÝnh  NÕu hµm f vµ hµm g lµ c¸c hµm gèc th× víi mäi sè phøc λ hµm λf + g  

còng lµ hµm gèc. 

 ∀ λ ∈ ∀,  λf(t) + g(t) ↔ λF(z) + G(z)      (5.8.1) 

Chøng minh 

 λf(t) + g(t) ↔ ∫
+∞

+λ
0

dt)]t(g)t(f[  = λF(z) + G(z)      � 

 

2. DÞch chuyÓn gèc  NÕu hµm f lµ hµm gèc th× víi mäi sè d−¬ng α hµm f(t - α) còng lµ 

hµm gèc. 

 ∀ α ∈ 3 *
+ ,  f(t - α) ↔ e-αz F(z)       (5.8.2) 

Chøng minh 

 f(t - α) ↔  e-αz

∫
+∞

α−− α−α−
0

)t(z )t(de)t(f  §æi biÕn  τ = t - α   � 

 

3. §ång d¹ng NÕu hµm f lµ hµm gèc th× víi mäi sè d−¬ng α hµm f(αt) còng lµ hµm gèc. 

 ∀ α ∈ 3 *
+ ,  f(αt) ↔ 









αα
z

F
1

       (5.8.3) 

Chøng minh 

 f(αt) ↔ ∫
+∞ α

α
−

αα
α 0

t
z

)t(de)t(f
1

    §æi biÕn τ = αt   � 

 

4. Hµm tuÇn hoµn  NÕu hµm f lµ T - tuÇn hoµn sao cho ∀ t ∈ [0, T], f(t) = g(t) víi g lµ 

hµm gèc th× hµm f còng lµ hµm gèc. 

 f(t) ↔ F(z) = 
Tze1

)z(G
−−

 víi g(t) ↔ G(z)      (5.8.4) 

Chøng minh 

 F(z) = ∑ ∫
+∞

= −

−

1n

nT

T)1n(

ztdte)t(g  = ∫∑ ττ






 τ−
+∞

=

−−
T

0

z

1n

Tz)1n( de)(ge      � 

 

VÝ dô Ta cã  sinαt = 
i2

1 (eiαt - e-iαt) ↔ 








α+
−

α− iz

1

iz

1

i2

1
 = 

22z α+
α

 víi Rez > 0 

T−¬ng tù t×m ¶nh cña cosαt, shαt, cos2αt, ...  
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5. §¹o hµm gèc  Gi¶ sö hµm f vµ c¸c ®¹o hµm cña nã lµ c¸c hµm gèc. 

 f’(t) ↔ zF(z) - f(0) vµ ∀ n ∈ ∠, f(n)(t) ↔ zn F(z) - zn-1f(0) - ... - f(n-1)(0) (5.8.5) 

Chøng minh 

 f’(t) ↔ ∫
+∞

−′
0

ztdte)t(f  = e-ztf(t)| +∞
0  +  z ∫

+∞
−

0

ztdte)t(f  víi Rez > 0 

Qui n¹p suy ra c«ng thøc thø hai.         � 

 

6. TÝch ph©n gèc  NÕu hµm f lµ hµm gèc th× tÝch ph©n cña nã còng lµ hµm gèc.

 ∫ ττ
t

0

d)(f  ↔ 
z

1
F(z)         (5.8.6) 

Chøng minh 

Hµm g(t) = ∫ ττ
t

0

d)(f  tho¶ m~n c¸c ®iÒu kiÖn hµm gèc vµ g(0) = 0. Theo c«ng thøc 5.  

g(t) ↔ G(z)  ⇒ g’(t) = f(t) ↔ zG(z) - g(0) = F(z)     � 

 

7. Anh cña tÝch chËp  NÕu hµm f vµ hµm g lµ c¸c hµm gèc th× tÝch chËp cña nã còng lµ 

hµm gèc. 

 (f∗g)(t)  ↔ F(z)G(z)         (5.8.7) 

Chøng minh 

 (f∗g)(t) ↔ dted)t(g)(f
0

zt

0
∫ ∫

+∞
−

+∞











ττ−τ  = 










ττ−










ττ ∫∫

+∞
τ−−

+∞
τ−

0

)t(z

0

z d)t(yed)(xe  � 

 

8. C«ng thøc Duhamel  Gi¶ sö hµm f, hµm g vµ c¸c ®¹o hµm cña chóng lµ c¸c hµm gèc.

 zF(z)G(z)  ↔  f(0)g(t)  + (f’∗g)(t) 

↔  f(t)g(0)  + (f∗g’)(t)       (5.8.8) 

Chøng minh 

  zF(z)G(z) = f(0)G(z) + (zF(z) - f(0))G(z) ↔ f(0)g(t) + (f∗g)(t)   � 

 

VÝ du  

1. Ta cã   δ(t) ↔ 1 suy ra  η(t) = ∫ ττδ
t

0

d)(  ↔ 
z

1
  vµ  δ(t) = η’(t) ↔ 1 

2.  Ta cã   t = ∫ ττη
t

0

d)(  ↔ 
2z

1
 qui n¹p suy ra  tn  ↔ 

1nz

!n
+  víi Rez > 0 

 

C«ng thøc ®æi ngÉu 

B»ng c¸ch so s¸nh c¸c c«ng thøc ¶nh vµ nghÞch ¶nh cña biÕn ®æi Laplace chóng ta suy 

ra c¸c c«ng thøc ®èi ngÉu cña c¸c c«ng thøc (5.8.2) - (5.8.7) 
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2’. DÞch chuyÓn ¶nh ∀ a ∈ ∀, eatf(t) ↔ F(z - a)     (5.8.2’) 

5’. §¹o hµm ¶nh  tf(t) ↔ - F’(z) vµ  ∀ n ∈ ∠, tnf(t) ↔ (-1)nF(n)(z)  (5.8.5’) 

6’. TÝch ph©n ¶nh  
t

1
f(t) ↔ ∫

∞

ζζ
z

d)(F       (5.8.6’) 

7’. Anh cña tÝch  f(t)g(t) ↔ 
i2

1
π ∫

∞+σ

∞−σ

ζζ−ζ
i

i

d)z(G)(F  = 
i2

1
π

 (F∗G)(z) (5.8.7’) 

 

VÝ dô  

1. Ta cã   tn ↔ 
1nz

!n
+   suy ra  e-at tn  ↔ 

1n)az(

!n
++

  víi Rez > - Rea 

2. Ta cã   sinαt ↔ 
22z α+

α
 suy ra  tsinαt  ↔ -

′









α+
α

22z
= 

222 )z(

z2

α+
α

 

3. Ta cã   
t

tsin  ↔ ∫
∞

+ζ
ζ

z
2 1

d
 = 

2
π  - arctgz  suy ra  sit = ∫ τ

τ
τt

0

d
sin

 ↔ 
z
1 (

2
π  - arctgz) 

 

 

 

 

§9. T×m ¶nh, gèc cña biÕn ®æi Laplace 
 

Gèc cña hµm h÷u tû 

• Bµi to¸n t×m ¶nh cña hµm gèc th−êng ®¬n gi¶n, cã thÓ gi¶i ®−îc ngay b»ng c¸ch sö 

dông c¸c c«ng thøc (5.7.1) - (5.7.7’). Bµi to¸n t×m gèc phøc t¹p h¬n nhiÒu, ®Ó ®¬n gi¶n 

chóng ta giíi h¹n trong ph¹m vi t×m hµm gèc cña c¸c ph©n thøc h÷u tû. Trong c¸c vÝ dô 

ë trªn chóng ta ®~ cã c¸c c«ng thøc sau ®©y. 

 

  
az

1
−

 ↔ eat     
n)az(

1

−
 ↔ eat 

)!1n(

t 1n

−

−

   (5.9.1) 

22z

z

α+
 ↔ cosαt   

22z α+
α

 ↔ sinαt   (5.9.2) 

 

Gi¶ sö   

1n22 )z(

1
−α+

 ↔ f(t)  vµ  
1n22 )z(

z
−α+

 ↔ g(t) 

BiÕn ®æi 

n22 )z(

z

α+
 =  

′










α+−
−

−1n22 )z(

1

)1n(2

1 ↔ 
)1n(2

1
−

tf(t) = ϕ(t)  (5.9.3) 
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n22 )z(

1

α+
 = 

1n222 )z(

1

)1n(2

3n2
−α+α−

−
 + 

′










α+α− −1n222 )z(

z

)1n(2

1
 

  ↔ 
2)1n(2

3n2

α−
−

f(t)  - 
2)1n(2

1

α−
tg(t) = ψ(t)  (5.9.4) 

BiÕn ®æi 

n2 )qpz2z(
NMz
++

+   = 
n22 ))pz((

)pz(M

α++
+

 + 
n22 ))pz((

MpN

α++
−

 víi α2 = q - p2 > 0 

   ↔  Me-ptϕ(t) + (N - Mp)e-ptψ(t)    (5.9.5) 

Tr−êng hîp F(z) lµ ph©n thøc bÊt kú, ta ph©n tÝch F(z) thµnh tæng c¸c ph©n thøc ®¬n gi¶n 

d¹ng (5.9.1) - (5.9.5) Sau ®ã dïng c¸c tÝnh chÊt tuyÕn tÝnh ®Ó t×m hµm gèc f(t). 

 

VÝ dô  T×m gèc cña ph©n thøc 

1.  F(z) = 
)8z4z)(2z(

2z2z3
2

2

++−
++

 = 
2z

1

−
 + 2

4)2z(

2z
2 ++

+
 - 

4)2z(

1
2 ++

 

 ↔  e2t + 2e-2tcos2t - 
2

1
e-2tsin2t = f(t) 

2.  F(z) = 
22 )2z2z(

4z3

+−
−

 = 
22 )1)1z((

1)1z(3

+−
−−

 ↔ f(t) = et g(t) 

     G(z) = 3
22 )1z(

z

+
- 

22 )1z(

1

+
 = -

3

2
′









+ 1z

1
2

- 
2

1
′









+1z

z
2

- 
2

1

1z

1
2 +

 

↔ 
2
3 tsin t + 

2

1
tcost - 

2
1 sin t  = g(t) 

 

Ph−¬ng tr×nh vi ph©n hÖ sè h»ng 

Cho ph−¬ng tr×nh vi ph©n hÖ sè h»ng 

 anx
(n)(t) + ... + a1x’(t) + a0x(t) = f(t) 

 x0 = x(0), x1 = x’(0), ..., xn-1 = x(n-1)(0)       (5.9.6) 

 

• Gi¶ sö c¸c hµm x(t), ..., x(n)(t) vµ f(t) lµ c¸c hµm gèc. ChuyÓn qua ¶nh 

x(t)   ↔  X(z) 

x’(t)  ↔ zX(z) - x0 

... 

x(n)(t)  ↔  znX(z) - zn-1x0 - ... - xn-1 

f(t)  ↔ F(z) 

 (5.9.6) ↔  A(z)X(z)  =  F(z) + B(z) 

Gi¶i ra ®−îc 

X(z) = 
)z(A

)z(B)z(F +
 ↔  x(t)       (5.9.7) 
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VÝ dô Gi¶i ph−¬ng tr×nh  




=′=
=+′+′′

2  (0)x 1,  x(0)
et  4x(t)  (t)x4   (t)x -2t3

 

Gi¶ sö x(t) vµ c¸c ®¹o hµm cña nã ®Òu lµ hµm gèc. 

x(t) ↔ X(z), x’(t) ↔ zX(z) - 1, x”(t) ↔ z2X(z) - z - 2 vµ f(t) = t3e-2t  ↔ 
4)2z(

6
+

 

ChuyÓn qua ¶nh 

 (z2 + 4z + 4)X(z) = 
4)2z(

6
+

 + (z + 6) 

Gi¶i ra ®−îc 

X(z) = 
2z

1
)2z(

4
)2z(

6
24 +

+
+

+
+

 ↔ x(t) = )t
20
1t41(e 5t2 ++−             

 

• Ph−¬ng ph¸p trªn cã thÓ sö dông ®Ó gi¶i mét sè ph−¬ng tr×nh vi ph©n hÖ sè biÕn thiªn, 

hÖ ph−¬ng tr×nh vi ph©n, ph−¬ng tr×nh ®¹o hµm riªng hoÆc ph−¬ng tr×nh tÝch ph©n. 

 

VÝ dô Gi¶i hÖ ph−¬ng trinhg vi ph©n  







==
=−+′

=−+′

1)0(y,1)0(x
e2y2x3y

eyxx
t

t

 

Gi¶ sö x(t) vµ y(t) lµ c¸c hµm gèc, chuyÓn qua ¶nh hÖ ph−¬ng tr×nh 

  








+
−

=−+

+
−

=−+

1
1z

2Y)2z(X3

1
1z

1YX)1z(
 

Gi¶i hÖ ph−¬ng tr×nh tuyÕn tÝnh suy ra 

X(z) = 
1z

1
−

 = Y(z) ↔ x(t) = et = y(t) 

 

 

B¶ng gèc ¶nh Laplace 

 

Tt f(t) F(z) Tt f(t) F(z) 

1 δ(t) 1 5 

)!1n(

t 1n

−

−

e-αt n)z(

1

α+
, Rez > -α 

2 η(t) 

z

1
, Rez > 0 

6 e-αtcosβt  
22)z(

z

β+α+
α+

, Rez > 0 

3 δ(t - α) e-αz, z ∈ ∀ 7 e-αtsinβt  
22)z( β+α+

β
, Rez > 0 

4 δn(t) = δ(n)(t) zn,  z ∈ ∀ 8 ηn(t) = η(t)∗...∗η(t) 
nz

1
, Rez > 0 
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Bµi tËp ch−¬ng 5 
 

1. T×m ¶nh Fourier cña c¸c hµm gèc sau ®©y. 

a.  e-2(t-1)η(t)   b.  e-2|t-1|   c.  δ(t +1) + δ(t -1) d.  sin(2πt + 4
π ) 

e.  e-αtcosβtη(t), α > 0 f.  e-3|t|sin2t   g.  te-2tsin4tη(t)  h.  sintsin2t 

i.  




>
≤π+

1 |t|                0
1 |t |    tcos1  j.  





∉
<<−

 1) (0,t            0
1t0    t1 2

 k.  






>
≤<

≤

 2 |t |     0
2  |t|  1     1

1 |t|     t
 l.  ∑

+∞

∞−

−− |n2t|e  

m.  t
2

t

tsin









π
  n.  

22 )t1(

t4

+
  o. 

)1t(

)1t(2sin

t

tsin

−π
−π

π
π

  

p. BiÕt f(t) ∈ 3+, F
-1{(1 + iω)F(ω)} = Ae-2tη(t) vµ ∫

+∞

∞−

ωω d|)(F| 2  = 2π 

q. BiÕt f(t) ∈ 3, ∀t ≤ 0, f(t) = 0 vµ 
π2

1
∫

+∞

∞−

ω ωω de)(FRe it  = | t | e-|t| 

 

2. T×m gèc Fourier cña c¸c hµm ¶nh sau ®©y. 

a.  eωη(-ω) - 2e-ωtη(ω) b.  
π−ω

π−ω
2

)2(3sin2
 c.  η(ω) - η(ω - 2) d.  e2iωcosω 

e.  e-ωcos(4ω + π/3) f.  cos2ωsin(ω/2)  g.  2πδ(ω) + πδ(ω - 4π) + πδ(ω + 4π) 

h.  2δ(ω - π) + 2δ(ω + π) + 3δ(ω - 2π) + 3δ(ω + 2π)  

i.   | F | = 2[η(ω + 3) - η(ω - 3)],  Φ = - 2
3 ω + π 

 

3. Cho f ↔ F víi f(t) cã ®å thÞ nh− h×nh bªn.  

a. T×m Φ(ω) b. T×m F(0)  c. TÝnh  ∫
+∞

∞−

ωω d)(F  

d. TÝnh ∫
+∞

∞−

ω ω
ω

ωω de
sin2

)(F 2i   e. TÝnh ∫
+∞

∞−

ωω d|)(F| 2   f. T×m gèc cña ReF(ω) 

 

4. TÝnh tÝch chËp (f∗g)(t) b»ng biÕn ®æi Fourier ng−îc 

a.  f(t) = te-2tη(t),  g(t) = e-4tη(t)   b.  f(t) = te-2tη(t),  g(t) = te-4tη(t) 

c.  f(t) = e-tη(t),  g(t) = etη(-t)    d.  f(t) = cos2t, g(t) = 
t

tsin

π
 

 

5. Gi¶i ph−¬ng tr×nh vi ph©n hÖ sè h»ng b»ng biÕn ®æi Fourier. 

a.   y” + 3y’ + 2y = x’ + 3x    b.   y” + 5y’ + 6y = x’ + 4x 

c.   y” + 2 y’ + y = 2x” - 2x   d.  y” + 4y’ + 3y = x’ + 2x 

e.   y’ + 10y = x∗f - x víi f(t) = e-tη(t) + 3δ(t) 

-1  0   1   2   3 

2 

1 
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6. T×m ¶nh Laplace cña c¸c hµm gèc sau ®©y. 

a.  e-2t + e-3tsin3t  b.  δ(t) + η(t)   c.  cos2αt   d.  sin3t 

e.  teαt   f.  tcos3t   g.  e-2tch3t   h.  (t + 1)sin2t 

i.  ch2tcost   j.  e-tsin2tcos4t  k.  
t

t4sin
   l.  

t

tsin 2

 

m.  
tte

tcos1 −
  n.  

t

t3cost2sin
  o.  ∫ ττ+τ

t

0

dcos)1(  p.  ∫ τ
τ

− τt

0

d
e1

 

q.  ∫ τ
τ
τt

0

d
sh

   r.  ∫ ττ− τ
t

0

2 de)tcos(  s.  ∫ τττ−
t

0

2 d2cos)t(  t.  | sint |, | cost | 

 

7. T×m gèc Laplace cña c¸c hµm ¶nh sau ®©y. 

a.  
9z

e
2

z2

−

−

   b.  
z2z

1z
2 +

+
   c.  

8z4z

1
2 +−

  d.  
5z4z

8z
2 ++

+
 

e.  
3

2

)1z(

z

−
   f.  

22

3

)4z(

z

+
  g.  

2)3z)(1z(

z3

−−
 h.  

4z5z

z
24 +−

 

i.  
)1z(z

1
2 −

  j.  
)9z)(4z(

z
22

2

++
 k.  

32

2

)1z(

1z3

+
−

  l.  sin
z

1
 

n.  
z

1
cos

z

1
   o.  

2z

1

e
z

1
   p.  1z

1

e
1z

1 −
−

−
 

 

8. Gi¶i c¸c ph−¬ng tr×nh vi ph©n sau ®©y b»ng biÕn ®æi Laplace. 

a.   x” - 3x’ + 2x = tet   x(0) = 1,  x’(0) = -2 

b.   x” + 2x’ + x = t2 et               x(0) = 0,  x’(0) = 0 

c.   x” - 2x’ + 2x = etsint  x(0) = 0,  x’(0) = 1 

d.   x” - 3x’ + 2x = 12e3t   x(0) = 2,  x’(0) = 6  

e.   x” + 4x = 3sint + 10cos3t  x(0) = -2,  x’(0) = 3 

f.   x” -  x’ = 4sint + 5cos2t x(0) = -1,  x’(0) = -2 

g.   x”’ + 3x” + 3x’ + x = 6e-t x(0) = x’(0) = x”(0) = 0 

 

9. Gi¶i c¸c hÖ ph−¬ng tr×nh vi ph©n sau ®©y b»ng biÕn ®æi Laplace. 

a.  







==
=−′+
=−+′

0  y(0)  ,2)0(x
e3y3yx2
e9y4x3x

t2

t2

     c.  






==
=+′+
=−−′

0  y(0) ,0)0(x
tsiny2yx

tcosy4x2x
  

b.  






==′=
−=′+

−=′−+′′

0  y(0)  1,  (0)x  ,0)0(x
tsinyx

tsin3yxx2
   d.  







=′==′−=
=′′−
=′−′′

1  (0)yy(0) (0)x  ,1)0(x
tsin2yx

0yx
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Ch−¬ng 6 

Lý thuyÕt tr−êng 
 

 

 

§1. Tr−êng v« h−íng 
 

• MiÒn D ⊂ 33 cïng víi ¸nh x¹ 

u : D → 3, (x, y, z)  α u(x, y, z)       (6.1.1) 

gäi lµ mét tr−êng v« h−íng vµ kÝ hiÖu lµ (D, u). Nh− vËy nÕu (D, u) lµ tr−êng v« h−íng 

th× u lµ mét hµm sè x¸c ®Þnh trªn miÒn D. Sù kh¸c biÖt thÓ hiÖn ë chç khi nãi vÒ tr−êng 

v« h−íng ngoµi c¸c tÝnh chÊt cña hµm u ng−êi ta cßn quan t©m h¬n ®Õn cÊu tróc cña 

miÒn x¸c ®Þnh D. Tr−êng v« h−íng (D, u) gäi lµ liªn tôc (cã ®¹o hµm riªng, ...) nÕu nh− 

hµm u lµ liªn tôc (cã ®¹o hµm riªng, ... ) trªn miÒn D. Sau nµy nÕu kh«ng nãi g× thªm 

chóng ta xem r»ng c¸c tr−êng v« h−íng lµ cã ®¹o hµm liªn tôc tõng khóc trë lªn. 

Cho ®iÓm A ∈ D, mÆt cong cã ph−¬ng tr×nh 

 u(x, y, z) = u(A) 

gäi lµ mÆt møc (®¼ng trÞ) ®i qua ®iÓm A. Do tÝnh ®¬n trÞ cña 

hµm sè, qua mçi ®iÓm A chØ cã duy nhÊt mét mÆt møc. Hay 

nãi c¸ch kh¸c c¸c mÆt møc ph©n chia miÒn D thµnh c¸c líp 

mÆt cong rêi nhau. 

 

VÝ dô Tr−êng v« h−íng u = x2 + y2 + z2 gäi lµ tr−êng b¸n 

kÝnh, c¸c mÆt møc lµ c¸c mÆt cÇu ®ång t©m : x2 + y2 + z2 = R2 

 

• Cho ®iÓm A ∈ D vµ vect¬ ®¬n vÞ e ∈ 33. Giíi h¹n 

 
e∂

∂u
(A) = 

0t
lim
→ t

)A(u)tA(u −+ e
       (6.1.2) 

gäi lµ ®¹o hµm theo h−íng vect¬ e cña tr−êng v« h−íng u t¹i ®iÓm A. 

 

§Þnh lý  Cho vect¬ e = {cosα, cosβ, cosγ}. Khi ®ã 

 
e∂

∂u
 = 

x

u

∂
∂

cosα + 
y

u

∂
∂

cosβ + 
z

u

∂
∂

cosγ      (6.1.3) 

Chøng minh  

Theo gi¶ thiÕt hµm u cã ®¹o hµm riªng liªn tôc 

 u(A + te) - u(A) = 
x

u

∂
∂

tcosα + 
y

u

∂
∂

tcosβ + 
z

u

∂
∂

tcosγ+ o(te) 

Chia hai vÕ cho t vµ chuyÓn qua giíi h¹n nhËn ®−îc c«ng thøc trªn.   � 
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HÖ qu¶   
i∂

∂u
 = 

x

u

∂
∂

  
j∂

∂u
 = 

y

u

∂
∂

  
k∂

∂u
 = 

z

u

∂
∂

 

 

VÝ dô TÝnh ®¹o hµm theo h−íng vect¬ e(1, 1, -1) cña tr−êng v« h−íng u = x2 + y2 - z2 

t¹i ®iÓm A(1, 1, -1).  

Ta cã 

x

u

∂
∂

(A) = 
y

u

∂
∂

(A) = 2,  
z

u

∂
∂

(A) = -2 vµ  cosα = cosβ = 
3

1
,  cosγ = -

3

1
 

Suy ra 

 
e∂

∂u
(A) = 2

3

1
 + 2

3

1
 + 2

3

1
 = 2 3  

 

 

 

 

§2. Gradient 
 

• Cho tr−êng v« h−íng (D, u). Vect¬ 

 grad u = 
x

u

∂
∂

i + 
y

u

∂
∂

j + 
z

u

∂
∂

k        (6.2.1) 

gäi lµ gradient cña tr−êng v« h−íng u. 

 

VÝ dô Cho u = xy + yz - zx vµ A(1, 1, -1) 

Ta cã 

 grad u = {y - z, x + z, y - x} vµ grad u(A) = {2, 0, 0} 

 

• Tõ ®Þnh nghÜa suy ra gradient cã c¸c tÝnh chÊt sau ®©y. 

 

C¸c qui t¾c tÝnh  Cho u, v lµ c¸c tr−êng v« h−íng, f lµ hµm cã ®¹o hµm vµ λ lµ sè thùc. 

1. grad (λu + v) = λ grad u + grad v 

2.  grad (uv) = v grad u + u grad v 

3. grad f(u) = f’(u) grad u         (6.2.2) 

Chøng minh 

Suy ra tõ c«ng thøc (6.2.1) vµ tÝnh chÊt cña ®¹o hµm riªng.     � 

 

Liªn hÖ víi ®¹o hµm theo h−íng  Cho u lµ tr−êng v« h−íng vµ e vect¬ ®¬n vÞ. 

4. 
e∂

∂u
 = <grad u, e> 

5.  Max|
e∂

∂u | = || grad u ||  ®¹t ®−îc khi vµ chØ khi e // grad u 
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6.  Min|
e∂

∂u | = 0  ®¹t ®−îc khi vµ chØ khi e ⊥ grad u    (6.2.3) 

Chøng minh 

Suy ra tõ c«ng thøc (6.1.2) vµ tÝnh chÊt cña tÝch v« h−íng.     � 

 

Liªn hÖ víi mÆt møc  

7. Gradient cña tr−êng v« h−íng u t¹i ®iÓm A lµ ph¸p vect¬ cña mÆt møc ®i qua ®iÓm A 

t¹i chÝnh ®iÓm ®ã. 

Chøng minh 

Cho S : u(x, y, z) = α lµ mÆt møc ®i qua ®iÓm A 

vµ Γ :  x = x(t), y = y(t), z = z(t) lµ ®−êng cong 

tr¬n tuú ý ®i qua ®iÓm A vµ n»m gän trªn mÆt 

cong S. Khi ®ã vect¬ T = {x’(t), y’(t), z’(t)}  

lµ vect¬ tiÕp xóc cña ®−êng cong Γ t¹i ®iÓm A. 

Do Γ ⊂ S  nªn  u[x(t), y(t), z(t)] = α. §¹o hµm hai vÕ theo t 

xu′ x’(t) + yu′ y’(t) + zu′ z’(t) = 0 

Suy ra grad u ⊥ T           � 

 

VÝ dô XÐt ph©n bè nhiÖt trªn vËt r¾n h×nh cÇu D, ®ång chÊt, truyÒn nhiÖt ®¼ng h−íng, 

nguån nhiÖt ®Æt ë t©m. Gäi u(x, y, z) lµ nhiÖt ®é t¹i ®iÓm M(x, x, y). Khi ®ã u lµ tr−êng 

v« h−íng x¸c ®Þnh trªn miÒn D. C¸c mÆt møc (®¼ng nhiÖt) lµ c¸c mÆt cÇu ®ång t©m. 

H−íng truyÒn nhiÖt cùc ®¹i ®ång ph−¬ng víi vect¬ grad u, h−íng cùc tiÓu vu«ng gãc víi 

vect¬ grad u. 

 

 

 

 

§3. Tr−êng vect¬ 
 

• MiÒn D ⊂ 33 cïng víi ¸nh x¹  

 F : D → 33, (x, y, z) α F = X(x, y, z)i + Y(x, y , z)j + Z(x, y, z)k (6.3.1) 

gäi lµ tr−êng vect¬ vµ kÝ hiÖu (D, F ). C¸c tr−êng v« h−íng X, Y vµ Z gäi lµ c¸c thµnh 

phÇn to¹ ®é cña tr−êg vect¬ F. Tr−êng vect¬ (D, F ) lµ liªn tôc (cã ®¹o hµm riªng, ...) 

nÕu c¸c thµnh phÇn to¹ ®é cña nã lµ liªn tôc (cã ®¹o hµm riªng, ...) trªn miÒn D. Sau nµy 

nÕu kh«ng nãi g× thªm chóng ta xem r»ng c¸c tr−êng vect¬ lµ cã ®¹o hµm riªng liªn tôc 

tõng khóc trªn miÒn D. 

 

VÝ dô   F = {x, y, z} lµ tr−êng vect¬ b¸n kÝnh, G = {X, Y, 0} lµ tr−êng vect¬ ph¼ng 

 

 

A 

grad u 

T 

S 

Γ 
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• Hä ®−êng cong Γ n»m gän trong miÒn D gäi lµ hä ®−êng dßng cña tr−êng vect¬ F nÕu 

cã c¸c tÝnh chÊt sau ®©y. 

1. Víi mçi ®iÓm A ∈ D cã duy nhÊt mét ®−êng cong Γ(A) ®i qua 

2. Vect¬ F(A) lµ vect¬ tiÕp xóc cña ®−êng cong Γ(A) t¹i ®iÓm A. 

 

VÝ dô NÕu tr−êng F lµ tr−êng chÊt láng th× hä ®−êng dßng 

chÝnh lµ dßng chÊt láng ch¶y d−íi t¸c ®éng cña tr−êng F. 

 

• Gi¶ sö hä ®−êng dßng cã ph−¬ng tr×nh tham sè   

x = x(t),  y = y(t),  z = z(t) 

Theo ®Þnh nghÜa trªn tr−êng vect¬ tiÕp xóc T = {x’(t), y’(t), z’(t)} ®ång ph−¬ng víi 

tr−êng vect¬  F = {X, Y, Z}. Tøc lµ 

 x’(t) = λX,  y’(t) = λY,  z’(t) = λZ  víi λ ∈ 3 

Tõ ®ã suy ra hÖ ph−¬ng tr×nh vi ph©n 

 
X

dx
 = 

Y

dy
 = 

Z

dz
 = λdt         (6.3.2) 

gäi lµ hÖ ph−¬ng tr×nh vi ph©n cña hä ®−êng dßng. 

  

VÝ dô T×m ®−êng dßng cña tr−êng vect¬ F = {y, - x, 1} ®i qua ®iÓm A(1, 1, 0) 

LËp hÖ ph−¬ng tr×nh vi ph©n   
y

dx
 = -

x

dy
 = dz = λdt 

Gi¶i ra ph−¬ng tr×nh tham sè cña hä ®−êng dßng 

 x = Rcost,  y = Rsint,  z = - t + C víi (R, C) ∈ 32 

§−êng dßng ®i qua ®iÓm A tho¶ m~n Rcost0 = 1,  Rsint0 = 1,  -t0 + C = 0 

Suy ra      R = 2 , t0 = π/4,  C = π/4 

§ã chÝnh lµ ®−êng xo¾n èc ®Òu trong kh«ng gian 

 x = 2 cost,  y = 2 sint,  z = - t + π/4 

 

 

 

 

 

§4. Th«ng l−îng 
 

• Cho tr−êng vect¬ (D, F ) vµ mÆt cong S tr¬n tõng m¶nh, n»m gän trong miÒn D, ®Þnh 

h−íng theo ph¸p vect¬ lµ n. TÝch ph©n mÆt lo¹i hai 

 Φ = ∫∫ ><
S

dS, nF  = ∫∫ ++
S

ZdxdyYdzdxXdydz     (6.4.1) 

gäi lµ th«ng l−îng cña tr−êng vect¬ F qua mÆt cong S. 

Γ 

F 
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NÕu F lµ tr−êng chÊt láng th× th«ng l−îng chÝnh lµ l−îng 

chÊt láng ®i qua mÆt cong S theo h−íng ph¸p vect¬ n 

trong mét ®¬n vÞ thêi gian.  

 

• Cho tr−êng vect¬ (D, F ) víi F = {X, Y,  Z}. Tr−êng v« h−íng 

 div F = 
z

Z

y

Y

x

X

∂
∂+

∂
∂+

∂
∂

        (6.4.2) 

gäi lµ divergence (nguån) cña tr−êng vect¬ F. 

 

VÝ dô Cho tr−êng vect¬ F = {xy, yz, zx} vµ ®iÓm A(1, 1, -1) 

Ta cã 

 div F = y + z + x  vµ  div F(A) = 1 + 1 - 1 = 2 

 

§Þnh lý  Cho F, G lµ c¸c tr−êng vect¬ vµ u lµ tr−êng v« h−íng. Divergence cã c¸c tÝnh 

chÊt sau ®©y. 

1. div (F + G) = div F + div G 

2. div (u F) = u div F + <grad u, F> 

Chøng minh 

Suy ra tõ ®Þnh nghÜa (6.4.2) vµ c¸c tÝnh chÊt cña ®¹o hµm riªng.    � 

 

• Gi¶ sö Ω lµ miÒn ®ãng n»m gän trong miÒn D vµ cã biªn lµ mÆt cong kÝn S tr¬n tõng 

m¶nh, ®Þnh h−íng theo ph¸p vect¬ ngoµi n. Khi ®ã c«ng thøc Ostrogradski ®−îc viÕt l¹i 

ë d¹ng vect¬ nh− sau. 

 ∫∫ ><
S

dS, nF  = ∫∫∫
Ω

dVdivF         (6.4.3) 

Chän Ω lµ h×nh cÇu ®ãng t©m A, b¸n kÝnh ε. Tõ c«ng thøc (6.4.3) vµ ®Þnh lý vÒ trÞ trung 

b×nh cña tÝch ph©n béi ba suy ra. 

 div F(A) = ∫∫ ><
→ε

S
0

dS,
V

1
lim nF        (6.4.4) 

Theo c«ng thøc trªn, nguån cña tr−êng vect¬ F t¹i ®iÓm A lµ l−îng chÊt láng ®i ra tõ 

®iÓm A theo h−íng cña tr−êng vect¬ F. 

 

• Cho tr−êng vect¬ (D, F ) vµ ®iÓm A ∈ D. NÕu div F(A) > 0 th× ®iÓm A gäi lµ ®iÓm 

nguån. NÕu div F(A) < 0 th× ®iÓm A gäi lµ ®iÓm thñng. 

 

VÝ dô Cho tr−êng vect¬ F = {xy, yz, zx} 

Ta cã  div F = y + z + x 

div F(1, 0, 0) = 1 > 0  ®iÓm (1, 0, 0) lµ ®iÓm nguån 

div F(-1, 0, 0) = -1 < 0   ®iÓm (-1, 0, 0) lµ ®iÓm thñng 

Γ 

n 

S 
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§5. Hoµn l−u 
 

• Cho tr−êng vect¬ (D, F ) vµ ®−êng cong Γ kÝn, tr¬n tõng khóc, n»m gän trong miÒn D, 

®Þnh h−íng theo vect¬ tiÕp xóc T. TÝch ph©n ®−êng lo¹i hai 

K = ∫
Γ

>< ds, TF  = ∫
Γ

++ ZdzYdyXdx       (3.5.1) 

gäi lµ hoµn l−u cña tr−êng vect¬ F däc theo ®−êng cong kÝn Γ. 

NÕu F lµ tr−êng chÊt láng th× hoµn l−u lµ c«ng 

dÞch chuyÓn mét ®¬n vÞ khèi l−îng chÊt láng däc 

theo ®−êng cong Γ theo h−íng vect¬ T. 

 

• Cho tr−êng vect¬ (D, F ) víi F = {X, Y,  Z}. Tr−êng vect¬ 

 rot F = 








∂
∂−

∂
∂

z

Y

y

Z
i + 









∂
∂−

∂
∂

x

Z

z

X
j + 









∂
∂−

∂
∂

y

X

x

Y
k    (6.5.2) 

gäi lµ rotation (xo¸y) cña tr−êng vect¬ F. 

 

VÝ dô Cho tr−êng vect¬ F = {xy, yz, zx} vµ ®iÓm A(1, 0, -1) 

Ta cã 

 rot F = {z, x, y} vµ  rot F(A) = {-1, 1, 0} 

 

§Þnh lý  Cho F, G lµ c¸c tr−êng vect¬ vµ u lµ tr−êng v« h−íng. Rotation cã c¸c tÝnh chÊt 

sau ®©y. 

1. rot (F + G) = rot F + rot G 

2. rot (u F) = u rot F + [grad u, F] 

Chøng minh 

Suy ra tõ ®Þnh nghÜa (6.5.2) vµ c¸c tÝnh chÊt cña ®¹o hµm riªng.    � 

 

• Gi¶ sö S lµ mÆt cong tr¬n tõng m¶nh, n»m gän trong miÒn D, ®Þnh h−íng theo ph¸p 

vect¬ n vµ cã biªn lµ ®−êng cong kÝn Γ tr¬n tõng khóc, ®Þnh h−íng theo vect¬ tiÕp xóc T 

phï hîp víi h−íng ph¸p vect¬ n. Khi ®ã c«ng thøc Stokes viÕt l¹i ë d¹ng vect¬ nh− sau. 

 ∫
Γ

>< ds, TF  = ∫∫ ><
S

dS, nrotF        (6.5.3) 

Chän S lµ nöa mÆt cÇu t©m A, b¸n kÝnh ε. Tõ c«ng thøc (6.5.3) vµ ®Þnh lý vÒ trÞ trung 

b×nh cña tÝch ph©n mÆt lo¹i hai suy ra. 

 < rot F, n >(A) = ∫
Γ

→ε
>< ds,

S

1
lim

0
TF       (6.5.4) 

Theo c«ng thøc trªn, c−êng ®é cña tr−êng vect¬ rot F theo h−íng ph¸p vect¬ n t¹i ®iÓm 

A lµ c«ng tù quay cña ®iÓm A theo h−íng trôc quay n. 

 

Γ 
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• Cho tr−êng vect¬ (D, F ) vµ ®iÓm A ∈ D. NÕu < rot F, n >(A) > 0 th× ®iÓm A gäi lµ 

®iÓm xo¸y thuËn. NÕu < rot F, n >(A) < 0 th× ®iÓm A gäi lµ ®iÓm xo¸y nghÞch. 

 

VÝ dô Cho tr−êng vect¬ F = {xy, yz, zx} vµ n = {x, y, z} 

Ta cã  rot F = {z, x, y}  vµ  < rot F, n > = zx + xy + yz  

< rot F, n > (1, 0, 1) = 1 > 0  ®iÓm (1, 0, 1) lµ ®iÓm xo¸y thuËn 

< rot F, n > (1, 0, -1) = -1 < 0 ®iÓm (1, 0, -1) lµ ®iÓm xo¸y nghÞch 

 

§Þnh lý  Cho tr−êng vect¬ <D, F > vµ ®iÓm A ∈ D. 

1.  Max | < rot F, n >(A) | = | rot F(A) |   ®¹t ®−îc khi vµ chØ khi n // rot F 

2.  Min | < rot F, n >(A) | = 0     ®¹t ®−îc khi vµ chØ khi n ⊥ rot F 

Chøng minh 

Suy ra tõ tÝnh chÊt cña tÝch v« h−íng.        � 

 

• Theo kÕt qu¶ trªn th× c−êng ®é xo¸y cã trÞ tuyÖt ®èi lín nhÊt theo h−íng ®ång ph−¬ng 

víi vect¬ rot F vµ cã trÞ tuyÖt ®èi bÐ nhÊt theo h−íng vu«ng gãc víi vect¬ rot F. 

 

 

 

 

§6. To¸n tö Hamilton 
 

• Vect¬ t−îng tr−ng 

 ∇ = 
x∂
∂

i + 
y∂
∂

j + 
z∂

∂
k         (6.6.1) 

víi 
x∂
∂

,  
y∂
∂

 vµ 
z∂

∂
 t−¬ng øng lµ phÐp lÊy ®¹o hµm riªng theo c¸c biÕn x, y, vµ z gäi lµ 

to¸n tö Hamilton. 

 

• T¸c ®éng to¸n tö Hamilton mét lÇn chóng ta nhËn ®−îc c¸c tr−êng grad, div vµ rot ®~ 

nãi ë c¸c môc trªn nh− sau. 

1. TÝch cña vect¬ ∇ víi tr−êng v« h−íng u lµ tr−êng vect¬ grad u 

 ∇u = (
x∂
∂

i + 
y∂
∂

j + 
z∂

∂
k)u = 

x

u

∂
∂

i + 
y

u

∂
∂

j + 
z

u

∂
∂

k    (6.6.2) 

2. TÝch v« h−íng cña vect¬ ∇ víi tr−êng vect¬ F lµ tr−êng v« h−íng div F 

 ∇F = (
x∂
∂

i + 
y∂
∂

j + 
z∂

∂
k)(Xi + Yj + Zk) = 

x

X

∂
∂

 + 
y

Y

∂
∂

+ 
z

Z

∂
∂

  (6.6.3) 

3. TÝch cã h−íng cña vect¬ ∇ víi tr−êng vect¬ F lµ tr−êng vect¬ rot F 
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 ∇×F  = (
x∂
∂

i + 
y∂
∂

j + 
z∂

∂
k) × (Xi + Yj + Zk) 

= 








∂
∂−

∂
∂

z

Y

y

Z
i + 









∂
∂−

∂
∂

x

Z

z

X
j + 









∂
∂−

∂
∂

y

X

x

Y
k    (6.6.4) 

 

• T¸c ®éng to¸n tö Hamilton hai lÇn chóng ta nhËn ®−îc c¸c to¸n tö vi ph©n cÊp hai. 

4. Víi mäi tr−êng v« h−íng (D, u) thuéc líp C2 

 div (grad u) = div (
x

u

∂
∂

i + 
y

u

∂
∂

j + 
z

u

∂
∂

k) = 
2

2

x

u

∂
∂

 + 
2

2

y

u

∂
∂

 + 
2

2

z

u

∂
∂

 = ∆u (6.6.5) 

To¸n tö  

∆ = 
2

2

x∂
∂

i + 
2

2

y∂
∂

j + 
2

2

z∂
∂

k  

gäi lµ to¸n tö Laplace.  

Tøc lµ ∆u = div (grad u) = ∇(∇u) = ∇2u 

5. Víi mäi tr−êng v« h−íng (D, u) thuéc líp C2 

 rot (grad u) = rot (
x

u

∂
∂

i + 
y

u

∂
∂

j + 
z

u

∂
∂

k) = 0     (6.6.6) 

Tøc lµ rot (grad u) = ∇×∇u = 0 

6. Víi mäi tr−êng vect¬ (D, F ) thuéc líp C2 

 div (rot F) = div 













∂
∂−

∂
∂

z

Y

y

Z
i + 









∂
∂−

∂
∂

x

Z

z

X
j + 














∂
∂−

∂
∂

k
y

X

x

Y
  = 0  (6.6.7) 

Tøc lµ  div (rot F) = ∇(∇ × F) = 0 

7. Víi mäi tr−êng vect¬ (D, F ) thuéc líp C2 

 rot (rot F) = rot 













∂
∂−

∂
∂

z

Y

y

Z
i + 









∂
∂−

∂
∂

x

Z

z

X
j + 














∂
∂−

∂
∂

k
y

X

x

Y
  

       =  grad (div F) - ∆ F        (6.6.8) 

 

 

 

 

§7. Tr−êng thÕ 
 

• Tr−êng vect¬  (D, F )  víi F = {X, Y, Z} gäi lµ tr−êng thÕ  nÕu cã tr−êng v« h−íng   

(D, u)  sao cho F = grad u. Tøc lµ 

 X = 
x

u

∂
∂

 Y = 
y

u

∂
∂

 Z = 
z

u

∂
∂

       (6.7.1) 

Hµm u gäi lµ hµm thÕ vÞ cña tr−êng vect¬ F.  
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Tõ ®Þnh nghÜa suy ra nÕu tr−êng vect¬ F lµ tr−êng thÕ th× 

 rot F = rot (grad u) = 0         (6.7.2) 

Chóng ta sÏ chøng minh r»ng ®iÒu ng−îc l¹i còng ®óng. 

 

§Þnh lý  Tr−êng vect¬ (D, F ) lµ tr−êng thÕ khi vµ chØ khi rot F = 0 

Chøng minh 

§iÒu kiÖn cÇn suy ra tõ c«ng thøc (6.7.2). Chóng ta chøng minh ®iÒu kiÖn ®ñ 

Gi¶ sö  rot F = 0 

Khi ®ã víi mäi ®−êng cong Γ kÝn, tr¬n tõng khóc vµ n»m gän trong miÒn D. 

 ∫
Γ

++ ZdzYdyXdx  = ∫∫ ><
S

dS, nFrot  = 0 

víi S lµ mÆt cong tr¬n tõng m¶nh, n»m gän trong miÒn D vµ cã biªn ®Þnh h−íng theo 

ph¸p vect¬ n lµ ®−êng cong Γ. 

Suy ra víi mäi A, M ∈ D tÝch ph©n 

 ∫ ++
AM

ZdzYdyXdx  

kh«ng phô thuéc vµo ®−êng lÊy tÝch ph©n. 

Cè ®Þnh ®iÓm A ∈ D vµ ®Æt 

 u(M) =  ∫ ++
AM

ZdzYdyXdx  víi M ∈ D 

Do c¸c hµm X, Y, Z cã ®¹o hµm riªng liªn tôc nªn hµm u cã ®¹o hµm riªng liªn tôc trªn 

miÒn D. KiÓm tra trùc tiÕp ta cã 

 grad u = F 

Tõ ®ã suy ra tr−êng vect¬ F lµ tr−êng thÕ vµ hµm u lµ hµm thÕ vÞ cña nã.  � 

  

• Tõ c¸c kÕt qu¶ ë trªn suy ra ý nghÜa c¬ häc cña tr−êng thÕ nh− sau. 

1. Trong tr−êng thÕ kh«ng cã ®iÓm xo¸y 

 rot F = 0 

2. Hoµn l−u däc theo ®−êng cong kÝn n»m gän trong miÒn D lu«n b»ng kh«ng. 

 K =  ∫
Γ

>< ds, TF  = ∫∫ ><
S

dS, nFrot  = 0     (6.7.3) 

3. C«ng dÞch chuyÓn b»ng thÕ vÞ ®iÓm cuèi trõ ®i thÕ vÞ ®iÓm ®Çu. 

 ∫ ><
MN

ds,TF  = ∫ ++
MN

ZdzYdyXdx  = ∫
MN

du  = u(N) - u(M)   (6.7.4) 

 

 

 

 

 

 

u(N) 

u(M) 
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§8. Tr−êng èng 
 

• Tr−êng vect¬ (D, F ) víi F = {X, Y, Z} gäi lµ tr−êng èng nÕu cã tr−êng vect¬ (D, G ) 

víi G = {X1, Y1, Z1} sao cho F = rot G. Tøc lµ  

X = 
z

Y

y

Z 11

∂
∂

−
∂

∂
  Y = 

x

Z

z

X 11

∂
∂

−
∂

∂
  Z = 

y

X

x

Y 11

∂
∂

−
∂

∂
  (6.8.1) 

Tr−êng vect¬ G gäi lµ tr−êng thÕ vÞ cña tr−êng vect¬ F. 

Tõ ®Þnh nghÜa suy ra nÕu F lµ tr−êng èng th× 

 div F = div (rot G) = 0         (6.8.2) 

Cã thÓ chøng minh r»ng ®iÒu ng−îc l¹i còng ®óng. Tøc lµ chóng ta cã kÕt qu¶ sau ®©y. 

 

§Þnh lý  Tr−êng vect¬ (D, F ) lµ tr−êng èng khi vµ chØ khi div F = 0 

 

• Tõ c¸c kÕt qu¶ ë trªn suy ra ý nghÜa c¬ häc cña tr−êng èng nh− sau. 

1. Trong tr−êng èng kh«ng cã ®iÓm nguån 

 div F = 0 

2. Th«ng l−îng qua mÆt cong kÝn n»m gän trong miÒn D lu«n b»ng kh«ng. 

 Φ = ∫∫ ><
S

dS,nF  = ∫∫∫
Ω

dVdivF        (6.8.3) 

3. Th«ng l−îng ®i qua c¸c mÆt c¾t cña mét luång lµ nh− nhau. 

Gi¶ sö S lµ mÆt trô kÝn nh− h×nh bªn 

 S = S0 + S1 + S2 

Trong ®ã S ®Þnh h−íng theo ph¸p vecto ngoµi n 

S0 ®Þnh h−íng theo ph¸p vecto n0 ng−îc h−íng 

víi tr−êng vect¬ F, S1 ®Þnh h−íng theo ph¸p 

vecto n1 cïng h−íng víi tr−êng vect¬ F. S2 

®Þnh h−íng theo ph¸p vecto n2 vu«ng gãc víi 

tr−êng vect¬ F. 

Theo tÝnh chÊt cña tr−êng èng vµ tÝnh céng tÝnh cña tÝch ph©n 

 0 = ∫∫ ><
S

dS,nF  = ∫∫ ><
0S

dS, 0nF  + ∫∫ ><
1S

dS, 1nF  + ∫∫ ><
2S

dS, 2nF  

Tõ ®ã suy ra 

 ∫∫ ><
1S

dS, 1nF  = - ∫∫ ><
0S

dS, 0nF  = ∫∫ ><
0S

dS, 1nF  

Hay nãi c¸ch kh¸c th«ng l−îng cña tr−êng èng ®i qua c¸c mÆt c¾t lµ mét h»ng sè. 

 

• Tr−êng vect¬ (D, F ) gäi lµ tr−êng ®iÒu hoµ nÕu nã võa lµ tr−êng thÕ vµ võa lµ tr−êng 

èng. Tøc lµ cã tr−êng v« h−íng (D, u ) vµ tr−êng vect¬ (D, G ) sao cho 

 F = grad u = rot G         (6.8.4) 

Tõ ®ã suy ra 

F 

n0 

S0 

S 

n2 

S1 

n1 
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 ∆u = div (grad u) = div (rot G) = 0       (6.8.5) 

Tøc lµ hµm thÕ vÞ cña tr−êng ®iÒu hoµ lµ hµm ®iÒu hoµ. 

 

• Tõ c¸c kÕt qu¶ ë trªn suy ra ý nghÜa c¬ häc cña tr−êng èng nh− sau. 

1. Trong tr−êng ®iÒu hoµ kh«ng cã ®iÓm xo¸y, ®iÓm nguån 

rot F = 0  vµ  div F = 0 

2. Hoµn l−u däc theo ®−êng cong kÝn n»m gän trong miÒn D lu«n b»ng kh«ng. 

K =  ∫
Γ

>< ds, TF  =  0 

3. Th«ng l−îng qua mÆt cong kÝn n»m gän trong miÒn D lu«n b»ng kh«ng. 

 Φ = ∫∫ ><
S

dS,nF  

 

 

 

 

Bµi tËp ch−¬ng 6 
 

1. T×m ®¹o hµm t¹i ®iÓm A theo h−íng vect¬ e cña tr−êng v« h−íng u = xy - z2 

a.  A(1, 2, 3) vµ e{1, 1, 1}    b.  A(1, 1, 0) vµ e{0, 1, 1} 

c.  A(1, 0, 1) vµ e lµ h−íng ph©n gi¸c trong cña gãc Oxy 

 

2. Cho tr−êng v« h−íng u = x2 + y2 - z2 

a. T×m ®é lín vµ h−íng cña vect¬ grad u  t¹i ®iÓm A(1, - 2, 1) 

b. T×m gãc gi÷a grad u(1, 1, 1) vµ grad u(1, -1, 0) 

c. T×m ®iÓm M sao cho grad u(M) ®ång ph−¬ng víi trôc Oy 

 

3. Cho tr−êng b¸n kÝnh  r = 222 zyx ++  

a. T×m 
e∂

∂r
 víi e{-1, 0, 1}    b. T×m grad 

r

1
 vµ grad r2 

c. T×m grad f(r) víi hµm f lµ hµm cã ®¹o hµm liªn tôc. 

 

4. T×m Divergence cña c¸c tr−êng vect¬  F t¹i ®iÓm A sau ®©y. 

a.  F = {xy, yz, zx} vµ A(1, 1, 2)   b.  F = {xy2, yz2, zx2} vµ A(-2, 0, 1) 

c.  F = {xyz, x + y + z, xy + yz + zx} vµ A(0, 1, 2) 

 

4. T×m Rotation cña c¸c tr−êng vect¬ F t¹i ®iÓm A sau ®©y. 

a.  F = {x2y, y2z, z2x} vµ A(2, -1, 1)  b.  F = {yz, zx, xy} vµ A(1, 3, 2) 

c.  F = {x2 + y2, y2 + z2, z2 + x2}  vµ A(-2, 3, 1) 
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6. Chøng minh c¸c ®¼ng thøc sau ®©y. 

a.  div (F × G) = F rot G - G rot F   b.  rot (rot F) = grad (div F) - ∆ F 

 

7. Cho (D, u) vµ (D, v) lµ c¸c tr−êng v« h−íng, r = 222 zyx ++ lµ tr−êng b¸n kÝnh, 

cßn hµm f lµ hµm cã ®¹o hµm liªn tôc. H~y tÝnh 

a.  div (grad f(r))   b.  div (u grad v)   c.  rot (grad rf(r)) 

 

8. TÝnh th«ng l−îng cña tr−êng vect¬ F qua mÆt cong S. 

a.  F = {x, y, z} qua phÇn mÆt ph¼ng  x + y + z = 1 trong gãc phÇn t¸m thø nhÊt 

b.  F = {xy, yz, zx} qua phÇn mÆt cÇu  x2 + y2 + z2 = 1 trong gãc phÇn t¸m thø nhÊt 

c.  F = {xy, yz, zx} qua phÇn mÆt parabole  z = x2 + y2 vµ 0 ≤ z ≤ 1 

d.  F = {x, y, z} qua mÆt cong kÝn  z = x2 + y2, 0 ≤ z ≤ 1 

e.  F = {x3, y3, z3} qua mÆt cong kÝn  x2 + y2 + z2 = 1 

f.  F = {xy2, x2y, z} qua mÆt cong kÝn  z = 4 - x2 - y2 vµ 0 ≤ z ≤ 4 

 

9. TÝnh hoµn l−u cña tr−êng vect¬ F däc theo ®−êng cong Γ. 

a.  F = {x, y, z} theo ®−êng xo¾n èc x = a cost, y = a sint, z = bt víi t ∈ [0, π/2] 

b.  F = {xy, yz, zx} theo ®o¹n th¼ng nèi hai ®iÓm A(a, 1, 1) vµ B(2, 4, 8) 

c.  F = {-y, x, 0} theo ®−êng cong kÝn  (x - 2)2 + y2 = 1 vµ z = 0 

d.  F = {x3, y3, z3} theo ®−êng cong kÝn  x2 + y2 + z2 = 1 vµ x + y + z = 1 

e.  F = {xy2, x2y, z} theo ®−êng cong kÝn  z = x2 + y2 vµ z = x + y 
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Ch−¬ng 7 

Ph−¬ng tr×nh truyÒn sãng 
 

 

 

§1. Ph−¬ng tr×nh ®¹o hµm riªng tuyÕn tÝnh cÊp 2 
 

• Cho miÒn D ⊂ 32 vµ c¸c hµm a, b, c : D → 3. Ph−¬ng tr×nh ®¹o hµm riªng tuyÕn tÝnh 

cÊp 2 víi hai biÕn ®éc lËp cã d¹ng nh− sau 

  a(x, y)
2

2

x

u

∂
∂

 + 2b(x, y)
yx

u2

∂∂
∂

 + c(x, y)
2

2

y

u

∂
∂

 = F(x, y, u, 
x

u

∂
∂

, 
y

u

∂
∂

) (7.1.1) 

KÝ hiÖu  ∆(x, y) = b2(x, y) - a(x, y)c(x, y) víi (x, y) ∈ D 

1. NÕu ∀ (x, y) ∈ D, ∆(x, y) > 0 th× ph−¬ng tr×nh (7.1.1) cã d¹ng hyperbole 

2. NÕu ∀ (x, y) ∈ D, ∆(x, y) = 0 th× ph−¬ng tr×nh (7.1.1) cã d¹ng parabole 

3. NÕu ∀ (x, y) ∈ D, ∆(x, y) < 0 th× ph−¬ng tr×nh (7.1.1) cã d¹ng ellipse 

 

• Gi¶ sö ¸nh x¹ 

Φ : D → Ω, (x, y) → (ξ, η) víi J(x, y) = 
xyyx ∂
η∂

∂
ξ∂−

∂
η∂

∂
ξ∂

 ≠ 0  (7.1.2) 

lµ phÐp ®æi biÕn tõ miÒn D vµo miÒn Ω.  

Theo c«ng thøc ®¹o hµm hµm hîp 

 
x

u

∂
∂

 = 
x

u

x

u

∂
η∂

η∂
∂+

∂
ξ∂

ξ∂
∂

,  
y
u

∂
∂

 = 
y

u

y

u

∂
η∂

η∂
∂+

∂
ξ∂

ξ∂
∂

 

 
2

2

x

u

∂
∂

  = 
2

2

2

22

2

222

2

2

x

u

x

u

x

u

xx

u
2

x

u

∂
η∂

η∂
∂+

∂
ξ∂

ξ∂
∂+









∂
η∂

η∂
∂+

∂
η∂

∂
ξ∂

η∂ξ∂
∂+









∂
ξ∂

ξ∂
∂

 

yx

u2

∂∂
∂

 = 
yx

u

yx

u

yx

u

xyyx

u

yx

u 22

2

22

2

2

∂∂
η∂

η∂
∂+

∂∂
ξ∂

ξ∂
∂+

∂
η∂

∂
η∂

η∂
∂+









∂
η∂

∂
ξ∂+

∂
η∂

∂
ξ∂

η∂ξ∂
∂+

∂
ξ∂

∂
ξ∂

ξ∂
∂

 

 
2

2

y

u

∂
∂

  = 
2

2

2

22

2

222

2

2

y

u

y

u

y

u

yy

u
2

y

u

∂
η∂

η∂
∂+

∂
ξ∂

ξ∂
∂+









∂
η∂

η∂
∂+

∂
η∂

∂
ξ∂

η∂ξ∂
∂+









∂
ξ∂

ξ∂
∂

 

Thay vµo ph−¬ng tr×nh (7.1.1) nhËn ®−îc 

 a1(ξ, η)
2

2 u

ξ∂
∂

 + 2b1(ξ, η)
η∂ξ∂

∂ u2

 + c1(ξ, η)
2

2 u

η∂
∂

 = F1(ξ, η, u, 
ξ∂

∂u
, 

η∂
∂u

) 

Trong ®ã  

 a1(ξ, η) = a(x, y)
2

x









∂
ξ∂

+ 2b(x, y)
yx ∂
ξ∂

∂
ξ∂

 + c(x, y)

2

y 









∂
ξ∂
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 b1(ξ, η) = a(x, y)
yx ∂
ξ∂

∂
ξ∂

+ b(x, y) 








∂
η∂

∂
ξ∂+

∂
η∂

∂
ξ∂

xyyx
 + c(x, y)

yx ∂
η∂

∂
η∂

 

 c1(ξ, η) = a(x, y)
2

x









∂
η∂

+ 2b(x, y)
yx ∂
η∂

∂
η∂

 + c(x, y)

2

y 









∂
η∂

 

Suy ra  

∆1(ξ, η) = 2
1b  - a1c1  =  ∆(x, y)J2(x, y) 

Tøc lµ chóng ta cã ®Þnh lý sau ®©y. 

 

§Þnh lý  PhÐp ®æi biÕn kh«ng suy biÕn kh«ng lµm thay ®æi d¹ng cña ph−¬ng tr×nh ®¹o 

hµm riªng tuyÕn tÝnh cÊp 2. 

 

• NÕu ξ vµ η lµ c¸c nghiÖm riªng ®éc lËp cña ph−¬ng tr×nh  

  a(x, y)
2

x









∂
ϕ∂

+ 2b(x, y)
yx ∂
ϕ∂

∂
ϕ∂

 + c(x, y)

2

y 









∂
ϕ∂

 = 0    (7.1.3) 

th×  a1(x, y) = b1(x, y) = c1(x, y) = 0. Khi ®ã ph−¬ng tr×nh (7.1.1) cã d¹ng chÝnh t¾c 

 
η∂ξ∂

∂ u2

 = F1(ξ, η, u, ξ∂
∂u

, η∂
∂u

) 

 

Gi¶ sö  ϕ(x, y) lµ mét nghiÖm riªng kh«ng tÇm th−êng cña ph−¬ng tr×nh (7.1.3). Chóng 

ta cã (ϕx , ϕy) ≠ (0, 0) kh«ng gi¶m tæng qu¸t cã thÓ xem ϕy ≠ 0. Khi ®ã ph−¬ng tr×nh 

ϕ(x, y) = C x¸c ®Þnh hµm Èn y = y(x) cã ®¹o hµm y’(x) = - ϕx / ϕy .  

Thay vµo ph−¬ng tr×nh (7.1.3) nhËn ®−îc ph−¬ng tr×nh vi ph©n 

 a(x, y)y’2 - 2b(x, y)y’ + c(x, y) = 0 víi  a(x, y) ≠ 0    (7.1.4) 

gäi lµ ph−¬ng tr×nh ®Æc tr−ng cña ph−¬ng tr×nh (7.1.1) 

 

1. NÕu ∆(x, y) = b2(x, y) - a(x, y)c(x, y) > 0 th× ph−¬ng tr×nh (7.1.4) cã nghiÖm thùc 

y = ∫
∆±

dx
)y,x(a

)y,x()y,x(b
+ C 

§æi biÕn  

ξ + η = y - ∫
∆−

dx
)y,x(a

)y,x()y,x(b
 vµ ξ - η = y - ∫

∆+
dx

)y,x(a

)y,x()y,x(b
 

§−a vÒ d¹ng chÝnh t¾c cña ph−¬ng tr×nh hyperbole 

2

2u

ξ∂
∂

 - 
2

2u

η∂
∂

 = F2(ξ, η, u, 
ξ∂

∂u
, 

η∂
∂u

)       (7.1.5) 

 

2. NÕu ∆(x, y) = b2(x, y) - a(x, y)c(x, y) = 0 th× ph−¬ng tr×nh (7.1.4) cã nghiÖm kÐp 
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 y(x) = ∫ dx
)y,x(a

)y,x(b
+ C 

§æi biÕn  

ξ = y - ∫ dx
)y,x(a

)y,x(b
vµ η = η(x, y) sao cho J(x, y) ≠ 0 

§−a vÒ d¹ng chÝnh t¾c cña ph−¬ng tr×nh parabole 

2

2 u

η∂
∂

 = F2(ξ, η, u, 
ξ∂

∂u
, 

η∂
∂u

)        (7.1.6) 

 

3. NÕu ∆(x, y) = b2(x, y) - a(x, y)c(x, y) th× ph−¬ng tr×nh (7.1.4) cã nghiÖm phøc 

y(x) = ∫
∆−±

dx
)y,x(a

)y,x(i)y,x(b
+ C = α(x, y) ± iβ(x, y) + C 

§æi biÕn  

ξ = y - ∫ dx
)y,x(a

)y,x(b
 vµ η = ∫

∆−
dx

)y,x(a

)y,x(
 

§−a vÒ d¹ng chÝnh t¾c cña ph−¬ng tr×nh ellipse 

 
2

2u

ξ∂
∂

 + 
2

2 u

η∂
∂

 = F2(ξ, η, u, 
ξ∂

∂u
, 

η∂
∂u

)      (7.1.7) 

 

VÝ dô §−a vÒ chÝnh t¾c ph−¬ng tr×nh sau ®©y 

 2
2

2

x

u

∂
∂

 + 3
yx

u2

∂∂
∂

 + 
2

2

y

u

∂
∂

 + 3
x

u

∂
∂

- 3
y

u

∂
∂

- 9u = 0 

Gi¶i ph−¬ng tr×nh ®Æc tr−ng 

 2 01y3y 2 =+′−′ , y = x + C, y = 
2

1
x  + C 

§æi biÕn 

ξ + η = y - 
2

1
x, ξ - η = y - x   Suy ra  ξ = y - 

4

3
x,  η = 

4

1
x 

x∂
ξ∂

 = 
4

3− , 
y∂
ξ∂

 = 1,  
x∂
η∂

 = 
4

1
,  

y∂
η∂

 = 0,  
x

u

∂
∂

 = 
4

3−
ξ∂

∂u
+ 

4

1

η∂
∂u

, 
x

u

∂
∂

 = 
ξ∂

∂u
 

2

2

x

u

∂
∂

 = 
2

22

2

2 u

16

1u

8

3u

16

9

η∂
∂+

η∂ξ∂
∂−

ξ∂
∂

,  
yx

u2

∂∂
∂

 = 
η∂ξ∂

∂+
ξ∂

∂− u

4

1u

4

3 2

2

2

, 
2

2

y

u

∂
∂

 = 
2

2u

ξ∂
∂

 

D¹ng chÝnh t¾c cña ph−¬ng tr×nh lµ 

  
2

2

2

2 uu

η∂
∂−

ξ∂
∂

 =  2
ξ∂

∂u
 + 2

η∂
∂u

 - 8u 
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§2. Ph−¬ng tr×nh vËt lý - to¸n 
 

Ph−¬ng tr×nh truyÒn sãng  

• Cho sîi d©y rÊt m¶nh, cã ®é dµi l, hai mót cè 

®Þnh, dao ®éng bÐ trong mÆt ph¼ng Oxu theo 

ph−¬ng trôc Ou. Lóc kh«ng dao ®éng d©y n»m 

trªn ®o¹n [0, l] vµ ®é dµi cña d©y kh«ng thay ®æi 

trong suèt qu¸ tr×nh dao ®éng. Bµi to¸n ®ßi hái 

x¸c ®Þnh ®é lÖch u(x, t) t¹i ®iÓm hoµnh ®é x vµo 

thêi ®iÓm t. 

• Gi¶ sö d©y rÊt dÎo, ®µn håi víi lùc c¨ng T(x, t) h−íng theo ph−¬ng tiÕp tuyÕn cña sîi 

d©y vµ do ®ã cã hÖ sè gãc lµ xu′ . Do ®é dµi cña sîi d©y kh«ng thay ®æi trong lóc dao 

®éng nªn lùc c¨ng T(x, t) kh«ng phô thuéc vµo thêi gian. Gäi P1 lµ h×nh chiÕu cña lùc 

c¨ng trªn cung M1M2 lªn trôc Ou 

 P1 = ∫ ∂
∂2

1

x

x
2

2

dx
x

u
)x(T  

Gäi F(x, t) lµ mËt ®é cña ngo¹i lùc t¸c ®éng vµ P2 lµ h×nh chiÕu cña ngo¹i lùc trªn cung 

M1M2 lªn trôc Ou 

 P2 = ∫
2

1

x

x

dx)t,x(F  

Gäi ρ(x) lµ mËt ®é vËt chÊt cña sîi d©y, ttu ′′  lµ gia tèc cña chuyÓn ®éng vµ P3 lµ h×nh 

chiÕu cña lùc qu¸n tÝnh trªn cung M1M2 lªn trôc Ou 

 P3 = - ∫ ∂
∂ρ

2

1

x

x
2

2

dx
t

u
)x(  

Theo nguyªn lý c©n b»ng lùc P1 + P2 + P3 = 0 suy ra 

 ∫ 








∂
∂ρ−+

∂
∂2

1

x

x
2

2

2

2

dx
t

u
)x()t,x(F

x

u
)x(T  = 0 

Do x1, x2 lµ tuú ý nªn ∀ (x, t) ∈ [0, l] × [0, +∞)  ta cã 

 ρ(x)
2

2

t

u

∂
∂

 = T(x)
2

2

x

u

∂
∂

 + F(x, t)  

NÕu sîi d©y ®ång chÊt th× ρ(x) vµ T(x) lµ c¸c h»ng sè. §Æt  a2 = T / ρ  > 0 gäi lµ vËn tèc 

truyÒn sãng vµ  f(x, t) = F(x, t)/ρ lµ ngo¹i lùc t¸c ®éng. Khi ®ã ®é lÖch u(x, t) lµ nghiÖm 

cña ph−¬ng tr×nh  

 
2

2

t

u

∂
∂

 = a2

2

2

x

u

∂
∂

 + f(x, t)          (7.2.1) 

gäi lµ ph−¬ng tr×nh truyÒn sãng trong kh«ng gian mét chiÒu. 

Trong tr−êng hîp dao ®éng tù do kh«ng cã ngo¹i lùc t¸c ®éng : f(x, t) = 0, ph−¬ng tr×nh 

u(x, t) 

M1 
M2 

x x1 x2 

P1 P2 

P3 

T 

0 l 
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(7.2.1) lµ ph−¬ng tr×nh thuÇn nhÊt. Tr−êng hîp dao ®éng c−ìng bøc : f(x, t) ≠ 0, ph−¬ng 

tr×nh (7.2.1) lµ ph−¬ng tr×nh kh«ng thuÇn nhÊt. 

 

Ph−¬ng tr×nh truyÒn nhiÖt 

• XÐt ph©n bè nhiÖt trªn vËt r¾n, thÓ tÝch D, truyÒn nhiÖt 

®¼ng h−íng trong kh«ng gian Oxyz. Bµi to¸n ®ßi hái x¸c 

®Þnh nhiÖt ®é u(M, t) t¹i ®iÓm M(x, y, z) vµo thêi ®iÓm t. 

• Gäi k(M) lµ hÖ sè truyÒn nhiÖt, n
ρ

 lµ h−íng truyÒn nhiÖt vµ 

Q1 nhiÖt l−îng ®i qua mÆt kÝn S = ∂D tõ thêi ®iÓm t1 ®Õn t2 

 Q1 = ∫ ∫ ∂
∂2

1

t

t S

dS
n

u
)M(kdt ρ   = ∫ ∫

2

1

t

t D

dV)kgradu(divdt  

Gäi Q2 lµ nhiÖt l−îng sinh bëi nguån nhiÖt trong cã mËt ®é F(M, t) tõ thêi ®iÓm t1 ®Õn t2 

Q2 = ∫ ∫
2

1

t

t D

dV)t,M(Fdt  

Gäi ρ(M) lµ mËt ®é vËt chÊt, c(M) lµ nhiÖt dung vµ Q3 lµ nhiÖt l−îng cÇn ®Ó vËt r¾n D 

thay ®æi tõ nhiÖt ®é u(M, t1) ®Õn u(M, t2) 

Q3 = ( )∫ −ρ
D

22 dV)t,M(u)t,M(u)M()M(c  = ∫ ∫ ∂
∂ρ

2

1

t

t D

dV
t

u
)M()M(cdt  

Theo nguyªn lý c©n b»ng nhiÖt  Q1 + Q2 - Q3 = 0 suy ra 

∫ ∫ 








∂
∂ρ−+

2

1

t

t D

dV
t

u
)M()M(c)t,M(F)kgradu(divdt = 0 

Do t1, t2 tuú ý nªn ∀ (M, t) ∈ D × [0, +∞) chóng ta cã 

 c(M)ρ(M)
t

u

∂
∂

 = div(k(M)gradu) + F(M, t) 

NÕu vËt r¾n lµ ®ång chÊt th× c(M), ρ(M) vµ k(M) lµ c¸c h»ng sè. §Æt a2 = k / cρ > 0 gäi 

lµ vËn tèc truyÒn nhiÖt vµ f(M, t) = F(M, t) / cρ lµ nguån nhiÖt trong. Khi ®ã nhiÖt ®é 

u(M, t) lµ nghiÖm cña ph−¬ng tr×nh  

 
t

u

∂
∂

 = a2(
2

2

x

u

∂
∂

 + 
2

2

y

u

∂
∂

 + 
2

2

z

u

∂
∂

) + f(x, y, z, t)     (7.2.2) 

gäi lµ ph−¬ng tr×nh truyÒn nhiÖt trong kh«ng gian ba chiÒu. 

Trong tr−êng hîp kh«ng cã nguån nhiÖt trong : f(M, t) = 0, ph−¬ng tr×nh (7.2.2) lµ 

ph−¬ng tr×nh thuÇn nhÊt. Tr−êng hîp cã nguån nhiÖt trong : f(M, t) ≠ 0, ph−¬ng tr×nh 

(7.2.2) lµ ph−¬ng tr×nh kh«ng thuÇn nhÊt. 

 

Ph−¬ng tr×nh Laplace 

• XÐt ph©n bè nhiÖt trªn vËt r¾n truyÒn nhiÖt ®¼ng h−íng, nhiÖt ®é u(x, y, z, t) t¹i ®iÓm 

M(x, y, z) vµo thêi ®iÓm t tho¶ m~n ph−¬ng tr×nh (7.2.2). NÕu ph©n bè nhiÖt kh«ng phô 

D 

F 

S 

M n
ρ
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thuéc thêi gian th× tu′  = 0 vµ khi ®ã ph−¬ng tr×nh (7.2.2) trë thµnh 

 
2

2

x

u

∂
∂

 + 
2

2

y

u

∂
∂

 + 
2

2

z

u

∂
∂

 = g(x, y, z, t)       (7.2.3) 

gäi lµ ph−¬ng tr×nh Laplace. 

Trong tr−êng hîp kh«ng cã nguån nhiÖt trong : g(x, y, z, t) = 0, ph−¬ng tr×nh (7.2.3) lµ 

ph−¬ng tr×nh thuÇn nhÊt. Tr−êng hîp cã nguån nhiÖt trong : g(x, y, z, t) ≠ 0 ph−¬ng tr×nh 

(7.2.3) lµ ph−¬ng tr×nh kh«ng thuÇn nhÊt cßn gäi lµ ph−¬ng tr×nh Poisson. 

 

 

 

 

§3. C¸c bµi to¸n c¬ b¶n  
 

Bµi to¸n tæng qu¸t 

• Cho c¸c miÒn D ⊂ 3n, H = D × 3+ vµ c¸c hµm u ∈ C2(H, 3), f ∈ C(H, 3). KÝ hiÖu 

∆u  = ∑
= ∂

∂n

1i
2
i

2

x

u
  

gäi lµ to¸n tö Laplace. C¸c bµi to¸n VËt lý - Kü thuËt th−êng dÉn ®Õn viÖc gi¶i c¸c 

ph−¬ng tr×nh ®¹o hµm riªng tuyÕn tÝnh cÊp 2 cã d¹ng tæng qu¸t nh− sau. 

2

2

t

u

∂
∂

 = a2∆u + f(x, t)  (x, t) ∈ H0       (7.3.1) 

t

u

∂
∂

 = a2∆u + f(x, t)  (x, t) ∈ H0       (7.3.2) 

∆u = f(x)     x ∈ D0       (7.3.3) 

V× vËy c¸c ph−¬ng tr×nh trªn ®−îc gäi lµ c¸c ph−¬ng tr×nh VËt lý - To¸n. Ph−¬ng tr×nh 

Hyperbole (7.3.1) xuÊt hiÖn trong c¸c bµi to¸n dao ®éng, truyÒn sãng gäi lµ ph−¬ng 

tr×nh truyÒn sãng. Ph−¬ng tr×nh Parabole (7.3.2) xuÊt hiÖn trong c¸c bµi to¸n truyÒn 

nhiÖt, ph©n bè nhiÖt gäi lµ ph−¬ng tr×nh truyÒn nhiÖt. Ph−¬ng tr×nh Ellipse (7.3.3) xuÊt 

hiÖn trong c¸c bµi to¸n vÒ qu¸ tr×nh dõng gäi lµ ph−¬ng tr×nh Laplace. 

C¸c ph−¬ng tr×nh VËt lý - To¸n th−êng cã v« sè nghiÖm, ®Ó x¸c ®Þnh ®óng nghiÖm cÇn 

t×m cÇn ph¶i cã thªm c¸c ®iÒu kiÖn phô. 

- §iÒu kiÖn ban ®Çu cho biÕt tr¹ng th¸i cña hÖ thèng vµo thêi ®iÓm t = 0. 

ut=0 = g, 
t

u

∂
∂

t=0 = h         (7.3.4) 

- §iÒu kiÖn biªn cho biÕt tr¹ng th¸i cña hÖ thèng trªn biªn ∂D. 

u∂D = h, 
n

u

∂
∂

∂D = p, (
n

u

∂
∂

 + λu)∂D = q      (7.3.5) 

Trong thùc tiÔn c¸c ®iÒu kiÖn phô ®−îc x¸c ®Þnh b»ng thùc nghiÖm vµ do ®ã cã sai sè. 

V× vËy khi thiÕt lËp c¸c bµi to¸n vÒ ph−¬ng tr×nh VËt lý - To¸n chóng ta yªu cÇu 
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- Bµi to¸n cã nghiÖm duy nhÊt : Ph−¬ng tr×nh cã ®óng mét nghiÖm tho¶ m~n c¸c ®iÒu 

kiÖn phô cho tr−íc. 

- Bµi to¸n cã nghiÖm æn ®Þnh : Sai sè nhá cña c¸c ®iÒu kiÖn phô dÉn ®Õn sai sè nhá cña 

nghiÖm. 

Bµi to¸n tæng qu¸t cña ph−¬ng tr×nh VËt lý - To¸n ph¸t biÓu nh− sau : T×m nghiÖm duy 

nhÊt vµ æn ®Þnh cña ph−¬ng tr×nh VËt lý - To¸n tho¶ mAn c¸c ®iÒu kiÖn phô cho tr−íc. 

 

• Trong gi¸o tr×nh nµy chóng ta xem xÐt c¸c bµi to¸n sau ®©y 

- Bµi to¸n Cauchy : T×m nghiÖm duy nhÊt vµ æn ®Þnh cña ph−¬ng tr×nh truyÒn sãng 

(truyÒn nhiÖt) tho¶ m~n c¸c ®iÒu kiÖn ban ®Çu 

- Bµi to¸n hçn hîp : T×m nghiÖm duy nhÊt vµ æn ®Þnh cña ph−¬ng tr×nh truyÒn sãng 

(truyÒn nhiÖt) tho¶ m~n c¸c ®iÒu kiÖn ban ®Çu vµ ®iÒu kiÖn biªn 

- Bµi to¸n Diriclet : T×m nghiÖm duy nhÊt vµ æn ®Þnh cña ph−¬ng tr×nh Laplace tho¶ m~n  

®iÒu kiÖn biªn u∂D = g 

- Bµi to¸n Neuman : T×m nghiÖm duy nhÊt vµ æn ®Þnh cña ph−¬ng tr×nh Laplace tho¶ 

m~n ®iÒu kiÖn biªn u∂D = g vµ 
n

u

∂
∂

∂D = h 

C¸c bµi to¸n víi ph−¬ng tr×nh thuÇn nhÊt gäi t¾t lµ bµi to¸n thuÇn nhÊt, víi ph−¬ng tr×nh 

kh«ng thuÇn nhÊt gäi lµ bµi to¸n kh«ng thuÇn nhÊt. §Ó ®¬n gi¶n trong gi¸o tr×nh nµy 

chóng ta chØ giíi h¹n c¸c bµi to¸n trong ph¹m vi kh«ng gian mét hoÆc hai chiÒu. Tuy 

nhiªn c¸c ph−¬ng ph¸p gi¶i vµ c«ng thøc nghiÖm cã thÓ më réng tù nhiªn cho tr−êng 

hîp kh«ng gian n chiÒu. Cô thÓ chóng ta sÏ lÇn l−ît nghiªn cøu c¸c bµi to¸n sau ®©y. 

 

Bµi to¸n Cauchy (CH)    Bµi to¸n hçn hîp (HH)  

T×m hµm u ∈ C(H, 3) tho¶ m~n  T×m hµm u ∈ C(H, 3) tho¶ m~n 

ph−¬ng tr×nh truyÒn sãng   ph−¬ng tr×nh truyÒn sãng 

 
2

2

t

u

∂
∂

 = a2

2

2

x

u

∂
∂

 + f(x, t)    
2

2

t

u

∂
∂

 = a2

2

2

x

u

∂
∂

 + f(x, t) 

vµ ®iÒu kiÖn ban ®Çu    vµ c¸c ®iÒu kiÖn phô 

 ut=0 = g(x), 
t

u

∂
∂

t=0 = h(x)   ut=0 = g(x), 
t

u

∂
∂

t=0 = h(x), u∂D = p(t) 

 

Bµi to¸n Cauchy (CP)    Bµi to¸n hçn hîp (HP) 

T×m hµm u ∈ C(H, 3) tho¶ m~n  T×m hµm u ∈ C(H, 3) tho¶ m~n 

ph−¬ng tr×nh truyÒn nhiÖt   ph−¬ng tr×nh truyÒn nhiÖt 

 
t

u

∂
∂

 = a2

2

2

x

u

∂
∂

 + f(x, t)    
t

u

∂
∂

 = a2

2

2

x

u

∂
∂

 + f(x, t) 

vµ ®iÒu kiÖn ban ®Çu    vµ c¸c ®iÒu kiÖn phô 

 ut=0 = g(x)      ut=0 = g(x), (
n

u

∂
∂

 + λu)∂D = h(t) 
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Bµi to¸n Diriclet (DE)    Bµi to¸n Neumann (NE) 

T×m hµm u ∈ C(D, 3) tho¶ m~n  T×m hµm u ∈ C(D, 3) tho¶ m~n 

ph−¬ng tr×nh Laplace    ph−¬ng tr×nh Laplace 

2

2

x

u

∂
∂

 + 
2

2

y

u

∂
∂

 = f(x, y)    
2

2

x

u

∂
∂

 + 
2

2

y

u

∂
∂

 = f(x, y) 

vµ ®iÒu kiÖn biªn     vµ c¸c ®iÒu kiÖn biªn 

u∂D = g(x, y)     u∂D = g(x, y),  
n

u
ρ∂

∂
∂D = h(x, y) 

 

 

 

 

§4. Bµi to¸n Cauchy thuÇn nhÊt 
 

Bµi to¸n CH1a   

Cho c¸c miÒn D = 3,  H = D × 3+ vµ hµm h ∈ C(D, 3).  

T×m hµm u ∈ C(H, 3) tho¶ m~n ph−¬ng tr×nh truyÒn sãng 

 
2

2

t

u

∂
∂

 = a2

2

2

x

u

∂
∂

  víi (x, t) ∈ H0        (7.4.1) 

vµ ®iÒu kiÖn ban ®Çu 

u(x, 0) = 0, 
t

u

∂
∂

(x, 0) = h(x)        (7.4.2)  

 

• §æi biÕn   ξ = x + at, η = x - at  

TÝnh c¸c ®¹o hµm riªng b»ng c«ng thøc ®¹o hµm hµm hîp 

η∂
∂+

ξ∂
∂=

∂
∂ uu

x

u
,  









η∂
∂−

ξ∂
∂=

∂
∂ uu

a
t

u
 

2

22

2

2

2

2 uu
2

u

x

u

η∂
∂+

η∂ξ∂
∂+

ξ∂
∂=

∂
∂

, 








η∂
∂+

η∂ξ∂
∂−

ξ∂
∂=

∂
∂

2

22

2

2
2

2

2 uu
2

u
a

t

u
 

ThÕ vµo ph−¬ng tr×nh (7.4.1), nhËn ®−îc ph−¬ng tr×nh 

 0
u2

=
η∂ξ∂

∂
 

TÝch ph©n hai lÇn  

 u(ξ, η) = ϕ(ξ) + ψ(η) 

Trë vÒ biÕn cò  

 u(x, t) =  ϕ(x + at) + ψ(x - at)  

ThÕ vµo ®iÒu kiÖn ban ®Çu (7.4.2) 

 u(x, 0) = ϕ(x) + ψ(x) = g(x) vµ tu′ (x, 0) = a[ϕ’(x) - ψ’(x)] = h(x) 
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TÝch ph©n ph−¬ng tr×nh thø hai, ®−a vÒ hÖ ph−¬ng tr×nh 

 ϕ(x) + ψ(x) = 0, ϕ(x) - ψ(x) = ∫ ξξ
x

0

d)(h
a

1
 

Gi¶i hÖ ph−¬ng tr×nh trªn t×m ϕ(x) vµ ψ(x) vµ suy ra nghiÖm cña bµi to¸n 

 u(x, t) =  ∫
+

−

ξξ
atx

atx

d)(h
a2

1
         (7.4.3) 

 

§Þnh lý  Cho hµm h ∈ C1(D, 3). Bµi to¸n CH1a cã nghiÖm duy nhÊt vµ æn ®Þnh x¸c ®Þnh 

theo c«ng thøc (7.4.3) 

Chøng minh 

• Do hµm h ∈ C1(D, 3) nªn hµm u ∈ C2(H, 3). KiÓm tra trùc tiÕp  

 ∀ (x, t) ∈ H, 
t

u

∂
∂

 = 
2

1
a[h(x + at) + h(x - at)] 

2

2

t

u

∂
∂

 = 
2

1
a[h’(x + at) + h’(x - at)] = a2

2

2

x

u

∂
∂

 

∀ x ∈ D, u(x, 0) = 0, 
t

u

∂
∂

(x, 0) = h(x) 

• NÕu ui lµ nghiÖm cña bµi to¸n    
2

2

t

u

∂
∂

 = a2

2

2

x

u

∂
∂

, u(x, 0) = 0, 
t

u

∂
∂

(x, 0) = hi  

th× u = u1 - u2 lµ nghiÖm cña bµi to¸n  
2

2

t

u

∂
∂

 = a2

2

2

x

u

∂
∂

, u(x, 0) = 0, 
t

u

∂
∂

(x, 0) = h1 - h2 = h 

Víi mçi  T > 0 cè ®Þnh, kÝ hiÖu B = [x - aT, x + aT] vµ HT = B × [0, T]. Tõ c«ng thøc 

(7.4.3) chóng ta cã −íc l−îng sau ®©y 

 ∀ (x, t) ∈ HT , | u(x, t) |  ≤  T supB | h(ξ) | 
Tõ ®ã suy ra 

h = h1 - h2 = 0  ⇒  u = u1 - u2 = 0.  

|| h || = || h1 - h2 || < δ ⇒  || u || = || u1 - u2 || < ε = Tδ 

VËy bµi to¸n cã nghiÖm duy nhÊt vµ æn ®Þnh trªn HT víi mçi T cè ®Þnh. Do tÝnh liªn tôc 

cña nghiÖm suy ra  bµi to¸n cã nghiÖm duy nhÊt vµ æn ®Þnh trªn H.   � 

 

Bµi to¸n CH1b 

Cho c¸c miÒn D = 3, H = D × 3+ vµ hµm g ∈ C(D, 3).  

T×m hµm u ∈ C(H, 3) tho¶ m~n ph−¬ng tr×nh truyÒn sãng 

 
2

2

t

u

∂
∂

 = a2

2

2

x

u

∂
∂

  víi  (x, t) ∈ H0 

vµ ®iÒu kiÖn ban ®Çu 

u(x, 0) = g(x), 
t

u

∂
∂

(x, 0) = 0 
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§Þnh lý  Cho g ∈ C2(D, 3) vµ  v(x, t) lµ nghiÖm cña bµi to¸n CH1a víi 
t

v

∂
∂

(x, 0) = g(x) 

Bµi to¸n CH1b cã nghiÖm duy nhÊt vµ æn ®Þnh x¸c ®Þnh theo c«ng thøc sau ®©y 

 u(x, t) =  
t

v

∂
∂

(x, t) = ∫
+

−

ξξ
∂
∂ atx

atx

d)(g
ta2

1
     (7.4.4) 

Chøng minh 

• Do hµm g ∈ C2(D, 3) nªn hµm v ∈ C3(H, 3) suy ra hµm u ∈ C2(H, 3).  

KiÓm tra trùc tiÕp 

 ∀ (x, t) ∈ H, 
2

2

t

u

∂
∂

 = 
t

v

t2

2

∂
∂

∂
∂

 = a2 
2

2

x

v

t ∂
∂

∂
∂

 = a2

t

v

x 2

2

∂
∂

∂
∂

 

∀ x ∈ D, u(x, 0) = 
t

v

∂
∂

(x, 0) = g(x), 
t

u

∂
∂

(x, 0) = a2

2

2

x

v

∂
∂

(x, 0) 

• TÝnh duy nhÊt vµ æn ®Þnh cña nghiÖm suy ra tõ bµi to¸n CH1a.    � 

 

 

 

 

§5. Bµi to¸n Cauchy kh«ng thuÇn nhÊt 
 

Bµi to¸n CH1c 

Cho c¸c miÒn D = 3, H = D × 3+ vµ hµm f ∈ C(H, 3).  

T×m hµm u ∈ C(H, 3) tho¶ m~n ph−¬ng tr×nh truyÒn sãng 

 
2

2

t

u

∂
∂

 = a2

2

2

x

u

∂
∂

 + f(x, t)  víi  (x, t) ∈ H0 

vµ ®iÒu kiÖn ban ®Çu 

u(x, 0) = 0, 
t

u

∂
∂

(x, 0) = 0 

 

§inh lý  Cho hµm f ∈ C(H, 3) vµ v(x, τ, t) lµ nghiÖm cña bµi to¸n CH1a trªn H × 3+ víi 

 v(x, τ, 0) = 0 vµ 
t

v

∂
∂

(x, τ, 0) = f(x, τ) 

Bµi to¸n CH1c cã nghiÖm duy nhÊt vµ æn ®Þnh x¸c ®Þnh theo c«ng thøc sau ®©y. 

u(x, t) = ∫ ττ−τ
t

0

d)t,,x(v         (7.5.1) 

Chøng minh 

• Do hµm f ∈ C(H, 3) nªn hµm v ∈ C1(H × 3+, 3) suy ra hµm u ∈ C2(H, 3) 

KiÓm tra trùc tiÕp 
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∀ (x, t) ∈ H, 
t

u

∂
∂

 = v(x, t, 0) + ∫ ττ−τ
∂
∂t

0

d)t,,x(
t

v
 = ∫ ττ−τ

∂
∂t

0

d)t,,x(
t

v
 

2

2

t

u

∂
∂

 = 
t

v

∂
∂

(x, t, 0) + ∫ ττ−τ
∂
∂t

0
2

2

d)t,,x(
t

v
 = a2

∫ ττ−τ
∂
∂t

0
2

2

d)t,,x(
x

v
 + f(x, t) 

∀ x ∈ D, u(x, 0) = 0, 
t

u

∂
∂

(x, 0) = 0 

• TÝnh duy nhÊt vµ æn ®Þnh cña nghiÖm suy ra tõ bµi to¸n CH1a.    � 

 

Bµi to¸n CH1 

Cho c¸c miÒn D = 3, H = D × 3+, c¸c hµm f ∈ C(H, 3) vµ g, h ∈ C(D, 3).  

T×m hµm u ∈ C(H, 3) tho¶ m~n ph−¬ng tr×nh truyÒn sãng 

 
2

2

t

u

∂
∂

 = a2

2

2

x

u

∂
∂

 + f(x, t)  víi  (x, t) ∈ H0 

vµ ®iÒu kiÖn ban ®Çu 

u(x, 0) = g(x), 
t

u

∂
∂

(x, 0) = h(x) 

 

• T×m nghiÖm cña bµi to¸n CH1 d−íi d¹ng 

 u(x, t) = ua(x, t) + ub(x, t) + uc(x, t) 

víi uα(x, t) lµ nghiÖm cña bµi to¸n CH1α. 

KÕt hîp c¸c c«ng thøc (7.4.3), (7.4.4) vµ (7.5.1) suy ra c«ng thøc sau ®©y. 

 u(x, t) = 









ξτ−ξτ+ξξ+ξξ

∂
∂

∫ ∫∫∫
τ+

τ−

+

−

+

−

t

0

ax

ax

atx

atx

atx

atx

d)t,(fdd)(hd)(g
ta2

1
   (7.5.2) 

 

§Þnh lý  Cho c¸c hµm f ∈ C(H, 3), g ∈ C2(D, 3) vµ h ∈ C1(D, 3). Bµi to¸n CH1 cã 

nghiÖm duy nhÊt vµ æn ®Þnh x¸c ®Þnh theo c«ng thøc (7.5.2). 

 

VÝ dô Gi¶i bµi to¸n   
2

2

t

u

∂
∂

 = a2

2

2

x

u

∂
∂

 + 2xe-t  víi (x, t) ∈ 3 × 3+  

u(x, 0) = cosx, 
t

u

∂
∂

(x, 0) = 2x 

Theo c«ng thøc (7.5.2) chóng ta cã 

      u(x, t)  = 









τξξ+ξξ+ξξ

∂
∂

∫ ∫∫∫
τ+

τ−

−τ
+

−

+

−

t

0

ax

ax

t
atx

atx

atx

atx

dde2d2dcos
ta2

1
 

= cosxcosat + 2xt(2t - 1 + e-t) 

 

NhËn xÐt B»ng c¸ch kÐo dµi liªn tôc c¸c hµm liªn tôc tõng khóc, c«ng thøc (7.5.2) vÉn 

sö dông ®−îc trong tr−êng hîp c¸c hµm f, g vµ h cã ®¹o hµm liªn tôc tõng khóc. 
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§6. Bµi to¸n gi¶ Cauchy 
 

Bµi to¸n SH1a 

Cho c¸c miÒn D = 3+ , H = D × 3+ , c¸c hµm f ∈ C(H, 3) vµ g, h ∈ C(D, 3).  

T×m hµm u ∈ C(H, 3) tho¶ m~n ph−¬ng tr×nh truyÒn sãng 

 
2

2

t

u

∂
∂

 = a2

2

2

x

u

∂
∂

 + f(x, t)  víi  (x, t) ∈ H0 

®iÒu kiÖn ban ®Çu 

u(x, 0) = g(x), 
t

u

∂
∂

(x, 0) = h(x) 

vµ ®iÒu kiÖn biªn 

u(0, t) = 0 

 

• T− t−ëng chung ®Ó gi¶i bµi to¸n SH lµ t×m c¸ch chuyÓn vÒ bµi to¸n CH t−¬ng ®−¬ng. 

Gäi f1, g1 vµ h1 t−¬ng øng lµ kÐo dµi cña c¸c hµm f, g vµ h lªn toµn 3, cßn v(x, t) lµ 

nghiÖm cña bµi to¸n Cauchy sau ®©y. 

 
2

2

t

v

∂
∂

 = a2

2

2

x

v

∂
∂

 + f(x, t), v(x, 0) = g1(x), 
t

v

∂
∂

(x, 0) = h1(x) víi (x, t) ∈ 3 × 3+ 

 

Theo c«ng thøc (7.5.2) chóng ta cã 

 v(x, t) = 
2

1
[g1(x + at) + g1(x - at)] + ∫

+

−

ξξ
atx

atx

1 d)(h
a2

1
 + ∫ ∫

τ+

τ−

ξτ−ξτ
t

0

ax

ax

1 d)t,(fd
a2

1
 

ThÕ vµo ®iÒu kiÖn biªn 

 v(0, t) = 
2

1
[g1(at) + g1(-at)] + ∫

−

ξξ
at

at

1 d)(h
a2

1
 +  ∫ ∫

τ

τ−

ξτ−ξτ
t

0

a

a

1 d)t,(fd
a2

1
 = 0 

Suy ra c¸c hµm f1,  g1 vµ h1  ph¶i lµ c¸c hµm lÎ.  

Tøc lµ 

f1(x, t) = 




<
≥

0  x    t) f(-x,-
0  x     t) f(x,  

, g1(x) = 




<
≥

0  x   )x-(g-
0  x    )x(g  

 vµ  h1(x) = 




<
≥

 0  x    h(-x)-
0  x     h(x)  

 

 

§Þnh lý  Cho hµm f ∈ C(H, 3), hµm g ∈ C2(D, 3) vµ hµm h ∈ C1(D, 3) tho¶  m~n 

f(0, t) = 0, g(0) = 0 vµ h(0) = 0 

Bµi to¸n SH1a cã nghiÖm duy nhÊt vµ æn ®Þnh x¸c ®Þnh theo c«ng thøc  

 u(x, t) = 









ξτ−ξτ+ξξ+ξξ

∂
∂

∫ ∫∫∫
τ+

τ−

+

−

+

−

t

0

ax

ax

1

atx

atx

1

atx

atx

1 d)t,(fdd)(hd)(g
ta2

1
  (7.6.1) 

víi f1, g1 vµ h1 t−¬ng øng lµ kÐo dµi lÎ cña c¸c hµm f, g vµ h  lªn toµn 3. 
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Bµi to¸n SH1b 

Cho c¸c miÒn D = 3+ , H = D × 3+ vµ hµm p ∈ C(3+, 3) 

T×m hµm u ∈ C(H, 3) tho¶ m~n ph−¬ng tr×nh truyÒn sãng 

 
2

2

t

u

∂
∂

 = a2

2

2

x

u

∂
∂

  víi  (x, t) ∈ H0 

®iÒu kiÖn ban ®Çu 

u(x, 0) = 0, 
t

u

∂
∂

(x, 0) = 0 

vµ ®iÒu kiÖn biªn 

u(0, t) = p(t) 

 

• KiÓm tra trùc tiÕp hµm 

 u(x, t) = η(t - 
a

x
)p(t - 

a

x
)         (7.6.2) 

lµ nghiÖm cña bµi to¸n SH1b. 

 

Bµi to¸n SH1 

Cho c¸c miÒn D = 3+ , H = D × 3+ , c¸c hµm f ∈ C(H, 3), g, h ∈ C(D, 3), p ∈ C(3+, 3) 

T×m hµm u ∈ C(H, 3) tho¶ m~n ph−¬ng tr×nh truyÒn sãng 

 
2

2

t

u

∂
∂

 = a2

2

2

x

u

∂
∂

 + f(x, t)  víi  (x, t) ∈ H0 

®iÒu kiÖn ban ®Çu 

u(x, 0) = g(x), 
t

u

∂
∂

(x, 0) = h(x) 

vµ ®iÒu kiÖn biªn 

u(0, t) = p(t) 

 

• T×m nghiÖm cña bµi to¸n SH1 d−íi d¹ng u(x, t) = ua(x, t) + ub(x, t) 

trong ®ã uα(x, t) lµ nghiÖm cña bµi to¸n SH1α. 

KÕt hîp c¸c c«ng thøc (7.6.1) vµ (7.6.2) suy ra c«ng thøc sau ®©y. 

 u(x, t) = 









ξτ−ξτ+ξξ+ξξ

∂
∂

∫ ∫∫∫
τ+

τ−

+

−

+

−

t

0

ax

ax

1

atx

atx

1

atx

atx

1 d)t,(fdd)(hd)(g
ta2

1
 

+ η(t - 
a
x

)p(t - 
a
x

) (7.6.3) 

 

§Þnh lý  Cho c¸c hµm f ∈ C(H, 3), g ∈ C2(D, 3), h ∈ C1(D, 3) vµ p ∈ C2(3+, 3) tho¶ 

g(0) = 0, h(0) = 0 vµ f(0, t) = 0 

Bµi to¸n SH1 cã nghiÖm duy nhÊt vµ æn ®Þnh x¸c ®Þnh theo c«ng thøc (7.6.3) víi f1, g1 vµ 

h1 t−¬ng øng lµ kÐo dµi lÎ cña c¸c hµm f, g vµ h lªn toµn 3. 
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VÝ dô Gi¶i bµi to¸n 
2

2

t

u

∂
∂

 = 4
2

2

x

u

∂
∂

 + 2xt  víi  (x, t) ∈ 3+×3+ 

u(x, 0) = sinx,  
t
u

∂
∂

(x, 0) = 2x 

u(0, t) = sint 

Do c¸c hµm f, g vµ h lµ hµm lÎ nªn c¸c hµm kÐo dµi lÎ f1 = f, g1 = g vµ h1 = h. Thay vµo 

c«ng thøc (7.6.3) chóng ta cã 

 u(x, t) = 









ξξτ−τ+ξξ+ξξ

∂
∂

∫ ∫∫∫
τ+

τ−

+

−

+

−

t

0

2x

2x

t2x

t2x

t2x

t2x

d)t(2dd2dsin
t4

1
+ η(t - 

2

x
)sin(t - 

2

x
) 

 = sinxcos2t + 2xt + 
6
1

xt3 + η(t - 
2

x
)sin(t - 

2

x
) víi (x, t) ∈ 3+× 3+ 

 

NhËn xÐt Ph−¬ng ph¸p trªn cã thÓ sö dông ®Ó gi¶i c¸c bµi to¸n gi¶ Cauchy kh¸c. 

 

 

 

 

§7. Bµi to¸n hçn hîp thuÇn nhÊt 
 

Bµi to¸n HH1a 

Cho c¸c miÒn D = [0, l], H = D × [0, T] vµ c¸c hµm g, h ∈ C(D, 3) 

T×m hµm u ∈ C(H, 3) tho¶ m~n ph−¬ng tr×nh truyÒn sãng 

 
2

2

t

u

∂
∂

 = a2

2

2

x

u

∂
∂

  víi  (x, t) ∈ H0       (7.7.1) 

®iÒu kiÖn ban ®Çu  

u(x, 0) = g(x), 
t

u

∂
∂

(x, 0) = h(x)       (7.7.2) 

vµ ®iÒu kiÖn biªn 

u(0, t) = 0,  u(l, t) = 0         (7.7.3) 

 

• Bµi to¸n HH1a ®−îc gi¶i b»ng ph−¬ng ph¸p t¸ch biÕn mµ néi dung cña nã nh− sau 

T×m nghiÖm cña bµi to¸n HH1a d¹ng t¸ch biÕn 

 u(x, t) = X(x)T(t) 

§¹o hµm u(x, t) hai lÇn theo x, theo t sau ®ã thÕ vµo ph−¬ng tr×nh (7.7.1) 

 X(x)T”(t) = a2X”(x)T(t)  suy ra  
)x(X

)x(X ′′
 = 

)t(Ta

)t(T
2

′′
 ≡ λ ∈ 3 

ThÕ hµm u(x, t) vµo ®iÒu kiÖn biªn (7.7.3) 

 u(0, t) = X(0)T(t) = 0 vµ u(l, t) = X(l)T(t) = 0 víi  T(t) ≠ 0 
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Chóng ta nhËn ®−îc hÖ ph−¬ng tr×nh vi ph©n hÖ sè h»ng sau ®©y 

 X”(x) + λX(x) =  0         (7.7.4) 

 T”(t) + λa2T(t) =  0         (7.7.5) 

 X(0) = X(l) = 0 víi λ ∈ 3        (7.7.6) 

 

• Ph−¬ng tr×nh vi ph©n (7.7.4) cã ph−¬ng tr×nh ®Æc tr−ng 

 k2 + λ = 0 

NÕu λ = - α2 th× ph−¬ng tr×nh (7.7.4) cã nghiÖm tæng qu¸t X(x) = C1e
-αx + C2e

αx 

ThÕ vµo ®iÒu kiÖn (7.7.6) gi¶i ra ®−îc C1 = C2 = 0. HÖ chØ cã nghiÖm tÇm th−êng. 

NÕu λ = 0 th× ph−¬ng tr×nh (7.7.4) cã nghiÖm tæng qu¸t X(x) = C1 + C2x 

Tr−êng hîp nµy hÖ còng chØ cã nghiÖm tÇm th−êng. 

NÕu λ = α2 th× ph−¬ng tr×nh (7.7.4) cã nghiÖm tæng qu¸t X(x) = C1cosαx + C2sinαx 

ThÕ vµo ®iÒu kiÖn (7.7.6) gi¶i ra ®−îc C1 = 0, C2 tuú ý vµ α = 
l

kπ
.  

Suy ra hÖ ph−¬ng tr×nh (7.7.4) vµ (7.7.6) cã hä nghiÖm riªng trùc giao trªn [0, l] 

 Xk(x) = Aksin x
l

kπ
 víi Ak ∈ 3 vµ λk = 

2

l

k







 π
,  k ∈ ∠*  

ThÕ c¸c λk vµo ph−¬ng tr×nh (7.7.5) gi¶i ra ®−îc  

 Tk(t) = Bkcos t
l

akπ
 + Cksin t

l

akπ
 víi (Bk, Ck) ∈ 32, k ∈ ∠*  

Suy ra hä nghiÖm riªng ®éc lËp cña bµi to¸n HH1a 

uk(x, t) = (akcos t
l

akπ
 + bksin t

l

akπ
)sin x

l
kπ

 víi ak = AkBk , bk = AkCk , k ∈ ∠* 

 

• T×m nghiÖm tæng qu¸t cña bµi to¸n HH1a d¹ng chuçi hµm 

u(x, t) = ∑
+∞

=1k
k )t,x(u  = ∑

+∞

=

π







 π+π
1k

kk x
l

k
sint

l

ak
sinbt

l

ak
cosa   (7.7.7) 

ThÕ vµo ®iÒu kiÖn ban ®Çu (7.7.3) 

 u(x, 0) = ∑
+∞

=

π
1k

k x
l

k
sina = g(x)  vµ  

t

u

∂
∂

(x, 0) = ∑
+∞

=

ππ
1k

k x
l

k
sinb

l

ak
 = h(x) 

NÕu c¸c hµm g vµ h cã thÓ khai triÓn thµnh chuçi Fourier trªn ®o¹n [0, l] th× 

 ak  = ∫
πl

0

xdx
l

k
sin)x(g

l

2
 vµ bk = ∫

π
π

l

0

xdx
l

k
sin)x(h

ak

2
   (7.7.8) 

 

§Þnh lý  Cho c¸c hµm g ∈ C2(D, 3) vµ h ∈ C1(D, 3) tho¶ m~n 

g(0) = g(l) = 0 vµ h(0) = h(l) = 0 

Chuçi hµm (7.7.7) víi hÖ sè ak vµ bk tÝnh theo c«ng thøc (7.7.8) lµ nghiÖm duy nhÊt vµ 

æn ®Þnh cña bµi to¸n HH1a. 
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Chøng minh  

• C¸c hµm g vµ h theo gi¶ thiÕt tho¶ m~n ®iÒu kiÖn Dirichlet do ®ã khai triÓn ®−îc thµnh 

chuçi Fourier héi tô ®Òu vµ cã c¸c chuçi ®¹o hµm héi tô ®Òu trªn ®o¹n [0, l]. 

Suy ra chuçi hµm (7.7.7) víi c¸c hÖ sè ak vµ bk tÝnh theo c«ng thøc (7.7.8) lµ héi tô ®Òu 

vµ c¸c chuçi ®¹o hµm riªng ®Õn cÊp hai cña nã còng héi tô ®Òu trªn miÒn H. Do vËy cã 

thÓ ®¹o hµm tõng tõ hai lÇn theo x, theo t trªn miÒn H. KiÓm tra trùc tiÕp thÊy r»ng chuçi 

(7.7.7) vµ c¸c chuçi ®¹o hµm riªng cña nã tho¶ m~n ph−¬ng tr×nh (7.7.1) vµ c¸c ®iÒu 

kiÖn phô (7.7.2), (7.7.3) 

• LËp luËn t−¬ng tù nh− bµi to¸n CH1 suy ra tÝnh æn ®Þnh vµ duy nhÊt nghiÖm. � 

 

VÝ dô X¸c ®Þnh dao ®éng tù do cña d©y cã hai ®Çu mót x = 0, x = l cè ®Þnh, ®é lÖch ban 

®Çu u(x, 0) = x(l - x) vµ vËn tèc ban ®Çu 
t

u

∂
∂

(x, 0) = 0. 

Thay vµo c«ng thøc (7.7.8) nhËn ®−îc 

ak  = ∫
π−

1

0

xdx
l

k
sin)xl(x  =  








+=
+π

=

12n     k 
)1n2(

8l
2n      k          0

22

2
 vµ bk = 0 víi k ∈ ∠* 

Suy ra nghiÖm cña bµi to¸n  

u(x, t) = ∑
+∞

=

π+π+
+π 0n

33

2

x
l

)1n2(
sint

l

a)1n2(
cos

)1n2(

1l8
 

 

 

 

 

§8. Bµi to¸n hçn hîp kh«ng thuÇn nhÊt 
  

Bµi to¸n HH1b 

Cho c¸c miÒn D = [0, l], H = D × [0, T], c¸c hµm f ∈ C(H, 3) vµ g, h ∈ C(D, 3) 

T×m hµm u ∈ C(H, 3) tho¶ m~n ph−¬ng tr×nh truyÒn sãng 

2

2

t

u

∂
∂

 = a2

2

2

x

u

∂
∂

 + f(x, t)  víi  (x, t) ∈ H0 

®iÒu kiÖn ban ®Çu 

u(x, 0) = 0, 
t

u

∂
∂

(x, 0) = 0 

vµ ®iÒu kiÖn biªn 

u(0, t) = 0, u(l, t) = 0 

• T×m nghiÖm bµi to¸n HH1b d−íi d¹ng chuçi hµm  

u(x, t) = ∑
+∞

=

π
1k

k x
l

k
sin)t(T         (7.8.1) 

Khai triÓn Fourier hµm f(x, t) trªn ®o¹n [0, l] 
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 f(x, t) = ∑
+∞

=

π
1k

k x
l

k
sin)t(f  víi fk(t) = ∫

πl

0

dx
l

xk
sin)t,x(f

l

2
 

Sau ®ã thÕ vµo bµi to¸n HH1b 

∑
∞+

=

π




















 π+′′
1k

k

2

k x
l

k
sin)t(T

l

ak
)t(T  = ∑

+∞

=

π
1k

k x
l

k
sin)t(f  

∑
+∞

=

π
1k

k x
l

k
sin)0(T  = 0 vµ  ∑

+∞

=

π′
1k

k x
l

k
sin)0(T  = 0 

Chóng ta nhËn ®−îc hä ph−¬ng tr×nh vi ph©n hÖ sè h»ng 

 )t(T
k
′′  + 

2

l

ak







 π
Tk(t) = fk(t) 

  Tk(0) = 0, )0(Tk
′ = 0 víi k ∈ ∠*       (7.8.2) 

 

• Gi¶i hä ph−¬ng tr×nh vi ph©n tuyÕn tÝnh hÖ sè h»ng (7.8.2) t×m c¸c hµm Tk(t) sau ®ã 

thÕ vµo c«ng thøc (7.8.1) suy ra nghiÖm cña bµi to¸n HH1b. Hä ph−¬ng tr×nh (7.8.2) cã 

thÓ gi¶i b»ng ph−¬ng ph¸p to¸n tö Laplace nãi ë ch−¬ng 5 hoÆc b»ng mét trong c¸c  

ph−¬ng ph¸p gi¶i ph−¬ng tr×nh vi ph©n tuyÕn tÝnh hÖ sè h»ng ®~ biÕt nµo ®ã. LËp luËn 

t−¬ng tù nh− bµi to¸n HH1a chóng ta cã kÕt qu¶ sau ®©y. 

 

§Þnh lý  Cho hµm f ∈ C(H, 3) ∩ C1(D, 3). Chuçi hµm (7.8.1) víi c¸c hµm Tk(t) x¸c ®Þnh 

tõ hä ph−¬ng tr×nh (7.8.2) lµ nghiÖm duy nhÊt vµ æn ®Þnh cña bµi to¸n HH1b. 

 

 

Bµi to¸n HH1 

Cho c¸c miÒn D = [0, l], H = D × [0, T], c¸c hµm f ∈ C(H, 3), g, h ∈ C(D,3) vµ c¸c hµm 

p, q ∈ C([0, T], 3). T×m hµm u ∈ C(H, 3) tho¶ m~n ph−¬ng tr×nh truyÒn sãng 

2

2

t

u

∂
∂

 = a2

2

2

x

u

∂
∂

 + f(x, t)  víi  (x, t) ∈ H0 

®iÒu kiÖn ban ®Çu 

u(x, 0) = g(x), 
t

u

∂
∂

(x, 0) = h(x) 

vµ ®iÒu kiÖn biªn 

u(0, t) = p(t), u(l, t) = q(t) 

 

• T×m nghiÖm bµi to¸n HH1 d−íi d¹ng 

 u(x, t) = v(x, t) + w(x, t) + p(t) + 
l

x
(q(t) - p(t))     (7.8.3) 

Trong ®ã hµm v(x, t) lµ nghiÖm cña bµi to¸n HH1a 
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2

2

t

v

∂
∂

 = a2

2

2

x

v

∂
∂

 

v(x, 0) = g(x) - p(0) - 
l

x
(q(0) - p(0)) = g1(x) 

t

v

∂
∂

(x, 0) = h(x) - p’(0) - 
l

x
(q’(0) - p’(0)) = h1(x) 

v(0, t) = v(l, t) = 0         (7.8.4) 

víi c¸c ®iÒu kiÖn biªn 

 g1(0) = g1(l) = 0  ⇔  g(0) = p(0), g(l) = q(0) 

h1(0) = h1(l) = 0  ⇔  h(0) = p’(0), h(l) = q’(0) 

 

Hµm w(x, t) lµ nghiÖm cña bµi to¸n HH1b 

 
2

2

t

w

∂
∂

 = a2

2

2

x

w

∂
∂

 + f(x, t) - p”(t) - 
l

x
(q”(t) - p”(t)) = a2

2

2

x

w

∂
∂

 + f1(x, t) 

 w(x, 0) = 0, 
t

w

∂
∂

(x, 0) = 0 

w(0, t) = w(l, t) = 0         (7.8.5) 

 

• Gi¶i c¸c bµi to¸n (7.8.4) vµ (7.8.5) t×m c¸c hµm v(x, t) vµ w(x, t) sau ®ã thÕ vµo c«ng 

thøc (7.8.3) suy ra nghiÖm cña bµi to¸n HH1. 

 

§Þnh lý  Cho c¸c hµm f ∈ C(H, 3) ∩ C1(D, 3), g ∈ C2(D, 3), h ∈ C1(D, 3) vµ c¸c hµm p, 

q ∈ C2([0,T], 3) tho¶ m~n 

 g(0) = p(0), g(l) = q(0) vµ h(0) = p’(0), h(l) = q’(0) 

Hµm u(x, t) x¸c ®Þnh theo c«ng thøc (7.8.3) víi c¸c hµm v(x, t) vµ w(x, t) lµ nghiÖm cña 

c¸c bµi to¸n (7.8.4) vµ (7.8.5) lµ nghiÖm duy nhÊt vµ æn ®Þnh cña bµi to¸n HH1. 

 

VÝ dô Gi¶i bµi to¸n  
2

2

t

u

∂
∂

 = 4
2

2

x

u

∂
∂

 + xt   víi  (x, t) ∈ [0, 1] × [0, T] 

u(x, 0) = sinπx, 
t

u

∂
∂

(x, 0) = x vµ u(0, t) = 0, u(1, t) = t 

• T×m nghiÖm cña bµi to¸n d−íi d¹ng  u(x, t) = v(x, t) + w(x, t) + xt  trong ®ã hµm v(x, t) 

lµ nghiÖm cña bµi to¸n HH1a víi g1(x) = sinπx vµ h1(x) = 0 cßn hµm w(x, t) lµ nghiÖm 

cña bµi to¸n HH1b víi f1(x, t) = xt. 

Gi¶i bµi to¸n HH1 

ak = 




>
==ππ∫ 1     k 0 

1     k 1 xdxksinxsin2
1

0

  vµ  bk = 0 víi k ∈ ∠*  

Suy ra   

v(x, t) = cos2πtsinπx 
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Gi¶i bµi to¸n HH2a 

fk(t) = 2t ∫ π
1

0

xdxksinx = t
k

-1)(2 1k

π

+

 víi k ∈ ∠* 

Gi¶i hä ph−¬ng tr×nh vi ph©n hÖ sè h»ng 

)t(Tk
′′  + (2kπ)2Tk(t) = t

k

-1)(2 1k

π

+

, Tk(0) = 0, )0(T
k
′  = 0  

T×m ®−îc c¸c hµm 

Tk(t) = 






 π
π

−
π

+

tk2sin
k2

1
t

)k(2

-1)(
3

1k

 víi k ∈ ∠* 

Suy ra nghiÖm cña bµi to¸n  

u(x, t) = xt + cos2πtsinπx  + ∑
+∞

=

+

π






 π
π

−
π 1k

3

1k

3
xksintk2sin

k2

1
t

k

-1)(
 

2

1
 

 

NhËn xÐt B»ng c¸ch kÐo dµi liªn tôc c¸c hµm liªn tôc tõng khóc, c¸c c«ng thøc trªn vÉn 

sö dông ®−îc trong tr−êng hîp c¸c hµm g vµ h cã ®¹o hµm liªn tôc tõng khóc.  

 

 

 

 

Bµi tËp ch−¬ng 7 
 

• §−a vÒ chÝnh t¾c c¸c ph−¬ng tr×nh ®¹o hµm riªng tuyÕn tÝnh cÊp 2 sau ®©y. 

1.  
2

2

x

u

∂
∂

 + 2
yx

u2

∂∂
∂

 + 5
2

2

y

u

∂
∂

 - 16u = 0 

2.  
2

2

x

u

∂
∂

 - 2
yx

u2

∂∂
∂

 + 
2

2

y

u

∂
∂

 + 9
x

u

∂
∂

- 9
y

u

∂
∂

+ 9u = 0 

3.  2
2

2

x

u

∂
∂

 + 3
yx

u2

∂∂
∂

 + 
2

2

y

u

∂
∂

 + 7
x

u

∂
∂

- 4
y

u

∂
∂

 = 0 

4. 
2

2

x

u

∂
∂

 - 2sinx
yx

u2

∂∂
∂

 - cos2x
2

2

y

u

∂
∂

 + sinx
y

u

∂
∂

 = 0 

 

• LËp bµi to¸n ph−¬ng tr×nh VËt lý - To¸n tõ c¸c bµi to¸n sau ®©y. 

7. D©y rÊt m¶nh cã ®é dµi l ®Æt trªn trôc Ox, mót x = 0 cè ®Þnh, mót x = l chuyÓn ®éng 

theo qui luËt Asinωt, dao ®éng trong m«i tr−êng cã lùc c¸n tû lÖ víi vËn tèc, hÖ sè tû lÖ 

lµ λ, ®é lÖch ban ®Çu lµ g(x), vËn tèc ban ®Çu lµ h(x). X¸c ®Þnh dao ®éng cña d©y? 

8. §Üa rÊt máng ®ång chÊt b¸n kÝnh R ®Æt trong mÆt ph¼ng Oxy, mËt ®é nguån nhiÖt 

trong tû lÖ víi kho¶ng c¸ch ®Õn t©m, nhiÖt ®é m«i tr−êng gi÷ ë nhiÖt ®é u0, nhiÖt ®é ban 

®Çu lµ g(x, y). X¸c ®Þnh ph©n bè nhiÖt trªn ®Üa? 
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• Gi¶i bµi to¸n Cauchy 

9.  
2

2

t

u

∂
∂

 = a2

2

2

x

u

∂
∂

   ut=0 = ex,  
t

u

∂
∂

t=0 = e-x 

10. 
2

2

t

u

∂
∂

 = a2

2

2

x

u

∂
∂

 + te-x  ut=0 = sinx,  
t

u

∂
∂

t=0 = x + cosx 

11. 
2

2

t

u

∂
∂

 = a2

2

2

x

u

∂
∂

 + tsinx  ut=0 = cosx,  
t

u

∂
∂

t=0 = x 

12.  
2

2

t

u

∂
∂

 = a2

2

2

x

u

∂
∂

 + tcosx  ut=0 = sinx,  
t

u

∂
∂

t=0 = 2x 

 

• Gi¶i bµi to¸n gi¶ Cauchy 

13.  
2

2

t

u

∂
∂

 = a2

2

2

x

u

∂
∂

 + te-x  ut=0 = sinx,  
t

u

∂
∂

t=0 = x,  u(0, t) = 0 

14.  
2

2

t

u

∂
∂

 = a2

2

2

x

u

∂
∂

 + tsinx  ut=0 = xcosx,  
t

u

∂
∂

t=0 = sinx,  u(0, t) = e-t 

15.  
2

2

t

u

∂
∂

 = a2

2

2

x

u

∂
∂

 + xsinx  ut=0 = cosx,  
t

u

∂
∂

t=0 = 3x2,  
x

u

∂
∂

(0, t) = 0 

16.  
2

2

t

u

∂
∂

 = a2

2

2

x

u

∂
∂

 + xcosx  ut=0 = sinx,  
t

u

∂
∂

t=0 = cosx,  
x

u

∂
∂

(0, t) = 0 

 

• Gi¶i c¸c bµi to¸n hçn hîp sau ®©y víi  H = [0, l] × 3+ 

17.  
2

2

t

u

∂
∂

 = a2

2

2

x

u

∂
∂

   ut=0 = x(l - x), 
t
u

∂
∂

t=0 = 0 vµ u(0, t) = u(l, t) = 0 

18.  
2

2

t

u

∂
∂

 = a2

2

2

x

u

∂
∂

   ut=0 = 0,  
t
u

∂
∂

t=0 = xsinx vµ u(0, t) = u(l, t) = 0 

19.  
2

2

t

u

∂
∂

 = a2

2

2

x

u

∂
∂

   ut=0 = xcosx,  
t
u

∂
∂

t=0 = 0 vµ u(0, t) = t, u(l, t) = 0 

20. 
2

2

t

u

∂
∂

 = a2

2

2

x

u

∂
∂

 + bshx  ut=0 = 0,  
t
u

∂
∂

t=0 = 0  vµ u(0, t) = u(l, t) = 0 

21.  
2

2

t

u

∂
∂

 = a2

2

2

x

u

∂
∂

 + tcosx  ut=0 = sinx,  
t
u

∂
∂

t=0 = x  vµ  u(0, t) = 0, u(l, t) = t 

22.  
2

2

t

u

∂
∂

 = a2

2

2

x

u

∂
∂

   ut=0 = 0,  
t
u

∂
∂

t=0 = 0 vµ  u(0, t) = 0, u(l, t) = Asinωt 

23.  
2

2

t

u

∂
∂

 + 2λ
t

u

∂
∂

 = a2

2

2

x

u

∂
∂

  ut=0 = g(x),  
t

u

∂
∂

t=0 = h(x) vµ u(0, t) = u(l, t) = 0 
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Ch−¬ng 8 

Ph−¬ng tr×nh truyÒn nhiÖt 
 

 

 

§1. Bµi to¸n Cauchy thuÇn nhÊt 
 

Bµi to¸n CP1a 

Cho c¸c miÒn D = 3, H = D × 3+ vµ hµm g ∈ C(D, 3).  

T×m hµm u ∈ C(H, 3) tho¶ m~n ph−¬ng tr×nh truyÒn nhiÖt 

t

u

∂
∂

 = a2

2

2

x

u

∂
∂

  víi  (x, t) ∈ H0        (8.1.1) 

vµ ®iÒu kiÖn ban ®Çu 

 u(x, 0) = g(x)          (8.1.2) 

 

• T×m nghiÖm riªng bÞ chÆn cña bµi to¸n CP1a d¹ng t¸ch biÕn  

u(x, t) = X(x)T(t) 

ThÕ vµo ph−¬ng tr×nh (8.1.1) ®−a vÒ hÖ ph−¬ng tr×nh vi ph©n 

 T’(t) + λa2T(t) = 0 

 X”(x) + λX(x) = 0 

HÖ ph−¬ng tr×nh vi ph©n trªn cã hä nghiÖm riªng bÞ chÆn 

  T(t) = t)a( 2

e α−  vµ  X(x) = A(α)cosαx + B(α)sinαx víi α ∈ 3+ 

Suy ra hä nghiÖm riªng bÞ chÆn cña bµi to¸n CP1a 

 uα(x, t) = t)a( 2

e α− (A(α)cosαx + B(α)sinαx), α ∈ 3+ 

• T×m nghiÖm tæng qu¸t cña bµi to¸n CP1a d¹ng tÝch ph©n suy réng 

 u(x, t) = ∫
+∞

α α
0

d)t,x(u   = ∫
+∞

α− ααα+αα
0

t)a( d]xsin)(Bxcos)(A[e
2

 (8.1.3) 

ThÕ vµo ®iÒu kiÖn ban ®Çu (8.1.2) 

 u(x, 0) = ∫
+∞

ααα+αα
0

d]xsin)(Bxcos)(A[  = g(x) 

NÕu hµm g cã thÓ khai triÓn thµnh tÝch ph©n Fourier th×  

 A(α) = ∫
+∞

∞−

ξαξξ
π

d)cos()(g
1

 vµ B(α) = ∫
+∞

∞−

ξαξξ
π

d)sin()(g
1

 

Thay vµo c«ng thøc (8.1.3) vµ biÕn ®æi  

  u(x, t) =  ∫ ∫
+∞

∞−

α−
+∞

α









ξ−ξαξ

π
ded)x(cos)(g

1 t)a(

0

2

 

§æi thø tù lÊy tÝch ph©n 
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u(x, t) = ∫ ∫
+∞

∞−

+∞
α− ξξ










α−ξα

π
d)(gd)x(cose

1

0

t)a( 2

     (8.1.4) 

• §æi biÕn β = αa t   ⇒  dβ = a t dα 

s = 
ta2

x−ξ
  ⇒  ξ = x + 2a t s, dξ = 2a t ds  

BiÕn ®æi tÝch ph©n bªn trong cña tÝch ph©n (8.1.4)  

∫
+∞

α− α−ξα
0

t)a( d)x(cose
2

 = ∫
+∞

β− ββ
0

ds2cose
ta

1 2

 =  
ta

1
I(s) 

§¹o hµm I(s), sau ®ã tÝch ph©n tõng phÇn, nhËn ®−îc ph−¬ng tr×nh vi ph©n 

 I’(s) = ∫
+∞

β−β
0

2

des2sin = -2sI(s) vµ I(0) = 
2

π
 ⇒ I(s) = 

2

π 2se−  

Thay vµo tÝch ph©n (8.1.4) suy ra c«ng thøc sau ®©y. 

u(x, t) = ∫
+∞

∞−

−+
π

dse)s ta2x(g
1 2s  = ∫

+∞

∞−

−ξ
−

ξξ
π

de)(g
ta2

1
ta4

)x(
2

2

  (8.1.5) 

 

§Þnh lý  Cho hµm g ∈ C(D, 3) ∩ B(D, 3). Bµi to¸n CP1a cã nghiÖm duy nhÊt vµ æn ®Þnh 

x¸c ®Þnh theo c«ng thøc (8.1.5) 

Chøng minh 

• Theo gi¶ thiÕt hµm g liªn tôc vµ bÞ chÆn 

 ∀ (x, t) ∈ H, ∀ s ∈ 3,  g(x + 2a t s) 
2se−  ≤ M

2se−  

Suy ra tÝch ph©n (8.1.5) bÞ chÆn ®Òu. Do ®ã cã thÓ lÊy giíi h¹n vµ ®¹o hµm qua dÊu tÝch 

ph©n theo x hai lÇn, theo t mét lÇn. KiÓm tra trùc tiÕp hµm u(x, t) lµ nghiÖm cña ph−¬ng 

tr×nh (8.1.1) tho¶ m~n ®iÒu kiÖn ban ®Çu (8.1.2) 

 
x

u

∂
∂

 = ∫
+∞

∞−

−ξ−
ξ

π
−ξξ de

ta4

x
)(g ta4

)x(

2/33

2

2

 

2

2

x

u

∂
∂

 = ∫
+∞

∞−

−ξ
−

ξ








π
−ξ+

π
−ξ de

ta8

)x(

ta4

1
)(g ta4

)x(

2/55

2

2/33

2

2

 

 
t

u

∂
∂

 = ∫
+∞

∞−

−ξ
−

ξ








π
−ξ+

π
−ξ de

ta8

)x(

ta4

1
)(g ta4

)x(

2/53

2

2/3

2

2

 = a2

2

2

x

u

∂
∂

 

+→0t
lim u(x, t) = 

+→0t
lim ∫

+∞

∞−

−+
π

dse)s ta2x(g
1 2s  = g(x) 

• NÕu ui lµ hai nghiÖm cña bµi to¸n  
t

u

∂
∂

 = a2

2

2

x

u

∂
∂

, u(x, 0) = gi 

th× u = u1 - u2 lµ nghiÖm cña bµi to¸n  
t

u

∂
∂

 = a2

2

2

x

u

∂
∂

, u(x, 0) = g1 - g2 = g 
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Tõ c«ng thøc (8.1.5) chóng ta cã −íc l−îng sau ®©y 

∀ (x, t) ∈ H, | u(x, t) | ≤  ∫
+∞

∞−

−+
π

dse|)tas2x(g|
1 2s  ≤  supD  g(ξ)  

Tõ ®ã suy ra 

 g = g1 - g2 = 0  ⇒  u = u1 - u2 = 0 

|| g || = || g1 - g2 || < δ  ⇒  || u || = || u1 - u2 || < ε 

VËy bµi to¸n cã nghiÖm duy nhÊt vµ æn ®Þnh trªn H.      � 

 

VÝ dô Gi¶i bµi to¸n  
t

u

∂
∂

 = 4
2

2

x

u

∂
∂

  vµ u(x, 0) = xe-x  

Hµm g(x) = xe-x tho¶ m~n ®iÒu kiÖn cña ®Þnh lý. Theo c«ng thøc (8.1.5) 

u(x, t) =  ∫
+∞

∞−

−+−++−
π

dsee)]t2s(t4)t8x[(
1 xt4)t2s( 2

 

 =  









σσ+σ−

π ∫∫
+∞

∞−

σ−
+∞

∞−

σ−− det4de)t8x(e
1 22xt4   víi σ = s + 2 t  

 =  (x - 8t)e4t-x  

 

 

 

 

§2. Bµi to¸n Cauchy kh«ng thuÇn nhÊt 
 

Bµi to¸n CP1b 

Cho c¸c miÒn D = 3, H = D × 3+ vµ hµm f ∈ C(H, 3). 

T×m hµm u ∈ C(H, 3) tho¶ m~n ph−¬ng tr×nh truyÒn nhiÖt 

t

u

∂
∂

 = a2

2

2

x

u

∂
∂

 + f(x, t)  víi  (x, t) ∈ H0 

vµ ®iÒu kiÖn ban ®Çu 

 u(x, 0) = 0 

 

§Þnh lý  Cho hµm f ∈ C(H, 3) ∩ B(D, 3) vµ hµm v(x, τ, t) lµ nghiÖm cña bµi to¸n CP1a 

tho¶ m~n  v(x, τ, 0) = f(x, τ).  

Bµi to¸n CP1b cã nghiÖm duy nhÊt vµ æn ®Þnh x¸c ®Þnh theo c«ng thøc sau ®©y 

u(x, t) = ∫ ττ−τ
t

0

d)t,,x(v  = ∫ ∫
∞+

∞−

τ−
−ξ

−

ξ
τ−

τξτ
π

t

0

)t(a4

)x(

de
t

),(f
d

a2

1 2

2

   (8.2.1) 

Chøng minh 

• Do hµm f ∈ C(H, 3) ∩ B(D, 3) nªn hµm v ∈ C2(H × 3+, 3). Do ®ã cã thÓ ®¹o hµm tÝch 

ph©n (8.2.1) theo x hai lÇn, theo t mét lÇn. KiÓm tra trùc tiÕp 
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t

u

∂
∂

 =  ∫ ττ−τ
∂
∂t

0

d)t,,x(
t

v
 + v(x, t, 0) =  a2

∫ ττ−τ
∂
∂t

0
2

2

d)t,,x(
x

v
 + f(x, t) 

      =  a2

2

2

x

u

∂
∂

 + f(x, t)  vµ  u(x, 0) = 0 

• TÝnh duy nhÊt vµ æn ®Þnh suy ra tõ bµi to¸n CP1a.      � 

 

Bµi to¸n CP1 

Cho c¸c miÒn D = 3, H = D × 3+ , c¸c hµm f ∈ C(H, 3) vµ g ∈ C(D, 3). 

T×m hµm u ∈ C(H, 3) tho¶ m~n ph−¬ng tr×nh truyÒn nhiÖt 

t

u

∂
∂

 = a2

2

2

x

u

∂
∂

 + f(x, t)  víi  (x, t) ∈ H0 

vµ ®iÒu kiÖn ban ®Çu 

 u(x, 0) = g(x) 

 

• T×m nghiÖm cña bµi to¸n CP1 d−íi d¹ng 

   u(x, t) = ua(x, t) + ub(x, t) 

trong ®ã uα(x, t) lµ nghiÖm cña bµi to¸n CP1α 

KÕt hîp c¸c c«ng thøc (8.1.5) vµ (8.2.1) suy ra c«ng thøc sau ®©y. 

u(x, t) = 









τ−τ+τ++

π ∫ ∫∫
+∞

∞−

−
+∞

∞−

−
t

0

ss dse)t,s a2x(fddse)s ta2x(g
1 22

 

 = 













ξ

τ
τ−ξτ+ξ

ξ
π ∫ ∫∫

∞+

∞−

τ
−ξ

−∞+

∞−

−ξ
− t

0

a4

)x(

ta4

)x(

de
)t,(f

dde
t

)(g

a2

1 2

2

2

2

  (8.2.2) 

 

§Þnh lý  Cho c¸c hµm f ∈ C(H, 3) ∩ B(D, 3) vµ g ∈ C(D, 3) ∩ B(D, 3). Bµi to¸n CP1 cã 

nghiÖm duy nhÊt vµ æn ®Þnh x¸c ®Þnh theo c«ng thøc (8.2.2). 

 

VÝ dô Gi¶i bµi to¸n  
t

u

∂
∂

 = a2

2

2

x

u

∂
∂

 + 3t2 vµ u(x, 0) = sinx   

Hµm f(x, t) = t2, g(x) = sinx tho¶ m~n ®iÒu kiÖn cña ®Þnh lý. Theo c«ng thøc (8.2.2) 

 u(x, t) = ∫
+∞

∞−

−+
π

dse)sta2xsin(
1 2s  + ∫ ∫ τ










τ−

π

+∞

∞−

−
t

0

s2 ddse)t(3
1 2

 

• KÝ hiÖu  

I(t) = ∫
+∞

∞−

−+

π
dsee

1 2s)sta2x(i   

§¹o hµm I(t), biÕn ®æi vµ sau ®ã tÝch ph©n tõng phÇn 
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 I’(t)  = ∫
+∞

∞−

−+

π
−

)e(de
t2

ia 2s)sta2x(i  = 
∞+

∞−

−+

π
− 2s)sta2x(i ee

t2

ia
 -  ∫

+∞

∞−

−+

π
dsee

a 2s)sta2x(i
2

 

= - a2 I(t) víi I(0) = eix 

Gi¶i ph−¬ng tr×nh vi ph©n nhËn ®−îc 

 I(t) = ta2

e− eix = ta2

e− (cosx + i sinx)       (8.2.3) 

T¸ch phÇn thùc, phÇn ¶o suy ra c¸c tÝch ph©n cÇn t×m. CÇn ghi nhËn kÕt qu¶ vµ ph−¬ng 

ph¸p tÝnh tÝch ph©n trªn ®Ó sö dông sau nµy. 

• TÝnh trùc tiÕp tÝch ph©n 

 J(t) = ∫ ∫ τ









τ−

π

+∞

∞−

−
t

0

s2 ddse)t(3
1 2

 = t3 

Suy ra nghiÖm cña bµi to¸n 

  u(x, t) = Im I(t) + J(t) = ta2

e− sinx + t3 

 

NhËn xÐt B»ng c¸ch kÐo dµi liªn tôc c¸c hµm liªn tôc tõng khóc, c¸c c«ng thøc trªn vÉn 

sö dông ®−îc trong tr−êng hîp c¸c hµm f vµ g cã ®¹o hµm liªn tôc tõng khóc. 

 

 

 

 

§3. Bµi to¸n gi¶ Cauchy 
 

Bµi to¸n SP1a 

Cho c¸c miÒn D = 3+ , H = D × 3+ , c¸c hµm f ∈ C(D, 3) vµ g ∈ C(D, 3) 

T×m hµm u ∈ C(H, 3) tho¶ m~n ph−¬ng tr×nh truyÒn nhiÖt 

t

u

∂
∂

 = a2

2

2

x

u

∂
∂

+ f(x, t)  víi  (x, t) ∈ H0 

vµ c¸c ®iÒu kiÖn 

 u(x, 0) = g(x), u(0, t) = 0 

 

• T− t−ëng chung ®Ó gi¶i bµi to¸n SP lµ t×m c¸ch chuyÓn vÒ bµi to¸n CP t−¬ng ®−¬ng. 

Gi¶ sö f1 vµ g1 t−¬ng øng lµ kÐo dµi cña c¸c hµm f vµ g lªn toµn 3, cßn hµm v(x, t) lµ 

nghiÖm cña bµi to¸n Cauchy sau ®©y. 

 
t

v

∂
∂

 = a2

2

2

x

v

∂
∂

 + f1(x, t)  vµ  u(x, 0) = g1(x) víi (x, t) ∈ 3 × 3+ 

Theo c«ng thøc (8.2.2) , ta cã 

 v(x, t) = 













ξ

τ
τ−ξ

τ+ξ
ξ

π ∫ ∫∫
∞+

∞−

τ
−ξ

−∞+

∞−

−ξ
− t

0

a4

)x(

1ta4

)x(

1 de
)t,(f

dde
t

)(g

a2

1 2

2

2

2

 

ThÕ vµo ®iÒu kiÖn biªn 
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 v(0, t) = 













ξ

τ
τ−ξ

τ+ξ
ξ

π ∫ ∫∫
∞+

∞−

τ
ξ

−∞+

∞−

ξ
− t

0

a41ta41 de
)t,(f

dde
t

)(g

a2

1 2

2

2

2

 = 0 

Suy ra c¸c hµm f1 vµ g1 ph¶i lµ c¸c hµm lÎ.  

Tøc lµ 

f1(x, t) = 




<
≥

0  x    t) f(-x,-
0  x      t) f(x,  

  vµ g1(x) = 




<
≥

0  x   )x-(g-
0  x    )x(g  

 

 

§Þnh lý  Cho c¸c hµm f ∈ C(H, 3) ∩ B(H, 3) vµ g ∈ C(D, 3) ∩ B(D, 3) tho¶ m~n 

f(0, t) = 0  vµ  g(0) = 0 

Bµi to¸n SP1a cã nghiÖm duy nhÊt vµ æn ®Þnh x¸c ®Þnh theo c«ng thøc 

u(x, t) = 





ξ














−ξ

π ∫
∞+ +ξ−−ξ−

0

ta4

)x(

ta4

)x(

dee
t

)(g

a2

1 2

2

2

2

 + 

+ 





ξ














−

τ
τ−ξτ∫ ∫

∞+
τ

+ξ−
τ

−ξ−t

0 0

a4

)x(

a4

)x(

dee
)t,(f

d
2

2

2

2

  (8.3.1) 

 

VÝ dô Gi¶i bµi to¸n   
t

u

∂
∂

 = a2

2

2

x

u

∂
∂

+ 2xt  víi  (x, t) ∈ 3+×3+  

u(x, 0) = sinx vµ u(0, t) = 0 

Do c¸c hµm f vµ g lµ hµm lÎ nªn c¸c hµm kÐo dµi lÎ f1 = f vµ g1 = g. Thay vµo c«ng thøc 

(8.2.2) vµ sö dông tÝch ph©n (8.2.3) , ta cã 

 u(x, t) = ∫
+∞

∞−

−+
π

dse)sta2xsin(
1 2s  + ∫ ∫ ττ+τ−

π

+∞

∞−

−
t

0

s ddse)sa2x)(t(2
1 2

 

   =  ImI(t) + ∫ ∫∫ 









τ−ττ−

π

+∞

∞−

−
+∞

∞−

−
t

0

ss )e(dadsexd)t(2
1 22

 

 = ta2

e− sinx  + xt2 

 

 

Bµi to¸n SP1b 

Cho c¸c miÒn D = 3+ , H = D × 3+ vµ hµm h ∈ C(3+, 3) 

T×m hµm u ∈ C(H, 3) tho¶ m~n ph−¬ng tr×nh truyÒn nhiÖt 

t

u

∂
∂

 = a2

2

2

x

u

∂
∂

  víi  (x, t) ∈ H0 

vµ c¸c ®iÒu kiÖn 

 u(x, 0) = 0, u(0, t) = h(t) 

 

§Þnh lý  Cho hµm h ∈ C(3+, 3) ∩ B(3+, 3). Bµi to¸n SP1b cã nghiÖm duy nhÊt vµ æn ®Þnh 
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x¸c ®Þnh theo c«ng thøc 

 u(x, t) = ∫ τ
τ

τ−
π

τ
−t

0

a4

x

2/3
de

)t(h

a2

x 2

2

       (8.3.2) 

Chøng minh 

• Do hµm h ∈ C(3+, 3) ∩ B(3+, 3) nªn tÝch ph©n (8.3.2) héi tô ®Òu H. Do ®ã cã thÓ ®¹o 

hµm theo x hai lÇn, theo t mét lÇn. KiÓm tra trùc tiÕp 

x

u

∂
∂

 = ∫ τ
τ

τ−
π

τ
−t

0

a4

x

2/3
de

)t(h

a2

1 2

2

 - ∫ τ
τ

τ−
π

τ
−t

0

a4

x

2/53

2

de
)t(h

a4

x 2

2

 

2

2

x

u

∂
∂

 = ∫ τ
τ

τ−
π

− τ
−t

0

a4

x

2/53
de

)t(h

a4

x 2

2

 + ∫ τ
τ

τ−
π

τ
−t

0

a4

x

2/75

3

de
)t(h

a8

x 2

2

 

t

u

∂
∂

 = ta4

x

2/3

2

2

e
t

)0(h

a2

x −

π
 - ∫ τ−

τπ
τ

−t

0

a4

x

2/3
)t(dhe

1

a2

x 2

2

 

      = ∫ τ








τ
+

τ
−τ−

π
τ

−t

0

a4

x

2/72

2

2/5
de

a4

x

2

3
)t(h

a2

x 2

2

 = a2
xxu ′′  

Theo c«ng thøc (8.3.2) ta cã u(x, 0) = 0 

§æi biÕn tÝch ph©n (8.3.2) 

s = 
τa2

x
 , u(x, t) = ∫

+∞
−−

π
ta2

x

s

22

2

dse)
sa4

x
t(h

2 2

 

Suy ra  u(0, t) = h(t) 

• TÝnh duy nhÊt vµ æn ®Þnh suy ra tõ c«ng thøc (8.3.2) vµ −íc l−îng tÝch ph©n. � 

 

 

Bµi to¸n SP1 

Cho c¸c miÒn D = 3+ , H = D × 3+ , c¸c hµm f ∈ C(H, 3), g ∈ C(D, 3) vµ h ∈ C(3+, 3) 

T×m hµm u ∈ C(H, 3) tho¶ m~n ph−¬ng tr×nh truyÒn nhiÖt 

t

u

∂
∂

 = a2

2

2

x

u

∂
∂

 + f(x, t)  víi  (x, t) ∈ H0 

vµ c¸c ®iÒu kiÖn 

 u(x, 0) = g(x), u(0, t) = h(t) 

 

• T×m nghiÖm cña bµi to¸n SP1 d−íi d¹ng 

   u(x, t) = ua(x, t) + ub(x, t) 

trong ®ã uα(x, t) lµ nghiÖm cña bµi to¸n SP1α 

KÕt hîp c¸c c«ng thøc (8.3.1) vµ (8.3.2), suy ra c«ng thøc sau ®©y. 
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 u(x, t) = 





ξ














−ξ

π ∫
∞+ +ξ−−ξ−

0

ta4

)x(

ta4

)x(

dee
t

)(g

a2

1 2

2

2

2

 + ∫ τ
τ

τ− τ
−t

0

a4

x

2/3
de

)t(h
x

2

2

 

+ 





ξ














−

τ
τ−ξτ∫ ∫

∞+
τ

+ξ
−

τ
−ξ

−t

0 0

a4

)x(

a4

)x(

dee
)t,(f

d
2

2

2

2

  (8.3.3) 

 

§Þnh lý  Cho f ∈ C(H, 3)∩ B(D, 3), g ∈ C(D, 3)∩ B(D, 3), h ∈ C(3+, 3)∩ B(3+, 3)  tho¶ 

m~n  f(0, t) = 0  vµ g(0) = 0 

Bµi to¸n SP1 cã nghiÖm duy nhÊt vµ æn ®Þnh x¸c ®Þnh theo c«ng thøc (8.3.3) 

 

NhËn xÐt Ph−¬ng ph¸p trªn cã thÓ sö dông ®Ó gi¶i c¸c bµi to¸n gi¶ Cauchy kh¸c. 

 

 

 

 

§4. Bµi to¸n hçn hîp thuÇn nhÊt 
 

Bµi to¸n HP1a 

Cho c¸c miÒn D = [0, l], H = D × [0, T] vµ hµm g ∈ C(D, 3) 

T×m hµm u ∈ C(H, 3) tho¶ m~n ph−¬ng tr×nh truyÒn nhiÖt  

 
t

u

∂
∂

 = a2

2

2

x

u

∂
∂

  víi  (x, t) ∈ H0        (8.4.1) 

®iÒu kiªn ban ®Çu 

 u(x, 0) = g(x)          (8.4.2) 

vµ ®iÒu kiÖn biªn 

  u(0, t) = 0, u(l, t) = 0         (8.4.3) 

 

• T×m nghiÖm cña bµi to¸n HP1a d¹ng t¸ch biÕn 

 u(x, t) = X(x)T(t) 

ThÕ vµo ph−¬ng tr×nh (8.4.1) vµ ®iÒu kiÖn biªn (8.4.3) ®−a vÒ hÖ ph−¬ng tr×nh vi ph©n 

 X”(x) + λX(x) =  0         (8.4.4) 

 T’(t) + λa2T(t) =  0         (8.4.5) 

 X(0) = X(l)  =  0  víi λ ∈ 3        (8.4.6) 

LËp luËn t−¬ng tù nh− bµi to¸n HH1a, t×m nghiÖm riªng kh«ng tÇm th−êng cña hÖ 

ph−¬ng tr×nh (8.4.4) vµ (8.4.6), nhËn ®−îc hä nghiÖm riªng trùc giao trªn ®o¹n [0, l] 

 Xk(x) = Aksin x
l

kπ
 víi Ak ∈ 3 vµ λk = 

2

l

k







 π
, k ∈ ∠* 

Thay vµo ph−¬ng tr×nh (8.4.5) t×m ®−îc hä nghiÖm riªng ®éc lËp 
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Tk(t) = Bk

t
l

ak
2

e







 π
−

 víi Bk ∈ 3, k ∈ ∠* 

Suy ra hä nghiÖm riªng ®éc lËp cña bµi to¸n HP1 

uk(x, t) = Xk(x)Tk(t) = ak

t
l

ak
2

e







 π
−

sin x
l

kπ
 víi ak = AkBk , k ∈ ∠*  

 

• T×m nghiÖm tæng qu¸t cña bµi to¸n HP1 d¹ng chuçi hµm 

u(x, t) = ∑
+∞

=1k
k )t,x(u  = ∑

∞+

=








 π
− π

1k

t
l

ak

k x
l

k
sinea

2

     (8.4.7) 

Thay vµo ®iÒu kiÖn ban ®Çu (8.4.2) 

 u(x, 0) = ∑
+∞

=

π
1k

k x
l

k
sina  = g(x) 

NÕu hµm g cã thÓ khai triÓn thµnh chuçi Fourier th× 

 ak  = ∫
πl

0

xdx
l

k
sin)x(g

l

2
        (8.4.8) 

 

§Þnh lý  Cho hµm g ∈ C1(D, 3) tho¶ m~n g(0) = g(l) = 0. Chuçi hµm (8.4.7) víi c¸c hÖ 

sè ak tÝnh theo c«ng thøc (8.4.8) lµ nghiÖm duy nhÊt vµ æn ®Þnh cña bµi to¸n HP1a. 

Chøng minh  

• Hµm g theo gi¶ thiÕt tho¶ m~n ®iÒu kiÖn Diriclet vµ do ®ã khai triÓn ®−îc thµnh chuçi 

Fourier héi tô ®Òu trªn ®o¹n [0, l].  

Do ®ã chuçi hµm (8.4.7) víi c¸c hÖ sè ak tÝnh theo c«ng thøc (8.4.8) lµ héi tô ®Òu vµ cã 

thÓ ®¹o hµm tõng tõ theo x hai lÇn, theo t mét lÇn trªn miÒn H. KiÓm tra trùc tiÕp thÊy 

r»ng chuçi hµm (8.4.7) vµ c¸c chuçi ®¹o hµm riªng cña nã tho¶ m~n ph−¬ng tr×nh (8.4.1) 

vµ c¸c ®iÒu kiÖn (8.4.2), (8.4.3) 

• LËp luËn t−¬ng tù nh− bµi to¸n CP1 suy ra tÝnh æn ®Þnh vµ duy nhÊt nghiÖm. � 

 

VÝ dô Gi¶i bµi to¸n  
t

u

∂
∂

 = 
2

2

x

u

∂
∂

  víi (x, t) ∈ [0, 1] × [0, T] 

u(x, 0) = x(1 - x) vµ u(0, t) = u(1, t) = 0  

Theo c«ng thøc (8.4.8) ta cã 

 ak  = 2 ∫ π−
l

0

xdxksin)x1(x =  4
33

k

k

)1-(1

π
−

 = 






+=
π+

=
12n    k 

1)(2n

8
2n      k           0

33

 

ThÕ vµo c«ng thøc (8.4.7) suy ra nghiÖm cña bµi to¸n 

 u(x, t) = ∑
+∞

=

π+− π+
+π 0n

t)1n2(

33
x)1n2sin(e

)1n2(

18 22
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§5. Bµi to¸n hçn hîp kh«ng thuÇn nhÊt  
 

Bµi to¸n HP1b 

Cho c¸c miÒn D = [0, l], H = D × [0, T], c¸c hµm f ∈ C(H, 3) vµ g ∈ C(D, 3) 

T×m hµm u ∈ C(H, 3) tho¶ m~n ph−¬ng tr×nh truyÒn nhiÖt 

 
t

u

∂
∂

 = a2

2

2

x

u

∂
∂

 + f(x, t)  víi  (x, t) ∈ H0 

®iÒu kiÖn ban ®Çu 

 u(x, 0) = 0 

vµ c¸c ®iÒu kiÖn biªn 

u(0, t) = 0,  u(l, t) = 0 

 

• T×m nghiÖm bµi to¸n HP1b d¹ng chuçi hµm  

u(x, t) = ∑
+∞

=

π
1k

k x
l

k
sin)t(T         (8.5.1) 

Khai triÓn Fourier hµm f(x, t) ®o¹n [0, l], thÕ vµo bµi to¸n HP1b 

∑
∞+

=

π




















 π+′
1k

k

2

k x
l

k
sin)t(T

l

ak
)t(T  = ∑

+∞

=

π
1k

k x
l

k
sin)t(f  

víi  fk(t) = ∫
πl

0

dx
l

xk
sin)t,x(f

l

2
 vµ  ∑

+∞

=

π
1k

k x
l

k
sin)0(T  = 0 

§−a vÒ hä ph−¬ng tr×nh vi ph©n hÖ sè h»ng 

 )t(T
k
′  + 

2

l

ak







 π
Tk(t) = fk(t), Tk(0) = 0      (8.5.2) 

Gi¶i hä ph−¬ng tr×nh vi ph©n tuyÕn tÝnh hÖ sè h»ng (8.5.2) t×m c¸c hµm Tk(t) thÕ vµo 

c«ng thøc (8.5.1) suy ra nghiÖm cña bµi to¸n. 

 

§Þnh lý  Cho hµm f ∈ C(H, 3) ∩ C1(D, 3). Chuçi hµm (8.5.1) víi c¸c hµm Tk(t) x¸c ®Þnh 

bëi hÖ ph−¬ng tr×nh (8.5.2) lµ nghiÖm duy nhÊt vµ æn ®Þnh cña bµi to¸n HP1b. 

 

Bµi to¸n HP1 

Cho c¸c miÒn D = [0, l],  H = D × [0, T], c¸c hµm f ∈ C(H, 3), g ∈ C(D, 3) vµ c¸c hµm 

p, q ∈ C([0, T], 3). T×m hµm u ∈ C(H, 3) tho¶ m~n ph−¬ng tr×nh truyÒn nhiÖt 

t
u

∂
∂

 = a2

2

2

x

u

∂
∂

 + f(x, t)  víi  (x, t) ∈ H0 

®iÒu kiÖn ban ®Çu 

  u(x, 0) = g(x) 

vµ c¸c ®iÒu kiÖn biªn 

u(0, t) = p(t), u(l, t) = q(t) 
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• T×m nghiÖm bµi to¸n HP1 d−íi d¹ng 

 u(x, t) = v(x, t) + w(x, t) + p(t) + 
l

x
(q(t) - p(t))     (8.5.3) 

Trong ®ã hµm v(x, t) lµ nghiÖm cña bµi to¸n HP1a 

 
t

v

∂
∂

 = a2

2

2

x

v

∂
∂

 

 v(x, 0) = g(x) - p(0) - 
l

x
(q(0) - p(0)) = g1(x) 

v(0, t) = v(l, t) = 0         (8.5.4) 

víi ®iÒu kiÖn biªn 

g1(0) = g1(l) = 0 ⇔  g(0) = p(0), g(l) = q(0) 

 

Hµm w(x, t) lµ nghiÖm cña bµi to¸n HP1b 

 
t

w

∂
∂

 = a2

2

2

x

w

∂
∂

 + f(x, t) - p’(t) - 
l

x
(q’(t) - p’(t)) = a2

2

2

x

w

∂
∂

 + f1(x, t) 

 w(x, 0) = 0 

w(0, t) = w(l, t) = 0         (8.5.5) 

 

• Gi¶i c¸c bµi to¸n (8.5.4) vµ (8.5.5) t×m hµm v(x, t) vµ hµm w(x, t) thÕ vµo c«ng thøc 

(8.5.3) suy ra nghiÖm cña bµi to¸n. 

 

§Þnh lý  Cho c¸c hµm f ∈ C(H, 3) ∩ C1(D, 3), g ∈ C2(D, 3) vµ p, q ∈ C1([0, T], 3) tho¶ 

m~n   g(0) = p(0), g(l) = q(0) 

Hµm u(x, t) x¸c ®Þnh theo c«ng thøc (8.5.3) víi hµm v(x, t) vµ hµm w(x, t) lµ nghiÖm cña 

c¸c bµi to¸n (8.5.4) vµ (8.5.5) lµ nghiÖm duy nhÊt vµ æn ®Þnh cña bµi to¸n HP1. 

 

VÝ dô Gi¶i bµi to¸n  
t

u

∂
∂

 = 4
2

2

x

u

∂
∂

 víi  (x, t) ∈ [0, 1] × [0, T] 

u(x, 0) = x vµ u(0, t) = 0, u(1, t) = e-t  

• T×m nghiÖm cña bµi to¸n d−íi d¹ng u(x, t) = v(x, t) + w(x, t) + xe-t  víi hµm v(x, t) lµ 

nghiÖm cña bµi to¸n HP1a víi g1(x) = 0 cßn hµm w(x, t) lµ nghiÖm cña bµi to¸n HP1b 

víi f1(x, t) = xe-t.  

Bµi to¸n HP1a cã nghiÖm v(x, t) = 0 

Gi¶i bµi to¸n HP1b 

fk(t) = 2 ∫ π−
1

0

t xdxksinxe = t
1k

e
k

-1)(2 −
+

π
 víi k ∈ ∠* 

Gi¶i hä ph−¬ng tr×nh vi ph©n hÖ sè h»ng 

)t(T
k
′  + (2kπ)2Tk(t) = t

1k

e
k

-1)(2 −
+

π
, Tk(0) = 0 
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T×m ®−îc c¸c hµm 

Tk(t) = ( )tt)k2(

22

k

ee
)1k4(k

-1)(2 2 −π− −
−ππ

  víi k ∈ ∠* 

Suy ra nghiÖm cña bµi to¸n 

  u(x, t)  =  xe-t + ( )∑
+∞

=

−π− π−
−ππ1k

tt)k2(

22

k

xksinee
)1k4(k

-1)(2
 

2

 

 

NhËn xÐt B»ng c¸ch kÐo dµi liªn tôc, c¸c c«ng thøc trªn vÉn sö dông ®−îc trong tr−êng 

hîp c¸c hµm f vµ g cã ®¹o hµm liªn tôc tõng khóc. 

 

 

 

 

§6. Bµi to¸n Dirichlet trong h×nh trßn 
 

• XÐt to¸n tö vi ph©n Laplace trong mÆt ph¼ng  

∆u(x, y) = 
2

2

2

2

y

u

x

u

∂
∂+

∂
∂

 

§æi biÕn to¹ ®é cùc  x = rcosϕ, y = rsinϕ    

Theo c«ng thøc ®¹o hµm hµm hîp 

x
u

∂
∂

 = 
x

u

x

r

r

u

∂
ϕ∂

ϕ∂
∂+

∂
∂

∂
∂

 = 
ϕ∂

∂ϕ−
∂
∂ϕ u

sin
r

1

r

u
cos  

y
u

∂
∂

 = 
y

u

y

r

r

u

∂
ϕ∂

ϕ∂
∂+

∂
∂

∂
∂

 = 
ϕ∂

∂ϕ+
∂
∂ϕ u

cos
r

1

r

u
sin  

2

2

x

u

∂
∂

 = 
2

2
2

2
2

2

2

2

2
2 u

sin
r

1

r

u
sin

r

1u
sincos

r

2

r

u
sincos

r

2

r

u
cos

ϕ∂
∂ϕ+

∂
∂ϕ+

ϕ∂
∂ϕϕ+

ϕ∂∂
∂ϕϕ−

∂
∂ϕ  

2

2

y

u

∂
∂

 = 
2

2
2

2

2

2

2

2

2
2 u

cos
r

1

r

u
cos

r

1u
sincos

r

2

r

u
sincos

r

2

r

u
sin

ϕ∂
∂ϕ+

∂
∂ϕ+

ϕ∂
∂ϕϕ−

ϕ∂∂
∂ϕϕ+

∂
∂ϕ  

Suy ra biÓu thøc to¹ ®é cùc cña to¸n tö Laplace  

∆u(r, ϕ) = 
2

2

22

2 u

r

1

r

u

r

1

r

u

ϕ∂
∂+

∂
∂+

∂
∂

 = 
2

2

2

u

r

1

r

u
r

rr

1

ϕ∂
∂+









∂
∂

∂
∂

 

 

Bµi to¸n DE1a 

Cho miÒn D = [0, R] × [0, 2π] vµ hµm g ∈ C([0, 2π], 3). 

T×m hµm u ∈ C(D, 3) tho¶ m~n ph−¬ng tr×nh Laplace 

 ∆u(r, ϕ) = 0 víi  (r, ϕ) ∈ D0        (8.6.1) 

vµ ®iÒu kiÖn biªn 

u(R, θ) = g(θ)          (8.6.2) 
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• T×m nghiÖm cña bµi to¸n DE1a d¹ng t¸ch biÕn 

 u(r, ϕ) = V(r)Φ(ϕ) 

ThÕ vµo ph−¬ng tr×nh (8.6.1) nhËn ®−îc hÖ ph−¬ng tr×nh vi ph©n 

 Φ”(ϕ) + λΦ(ϕ) =  0         (8.6.3) 

 r2V”(r) + rV’(r) - λV(r) =  0, víi λ ∈ 3      (8.6.4) 

Ph−¬ng tr×nh (8.6.3) cã hä nghiÖm riªng trùc giao, tuÇn hoµn chu kú T = 2π 

 Φk(x) = Akcoskϕ + Bksinkϕ, λk = k2  víi  Ak, Bk ∈ 3, k ∈ ∠ 

Thay vµo ph−¬ng tr×nh (8.6.4) t×m hä nghiÖm riªng ®éc lËp vµ bÞ chÆn  

Vk(r) = Ckr
k  víi  Ck ∈ 3, k ∈ ∠ 

Suy ra hä nghiÖm riªng ®éc lËp cña bµi to¸n DE1a 

u0 = a0 , uk(r, ϕ) = rk(akcoskϕ + bksinkϕ)  víi  ak = CkAk , bk = CkBk , k ∈ ∠*  

 

• T×m nghiÖm tæng qu¸t cña bµi to¸n DE1a d¹ng chuçi hµm 

u(r, ϕ) = a0 +∑
+∞

=

ϕ+ϕ
1k

kk
k )ksinbkcosa(r      (8.6.5) 

ThÕ vµo ®iÒu kiÖn biªn (8.6.2) 

 u(R, θ) = a0 +∑
+∞

=

θ+θ
1k

kk
k )ksinbkcosa(R  = g(θ) 

NÕu hµm g cã thÓ khai triÓn thµnh chuçi Fourier th× 

 a0 = ∫
π

θθ
π

2

0

d)(g
2

1
, ak = ∫

π

θθθ
π

2

0
k

dkcos)(g
R

1
, bk = ∫

π

θθθ
π

2

0
k

dksin)(g
R

1
 (8.6.6) 

 

§Þnh lý  Cho g ∈ C1([0, 2π], 3) tho¶ m~n g(0) = g(2π). Chuçi hµm (8.6.5) víi c¸c hÖ sè 

ak vµ bk tÝnh theo c«ng thøc (8.6.6) lµ nghiÖm duy nhÊt vµ æn ®Þnh cña bµi to¸n DE1a. 

Chøng minh  

LËp luËn t−¬ng tù nh− bµi to¸n CP1        � 

 

VÝ dô Gi¶i bµi to¸n DE1 ∆u = 0  víi  u(R, θ) = 2Rsinθ 

Hµm g(θ) = 2Rsinθ  tho¶ m~n c¸c ®iÒu kiÖn cña ®Þnh lý. Theo c«ng thøc (8.6.6) 

ak = 0 vµ bk = 2R ∫
π

θθθ
π

2

0
k

dksinsin
R

1
 = 





≠
=

1      k0 
1       k 2 víi k ∈ ∠* 

Suy ra nghiÖm cña bµi to¸n  u(r, ϕ) = 2rsinϕ ≡ 2y 

 

• KÝ hiÖu  

u(z) = u(r, ϕ) víi z = reiϕ ∈ D0 

Theo kÕt qu¶ ë §8, ch−¬ng 3 suy ra bµi to¸n DE1a cã nghiÖm theo c«ng thøc sau ®©y. 

u(z) = Re ∫
=ζ

ζ
ζ
ζ

−ζ
+ζ

π R||

d
)(g

z

z

i2

1
 = Re ∫

=ζ

ζζ
π R||

d)(F
i2

1
 = ReI(z)  (8.6.7) 
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Gi¶ sö trong h×nh trßn B(0, R) hµm g cã c¸c cùc ®iÓm kh¸c kh«ng ak víi k = 1..n Theo 

c«ng thøc tÝnh tÝch ph©n Cauchy (4.7.6) ta cã 

I(z) = ResF(z) + ResF(0) + ∑
=

n

1k
k )a(sFRe       (8.6.8) 

 

VÝ dô Gi¶i bµi to¸n DE1 ∆u = 0 víi u(R, θ) = 2Rsinθ 

ChuyÓn qua to¹ vÞ phøc 

g(ζ) = 2R
i2

1
(eiθ - e-iθ) = 

2

22 R

i

1

ζ
−ζ

 vµ F(ζ) = 
2

22 R

z

z

i

1

ζ
−ζ

−ζ
+ζ

 

Ta cã   

I(z) = Res[f, z] + Res[f, 0] = 
iz

)Rz(2 22 −
 + 

iz

R2 2

 = -2iz 

Suy ra nghiÖm cña bµi to¸n 

 u(z) = Re(-2iz) = 2y 

 

Bµi to¸n DE1b 

Cho miÒn D = [ρ, R] × [0, 2π] vµ c¸c hµm g, h ∈ C([0, 2π], 3) 

T×m hµm u ∈ C(D, 3) tho¶ m~n ph−¬ng tr×nh Laplace 

 ∆u(r, ϕ) = 0  víi  (r, ϕ) ∈ D0         (8.6.9) 

vµ ®iÒu kiÖn biªn 

u(ρ, θ) = g(θ), u(R, θ) = h(θ)         (8.6.10) 

 

• LËp luËn t−¬ng tù bµi to¸n DE1a, t×m nghiÖm cña bµi to¸n DE1b d¹ng t¸ch biÕn 

 u(r, ϕ) = V(r)Φ(ϕ) 

Thay vµo ph−¬ng tr×nh (8.6.9) nhËn ®−îc hä nghiÖm riªng ®éc lËp 

u0 = a0 + b0lnr 

uk(r, ϕ) = (akr
k + bkr

-k)coskϕ + (ckr
k + dkr

-k)sinkϕ  víi  ak , bk , ck , dk ∈ 3, k ∈ ∠*  

 

• T×m nghiÖm tæng qu¸t cña bµi to¸n DE1b d¹ng chuçi hµm 

u(r, ϕ) = a0 + b0lnr 

 + ∑
+∞

=

−− ϕ++ϕ+
1k

k
k

k
k

k
k

k
k ]ksin)rdr(ckcos)rbr[(a   (8.6.11) 

ThÕ vµo ®iÒu kiÖn biªn (8.6.10) 

 u(ρ, θ) = a0 + b0lnρ +∑
+∞

=

−− +++
1k

k
k

k
k

k
k

k
k ]kθsin)ρdρ(ckθcos)ρbρ[(a  = g(θ) 

 u(R, θ) = a0 + b0lnR +∑
+∞

=

−− +++
1k

k
k

k
k

k
k

k
k ]kθsin)RdR(ckθcos)RbR[(a  = h(θ) 

 

NÕu hµm g cã thÓ khai triÓn thµnh chuçi Fourier th× 
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 a0 + b0lnρ = ∫
π

θθ
π

2

0

d)(g
2

1
  a0 + b0lnR  = ∫

π

θθ
π

2

0

d)(h
2

1
 

akρk + bkρ-k = ∫
π

θθθ
π

2

0

dkcos)(g
1

 akR
k + bkR

-k = ∫
π

θθθ
π

2

0

dkcos)(h
1

 

ckρk + dkρ-k = ∫
π

θθθ
π

2

0

dksin)(g
1

 ckR
k + dkR

-k = ∫
π

θθθ
π

2

0

dksin)(h
1

 (8.6.12) 

 

§Þnh lý  Cho c¸c hµm g, h ∈ C1([0, 2π], 3) tho¶ m~n  g(0) = g(2π), h(0) = h(2π). Chuçi 

hµm (8.6.11) víi c¸c hÖ sè ak , bk , ck vµ dk x¸c ®Þnh tõ hÖ ph−¬ng tr×nh (8.6.12) lµ 

nghiÖm duy nhÊt vµ æn ®Þnh cña bµi to¸n DE1b. 

 

 

 

 

§7. Bµi to¸n Dirichlet trong h×nh ch÷ nhËt 
 

Bµi to¸n DE2a 

Cho miÒn D = [0, l] × [0, d] vµ hµm ga ∈ C([0, l], 3) 

T×m hµm u ∈ C(D, 3) tho¶ m~n ph−¬ng tr×nh Laplace 

 ∆u = 
2

2

2

2

y

u

x

u

∂
∂+

∂
∂

 = 0  víi  (x, y) ∈ D0      (8.7.1) 

vµ ®iÒu kiÖn biªn 

u(x, 0) = ga(x), u(x, d) = u(0, y) = u(l, y) = 0     (8.7.2) 

 

• T×m nghiÖm cña bµi to¸n DE2a d¹ng t¸ch biÕn 

 u(x, y) = X(x)Y(y) 

Thay vµo ph−¬ng tr×nh (8.7.1) ®−a vÒ hÖ ph−¬ng tr×nh vi ph©n 

 X”(x) + λX(x) = 0 

 Y”(y) - λY(y) = 0 

 X(0) = X(l) = Y(d) = 0  víi λ ∈ 3       (8.7.3) 

Bµi to¸n (8.7.3) cã hä nghiÖm riªng ®éc lËp 

 Xk(x) = Aksin x
l

kπ
, Yk(y) = Bksh )yd(

l

k −π
, λk = 

2

l

k







 π
 víi  k ∈ ∠* 

Suy ra cã hä nghiÖm riªng ®éc lËp cña bµi to¸n DE2a 

uk(x, y) = ak sh )yd(
l

k −π
sin x

l

kπ
 víi ak = AkBk ∈ 3, k ∈ ∠* 

 

• T×m nghiÖm tæng qu¸t cña bµi to¸n DE2a d¹ng chuçi hµm 
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u(x, y) = ∑
+∞

=1k
k )y,x(u  = ∑

+∞

=

π−π
1k

k x
l

k
sin)yd(

l

k
sha     (8.7.4) 

ThÕ vµo ®iÒu kiÖn biªn (8.7.2) 

 u(x, 0) = ∑
+∞

=

ππ
1k

k x
l

k
sin

l

dk
sha = ga(x) 

NÕu hµm ga cã thÓ khai triÓn thµnh chuçi Fourier trªn ®o¹n [0, l] th× 

 ak  = ∫
π

π

l

0

a xdx
l

k
sin)x(g

l

dk
lsh

2
       (8.7.5) 

 

§Þnh lý  Cho hµm ga ∈ C1([0, l], 3) tho¶ m~n  ga(0) = ga(l) = 0. Chuçi hµm (8.7.4) víi hÖ 

sè ak tÝnh theo c«ng thøc (8.7.5) lµ nghiÖm duy nhÊt vµ æn ®Þnh cña bµi to¸n DE2a. 

 

• LËp luËn t−¬ng tù nh− trªn, chóng ta gi¶i c¸c bµi to¸n sau ®©y. 

 

Bµi to¸n DE2b  

Cho miÒn D = [0, l] × [0, d] vµ hµm gb ∈ C([0, d], 3). 

T×m hµm u ∈ C(D, 3) tho¶ m~n ph−¬ng tr×nh Laplace 

 ∆u = 0  víi  (x, y) ∈ D0 

vµ ®iÒu kiÖn biªn 

u(l, y) = gb(y), u(x, d) = u(0, y) = u(x, 0) = 0 

 

§Þnh lý  Cho hµm gb ∈ C1([0, d], 3) tho¶ m~n  gb(0) = gb(d) = 0. Bµi to¸n DE2b cã 

nghiÖm duy nhÊt vµ æn ®Þnh x¸c ®Þnh theo c«ng thøc 

 u(x, y) = ∑
+∞

=

ππ
1k

k y
d

k
sinx

d

k
shb  víi bk = ∫

π
π

d

0

b ydy
d

k
sin)y(g

d

lk
dsh

2
 (8.7.6) 

Bµi to¸n DE2c 

Cho miÒn D = [0, l] × [0, d] vµ hµm gc ∈ C([0, l], 3).  

T×m hµm u ∈ C(D, 3) tho¶ m~n ph−¬ng tr×nh Laplace 

 ∆u = 0  víi  (x, y) ∈ D0 

vµ ®iÒu kiÖn biªn  

u(x, d) = gc(x), u(0, x) = u(x, 0) = u(l, y) = 0 

 

§Þnh lý  Cho hµm gc ∈ C1([0, l], 3) tho¶ m~n  gc(0) = gc(l) = 0. Bµi to¸n DE2c cã nghiÖm 

duy nhÊt vµ æn ®Þnh x¸c ®Þnh theo c«ng thøc 

 u(x, y) = ∑
+∞

=

ππ
1k

k x
l

k
siny

l

k
shc  víi ck = ∫

π
π

l

0

c xdx
l

k
sin)x(g

l

dk
lsh

2
 (8.7.7) 
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Bµi to¸n DE2d 

Cho D = [0, l] × [0, d] vµ hµm gd ∈ C([0, d], 3).  

T×m hµm u ∈ C(D, 3) tho¶ m~n ph−¬ng tr×nh Laplace 

 ∆u = 0 víi (x, y) ∈ D0 

vµ ®iÒu kiÖn biªn  

u(0, y) = gd(y), u(x, 0) = u(l, y) = u(x, d) = 0 

 

§Þnh lý  Cho hµm gd ∈ C1([0, d], 3) tho¶ m~n  gd(0) = gd(d) = 0. Bµi to¸n DE2d cã 

nghiÖm duy nhÊt vµ æn ®Þnh x¸c ®Þnh theo c«ng thøc 

 u(x, y) = ∑
+∞

=

π−π
1k

k y
d

k
sin)xl(

d

k
shd  

víi dk = ∫
π

π

d

0

d ydy
d

k
sin)y(g

d

lk
dsh

2
  (8.7.8) 

 

Bµi to¸n DE2 

Cho miÒn D = [0, l] × [0, d], c¸c hµm g1 , g3 ∈ C([0, l], 3) vµ g2 , g4 ∈ C([0, d], 3) 

T×m hµm u ∈ C(D, 3) tho¶ m~n ph−¬ng tr×nh Laplace 

 ∆u = 0  víi  (x, y) ∈ D0  

vµ ®iÒu kiÖn biªn 

u(x, 0) = g1(x), u(l, y) = g2(y), u(x, d) = g3(x),  u(0, y) = g4(y) 

 

• T×m nghiÖm cña bµi to¸n DE2 d−íi d¹ng 

u(x, y) = u0(x, y) + u©(x, y) + ub(x, y)  + uc(x, y) + ud(x, y) 

Trong ®ã uα(x, y) lµ nghiÖm cña bµi to¸n DE2α. 

Hµm 

u0(x, y) = A + Bx + Cy + Dxy       (8.7.9) 

lµ nghiÖm cña bµi to¸n DE sao cho uα(x, y) triÖt tiªu t¹i c¸c ®Ønh cña h×nh ch÷ nhËt. 

Do tÝnh liªn tôc cña hµm u(x, y) trªn biªn ∂D 

 u(0, 0) = g4(0) = g1(0) = A 

u(l, 0)  = g1(l)  = g2(0)  = A + Bl 

u(l, d)  = g2(d) = g3(l) = A + Bl + Cd + Dld 

u(0, d) = g3(0) = g4(d) = A + Cd 

Gi¶i hÖ ph−¬ng tr×nh trªn suy ra 

 A = g4(0) = g1(0), B = 
l

)0(g)l(g 11 −
, C = 

d

)0(g)d(g 44 −
 

D = 
ld

)0(g)l(g)0(g)l(g 1133 +−−
 = 

ld

)0(g)d(g)0(g)d(g 4422 +−−
   (8.7.10) 
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• ThÕ vµo ®iÒu kiÖn biªn suy ra 

 ga(x) = ua(x, 0) = g1(x) - g1(0) - 
l

x
(g1(l) - g1(0)) 

 gc(x) = uc(x, d) = g3(x) - g3(0) - 
l

x
(g3(l) - g3(0)) 

gb(y) = ub(l, y) = g2(y) - g2(0) - 
d

y
(g2(d) - g2(0)) 

gd(y) = ud(0, y) = g4(y) - g4(0) - 
d

y
(g4(d) - g4(0))    (8.7.11) 

 

• KÕt hîp c¸c c«ng thøc (8.7.4) - (8.7.8) nhËn ®−îc c«ng thøc 

 u(x, y) = u0(x, y) + ∑
+∞

=

π







 π+−π
1k

kk x
l

k
siny

l

k
shc)yd(

l

k
sha  

     + ∑
+∞

=

π







 −π+π
1k

kk y
d

k
sin)xl(

d

k
shdx

d

k
shb  (8.7.12) 

 

§Þnh lý  Cho c¸c hµm g1 , g3 ∈ C1([0, l], 3) vµ g2 , g4 ∈ C1([0, d], 3) tho¶ m~n 

 g4(0) = g1(0),  g1(l) = g2(0),  g2(d) = g3(l),  g3(0) = g4(d)  

Chuçi hµm (8.7.12) víi hµm u0(x, y) x¸c ®Þnh theo c¸c c«ng thøc (8.7.9) - (8.7.10) vµ 

c¸c hÖ sè ak , bk , ck vµ dk  x¸c ®Þnh theo c¸c c«ng thøc (8.7.5) - (8.7.8) trong ®ã c¸c hµm 

ga , gb , gc vµ gd  x¸c ®Þnh theo c«ng thøc (8.7.11) lµ nghiÖm duy nhÊt vµ æn ®Þnh cña bµi 

to¸n DE2. 

 

 

 

 

§8. Bµi to¸n Neumann 
 

Bµi to¸n NE1 

Cho miÒn D = [0, R] × [0, 2π] vµ hµm h ∈ C([0, 2π], 3) 

T×m hµm u ∈ C(D, 3) tho¶ m~n ph−¬ng tr×nh Laplace 

 ∆u = 
2

2

2

u

r

1

r

u
r

rr

1

ϕ∂
∂+









∂
∂

∂
∂

 = 0   víi  (r, ϕ) ∈ D0     (8.8.1) 

vµ ®iÒu kiÖn biªn 

r

u

∂
∂

(R, θ) = h(θ)          (8.8.2) 

 

• T×m nghiÖm cña bµi to¸n NE1 d¹ng t¸ch biÕn 

 u(r, ϕ) = V(r)Φ(ϕ) 
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Thay vµo ph−¬ng tr×nh (8.8.1) nhËn ®−îc hÖ ph−¬ng tr×nh vi ph©n 

 Φ”(ϕ) + λΦ(ϕ) =  0 

 r2V”(r) + rV’(r) - λV(r) =  0, λ ∈ 3       (8.8.3) 

 

Bµi to¸n (8.8.3) cã hä nghiÖm riªng ®éc lËp 

u0 = a0, uk(r, ϕ) = rk(akcoskϕ + bksinkϕ) víi  ak = CkAk , bk = CkBk , k ∈ ∠*  

 

• T×m nghiÖm tæng qu¸t cña bµi to¸n NE1 d¹ng chuçi hµm 

u(r, ϕ) = a0 +∑
+∞

=

ϕ+ϕ
1k

kk
k )ksinbkcosa(r      (8.8.4) 

ThÕ vµo ®iÒu kiÖn biªn (8.8.2) 

r

u

∂
∂

(R, θ) = ∑
+∞

=

− θ+θ
1k

kk
1k )ksinbkcosa(kR  = h(θ) 

NÕu hµm h cã thÓ khai triÓn thµnh chuçi Fourier th× 

 a0 = u(0, θ) 

ak = ∫
π

−
θθθ

π

2

0
1k

dkcos)(h
Rk

1
, bk = ∫

π

−
θθθ

π

2

0
1k

dksin)(h
Rk

1
   (8.8.5) 

 

§Þnh lý  Cho h ∈ C1([0, 2π], 3) tho¶ m~n h(0) = h(2π). Chuçi hµm (8.8.4) víi c¸c hÖ sè 

ak vµ bk tÝnh theo c«ng thøc (8.8.5) lµ nghiÖm duy nhÊt vµ æn ®Þnh cña bµi to¸n NE1. 

 

 

• LËp luËn t−¬ng tù nh− c¸c bµi to¸n DE2 chung ta gi¶i c¸c bµi to¸n sau ®©y 

 

Bµi to¸n NE2b 

Cho miÒn D = [0, l] × [0, d] vµ hµm hb ∈ C([0, d], 3).  

T×m hµm u ∈ C(D, 3) tho¶ m~n ph−¬ng tr×nh Laplace 

 ∆u = 
2

2

2

2

y

u

x

u

∂
∂+

∂
∂

 = 0 víi  (x, y) ∈ D0 

vµ c¸c ®iÒu kiÖn biªn 

u(x, d) =  u(0, y) = u(x, 0) = 0, 
x

u

∂
∂

(l, y) = hb(y) 

 

§Þnh lý  Cho hµm hb ∈ C1([0, d], 3). Bµi to¸n NE2b cã nghiÖm duy nhÊt vµ æn ®Þnh x¸c 

®Þnh theo c«ng thøc 

 u(x, y) = ∑
+∞

=

ππ
1k

k y
d

k
sinx

d

k
shb  víi bk = ∫

π
ππ

d

0

b ydy
d

k
sin)y(h

d

lk
chk

2
 (8.8.6) 
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Bµi to¸n NE2d 

Cho miÒn D = [0, l] × [0, d] vµ hµm hd ∈ C([0, d], 3).  

T×m hµm u ∈ C(D, 3) tho¶ m~n ph−¬ng tr×nh Laplace 

 ∆u = 0  víi  (x, y) ∈ D0 

vµ c¸c ®iÒu kiÖn biªn 

u(x, 0) =  u(l, y) = u(x, d) = 0, 
x

u

∂
∂

(0, y) = hd(y) 

 

§Þnh lý  Cho hµm hd ∈ C1([0, d], 3). Bµi to¸n NE2d cã nghiÖm duy nhÊt vµ æn ®Þnh x¸c 

®Þnh theo c«ng thøc 

 u(x, y) = ∑
+∞

=

π−π
1k

k y
d

k
sin)xl(

d

k
shd  

víi dk = ∫
π

ππ

− d

0

d ydy
d

k
sin)y(h

d

lk
chk

2
 (8.8.7) 

 

Bµi to¸n NE2 

Cho miÒn D = [0, l] × [0, d] vµ c¸c hµm g1 , g3 ∈ C([0, l], 3) vµ h2 , h4 ∈ C([0, d], 3) 

T×m hµm u ∈ C(D, 3) tho¶ m~n ph−¬ng tr×nh Laplace 

 ∆u = 0  víi  (x, y) ∈ D0  

vµ c¸c ®iÒu kiÖn biªn 

u(x, 0) = g1(x), u(x, d) = g3(x) vµ 
x

u

∂
∂

(l, y) = h2(y), 
x

u

∂
∂

(0, y) = h4(y)  

 

• T×m nghiÖm cña bµi to¸n NE2 d−íi d¹ng 

u(x, y) = u0(x, y) + ua(x, y) + ub(x, y)  + uc(x, y) + ud(x, y)   (8.8.8) 

Trong ®ã c¸c hµm ua(x, y) vµ uc(x, y) lµ nghiÖm cña bµi to¸n DE2a vµ DE2c, c¸c hµm 

ub(x, y) vµ ud(x, y) lµ nghiÖm cña bµi to¸n NE2b vµ NE2d, cßn hµm  

u0(x, y) = A + Bx + Cy + Dxy       (8.8.9) 

lµ nghiÖm cña bµi to¸n DE sao cho uα(x, y) triÖt tiªu t¹i c¸c ®Ønh cña h×nh ch÷ nhËt 

 

• LËp luËn t−¬ng tù nh− bµi to¸n DE2 suy ra 

 A = g1(0)     B = 
l

)0(g)l(g 11 −
 

C = 
d

)0(g)0(g 13 −
  D = 

ld

)0(g)0(g)l(g)l(g 1313 +−−
    (8.8.10) 

ThÕ vµo ®iÒu kiÖn biªn suy ra 
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 ga(x)  = g1(x) - g1(0) - 
l

x
(g1(l) - g1(0)) 

 gc(x)  =  g3(x) - g3(0) - 
l

x
(g3(l) - g3(0)) 

hb(y)  =  h2(y) - (B + Dy) 

=  h2(y) - 
l

)0(g)l(g 11 −
 -  

l

)0(g)0(g)l(g)l(g

d

y 1313 +−−
 

hd(y)  =  h4(y) - (B + Dy)  

=  h4(y) - 
l

)0(g)l(g 11 −
 - 

l

)0(g)0(g)l(g)l(g

d

y 1313 +−−
  (8.8.11) 

 

• KÕt hîp c¸c c«ng thøc (8.7.4), (8.7.6), (8.8.6), (8.8.7) vµ (8.8.8) suy ra c«ng thøc 

 u(x, y) = u0(x, y) + ∑
+∞

=

π







 π+−π
1k

kk x
l

k
siny

l

k
shc)yd(

l

k
sha  

     + ∑
+∞

=

π







 −π+π
1k

kk y
d

k
sin)xl(

d

k
shdx

d

k
shb  (8.8.12) 

 

§Þnh lý  Cho c¸c hµm g1 , g3 ∈ C1([0, l], 3) vµ g2 , g4 ∈ C1([0, d], 3) tho¶ m~n 

ag′ (0) = hd(0), ag′ (l) = hb(0) vµ cg′ (0) = hd(d), cg′ (l) = hb(d) 

Chuçi hµm (8.8.12) víi hµm u0(x, y) x¸c ®Þnh theo c¸c c«ng thøc (8.8.9) - (8.8.10) vµ 

c¸c hÖ sè ak vµ ck x¸c ®Þnh theo c¸c c«ng thøc (8.7.5) vµ (8.7.7) cßn c¸c hÖ sè bk vµ dk 

x¸c ®Þnh theo c¸c c«ng thøc (8.8.6) vµ (8.8.7) víi c¸c hµm ga , gc , hb vµ hd x¸c ®Þnh theo 

c«ng thøc (8.8.11) lµ nghiÖm duy nhÊt vµ æn ®Þnh cña bµi to¸n NE2. 

 

 

 

 

Bµi tËp ch−¬ng 8 
 

• Gi¶i c¸c bµi to¸n Cauchy 

1.  
t

u

∂
∂

 = a2

2

2

x

u

∂
∂

   ut=0 = 
2xxe−  

2.  
t

u

∂
∂

 = a2

2

2

x

u

∂
∂

 + 3xt2  ut=0 = sinx 

3.  
t

u

∂
∂

 = a2

2

2

x

u

∂
∂

 + xe-t  ut=0 = cosx 

4.  
t

u

∂
∂

 = a2

2

2

x

u

∂
∂

 + te-x  ut=0 = sinx 
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• Gi¶i c¸c bµi to¸n gi¶ Cauchy 

5.  
t

u

∂
∂

 = a2

2

2

x

u

∂
∂

 + xsint  ut=0 = sinx,  u(0, t) = 0 

6. 
t

u

∂
∂

 = a2

2

2

x

u

∂
∂

 + tsinx  ut=0 = xcosx,  u(0, t) = et  

7.  
t

u

∂
∂

 = a2

2

2

x

u

∂
∂

 + te-x  ut=0 = cosx ,  
x

u

∂
∂

(0, t) = sint  

8.  
t

u

∂
∂

 = a2

2

2

x

u

∂
∂

 + xe-t   ut=0 = sinx ,  
x

u

∂
∂

(0, t) = cost  

 

• Gi¶i c¸c bµi to¸n hçn hîp sau ®©y 

9.  
t

u

∂
∂

 = a2

2

2

x

u

∂
∂

   ut=0 = x(l - x),  u(0, t) = u(l, t) = 0 

10.  
t

u

∂
∂

 = a2

2

2

x

u

∂
∂

 + tsinx  ut=0 = sinx,  u(0, t) = u(l, t) = 0 

11.  
t
u

∂
∂

 = a2

2

2

x

u

∂
∂

 + tcosx  ut=0 = cosx ,  u(0, t) = 0, u(l, t) = t 

12.  
t

u

∂
∂

 = a2

2

2

x

u

∂
∂

 + 3xt2  ut=0 = 0,  u(0, t) = 0, u(l, t) = Asinωt 

13.  
t

u

∂
∂

 = a2

2

2

x

u

∂
∂

 + (1 - x)et  ut=0 = 1,  u(0, t) = et, u(l, t) = 0 

14.  
t

u

∂
∂

 = a2

2

2

x

u

∂
∂

 + xet  ut=0 = 2x,   u(0, t) = 0, u(l, t) = et 

 

• Gi¶i bµi to¸n Dirichlet trong h×nh trßn 

15.   ∆u = 0  víi  (r, ϕ) ∈ [0, 2] × [0, 2π]  vµ  ur=2 = x2 - xy + 2 

16.   ∆u = 0  víi  (r, ϕ) ∈ [0, 2] × [0, 2π]  vµ  u(2, ϕ) = A + Bsinϕ 

17.   ∆u = 0  víi  (r, ϕ) ∈ [0, 1] × [0, 2π]   vµ  u(1, ϕ) = sin3ϕ 

18.   ∆u = 0  víi  (r, ϕ) ∈ [0, 1] × [0, 2π]   vµ  u(1, ϕ) = cos4ϕ 

19.   ∆u = 0  víi  (r, ϕ) ∈ [0, R] × [0, 2π]  vµ  u(R, ϕ) = 0 

 

• Gi¶i bµi to¸n Dirichlet trong h×nh vµnh kh¨n 

20.   ∆u = 0  víi  (r, ϕ) ∈ [1, 2] × [0, 2π]   vµ  u(1, ϕ) = A, u(2, ϕ) = B 

21.   ∆u = 0  víi  (r, ϕ) ∈ [1, 2] × [0, 2π]   vµ  u(1, ϕ) = 1 + cos2ϕ, u(2, ϕ) = sin2ϕ 

22.   ∆u = 0  víi  (r, ϕ) ∈ [0, R] × [0, π]   vµ  u(r, 0) = u(r, π) = 0, u(R, ϕ) = Aϕ 
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• Gi¶i bµi to¸n Dirichlet trong h×nh ch÷ nhËt 

23.   ∆u = 0  víi  (x, y) ∈ [0, a] × [0, b] 

u(0, y) = Ay(b - y), u(a, y) = 0,  u(x, 0) = Bsin
a

xπ
, u(x, b) = 0 

24. ∆u = 0  víi  (x, y) ∈ [0, π] × [-1, 1] 

u(0, y) = u(π, y) = 0,  u(x, -1) = u(x, 1) = sin2x 

25.  ∆u = 0  víi (x, y) ∈ [0, a] × [0, +∞) 

u(0, y) = u(a, y) = 0,  u(x, 0) = A(1 - 
a

x
), u(x, +∞) = 0 

 

• Gi¶i bµi to¸n Neuman trong h×nh trßn 

26.   ∆u = 0  víi  (r, ϕ) ∈ [0, 2] × [0, 2π]  vµ  
r

u

∂
∂

(2, ϕ) = Aϕ 

27.   ∆u = 0  víi  (r, ϕ) ∈ [0, 1] × [0, 2π]   vµ  
r

u

∂
∂

(1, ϕ) = 2cosϕ 

29.   ∆u = 0  víi  (r, ϕ) ∈ [0, 1] × [0, 2π]   vµ  
r

u

∂
∂

(1, ϕ) = - sinϕ 

 

• Gi¶i bµi to¸n hçn hîp trong h×nh ch÷ nhËt 

29.  ∆u = 0  víi  (x, y) ∈ [0, a] × [0, b] 

u(0, y) = A, u(a, y) = By,  
y

u

∂
∂

(x, 0) = 
y

u

∂
∂

(x, b) = 0 

30.  ∆u = 0  víi  (x, y) ∈ [0, a] × [0, b] 

u(0, y) = A, u(a, y) = By,  
y

u

∂
∂

(x, 0) = 
y

u

∂
∂

(x, b) = 0 

31.  ∆u = 0  víi  (x, y) ∈ [0, π] × [0, π] 

u(x, 0) = A, u(x, π) = Bx, 
x

u

∂
∂

(0, y) = cosy, 
x

u

∂
∂

(π, y) = siny 

32. ∆u = -2  víi  (x, y) ∈ [0, a] × [-b, b] 

u(0, y) = u(a, y) = u(x, 0) = u(x, b) = 0 
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