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Chương II 

CÁC MÔ HÌNH MẠNG 

1. Mô hình mạng vận tải 

1.1. Phát biểu bài toán vận tải 

Bài toán vận tải được áp dụng rất rộng rãi trong lĩnh vực lập kế hoạch phân bổ sản 
phẩm hàng hoá (dịch vụ) từ một số địa điểm cung / cấp phát tới một số địa điểm cầu / 
tiêu thụ. Thông thường, tại mỗi địa điểm cung (nơi đi) chỉ có một số lượng giới hạn 
hàng, mỗi địa điểm cầu (nơi đến) chỉ cần một số lượng nhất định hàng. Với các cung 
đường vận chuyển hàng đa dạng, với cước phí vận tải khác nhau, mục tiêu đặt ra là xác 
định phương án vận tải tối ưu. Nói cách khác, vấn đề đặt ra là cần xác định nên vận 
chuyển từ mỗi địa điểm cung tới mỗi địa điểm cầu bao nhiêu đơn vị hàng nhằm thoả 
mãn nhu cầu của từng nơi đến đồng thời đạt tổng chi phí vận tải là nhỏ nhất. 

Ví dụ: Ta có 3 điểm cung cấp hàng A, B, C và 4 điểm cầu S, T, U và V với lượng 
hàng cung và cầu tại mỗi điểm cũng như cước phí vận tải trên một đơn vị hàng cho mỗi 
cung đường như trong bảng II.1. 

Bảng II.1. Các dữ liệu của bài toán vận tải 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 

Từ 
biết, chẳn
hàng đáp
vận tải đa
thu phát. 
Điểm cung Lượng hàng 
A 5000 
B 6000 
C 2500 

Tổng 13500 
điểm cung i đến điểm cầu j ta có cước phí vậ
g hạn như c11 là 3USD / một đơn vị hàng. C

 ứng được cung cầu và tổng chi phí vận tải là
ng xét có tổng cung bằng tổng cầu, nên được 
Đây là dạng đơn giản nhất trong các dạng bài t
Điểm cầu Lượng hàng 
S 6000 
T 4000 
U 2000 
V 1500 

Tổng 13500 
Cước phí vận chuyển/đơn vị hàng cij (USD) đến) 
Nơi đi 

S T U V 
A 3 2 7 6 
B 7 5 2 3 
C 2 5 4 5 
n tải / một đơn vị hàng là cij đã 
ần thiết lập phương án vận tải 
 nhỏ nhất. Chú ý rằng bài toán 
gọi là bài toán vận tải cân bằng 
oán vận tải. 



1.2.  Tạo phương án vận tải xuất phát 

Khái niệm bảng vận tải 
Bảng vận tải có m hàng, n cột gồm m×n ô, m là số điểm cung, n là số điểm cầu 

với cước phí cij được ghi trong ô (i, j) cho cung đường (i, j). Khi m =3, n = 4 như trong 
ví dụ trên, ta có bảng vận tải II.2. 

Bảng II.2. Bảng vận tải 

3 2 7 6 Cung 1: 5000 

7 5 2 3 Cung 2: 6000 
2 5 4 5 Cung 3: 2500 

Cầu1: 6000 Cầu 2: 4000 Cầu 3: 2000  Cầu 4: 1500 Tổng: 13500 
 

Ta cần tìm phương án phân hàng vào các ô (i, j) sao cho tổng theo hàng hay cột 
đều khớp với các lượng cung, cầu và tổng chi phí vận tải là nhỏ nhất. Mỗi ô (i, j) biểu 
diễn một cung đường vận chuyển hàng từ điểm cung i về điểm cầu j. 

Các phương pháp tạo phương án xuất phát 
Có một số phương pháp tạo phương án xuất phát. Ta nghiên cứu hai phương pháp 

sau đây. 

a. Phương pháp "góc tây bắc" 
Phương pháp này được phát biểu như sau: 
− Phân phát hàng tối đa vào góc tây bắc của bảng vận tải. 
− Sau khi (hàng) cung hoặc (cột) cầu đã thoả mãn thì ta thu gọn bảng vận tải bằng 

cách bỏ bớt hàng cung hoặc cột cầu đó đi (chỉ bỏ một trong hai thứ hoặc hàng hoặc cột, 
ở đây là toán tử hoặc loại trừ, OR exlusive). 

− Tiếp tục lặp lại hai bước trên đây cho tới khi hàng được phân phối hết vào các ô 
(các ô được phân hàng được gọi là ô sử dụng). 

Bằng phương pháp “góc tây bắc” ta tạo được phương án A trong bảng II.3 với sáu 
ô sử dụng (1, 1), (2, 1), (2, 2), (2, 3), (3, 3) và (3, 4). 

Bảng II.3. Phương án xuất phát với phương pháp “góc tây bắc” 
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Tổng chi phí vận tải:   

ΣCPVT = (3×5 + 7 × 1 + 5 × 4 +2 × 1 + 4 × 1 + 5 × 1,5) × 1000 = 
55500. 

b. Phương pháp cước phí tối thiểu 
Phương pháp này được phát biểu tương tự phương pháp "góc tây bắc" nhưng ưu 

tiên phân phát hàng vào ô có cước phí bé nhất (nếu có nhiều ô  như vậy thì chọn ô bất 
kì trong số đó). Lúc này ta có phương án xuất phát là phương án B cho trong bảng II.4. 

Bảng II.4. Phương án xuất phát với phương pháp cước phí tối thiểu 
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Tổng chi phí vận tải:   

ΣCPVT = (3 × 1 +2 × 4 + 7 × 2,5 + 2 × 2 + 3 × 1,5 + 2 × 2,5) × 1000 = 
42000 

Nhận xét 
− Phương pháp cước phí tối thiểu thường cho phương án xuất phát tốt hơn 

phương pháp “góc tây bắc”. 
− Bảng vận tải có số ô sử dụng là 3 + 4 − 1 = 7 – 1 = 6. Một cách tổng quát bảng 

vận tải m hàng, n cột có số ô sử dụng là m + n – 1. 
− Bài toán vận tải cũng là BTQHTT. Trong ví dụ đang xét, nếu kí hiệu xij là 

lượng hàng vận chuyển trên cung đường (i, j)  thì chúng ta BTQHTT sau: 

z = c11x11 + c12 x12 +... + c34x34  → Min 

với các ràng buộc: 
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14 24 34
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x 0 i 1, 2,3; j 1, 2,3,

+ + + =⎧
⎪ + + + =⎪
⎪ + + + =
⎪

+ + =⎪
⎨ + + =⎪
⎪ + + =
⎪

+ + =⎪
⎪ ≥ ∀ = =⎩ 4

 

Hệ các ràng buộc có 12 biến với 7 phương trình. Nếu lấy tổng 3 phương trình đầu 
trừ đi tổng 3 phương trình tiếp theo thì được phương trình cuối. Có thể kiểm nghiệm dễ 
dàng, số phương trình độc lập tuyến tính của hệ là 7 – 1 = 6. 

− Mỗi phương án xuất phát A hay B tìm được của bài toán vận tải chính là một 
phương án cực biên xuất phát khi giải BTQHTT. Bài toán vận tải có thể hoàn toàn giải 
được bằng phương pháp đơn hình. Tuy nhiên do cấu trúc đặc biệt của mình, bài toán 
vận tải có thể giải bằng phương pháp đặc biệt với thuật toán chuyên dụng. 

1.3. Phương pháp phân phối giải bài toán vận tải 

Chúng ta áp dụng phương pháp “đá lăn” (tạm dịch từ Stepping Stone Method), 
hay chính thức hơn còn gọi là phương pháp phân phối (Distribution Method) để giải bài 
toán vận tải. 

Phương pháp “đá lăn” là một quy trình tính toán nhằm từng bước cải thiện 
phương án vận tải đã có để cuối cùng tìm được phương án vận tải tối ưu. 

Xác định hiệu suất của các ô chưa sử dụng 
Quay lại bảng vận tải II.3 với phương án xuất phát tìm được theo phương pháp 

“góc tây bắc”. Trong bảng đó chỉ có một số ô đã sử dụng, ta coi chúng như các hòn đá 
nổi lên trong một cái ao. Xét một ô (i, j) bất kì chưa sử dụng trong phương án đã có. Ta 
cần tính hiệu suất của ô đó, kí hiệu là eij, (e là viết tắt của từ effect) theo các bước sau: 

− Đầu tiên ta cần tìm một đường đi có tính chất: đi qua  một ô(i, j) chưa sử dụng 
(ô xuất phát) và một số ô đã sử dụng khác, mỗi bước phải đi theo hàng hoặc theo cột 
xen kẽ nhau (không được đi liền hai bước trên một hàng hay một cột) để cuối cùng quay 
về ô (i, j). Điều này giống như đang ở trên thuyền, muốn ra khỏi thuyền mà không ướt ta 
phải nhảy qua các hòn đá nổi lên trong ao để cuối cùng lại quay về thuyền (vì vậy 
phương pháp có tên là phương pháp “đá lăn”). Một điều thú vị nữa là con đường nhảy 
trên các hòn đá như vậy là duy nhất. 

Tóm lại xuất phát từ ô (1, 2) chẳng hạn, ta sẽ có đường đi như sau: (1, 2) → (2, 2) 
→ (2, 1) → (1, 1) → (1, 2), trên đường đi này chỉ duy nhất có một ô chưa sử dụng (xem 
bảng II.5). 

 



Bảng II.5. Tính hiệu suất các ô chưa sử dụng 
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− Đánh dấu cộng trừ xen kẽ tại các đỉnh trên đường đi mà trong đó ô chưa sử 
dụng được đánh dấu “+”. Giả sử ta cần luân chuyển một đơn vị hàng theo đường đi đã 
xác định mà vẫn thoả mãn được cung cầu (tức là các ô mang dấu “+”: ô (1, 2) và ô (2, 
1) có thêm một đơn vị hàng, các ô mang dấu “−”: ô (2, 2) và ô (1, 1) rút bớt đi một đơn vị 
hàng). Lúc này tổng chi phí sẽ thay đổi  một lượng tiền là:  e12 = +c12 – c22 + c21 − c11= 2 − 5 
+ 7 − 3 = +1. Nói cách khác, tổng chi phí vận tải sẽ tăng thêm lên 1USD cho mỗi một 
đơn vị hàng luân chuyển theo đường đi trên.  Ta gọi e12 là hiệu suất của ô(1, 2). 

Tương tự:   
e13 = 7 − 2 + 7 − 3  = +9,  
e14 = 6 − 5 + 4 − 2 + 7 − 3 = +7, 
e24 = 3 − 5 + 4 − 2 = 0, 
e31 = 2 − 7 + 2 − 4 = −7,  
e32 = 5 − 5 + 2 − 4 = −2.  

Chỉ có hai ô với hiệu suất âm là ô (3, 1) và ô (3, 2) (xem bảng II.5) có thể lựa 
chọn để đưa vào sử dụng trong phương án mới. Ta quyết định trong phương án mới sẽ 
chọn ô (3, 2) để đưa vào sử dụng, mỗi đơn vị hàng đưa vào sử dụng tại ô (3, 2) sẽ làm 
tổng chi phí giảm 2USD. Kí hiệu e = e32. 

Chú ý: Có thể chứng minh được eij = ∆ij  với ∆ij là giá trị trên hàng ∆ ứng với cột 
xij nếu giải bài toán vận tải bằng phương pháp đơn hình. 

Xác định lượng hàng đưa vào ô chọn 
Như trên đã phân tích, một đơn vị hàng đưa vào ô (3, 2) làm giảm tổng chi phí vận 

tải 2 USD. Ta cần tìm q, lượng hàng tối đa có thể đưa vào ô (3, 2). Đường đi qua ô (3, 2) 
và một số ô đã được sử dụng là: (3, 2) → (2, 2) → (2, 3) → (3, 3) → (3, 2), với các ô 
được đánh dấu cộng trừ xen kẽ (ô (3, 2) mang dấu +). Lượng hàng q được tính theo quy 
tắc:  

q = giá trị nhỏ nhất của các lượng hàng tại các ô mang dấu (−) = Min {lượng hàng 
tại ô (2,  2), lượng hàng tại ô (3, 3)}  = Min {4000, 1000} = 1000. 

Vậy trong phương án mới, lượng hàng tại các ô mang dấu “+” (các ô (3, 2), ô  
(2, 3)) được tăng thêm 1000 đơn vị, còn tại các ô mang dấu “–“ (các ô (2, 2) và ô (3, 3)) 
lượng hàng giảm đi 1000 đơn vị (xem bảng II.6). Phương án mới gồm 6 ô sử dụng  
(ô (3, 3) ứng với q =1000 đã bị loại ra). 



Bảng II.6. Phương án vận tải sau hai bước 
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Tổng chi phí vận tải:  

ΣCPVT = (3 × 5 + 7 × 1 + 5 × 3 + 2 × 2 + 5 × 1 + 5 × 1,5) × 1000 = 3500;  

hoặc 

ΣCPVTmới = ΣCPVT cũ − e × q = 55500 − 2 × 1000 = 53500. 

 

Điều kiện tối ưu 
Thực hiện theo quy trình trên cho tới khi tất cả các hiệu suất eij ≥ 0 ∀ ô (i, j) là 

các ô chưa sử dụng. Đây chính là điều kiện tối ưu hay điều kiện dừng. Điều kiện này 
thực chất là điều kiện ∆ij ≥ 0 với mọi biến ngoài cơ sở xij nếu giải bài toán bằng 
phương pháp đơn hình. 

Để giải tiếp bài toán, cần tính các hiệu suất cho các ô chưa sử dụng trong 
phương án mới: 

e12 = 2 − 5 + 7 − 3 = +1;  e13  = 7 − 2 + 7 − 3 = +19; 

e14 = 6 − 5 + 5 − 5 + 7 − 3 = +5;  e24   = 3 − 5 + 5 − 5 = − 2;   

e31 = 2 − 7 + 5 − 5 = −5;               e33   = 4 − 5 + 5 − 2 = +2. 

Ta quyết định sử dụng ô chọn (3, 1) trong phương án mới vì e31 = −5. Tìm được  
q = 1000 theo quy tắc đã biết. Có hai ô ứng với q tìm được, chúng ta chỉ bỏ đi ô  (2, 1) 
còn phải giữ lại ô (3, 2) để đưa vào sử dụng. Phương án sau bước thứ ba cho trong bảng 
II.7. 

Bảng II.7. Phương án vận tải sau ba bước 
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Tổng chi phí vận tải:   



ΣCPVT = 53500 − 5 × 1000 = 48500. 

Tiếp tục tính các hiệu suất:  

e12 = +1;     e13 = 7 − 2 + 5 − 5 + 4 = 9;  

e14 = 6 − 5 + 2 − 3 = 0;  e21 = 7 − 2 + 5 − 5;   

e24 = 3 + 5 + 5 − 5 = −2; e33 = 4 − 5 + 5 − 2 = 2. 

Chọn ô (2, 4) đưa vào sử dụng và tính q = 1500. Từ đó có phương án mới sau bốn 
bước như trong bảng II.8. 

 

Bảng II.8. Phương án vận tải sau bốn bước 
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Tổng chi phí vận tải:   

ΣCPVT = 48500  − 2×1500 = 45500. 

Tiếp tục tính các hiệu suất: 

e12 = 2 − 5 + 2 − 3 = −4;  e13 = 7 − 2 + 5 − 5 + 2 − 3 = 4; 

e14 = 6 − 3 + 5 − 5 + 2 – 3=2; e21 = 7 − 2 + 5 − 5 = 5; 

e33 = 4 − 5 + 5 − 2 = 2;   e34 = 5 − 5 + 5 − 2 = 3; 

Ta có e12 = −4 và chọn ô (1, 2) làm ô chọn với  q = 1500 và chuyển sang phương 
án mới như trong bảng II.9. 

Bảng II.9. Phương án vận tải sau năm bước 
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Tổng chi phí vận tải:   

ΣCPVT = 45500 − 4×1500 = 39500. 

Lúc này eij ≥ 0 với mọi ô (i, j) chưa sử dụng. Điều kiện tối ưu đã được thoả mãn. 
Phương án vận tải tối ưu cho trong bảng II.9 với tổng chi phí nhỏ nhất là 39500.  

Bài toán vận tải không cân bằng thu phát 
Trường hợp tổng lượng cung lớn hơn tổng lượng cầu, cần bố trí thêm một điểm 

cầu giả mà mọi chi phí vận tải đến đó đều được coi bằng 0. 
Tương tự, nếu cầu vượt cung thì cần bố trí một điểm cung giả và coi mọi chi phí 

vận chuyển từ đó đi đều bằng 0. 

1.4. Phương pháp phân phối cải biên giải bài toán vận tải 

Phương pháp “đá lăn” hay phương pháp phân phối có một nhược điểm là việc 
tính hiệu suất của các ô khá dài dòng. Vì vậy, ta sẽ nghiên cứu phương pháp phân phối 
cải biên nhằm tính các hiệu suất eij ngắn gọn hơn. 

Xét phương án xuất phát tìm được bằng phương pháp cước phí cực tiểu cho trong 
bảng II.10 (với tổng chi phí vận tải là 42000). 

Bảng II.10. Phương án vận tải xuất phát 
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Ta có e13 = 7 − 2 + 7 − 3 = +9. Ta tìm cách tính e13 bằng cách khác nhanh hơn như 
trình bày sau đây. 

Trước hết cần xây dựng hệ thống số thế vị hàng và cột {(ui, vj),  i = 1, 2, 3; j = 1, 2, 
3, 4}. Có thể gán cho một thế vị bất kì giá trị 0 (hoặc một giá trị bất kì khác), thế vị này 
thường được chọn ở hàng hay cột có nhiều ô sử dụng nhất. Chẳng hạn chọn u2 = 0. 

 
Các thế vị khác được tính bởi công thức: ui + vij = cij ∀ ô (i, j) sử dụng. 
u2 = 0  ⇒  v1 = 7  (= c21 − u2) 

v3 = 2  (= c23 − u2) 

v4 = 3 (= c24 − u2) 

u1 = −4 (= c11 − v1) 



u3 = −5 (= c37 − v1) 

v2 = 6  (= c12 − u1) 

Công thức tổng quát để tính các hiệu suất cho các ô (i, j) chưa sử dụng là:  

eij = cij − (ui + vj). 

Chẳng hạn ta có e13 = c13 − (u1 + v3) = 7 − (−4 + 2) = 9. Các hiệu suất khác được tính 
tương tự (xem bảng II.11). 

 

 

 

Bảng II.11. Tính toán các thế vị và các hiệu suất 
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Trong bảng II.11 ta thấy e22 = −1 < 0. Chọn ô (2, 2) để đưa vào sử dụng ứng với   
q = 2500, ta chuyển sang phương án mới và tính lại các hệ thống số thế vị như trong 
bảng II.12. 

Bảng II.12. Tính toán các thế vị và các hiệu suất cho phương án mới 
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Chọn  u2 = 0 ⇒ v2 = 5 (= 5 − 0); v3 = 2 (= 2 − 0); v4  = 3 (= 3 − 0);   

   
 5000 
 
  6000 
 
  2500 

u1= −3 (= 2 − 5); v1 = 6 (= 3 − (−3)); u3 = −4 (= 2 − 6). 
Tổng chi phí vận tải:   

ΣCPVT =  (3×3,5 + 2×1,5 + 5×2,5 + 2×2 + 3×1,5 + 2×2,5)×1000  

     = 39500     (tính cách khác, ΣCPVTmới = 42000 – 1×2500). 

Tiếp tục tính toán các hiệu suất: 



e13 = c13 − (u1 + v3) = 7 −(−3 + 2) = 8; 

e14 = c14 − (u1 +v4) = 6− (−3 + 3) = 6; 

e21 = c21 − (u2 + v1) = 7 − (0+6) = 1; 

e32 = c32 − (u3 + v2) = 5 − (−4 + 5) = 4; 

e33 = c33 − (u3 + v4) = 4 − (−4 + 2) = 6; 

e34 = c34 − (u3 + v4) = 5 − (−4 + 3) = 6. 

Ta thấy eij ≥ 0 ∀ ô (i, j) chưa sử dụng nên điều kiện tối ưu đã được thoả mãn. 
Phương án tối ưu cho trong bảng II.12, với tổng chi phí vận tải nhỏ nhất là 39500. 

Chú ý: 

− Đối với bài toán vận tải cần cực đại hoá hàm mục tiêu thì tiêu chuẩn dừng sẽ là  
eij ≤ 0 ∀ ô (i, j)  chưa sử dụng. 

− Đối với bài toán vận tải có ô cấm (cung đường không được sử dụng) thì đặt 
cước phí M = +∞ cho các ô cấm với bài toán Min hoặc M = −∞ với bài toán Max. 

Giải bài toán vận tải bằng phần mềm Lingo 

Để giải bài toán vận tải trong Lingo, ta có thể sử dụng các bài toán mẫu bằng cách 
nhấn vào biểu tượng Lingo và thực hiện các lệnh File > Open > Tran.lng để vào bài 
toán vận tải mẫu. Sau đó nhập các số liệu đầu vào của bài toán cần giải, chẳng hạn, của  
ví dụ đã xét trong các mục trên thay cho các số liệu của bài toán mẫu (xem hình II.1). 

 



 

  Hình II.1. Nhập số liệu cho bài toán vận tải 

Sau đó chúng ta thực hiện LINGO>Solve, kết quả tính toán sẽ hiện ra trên màn 
hình (xem hình II.2). 

 

Hình II.2. Kết quả của bài toán vận tải 

 



2. Mô hình mạng PERT  

(Program Evaluation and Review Technique) 

2.1. Các khái niệm cơ bản về PERT 

Vai trò của PERT 
PERT có thể được hiểu là phương pháp hoặc kĩ thuật theo dõi và đánh giá dự án 

với mục đích giúp cho bộ máy quản lí trả lời các câu hỏi sau đây: 
− Dự án sẽ hoàn thành khi nào? 
− Mỗi hoạt động của dự án nên được bắt đầu vào thời điểm nào và kết thúc vào 

thời điểm nào? 
− Những hoạt động nào của dự án phải kết thúc đúng thời hạn để tránh cho toàn 

bộ dự án bị kết thúc chậm hơn so với kế hoạch? 
− Liệu có thể chuyển các nguồn dự trữ (nhân lực, vật lực) từ các hoạt động 

“không găng” sang các hoạt động “găng” (các hoạt động phải hoàn thành đúng tiến độ) 
mà không ảnh hưởng tới thời hạn hoàn thành dự án? 

− Những hoạt động nào cần tập trung theo dõi? 
Để bước đầu hình dung về PERT, chúng ta xét ví dụ sau đây. 

Ví dụ: 
Giả sử cần thực hiện một dự án hoặc chương trình có các hoạt động được liệt kê 

trong bảng II.13. 

Bảng II.13. Các hoạt động của một dự án, thứ tự và thời gian thực hiện 

Hoạt động Hoạt động kề trước Thời gian thực hiện (tuần) 
A 
B 
C 
D 
E 
F 
G 
H 
I 
J 
K 
L 

− 
− 
− 
A 
A 
E 
B 
B 

D, F 
C 

H, J 
G, I, K 

2 
2 
2 
3 
4 

0 (hoạt động giả) 
7 
6 
4 

10 
3 
4 

Ta cần lập kế hoạch thực hiện dự án trên để hoàn thành toàn bộ các hoạt động của 
dự án trong thời gian ngắn nhất, đồng thời phải xác định được những hoạt động nào cần 
chú trọng (được hiểu là các hoạt động “găng”). 

 



Vẽ sơ đồ mạng PERT 
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Hình II.3. Sơ đồ mạng PERT 

Trên hình II.3 ta thấy mạng PERT là một mạng các nút có đánh số được nối với 
nhau bởi các cung có mũi tên. Mỗi cung có mũi tên biểu diễn một hoạt động của dự án, 
còn mỗi nút biểu diễn thời điểm kết thúc một số hoạt động và / hoặc thời điểm bắt đầu 
của một số hoạt động khác.  

Hoạt động giả F được kí hiệu bởi cung mũi tên với nét rời có thời gian thực hiện 
bằng 0, nhằm tránh cho hoạt động D và E có cùng nút bắt đầu và nút kết thúc. Như vậy, 
trong sơ đồ mạng PERT ta buộc phải tuân theo quy ước: hai hoạt động khác nhau thì 
không được có cùng nút bắt đầu cũng như nút kết thúc. 

Xác định thời gian tối thiểu thực hiện dự án 
Để xác định thời gian tối thiểu thực hiện dự án, trước hết chúng ta nghiên cứu 

khái niệm thời điểm bắt đầu sớm nhất và thời điểm kết thúc sớm nhất (EST và EFT − 
Earliest start time và Earliest finish time) cho từng hoạt động. 

Ví dụ: Hoạt động A có ESTA = 0 và EFTA = 2, vì 
− Thời điểm bắt đầu sớm nhất là khi bắt đầu khởi động dự án, 
− Thời điểm kết thúc sớm nhất là sau 2 tuần. 
Mối quan hệ giữa EST và FFT là:  

EFT = EST + thời gian thực hiện hoạt động. 

Một cách tổng quát, để xác định EST chúng ta có quy tắc “thời điểm bắt đầu sớm 
nhất”: thời điểm bắt đầu sớm nhất của một hoạt động rời một nút nào đó là thời điểm 
muộn nhất trong các thời điểm kết thúc sớm nhất đối với các hoạt động đi vào nút đó. 
Áp dụng quy tắc trên đây, có thể tính được ESTK = 12 (do  EFTH = 8,  EFTJ = 12 và số 
lớn hơn là 12) và EFTK = 15. Kết quả tìm EST và EFT cho các hoạt động dự án được 
tính toán tiến từ nút 1 đến nút 9 và được tóm tắt trong bảng II.14 và hình II.4. Vậy thời 
gian kết thúc sớm nhất dự án là sau 19 tuần. 
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Hình II.4. Tính EST và EFT cho các hoạt động của dự án 

Bảng II.14. Tính EST, LST, EFT, LFT và tìm đường găng 

Hoạt động EST LST EFT LFT LST−EST 
(LFT−EFT) Trên cung găng 

A 
B 
C 
D 
E 
F 
G 
H 
I 
J 
K 
L 

0 
0 
0 
2 
2 
6 
2 
2 
6 
2 

12 
15 

5 
4 
0 
8 
7 

11 
8 
6 

11 
2 

12 
15 

2 
2 
2 
5 
6 
6 
9 
8 

10 
12 
15 
19 

7 
6 
2 

11 
11 
11 
15 
12 
15 
12 
15 
19 

5 
4 
0 
6 
5 
5 
6 
4 
5 
0 
0 
0 

 
 

* 
 
 
 
 
 
 

* 
* 
* 

Bước tiếp theo là xác định thời điểm bắt đầu muộn nhất và thời điểm kết thúc 
muộn nhất (LST và LFT − Latest start time và Latest finish time) cho từng hoạt động. 

Ví dụ: Hoạt động L có LSTL = 15 và LFTL = 19, vì 
− Thời điểm kết thúc muộn nhất là sau 19 tuần (nếu ta ấn định dự án phải kết thúc 

sau 19 tuần), 
− Thời điểm bắt đầu muộn nhất là tuần 15 (do hoạt động L cần thời gian 4 tuần để 

thực hiện). 
Mối quan hệ giữa LST và LFT là:  

LST = LFT − thời gian thực hiện hoạt động. 

Một cách tổng quát, để xác định LFT chúng ta có quy tắc “thời điểm kết thúc 
muộn nhất”: thời điểm kết thúc muộn nhất của một hoạt động đi vào một nút nào đó là 
thời điểm sớm nhất trong các thời điểm bắt đầu muộn nhất đối với các hoạt động rời 



nút đó.  
Áp dụng quy tắc trên đây, có thể tính được LFTA = 7 (do  LSTD = 8,  LSTE = 7 và 

số bé hơn là 7) và LSTA = 5. Kết quả tìm LFT và LST cho các hoạt động dự án được 
tính toán lùi từ nút 9 về nút 1 và được tóm tắt trong bảng II.14 và hình II.5.  
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Hình II.5. Tính LFT và LST cho các hoạt động của dự án 

Chú ý: Mỗi cung có mũi tên là một hoạt động, nhưng có thể bao gồm nhiều hoạt 
động nhỏ khác. Nói cách khác, bản thân từng hoạt động của dự án có thể lại là một 
mạng PERT nhỏ. 

Xác định hoạt động găng, đường găng 
Hoạt động găng là hoạt động mà  

LST – EST = LFT – EFT = 0, hay [EST, EFT]   ≡ [LST, LFT] 

⇔
EST LST
EFT LFT

=⎧
⎨ =⎩

⇔
Slack LST EST 0
Slack LFT EFT 0

= − =⎧
⎨ = − =⎩

 (độ trễ cho phép bằng 0). 

Giải thích: Slack ≡  độ nới lỏng (độ trễ). 
Trong ví dụ đang xét, các hoạt động găng là: C → J → K → L (xem bảng II.14) 

và tạo thành đường găng (Critical Path). Vì vậy, phương pháp mạng PERT còn có tên 
là phương pháp đường găng (CPM − Critical Path Method). 

Xác định đường găng bằng phần mềm Lingo 
Để xác định đường găng bằng phần mềm Lingo, ta có thể sử dụng các bài toán 

mẫu  bằng cách nhấn vào biểu tượng Lingo và thực hiện các lệnh File > Open > 
Pert.lng để vào bài toán PERT mẫu. Sau đó nhập các số liệu đầu vào của bài toán cần 
giải vào thay các số liệu của bài toán mẫu, chẳng hạn như số liệu của ví dụ đã cho (xem 
hình II.6). 



 

Hình II.6. Nhập số liệu cho bài toán PERT 

Sau đó chúng ta thực hiện LINGO > Solve, kết quả tính toán sẽ hiện trên màn 
hình (xem hình II.7). 

 

Hình II.7. Kết quả tìm cung găng của bài toán PERT 

2.2. Sơ đồ PERT với số liệu ngẫu nhiên 

Thời gian thực hiện từng hoạt động của dự án nói chung là một lượng biến động 
khó dự đoán trước, chúng ta giả thiết chúng là các biến ngẫu nhiên. Giả sử ta có các số 
liệu ước tính về thời gian thực hiện các hoạt động của dự án (xem bảng II.15) a, m, b. 
Lúc đó thời gian trung bình và độ lệch chuẩn thời gian thực hiện các hoạt động được 

ước tính theo công thức a 4m bt
6

+ +
= . 

 



Bảng II.15. Số liệu ước tính về thời gian thực hiện các hoạt động 

Thời gian ước tính 
Hoạt 
động 

Hoạt 
động kề 

trước 
a 

(sớm 
nhất) 

m 
(nhiều khả năng 

xảy ra nhất) 

b 
(muộn 
nhất) 

t 
(thời gian 

trung bình)

σ 
(độ lệch tiêu chuẩn, 

độ biến thiên) 
A 
B 
C 
D 
E 
F 
G 
H 
I 
J 
K 
L 

− 
− 
− 
A 
A 
E 
B 
B 

D, F 
C 

H, J 
G, I, K 

1 
1 
1 
1 
2 
0 
3 
2 
1 
4 
1 
4 

2 
2 
2 
2 
3 
0 
6 
5 
4 
9 
2 
4 

3 
3 
3 
9 

10 
0 

15 
14 
7 

20 
9 
4 

2 
2 
2 
3 
4 
0 
7 
6 
4 

10 
3 
4 

1/3 
1/3 
1/3 
4/3 
4/3 
0 
2 
2 
1 

8/3 
4/3 
0 

 

Bước tiếp theo là lập sơ đồ mạng cho dự án với các thời gian trung bình t và tìm 
đường găng. Đường găng là C → J → K → L bao gồm các hoạt động găng C, J, K và 
L. Các hoạt động này có độ trễ cho phép bằng 0, hay nói cách khác, không cho phép sự 
chậm trễ nào. Đây là các hoạt động cần hết sức chú trọng, việc chậm thực hiện bất cứ 
một hoạt động nào trong số này đều kéo theo sự chậm trễ trong tiến độ của cả dự án. Từ 
Critical Path (tiếng Anh) được dịch sang tiếng Việt là đường găng vì lí do đó. 

Thời gian thực hiện dự án là một lượng ngẫu nhiên tính theo công thức: T = TC + 
TJ + TK + TL. Ta tìm kì vọng của T (thời gian trung bình thực hiện dự án) theo công 
thức: m = mT = tC + tJ + tK + tL =  2 + 10 + 3 + 4 = 19  (tuần).  

Tính độ lệch chuẩn của thời gian thực hiện dự án:  

2 2 22
T C J K Lσ = σ = σ +σ +σ +σ = 2 2 2(1/ 3) (8 / 3) (4 / 3) 0+ + +  = 3. 

Ta coi T (thời gian thực hiện dự án) là biến ngẫu nhiên tuân theo luật chuẩn  
N(m = 19; σ = 3). 

 
 
 
 
 
 
 



Đồ thị hàm mật độ xác suất của T cho trên hình II.8. 
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21 19 t  
 

Hình II.8. Đường cong mật độ chuẩn  
 
Để tính P, xác suất thực hiện dự án trong vòng (không vượt quá) 19 tuần, ta phải 

quy T về biến ngẫu nhiên với phân phối chuẩn tắc N(0, 1) như cho trong phụ lục 1. Lúc 
đó: 

 P(T ≤ 19)  = P T m 19 19
3

− −⎛ ≤⎜ σ⎝ ⎠
⎞
⎟  = P(Z ≤ 0) = 0,5 (hay 50%), 

ở đây Z = (T – m)/σ  là biến ngẫu nhiên tuân theo phân phối N(0, 1).  
Tương tự, xác suất thực hiện dự án trong vòng (không vượt quá) 21 tuần được 

tính như sau: 

 P(T ≤  21)  = P T m 21 19
3

− −⎛ ≤⎜ σ⎝ ⎠
⎞
⎟  = P (Z ≤  0,666)  = 75%. 

Ta chuyển sang xem xét vấn đề về độ tin cậy của thời gian hoàn thành dự án. 
Chẳng hạn chúng ta muốn trả lời câu hỏi sau: Muốn thời gian thực hiện dự án có độ tin 
cậy 90% thì thời gian tối thiểu (tính theo số tuần) là bao nhiêu? Đặt P (T ≤  t)  = 90%. 
Tra bảng phân phối chuẩn tắc N(0, 1), tìm được z = 1,28. Vì z = (t − 19)/3 = 1,28 nên  
t = 19 + 3. 1,28 ≈ 23 (tuần). Như vậy, dự án đang xem xét có khả năng hoàn thành với 
độ tin cậy tới 90% trong vòng (không vượt quá) 23 tuần.  

2.3.  Điều chỉnh dự án khi  kế hoạch một số hoạt động bị phá vỡ  

Ví dụ:  Đôi khi trong quá trình thực hiện dự án, kế hoạch của một số hoạt động bị 
phá vỡ. Chính vì vậy, khi phát hiện dự án đang bị chậm so với kế hoạch đề ra ta cần 
định lại thời gian thực hiện (thời gian rút gọn) một số hoạt động trong giai đoạn tới. Xét 
các dữ kiện cho trong hình II.9 và bảng II.16. 
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Hình II.9. Sơ đồ mạng PERT dự án cần điều chỉnh 

Bảng II.16. Số liệu điều chỉnh khi kế hoach bị phá vỡ 

Hoạt 
động 

Thời gian 
định mức 

Thời gian 
rút gọn 

Kinh phí bổ sung/ 1đơn vị thời gian rút gọn  
(triệu đồng) 

A 
B 
C 
D 
E 

6 
4 
3 
8 
7 

4 
3 
2 
6 
4 

2 
3 
1 

1,5 
0,5 

Sau khi có thời gian định mức cho các hoạt động như trong bảng II.16, dễ dàng 
tìm được thời gian tối thiểu cần thiết để hoàn thành kế hoạch là 16 (tuần). Tuy nhiên do 
yêu cầu mới, cần rút gọn thời gian hoàn thành dự án trong vòng (không vượt quá) 10 
(tuần). Muốn vậy ta thực hiện các điểm sau: 

− Tìm thời gian tối thiểu dự định thực hiện dự án (16 tuần) và tìm đường găng. 
− Ước tính thời gian rút gọn tối đa (cột 3, bảng II.16) 
− Khi rút gọn thời gian trên đường găng cũng phải chú trọng đồng thời các cung 

đường khác. 
Trên hình II.9, ta thấy cần thực hiện A, C và E với thời gian rút gọn tối đa (4, 2, 4 

để tổng các thời gian thực hiện các hoạt động găng là 10 tuần),  đồng thời rút gọn các 
hoạt động B và D ở mức cho phép: 

− Phương án 1: rút bớt  thời gian thực hiện hoạt động B một tuần và  rút bớt D một 
tuần.  

− Phương án 2: không rút bớt B và rút bớt D hai tuần. 
Vậy khi cần điều chỉnh thời gian thực hiện dự án ta cần thay đổi kế hoạch của một 

số hoạt động theo các bước đã nêu trên. 
Tuy có nhiều phương án điều chỉnh dự án, nhưng trong việc phá vỡ kế hoạch các 

hoạt động của dự án để đáp ứng tiến độ mới cần chú ý về khía cạnh chi phí gia tăng để 
có một phương án tối ưu đảm bảo rút gọn được thời gian thực hiện với chi phí nhỏ nhất. 
Đối với ví dụ trên ta chọn phương án 2. 



Có thể áp dụng phương pháp tổng quát để điều chỉnh dự án theo các mục tiêu ở trên 
(phương pháp đơn hình cho BTQHTT đơn và đa mục tiêu) như sẽ được trình bày sau 
đây. 

2.4. Tính thời gian rút gọn tối ưu bằng phương pháp đơn hình 

Để tính thời gian rút gọn bằng phương pháp đơn hình (có thể sử dụng các phần 
mềm máy tính thích hợp), ta phải đưa ra được mô hình toán học, hay cách khác, cần 
phát biểu được BTQHTT (đơn hay đa mục tiêu). 

Trước hết, cần xác định các biến quyết định. Gọi x1, x2, x3, x4, x5 là các thời điểm 
mà các hoạt động xảy ra (tại các nút); yA, yB, yC, yD, yE là thời gian cần rút bớt cho các 
hoạt động để yêu cầu mới về đẩy nhanh tiến độ được thoả mãn. Ta có BTQHTT đa mục 
tiêu sau (cần cực tiểu hóa cả thời gian thực hiện dự án lẫn tổng chi phí gia tăng): 

Mục tiêu 1: z1 = x5  → Min 
Mục tiêu 2: z2 = 2yA + 3yB + yC + 1,5yD + 0,5yE  → Min 
với các ràng buộc: 

2 A 1

4 C 2

3 B 1

5 E 4

5 D 3

i

j

A B C D E

5 1

x 6 y x
x 3 y x
x 4 y x
x 7 y x
x 8 y x
x 0,i 1, 2, 3, 4, 5
y 0, j A,B,C,D,E
y 2, y 1, y 1, y 2, y 3
x x 10 (*)

⎧ ≥ − +
⎪ ≥ − +⎪
⎪ ≥ − +
⎪

≥ − +⎪
⎪ ≥ − +⎨
⎪ ≥ =⎪

≥ =⎪
⎪

≤ ≤ ≤ ≤ ≤⎪
⎪ ≤ +⎩

 

Có 2 cách giải mô hình: 
− Chuyển mục tiêu 1 thành ràng buộc (*). Nếu lúc đó BTQHTT không có phương 

án khả thi thì phải nới lỏng dần (*): chẳng hạn thay (*) bởi x5 ≤ x1 + 11. 
− Để nguyên cả hai mục tiêu để giải theo phương pháp BTQHTT đa mục tiêu. 

2.5. Áp dụng mạng PERT trong phân tích chi phí và quản lí tài chính dự án 

Trong giai đoạn đầu ứng dụng PERT và CPM, các phương pháp này thường được 
áp dụng cho bài toán tìm thời gian tối thiểu thực hiện dự án, tìm các hoạt động găng. 
Chúng ít khi được áp dụng để phân tích chi phí, mặc dù trong các dự án thì việc phân 
tích chi phí (bao gồm chi phí trực tiếp, gián tiếp và chi phí tiện ích) cũng rất quan trọng. 
Tuy nhiên ngày nay, PERT và CPM được áp dụng rất rộng rãi cho các bài toán dạng 
này. 

 



Ví dụ: Chúng ta xem xét dự án với các dữ kiện cho trong bảng II.17 và hình 
II.10. 
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Hình II.10. Mạng PERT cho bài toán phân tích chi phí 

Bảng II.17. Dữ kiện cho bài toán PERT chi phí 

Hoạt 
động EST LST 

Thời gian 
thực hiện 
(tháng) 

Tổng chi phí 
(triệu đồng) 

Chi phí / một tháng 
(triệu đồng) 

A 
B 
C 
D 
E 
F 
G 
H 
I 

0 
0 
3 
3 
7 
4 
4 

12 
5 

0 
8 
9 
3 
7 

10 
10 
12 
11 

3 
2 
1 
4 
5 
2 
1 
3 
4 

30 
200 
40 
20 
75 

100 
75 
18 

240 

10 
100 
40 
5 

15 
50 
75 
6 

60 

Dễ thấy, thời gian tối thiểu để hoàn thành dự án là 15 (tháng). 
Nguyên tắc điều hành tài chính một dự án là: 
− Luồng kinh phí phải được đưa vào dần dần sao cho đáp ứng được tiến độ dự án. 
− Nếu kinh phí đưa vào thừa hoặc thiếu (theo tiến độ) thì phải kịp thời điều chỉnh. 

Cần nắm bắt được: những hoạt động nào không dùng hết kinh phí dự kiến, những hoạt 
động nào sử dụng kinh phí nhiều hơn dự kiến để có sự điều chỉnh thích hợp. 

− Các báo cáo định kì cho phép kiểm soát được dự án về tiến độ và luồng kinh 
phí. 

Muốn vậy, trước hết cần lập bảng theo dõi kinh phí cho dự án từ tháng 1 đến 
tháng 15 (xem bảng II.18). Phần trên của từng ô ứng với các hoạt động giải ngân sớm 
nhất, phần dưới ứng với giải ngân muộn nhất. Hai hàng cuối bảng dành cho kinh phí 



trong từng tháng và tổng kinh phí cộng dồn cho tới tháng đó tương ứng với hoạt động 
giải ngân sớm nhất và giải ngân muộn nhất. 

Bảng II.18. Dữ kiện cho bài toán PERT chi phí 

T. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 

A 10 
10 

10 
10 

10 
10 

            

B 100 100        
100

 
100

     

C    40       
40 

     

D    5 
5 

5 
5 

5 
5 

5 
5 

        

E        15 
15 

15 
15 

15 
15 

15 
15 

15 
15 

   

F     50 50      
50 

 
50 

   

G     75       
75 

    

H             6 
6 

6 
6 

6 
6 

I      60 60 60 60    
60 

 
60 

 
60 

 
60 

Σ 110 
10 

110 
10 

10 
10 

45 
5 

130
5 

115
5 

65 
5 

75 
15 

75 
115

15 
155

15 
140

15 
125 

6 
66 

6 
66 

6 
66 

Σ+ 
 

110 
10 

220 
20 

230 
30 

275 
35 

405
40 

520
45 

585
50 

660
65 

735
180

750
335

765
475

780 
600 

786 
666 

792
732

798
798

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

đường giải ngân 
muộn  nhất 

miền kinh phí 
khả thi 

đường giải ngân 
sớm nhất 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Hình II.11. Đồ thị miền kinh phí khả thi 

Dựa vào bảng II.18, có thể vẽ được đồ thị miền kinh phí khả thi như trên hình 
II.11. Nếu tiến độ giải ngân nằm ngoài miền kinh phí khả thi thì cần gấp rút đưa ra các 
biện pháp điều chỉnh tiến độ giải ngân. Ngoài ra, cũng có thể điều chỉnh kinh phí các 
hoạt động của dự án dựa vào bảng II.18. 

Lưu ý 
 Các vấn đề cơ bản cần giải quyết khi áp dụng phương pháp PERT hay CPM 

trong theo dõi và đánh giá dự án là: 
− Xác định được sơ đồ mạng PERT của dự án. 
− Tìm được đường găng và các hoạt động găng. 
− Tính được độ tin cậy ứng với các mốc thời hạn hoàn thành dự án khi số liệu là 

ngẫu nhiên. 
− Biết cách điều chỉnh thời gian rút gọn khi tiến độ thực hiện dự án là chậm so 

với kế hoạch. 
− Phân tích chi phí và điều hành kinh phí dự án. 

3. Một số mô hình mạng khác 

3.1. Bài toán cây khung tối thiểu 

Bài toán cây khung tối thiểu được nghiên cứu và ứng dụng trong nhiều lĩnh vực 
(Công nghệ thông tin, Điện lực, Quy hoạch thuỷ lợi,...). Vấn đề đặt ra là cần xác định 
một mạng đường đi tới mọi nút của mạng xuất phát từ một nút nào đó trong mạng, sao 
cho tổng độ dài các cung đường này là ngắn nhất. Phương pháp tốt nhất giải bài toán 
cây khung tối thiểu thuộc về R. Prim sẽ được trình bày trong mục này.  

 



Ví dụ: Mắc điện cho 7 xã trong huyện từ nguồn phát điện đến được 7 xã với chi 
phí đường dây là bé nhất. Sơ đồ khoảng cách từ nguồn cung cấp điện tới trạm điện các 
xã như trên hình II.12. 

Bài toán đặt ra là phải phát triển được cây khung hay đường đi tối thiểu sao cho 
tổng chiều dài các cung đường là bé nhất. 

Để giải ta lập bảng II.19 (chiều dài các cung đường được quy gọn), trong đó M là 
kí kiệu một số ≈ +∞, biểu thị cung đường không thể xảy ra trên thực tế. Mỗi hàng hay 
mỗi cột của bảng đều biểu thị các nút, chẳng hạn ô nằm trên giao của hàng 2 và cột 7  
(cũng giống như ô nằm trên giao của hàng 7 và cột 2) đều chứa số 9, là khoảng cách 
giữa hai nút 2 và 7. Một hàng và một cột được nói là liên thông với nhau nếu ô nằm 
trên giao của hàng và cột này chứa giá trị khác M. 
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Hình II.12. Sơ đồ khoảng cách từ nguồn điện tới các xã 

Bảng II.19. Bảng khoảng cách các cung đường 

 Nút (cột) 

 

(Nút 
hàng) 

1 2 3 4 5 6 7 

√ 1 0 11 1 3 6 10 4 

 2 11 0 M M M M 9 

√ 3 1 M 0 M 5 M M 

√ 4 3 M M 0 M 7 M 

 5 6 M 5 M 0 2 M 

… 6 10 M M 7 2 0 8 

√ 7 4 9 M M M 8 0 

√ √ 

Thuật giải Prim 
− Bước khởi tạo: Lập bảng khoảng cách giữa các nút mạng. Trong bảng trên, chọn 

cột bất kì (ví dụ cột 1, tức là ta chọn nút 1 để bắt đầu), gạch bỏ cột vừa chọn  ra khỏi bảng. 
− Các bước lặp: 
Bước 1: Đánh dấu vào hàng tương ứng (hàng cùng chỉ số) với cột vừa chọn. Trên 

các hàng đã được đánh dấu tìm ô có giá trị nhỏ nhất.  
Bước 2: Chọn cột tương ứng với ô vừa tìm được (cột 3 biểu diễn nút chọn mới, 

ghi cung đường vừa tìm được  1 → 3), rồi gạch bỏ nó đi (gạch bỏ cột 3). Nếu trong 
bảng vẫn còn các cột chưa gạch bỏ hết thì quay về bước 1, nếu trái lại chuyển sang 
bước kết thúc. 



− Bước kết thúc: Nếu tất cả các cột đã bị gạch bỏ hết thì dừng với tất cả các cung 
đường liên thông tìm được tạo nên cây khung tối thiểu. 

Chú ý: Những câu in nghiêng minh hoạ cho bước khởi tạo và bước lặp đầu tiên. 
Sau 6 bước lặp, quá trình giải kết thúc với các cung đường sau: 1 → 3, 1 → 4, 1 → 7,  
3 → 5, 5 → 6 và 7 → 2. Tổng độ dài các cung đường của cây khung tối thiểu là ∑ = 1 + 
3 + 4 + 5 + 2 + 9 = 24. Ngoài ra, có thể chọn nút khởi tạo là bất cứ nút nào.  

Thuật toán Prim còn được ứng dụng trong các bài toán xác định chi phí tối thiểu 
nhiều dạng khác. Việc chứng minh thuật giải trên xin dành lại cho người đọc quan tâm 
nghiên cứu các vấn đề về thuật toán. 

3.2. Bài toán tìm đường đi ngắn nhất và quy hoạch động 

Bài toán tìm đường đi ngắn nhất  
Trong bài toán tìm đường đi ngắn nhất, chúng ta muốn xác định hành trình ngắn 

nhất từ một địa điểm xuất phát (điểm gốc) để đi tới điểm cần đến (điểm đích) trên một 
mạng liên thông. Để cho dễ hiểu, chúng ta xem xét ví dụ sau đây. 

Ví dụ: Bài toán người đi du lịch. 
Có một người đi du lịch, xuất phát từ nút 1 và kết thúc hành trình ở nút 10 theo 

hành trình trên hình II.13. 
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Hình II.12. Sơ đồ hành trình đường đi 

Người du lịch xuất phát từ nút 1. Trong giai đoạn đầu anh ta chỉ được quyền (và 
bắt buộc) chọn một trong ba nút (thành phố) 2, 3, 4 để vào thăm quan. Giai đoạn tiếp 
theo, anh ta chỉ được chọn một trong ba nút 5, 6, 7 để du lịch. Trong giai đoạn tiếp nối, 
anh ta có quyền vào một trong hai nút 8 hoặc 9 trước khi kết thúc hành trình tại nút 10. 

Như vậy, trong mỗi giai đoạn người đi du lịch chỉ được quyền đi vào một thành 
phố (mỗi thành phố được coi là một trạng thái của giai đoạn đó). Hãy tìm cách xác định 
đường đi ngắn nhất từ nút 1 tới nút 10 thoả mãn các điều kiện đặt ra của bài toán. 

 

 



Nguyên tắc tối ưu Bellman trong quy hoạch động 
Sử dụng nguyên tắc tối ưu Bellman trong quy hoạch động để giải bài toán người 

du lịch, chúng ta chia bài toán thành nhiều giai đoạn, tức là thành nhiều bài toán nhỏ. 
Tại mỗi giai đoạn ta cần tìm phương án tối ưu là các phương án tốt nhất của tình trạng 
hiện có, xét trong mối quan hệ với các phương án tối ưu đã tìm được của các giai đoạn 
trước. 

Ta có thể giải quyết bài toán dần theo từng giai đoạn theo cách tính toán tiến hoặc 
tính toán lùi. Để giải bài toán này, ta áp dụng cách tính toán lùi (backward computing) 
với các kí kiệu và dữ kiện cho trong bảng II.20. 

Bảng II.20. Các biến trạng thái của bài toán quy hoạch động 

Giai đoạn Đầu vào Đầu ra Đường đi tối ưu Khoảng cách  
tới đích 

Giai đoạn I 
8 
9 

10 
10 

8 → 10 

9 → 10 

150 
100 

Giai đoạn II 

5 
6 
7 

8 
9 

5 → 8 

6 → 9 

7 → 8 

400 
300 
275 

Giai đoạn III 

2 
3 
4 

5 
6 
7 

2 → 6 

3 → 5  

4 → 6  

600 
600 
500 

Giai đoạn IV 

1 2 
3 
4 

1 → 2 

1 → 3 

1 → 4 

700 
775 
650 

Giải thích: Sử dụng nguyên tắc tối ưu Bellman, để tìm đường đi ngắn nhất từ nút 
4 tới nút 10 chúng ta tìm được phương án tối ưu là đi từ nút 4 tới nút 6 cho giai đoạn III 
(lúc này d(4, 10) = d(4, 6) + Min d(6, 10) = 200 + 300 = 500).  Điều này là do hai lựa chọn 
khác là  đi từ nút 4 tới nút 5 hay 7 thì đều cho khoảng cách từ nút 4 tới đích là nút 10 lớn 
hơn (chẳng hạn nếu đi qua nút 5 thì d(4, 10) = d(4, 5) + Min d(5, 10) = 175 + 400 = 
575). 

Trong bảng II.20, tại giai đoạn IV, ta thấy khoảng cách ngắn nhất tới đích là 650. 
Đi ngược lại, từ điểm gốc tới điểm đích ta xác định được đường đi ngắn nhất là: 1 → 4 
→ 6 → 9 → 10 với tổng chiều dài là 650. 

Quy trình tính toán tổng quát 
− Trước hết, cần chọn có các biến trạng thái (state variables) như mô tả trong  

bảng II.21. 



 

Bảng II.21. Các biến trạng thái của bài toán quy hoạch động 

Biến Số trạng thái Các trạng thái (nút) Giá trị có thể xảy ra của  
các biến trạng thái 

x4 1  1 x4 ≡  1 

x3 3 2, 3, 4 x3 = 2 ;  x3 = 3;  x3 = 4 

x2 3 5, 6, 7 x2 = 5 ;  x2 = 6;   x2 =  7 

x1 2 8, 9 x1 = 8 ;   x1 = 9 

x0 1 10 x0 = 10 

Biến trạng thái mô tả trạng thái của hệ thống trong từng giai đoạn. 
− Xác định hàm mục tiêu: Đặt Fi(xi) là khoảng cách ngắn nhất tới đích tính tại 

giai đoạn i. Theo bảng II.20, ta thấy: 

víi x1 = 8 

víi x1 = 9 
F1(x1)  =  ⎢

⎣

⎡
100
150

F2(x2) =      
400
300
275

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

víi x2 = 5 

víi x2 = 6 

víi x2 = 7 

Mục đích của bài toán là cần tìm được giá trị F4(x4) = F4(1). 
− Lập hàm truy toán: Fi+1(xi+1) = Min [Fi(xi) + fi(ui)], Min tìm theo mọi tổ hợp 

thích hợp xi và ui, trong đó ui là biến điều khiển để điều khiển chuyển trạng thái từ trạng 
thái xi sang xi+1 và fi(ui) là hiệu ứng của biến điều khiển tác động lên hàm truy toán (và 
lên hàm mục tiêu, nếu tính đến bài toán cuối cùng). Theo biểu thức của hàm truy toán ta 
thấy, nếu Fi(xi) + fi (ui) là hàm phi tuyến thì phải dùng kĩ thuật tối ưu thích hợp để tìm 
ra Fi+1(xi+1).  

Sau đây chúng ta đi tìm các hàm truy toán Fi+1(xi+1) với quy trình tính toán lùi để 
giải bài toán theo từng giai đoạn, nhằm cuối cùng tìm ra được F4(x4) = F4(1). 

Giai đoạn 1: Trong giai đoạn này, muốn chuyển từ nút 10 (x0 = 10) về  nút 8 (x1 = 8) 
chẳng hạn, thì biến điều khiển u0 phải có giá trị  150 (u0 = 150). Hiệu ứng gây nên bởi 
u0 là f(u0) = 150. Điều này có nghĩa là nếu chuyển từ nút 10 ngược về nút 8 thì cần đi 
quãng đường có chiều dài là 150. 

 
F0(x0) = 0 x0 = 10 u0 f0(u0) F1(x1) 

x1 = 8 + u0 = 150 150 150 150 

x1 = 9 + u0 = 100 100 100 100 
 



Chú ý: Không phải bài toán nào ui cũng trùng với hiệu ứng fi(ui) của nó. Nói 
chung, biến điều khiển ui có thể gây ra hiệu ứng fi(ui) khác với ui cả về độ lớn cũng 
như đơn vị đo. 

Giai đoạn 2: 

F1(x1) + f1(u1) 
x2 x1 = 8 x1 = 9 

x1 = 8 x1 = 9 
F2(x2) =  

Min[F1(x1) + f1(u1)] 

5 
6 
7 

+u1 = 250 
− 

+u1 = 125 

+u1 = 400 
+u1 = 200 

− 

400 
− 

275 

500 
300 
− 

 400 = 150 + 250 
300 = 100 + 200 
275 = 150 + 125 

 

Giai đoạn 3: 

x2 F2(x2) + f2(u2) 
x3

5 6 7 x2 = 5 x2 = 6 x2 = 7 
F3(x3) = Min 

[F2(x2) + f2(u2)] 

2 
3 
4 

u2 = 275 
u2 = 200 
u2 = 175

u2 = 300  
− 

u2 = 200 

− 
u2 = 350 
u2 = 275

675 
600 
575 

600 
− 

500 

− 
625 
550 

600 
600 
500 

Giai đoạn 4: 

F3(x3) + f3(u3) 
x4  x3 = 2 x3 = 3 x3 = 4 

x3 = 2 x3 = 3 x3 = 4 
F4 (x4) = Min 

[F3(x3) + f3(u3)] 

 1 u3 = 100 u3 =175 u3 =150 700 775 650 650 

 
Đáp số: F4(x4) = F4(1) = 650 với đường đi ngắn nhất trên hình II.14. 
 
 

x4 = 1 x3 = 4 x0 = 10x1 = 9x2 = 6

u0 = 100 u1 = 2000 u3 = 15 b2= 200  
 
 

Hình II.14. Đường đi ngắn nhất 1 → 4 → 6 → 9 → 10 

3.3. Áp dụng quy hoạch động cho một số bài toán ngành điện 

Bài toán 1 
Cần phân phối công suất tối ưu của n nhà máy điện với phụ tải tổn thất cố định. 

Biết chi phí của các nhà máy là hàm fi(pi) phụ thuộc vào công suất pi, với i = 1, 2, …, n. 
Cần xác định các giá trị của pi sao cho tổng chi phí là cực tiểu. Vậy ta có bài toán tối ưu 
sau: 

 



Hàm mục tiêu:  

z = f1(p1) +....+ fn(pn)  → Min 

với các ràng buộc: 

1 2 n

i i,max

p p ... p P
0 p P
+ + + =⎧

⎨ ≤ ≤⎩
 

trong đó P là tổng phụ tải, Pi, max là công suất tối đa cho phép. 

Chẳng hạn, với n = 3 ta có BTQHTT (nguyên) sau đây: 

z = 3p1 + 2p2 + p3 → Min 

1 2 3

i 2

p p p 15
0 p 6; 0 p 6; 0 p 8
+ + =⎧

⎨ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤⎩ 3

 

nếu đã biết: 

1 1 1

2 2 2

3 3 3

f (p ) 3p
f (p ) 2p
f (p ) p

=⎧
⎪ =⎨
⎪ =⎩

 

Chúng ta xét phương pháp giải bài toán này với giả thiết các công suất pi là 
nguyên. Đặt các biến trạng thái là x1, x2, x3 ; các biến điều khiển là p1, p2, p3 với quan 
hệ như sau: x1 = p1, x2 = p1 + p2, x3 = p1 + p2 + p3 = 15. Các hiệu ứng gây nên bởi các 
biến điều khiển là fi(pi) với i = 1, 2, 3. 

 
 x0 = 0 x1  x2 

p3p1 p2Biến điều khiển 

x3 
 
 
 
 

Thiết lập hàm truy toán Fi+1 (xi+1) = Min [Fi(xi) + fi+1 (pi+1)]. Đặt F0(x0) = 0, dễ thấy: 
F1(x1) = Minf1(p1), F2(x2) = Min[f1(p1) + f2(p2)] và F3(x3) = Min[f1(p1) + f2(p2) + f3(p3)] = 
3p1 + 2p2 + p3. Mục tiêu cuối cùng là cực tiểu hoá z = F3(x3). 

Sử dụng nguyên tắc tối ưu Bellman ta chia bài toán ra các giai đoạn sau đây (với 
quy trình tính toán tiến). 

Giai đoạn 1: chỉ xét công suất p1; 

Giai đoạn 2: chỉ xét công suất p1 và p2; 

Giai đoạn 3: xét các công suất p1, p2 và p3. 

Giai đoạn 1:  (Coi F0(x0) = 0) 



 

x1 x0 = 0 f1(p1) = 3p1
F1(x1) = Min 

[F0(x0) + f1(p1)] 

0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 

p1 = 0 
p1 = 1 
p1 = 2 
p1 = 3 
p1 = 4 
p1 = 5 
p1 = 6 

0 
3 
6 
9 

12 
15 
18 

0 
3 
6 
9 

12 
15 
18 

 

Giai đoạn 2:  

x1

0 1 2 3 4 5 6
F1(x1) + f2(p2) 

x2

p2 0 1 2 3 4 5 6 

F2 (x2) = 
Min[F1(x1) 

+ f2(p2)] 

0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
7 
8 
9 

10 
11 
12 

0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
− 
− 
− 
− 
− 
− 

− 
0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
− 
− 
− 
− 
− 

− 
− 
0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
− 
− 
− 
− 

− 
− 
− 
0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
− 
− 
− 

− 
− 
− 
− 
0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
− 
− 

− 
− 
− 
− 
− 
0 
1 
2 
3 
4 
5 
6 
− 

−

−

−

−

−

−
0
1
2
3
4
5
6

0 
2 
4 
6 
8 

10 
12 
− 
− 
− 
− 
 

− 
3 
5 
7 
9 

11 
13 
15 
− 
− 
− 
− 
− 

− 
− 
6 
8 

10 
12 
14 
16 
18 
− 
− 
− 
− 

− 
− 
− 
9 

11 
13 
15 
17 
19 
21 
− 
− 
− 

− 
− 
− 
− 
12 
14 
16 
18 
20 
22 
24 
− 
− 

− 
− 
− 
− 
− 
15 
17 
19 
21 
23 
25 
27 
− 

− 
− 
− 
− 
− 
− 
18 
20 
22 
24 
26 
28 
30 

0 
2 
4 
6 
8 

10 
12 
15 
18 
21 
24 
27 
30 

 

Giai đoạn 3: 

x2

0  6 7 8 9 10 11 12 
F2(x2) + f3(p3) x3

p3 7 8 9 10 11 12 

F3(x3) = Min 
[F2(x2) + f3(p3)] 

15 −  − 8 7 6 5 4 3 23 25 27 29 31 33 23 
 

Đáp số: Tổng chi phí đạt giá trị cực tiểu là 23, với p1 = 1, p2 = 6, p3 = 8.  



 x0 = 0 x1 = 1 x2 = 7

p3 = 8     p1 = 1 p2 = 6Biến điều khiển 

x3 = 15 
 
 
 

Lưu ý  

Các vấn đề cơ bản cần giải quyết khi áp dụng phương pháp quy hoạch động theo 
nguyên tắc Bellman là: 

− Chia bài toán thành nhiều giai đoạn nhỏ để giải bài toán tối ưu cho từng giai 
đoạn. Các yếu tố của bài toán quy hoạch động là biến trạng thái, biến điều khiển, hàm 
truy toán và hàm mục tiêu. 

− Khi chuyển từ một trạng thái nào đó (trong một giai đoạn) sang trạng thái khác 
(giai đoạn khác) cần có biến điều khiển. 

− Mỗi giá trị của biến điều khiển gây ra một hiệu ứng lên hàm mục tiêu. 

− Tuỳ theo các bài toán tối ưu phát sinh trong các giai đoạn mà lựa chọn phương 
pháp tối ưu thích hợp. 

Trong ví dụ đang xét, khi các hiệu ứng fi(pi) cho dưới dạng hàm tuyến tính với 
các biến pi nhận các giá trị rời rạc/nguyên thì hàm truy toán Fi+1 (xi+1)  = Min [Fi(xi) + 
fi+1 (pi+1)]  sẽ tính được bằng thuật giải dựa trên bảng liệt kê (như phương pháp giải đã 
trình bày). Nếu fi(pi) phi tuyến với các biến pi nhận các giá trị liên tục thì để tìm 
Fi+1(xi+1) = Min[Fi(xi) + fi+1(pi+1)] ta có hai cách: 

− Cách 1: rời rạc hoá theo từng mức. Chẳng hạn với p1 ∈ [0, 6], thì coi p1 ∈ {0, 1, 
2, 3, 4, 5, 6}. 

− Cách 2: áp dụng phương pháp tối ưu thích hợp với biến liên tục (xem chương I) 
cho hàm mục tiêu. Chẳng hạn, trong ví dụ trên khi cần tìm F2(x2) = Min [F1(x1)+ f2(p2)] 
= Min[f1(p1) + f2(p2)] = Min [3p1 + 2p2] với điều kiện ràng buộc:  p1 + p2 15 và 
0≤p

≤
1≤6, 0 ≤ p2 ≤ 6, có thể áp dụng phương pháp đơn hình.  

Bài toán 2 

Xác định tuyến đường đi của đường dây truyền tải điện từ điểm A đến điểm B, 
với các chướng ngại vật khác nhau, sao cho tổng chi phí là nhỏ nhất. Các dữ kiện của 
bài toán cho trên hình II.15.  

Như vậy để thiết lập sơ đồ đường truyền tải điện thì xuất phát từ A ta có thể định 
tuyến đi của đường truyền tải điện trước hết phải qua một trong hai điểm sát gần, theo 
hướng bắc hay hướng đông, với các chi phí là 15 và 12. Từ một trong hai điểm này, 
chúng ta lại tiếp tục xác định tuyến đi cho đường truyền tải điện, với các chi phí đã 
biết... Vậy ta có bài toán tìm đường đi với chi phí nhỏ nhất. 
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Hình II.15. Sơ đồ tuyến đi cho dây truyền tải điện 

Bài toán này hoàn toàn tương tự với bài toán người du lịch đã xét và có thể giải 
bằng phương pháp quy hoạch động (Hướng dẫn: Chia bài toán thành nhiều giai đoạn 
nhỏ theo các đường với nét đứt nối trên hình II.15). 
 


