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1.1.3 Laser đa mode và ánh sáng hỗn loạn 

Chúng ta hãy xét một cơ chế khác gây ra hiện tƣợng mở rộng vạch 

phổ laser. Những cơ chế này gắn liền với laser đa mode. Biên độ phức của 

trƣờng phát ra từ laser có dạng [18]: 

                              (1.9) 

Trong đó M là số mode,  là tần số của chúng đối với tần số trung 

bình ,  là biên độ hằng số và  là các pha ngẫu nhiên độc lập nhau. 
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Chúng ta thừa nhận giả thuyết cho rằng các pha này phân bố đồng đều trong 

khoảng .Từ các tính chất của pha  suy ra rằng 

                                     (1.10 a) 

                   (1.10 b) 

                   (1.10c) 

Phiếm hàm đặc trƣng của quá trình  [2,18] là: 

 (1.11) 

Trong đó  và  là hàm Bessel bậc không [19].  

Chúng ta giả sử rằng số mode M có khuynh hƣớng tiến đến vô cùng, trong 

khi đó biên độ của chúng giảm đến không sao cho 

                       (1.12) 

là hằng số. Dựa vào sự kiện [20] 

                                        (1.13) 

Khi  chúng ta có 

    (1.14) 

Vì thế, khi số mode tiến đến vô cùng, là phiếm hàm 

đặc trƣng của quá trình Gauss, tức là  là một quá trình Gauss. Chúng ta 

không biết dạng tƣờng minh của hàm tƣơng quan  Để áp dụng 

(1.10b) trong quá trình tính toán bất kỳ đại lƣợng nào, chúng ta cần biết mối 

quan hệ giữa  và . Chúng ta có thể loại bỏ sự tự do này bằng cách tiến 

hành các thí nghiệm dựa trên phép đo các vạch phổ. Thông thƣờng, chúng ta 

giả sử rằng [21-23] 

                         (1.15) 

Chúng ta có thể kết luận rằng trong trƣờng hợp giới hạn khi , 

ánh sáng laser M-mode có cùng đặc tính thống kê nhƣ bức xạ nhiệt. 

1.2 Các khái niệm cơ bản trong lý thuyết về các quá trình ngẫu nhiên, nhiễu 

gauss sơ cấp và ứng dụng 

1.2.2 Các khái niệm cơ bản 



Trƣớc khi trình bày khái niệm cơ bản về nhiễu gauss sơ cấp, chúng tôi 

sẽ trình bày một số khái niệm cơ bản sẽ đƣợc dùng sau này trong luận văn. 

Để tìm hiểu chi tiết hơn, bạn đọc có thể tham khảo các quyển sách chuyên 

khảo [24, 25]. 

Chúng ta xét biến ngẫu nhiên z với phân phối xác suất P(z) [26] trên 

không gian trạng thái. Các đại lƣợng  

                               (1.16)  

đƣợc gọi là moment. Biến đổi Fourier của phân phối P(z) 

                     (1.17) 

Đƣợc gọi là hàm đặc trƣng (hàm sinh). Chúng ta dễ dàng chứng minh rằng 

                                  (1.18) 

Các cumulant đƣợc định nghĩa là 

                           (1.19) 

Sau một số tính toán đơn giản, chúng ra rút ra đƣợc các hệ thức liên hệ giữa 

các moment và cumulant: 

 

, n=1, 2, 3…(1.20) 

Chúng ta cũng dễ dàng tổng quát hóa các định nghĩa ở trên cho các 

quá trình đa chiều phức. 

Một quá trình ngẫu nhiên thực (phức) là một tập hợp các biến ngẫu 

nhiên với các giá trị thực (phức), đƣợc đánh chỉ số bằng một tham số liên tục 

t. Chúng ta chia thời gian thành những khoảng nhỏ để nhận đƣợc các 

realization khác nhau của quá trình này (hình 1.2). 

Realization: Trong xác suất thống kê, Realization hoặc một giá trị quan sát 

đƣợc của một biến ngẫu nhiên là giá trị quan sát đƣợc trong thực tế (đã xảy 

ra). 

Hình 1.2 Các realization khác nhau (các đƣờng) của một quá trình ngẫu 

nhiên nhất định z(t) 



Phân bố 

               (1.21) 

trong đó z(ti) = zi phụ thuộc vào z(t). Chúng ta cũng có thể định nghĩa giá trị 

trung bình của bất kỳ hàm nào thông qua tích phân hàm (tích phân đƣờng) 

[27, 28]: 

                       (1.22) 

Trong đó tích phân ở vế phải đƣợc lấy trên tất cả các realization (các 

đƣờng) của quá trình. Để mô tả hoàn chỉnh quá trình z(t), chúng ta chỉ cần 

phiếm hàm đặc trƣng [29] 

                     (1.23) 

Hoặc đối với một quá trình phức 

    (1.24) 

Trong đó J(t) là một hàm tùy ý. Tƣơng tự nhƣ (1.18), các moment tƣơng ứng 

của quá trình là 

          (1.25) 

Trong đó là đạo hàm phiếm hàm [30]. Đôi khi, các giới hạn trên của tích 

phân (1.23) và (1.24) không xác định. Một quá trình z(t) nào đó đƣợc gọi là 

tĩnh (dừng) nếu tất cả và n 

                   (1.26) 

Tƣơng tự nhƣ (1.18), chúng ta định nghĩa các cumulant của quá trình 

                       (1.27) 

Trong đó 

                                  (1.28) 

Bây giờ chúng ta hãy xét ví dụ về một quá trình ngẫu nhiên, đó là 

nhiễu điện báo [31], trong đó x chỉ có thể nhận hai giá trị  và , và xác suất 

đổi dấu trong khoảng thời gian  bằng : 



                                      (1.29) 

trong đó n(t,0) là một số tự nhiên ngẫu nhiên với phân phối Poisson  

, . 

Chúng ta có thể dễ dàng tính đƣợc giá trị trung bình và hàm tƣơng 

quan hai thời điểm (hàm tƣơng quan có hai biến thời gian) của quá trình này: 

                                   (1.30) 

                      (1.31) 

Đối với những moment cao hơn, chúng ta có công thức truy hồi sau đây 

                (132) 

Trong đó . Chúng ta có thể dễ dàng thấy rằng phiếm hàm (1.23) 

thỏa mãn phƣơng trình vi tích phân sau: 

           (1.33) 

Tƣơng đƣơng với phƣơng trình vi phân bậc hai 

              (1.34) 

Với điều kiện ban đầu 

                            (1.35) 

Nhiễu điện báo cũng là một quá trình trong đó tham số  tuân theo một phân 

phối nhất định 

                        (1.36) 

Thế thì  và .Hơn nữa, chúng ta chỉ quan tâm đến quá trình 

nhƣ thế. Thế thì, phƣơng trình (1.33) có dạng 

                      (1.37) 

Và phƣơng trình (1.34) không thay đổi, chỉ có điều kiện ban đầu thay đổi: 

                                           (1.38) 



1.2.2 Nhiễu gauss sơ cấp, phƣơng trình Chapman-Komogorow-

Smoluchowski 

Chúng ta xét tổng sau: 

                     (1.39) 

Trong đó mọi quá trình  là một nhiễu điện báo độc lập với phần 

còn lại và  , xem  là hằng số. Chúng ta dễ dàng thấy rằng hàm 

đặc trƣng của quá trình (1.39) có thể phân tích đƣợc thành các tính, cụ thể 

 , trong đó  là phiếm hàm đặc trƣng của nhiễu điện báo. Từ 

phƣơng trình (1.37), chúng ta có  

                      (1.40) 

Từ (1.37) chúng ta cũng suy ra rằng khi chúng ta có , 

vì vậy  

                      (1.41) 

Nghiệm của phƣơng trình này có dạng 

             (1.42) 

Trong đó 

               (1.43) 

Quá trình có phiếm hàm đặc trƣng dạng (1.42) đƣợc gọi là quá trình 

Gauss. Vì thế, quá trình (1.39) hội tụ về quá trình Gauss. Từ các đặc tính 

Mokov và tĩnh của nhiễu điện báo, chúng ta có thể kết luận rằng trong 

trƣờng hợp giới hạn, quá trình này cũng có thể là quá trình Markov tĩnh. 

Dựa vào định lý Doob [10], chúng ta có thể suy ra rằng nó chính là quá trình 

Ornstein-Uhlenbeck [12, 32]. Do đó, chúng ta gọi quá trình (1.39) là nhiễu 

gauss sơ cấp. Hình 1.3 biểu diễn một số ví dụ về quá trình này. 

Hình 1.3 Nhiễu gauss sơ cấp gồm ba nhiễu điện báo. 

Trong phần mở đầu chƣơng này, chúng ta đã chứng minh rằng hàm 

phân phối xác suất P[z(t)] tƣơng đƣơng với một hệ gồm vô số hàm phân bố 

, những hàm này có tên là xác xuất hợp [32]. Bây 

giờ, chúng ta xét dạng rời rạc của hàm sinh. 



Thế thì 

                          (1.44) 

              (1.45) 

Khái quát hóa công thức (1.17) cho trƣờng hợp nhiều chiều, chúng ta thấy Pn 

sẽ là biến đổi Fourier ngƣợc của các hàm (1.45) 

 

(1.46) 

Bây giờ chúng ta định nghĩa xác suất có điều kiện bằng công thức sau: 

                                 (1.47) 

Khi . Tổng quát hóa định nghĩa này cho trƣờng hợp có vô số đối số 

thời gian chúng ta có 

                  (1.48) 

Khi . Quá trình ứng với 

 là quá trình Markov (mang nghĩa là "không nhớ"). Thế thì, 

chúng ta có thừa số 

 (1.49) 

Vì thế, quá trình Markov đƣợc mô tả hoàn toàn thông qua hai hàm  và 

. Hàm tƣơng quan tùy ý có dạng: 

 

 

                                                                              (1.50) 

Từ các phƣơng trình (1.49) và (1.50), chúng ta suy ra rằng đối với mọi quá 

trình Markov 

 



                                                                           (1.51) 

Trong đó F(z(t)) là một hàm tùy ý theo z. 

Chúng ta hãy quay lại trƣờng hợp nhiễu điện báo. Để phân biệt trƣờng 

hợp này với quá trình liên tục, chúng ta thay đổi ký hiệu . Dùng định 

lý [31] 

                        (1.52) 

Đối với hàm f tùy ý chúng ta có 

 
(1.53) 

Do đó 

                                                                    (1.54) 

Mặt khác 

      (1.55) 

Cuối cùng chúng ta có  

 

(1.56) 

Lấy vi phân biểu thức này, chúng ta thu đƣợc phƣơng trình Chapman-

Komogorov- Smoluchowski (CKS) 

       (1.57) 

Bây giờ chúng ta xét nhiễu gauss sơ cấp (1.39). Đối với mỗi nhiễu điện báo, 

chúng ta có phƣơng trình (1.57). Do các zi độc lập nhau, chúng ta có  

                     (1.58) 

Phƣơng trình (1.57) cho ta 



 

(1.59) 

ở đây, để thuận tiện, chúng ta bỏ qua phần tham số. Căn cứ vào sự tƣơng 

đồng giữa nhiễu (1.39) và hệ spin ½, chúng ta viết lại phƣơng trình (1.59). 

Giả sử α  là  "độ dài"  z(t) tính theo đơn vị , ví dụ, khi n=2, nó có thể nhận 

các giá trị 2 , 0,  -2  và khi n=3 nó có thể nhận các giá trị 3 , 1, -1 , -3  v.v... 

Xác suất chiếm trạng thái với giá trị α là 

                                    (1.60) 

Thế thì, dựa vào (1.59) chúng ta có thể chứng tỏ rằng 

 (1.61) 

Đối với một quá trình bất kỳ, LCKS có thể là một toán tử vi phân, 

hoặc toán tử tích phân, hoặc toán tử sai phân nhƣ trƣờng hợp trên. Phƣơng 

trình sai phân đối với xác suất có điều kiện ở dạng tổng quát do Uhlenbeck 

[8, 32] công bố lần đầu tiên. 

1.2.3 Phƣơng trình Burshtein cho trung bình biên 

Chúng ta xét phƣơng trình 

                                     (1.62) 

ở đây  có thể là một vector, và Ma là một ma trận. Nghiệm hình thức của 

phƣơng trình này có dạng 

             (1.63) 

 

trong đó  là điều kiện ban đầu, không phụ thuộc vào quá trình ngẫu 

nhiên. Khai triển (1.63) thành các chuỗi và xét đến phƣơng trình (1.53), đối 

với một quá trình Markov tùy ý, chúng ta có phƣơng trình 

 (1.64) 

trong đó hàm  đƣợc gọi là trung bình biên, đƣợc biểu diễn bằng công 

thức 



                                      (1.65) 

Lấy vi phân phƣơng trình (1,64), xét đến công thức (1,61) và sử dụng công 

thức quen thuộc 

               (1.66) 

Chúng ta thu đƣợc phƣơng trình Burshtein [33]: 

          (1.67) 

Về sau, phƣơng trình này cũng đƣợc Van Kampen [26] rút ra trong 

trƣờng hợp tổng quát cho bất kỳ quá trình Markov nào, và Zoller và 

Ehlotzky [33] suy ra phƣơng trình cho một số bài toán trong quang lƣợng tử. 

Tuy nhiên, đối với quang lƣợng tử, phƣơng pháp này đã đƣợc trình bày 

tƣơng đối hoàn chỉnh trong bài báo [3]. Xét trạng thái suy biến  chúng ta 

định nghĩa trung bình biên theo cách sau đây: 

                                (1.68) 

Thế thì các đại lƣợng  thỏa mãn phƣơng trình 

 

(1.69) 

Bây giờ, chúng ta hãy xét đến các hệ số hằng trong phƣơng trình 

(1.69). Nhƣ chúng ta đã biết trong lý thuyết phƣơng trình vi phân thƣờng bậc 

nhất, hệ (1.69) chỉ có nghiệm khi bài toán trị riêng của ma trận có nghiệm. 

Mặc dù, ma trận thƣờng có kích thƣớc lớn (khi chúng ta xét một số lƣợng 

lớn nhiễu điện báo), nó có nhiều phần tử triệt tiêu. Thông qua việc lựa chọn 

hợp lý các tổ hợp đại lƣợng biên, chúng ta có thể làm giảm đáng kể kích 

thƣớc ma trận trong những trƣờng hợp cụ thể. 

Nhƣ đã đề cập đến trong phần trƣớc, chúng ta thƣờng mô tả ánh sáng 

laser bằng quá trình Ornstein-Uhlenbeck. Từ đây ta thấy có thể xem quá 

trình này một cách gần đúng là nhiễu gauss sơ cấp. Nhƣ chúng ta sẽ thấy, 

chúng ta chỉ cần chọn vài nhiễu điện báo để nhận đƣợc gần đúng tốt nhất 

cho bài toán nhiễu Ornstein-Uhlenbeck. Sau đó, phƣơng trình (1.69) có thể 

giải chính xác bằng phƣơng pháp giải thích. Vì thế, nhiễu gauss sơ cấp giúp 

chúng ta có thể phân tích ảnh hƣởng của nhiễu Gauss đến các hệ động học, 

thậm chí khi các hệ này thay đổi phi tuyến dƣới tác động của nhiễu. 



1.2.4 Trƣờng hợp tuyến tính 

Nhƣ đã nói, trƣờng hợp đơn giản nhất 

                                 (1.70) 

Trong đó z(t) là quá trình Ornstein-Uhlenbeck, không thể giải đƣợc 

bằng phƣơng pháp giải tích nếu G1 và G2 không thỏa mãn những quy tắc 

giao hoán nhất định (rất đặc biệt). Kus [16] đã phân tích thấu đáo về trƣờng 

hợp này bằng đại số Lie. Quy trình tính toán gần đúng có hệ thống đƣợc 

thực hiện dựa trên phƣơng pháp cumulant do  Van Kampen, Fox và Kubo 

[26, 29, 34] xây dựng. Thông qua khai triển cumulant, chúng ta có thể thu 

đƣợc một phƣơng trình vi phân cho giá trị trung bình dƣới dạng: 

              (1.71) 

Trong đó từng số hạng  có bậc . Vì thế, phạm vi ứng dụng 

của phƣơng pháp này rất hạn chế. Để biểu diễn khai triển này theo một số 

hữu hạn các số hạng, thời gian tƣơng quan phải nhỏ. Ƣu điểm của khai triển 

này là không cần những giả thiết giới hạn về quá trình z(t), điều kiện ở đây 

chỉ là tồn tại thời gian tƣơng quan nhỏ. Nếu chúng ta giả sử rằng z(t) là quá 

trình Markov [35] (trƣờng hợp thƣờng gặp trong quang lƣơng tử), thế thì, 

dựa trên phƣơng trình CKS, chúng ta có thể đƣa bất kỳ bài toán trung bình 

nào về hệ ma trận vô hạn gồm các phƣơng trình vi phân thƣờng, và sau đó 

giải hệ này bằng phƣơng pháp phân số liên tục. Nghiệm ở dạng phƣơng trình 

của một đại lƣợng trung bình  có dạng nhƣ sau: 

             (1.72) 

Trong đó biến đổi Laplace của kernel O(t) có dạng ma trận phân số 

liên tục. Chẳng hạn, đối với quá trình Ornstein-Uhlenbeck process [35] 

                      (1.73) 

Dễ dàng thấy rằng chúng ta sẽ thu đƣợc các kết quả tƣơng tự [36] khi 

xét quá trình Ornstein-Uhlenbeck bằng nhiễu gauss sơ cấp (1.39) với 

. Quá trình điện báo thỏa mãn phƣơng trình vi phân 

                (1.74) 

trong đó Gt là phiếm hàm phụ thuộc thời gian tùy ý của zk(t). 



Áp dụng nhiều lần đẳng thức này cho phƣơng trình 

                            (1.75) 

Đồng thời sử dụng các tính chất của quá trình điện báo 

 chúng ta thu đƣợc hệ thức truy hồi sau đây 

     (1.76) 

Trong đó  và 

                         (1.77) 

Vector  là nghiệm của phƣơng trình ở dạng (1.72) có 

kernel nhƣ sau: 

                    (1.78) 

Khi so sánh các công thức (1.78) với (1.73), chúng ta thấy hai kết quả 

rất giống nhau mặc dù chúng có các hệ số khác nhau, chúng có dạng , 

xuất hiện trong (1.77) ở trƣớc các số hạng kế tiếp trong phân số liên tục. Về 

mặt hình thức, khi , những hệ số này có khuynh hƣớng tiến tới một, 

điều này chứng tỏ sự hội tụ của nhiễu gauss sơ cấp đến quá trình Ornstein-

Uhlenbeck. Theo công trình [35] (mặc dù chƣa có chứng minh chặt chẽ), 

chúng ta có thể thu đƣợc kết quả hội tụ tốt khi chỉ lấy một vài số hạng đầu 

tiên trong phân số liên tục. Trong bài toán tuyến tính này, chúng ta có thể 

thấy, thông qua việc chọn một vài nhiễu điện báo, chúng ta có thể phân tích 

quá trình Ornstein-Uhlenbeck rất tốt. 

Đối với nhiễu điện báo, từ (1.78) ta có 

                                (1.79) 

Biến đổi Laplace cả hai vế của (1.72) ta đƣợc: 

                    (1.80) 

Do đó 



                      (1.81) 

Bây giờ chúng ta xét giới hạn  với .Thế thì, nhiễu 

điện báo sẽ chuyển thành nhiễu Gauss trắng [31] 

                            (1.82) 

Thế thì chúng ta có 

                              (1.83) 

Ở đây, chúng ta thu đƣợc kết quả quan trọng trong lý thuyết các quá trình 

ngẫu nhiên: 

                      (1.84) 

Tổng quát hóa phƣơng trình (1.70) cho quá trình ngẫu nhiên phức, ta đƣợc 

phƣơng trình sau 

             (1.85) 

Trong đó , ,  là các ma trận quyết định (tất định). Thế thì [37, 

38] 

               (1.86) 

1.2.5 Trƣờng hợp phi tuyến 

Chúng ta xét phƣơng trình 

                            (1.87) 

 

Trong đó z(t) là quá trình ngẫu nhiên, và  là đại lƣợng động học vô 

hƣớng. Chúng ta có thể chuyển bài toán phi tuyến này thành bài toán tuyến 

tính bằng cách định nghĩa đại lƣợng sau 

                                  (1.88) 

Nhƣ chúng ta đã biết (xem (1.46)), giá trị trung bình của đại lƣợng này chính 

là phân phối xác suất 



                                    (1.89) 

Chúng ta có thể chứng minh rằng 

                   (1.90) 

Trong trƣờng hợp đơn giản nhất 

                              (1.91) 

Chúng ta thu đƣợc phƣơng trình có dạng (1.70) với , 

. Do đó, chúng ta có thể áp dụng tất cả các phƣơng pháp đã 

đƣợc trình bày ở phần trƣớc (1.2.4). Tuy nhiên, do có các toán tử vi phân, rất 

khó để trình bày ngắn gọn kết quả. Trong một số trƣờng hợp, chúng ta có thể 

thu đƣợc các phƣơng trình vi phân dạng Fokker-Planck. Kus [16] đã nghiên 

cứu trƣờng hợp nhiễu màu Ornstein-Uhlenbeck có nghiệm giải tích. Lý 

thuyết tổng quát của đại số Lie chứng tỏ rằng chỉ có trƣờng hợp cộng 

                                               (1.92) 

Trong đó z(t) là quá trình Ornstein-Uhlenbeck, có thể giải đƣợc bằng 

phƣơng pháp đại số thứ tự thời gian trong [16]. Ngoại trừ trƣờng hợp này, 

phƣơng trình (1.87) chỉ có thể giải đƣợc gần đúng bằng phƣơng pháp 

Sancho và San- Miguel [39] tổng quát hoặc bằng khai triển cumulant [16]. Ở 

đây điều kiện thời gian tƣơng quan nhỏ cũng rất quan trọng. 

1.3 Tóm tắt 

Trong chƣơng này, chúng tôi trình bày các khái niệm cơ bản và lý 

thuyết về các quá trình ngẫu nhiên trong quang lƣợng tử. Trƣớc hết, chúng 

tôi trình bày các mô hình ngẫu nhiên của ánh sáng laser đơn mode và đa 

mode và laser có cƣờng độ bơm thăng giáng. Tiếp theo, chúng tôi điểm qua 

một số khái niệm cơ bản về các quá trình ngẫu nhiên và xét trƣờng hợp đặc 

biệt là nhiễu gauss sơ cấp. Ngoài ra, chúng ta cũng đã xem xét một số 

phƣơng trình quan trọng nhƣ phƣơng trình Chapman- Komogor-

Smoluchowski và phƣơng trình Burstein. Cuối cùng, chúng tôi trình bày ứng 

dụng của nhiễu gauss sơ cấp trong trƣờng hợp tuyến tính và phi tuyến. 

Trong chƣơng tiếp theo, chúng ta sẽ nghiên cứu chi tiết các hiện 

tƣợng quang học gắn liền với các mode ngẫu nhiên có thể giải đƣợc của 

trƣờng điện từ ngoài, cụ thể là trƣờng hợp chúng ta mô hình hóa nó bằng 



nhiễu trắng. Trong trƣờng hợp nhiễu gauss sơ cấp với một hoặc hai nhiễu 

điện báo, chúng ta có thể thu đƣợc phƣơng trình vi phân thƣờng chính xác 

cho phân phối xác suất tĩnh (dừng). Chúng ta sẽ phân tích bài toán này khi 

nghiên cứu về các hiện tƣợng quang học đi kèm với nhiễu gauss sơ cấp đƣợc 

trình bày ở chƣơng ba. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

CHƢƠNG 2 

CÁC HIỆN TƢỢNG QUANg HỌC ĐI KÈM VỚI NHIỄU TRẮNG 

  

Nhƣ đã đề cập đến trong Chƣơng 1, tƣơng tác cộng hƣởng của một số 

laser với hệ nguyên tử là bài toán quang lƣợng tử điển hình, trong đó biên độ 

và pha của ánh sáng laser luôn luôn thay đỏi và va chạm giữa các phân từ 

của hệ thƣờng xuyên đƣợc chú trọng. Bản chất vi mô của tất cả các quá trình 

phục hồi tƣơng ứng rất phức tạp, vì thế ngƣời ta thƣờng mô hình hóa chúng 



bằng các quá trình ngẫu nhiên cổ điển phụ thuộc thời gian. Do đó, phƣơng 

trình động học mô tả bài toán chính là các phƣơng trình vi phân ngẫu nhiên. 

Khi thời gian kết hợp của nhiễu xấp xỉ thang thời gian nội tại của hệ nguyên 

tử, việc tìm đƣợc một nghiệm chính xác của các phƣơng trình ngẫu nhiên 

nhƣ thế rất khó khăn. Những phƣơng trình này không thể giải đƣợc đối với 

một số lƣợng hữu hạn các số hạng ngoại trừ những trƣờng hợp cụ thể, chẳng 

hạn nhƣ trƣờng hợp nhiễu trắng hỗn loạn. Trong chƣơng tiếp theo, chúng ta 

sẽ xét một trƣờng hợp khác về các mô hình có thể giải đƣợc dựa vào quá 

trình gauss sơ cấp [40]. Trong chƣơng này, chúng ta chỉ xét nhiễu trắng của 

trƣờng đặc trƣng cho biên độ trƣờng điện của laser đa mode, hoạt động khi 

giữa các mode không có bất kỳ sự tƣơng quan nào. Trƣớc hết, chúng tôi 

trình bày phƣơng pháp Fano, một nền tảng cơ bản cho nhiều hiện tƣợng 

khác nhau trong các phần tiếp theo. 

2.1 Chéo hóa Fano 

Trong ba thập kỷ qua, cộng đồng nghiên cứu rất quan tâm đến các quá 

trình ion hóa nguyên tử trong trƣờng laser. Một trong những vấn đề nổi bật 

nhất là tự ion hóa cảm ứng laser, và các đặc trƣng cơ bản của phổ electron 

và phổ photon gắn liền với hiện tƣợng tự ion hóa dƣới tác dụng của ánh sáng 

cũng đã đƣợc nghiên cứu trong các công trình  [41-43]. Trong các nghiên 

cứu này, các nhà nghiên cứu thƣờng dùng mô hình Fano [44] cho một hoặc 

hai trạng thái tự ion hóa liên kết với một continuum chéo hóa đƣợc.  Chéo 

hóa Fano dựa trên sự pha trộn Coulomb giữa continuum phẳng với các trạng 

thái ion hóa, cho ta continuum có cấu trúc không tầm thƣờng [44]. Hệ gồm 

một hoặc hai mức tự ion hóa có thể có một số tính chất đặc biệt, mang đến 

một số kết quả thú vị, chẳng hạn nhƣ giao thoa lƣợng tử [45-50], trong suốt 

cảm ứng điện từ (EIT)  ứng dụng trong việc làm chậm vận tốc nhóm của ánh 

sáng [51], và hiệu ứng phản Zeno lƣợng tử [52]. Dựa vào đặc tính bất đối 

xứng của profile Fano, ngƣời ta đã nhận thấy đƣợc tính chất này trong một 

số vật liệu chức năng nhƣ hạt nano plasmon, tinh thể photonic (tinh thể 

quang tử), siêu vật liệu điện từ. Đặc tính độc đáo gắn với hình dạng đƣờng 

bất đối xứng của profile Fano dẫn đến những ứng dụng đầy tiềm năng trong 

nhiều lĩnh vực công nghệ [53]. Profile Fano của các cấu trúc nano đƣợc trình 

bày trong công trình [54]. 

Vào năm 1961, Fano [44] đã xét mô hình nguyên tử trong đó một 

trạng thái  gắn với một continuum đƣợc đặc trƣng bằng thế tĩnh (hình 

2.1). 



Hình 2.1 Hệ mức năng lƣợng nguyên tử trong chéo hóa Fano. Trạng thái tự 

ion hóa   liên kết với continuum phẳng   thông qua tƣơng tác cấu 

hình . 

Trong một số trƣờng hợp, “tự ion hóa cộng hƣởng không tự nhiên” 

hình thành khi nguyên tử nằm trong một trƣờng điện tĩnh [55], hoặc các mức 

năng lƣợng nguyên tử liên kết với  continuum thông qua ánh sáng laser bên 

ngoài  [56, 57]. 

Fano chứng tỏ rằng chúng ta có thể thay thế hệ 2.1 bằng hệ continuum  đơn 

cấu trúc 2.2. 

Hình 2.2 Hệ mức năng lƣợng nguyên tử trong chéo hóa Fano với cấu trúc 

continuum . 

Việc nghiên cứu các quá trình tự ion hóa trong trƣờng mạnh khởi đầu 

từ cuối những năm 70 và đầu những năm 80 [42, 43, 56]. Những công trình 

này bắt nguồn từ nghiên cứu về hiện tƣợng tách Autler-Townes. Trong các 

trƣờng mạnh, phổ electron sẽ có hai peak. Độ rộng của hai peak này phụ 

thuộc chặt chẽ vào tần số Rabi. Nếu một trong hai peak mở rộng nhanh khi 

tần số Rabi tăng, peak còn lại sẽ có độ rộng giảm khi tăng tần số Rabi. 

Rzążewski và Eberly [41, 42] gọi hiệu ứng này là  sự gắn kết các trƣờng kết 

hợp. 

Để mở rộng khả năng ứng dụng, chúng ta cần đƣa vào phƣơng trình vi 

phân ngẫu nhiên dạng tích trung bình trong trƣờng hợp nhiễu trắng. 

 

 

 

 

2.2. Trung bình của các phƣơng trình vi phân ngẫu nhiên dạng tích đối với 

nhiễu trắng 

Trong khuôn khổ lý thuyết Heisenberg, phƣơng trình của các biến số 

động có tính chất tuyến tính, vì thế các phƣơng trình của các đại lƣợng trung 

bình tƣơng ứng cũng dễ dàng tìm đƣợc thông qua các kết quả quen thuộc 

của lý thuyết các quá trình ngẫu nhiên nhân [37, 58]. Trong các vấn đề 

nghiên cứu ở đây, chúng ta giả sử rằng trƣờng laser gồm hai phần. Phần thứ 



nhất là thành phần kết hợp tất định của trƣờng và phần thứ hai có dạng nhiễu 

trắng : 

                              (2.1) 

Dấu ngoặc kép trong (2.1) biểu diễn phép toán lấy trung bình trên toàn 

bộ các realization của quá trình . Thế thì, các phƣơng trình động học của 

hệ đang xét có dạng tổng quát nhƣ sau: 

                      (2.2) 

Trong đó  là hàm vector theo thời gian và A1, A2 , A3 và A4 là các ma 

trận hằng. 

Nhƣ chúng ta đã biết, trong lý thuyết các quá trình ngẫu nhiên nhân 

(đã trình bày ở chƣơng trƣớc), hàm  thỏa mãn phƣơng trình trung bình 

[37, 38]: 

                       (2.3) 

Trong đó  là phản hoán tử   của  và   . Phƣơng trình (2.3) đƣợc 

dùng thƣờng xuyên trong công trình [46]. 

Bây giờ chúng ta xét phổ quang điện tử hình thành dƣới tác động của 

trƣờng nhiễu trắng đối với hệ profile Fano kép. 

2.3 Phổ quang điện tử hình thành dƣới tác động của ánh sáng hỗn loạn dải 

rộng trong continuum có hai mức tự ion hóa 

Trong [46], ngƣời ta xem trƣờng laser là nhiễu trắng tƣơng tác với mô 

hình tự ion hóa Fano trong đó tập hợp các phƣơng trình vi tích phân ngẫu 

nhiên ghép có thể giải đƣợc nghiệm chính xác. Thông qua các nghiệm này, 

chúng ta  có thể xác định phổ chính xác của quang điện tử đối với cả các 

thăng giáng mạnh và yếu. Trong phần này, chúng ta mở rộng lí luận trong 

công trình [46] cho trƣờng hợp hệ Fano kép [45], đối với hệ này, một trạng 

thái tự ion hóa đƣợc thay thế bằng hai trạng thái tự  ion hóa rời rạc nằm 

trong  continuum. Theo công trình [46], mô hình nhiễu trắng của trƣờng lý 

thú vì nó biểu diễn biên độ trƣờng điện của laser đa mode hoạt động trong 

điều kiện không có sự tƣơng quan giữa các mode. Mô hình nhiễu trắng cũng 

đƣợc sử dụng trong công trình [59], đối với công trình này, trong cấu hình 

dạng  của trong suốt cảm ứng điện từ (EIT), trƣờng laser điều khiển có 

phần nhiễu trắng. Thế thì, mô hình đang xét thực tế hơn trong các thí 



nghiệm, do biên độ của laser trong thực tế luôn luôn có một số phần thăng 

giáng nhất định. Tiến hành theo quy trình đƣợc trình bày trong công trình 

[46], trong phần này chúng ta sẽ xét phổ chính xác của các quang điện tử 

[60, 61] và so sánh kết quả này với kết quả trong [45, 46]. Trong những 

phần tiếp theo, chúng tôi sẽ trình bày chi tiết mô hình của chúng tôi và rút ra 

tập hợp các phƣơng trình của toán tử nguyên tử sử dụng trong bài toán. 

Những phƣơng trình này chính xác hơn các phƣơng trình trong [46]. Tiếp 

theo, chúng tôi trình bày kết quả và phân tích. Chúng ta sẽ khảo sát hai 

trƣờng hợp giới hạn thú vị, trong những trƣờng hợp này các công thức giải 

tích sẽ đơn giản hơn, đó chính là trƣờng hợp tham số bất đối xứng bằng vô 

cùng hoặc hữu hạn do Fano [44] đƣa ra và đƣợc tổng quát hóa cho hệ Fano 

kép [45]. 

2.3.1 Mô hình của hệ Fano kép 

Chúng ta xét mô hình trong hình 2.3, trong mô hình này, ngoài trạng 

thái cơ bản , chúng ta có hai trạng thái rời rạc  và  nằm trên 

ngƣỡng ion hóa và tƣơng tác với continuum  thông qua tƣơng tác Coulomb. 

Hai mức này, cũng nhƣ continuum liên kết với trạng thái cơ bản thông qua 

một trƣờng mạnh có tần số  (cho hằng số Planck bằng 1). 

Hình 2.3 Giản đồ mức năng lƣợng nguyên tử đơn giản hóa. Sự liên kết do 

tƣơng tác trong cấu hình của các mức  và  với  dẫn đến sự hình 

thành continuum Fano kép , continuum này liên kết với trạng thái rời rạc 

,  thông qua laser tần số . 

Từ công trình [45], chúng ta thấy profile Fano kép biểu diễn mật độ 

các trạng thái continuum. Trạng thái có hai trạng thái tự ion hóa nằm trong 

một continuum phẳng đƣợc kí hiệu bằng dấu ngoặc tròn .  Yếu tố ma trận 

 mô tả sự ghép của trạng thái mới này với trạng thái cơ bản có dạng 

                              (2.4) 

Trong đó  là tốc độ tự  ion hóa toàn phần, 

 là tham số bất đối xứng hiệu dụng. Nghiệm phức của mẫu số của 

phƣơng trình (2.4) đƣợc kí hiệu là E±, thỏa mãn hệ thức sau [45] 

                                  (2.5) 



 

Trong đó và  và  là mức năng lƣợng trần của các trạng 

thái nguyên tử rời rạc. Biên độ phức A± có dạng: 

                                               (2.7) 

trong đó 

                                      (2.8) 

 (phƣơng trình (2.4)) là dạng tổng quát hóa của biểu thức tƣơng ứng 

của Rzążewski  và Eberly [41, 42] cho trƣờng hợp hai mức tự  ion hóa, cả 

hai mức này dịch chuyển kèm theo phát xạ về trạng thái cơ bản. Lƣu ý rằng 

 là sự chồng chất của nền phẳng và hai Lorentzian. Vì vậy, đối với 

profile Fano kép, sẽ có thêm một Lorentzian do có thêm một trạng thái tự  

ion hóa. 

Cũng nhƣ trong công trình [46], trƣớc hết chúng ta xét Hamilton biểu 

diễn mô hình có một trạng thái liên kết nằm dƣới biên của continuum, những 

trạng thái này và các trạng thái liên tục tự liên kết với chúng thông qua 

trƣờng điện từ ngoài [60]: 

             (2.9) 

Trong đó  và lần lƣợt là các toán tử số chiếm chỗ của các trạng 

thái continuum và trạng thái cơ bản. Hàm   đặc trƣng cho cƣờng độ liên 

kết của các điểm phổ liên tục khác nhau với trạng thái liên kết, và đƣợc biểu 

diễn bằng biểu thức (2.4). Biểu thức này biểu diễn tƣơng tác bức xạ giữa 

những trạng thái đó. Chúng ta sẽ kí hiệu trạng thái cơ bản là và trạng thái 

kích thích là  trong continuum khi có trƣờng ngoài tác động. 

Ngoài ra, chúng ta cũng định nghĩa các toán tử mới sau đây 

 



Do đó, chúng ta có thể tìm đƣợc các phƣơng trình chuyển động 

Heisenberg của các toán tử nguyên tử , , , và . Chúng cấu thành 

một tập hoàn chỉnh và chúng ta dễ dàng tìm đƣợc các toán tử này thông qua 

các giao hoán đơn giản giữa chúng với Hamilton (2.9). Để thuận tiện, chúng 

ta giả sử rằng . 

Lúc này chúng ta giả sử rằng yếu tố ma trận   có dạng [61]: 

                           (2.11) 

Trong đó  là thành phần kết hợp tất định của trƣờng và  là nhiễu 

trắng. 

Đối với trƣờng hợp đang xét ở đây, trƣớc khi lấy trung bình, chúng ta 

chuyển các biến số động sang hệ quy chiếu quay:  

 

Các đại lƣợng mới , và  trong (2.12) cùng với P0 thỏa mãn hoàn toàn 

tập đóng các phƣơng trình sau: 

 

Tiếp theo, dùng phƣơng trình (2.3) cho hệ phƣơng trình (2.13) trong đó các 

ma trận A1, A2 và A3 có dạng: 

 

 



Và ma trận A4 không tồn tại, chúng ta sẽ thu đƣợc các phƣơng trình cho 

trung bình ngẫu nhiên của các biến (để đơn giản chúng tôi đã bỏ dấu ngoặc 

kép): 

(2.15a) 

 (2.15b) 

(2.15c) 

với , Chúng ta dễ dàng tìm đƣợc phƣơng trình 

của toán tử liên hợp  bằng cách lấy liên hợp phức của toán tử . Khi so 

sánh các phƣơng trình  (2.9a) và (2.9b) trong [46] với phƣơng trình (2.15a) 

và (2.15b) chúng ta thấy rằng hai phƣơng trình sau có thêm các số hạng 

tƣơng ứng với phần kết hợp của trƣờng laser b0 phần này bị bỏ qua trong 

[46]. 

Sau đó, thực hiện biến đổi Laplace phƣơng trình (2.15) và kí hiệu 

, chúng ta thấy 

 

 (2.16) 

 

ở đây, chúng ta đã đƣa vào các điều kiện ban đầu của xác suất , 

. Khi chúng ta đƣa vào biến mới (để đơn giản, chúng 

ta cũng bỏ dấu ngã):  

                       (2.17) 

Thế thì công thức của  có dạng: 

             (2.18) 

Trong đó 

 

                           (2.19) 



và tƣơng tự nhƣ vậy, chúng ta có thể viết phƣơng trình cuối cùng của : 

            (2.20) 

Trong đó  là liên hợp Hermit của  trong (2.17). 

Để giải toàn bộ hệ phƣơng trình, chúng ta giả sử  có thể tách đƣợc, tức 

là: 

                       (2.21) 

Tính chất phân tích này rất quan trọng trong quá trình giải các phƣơng trình 

đang xét. Đối với profile  Fano kép, các hàm  và  thỏa mãn các phƣơng 

trình sau với : 

 

(2.22a) 

 

(2.22b) 

Trong đó 

 

Trong đó 

                               (2.24) 

Căn cứ vào tính chất giải tích của , chúng ta có thể giả sử rằng  phải 

có dạng sau: 

     (2.25) 



Và đại lƣợng thỏa mãn công thức biên độ phức tƣơng tự .Thế các công 

thức của , vào các phƣơng trình (2.22a) và (2.22b), sau một số phép toán 

đơn giản chúng ta có: 

                     (2.26) 

Trong đó 

                 (2.27) 

Rõ ràng,  thỏa mãn công thức tƣơng tự sau khi thay thế , 

. Bằng cách áp dụng các phƣơng trình từ (2.17) đến (2.26) và dùng 

định nghĩa A
+
, chúng ta thu đƣợc các phƣơng trình sau 

 

Trong đó 

 

Từ phƣơng trình đầu tiên trong (2.16), chúng ta có công thức của P0 là: 

 

(2.30) 

Chúng ta có thể áp dụng các kết quả ở trên để tính phổ quang điện tử trong 

chế độ xác lập. Đây là nội dung của phần tiếp theo. 

2.3.2 Phổ quang điện tử đối với hai Lorentzian 

Nhƣ đã nói, profile Fano kép chứa hai Lorentzian. Đối với mô hình 

đang xét, chúng ta định nghĩa phổ quang điện tử thời gian dài (dài hạn) là: 

                                     (2.31) 

Chúng ta phải định nghĩa phổ quang điện tử bằng cách nào đó để có 

thể tính nó trực tiếp đƣợc cũng nhƣ biểu diễn phổ này dƣới dạng giải tích 



hoàn chỉnh. Chúng ta chỉ cần tìm các nghiệm giải tích của các phƣơng trình 

(2.26), (2.28) và (2.30), vì chúng là các phƣơng trình đại số tuyến tính. Từ 

biểu thức của CEE(t), chúng ta có thể xác định phân bố phổ của các electron 

kích thích. Ở trạng thái dừng , chỉ có cực tại z=0 trong miền Laplace 

giữ nguyên. Từ định nghĩa EEE, cũng nhƣ tính chất tách của nó, chúng ta có: 

                                (2.32) 

Do đó, công thức của phổ quang điện tử W(E) có dạng: 

                               (2.33) 

Không giống profile Fano đơn, biểu thức giải tích của W(E) đối với 

mô hình đƣợc trình bày ở đây rất phức tạp, vì thế chúng tôi không đƣa ra ở 

đây. Thay vào đó, chúng ta sẽ nghiên cứu phổ quang điện tử trong hai 

trƣờng hợp đặc biệt  [60, 61]: Giá trị của tham số bất đối xứng bằng vô cùng 

hoặc xác định. Tất cả các tần số dùng ở đây đƣợc biểu diễn theo đơn vị tốc 

độ ion hóa toàn phần . 

Tham số bất đối xứng bằng vô cùng ( ): 

Trong trƣờng hợp suy biến , phổ quang điện tử tƣơng tự 

nhƣ dạng đƣợc dự đoán trong công trình [46] khi giá trị của phần kết hợp b0 

không thay đổi, trong khi giá trị của phần nhiễu động a0 thay đổi  (hình 2.4). 

Khi 

Hình 2.4 Phổ quang điện tử của các trạng thái nguyên tử trần rời rạc E1 = E2 

= 0.5; tần số laser EL = 1.0; độ rộng ion hóa tự động = 0.5; và phần 

kết hợp b0 = 0.12. 

Giá trị của phần hỗn loạn a0 không thay đổi và giá tị của phần kết hợp 

b0 thay đổi, peak của phổ cao hơn trong công trình [46] do trong các công 

thức (2.15a) và (2.15c) có b0, đại lƣợng bị lƣợc bỏ trong công thức tƣơng 

ứng của công trình [46] (hình 2.5). Khi giá trị a0 nhỏ, tức là phần kết hợp 

của ánh sáng lớn hơn nhiều so với phần thăng giáng, phổ quang điện tử có 

đặc trƣng tách vạch Autler-Townes. 

Hình 2.6 và 2.7 biểu diễn phổ quang điện tử đối với trƣờng hợp không 

suy biến ( ). Phổ có cấu trúc hai peak không phụ thuộc vào giá trị b0. 

Các phần kết hợp và hỗn loạn thay đổi trong đó đó peak bên phải hầu nhƣ 

không đổi. Peak bên trái giảm khi tăng a0 và tăng khi tăng b0. 



Hình 2.7 Phổ quang điện tử của các trạng thái điện tử trần  E1 = 0.5, E2 = 

7.5; tần số laser EL = 0.05; độ rộng tự ion hóa ;  và phần kết 

hợp b0 = 0.5. 

Tham số bất đối xứng có giá trị hữu hạn: 

Khi các tham số bất đối xứng q1 và q2 hữu hạn, đối với trƣờng hợp suy 

biến (E21 = 0), phổ quang điện tử có dạng nhƣ các hình 2.8 và 2.9 thay đổi 

đáng kể so với phổ trong các hình 2.4 và 2.5. Hình 2.8 biểu diễn phổ quang 

điện tử khi không có phần hỗn loạn (a0 = 0), và tham số bất đối xứng lớn. 

Phổ quang điện tử bất đối xứng và chỉ có một peak khi trƣờng yếu. Phần 

nhọn rõ nét xuất hiện trong phổ quang điện tử khi biên độ trƣờng tăng. Phổ 

quang điện tử này rất giống với phổ quang điện tử của Leonski và các cộng 

sự [45]. Tuy nhiên, khi không có phần hỗn loạn ( ), phổ có dạng nhƣ 

trong hình 2.9, phần nhọn rõ nét trong phổ chỉ xuất hiện một lần, peak đối 

xứng vẫn còn trong phổ nhƣng cƣờng độ của nó nhỏ hơn so với trƣờng hợp 

a0=0. 

Hình 2.8 Phổ quang điện tử trong trƣờng hợp suy biến khi E1 = E2 = 0.5; 

phần hỗn loạn a0 = 0.0; tần số laser EL = 0.5 ; độ rộng tự ion hóa 

, và các tham số bất đối xứng q1 = 90, q2 = 100. 

Các hình 2.10 và 2.11 biểu diễn phổ của trƣờng hợp không suy biến. 

Hình 2.10 minh họa phổ không có phần hỗn loạn và các giá trị b0 nhỏ, phổ 

có hai peak. Tuy nhiên, khi b0 tăng, peak bên trái nhanh chóng biến mất, 

trong khi đó peak bên phải tăng. Khi peak bên trái mất đi, peak bên phải bắt 

đầu tách thành hai peak nữa. Hình 2.11 biểu diễn phổ có phần hỗn loạn, cấu 

trúc hai peak của phổ càng mịn khi b0 tăng. Quá trình này nhanh hơn so với 

trƣờng hợp không có phần hỗn loạn. Theo lý thuyết Fano [44], sự hiện diện 

các zero Fano trong phổ quang điện tử chứng tỏ một số giao thoa lƣợng tử 

có thể xuất hiện trong hệ  do hệ đạt đƣợc các trạng thái continuum qua các 

mức tự ion hóa và các dịch chuyển trực tiếp. Nếu trƣờng điện từ bên ngoài 

thăng giáng thì những giao thoa này cũng yếu. Do đó, chúng ta suy ra rằng 

các zero Fano biến mất trong phổ quang điện tử của mô hình. Chúng ta có 

thể dễ dàng thấy rằng các zero Fano thực sự không tồn tại trong các hình 

này. 

Hình 2.1 Phổ quang điện tử của các trạng thái năng lƣợng nguyên tử trần 

E1= 2.0, E2 = 5.0; tần số laser EL = 2.0; độ rộng tự ion hóa , 

; các tham số bất đối xứng q1=2.0, q2=10.0; và phần hỗn loạn a0 = 

0.5 . 



Tóm lại, trong phần này chúng ta đã xét mô hình tự ion ion hóa cảm 

ứng laser, một mô hình đã đƣợc nghiên cứu trong công trình [45], khi hai 

trạng thái rời rạc trong một continuum đƣợc thay thế bằng một trạng thái tự 

ion hóa. Trong mô hình này, chúng ta giả sử rằng ánh sáng laser gồm hai 

phần: Phần kết hợp và nhiễu trắng. Sau đó, chúng ta xây dựng và giải một 

cách chính xác hệ phƣơng trình vi tích phân ngẫu nhiên ghép và thu đƣợc 

các kết quả biểu diễn tính chất động học của hiện tƣợng tự ion hóa trong mô 

hình Fano kép. Các kết quả của chúng ta có thêm một vài số hạng, khác với 

những kết quả trong công trình [46], điều này làm cho các kết quả của chúng 

ta chính xác hơn. Đặc biệt, chúng ta đã rút ra đƣợc biểu thức giải tích chính 

xác của phổ quang điện tử và so sánh những kết quả này với các kết quả 

trong công trình [45, 46]. Chúng ta cũng xét phổ quang điện tử khi các tham 

số bất đối xứng có giá trị bằng vô cùng hoặc hữu hạn. Các kết quả đối với 

chế độ thăng giáng mạnh và yếu đƣợc phân tích chi tiết. Cũng nhƣ trong 

công trình [59], biên độ của laser thực dùng trong các thí nghiệm luôn luôn 

biến động, vì vậy chúng tôi tin rằng mô hình trong luận văn này thực tế hơn 

trong [45]. Trong phần trƣớc, chúng ta nghiên cứu một hiện tƣợng giao thoa 

lƣợng tử khác, cụ thể là EIT trong các hệ dạng A, những hệ này chứa 

continuum liên kết với một hoặc hai trạng thái tự ion hóa. Hơn nữa, trƣờng 

laser ổn định tuyệt đối cũng đƣợc thay thế bằng nhiễu trắng. 

KẾT LUẬN 

Khi xét đến sự thăng giáng cƣờng độ laser trong các thí nghiệm thực 

tế, chúng ta dùng các quá trình ngẫu nhiên để mô hình hóa ánh sáng laser. 

Thế thì, các phƣơng trình động học trong bài toán đang xét chính là các 

phƣơng trình vi phân ngẫu nhiên. Lấy trung bình các nghiệm ta sẽ đánh giá 

đƣợc ảnh ƣởng của thăng giáng laser đến các đại lƣợng nguyên tử cần xét. 

Bài toán này đã trở thành một trong những bài toán trung tâm của quang học 

lƣợng tử, trong đó có thể kể đến các công trình tiên phong của Eberly và 

Agarwal [2]. 

Hầu nhƣ tất cả các mô hình ngẫu nhiên của laser đều có một đặc điểm 

chung: laser là một trƣờng điện từ cổ điển, đó là một quá trình ngẫu nhiên 

dạng Gauss dừng với thời gian tƣơng quan hữu hạn. Việc tính toán chính xác 

trung bình của các phƣơng trình ngẫu nhiên gắn với nhiễu Gauss, có thời 

gian tƣơng quan hữu hạn rất khó, đôi khi là một “nhiệm vụ bất khả thi”. 

Trong thực tế, chúng ta chỉ mới nghiên cứu thấu đáo các trƣờng hợp đặc biệt 

của nhiễu trắng (tức là thời gian tƣơng quan bằng không). Nhƣ chúng ta đã 



biết, trong trƣờng hợp đơn giản này, việc mô hình hóa laser bằng quá trình 

ngẫu nhiên mang đến nhiều kết quả thú vị. 

Trong luận văn này, chúng ta thu đƣợc một số kết quả mới và lý thú 

về các hiện tƣợng quang học trong đó ánh sáng laser đƣợc mô hình hóa bằng 

nhiễu trắng [59, 60, 61, 87]. Sau đó, chúng ta lấy trung bình các phƣơng 

trình liên quan đến bài toán. Những hiện tƣợng này gắn liền với hai loại giao 

thoa lƣợng tử đƣợc nghiên cứu rộng rãi trong ba thập kỷ qua, cụ thể là các 

quá trình tự ion hóa và trong suốt cảm ứng điện từ. 

Trƣớc hết, chúng ta xét mô hình Fano kép dƣới tác động của trƣờng 

ngoài, trong đó chúng ta giả sử rằng trƣờng điện từ ngoài gồm phần kết hợp 

và nhiễu trắng. Vì thế, chúng ta giải một tập phƣơng trình vi tích phân ngẫu 

nhiên ghép gắn liền với mô hình Fano với hai mức rời rạc và thu đƣợc biểu 

thức chính xác để khảo sát phổ quang điện tử và so sánh với các kết quả 

trong những bài báo trƣớc đây. Do đó, khi có nhiễu trắng của trƣờng điện từ 

ngoài, các zero Fano trong phổ quang điện tử biến mất và các peak của phổ 

quang điện tử nhỏ hơn so với trƣờng hợp không có nhiễu trắng. 

Thứ hai, chúng ta xét độ cảm điện của môi trƣờng nguyên tử chịu tác 

động của laser trong mô hình hệ dạng A gồm hai trạng thái thấp và một cấu 

trúc continuum. Cấu trúc continuum này gồm một hoặc hai trạng thái tự ion 

hóa trong continuum phẳng (continuum chịu tác động của trƣờng laser). 

Chúng ta cũng giả sử rằng trƣờng điều khiển mạnh EIT gồm hai thành phần, 

một thành phần kết hợp và nhiễu trắng. Thông qua việc giải một tập phƣơng 

trình vi tích phân ngẫu nhiên ghép, chúng ta thu đƣợc các công thức chính 

xác của độ cảm điện đối với EIT. 

Chúng ta cũng rút ra phổ tán sắc và hấp thụ của độ cảm. Từ các kết 

quả, chúng ta thấy, khi có nhiễu trắng, hệ số góc của đƣờng công tán sắc và 

độ dài của cửa sổ trong suốt giảm, điểm zero dịch chuyển sang phải, vị trí và 

độ rộng của cửa sổ trong suốt thay đổi đột ngột so với trƣờng hợp không có 

nhiễu trắng của trƣờng điều khiển mạnh. Đặc biệt, tham số đặc trƣng của 

nhiễu trắng là một tham số quan trọng giúp chúng ta có thể điều khiển sự lan 

truyền vận tốc nhóm của ánh áng trong môi trƣờng. 

Chúng tôi tin tƣởng rằng mô hình của chúng tôi, với laser đƣợc mô 

hình hóa bằng nhiễu trắng, thực tế hơn so với các mô hình đƣợc xây dựng 

trong trƣờng hợp không có nhiễu trắng vì biên độ của ánh sáng laser trong 

các thí nghiệm luôn có những thành phần thăng giáng. 



Một lớp các mô hình có thể tìm đƣợc nghiệm chính xác có liên quan 

mật thiết với phƣơng pháp nhiễu Gauss sơ cấp [3], trong đó chúng ta có thể 

thu đƣợc trung bình giải tích chính xác ngay cả đối với những bài toán có 

mức độ phi tuyến cao. Hơn nữa, nhiễu này rất giống với nhiễu Gauss. Nhiễu 

Gauss sơ cấp đƣợc định nghĩa là tổng hữu hạn của các nhiễu điện báo. Trong 

các ứng dụng quang lƣợng tử [4, 5], nhiễu Gauss sơ cấp chỉ bao gồm một vài 

nhiễu điện báo, có thể xem gần đúng là nhiễu Gauss. Do đó, nhiễu Gauss sơ 

cấp giúp chúng ta có thể đánh giá ảnh hƣởng của nhiễu Gauss khi các 

phƣơng pháp gần đúng khác không áp dụng đƣợc. Hơn nữa, do sự hội tụ 

nhanh của nhiễu này thành nhiễu Gauss, chúng ta có thể thấy rằng phƣơng 

pháp này sẽ đem lại các kết quả chính xác hơn so với các phƣơng pháp gần 

đúng khác. Ngay cả khi chỉ có một nhiễu điện báo, chúng ta cũng thu đƣợc 

một số kết quả lý thú [104, 115, 117], cụ thể, chúng ta đã phân tích ảnh 

hƣởng của các thăng giáng va chạm đến các hiện tƣợng quang học. Chúng ta 

xét đến sự thăng giáng thông qua sự thay đổi độ lệch hƣởng, đƣợc đƣa vào 

tập phƣơng trình Bloch quang học thông qua nhiễu tần số va chạm (đƣợc mô 

hình hóa bằng một nhiễu điện báo ngẫu nhiên). Chúng ta tìm nghiệm chính 

xác của các phƣơng trình Bloch ngẫu nhiên. Sau đó dùng nghiệm này để 

xem xét chi tiết phổ Mollow của RF trong trƣờng hợp độ lệch hƣởng tần số 

laser  với vận tốc nguồn phát (không đổi) tùy ý hoặc tuân theo phân bố 

Maxwell-Boltzman. Khi có sự thăng giáng va chạm, giá trị cực đại của các 

peak thấp hơn so với trƣờng hợp không có thăng giáng va chạm nhƣng phổ 

vẫn đối xứng. Tính bất đối xứng của phổ chỉ do lệch hƣởng. 

Cuối cùng, chúng ta khảo sát mô hình phi tuyến với các nhiễu điện 

báo ngẫu nhiên [117, 131]. Từ đây, chúng ta thu đƣợc các phƣơng trình vi 

phân chính xác đối với phân phối xác xuất thăng giáng dừng trong hệ phi 

tuyến chịu tác động của một hoặc hai nhiễu điện báo. Sử dụng nó, chúng ta 

tính toán phân phối xác suất tĩnh của thăng giáng và sự tồn tại của độ dịch 

pha do nhiễu trong Laser Vòng Raman cũng đƣợc trình bày. Đặc biệt, chúng 

ta dễ dàng thấy nhiễu giảm đi trong Laser Vòng Raman. 

Đây là hiện tƣợng lý thú và chỉ xuất hiện trong hệ phi tuyến, cụ thể khi giá 

trị của các tham số nhiễu trong các hệ phi tuyến tăng, phân phối xác xuất ổn 

định co lại. 

Điều đó chứng tỏ rằng đầu ra Stokes của Laser Vòng Raman dần dần 

ổn định dƣới tác động của nguồn bơm điện báo dải rộng. Việc tạo tín hiệu 

bơm điện báo dễ hơn nhiều so với tín hiệu Gauss, vì vậy hiện tƣợng này có 

thể triển khai trong thực tế dễ hơn so với trƣờng hợp bơm Gauss. 



Trong tƣơng lai, chúng ta sẽ xét chi tiết phổ RF đối với trƣờng hợp độ 

lệch hƣởng tần số laser tùy ý trong đó chúng ta phải mở rộng phƣơng pháp 

này cho lý thuyết không có giả thiết RWA. Tiếp theo, chúng ta dễ thấy nhiễu 

sẽ giảm đi trong các hệ phi tuyến có hệ bơm Gauss sơ cấp hai nhiễu điện 

báo. Chúng tôi dự đoán rằng quá trình giảm nhiễu trong Laser Vòng Raman 

nhanh hơn so với trƣờng hợp một nhiễu điện báo. 


