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Chương 5 3 h 37 

Lý thuyết về các phương trình không khả tích 

Đa số các hiện tượng phi tuyến trong khoa học và kỹ thuật tuân theo các 

phương trình không khả tích, và những phương trình này cũng không thể 

đưa về các hệ khả tích được. Trong những trường hợp như thế, lý thuyết tán 

xạ ngược và lý thuyết nhiễu loạn soliton trình bày ở ba chương trước không 

thể áp dụng được. Lý thuyết về các phương trình không khả tích bắt đầu xuất 

hiện cách đây bốn mươi năm. Đến nay, lĩnh vực này đã đạt được nhiều bước 

tiến và nhiều hiện tượng mới gắn liền với các phương trình không khả tích 
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đã được ghi nhận và giải thích về mặt lý thuyết. Ví dụ, người ta thấy rằng 

các sóng đơn độc trong các phương trình không khả tích có thể không ổn 

định; các va chạm và tương tác yếu của các sóng đơn độc trong các phương 

trình không khả tích có thể phụ thuộc vào các điều kiện ban đầu theo kiểu 

fractal; và v.v…Những đặc điểm này khác so với những đặc điểm của các hệ 

khả tích. Trong chương này, chúng tôi trình bày nhiều lý thuyết khác nhau 

về các phương trình không khả tích. 

Fractal (phân mảnh)  là những đối tượng hình học có hình dáng ghồ ghề, 

không trơn nhẵn, và có tính đối xứng trong thiên nhiên  

5.1 Các sóng đơn độc trong các phương trình không khả tích 

Các phương trình không khả tích thường có nghiệm là các sóng đơn độc 

định xứ trong không gian và truyền tĩnh theo thời gian. Những sóng đơn độc 

này có vai trò giống như các soliton đơn trong các phương trình khả tích. 

Những sóng đơn độc này (nếu tồn tại) sẽ quyết định tính chất động học của 

nghiệm. Trong phần này, chúng ta dùng phương trình NLS tổng quát hóa để 

đưa vào những sóng đơn độc này. 

Phương trình NLS tổng quát mà chúng ta xét là  

 

(5.1) 

Ở đây  là một hàm thực, và chúng ta giả sử F (0) = 0. Phương trình này 

mô tả sự truyền ánh sáng phi tuyến trong một môi trường phi Kerr (xem 

chương 1). Nói chung, nó không khả tích (ngoại trừ trường hợp đặc biệt 

, lúc này nó chuyển thành phương trình NLS). Phương trình 

này có ba đại lượng bảo toàn: công suất P, động lượng M và Hamilton năng 

lượng H, các biểu thức của chúng là 

 



(5.2) 

(5.3) 

(5.4) 

Trong đó G (y) là nguyên hàm của F (y) với G (0) = 0, và chỉ số trên "*" 

biểu diễn liên hợp phức. 

Phương trình NLS tổng quát (5.1) thừa nhận những sóng đơn độc tĩnh sau 

đây: 

 

(5.5) 

Trong đó  là hàm thực cục bộ (tức là,  khi ), và  là 

hằng số truyền sóng. Thay nghiệm này vào (5.1), chúng ta thấy rằng  

thỏa mãn các ODE (phương trình vi phân thường) sau đây: 

 

(5.6) 

Chú ý rằng Pt. (5.1) thừa nhận bất biến Galilê, có nghĩa là, nếu  là 

một nghiệm, thì  cũng là một nghiệm, trong đó  là 

một tham số vận tốc tùy ý. Từ bất biến Galilê này và những sóng đơn độc 

tĩnh ở trên, chúng ta có thể thu được những sóng đơn độc chuyển động 

 

 (5.7) 

Đối với các dạng đặc biệt nhất định của tham số phi tuyến , hàm u(x) 

thừa nhận các biểu thức tường minh. Chẳng hạn, khi tham số phi tuyến có 

dạng hai hàm mũ  

 

(5-8) 

trong đó , , và  là hằng số, sau đó nhân Pt.(5.6) với  và lấy tích phân 

một lần, chúng ta được 



 

(5.9) 

ở đây hằng số tích phân triệt tiêu do điều kiện cục bộ …….Phương trình 

(5.9) có thể giải bằng cách đổi biến…..Sau một số phép tính đại số đơn giản, 

chúng ta thu được biểu thức tường minh của u(x) dưới dạng 

 

(5.10) 

Trong đó 

 

Và hằng số truyền  là tham số trong chân không (Kivshar and Agrawal 

(2003)). Sóng đơn độc này sẽ tồn tại và không kì dị (ít nhất là đối với một 

phạm vi nhất định của hằng số lan truyền ) với điều kiện  và không âm 

đồng thời. Trong trường hợp đó, sóng này dướng ở mọi nơi và có một đỉnh. 

Khi ….và…., nghiệm (5.10) suy biến thành sóng đơn độc đại số. 

 

sẽ có độ lớn giảm dần ở các khoảng cách lớn (Micallef và các cộng sự. 

(1996)). 

Lưu ý rằng trong các tài liệu vật lý, các sóng đơn độc thường được gọi là 

soliton. Trong phần còn lại của sách, chúng tôi cũng thừa nhận thuật ngữ 

này. 

5.2 Phổ tuyến tính hóa của các sóng đơn độc 

Khi xét đặc điểm của một sóng đơn độc dưới tác dụng của nhiễu loạn nhỏ, 

chúng ta sẽ thu được phổ tuyến tính hóa của sóng đơn độc. Phổ này chứa 

thông tin quan trọng về độ ổn định và các khía cạnh khác của sóng đơn độc, 

và chúng ta sẽ thảo luận vấn đề đó trong phần này. 



Một lần nữa, chúng ta cũng dùng phương trình NLS tổng quát hóa (5.1) như 

một ví dụ để thảo luận vấn đề này. Khi sóng đơn độc (5.5) bị nhiễu loạn, tức 

là, 

 

(5.13) 

Thế nghiệm nhiễu loạn này vào (5.1) và tuyến tính hóa (tức là, bỏ qua  các 

số hạng…và các số hạng bậc cao hơn), chúng ta thu được phương trình 

tuyến tính hóa đối với nhiễu loạn ….: 

 

(5.14) 

Nghiệm của phương trình tuyến tính này có thể phân tích thành tổng của các 

mode chuẩn khác nhau có dạng 

 

(5.15) 

Trong đó  là trị riêng của mode chuẩn này. Thế (5.15) vào phương trình 

tuyến tính hóa (5.14), chúng ta thấy rằng những mode chuẩn hóa này được 

xác định qua bài toán trị riêng tuyến tính sau đây: 

 

(5.17) 

Để thuận tiện, chúng ta thực hiện  phép đổi biến 

 

(5.18) 

Thông qua phép biến đổi này, bài toán trị riêng ở trên chuyển thành dạng 

đơn giản hơn 

 



(5.19) 

Trong đó 

 

Và 

 

Phương trình (5.19) là một bài toán trị riêng ổn định tuyến tính của sóng đơn 

độc (5.5). Phổ  của nó được gọi là phổ ổn định tuyến tính đối với sóng đơn 

độc này. Chúng ta dễ dàng thấy rằng các trị riêng của Pt.(5.19) có những 

tính chất đối xứng sau đây: nếu X là một trị riêng, thì X*, —X, và —X* 

cũng vậy.  Điều này có nghĩa là những trị riêng này luôn luôn xuất hiện 

thành từng cặp hoặc bội bốn. 

Phổ liên tục của Pt (5.19) có thể dễ dàng thu được trong giới hạn khoảng 

cách lớn……Trong giới hạn này, L0 và Li tiến tới dxx - p, và do đó L trở 

thành một toán tử vi phân với các hệ số hằng. Để X nằm trong phổ liên tục, 

hàm riêng… tương ứng  ở các khoảng cách lớn phải là mode Fourier,tức 

là………Trong đó k là số sóng thực, và  (c1, c2) là các hằng số. Thế mode 

Fourier này vào phương trình trị riêng (5.19) và sử dụng tính chất tiệm cận ở 

trên của các toán tử L0 và L1, chúng ta thấy rằng các trị tiêng liên tục là X = 

±i(k2 + p). Sau đó chọn k đi từ …..đến …., chúng ta tìm được phổ liên tục 

của Pt (5.19) là hai đoạn thẳng ….trên trục ảo. 

Đối với các trị riêng rời rạc, trước hết, , luôn luôn là một trị riêng rời 

rạc. Trị riêng không này có hai hàm riêng rời rạc và hai hàm riêng rời rạc 

tổng quát, 

 

Và  



 

Trong đó các quan hệ (hệ thức) riêng là 

 

(5.25) 

Và 

 

(5.26) 

Những hàm riêng này và các hàm riêng tổng quát hóa được suy ra qua phép 

bất biến tịnh tiến, bất biến pha và hằng số lan truyền trong chân không p và 

vận tốc v trong các sóng đơn độc (5.5) và (5.7). Ví dụ, vì sóng dịch chuyển 

u(x — x0)e,pt cũng thỏa mãn Pt (5.1), thế thì bằng cách cho…..và tuyến tính 

hóa sóng dịch chuyển này quanh vị trí ban đầu x0 = 0, chúng ta thấy rằng 

U(x, t) = u'(x)  sẽ thỏa mãn phương trình tuyến tính hóa (5.14), từ đây cho ta 

hệ thức trị riêng LY1d = 0 trong Pt. (5.25). Những quan hệ riêng còn lại 

cũng được suy ra theo cách tương tự. 

Cùng với trị riêng bằng không này, phổ của Pt.(5.19) cũng có thể chứa các 

trị riêng rời rạc khác. Để minh họa, chúng ta xét ba ví dụ về phương trình 

NLS tổng quát hóa (5.1) với tham số phi tuyến chứa hai số hạng lũy thừa 

(5.8) 

 

(5.29) 

Lấy p=1 trong cả ba trường hợp, phổ của các sóng đơn độc đối với ba tham 

số phi tuyến này được biểu diễn ở H.5.1. Trong trường hợp đầu tiên trong đó 

Pt.(5.1) là phương trình NLS khả tích, phổ không chứa bất kỳ trị riêng rời 

rạc khác không nào, xem H. 5.1 (a). Đặc điểm này cũng đúng đối với tất cả 

các phương trình khả tích. Trong hai trường hợp không khả tích còn lại, tình 



huống có sự khác biệt. Trong trường hợp thứ hai, (5.28), phổ chứa một cặp 

trị riêng rời rạc trên trục ảo. Những trị riêng ảo rời rạc này được gọi là các 

mode nội (bên trong) trong 

Hình 5.1.Phổ ổn định tuyến tính của sóng đơn độc (5.5) (với p=1) trong 

phương trình NLS tổng quát hóa (5.1) với ba tham số phi tuyến khác nhau 

(5.27)-(5.29) 

các tài liệu. Trong trường hợp thứ ba, (5.29), phổ chứa một cặp trị riêng 

thực. Sự xuất hiện của  các trị riêng rời rạc khác không trong phổ tuyến tính 

hóa của các sóng đơn độc đặc trưng cho các phương trình không khả tích, và 

những trị riêng này đóng một vai trò quan trọng trong động học của các sóng 

đơn độc dưới tác dụng của nhiễu loạn. Cụ thể, trong trường hợp thứ ba, bởi 

vì phổ chứa một trị riêng dương thực, mode riêng tương ứng (5.15) trong 

nghiệm nhiễu loạn (5.13) sẽ tăng theo thời gian dưới dạng hàm mũ; vì thế 

sóng đơn độc (5.5) không ổn định tuyến tính. Tổng quát hơn, nếu phổ chứa 

bất kỳ trị riêng nào có các phần thực dương, thì những trị riêng như thế 

không ổn định, và sóng đơn độc không ổn định tuyến tính. Trong trường hợp 

thứ hai, bởi vì phổ chứa một cặp mode nội, mode riêng tương ứng (5.15) 

trong nghiệm nhiễu loạn (5.13) sẽ dao động theo thời gian. Sự dao động này 

dẫn đến dao động hình dạng trong sóng đơn độc nhiễu loạn  (Pelinovsky và 

các cộng sự (1998);. xem Etrich và các cộng sự (1996), Yang (1997, 2002a), 

Kivshar và các cộng sự (1998), và Barashenkov và các cộng sự... (1998) cho 

các dao động hình dạng cảm ứng mode nội trong các hệ vật lý khác). Những 

dao động này giảm chậm theo thời gian do bức xạ năng lượng cộng hưởng, 

xảy ra do các tần số điều hòa bậc cao cảm ứng phi tuyến đi vào phổ liên tục 

của hệ và do đó kích thích cộng hưởng các mode bức xạ. Cuối cùng, sóng 

đơn độc nhiễu loạn phục hồi về sóng đơn độc gần đó và phát bức xạ ra 

trường xa (Yang (1997), Pelinovsky và các cộng sự. (1998), Pelinovsky và 

Yang (2000)). 

Nguồn gốc của những mode nội này và những trị riêng không ổn định là gì? 

Đối với các mode nội trong H. 5.1 (b), tham số phi tuyến có bậc ba năm với 

 và . Khi hệ số phi tuyến bậc năm …tiến tới 

không, trong đó Pt.(5.1) chuyển thành phương trình NLS tiêu chuẩn, chúng 

ta thấy rằng những mode nội này tiến đến biên của phổ liên tục  

(Pelinovsky và các cộng sự (1998)). Điều này chứng tỏ rằng các mode nội 

trong H.5.1(b) tách ra từ biên của phổ liên tục khi Pt(5.1) thay đổi từ khả 

tích sang không khả tích. Nguồn gốc của trị riêng không ổn định trong H. 

5.1(c) khá đa dạng, và nó có liên hệ mật thiết với hệ số góc của đường cong 



công suất của các sóng đơn độc. Những trị riêng không ổn định này sẽ được 

nghiên cứu thêm trong phần tiếp theo. 

5.3 Tiêu chuẩn ổn định Vakhitov-Kolokolov và sự khái quát hóa nó 

Rõ ràng, ổn định tuyến tính của các sóng đơn độc là một vấn đề quan trọng. 

Trong hình. 5.1 (c), chúng ta thấy rằng phổ của sóng đơn độc đó chứa một 

trị riêng dương thực, và do đó sóng đơn độc không ổn định tuyến tính. Để 

hiểu tốt hơn sự bất ổn định này, chúng ta khảo sát xem trị riêng không ổn 

định này di chuyển như thế nào khi hằng số lan truyền…của sóng đơn độc 

thay đổi. Đồng thời, chúng ta quan sát công suất của sóng đơn độc. Ở đây, 

công suất P được định nghĩa là 

 

(5.30) 

Hình 5.2.(a) Đường cong công suất của các sóng đơn độc trong phương trình 

NLS tổng quát hóa (5.1) với độ phi tuyến (5.29); (b, c)phổ ổn định tuyến 

tính các các sóng đơn độc tại p = 1 và 3 (được đánh dấu bằng vòng tròn 

trong (a)). 

Sử dụng công thức sóng đơn độc (5.10) cho tham số phi tuyến cơ bản gồm 

hai số hạng chứa lũy thừa (5.29), chúng ta có thể dễ dàng thu được hàm 

công suất và biểu diễn nó trong hình. 5.2 (a).  Chúng ta thấy rằng hàm này 

có cực tiểu tại pc ^ 1.7. Khi p < pc, P'(p) < 0, và khi p > pc, P'(p) > 0. Tại hai 

giá trị p bằng 1 và 3 nằm ở hai phía của cực tiểu công suất này, phổ của các 

sóng đơn độc có dạng như hình. 5.2 (b, c). Những phổ này cho thấy sóng 

đơn độc tại p = 1 không ổn định tuyến tính, trong khi sóng đơn độc tại p=3 

ổn định tuyến tính. Khi p thay đổi liên tục từ 1 đến 3, cặp trị riêng thực 

chuyển về gốc, va chạm ở đó và sau đó tách ra dọc theo trục ảo. Điểm tách 

(điểm phân nhánh) trong đó trị riêng thay đổi từ không ổn định sang ổn định 

chính là điểm cực tiểu công suất. Những đặc điểm này cho thấy rằng sự ổn 

định tuyến tính của những sóng đơn độc này có liên quan mật thiết với dấu 

của hệ số góc của đường cong công suất. Thực sự, điều này đã xảy ra. Mối 

liên hệ đáng chú ý giữa độ ổn định tuyến tính và hệ số góc của đường cong 

công suất lần đầu tiên được khám phá bởi Vakhitov và Kolokolov (1973) và 

hiện nay được gọi là tiêu chuẩn ổn định Vakhitov-Kolokolov. Những kết quả 

tương tự hoặc có liên quan cũng có thể rút ra được theo cách của Weinstein 

(1986), Jones (1988), và Grillakis (1988) cho các phương trình NLS tổng 



quát hóa (xem Pt. (5.31) dưới đây), và bởi Bona và các cộng sự. (1987) và 

Pego và Weinstein (1992) cho các phương trình loại KdV thông qua các 

phương pháp giải tích khác nhau. 

5.3.1 Tiêu chuẩn ổn định Vakhitov-Kolokolov 

Để giới thiệu tiêu chuẩn ổn định Vakhitov-Kolokolov, chúng ta xét phương 

trình NLS nhiều chiều với tham số phi tuyến có dạng tổng quát là: 

 

(5.3.1) 

Trong đó …….. là Laplace trong không gian N chiều ……, và…..là hàm 

thực với……Phương trình này là phiên bản mở rộng nhiều chiều của 

phương trình NLS tổng quát hóa 1 chiều (5.1) đã xét trong hai phần trước. 

Đối với một lớp rộng các tham số phi tuyến…., phương trình (5.31) có 

nghiệm là sóng đơn độc trạng thái cơ bản 

 

(5.32) 

Trong đó u(x) dương ở mọi nơi và có một cực đại duy nhất. Hàm u(x) thỏa 

mãn phương trình 

 

(5.33) 

Để nghiên cứu sự ổn định tuyến tính của sóng đơn độc này, chúng ta sử 

dụng quy trình tuyến tính hóa tương tự như ở phần trước. Quy trình đó có 

thể chuyển về dạng ngắn gọn hơn như sau. Bằng cách sử dụng nhiễu loạn 

chế độ chuẩn tắc (5.15) và phép đổi biến (5.18), chúng ta có thể làm nhiễu 

sóng đơn độc này bằng các mode chuẩn tắc có dạng 

 

(5.34) 



Trong đó…..là các nhiễu loạn mode chính tắc, và X là các trị riêng của 

mode. Thế nghiệm nhiễu loạn này vào (5.31) và tuyến tính hóa, chúng ta thu 

được bài toán trị riêng tuyến tính sau: 

 

(5.35) 

Trong đó 

 

(5,36) 

(5,37) 

Là phiên bản nhiều chiều của các toán tử một chiều trong (5.21) - (5.22). Cả 

L0 và Li đều là các toán tử Schrodinger tuyến tính và có tính chất Hermit, và 

do đó tất cả các trị riêng của chúng đều là số thực. Ngoài ra, từ Pt. (5.33) và 

đạo hàm của nó đối với xn, chúng ta có 

  

(5.38) 

Vì thế, không chính là trị riêng của cả hai toán tử. Bởi vì trạng thái cơ bản 

u(x) dương và ……theo tính chất của các toán tử Schrodinger tuyến tính, 

không chính là trị riêng lớn nhất của L0, và nhân của L0 chỉ chứa một hàm 

riêng u(x) (xem Struwe (2000 ), cụ thể là đoạn ngay bên dưới Định lý B.4 ở 

trang 246). Đối với toán tử L1, bởi vì u (x) là trạng thái cơ bản, L1 chỉ có 

một trị riêng dương (Vakhitov và Kolokolov (1973); Weinstein (1986), Định 

đề 4.2), và hàm riêng tương ứng dương ở mọi nơi (Struwe (2000)) . Những 

tính chất này rất quan trọng cho các phân tích tiếp theo. 

Bây giờ, chúng tôi trình bày tiêu chuẩn ổn định Vakhitov-Kolokolov cho 

trạng thái cơ bản (5.32) trong phương trình NLS tổng quát hóa đa chiều 

(5.31). 

Định lý 5.1. Trạng thái cơ bản (5.32) trong Pt.(5.31) không ổn định tuyến 

tính khi và chỉ khi….Khi không ổn định, sẽ chỉ có một trị riêng không ổn 

định duy nhất là thuần túy thực. 



Chứng minh. Trước hết, bằng cách chọn giới hạn….trong bài toán trị riêng 

(5.35), chúng ta dễ dàng thấy rằng các trị riêng liên tục của X đều nằm trên 

trục ảo (xem phần trước). Vì thế chúng ta chỉ cần xét các trị riêng rời rạc. Để 

làm điều này, trước hết chúng ta khử hàm riêng w trong bài toán trị riêng 

tuyến tính (5.35) và phát biểu lại dưới dạng 

 

(5.39) 

Chúng ta chuẩn hóa mỗi hàm riêng v(x) bằng cách 

 

(5.40) 

Trong đó tích trong là dạng tiêu chuẩn trong không gian hàm khả tích bình 

phương: 

 

(5.41) 

Tiếp theo, chúng ta lấy tích trong của Pt. (5.39) với u (x). Lưu ý rằng L0 là 

toán tử Hermit và L0u = 0, chúng ta thấy rằng đối với bất kỳ trị riêng X khác 

không nào, hàm sóng v(x) trực giao với u (x), tức là, 

 

 (5.42) 

Đối với phân tích ổn định, chúng ta chỉ cần xét các trị riêng khác không, vì 

thế phương trình ở trên nói lên rằng chúng ta chỉ cần xét các hàm riêng v(x) 

trong không gian 

 

(5.43) 

Bởi vì nhân của L0 chỉ chứa hàm u (x), vì thế L0 khả nghịch trong không 

gian S. Lấy nghịch đảo của L0 trong Pt. (5.39), chúng ta được 

 



 (5.44) 

Bây giờ chúng ta lấy tích trong của phương trình này với hàm riêng v, ta 

được 

 

(5.45) 

Bởi vì không là trị riêng lớn nhất của L0, do đó L0 và L—1 đều xác định âm 

trong không gian S, và do đó {v, L— 1v) < 0. Rõ ràng, tử số {v, L1v) là số 

thực vì L1 là toán tử Hermit. Vì thế X2 cũng luôn luôn thực. Điều này có 

nghĩa là tất cả các trị riêng X của toán tử tuyến tính hóa hoặc thuần thúy 

thực hoặc thuần túy ảo. Thêm vào đó, bởi vì X2 thực, hàm riêng v trong Pt. 

(5.39), hoặc dạng tương đương (5.44), cũng có thể chuyển thành dạng thuần 

túy thực. Do đó, chúng ta chỉ giới hạn không gian S chứa những hàm thực 

trực giao với u. 

Ổn định tuyến tính của sóng đơn độc (5.32) được xác định qua dấu của….Cụ 

thể, sóng đơn độc không ổn định tuyến tính khi và chỉ khi…..Từ hệ thức trị 

riêng (5.44), chúng ta có thể dễ dàng thấy rằng đối với bất kỳ hai trị riêng 

Xm và Xn khác nhau, những hàm riêng vm và vn của chúng thỏa mãn hệ 

thức trực giao (vm, L—1vn) =0. Do đó, bằng cách khai triển hàm…thành 

một tập hoàn chỉnh các hàm riêng của bài toán trị riêng (5.44), từ (5.45) 

chúng ta thấy rằng 

 

(5.46) 

Lưu ý rằng v trong (5.45) là hàm riêng của bài toán trị riêng ổn định tuyến 

tính (5.44), nhưng v trong bài toán cực tiểu hóa (5.46) là hàm tùy ý  trong 

không gian S. Bởi vì……sóng này không ổn định tuyến tính khi và chỉ khi  

 

(5.47) 

Để xác định cực tiểu của….chịu hai điều kiện ràng buộc (5.40) và (5.42), 

chúng ta dùng phương pháp nhân tử Lagrange. Định nghĩa hàm Lagrange 



 

(5.48) 

Trong đó K và n là các nhân tử Lagrange , thế thì bài toán chuyển thành tìm 

điểm dừng (điểm tới hạn, điểm cực trị) của hàm L này. Tại điểm dừng, độ 

biến thiên hoặc đạo hàm từng phần của L đối với v, K, và n sẽ triệt tiêu. Bởi 

vì v(x0 thực, bằng cách lấy biến thiên hàm này đối với v và cho nó bằng 

không, chúng ta thu được 

 

(5.49) 

Bằng cách lấy đạo hàm từng phần của L đối với K và n và cho nó bằng 

không, các điều kiện ràng buộc (5.4) và (5.42) sẽ được phục hồi. Khi lấy tích 

trong của Pt.(5.49) với u và sử dụng điều kiện ràng buộc (5.42), ta được 

 

(5.50) 

Do đó, điều kiện không ổn định (5.47) sẽ thỏa mãn khi và chỉ khi hàm 

Lagrange L thừa nhận các điểm dừng với  K>0. 

Tiếp theo, chúng ta xác định các điểm dừng của hàm Lagrange L; tức là, 

chúng ta giải các Pt. (5.40), (5.42), và (5.49). Nếu n=0, thì từ phương trình 

(5.42) và (5.49) chúng ta thấy K trùng với một trong những trị riêng của L1, 

và hàm riêng của trị riêng này phải trực giao với u. Nhưng L1 chỉ có một trị 

riêng dương, và hàm riêng của nó dương và do đó không thể trực giao với u 

(cũng là đại lượng dương). Do đó, K không thể là trị riêng dương của L1, và 

do đó không có sự bất ổn định xuất hiện trong trường hợp này. 

Dưới đây, chúng ta xét trường hợp còn lại trong đó n=0. Để giải các Phương 

trình  (5.40), (5.42), và (5.49), chúng ta sẽ khai triểm v(x) thành một tập 

hoàn chỉnh  các hàm riêng của toán tử Schrodinger tuyến tính L1. Đối với 

toán tử này, phổ liên tục của nó là khoảng …….Đối với mỗi A trong khoảng 

này, hàm riêng liên tục tương ứng được kí hiệu là v(x; A) (thực sự, tại mỗi 

trị riêng liên tục A, sẽ có hơn một hàm riêng liên tục, những hàm riêng liên 

tục này đều có thể được liệt kê ra một cách thích hợp, và phân tích sau đây 

vẫn có thể áp dụng được). Toán tử L1 cũng có một số trị riêng rời 



rạc………, và các hàm riêng tương ứng của chúng được kí hiệu là…….Do 

đó 

 

(5.51) 

Từ những phần trước, bởi vì u (x) là trạng thái cơ bản và L1uxj = 0, L1 chỉ 

có một trị riêng dương A1 > 0. Thêm vào đó, A2 = 0 và v2 = uxj. 

Đối với toán tử Schrodinger L1, những hàm riêng liên tục và rời rạc này 

hình thành nên một tập hoàn chỉnh. Chuẩn hóa những hàm riêng này, những 

tích trong của chúng là 

 

(5.52) 

(5.53) 

Trong đó …là hàm Dirac, và Smn bằng 1 hoặc 0 tùy thuộc vào các chỉ số m 

và n có bằng nhau hay không. 

Bây giờ chúng ta xác định các điểm dừng của hàm Lagrange L. Để làm điều 

này, chúng ta khai triển u và v thành một tập hoàn chỉnh các hàm riêng của 

L1: 

 

(5.54) 

(5.55) 

Ở đây các hệ số khai triển có thể thu được từ các hệ thức tích trong (5.52) - 

(5.53) dưới dạng 

 

(5.56) 



Và 

 

(5.57) 

Thế các khai triển (5.54)-(5.55) vào phương trình điểm dừng (5.49), chúng 

ta thu được các hệ số khai triển trong v(x) là 

 

(5.58) 

Thế thì, dùng các khai triển (5.54)-(5.55), tích trong (5.52)-(5.53), cũng như 

Pt. (5.58), điều kiện trực giao (v, u) = 0 trong (5.42) chuyển thành 

 

(5.59) 

Nói cách khác, K là nghiệm của hàm Q(K). 

Bây giờ chúng ta xét vị trí của những nghiệm này. Trước hết lưu ý rằng c1 = 

(p1, u) = 0, vì cả p1 và u đều dương. Thêm vào đó, c2 = (p2, u) = (uxj, u) 

=0. Do đó nghiệm lớn nhất Kmax của Q(K) nằm giữa A3 < 0 và A1 > 0. 

Trong khoảng A3 < A < M, Q(K) tăng đơn điệu từ —to đến +to. Do đó, dấu 

của Kmax được xác định qua dấu của Q(0). Nếu Q(0) > 0, thì Kmax < 0, và 

nếu Q(0) < 0, thì Kmax > 0. Từ (5.54) và (5.59), suy ra rằng 

 

(5.60) 

Để tính ….., chúng ta lưu ý rằng thông qua việc lấy vi phân phương trình 

sóng đơn độc (5.33) đối với p, chúng ta có: 

 

(5.61) 

Và do đó……Thế kết quả này vào (5.60), chúng ta được 



 

(5.62) 

Do đó, khi ……, trạng thái cơ bản u(x) không ổn định tuyến tính, và 

khi……., nó ổn định tuyến tính. Khi nó không ổn định, trị riêng không ổn 

định X thuần túy thực (xem chứng minh ở phần trước). Đó là điều phải 

chứng minh. 

 

Khi trạng thái cơ bản u(x) không ổn định tuyến tính theo tiêu chuẩn 

Vakhitov-Kolokolov, sự không ổn định này có các tính chất đặc trưng của 

nó. Để minh họa những tính chất đặc trưng này, chúng ta xét ví dụ về sóng 

đơn độc trong H.5.2(b). Sóng này không ổn định tuyến tính bởi vì….Để thấy 

được sự không ổn định này, chúng ta làm nhiễu loạn sóng đơn độc này 

 

(5.63) 

Trong đó e làm tham số nhiễu loạn. Chọn e = 0.02 and —0.02, sự  biến đổi 

theo thời gian của các sóng đơn độc bị làm nhiễu loạn được biểu diễn trong 

H. 5.3(a, b). Trong trường hợp trước, trong đó trạng thái nhiễu loạn có công 

suất cao hơn sóng đơn độc, ban đầu xung co lại và độ dốc tăng. Sau đó nó 

hơi co lại và tăng độ dốc. Do đó, sóng bị nhiễu chuyển thành trạng thái dao 

động. Trong trường hợp sau, trạng thái nhiễu loạn 

 

Hình 5.3. Sự hình thành chế độ bất ổn định Vakhitov-Kolokolov đối với 

sóng đơn độc trong H. 5.2(b) trong các nhiễu loạn (5.63): (a) e = 0.02; (b) e 

= -0.02. 

có công suất thấp hơn, xung mở rộng đều đặn và giảm đến không. Hai 

trường hợp hình thành sự bất ổn này ứng với các nhiễu loạn ban đầu khác 

nhau đặc trưng cho sự bất ổn Vakhitov- Kolokolov. 

 

Từ hình 5.3, chúng ta thấy rằng sự bất ổn định Vakhitov- Kolokolov có thể 

được xem là bất ổn định độ rộng. Thực sự, trong quá trình phát triển ban đầu 

của sự bất ổn định này, độ rộng xung co hoặc giãn tùy thuộc vào nhiễu loạn 



ban đầu. Sự biến động độ rộng trong quá trình hình thành bất ổn đã được 

Pelinovsky và các cộng sự (1996) nghiên cứu. Thông qua phân tích tiệm cận 

gần các điểm công suất cực tiểu,  phương trình động học đối với hằng số 

truyền của sóng đơn độc được rút ra. Dùng phương trình động học này, 

chúng ta có thể giải thích được tất cả các đặc trưng chính của chế độ bất ổn 

Vakhitov-Kolokolov. 

Tiêu chuẩn ổn định Vakhitov-Kolokolov trong Định lý 5.1 chỉ có thể thu 

được cho trạng thái cơ bản của phương trình NLS tổng quát hóa (5.31). Như 

chúng ta đã biết, phương trình NLS tổng quát hóa này, trong hai hoặc nhiều 

chiều không gian, cũng thừa nhận các sóng đơn độc bậc cao đối xứng xuyên 

tâm (5.32) trong đó u(x) vẫn có giá trị thực nhưng đi qua những giá trị 

không dọc theo hướng xuyên tâm. Đối với các trạng thái bậc cao (kích thích) 

này, L0 không xác định âm trong không gian S, và do đó không thể áp dụng 

được phân tích Vakhitov-Kolokolov. Bài toán này đã được Jones (1988) và 

Grillakis (1988) nghiên cứu. Sử dụng các phương pháp khác, Jones (1988) 

chứng tỏ rằng nếu n+(L1) - n+(L0) > 1, trong đó n+(L) biểu diễn số trị riêng 

dương trong toán tử L, thế thì sóng bậc cao hơn sẽ có trị riêng dương thực và 

do đó không ổn định tuyến tính. Grillakis (1988) chứng tỏ rằng nếu….., thì 

sóng bậc cao hơn sẽ có trị riêng dương thực và do đó không ổn định tuyến 

tính. 

5.3.2 Khái quát hóa tiêu chuẩn Vakhitov-Kolokolov 

Trong quá trình chứng minh tiêu chuẩn ổn định Vakhitov-Kolokolov ở mục 

trước, bước quan trọng là toán tử L0 xác định âm trong không gian S. Từ 

tính chất của các toán tử Schrodinger tuyến tính và hệ thức……., chúng ta 

biết rằng đối với bất kỳ sóng đơn độc dương u(x) (cho dù ở trạng thái cơ bản 

hoặc không), không vẫn là trị riêng lớn nhất của L0 (Struwe (2000)), và do 

đó L0 vẫn xác định âm trong S. Trên cơ sở này, chúng ta có thể tổng quát 

hóa tiêu chuẩn Vakhitov-Kolokolov cho bất kỳ một sóng đơn độc dương 

trong một lớp rộng phương trình phi tuyến loại Schrodinger với các thế 

năng. Điều này sẽ được tiến hành trong mục này. 


