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Giải. Do  là phép chiếu, tồn tại một -mô-đun tự do  và các  -đồng cấu 

 và  sao cho . Đặt  là một cơ sở của  và  

là ảnh tự nhiên cùa  trong  Dễ dàng chứng minh rằng là một 

cơ sở của  đóng vai trò là một mô-đun trên , do đó,    là -tự 

do.  

 

Các đồng cấu  và  khiến các -đồng phôi   và 

 và các phép toán của chúng là một ánh xạ đồng nhất. Do đó  là 

một đơn cấu và Im  là một hạng tử trực tiếp của  và như vậy là -

phép chiếu. Nhưng  với Im  đẳng cấu( đồng dạng). Vì vậy  cũng 

là -phép chiếu. 

 

Bài 19. Giả sử rằng  và    là các dãy 

khớp, và  là một -đồng cấu sao cho biểu đồ 

................................................. 

 

 

giao hoán. Chứng minh rằng f là một đẳng cấu 

Giải. Giả sử rằng . Thế thì  và  do đó 

 với b thuộc B . Nhưng  và do  là một đơn 

cấu, . Do đó  và như vậy  là đơn cấu. 

 

 

Bây giờ giả sử rằng .  Do   là một toàn cấu, tồn tại  sao cho 

. Như vậy . Từ đó 

 với b thuộc B. Suy ra rằng 

 

 

 

Vì vậy  cũng là một toàn cấu và do đó là đơn cấu... 

 

Bài 20. Chứng minh rằng nếu  là một mở rộng của  bởi , thì 

 

t <s 

Giải. Cho S là một dãy khớp  Ta có thể xây dựng các dãy 

khớp  và  

 

Trong đó  là phép chiếu và  đơn ánh. Từ đây chúng ta có các biểu đồ giao 

hoán  

...................,  

 



ảnh của  đối với   dưới sự liên thông đồng cấu phát sinh từ  biểu đồ thứ 

nhất đối với thứ hai.  

 

 

 

Xét biểu đồ thứ nhất. Ảnh của  trong  là . Chọn 

 để có ảnh  trong , tức là để cho  .Ảnh 

của  trong  là  . Theo đó, bằng lý thuyết về đồng cấu liên 

thông (xem phần (3.4)), tồn tại g thuộc  sao cho . 

Như vậy  là ảnh  của , trên  

 

 

 

Bây giờ chúng ta kiểm tra biểu đồ thứ 2. Ảnh của  trong  là  

và tồn tại  sao cho . Hơn nữa tồn tại g’ thuộc 

 mà .  Điều này đảm bảo rằng  là ảnh  cùa 

, trong  

 

Kế tiếp, biểu đồ 

...................... 

giao hoán do ' và . Từ đó và  liên hợp 

theo nghĩa được đề cập trong phần (3.2). Suy ra rằng  và như vậy 

 

Bài 21. Cho  và  là hai mở 

rộng của B bởi A và giả sử chúng tương ứng với các phần tử và  của 

. Xây dựng một mở rộng của B bởi A tương ứng với . 

 

Giải. Cho Y là một mô-đun con của  chứa tất cả các cặp  

sao cho ,và cho Y’ là mô-đun con của   tạo bởi tất 

cả các cặp  trong đó . Thì Y' là một mô-đun con 

của Y. Đặt X = Y/Y' và nếu , cho là các ảnh tự nhiên 

trong X. Định nghĩa  một -đồng cấu . Nếu bây giờ  , thì 

..................................... 

 

 

với b’ thuộc B. Do đó , và vì  là một đơn cấu, nên  

và do vậy nên b=0. Điều này cho thấy  là một đơn cấu. 

 

Dễ dàng kiểm chứng rằng  xác định tốt. Hơn nữa, nếu , thì tồn tại  

 và  sao cho . Vì vậy . 

Điều này cho thấy  là một toàn cấu. 

Ta nói rằng    



  

là một dãy khớp, do đó nó tạo ra một mở rộng của B bởi A . 

 

Giả sử . Thế thì      và  

cho các phần tử phù hợp  và  trong B. Theo đó 

 

Suy ra Ker Im và chiều ngược lại (imf thuộc kerj (đổi chiều dấu bao 

hàm thức) ) là hiển nhiên, điều này chứng minh khẳng định của chúng tôi. 

Cho  là một dãy khớp  trong    với phép chiếu  

và tạo thành các sơ đồ giao hoán : 

 

 

Tiếp theo, định nghĩa một  -đồng cấu  bởi . 

Điều này là có thể vì . Dễ dàng kiểm chứng  

biểu đồ     

................................................. 

giao hoán 

 

Cuối cùng cho  là đồng cấu liên thông phát 

sinh từ dãy  

 . Bởi (3.9.9),  và tương tự . Do đó   

 

 

cho thấy rằng  là mở rộng cần tìm. 

 

VÀNH ĐA THỨC VÀ VÀNH MA TRẬN 

 

4.1  Tổng quát 

Thông thường  biểu thị các vành với các phần tử đơn vị (nhưng không 

nhất thiết phải  giao hoán ) và ký hiệu  v..v- vẫn mang ý nghĩa đã 

được đưa ra ở mục (1.1). Ta sẽ tiếp tục dùng  để biểu thị vành các số 

nguyên ,và khi thuận lợi, sẽ xác định loại của các nhóm Abel cộng tính với 

loại của Z-mô-đun. Trong suốt mục (4.2), chữ  sẽ được dùng cho một vô 

định. Ta nhắc lại rằng một vành không tầm thường là một vành trong đó 

phần tử 0 không phải là phần tử đơn vị.   

 

 

4.2    Hàm tử đa thức 

 

Cho  là một vô định và gọi  là tập hợp các đa thức trong  với các hệ 

số trong . Theo đó nếu  và  thuộc  thì chúng được biểu diễn dưới 

dạng 



 

 

 

 

Và    

 

ở đây  và   thuộc A.  Ta  xác định tổng và tích  của  và  bởi 

  

Và  

 

 

Khi đó kết quả là  trở thành vành có đa thức hằng 

 và  đóng vai trò là phần tử không và 

phần tử đơn vị tương ứng. 

 

 

Vô  định x có thể xác định với đa thức 

 

 

và nếu điều này xảy ra thì thuộc về  tâm của  và nó không là một ước 

của 0. 

 

Chú ý rằng nếu  là vành không tầm thường, thì cũng là một phần tử 

không nghịch đảo (trong lý thuyết vành, unit còn được gọi là invertible 

element (phần tử nghịch đảo)) của  phần này hình như thiếu 1 đoạn 

...^^!) 

trên các số hạng hằng của nó. Đây là một toàn ánh đồng cấu-vành với nhân 

là (2 mặt) Iđêan được sinh bởi . Do đó  và  là các vành 

đẳng cấu. Ta thường xác định chúng và viết  

 

            (4.2.1) 

Cho  là một -mô-đun trái. Ta cũng có thể xét các đa thức hình thức trong 

x với các hệ số trong . Tập tất cả các đa thức như vậy được kí hiệu là . 

Do đó mỗi phần tử  của  được biểu diễn dưới dạng 

, trong đó , ,  v..v thuộc  A. Cách thêm các phần tử 

của  vào là rõ ràng, và cũng  dễ thấy rằng , một khi sự  bổ sung đã được 

định nghĩa,  tạo thành một nhóm Abel ( hay nhóm  giao hoán) 

Giả sử  và   

tương ứng thuộc  và . Ta định nghĩa tích  bởi 

 



và bây giờ  hiển nhiên là A [x] đã mang cấu trúc của  một  -mô-đun 

trái.Tuy nhiên, chúng ta có thể phân tích thêm nữa. Giả sử  là một 

đồng cấu của -mô-đun trái. Điều này dẫn tới một [x]-đồng cấu từ A[x] 

vào B[x], biến  trong   thành phần tử  

 ... của . Thực chất chúng ta đã xây dựng một hàm tử 

hiệp biến từ  tới . Hàm tử này được gọi là hàm tử đa thức 

 

Bài tập 1. Chứng minh rằng một hàm tử đa thức là khớp. Đồng thời chứng 

minh rằng nếu -mô-đun A  là tự do, thì A[x] là một -mô đun tự do. 

Suy ra rằng một  -mô-đun trái  là -phép chiếu  khi và chỉ khi   là  

[x]–phép chiếu. 

Để áp dụng, chúng ta sẽ thực hiện phép chứng minh 

Bổ đề 1. Cho A là một  -mô-đun trái. Thế thì 

 

Chứng minh. Cho n  0 là một số nguyên và ta xây dựng một dãy khớp 

 

trong đó mỗi  là A-phép chiếu. Áp dụng hàm tử đa thức ,  sử dụng bài tập 

1, ta thấy rằng  

 

 là một dãy khớp của [x]-mô-đun trong đó mỗi  là [x]- phép chiếu. 

Tiếp theo  khi và chỉ khi  là phép chiếu, trong khi 

................ 

theo bài tập 1, với  là -phép chiếu, điều kiện cần và đủ là [x] là [x]-

phép chiếu. Vì vậy  tương đương với  và 

lúc này chúng ta đã chứng minh xong bổ đề. 

 Như chúng ta đã biết l.GD ( ) biểu thị số chiều toàn cục trái của . 

Định lý 1. Nếu A là vành không tầm thường, thì 

l.GD [x]) = l.GD ( ) + 1. 

Chứng minh. Nếu l.GD ( ) = , thì l.GD (A [x]) =   theo Bổ đề 1.Do đó 

chúng ta có thể giả sử rằng l.GD ( ) = n, trong đó 

0 n < . Trong trường hợp này , tồn tại một  -mô-đun A sao cho 



l.  (A) = n 

Từ (4.2.1), suy ra rằng  và bây giờ, bởi (Chương 3, Định 

lý 21), ta có . Do đó l.GD(A[x])  n +1. 

 

Để hoàn thiện chứng minh, ta giả sử  rằng  là một [x]-mô-đun trái và 

chứng minh rằng . Để có được điều này, giả sử  gồm 

tất cả các dãy  trong đó   và hầu hết các   bằng 0. 

Thế thì  trở thành một nhóm Abel nếu ta lần lượt thêm vào 2 dãy như vậy. 

Bây giờ chúng ta có thể biến  thành một  A[x]-mô-đun trái bằng cách  

 

s 

trong đó   nếu  và  nếu  Để xác định mô-đun 

này, ta nhận thấy rằng ánh xạ   biến  thành đa thức hằng 

tương ứng là một đồng cấu-vành. Ta  sử dụng điều này để xem  như một  

-mô-đun. Nếu  ta làm như vậy và sau đó xây dựng , rõ ràng là  và 

 đẳng cấu  [x] – mô đun dưới một đẳng cấu trong đó   

tương ứng với đa thức có  đóng vai trò là các hệ số.Từ đó suy ra  

 

 

theo Bổ đề 1. Do đó  

Kế tiếp chúng ta định nghĩa một ánh xạ  bằng cách  đưa ra điều 

kiện rằng  ảnh của  là (Nhớ rằng  là một  [x]-

mô-đun.)  

Thế thì  là toàn ánh và dễ dàng chứng minh rằng nó là một  [x] - đồng 

cấu. 

........ xem phần (3.7).................. 

Bây giờ giả sử  thuộc  Ker  , thì  = 0. 

Đặt  

 

 



 

... 

và cứ như thế .Suy ra rằng   thuộc N và  

 

Thực tế ta có thể có được một ánh xạ Ker  bằng cách liên kết các phần 

tử  của  với phần tử  

 

 

của Ker. Ánh xạ đặc biệt này tương ứng với phép cộng và ta chỉ phải chứng 

minh nó là toàn ánh. Hơn nữa nếu  và  với mọi j > s, 

thì . Vì vậy Ker  là một đẳng cấu của nhóm Abel và dễ 

dàng chứng minh rằng nó thực sự là một đẳng cấu của các A [x]-mô-đun. Do 

đó ta có dãy khớp   

 

 

 

 

của các [x]-module. Theo đó, bằng (Chương 3, bài tập 11),  

  

 

 

Vì ta đã chứng minh rằng , kết  thúc chứng minh. 

Chúng ta có thể dễ dàng tổng quát hóa kết quả này. Cho  là các vô 

định phân biệt. Sau đó hiển nhiên ta có thể xây dưng vành  

của các đa thức trong  với các hệ số trong . Ở đây ta  hiểu rằng 

các vô định khác nhau giao hoán với một vô định khác và cũng với các phần 

tử của vành cơ sở . Như vậy toàn bộ  trong tâm của 

  ,,Giả sử, lúc này  và đặt . Thế 

thì mọi phần tử của  có thể được xem như  một đa thức trong 

, với các hệ số trong   vì vậy thực chất là ta có một vành-đơn vị 

 

 

 

 

 

 

Dưa trên quan điểm của định lý 1, bằng một phép quy nạp đơn giản trên một 

lượng các biến, kết quả tổng quát hơn như sau.   

 



Định lý 2. Cho A là một vành không tầm thường và.  là các 

vô định. Thì l.GD =l.GD  

Bài tập 2. Cho A là một vành không tầm thường và  là các vô 

định. Đặt .Chứng minh rằng  

 

Có một trường hợp đặc biệt của Định lý 2 mà, vì các lý do lịch sử, cần phải 

được đề cập đến một cách cụ thể. Đó là 

Định lý 3. Cho K là 1 trường và các vô định ,. Thì 

GD  

Chú ý. Kết quả này được biết như là định lý hội xung của Hilbert. 

 

Chứng minh. Định lý 2 đủ để cho thấy rằng  GD( ) = 0, nghĩa là mọi -mô-

đun là phép chiếu. Nhưng một -mô-đun chỉ là một không gian vectơ trên  

và như vậy nó có một cơ sở. Theo đó mọi -mô-đun là tự do và với điều 

này, chứng minh hoàn tất. 

4.3 Những tập sinh của một phạm trù. 

Vành A có thể xem như một mô-đun trái liên quan đến chính nó, điều này 

nói lên rằng nó có thể được coi là một đối tượng của loại  .Tất nhiên, nó 

là một đối tượng rất đặc biệt.Nói ngắn gọn, những tính chất quan trọng của 

nó được mô tả bằng cách nói rằng  là một tập sinh của một loại. Tuy nhiên 

có những mô-đun khác thừa hưởng những tính chất này. Chúng ta sẽ mô tả 

các tập sinh điển hình K bằng cộng cụ hàm tử HomA (K, -) cho thứ mà nó 

phát sinh. 

Nhằm mục đích này, cho là một hàm tử hiệp biến cộng tính và 

giả sử rằng C, D là các -mô-đun. Nếu bây giờ  thì  F(f) 

thuộc  và sự kết hợp của F(f) tạo thành một phép đồng cấu 

 

 (4.3.1) 

của các nhóm Abel. 

 

Định nghĩa. Hàm tử hiệp biến cộng tính  được nói là ‘trung thành’ 

nếu (4.3.1) là một đơn cấu với mọi C và D. 

Cho K là một -mô-đun. Thì khi đó   là một hàm tử hiệp biến 

cộng tính từ tới  



Định nghĩa. A-Module K được nói là một ‘tập sinh’ của loại  nếu hàm tử 

, từ  tới  là tin cậy. 

 

Định lý 4. Cho K là một bộ sinh của và A là một -mô-đun. Thì A là một 

tổng của các module con f(K) của nó, với mọi f trong .  
 



Chứng minh. Giả sử B là tổng của các mô-đun con f(K) và giả sử 

 là đồng cấu chính tắc. Đặt . Thế thì ta có 

…………………………. 

 

 

Thực sự nếu . Thì 

……………….. 

Bởi vì .Vì thế  và do đó  bởi vì F trung 

thành. Từ đó suy ra rằng B=A như yêu cầu đặt ra. 

  

Định lý 5. Giả sử K là một tập sinh của …và A là một mô-đun . Thế thì A 

là một ảnh đồng hình của tổng trực tiếp của các ảnh (bản sao) của K.  

Chứng minh. Chúng ta định nghĩa một mô-đun C qua công thức 

………………..(tổng trực tiếp) 

 

Tức là, C là một tổng trực tiếp trong đó mỗi số hạng là K và có một số hạng 

cho mỗi phần tử của . Phần tử điễn hình của C là họ……, trong 

đó và hầu như mọi đều bằng 0. 

 

Cho ….. là một đồng cấu  trong đó họ …. được ánh xạ vào .... Rõ ràng, với 

mỗi f trong ...., ...chứa… Do đó, từ định lý 4, ta được...Kết thúc chứng minh. 

 

 

 

 

Bây giờ, đã đến lúc chúng ta cần phải mô tả tập sinh điển hình của ...theo lý 

thuyết mô-đun. 

 

Định lý 6. Cho A là một vành không tầm thường và cho K là một module 

trong...Thì K là một tập sinh của ..nếu và chỉ nếu có một tổng trực tiếp các 

ảnh của K với module tự do khác không đóng vai trò là một hạng tử trực 

tiếp. 

 

Chứng minh. Đầu tiên giả sử rằng K là một tập sinh. Theo định lý 5, chúng 

ta có thể xây dựng một dãy chính xác .......trên ….,trong đó C là một tổng 

trực tiếp của các ảnh của K. Nhưng lambda là một phép chiếu và như vậy, 

theo (chương 2, định lý 5), dãy tách được. Như vậy, lamda đẳng cấu với 

hạng tử trực tiếp của C.  

 

 

 

Bậy giờ giả sử rằng C là một tổng trực tiếp các ảnh của K, ta viết C=..., và 

…. là một mô-đun con tự do của C mà cũng là hạng tử trực tiếp của module 



đó. Rõ ràng chúng ta có thể giả sử rằng ...có một cơ sở gồm một phần tử e 

duy nhất (chẳng hạn vậy).  

 

 

 

 

 

 

 

Cho  là một -mô-đun. Bằng...(đoạn này bị thiếu)  

của các nhóm Abel trong đó  trong 

 trở thành , ở đây  là đồng cấu nhúng điển 

hình.Hơn nữa nếu ' là một -đồng cấu, thì biểu đồ: 

Homa (C, A) "~ Horna (K, A) 

Homa (C, A ') *-n Hom ^ / C, A') 

 giao hoán.Ở đây các đồng cấu dọc bên phải được sinh bởi u trên một cơ sở 

thích hợp. 

Giả sử '  sao cho  đồng cấu cảm sinh  

bằng 0 (hay đồng cấu 0). Ta cần chứng tỏ rằng bản thân  là một đồng cấu 0. 

Bây giờ những nhận xét trên cho thấy 

 

 

bằng 0, điều này nói lên rằng ug = 0 với mọi g trong  Do đó 

ug(e) = 0 với mọi g như vậy. Nhưng chúng ta có thể sắp xếp cho g (e) là bất 

kỳ phần tử nào của A. Do đó u(a) = 0 với mọi  , và với điều này định 

lý được chứng minh. 

Hệ quả. Bất kỳ -mô-đun tự do khác không là một phép chiếu sinh ra  

Ta đề cập một cách ngắn gọn lý thuyết kép. Cho  là một hàm tử 

phản biến cộng tính. Thế thì khi  và B là -mô-đun , thì T sinh ra một đồng 

cấu 

 

của các nhóm Abel. 



Định nghĩa. Các hàm tử phản biến  được gọi là 'trung thành' nếu 

(4.3.2) là một đơn cấu với mọi A và B. 

Cho  là -mô-đun. Vậy thì  là một hàm tử phản biến cộng 

tính từ  tới . Nếu hàm tử này trung thành, thì M được gọi là một hiệp 

sinh của  

Bài tập 3. Cho E là một -mô-đun đơn ánh  chứa , L chạy trên mọi 

Iđêan trái tối đại của  . Chứng minh rằng  là một hiệp sinh đơn ánh của 

 

4.4 Phạm trù tương đương 

Có thể xảy ra rằng , hai phạm trù mô-đun  và  có đặc tính gần giống 

nhau mặc dù các vành  và  khác nhau ở các khía cạnh quan trọng. (Ví dụ 

một trong 2  vành có thể giao hoán và vành còn lại thì không.). Tuy nhiên sự 

tương đồng giữa hai loại cho thấy rằng  và  sẽ có đặc tính đồng điều 

tương tự. Đó là ý tưởng mà ta tiến hành tìm hiểu trong phần còn lại của 

chương này. 

 

Giả sử  là một hàm tử hiệp biến cộng tính và  là các -mô-

đun.Thế thì, như ta đã nêu trong phần (4.3), F sẽ sinh một đồng cấu 

 

của nhóm giao hoán. 

Định nghĩa. Hàm tử hiệp biến cộng tính  được gọi là ’hoàn toàn 

trung thành 'nếu (4.4.1) là một đẳng cấu với mọi A và B. Bài tập 4. Hàm tử 

hiệp biến cộng tính  là hoàn toàn trung thành và  là một 

đồng cấu trong . Chứng minh rằng  là một đẳng cấu nếu và chỉ nếu  

là một đẳng cấu. 

Ta đưa ra thêm một định nghĩa 

Định nghĩa. Hàm tử hiệp biến  được gọi là 'tương đương' nếu nó 

cộng tính và tồn tại một hàm tử hiệp biến cộng tính  sao cho  

tương đương một cách tự  nhiên với hàm tử đơn vị trên   và  tương 

đương một cách tự nhiên với hàm tử đơn vị trên  

Nếu tồn tại một tương đương từ  tới  , thì ta nói rằng các phạm trù  

và  là tương đương.Tương đương giữa các phạm trù  rõ ràng là phản xạ và 



đối xứng. Dễ dàng chứng minh  rằng nó cũng có tính bắc cầu. Khi  và  

được như mô tả trong định nghĩa, chúng được xem là tương đương khả 

nghịch (hay tương đương nghịch đảo) 

Cho  và  là các hàm tử hiệp biến. Lúc này chúng ta 

sẽ không đưa ra bất kỳ giả thiết nào về tính chất cộng tính . Đặt  lần 

lượt là các hàm tử  đơn vị trong  và   và giả sử rằng ta có một tương 

đương tự nhiên cho trước  và . Trong trường hợp này 

cho  là một -đồng cấu, thì ta có một biểu đồ giao hoán 

■ B 

VB 

GF (A) ^ ^ GF (B) 

Xem phần (1.7) cho định nghĩa của các hàm tử  tương đương một cách tự 

nhiên 
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trong đó  và   là các -đẳng cấu. Suy ra ánh xạ biến  thành  là 

một song ánh của  vào  Do đó các ánh xạ 

 

cảm sinh bởi  và ánh xạ 

 

cảm sinh bởi  tương ứng là đơn ánh và toàn ánh. 

Cho  và  là các -mô-đun và đặt G (K) = A 'và G (M) = B'. Thì chúng ta 

có một song ánh giữa  và  sao cho nếu g 

trong  tương ứng với  trong 

  

Thì biểu  đồ 

  

F (A ') 

F (B ') 



  

là giao hoán. Cho g và  tương ứng nhau theo cách này. Thì 

(Hg) 

■ G (M) 

«<U) 

■ GF (B ') 

cũng là một biểu đồ giao hoán và các ánh xạ theo hướng dọc là các -đẳng 

cấu. Bây giờ các kết quả của đoạn cuối cùng cho thấy mọi -đồng cấu từ 

GF(A') tới GF(B') có dạng G( ). Do đó mỗi phần tử của 

có dạng G(g). Tuy nhiên  và  có quan hệ đối xứng và 

do đó một kết luận tương tự áp dụng cho các phần tử của 

. Gộp các thông tin chúng ta có được liên quan tới , ta 

có kết quả sau: ánh xạ 

 ......., (đoạn này bị thiếu)  và tương 

đương, do đó nó hoàn toàn trung thành. 

 

 

Bài tập 5. Cho  là một hàm tử hiệp biến cộng tính và cho ánh xạ 

ngược của  là một hàm tử hiệp biến. Giả sử rằng resp.  là 

tương đương một cách tự nhiên với hàm tử đơn vị trên resp. . Chứng 

minh rằng G cũng có tính cộng tính. (Như vậy  và  là tương đương khả 

nghịch (hay tương đương nghịch đảo).) 

Bây giờ ta sẵn sàng đưa ra một đặc tính hữu ích của các tương đương 

Định lý 7. Cho  là một hàm tử hiệp biến cộng tính. Điều kiện 

cần và đủ để  tương đương là thoả hai tính chất sau: 

a)  là hoàn toàn trung thành; 

b)Với mỗi mô-đun trong  sẽ tương ứng với một mô-đun đẳng cấu có dạng 

. 

 



Chứng minh. Ta giả định rằng (a) và (b) đã được thoả và chứng minh rằng  

là một tương đương. Chiều ngược lại hiển nhiên từ những điều đã được thiết 

lập. 

Cho  và sử dụng b), xây dựng một đẳng cấu , trong đó 

 là một -mô-đun thích hợp. Định nghĩa  bởi  sao cho 

. Bây giờ giả sử  trong . Thì tồn tại duy nhất 

một -đồng cấu  có tính chất . Từ (a), suy 

ra  rằng có một phần tử duy nhất của  được chuyển đổi 

bởi F vào .Phần tử  này được ký hiệu là . Như vậy  

 

là một -đồng cấu được đặc trưng bởi các tính chất mà các biểu đồ  

................................... 

là giao hoán.Rõ ràng G (đơn vị) = đơn vị. Còn nếu  là một -

đồng cấu, thì . Do đó ta đã xây dựng một hàm tử hiệp 

biến  sao cho  đưa ra một tương đương tự nhiên giữa hàm tử 

tổng hợp  và hàm tử đơn vị . 

Bây giờ giả sử  là một -mô-đun. Thì  

 

 là một -đẳng cấu.Theo đó, từ (a), tồn tại duy nhất một đồng cấu 

 

trong  sao cho - Hơn nữa, theo bài tập 4, là một đẳng 

cấu. Cho  là một -đồng cấu và xét các biểu  đồ 

A A '  

(4.4.2)  

 

Rõ ràng là, về việc áp dụng F, cho kết quả biểu đồ là giao hoán. Một lần nữa 

từ (a) suy ra rằng, bản thân (4.4.2)  giao hoán. Theo đó  tạo thành một tập 

thể tương đương tự nhiên giữa các hàm tử đơn vị IA và GF. Để hoàn thành 

chứng minh, cần chứng tỏ rằng G cộng tính .Tuy nhiên, đó là kết quả của 

Bài tập 5. 



Bài tập 6. Cho  và   là các tương đương khả nghịch. 

Chứng minh rẳng nếu  là một  -mô-đun và K là -mô-đun, thì tồn tại một 

đẳng cấu tự nhiên 

, của các nhóm Abel cho các đồng cấu 

 và  tương ứng trong và  

Lúc này, câu hỏi đặt ra là mức độ mà các phạm trù tương đương giống nhau. 

Điều này bây giờ sẽ được tìm hiểu. 

Bổ đề 2. Cho  là một tương đương và giả sử  và 

 là các -đồng cấu. Thì 

(a) Dãy  là dãy khớp trong  nếu và chỉ nếu  

 

là dãy khớp trong  

(b) Dãy   là dãy khớp trong  nếu và chỉ nếu 

 là dãy khớp trong A. 

 

Chứng minh. Trước tiên giả định dãy  là dãy 

khớp. Khi đó   và do đó   bởi vì, do Định lý 7,  là hoàn 

toàn trung thành. Bây giờ cho   là một -đồng cấu sao cho . 

Hơn nữa cho   là một thành phần đặc trưng của  

 

Để chỉ ra rằng  là dãy khớp, chỉ cần chứng minh rằng có một g 

duy nhất sao cho  . Nhưng . Suy ra có một -đồng 

cấu duy nhất   sao cho . Tuy nhiên, bằng 

Định lý 7,  nếu và chỉ nếu   , hay . Hơn 

nữa Định lý 7 còn cho thấy chỉ  có một g duy nhất với tính chất trên. 

 

 

 

 

Tiếp theo giả sử  là dãy khớp và cho  là một tương 

đương nghịch đảo với . Khi đó thì  là dãy 

khớp. Kết quả của đoạn cuối áp dụng cho tương đương  cho phép ta kết 

luận rằng  là dãy khớp. Cách chứng minh đối với 

(a) và (b) tương tự. 

 

Định lý 8. Nếu  là một tương đương, thì hàm tử  là khớp. 



Chứng minh. Đây là một hệ quả trực tiếp của Bổ đề 2. Tuy nhiên, định lý 

tiếp theo cho một kết quả mạnh hơn  

 

Định lý 9.Cho  là một tương đương và cho  là các  -

đồng cấu. Khi đó thì  là khớp trong  nếu và chỉ nếu 

 là khớp trong . 

 

 

 

Chứng minh. Ta sẽ giả định rằng  là khớp và lập luận 

để là khớp. Chiều ngược lại có được bởi Định lý 8. 

 

Cho  là một tương đương nghịch đảo với F. Thế thì, bằng Định 

lý 8,  là khớp và do đó  là một dãy khớp. Tuy 

vậy điều này hàm ý rõ rằng  là khớp như yêu cầu. 

Bài tập 7. Cho  là một tương đương và cho  là một -mô-đun. 

Chứng tỏ rằng  là một tập sinh của  nếu và chỉ nếu   là một tập 

sinh của  

Xem Chương I, Bài tập bổ sung C 

Định lý 10. Cho  là một tương đương và cho là các -mô-

đun. Khi đó thì 

(a)  là -phép chiếu nếu và chỉ nếu  là -phép chiếu; 

(b) B là  -đơn ánh nếu và chỉ nếu  là  -đơn ánh. 

Chứng minh. Cho  là một tương đương nghịch đảo với . Ta sẽ 

sử dụng đẳng cấu tự nhiên  

 được giới thiệu ở Bài tập 6. 

Giả sử rằng  là một -phép chiếu và cho  là một 

dãy khớp trong  . Do   là khớp (Định lý 8), dãy cảm sinh 

 là khớp trong .Và do đó 

 cũng là khớp bởi vì  là -phép 

chiếu. Do đó, từ (4.4.3), dãy 

 cũng là khớp. Điều này chứng minh rằng  là -

phép chiếu.  

Kế tiếp, giả sử rằng  là -phép chiếu. Khi đó thì lập luận  vừa xong cho 

thấy rằng  là -phép chiếu. Nhưng  và  là -đẳng cấu. Dẫn 



đến  là -phép chiếu và bây giờ (a) đã được chứng minh. Một sự thay đổi 

đơn giản của lập luận dẫn đến chứng minh cho (b). 

 

Định lý 11. Cho  là một tương đương và cho A,B là các -mô-

đun. Khi đó  

(1)  các số chiều phép chiếu của  và  bằng nhau; 

(2) các số chiều đơn ánh (số chiều nội xạ) của  và  bằng nhau. 

 

Chứng minh. Chúng ta dùng ký hiệu thông thường cho số chiều phép chiếu 

và bắt đầu bằng việc chứng minh rằng . Để làm điều 

này, ta có thể giả sử rằng , với . Trong những trường 

hợp này tồn tại một dãy khớp  , ứng 

với mỗi  là -phép chiếu. Tuy nhiên, bằng Định lý 8,  là khớp. Dẫn đến 

ta có, trong , một dãy khớp  

 

 và, bằng Định lý 10,  là -phép chiếu. Điều này cho thấy rằng 

 và thiết lập được bất đẳng thức cần thiết. 

(đoạn này bị thiếu) 

 

 

 

^ - A — w^u là một tương đương nghịch đảo với A. Khi đó thì  và  

là các mô-đun -đẳng cấu và các xem xét trước đây của chúng ta cho thấy 

. Theo đó thì  và với điều này 

(1) đã được chứng minh. Những lưu ý tương tự cũng chứng minh được (2). 

 

Từ (Chương 3, Định lý 17) ta đã biết rằng  

...................... 

Đặt  

........................... 

vì vậy, với ký hiệu của mục (3.7) 

GD(V'A) = l.G D(A) (4.4.5) 

 

Và  

 

GD(<g%) = r. GD(A). (4.4.6) 

 

 

Định lý 12. Cho  là một tương đương. Thì  

Chứng minh. Mọi -mô-đun  là đẳng cấu với một mô-đun của dạng  

và, ứng mỗi A, Vì vậy, bằng Định lý 11  

.......................Ae<£„ AeVA 

 



 

Bây giờ ta sẽ nói ngoài vấn đề một chút để chuẩn bị phương pháp cho một 

ứng dụng của những kết quả này. Cho B là một -mô-đun. Khi đó thì 

 hiển nhiên là một nhóm Abel. Giả sử rằng  và  thuộc  

. Thì mỗi một trong chúng là một -đồng cấu của B vào chính 

nó. Như vậy thì gf, là một A-đồng cấu biến phần tử  vào g(f(b)), cũng 

thuộc  . Do đó các phần tử của có thể được nhân 

lên cũng như cộng thêm vào và thực sự chúng tạo một vành. Vành này, cũng 

được gọi là vành tự đồng cấu của B, sẽ được kí hiệu là . Nó có  

như là phần tử đơn vị của chính nó và phần tử 0 là đồng cấu 0 của B vào 

chính nó. Ta nhắc lại một phần tử của một vành được gọi là một phần tử khả 

nghịch nếu nó có một nghịch đảo 2 chiều. Những phần tử nghịch đảo của 

 là các tự đẳng cấu của B. 

 

 

 

Bài tập 8. *Cho E khác 0, là một -mô-đun đơn ánh. Chứng tỏ những phát 

biểu sau tương đương; 

(a)  E không có những hạng tử trực tiếp không tầm thường; 

(b)  E là bao đơn ánh của mỗi mô-đun con khác 0 của nó; 

(c) Mọi phần của các mô-đun con của E có một tương giao khác 0; 

(d)  Các phần tử không khả nghịch của  có dạng một Iđêan 2 

chiều. 

Dành cho bạn đọc có quan tâm, ta lưu ý rằng một mô-đun đơn ánh khác 0 E 

có 4 tính chất tương đương được liệt kê ở Bài tập 8 được gọi là một đơn ánh 

bất khả ly. Ta quay lại vấn đề chính. 

 

Để rõ ràng hơn ta sẽ làm việc trên . Khi đó thì  sẽ là một  -mô-đun bên 

phải. Đặt  và, nếu  và , ta viết được . 

Dễ dàng kiểm chứng rằng điều này chuyển B vào một  -mô-đun bên trái, 

nghĩa là B thuộc vào . Trong thực tế nếu  và , thì 

. 

Trong các trường hợp khác, B là một song-mô-đun với  tác động bên 

phải và  bên trái. Giờ thì hàm tử  là nghịch biến trên các biến đầu tiên 

của nó. Do vậy  là một hàm tử hiệp biến cộng tính từ  đến 

. Chú ý rằng nếu  và , thì tích của  và  đối với 

cấu trúc mà  sở hữu có vai trò là một -mô-đun bên phải, đơn 

giản chỉ là hợp thành   của các đồng cấu  và . Đặc biệt, 

lấy A=B,  được xem như một -mô-đun bên phải thì chỉ là 

vành  được xem như là một mô-đun bên phải đối với chính nó theo cách 

thông thường. 

 

 



Định lý 13. Cho B là một  -mô-đun bên phải và đặt . Hơn 

nữa cho  được xét như một hàm tử hiệp biến từ  đến . 

Khi đó thì ánh xạ  

......................................... 

 

 

 

cảm sinh bởi  là một vành-đẳng cấu. 

Chứng minh. Cho ,., thuộc . Thì 

 bởi vì  là cộng tính, và  bởi vì 

F là một hàm tử. Tiếp theo và do vậy, nếu , 

 (4.4.8) 

 

 

Theo đó thì 

 do  . Điều 

này cho thấy rằng (4.4.7) là một đồng cấu-vành và, bằng (4.4.8), nó rõ ràng 

là một ánh xạ đơn ánh. 
 



Cuối cùng đặt   điều đó tương đương với  nằm trong 

….Đặt . Thế thì  và đối với   chúng ta có 

……………………………………. 

Do đó . Vì thế, đồng cấu vành của chúng ta cũng là một toàn ánh 

và đến đây chứng minh cũng hoàn tất. 

Trong định lý tiếp theo, chúng ta giả sử rằng B là một A-mô-đun phải và 

 là một họ A-mô-đun phải. Chúng ta ký hiệu tổng trực tiếp của Ai là A 

và dùng  để biểu diễn hình chiếu chính tắc của A trên hạng tử A 

Định lý 14. Chúng ta cũng xét trường hợp giống như trên. Nếu A-mô-đun B 

được sinh hữu hạn, thế thì tồn tại một đẳng cấu 

Homa (J5, A) x © Homa (B, 0,4 j) ui 

(của các nhóm Abel) sao cho f trong  (B, A) tương ứng với  

trong . Nếu , thì ánh xạ tương tự cũng là một 

đẳng cấu của mô-đun  phải. 

Chứng minh. Việc B được sinh hữu hạn đảm bảo rằng là một đồng cấu 

không xác định đối với hầu hết mọi i và vì thế  thuộc 

. Ánh xạ biến f thành  là một đồng cấu của các nhóm 

Abel, các nhóm này hiển nhiên là một đơn cấu. Đặt  thuộc 

 và đối với , đặt  . Thế thì 

 và nó được ánh xạ vào . Điều này chứng minh rằng 

chúng ta đang xét một đẳng cấu của các nhóm  Abel. 

Cuối cùng giả sử rằng   và . Như đã thấy, tích của  

và  khi  được xem là 12-mô-đun phải là đồng cấu tổng hợp 

f . Nếu đẳng cấu được áp dụng cho tích này, thế thì chúng ta được 

, biểu thức này chính là tích của   và .Theo đó, đẳng cấu 

không chỉ là một đẳng cấu của các nhóm gAbel, mà còn là một đẳng cấu của 

12 mô-đun. 

4.5 Các vành ma trận 

In this section we shall be working primarily in£JJ. If A is a A-module and / 

is an arbitrary set, then as in previous similar situations © Ai will denote a 

direct sum in which all the summands are equal to A and there is one of 

them for each member of I. Likewise n Ai denote the direct product in which 

every factor is A and there is one factor for each element of the set I. 



Trong phần này, chúng ta chủ yếu sẽ nghiên cứu trong  Nếu A là một -

mô-đun và I là một tập hợp tùy ý, thế thì cũng như trong trường hợp tương 

tự trước đây …..sẽ biểu diễn tổng trực tiếp trong đó tất cả các hạng tử bằng 

A và tồn tại một trong số đó đối với mỗi phần tử của I. Tương tự  chỉ 

tích trực tiếp trong đó mỗi thừa số là A và có một thừa số cho mỗi phần tử 

của tập I. 

 

Bổ đề 3. Cho B là một  -mô-đun phải được sinh hữu hạn và đặt 

. Giả sử rằng C ….. và …..Kí hiệu F là hàm tử cộng tính 

từ…đến…. có dạng . Thế thì,  đồng cấu  

 (của các nhóm giao hoán) hình thành 

do  một đẳng cấu. 

 

Chứng minh. Chúng ta sẽ chứng tỏ rằng bổ đề có thể trở về trường hợp C = 

B và D = B. Trong trường hợp này kết quả mong muốn tuân theo định lý 13. 

 

Cho  tương ứng với  là đồng cấu phép nội xạ  tương ứng 

với phép chiếu thứ i. Theo định lý 14, tồn tại một -đẳng cấu 

Injection: có thể hiểu là phép đơn ánh 

……………………………….. 

đó là một -đẳng cấu 

……………………. 

trong đó f trong  tương ứng với ,   

trong . Từ đó suy ra rằng, đối với mỗi , sơ đồ  



……………. 

giao hoán. Dùng tính chất này cùng với (Chương 2, Định lý 2), chúng ta có 

các đẳng cấu (các nhóm Abel) 

Hornn (F (C), F (D)) * Homu (© F (B), F (D)) «[\ Horn (l (F (B), F (D)). 

1 1 

Để nghiên cứu tính chất của chúng, giả sử rằng  trong  

tương ứng với  trong ….. và với  

….. trong ……. 

 

 

và, theo (chương 2, Định lý 2),  là kết quả của việc kết hợp hai ánh xạ 

trong hàng trên. Do đó  trong  tương ứng với 

trong  Một lần nữa 

IHo\ma (C, D) = Homa (© B, C) xn Homa (B, D), ii 

trong đó g trong  tương ứng với  trong   

Xét biểu đồ 

 



 

Ở đây, các ánh xạ ngang là những đẳng cấu mà chúng ta đã gặp. Ánh xạ dọc 

trái do F cảm sinh và ánh xạ dọc phải cũng do F cảm sinh nhưng lúc này trên 

cơ sở từng số hạng một. Những nhận xét ở đoạn cuối cho thấy rằng  sơ đồ 

giao hoán. Chúng ta cần chứng tỏ rằng ánh xạ dọc ở phía trái là một đẳng 

cấu. Chúng ta sẽ suy ra được điều này nếu chúng ta có thể chứng minh rằng 

đồng cấu 

 

do F cảm sinh là một đẳng cấu. Theo đó chúng ta có thể thực hiện một khởi 

đầu hoàn toàn mới và từ đây giả sử rằng C =B. 

Giả sử  là hình chiếu thứ j. Bởi vì B được sinh hữu hạn theo định 

lý 14, chúng ta có một -đẳng cấu 

 

 

trong đó f trong       tương ứng với trong …... Suy ra 

rằng, đối với mỗi j trong J, sơ đồ  



 

giao hoán, tức là 

 

là một sơ đồ giao hoán trong… Sử dụng ánh xạ ngang, chúng ta thu được 

các đẳng cấu 

 

 

của các nhóm Abel. Lưu ý rằng đẳng cấu thứ hai suy ra từ Định lý 14 ngay 

lúc chúng ta thấy rằng  F (B) là O-mô-đun được sinh hữu hạn. (Trong thực tế 

F(B) chính là  được xem là -mô-đun phải.) Để nghiên cứu tính chất của 

các đẳng cấu, giả sử  trong tương ứng với trong 

……..và với  trong 



 

Thế thì 

 

 

là một sơ đồ giao hoán và kết quả của việc hợp nhất hai đồng cấu trong hàng 

trên là . Vì vậy, phần tử của ….. tương ứng với  là    

Xét biểu đồ 

 

 



Trong đó các ánh xạ ngang là những đẳng cấu đã được nghiên cứu trước đây 

và cả hai ánh xạ dọc được cảm sinh bởi F. Những nhận xét rút ra từ đoạn 

trước cho thấy rằng sơ đồ giao hoán.Theo định lý 13, đồng cấu 

 

do F cảm sinh là một đẳng cấu. Do đó 

 

cũng là một đẳng cấu và từ đây, chúng ta đã hoàn thành phần chứng minh bổ 

đề. Bây giờ, chúng ta chuyển sang kết quả chính của phần này. 

 

Định lý 15. Giả sử B được sinh hữu hạn, phép chiếu sinh ra ……Đặt 

 và  Thế thì…. là một phép tương đương. 

Chứng minh. Giả sử I là một tập hợp bất kỳ. Theo định lý 14, 

và đẳng cấu ở giữa là một đẳng cấu của các -mô-đun. 

 

Do đó F …B) là một  -mô-đun phải tự do và mọi -mô-đun phải tự do 

cũng đẳng cấu với mô-đun thuộc dạng này. Hàm tử F có tính cộng. Chúng ta 

sẽ chứng tỏ rằng nó là một phép tương đương bằng cách sử dụng tiêu chuẩn 

của định lý 7. 

Gọi M là  mô-đun phải. Chúng ta có thể xây dựng một dãy khớp 

 



của các -mô-đun. Theo bổ đề 3, tồn tại một -đồng cấu 

 

sao cho . Dùng f, chúng ta xây dựng một dãy khớp 

 

trong … và chúng ta áp dụng hàm tử F cho dãy này phải luôn nhớ rằng F 

chính xác bởi vì B  xạ ảnh. Thông qua đó, chúng ta thu được dãy khớp 

 

Do đó F (A) và M là các -mô-đun đẳng cấu. 

Đặt C và D là các -mô-đun. Theo quan điểm của Định lý 7 chứng minh sẽ 

hoàn thành nếu chúng ta chứng tỏ rằng đồng cấu 

 

 

Do F cảm sinh là một đẳng cấu. Nhưng B là một tập sinh của … và 

 là một phân nhóm của  . Điều này 

chứng tỏ rằng (4.5.2) là một đơn cấu, tức là chúng ta có thể xem F là một 

hàm tử từ … đến…. (chứ không phải từ …. đến ..), trung thành. Đặt 

 là một -đồng cấu. Chứng minh sẽ hoàn thành nếu chúng 

ta chứng tỏ rằng có một thành viên của  được F ánh xạ  vào . 

Theo định lý 5, chúng ta có thể xây dựng một dãy khớp 



 

Và 

 

Hãy nhớ rằng F chính xác và đối với bất kỳ tập I nào, …. là -tự do, chúng 

ta thấy rằng trong ….chúng ta có thể tạo ra f trong sơ đồ giao hoán  

 

với các hàng chính xác.Nhưng, theo bổ đề 3, tồn tại các -đồng cấu 

 

Và 

 

 

sao cho  và .  Do đó,  và vì thế 

 bởi vì, như chúng ta đã thấy, sơ đồ 



 

giao hoán.Cuối cùng 

 

Do đó F(g) =  vì F (u1) là một phép toàn cấu. Đó là điều phải chứng minh. 

 

Giả sử  là một số nguyên và ký hiệu vành được hình thành bởi tất cả 

các ma trận vuông bậc n với các phần tử trong A là Mn( ). Thêm vào đó, đặt 

B là một -mô-đun có cơ sở e1, e2, …,en gồm n phần tử. Nếu bây giờ 

 

Thì  

 

Trong đó ajk thuộc . Chúng ta hãy gắn vào f phần tử 



 

của Mn( ). Sự liên hiệp này cho ra một vành-đẳng cấu 

 

Bởi vì B được sinh hữu hạn, tập sinh xạ ảnh đối với…, định lý tiếp theo là 

một hệ quả trực tiếp của định lý 15. 

 

Định lý 16. Cho  là một số nguyên. Thế thì, các phạm trù … 

và…tương đương và do đó r. (GD ( ) = r.GD (Mn ( )). 

 

 

Chúng ta thêm vào một vài nhận xét trong kết luận. Lưu ý rằng nếu  giao 

hoán và không tầm thường, thì Mn ( ) không giao hoán nếu .Tuy 

nhiên,  và Mn ( ) tạo ra những phạm trù tương đương. Một lần nữa, trong 

phần này, chúng ta đang xét các -mô-đun phải chứ không phải các mô-đun 

trái thông thường. Nguyên nhân là do nó giúp chúng ta đơn giản hóa kí hiệu. 

Chúng ta có thể dễ dàng chứng minh rằng (nhưng hơi dài dòng) những lý 

luận ở trên cũng áp dụng được cho các -mô-đun trái. Chúng ta cũng có thể 

tiến hành theo một quy trình khác như dưới đây. 



Song ánh  được gọi là một phản đẳng cấu nếu 

 

Đối với mọi ,  trong . (Lưu ý rằng trong những trường hợp này  cần 

phải ánh xạ phần tử đơn vị của  vào phần tử đơn vị của ) Nếu mọi phản 

đẳng cấu tồn tại giữa  và , thì chúng ta gọi các vành là phản đẳng cấu. 

Mối quan hệ này có tính đối xứng. 

 

Ký hiệu  là vành có các phần tử tương tự như  và có cùng phép cộng, 

nhưng trong đó chúng ta định nghĩa phép nhân bằng cách đảo ngược thứ tự 

của hai thừa số.Chúng ta gọi là   là đối của . Lưu ý rằng các ánh xạ đơn 

vị tạo ra một phản đẳng cấu giữa vành và đối của nó. 

 

Bài tập 9. Chứng tỏ rằng nếu  và  là các phản đẳng cấu, thì… và … tương 

đương. Suy ra… và … tương đương, trong đó n là một số nguyên dương tùy 

ý. 

 

Định lý 16 cho chúng ta thông tin về số chiều toàn cục của vành có dạng 

Mn( ).Lúc này, trong  phần lý thuyết về cấu trúc của các vành, tổng trực tiếp 



của các vành ma trận thuộc loại này đóng một vai trò quan trọng. Điều này 

làm chúng ta nhớ đến một câu hỏi tổng quát liên quan đến số chiều toàn cục 

của tổng trực tiếp của các vành. Những câu hỏi và câu trả lời tương ứng 

được đề cập đến trong bài tập sau đây. 

 

Bài tập 10.* Vành  là tổng trực tiếp của các vành . Hãy chứng 

tỏ rằng 

 

 

Cuối cùng, nhân đây, chúng ta sẽ đề cập đến các phương pháp được dùng 

trong các phần (4.4) và (4.5) để xác định một phạm trù Abel nhất định có 

tương đương với một phạm trù …của vành A nào đó không. 

Giải các bài tập chương 4. 

 

Bài tập 1. Chứng tỏ rằng hàm tử đa thức chính xác. Chứng tỏ rằng nếu  -

mô-đun trái A tự do, thì A [x] là một  mô-đun tự do. Suy ra rằng -

mô-đun trái B là xạ ảnh  khi và chỉ khi B[x] là phép chiếu. 

Xem (26), Định lý 1.19. 

 



Giải. Việc hàm tử đa thức chính xác là điều hiển nhiên. Giả sử F là một -

mô-đun tự do có cơ sở Thế thì, mỗi xác định một đa thức hằng 

tương ứng  trong F[x]. Chúng ta có thể dễ dàng chứng minh rằng  là 

một cơ sở của F [x] trên  [x]. Đặc biệt, F [x] là một [x]-mô-đun tự do. 

 

Giả sử A là một -mô-đun xạ ảnh. Thế thì, A là một hạng tử trực tiếp của -

mô-đun F tự do. Áp dụng hàm tử đa thức cho ánh xạ nhúng chùm , 

chúng ta thấy rằng A [x] là một hạng tử trực tiếp của [x]-mô-đun Tuy 

nhiên như chúng ta đã biết, từ đoạn cuối cùng  F[x] là -tự do. Do đó,  

A[x] là [x]-xạ ảnh. 

 

Chúng ta thu được một vành-đồng cấu  bằng cách ánh xạ mỗi phần 

tử của  vào đa thức hằng tương ứng. Điều này cho phép chúng ta xem mỗi 

[x]-mô-đun như một -mô-đun. Nếu được xem là một  -mô-đun, [x] tự 

do với lũy thừa x hình thành nên một cơ sở. Từ đó suy ra rằng mỗi [x]-

môđun tự do là tự do khi được xem như một -mô-đun. 

 

Bây giờ giả sử rằng A là một -mô-đun và A [x] là [x]-xạ ảnh. Thế thì, A 

[x] là một hạng tử trực tiếp của [x]-mô-đun tự do . Nếu chúng ta xem A 

[x] và  là -mô-đun, thì A[x] tiếp tục là một hạng tử trực tiếp của  và, 

theo đoạn cuối cùng,  là -tự do. Do đó A [x] là -xạ ảnh. Nhưng, với tư 



cách là một -mô-đun, A [x] là một tổng trực tiếp của các bản sao của A. Từ 

(Chương 2, Định lý 4), chúng ta suy ra rằng chính A là -xạ ảnh. 

 

Bài tập 2. Cho  là vành không tầm thường và giả sử x1, x2, ..., xs là những 

bất định. Đặt  [x] = x1, x2, ..., xs]. Chứng minh rằng 

 

 

Giải. Mỗi xi thuộc về trung tâm của  [x] và dễ dàng chứng minh rằng rằng 

x1, x2, ..., xs là dãy  [x] theo như phần (3.8). Hơn nữa, vì  không tầm 

thường, 

 

Do đó, chúng ta suy ra được kết quả mong muốn từ (Chương 3, định lý 22). 

 

Xét vành-đồng cấu  trong đó mỗi đa thức được ánh xạ vào số hạng 

hằng của nó. Đây là toàn ánh và  | là nhân 

của nó. Do đó nếu chúng ta sử dụng vành-đồng cấu để có thể xem  là một 

[x]-mô-đun, thế thì  và [x]/(  ) đẳng cấu. 

Do đó, chúng ta có thể phát biểu kết quả dưới dạng . 

 



Bài tập 3. Giả sử E là một mô-đun nội xạ chứa …., trong đó L trải dài trên 

tất cả các iđêan trái cực đại của A. Chứng minh rằng E là một cogenerator 

nội xạ của…..  

Iđêan: một vành thỏa mãn một số tính chất nhất định nào đó  

GIẢI BÀI TẬP 

Giải. Cho A và B   là các -mô-đun trái. Chúng ta phải chứng minh rằng Z-

đồng cấu 

Do cảm sinh là một đơn cấu. 

 

Giả sử  là một -đồng cấu khác không. Thế thì tồn tại  sao 

cho b = f (a) khác không. Giả sử C là một mô-đun con của B được b tạo ra. 

Thế thì hàm  được định nghĩa đưới dạng g ( ) = b là một toàn cấu 

và do đó C đẳng cấu với / Ker g. Nhưng Ker g là một iđêan trái thích hợp 

của  và do đó nó thuộc iđêan trái cực đại, L chẳng hạn.  Ánh xạ đồng nhất 

của  cảm sinh một toàn cấu . Bởi vì  và C đẳng 

cấu với / Ker g, bây giờ chúng ta có một -đồng cấu h: C  E có tính chất 

. Hơn nữa  và E có tính nội xạ. Do đó tồn tại một -đồng cấu 

h':  sao cho h'j=h, trong đó j:  là một ánh xạ  nhúng chìm. Do 

đó  và do đó h'f  0. Bởi vì h'f chỉ là  áp dụng cho h', 

điều này chứng tỏ rằng  . Từ đây chúng ta suy ra được kết 

quả. 



 

 

Bài tập 4. Hàm tử hiệp biến cộng tính F: ……. hoàn toàn trung thành và 

 là -đồng cấu. Chứng minh rằng  f là một đẳng cấu khi và chỉ khi 

F(f) là một đẳng cấu. 

Giải. Chúng ta biết rằng nếu f là một đẳng cấu, thì F (f) cũng là một đẳng 

cấu mà không cần bất kỳ một giả định đặc biệt nào về hàm tử F. 

 

Giả sử bây giờ  F (f):  là một đẳng cấu. Thế thì sẽ tồn tại một 

-đồng cấu :  sao cho 

 

 

và . Bởi vì F  hoàn toàn trung thành, có một -đồng cấu g: 

 sao cho F(g) = . Do đó F (gf) = F(g) F (f)  = F (iA) và F(fg) = F(f) 

F(g) = F (f)  = F (iB). Từ đây suy ra, bởi vì F  hoàn toàn trung thành, gf = iA 

và fg = iB. Do đó f là một đẳng cấu. 

 

Bài tập 5. Cho F:…. là một hàm tử hiệp biến cộng tính và giả sử G: … là 

một hàm tử theo hướng ngược lại. Giả sử rằng GF resp. FG tương đương tự 

nhiên với hàm tử đơn vị trên …resp…. Chứng minh rằng G có tính chất 

cộng. (Như vậy F và G là những phép tương đương nghịch đảo nhau.) 



 

Giải. Giả sử f, g thuộc   (A, B). Bởi vì hàm tử đơn vị trên …. có tính 

cộng và FG tương đương tự nhiên với nó, FG cũng là 

 

 




