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Lý thuyết đồng điều và đối đồng điều checked 27/2 

of (0, isT)-modules, where A->E is an inclusion map. If now the sequence 

describes a second extension, then the two are said to be equivalent if there 

exists a (0, if )-isomorphism E « E* such that the diagram 

………………………….. 

is commutative. 

của mô-đun, trong đó là một ánh xạ co. Nếu bây giờ dãy  

 

mô tả một mở rộng thứ hai, thì 2 mở rộng được gọi là tương đương nếu tồn 

tại một -đẳng cấu sao cho sơ đồ 

Inclusion map: một số tài liệu dịch là "ánh xạ nhúng chìm" 

 

giao hoán. 

One particular extension of A by B can be obtained by taking for E the direct 

sum of A and B ; and this then determines a special class of equivalent 

extensions all of whose members will be said to split. Clearly the extension 

(10.9.7) splits if and only if A is a direct summand of E considered as (G, 

if)-module. 

Một mở rộng đặc biệt của  bởi  có thể thu được bằng cách cho  là tổng 

trực tiếp của  và , và như vậy điều này xác định một lớp đặc biệt củacác 

mở rộng tương đương mà tất cả các thành phần của nó sẽ chia tách .Rõ ràng 

mở rộng(10.9.7) chia tách khi và chỉ khi  là một hạng tử trực tiếp của 

được xem như là -mô-đun. 

We shall now consider the problem of finding a convenient model for the 

classes of equivalent extensions of A by B. As a first step towards bringing 



in the cohomology theory of G, observe that if C and D are representation 

modules, then HornK(C,D) becomes a (0, iQ-module if we define cru by 

(cru) c = <x{u((T~1c)} (ceC). (10.9.8) 

Bây giờ chúng ta sẽ xét bài toán tìm kiếm một mô hình thuận tiện cho các 

lớp của các mở rộng tương đương của qua . Với tư cách là một bước đầu 

tiên hướng tới việc đưa ra lý thuyết đối đồng điều của G, thấy rằng nếu  và 

 là các mô-đun đại diện, thì  trở thành một -mô-đun nếu 

chúng ta định nghĩa  bởi 

 

Here, of course, <r and u are arbitrary elements of G and Homz (G, D) 

respectively. Now assume that an extension (10.9.7) has been given. Since B 

is if-free, the exact sequence will split if we regard it solely as a sequence of 

if-spaces, hence 

0 -> Homx (B, A)-> Hom^ (B, E) -> Hom£ (B, B) -»• 0 (10.9.9) 

is exact. But in the latter sequence, each term is also a (O, ifj-module and, as 

can be readily verified, each mapping is a bihomomorphism. In particular, 

(10.9.9) is an exact sequence of (?-modules and therefore the cohomology 

theory yields a connecting homomorphism 

A : [Horn*- {B, B)f -> H^G, Horn*- (B, A)}. 

Let iB be the identity map of B then certainly iB e [Hom^ (B,B)]° 

and 80 A(iB) € W{Q, Horn* (B, A)}. 

In this way one can associate an element of HX{G, Homz (B, A)} with each 

extension of A by B, and it is clear that equivalent extensions have the same 

element associated with them.  

Ở đây , tất nhiên,  và  tương ứng là những phần tử bất kì của  và 

. Bây giờ giả sử rằng một mở rộng ( 10.9.7 ) đã được cho trước. 

Do  là -tự do, dãy khớp sẽ chia tách nếu chúng ta chỉ xem nó như là một 

dãy của các -không gian, do đó 

 
là khớp. Nhưng trong dãy mới hơn, mỗi phần cũng là một -mô-đun và 

có thể dễ dàng chứng minh mỗi ánh xạ là một song đồng cấu. Đặc biệt, ( 



10.9.9) là một dãy khớp của -mô-đun và do đó lý thuyết đối đồng điều cho 

ta một đồng cấu liên thông 

 

Cho  là ánh xạ đồng nhất của B thì chắc chắn và như 

vậy 

 

Bằng cách này người ta có thể kết hợp một phần tử của  

với mỗi mở rộng của A bởi B , và rõ ràng là các mở rộng tương đương có 

cùng phần tử kết hợp với chúng. 

Theorem 10. If 0 is a group then the association (described above) of an 

element of H1{G, Homx (B, A)} with each extension of A by B, sets up a 

one-to-one correspondence between the classes of equivalent extensions and 

the elements of H1{G,'H.omK(B,A)}. In this correspondence, the class of 

split extensions corresponds to the zero element. 

Định lý 10 . Nếu  là một nhóm thì sự kết hợp (mô tả ở trên) của một phần 

tử của  với mỗi một mở rộng của  bởi  , thiết lập một 

sự tương ứng một-một giữa các lớp của các mở rộng tương đương với các 

phần tử của . Trong sự tương ứng này, lớp của các mở 

rộng chia tách tương ứng với các phần tử không. 

Proof. Let 0->A^-E->B->0 be an extension of A by B then, in particular, it 

yields an exact sequence of K-spaces. However B is if-free, because K is a 

field, and therefore we can choose a if-homo-morphism (f> : B^-E such that 

the combined mapping B-+E->B is the identity mapping iB of B. In general, 

<f) will not be a (G,K)- homomorphism; but in the special case where the 

extension belongs to the split class, we can arrange for it to be so. 

Chứng minh. Cho  là một mở rộng của  bởi . Vậy 

thì, đặc biệt , nó đưa ra một dãy khớp của -không gian . Tuy nhiên B là K-

tự do, bởi vì K là một trường, và do đó chúng ta có thể chọn một phép - 

đồng cấu sao cho ánh xạ hợp nối  là ánh xạ đồng nhất  

của B. Nhìn chung,  sẽ không phải là một phép - đồng cấu , nhưng 

trong trường hợp đặc biệt mà ở đó, mở rộng thuộc về lớp chia tách, chúng ta 

có thể sắp xếp nó để được như vậy. 

Xét các dãy khớp 



Consider now the exact sequence 

0 -> HomK (B,A)-> Homz (B, E) -> Homz (B, B)-> 0 

with the object of computing A(iB). First we note that iB is the image of $. 

Next, the boundary of <p, regarded as an 0-cochain of Homz (B, E), consists 

of the iT-homomorphisms (<r<j) — <f>) : B-+E and this, by the general 

theory of the connecting homomorphism, is the image of a 1-cocycle of 

Hom^ (B, A). In other words, 

Im (<T(j> — ^ A 

 

với các đối tượng tính toán . Trước tiên chúng ta lưu ý rằng  là ảnh 

của . Tiếp theo, biên của  , được coi là một 0 –xích đôi của , 

bao gồm các phép -đồng cấu và với theo lý thuyết tổng 

quát của đồng cấu liên thông, đây là ảnh của một 1- đối chu trình của 

. Nói cách khác, 

 

 

and, if we regard cr<fi — <j) as being a homomorphism B^-A, these homo- 

morphisms form a 1-cocycle for the G-module Hom^ (B, A); furthermore, 

the cohomology class of this cocycle is the element of H^G, Homx (B, A)} 

corresponding to the equivalence class which contains the extension. Note 

that, if the extension splits, then, taking <j> to be a (G, ^l)-homo¬morphism, 

we have cr<fi — <fi = 0 for all a. This proves that the zero element of ^{G, 

Hom£ (B,A)} is associated with the split class. 

và , nếu ta xem  như một phép đồng cấu , những phép đồng 

cấu tạo thành một 1- đối chu trình cho -mô-đun , hơn nữa, các 

lớp đối đồng điều của đối chu trình này là phần tử của 

tương ứng với các lớp tương đương , trong đó có chứa 

phần mở rộng. Lưu ý rằng , nếu các mở rộng chia tách, thì lấy là một phép 

-đồng cấu, ta có với mọi . Điều này chứng tỏ rằng các 

phần tử không của được kết hợp với lớp chia tách. 



Of course, <j> is not uniquely determined; in fact the general if-homo- 

morphism B->E with the same property is + ^, where ^ is any if-

homomorphism B^E with Im (ijr) £ A. Now, if we replace <j> by + <T<j> 

— <l> becomes (cr<j) — <]>) + (cnjr — ijf). But, regarded as homo- 

morphisms B ->A, the ailr-ifr form a typical 1-coboundary. Thus, when <j> 

is varied in all possible ways, the 1-cocycle {<r<j> — ^>} of 

1&oicn.K(B,A) ranges through all the members of the cohomology class 

representing the extension. 

Tất nhiên,  không xác định duy nhất , trong thực tế, nếu phép -đồng cấu 

tổng quát  với cùng tính chất thì , trong đó  là phép -đồng 

cấu   bất kỳ với . Bây giờ, nếu chúng ta thay bằng , 

 trở thành . Nhưng , được xem như là các phép 

đồng cấu ,  tạo thành một 1-đối biên đặc trưng. Vì vậy, khi  

thay đổi theo tất cả các cách có thể, 1- đối chu trình  của 

 dao động qua tất cả các thành phần của lớp đối đồng điều đại 

diện cho phần mở rộng. 
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Now suppose that 

Q->A^>-E and 0->A->E'->B->0  

are two extensions which determine the same element of 

Hr{G, Hom£ (B, A)}. 

Choose <j>' : B->E' to satisfy similar conditions to those imposed on <f>, 

then the 1-cocycles {cr<p — <j>) and {a<f>' — <p’} of Homx (B, A) 

belong to the same cohomology class. It is therefore possible, by adjusting 

the choice of <j>', to arrange that, for each creG, (r<j) — (j) and cr<j>' — 

<f)’ are identical as mappings of B into A. 

Bây giờ giả sử 

và  

là hai mở rộng xác định cùng một phần tử của 



 
Chọn để thoả các điều kiện tương tự như đối với , thì  các 1-đối 

chu trình và của thuộc cùng lớp đối đồng 

điều. Do đó, thông qua việc điều chỉnh cách chọn , chúng ta có thể sắp xếp 

sao cho  với mỗi ,  và  cùng là các ánh xạ của B vào 

A. 

Each element of E has a unique representation in the form a + <j>(b), where 

aeA and beB. By mapping a + <f>(b) into a + <f>'(b) we obtain a ^-

isomorphism E « E'. Also, if a e 0 then 

cr(a + 0(6)) = era + [<r^] (ab) = era + [<r$ — <f>] (crb) + <j)((xb). 

But [a<p — <f>] (crb) e A, consequently <x(a + <p(b)) corresponds to 

era + [er<J> — <fi] (<rb) + <p'(crb) 

= era-\-[cr^>'— (j)''\(a-b) + (j)'{(Tb) = <r(a + $'(b)). 

This makes it clear that E « E' is a (G, if)-isomorphism and now the two 

extensions are seen to be equivalent. Accordingly, two extensions determine 

the same cohomology class when and only when they are equivalent. 

Mỗi phần tử của  có một biểu diễn duy nhất dưới dạng một trong 

đó và . Bằng cách đưa trở thành , ta có được 

một phép -đẳng cấu .Ngoài ra, nếu , thì  

 

 
 

Nhưng , do đó tương ứng với  

 

 
Điều này cho thấy rõ ràng rằng là một phép -đẳng cấu và bây 

giờ hai mở rộng được xem là tương đương. Theo đó, hai mở rộng xác định 

cùng lớp đối đồng điều khi và chỉ khi chúng tương đương. 

 

Finally, let e Hom^ (B, A) and suppose that the ha form a l-cocyole. Then

 0 (10su0) 



from which it follows that = 0. We shall construct an extension 0^-A->E-*-

B-+0 and a ^-homomorphism <j>:B^-E such that (i)B^-E^-Bis an identity 

map and (ii) er<j> — <f> = ha for all cr. This will complete the proof. 

Sau cùng, cho và giả sử rằng có dạng một l-đối chu 

trình. Khi đó thì   

 

từ đó cho thấy . Ta sẽ xây dựng một mở rộng  và 

một phép -đồng cấu sao cho (i)  là một ánh xạ đồng 

nhất và ii) với mọi . Đó là điều phải chứng minh. 

Take for E the set of all pairs (a, b), where aeA and beB, and regard it as the 

direct sum of A and B considered simply as K-spaces. Next define „(«, 6) by 

^ 6) = (<r« + rt). 

This makes E into a (G, ^L)-module. Of course, certain verifications are 

needed, but they are all trivial with one exception and this goes as follows: 

er{r(a, b)} = <r{ra + hT(rb), rb} = {crra + [<rAT] (errb) + hv(arb), cnb} 

= {<rra + A0.T(trr6), crrb} = (err) (a, b). 

Note that we have used both the definition of crhT and the relation (10.9.10). 

    Cho  là tập tất cả các cặp với  và , và xem nó như  tổng 

trực tiếp của A và B đơn giản được xem như là các K-không gian. Tiếp theo, 

xác định bởi  

 

 này làm  đi vào -mô-đun. Tất nhiên, các phép kiểm chứng nhất 

định là cần thiết, nhưng những phép kiểm chứng này hoàn toàn tầm thường 

với một ngoại lệ và chúng ta suy ra được điều như sau: 

 

Chú ý rằng ta đã sử dụng cả định nghĩa của và hệ thức (10.9.10). 

 



The mappings a^>(a, 0) and (a,,b)-^b are the one a (G,K)-mono- morphism 

A->E and the other a (G, iT)-epimorphism E-+B-, more-over, the sequence 

0^-A->E->B-^-0 is exact. If we define the if-homomorphism <j> : B-+E by 

^(6) = (0,6), then the combined mapping BE->■ B is iB and 

(<T<p — <j))b = <r(0(<7-1&)) — <p(b) = cr( 0, tr_16) — (f>(b) 

= (ha(b),b)-(o,b) = (K(b),o). 

Thus if we identify A with its image in E then a(j> — (j> coincides with ha. 

The proof is now complete. 

Trong các ánh xạ và  , một trong số đó là một -

đơn cấu  và cái còn lại là một -toàn cấu , hơn nữa, dãy 

 là khớp. Nếu ta định nghĩa -đồng cấu  bởi 

 (0,6), thì ánh xạ hợp  là  và 

 

Do đó nếu ta đồng nhất  với ảnh của nó trong  thì  trùng với . 

Đó là điều phải chứng minh. 

It is interesting to deduce (from Theorem 10) a homological equi-valent of 

Maschke’s well-known theorem on completely reducible group-rings for, in 

this way, Maschke’s result is seen against the general background of 

extension theory. 

Thật thú vị để suy luận (từ Định lý 10) một tương đương đồng điều bằng 

định lý nổi tiếng của Maschke về các vành-nhóm khả quy hoàn toàn vì, theo 

cách này, các kết quả của Maschke dường như ngược lại với nền tảng tổng 

quát của lý thuyết mở rộng. 

Theorem 11. Let G be a finite group of order q and K a commutative field of 

characteristic zero or characteristic p, where p is prime to q. Then the group-

ring K(G) has its left and right global dimensions equal to zero. 

Proof. It will suffice to prove that l.gl.dim !£(£?) = 0, and this will follow if 

we show that an arbitrary left if(6r)-module B is projective. To this end 

construct an exact sequence 0-+A-+E-*-B->§ of if(Cr)-modules, where E is 

free. This provides an extension of A by B. If now we can establish that 



H1{G,B.omK(B,A)} = X (say) = 0, 

then the extension will split (Theorem 10) showing that B is isomorphic to a 

direct summand of the free if (6')-module E. This, of course, will prove the 

theorem. 

Định lý 11. Cho  là một nhóm hữu hạn bậc  và  là một trường giao hoán 

của đặc trưng 0 hay đặc trưng , với  chia hết cho . Thì vành-nhóm  

có các số chiều toàn cục bên trái và phải bằng 0. 

Chứng minh. Sẽ đủ để chứng minh rằng , và điều này sẽ 

xảy ra nếu ta chứng tỏ được rằng một -mô-đun bên trái  tùy ý là phép 

chiếu. Để làm được điều đó, chúng ta xây dựng một dãy khớp 

của các -mô-đun, với  tự do. Nó cho ta một mở rộng của  bởi 

. Nếu bây giờ ta có thể xác lập được rằng   

 

thì sự mở rộng sẽ chia tách (Định lý 10), cho thấy rằng  đẳng cấu với một 

tổng trực tiếp của -mô-đun tự do . Tất nhiên, đó là điều phải chứng 

minh. 

Now, in the first place, HomK (B, A) is a bimodule with respect to Z(G) and 

K consequently, by the general principles explained in section (8.2), X has a 

natural structure as /l-space. Next observe that qH1(G, C) = 0 for any Cr-

module C. (To see this, let / : G^-C be a crossed homomorphism and put a = 

S/(o'). Then, summing the 

cr€.0 

identity/(err) = <r/(r) +f{cr) with respect to r, one obtains 

<ra —a = —qf(cr) 

showing that qfia a coboundary.) It follows that qX = 0 and therefore (q\K) 

X = 0, where 1^ is the identity element of K. But the conditions of the 

theorem secure that qlK =)= 0 consequently X = 0 as required. 

Bây giờ, ở điểm đầu tiên, là một song mô-đun đối với  và 

, vì vậy nên bằng những nguyên lý tổng quát đã giải thích ở mục (8.2),  

có một cấu trúc tự nhiên như -không gian. Tiếp theo chú ý rằng 

 đối với -mô-đun  bất kỳ. (để thấy được điều này, cho 



là một đồng cấu chéo và đặt . Khi đó thì, lấy tổng 

đồng nhất đối với r, ta thu được 

 

cho thấy rằng  là một đối biên). Theo đó thì  và do vậy  

, với là phần tử đơn vị của . Nhưng các điều kiện của định lý bảo đảm 

rằng dẫn đến  như yêu cầu. 

 

10.10 The second cohomology group 

Throughout section (10.10), 0 will denote a group and our object will be to 

obtain an interpretation for the second cohomology group H\G, A). This 

interpretation will be in terms of what are called ‘group extensions of A by 

G 

Using the standard non-homogeneous resolution of Z, a 2-cochain (for a 

given left G-module A) is just a mapping /: GxG->A and (10.7.12) shows 

that the condition for /to be a 2-cocycle is 

rf(T,P)-f((rT,p)+f((r,Tp)-f(or,T) = 0. (10.10.1) 

By custom these 2-cocycles are given a special name of their own. 

Definition. A mapping/: GxG->A for which (10.10.1) holds for all cr, T, pin 

G is called a, factor system. 

10.10 Nhóm đối đồng điều thứ hai. 

Trong suốt mục (10.10),  sẽ biểu thị một nhóm và mục tiêu của ta sẽ là 

phải tìm được một sự diễn giải cho nhóm đối đồng điều thứ hai . 

Sự diễn giải này sẽ xét về cái gọi là ‘các mở rộng nhóm của  bởi ’ 

Sử dụng cách giải không thuần nhất tiêu chuẩn của , một 2-xích đôi (đối 

với một -mô-đun bên trái  cho trước) chỉ là một ánh xạ  và 

(10.7.12) cho thấy rằng điều kiện để  trở thành một 2-đối chu trình là 

 

 

Thông thường các 2-đối chu trình này có tên đặc trưng của riêng chúng.  



Định nghĩa. Một ánh xạ  trong đó (10.10.1) đúng với mọi 

 trong  được gọi là một hệ nhân tử. 

Now observe that / : GxG^-A is the boundary d(j> of a 1-cochain <j> : G-

+A, provided that 

/(cr,r) = <x<i>{T)-<l>{<TT) + <j>(cr) (10.10.2) 

holds identically. This observation gives rise to another definition. 

Definition. If / : GxG->A and there exists a mapping <j> : G^-A such that 

(10.10.2) holds for all cr, r in G, then / is called & principal factor system. 

Thus, in our new terminology, H2(G, A) is just the additive group of factor 

systems taken modulo the subgroup of principal factor systems. 

Bây giờ thấy rằng  là một biên của một 1-xích đôi 

, miễn là 

 

xảy ramột cách đồng nhất. Nhận xét này làm phát sinh một định nghĩa khác. 

Định nghĩa. Nếu và tồn tại một ánh xạ sao cho 

(10.10.2)xảy ra với mọi trong , thì  được gọi là hệ nhân tử chính.  

Do vậy, trong thuật ngữ mới của chúng ta, chỉ là nhóm cộng tính 

của các hệ nhân tử được lấy theo mô-đun-lo nhóm con của các hệ nhân tử 

chính.  

So far we have always taken A to be an additive group on which G operates 

but, for the discussion which follows, it will be more con-venient to treat the 

internal law of composition of A as multiplication. A second change of 

notation will consist of writing aa where formerly we should have written 

era and so, from now on, the hypothesis that A is a left ©-module means that 

(a1a2)<r = afaf, (a<J)T = a™’, a1 = a, (10.10.3) 

Cho đến đây, ta luôn luôn lấy  là một nhóm cộng tính mà  tác động, 

nhưng trong các thảo luận dưới đây, sẽ thuận tiện hơn để xử lí các luật riêng 

của thành phần  dưới dạng phép nhân . Một sự thay đổi kí hiệu thứ hai sẽ 

bao gồm viết mà lẽ ra  trước đó chúng ta viết là  và vì vậy, từ bây giờ, 

giả thuyết cho rằng  là một -mô-đun trái có nghĩa là 



 

where a, alt a2 are in A and cr, r belong to G. Another change results from 

observing that a 2-cochain is obtained by associating an element of A with 

each ordered pair (<r, r) of elements of G; and so we might equally well 

describe a 2-cochain as a doubly indexed family {aa r} of elements of A. 

Further, the internal law of composition of A has been used to make a group 

out of the cochains; but it is now more natural to describe the operation of 

combining t} and [a"a> T} as ‘ multiplication ’ than as ‘addition’, which 

was the term previously used. Accordingly the product of these 2-cochains is 

{a*_T}, where 

<r = <T<T • 

trong đó  thuộc  và  thuộc  G. Một sự thay đổi bắt nguồn từ 

nhận định rằng một 2–xích đôi thu được bằng cách kết hợp một phần tử của 

 với mỗi cặp được sắp xếp  của các phần tử của G và vì vậy ta cũng 

có thể mô tả một 2 –xích đôi như là một họ gấp đôi chỉ số  của các 

phần tử trong . Hơn nữa, luật riêng của các thành phần trong  đã được sử 

dụng để tạo ra một nhóm ra từ các xích đôi, nhưng bây giờ sẽ tự nhiên hơn 

nếu ta mô tả các phép kết hợp   và  dưới dạng 'phép nhân' chứ 

không phải 'phép cộng’, là các thuật ngữ được sử dụng trước đó. Theo đó, 

tích của 2-xích đôi là 

, trongđó 

 

Finally, the condition for  to be a factor system, see (10.10.1), takes the 

form 

a.f> = a^P^1r {(TyTjpeG)> (10.10.4) 

and it will be a principal factor system when there exists a family {a,,.} of 

elements of A, such that 

off)T = ^ (<r,reG). (10.10.5) 

a<rx 

Cuối cùng, điều kiện để  là một hệ nhân tử , xem (10.10.1), có dạng  

 

 



 

và nó sẽ là một hệ nhân tử chính khi tồn tại một họ  các phần tử của , 

sao cho 

 

 
 

The new multiplicative notation will be in force only for the rest of this 

section, after which we shall return to our previous usages. 

It is now time to introduce the concepts of the theory of group extensions so 

far as they will concern us here. Suppose then that A is a given commutative 

group and that G is an arbitrary group. In rough terms, to find an extension 

of A by G means to find a group II which contains A as a normal subgroup 

and is such that 11/^4 is (isomorphic to) G. This lacks the necessary 

precision for our purposes, so we set the matter out in formal terms as 

follows: 

 

Các ký hiệu phép nhân mới sẽ có hiệu lực cho phần còn lại của phần này, 

sau đó ta sẽ quay về sử dụng các kí hiệu trước đây.  

 

Bây giờ là lúc để giới thiệu các khái niệm về lý thuyết của  các mở rộng 

nhóm mà chúng ta đang quan tâm . Giả sử rằng  là một nhóm giao hoán 

cho trước và  là một nhóm tùy ý. Theo nghĩa thông thường, tìm một phần 

mở rộng của  bởi  có nghĩa là tìm một nhóm  có chứa  là một nhóm 

con chuẩn tắc và sao cho   là (đẳng cấu với) . Điều này thiếu độ chính 

xác cần thiết cho mục đích của chúng ta, vì vậy ta đặt ra vấn đề trong định 

nghĩa chính thức như sau: 

 

Definition. A pair (II, x) consisting of a group II (containing A as a normal 

subgroup) and a group-epimorphism x '• n -*■ G with kernel A, will be 

called an extension of A by G. 

The notion of equivalent extensions is now easily explained. Two extensions 

(II, x) and (11*,%*) of A by G are said to be equivalent if there exists a 

group isomorphism IT « II* such that the diagram 

………………………… 

is commutative. Here it is to be understood that A-t-Yl and A -> II* are 

inclusion mappings. 



Định nghĩa.Một cặp bao gồm một nhóm  (có chứa  làmột nhóm 

con chuẩn tắc) và một toàn cấu –nhóm với nhân ,sẽ được gọi là 

một mở rộng của  bởi . 

Bây giờ, khái niệm về mở rộng tương đương được giải thích dễ dàng. Hai 

mở rộng và của  bởi  được cho là tương đương nếu tồn tại 

một nhóm đẳng cấu sao cho biểu  đồ 

 

 

 

giao hoán. Ở đây chúng ta  hiểu rằng  và  là các ánh xạ co. 

Suppose now that  is an extension of  by . Let aeG and choose TTg. 

€ II so that x(na) = v then, since A is a normal subgroup of II, the mapping 

a-^-n^an^1 is an isomorphism of A on to itself. 

Further, if tt'„ is another element of II which x maps into <r, then 7Trff = 

an^ for a suitable ace A. It follows that 

n^an'-1 = aira<m~^ cxrx = 

because A is commutative and naan~x belongs to A. Hence, if we put 

a? = TTaau~x (aeA, oeG), (10.10.6) 

then aa is independent of the choice of na. It is now easy to verify that the 

relations of (10.10.3) hold, consequently each extension of A by G causes A 

to be endowed with a structure as (left) G-module and it is clear that 

equivalent extensions will produce identical G-module structures. In view of 

this we shall reformulate our problem. 

Bây giờ giả sử là một mở rộng của  bởi .Cho và chọn  

để thế thì, do  là một nhóm con chuẩn tắc của , ánh xạ 

là một đẳng cấu của  vào chính nó. Hơn nữa, nếu  là một 



phần tử của  mà  chiếu vào , thì với một  thích hợp. 

Suy ra rằng 

 
 

vì   giao hoán và thuộc . Do đó,nếu chúng ta đặt 

 
 

thì  không phụ thuộc vào cách chọn . Bây giờ dễ dàng xác minh rằng 

các hệ thức của(10.10.3) xảy ra, do đó mỗi mở rộng của  bởi làm cho  

có cấu trúc như -mô-đun(trái)và rõ ràng  các mở rộng tương đương sẽ cho 

ra cấu trúc giống -mô-đun. Với quan điểm này, chúng ta sẽ phát biểu lại 

vấn đề. 

From now on, it will be supposed that A and G are given and that, in 

addition, there is prescribed, on A, a definite structure as (left) O-module. 

The problem will then be to determine the classes of equivalent extensions 

of A by G, which induce, on A, the prescribed G-module structure. 

Từ bây giờ, chúng ta giả sử rằng  và  sẽ được cho trước,  và thêm vào đó, 

có một cấu trúc xác định được mô tả trên  dưới dạng -mô-đun(trái). Thế 

thì, vấn đề ở đây là xác định các lớp của các phần mở rộng tương đương của 

 bởi , nó sẽ tạo ra trên cấu trúc -mô-đun theo quy định. 

Let (11,%) be such an extension and, for each <xeG, choose ita e II so that 

x(na) = o'- A family {n^} of elements of II, which possesses this property, 

will be called a section of II. If now cr, r are in G then, since X(^JTT) = or = 

X(n^r)>follows that 

= a<T,77T<TT> 

where aa>T belongs to A. Now 

(7Ta7Tr)7Tp *(7-,T7T(TT^(J T^JT, p^<rrp> 

and, by (10.10.6), 

^ p) ^(7 ^T, p ^7 p 

^ p ^(7, rp ^(IJp ‘ 



consequently a^a^ ^ = a* flaa. Tfi and therefore, by (10.10.4), the aa T form 

a factor system. 

Cho  là một mở rộng như vậy, và với mỗi , chọn 

để họ  các phần tử của , có tính chất này, sẽ được gọi 

làmột phần cắt của . Nếu bây giờ nằm trong , thì do

 suy ra rằng 

 

trong đó thuộc về . Bây giờ 

 
và,  theo (10.10.6),  

 

do đó và như vậy, theo(10.10.4), tạo thành một 

hệ nhân tử . 

Next suppose that we are given a second extension (11*,%*) say; let {tt*} 

be a section of II * and let {a* T} be the factor system to which it gives rise. 

It is clear that if (II, x) and (II*, %*) are equivalent, then it is possible to 

choose the section {na} so that aa T = a* T for all cr, r. On the other hand, if 

we can choose {n^} so that aaT = a* T without exception, then the two 

extensions are equivalent. Indeed, in these circumstances, the mapping II-

>II* defined by an^-^an*, where aeA, is easily seen to be an isomorphism. 

Moreover, to prove that it gives an equivalence we need only show that it 

becomes the identity map on A. Now n17T1 = al ln1 hence n1 = ai x and 

similarly n* = a1(1. Thus if aeA then a = aa^\n1 = oca^ln* which makes it 

quite clear that a is mapped into itself. 

Tiếp theo giả sử rằng ta có mở rộng thứ hai , cho là một phần 

cắt của  và đặt là hệ nhân tử mà nó tạo ra. Rõ ràng là nếu và 

tương đương, thì chúng ta có thể chọn phần cắt  để 

đối với mọ i . Mặt khác, nếu chúng ta có thể chọn 

sao cho thỏa  không có ngoại lệ , thì hai phần mở rộng 

tương đương. Thật vậy, trong những trường hợp này, chúng ta có thể dễ thấy 

rằng ánh xạ định nghĩa bởi trong đó , là một 



đẳng cấu. Hơn nữa, để chứng minh rằng nó dẫn đến một tương đương chúng 

ta chỉ cần chứng minh rằng nó sẽ trở thành ánh xạ đồng nhất trên . Bây 

do đó và tương tự  . Vì vậy, nếu thì 

điều này giúp chúng ta dễ thấy rằng   một được 

ánh xạ vào chính nó. 

To recapitulate, (II, x) and (11*,%*) are equivalent if and only if it is 

possible to rechoose the section {n^} so that we have aa T = a* T for all <t 

and t. 

Observe now that if {n^} is a particular section of II then any other section 

{ff^} (say) is obtained by putting = OLaTJa, where the a.a are arbitrary 

elements of A. Let T be the factor system associated with {na} then, on the 

one hand, 

*o*T = a'<Tn<ra'T7TT = = a<rar«<r,T^<7T. 

and on the other TT^ = a^n^ = a^ct^n^, 

■u- u • - a?ao- 

which gives aa> T = aa> T ——. 

’ ’ a<rr 

Tó , và  tương đương khi và chỉ khi nó có thể chọn lại 

phần cắt để ta có với mọi và  . 

Bây giờ thấy rằng nếu là một phần cắt đặc biệt  thì bất kỳ phần 

cắt khác thu được bằng cách đặt trong đó là những 

phần tử bất kì của . Đặt là hệ nhân tố liên kết với { na }thì , một mặt , 

 

Mặt khác  

Suy ra                                   

Accordingly, (11,%) and (11*,%*) will be equivalent if and only if the 

original factor systems {a^ T} and {a*_T} belong to the same cohomology 

class. It follows, in particular, that the cohomology class of {a^} does not 

depend on the choice of the section {TT^. Thus with each extension (II, x) 



there is associated a uniquely determined element of H2(0,A); and, 

moreover, it has been shown that extensions are equivalent when, and only 

when, they determine the same element. 

Như vậy, và sẽ tương đương khi và chỉ khi các hệ nhân tử ban 

đầu  và thuộc cùng lớp đối đồng điều. Từ đây suy ra rằng lớp đối 

đồng điều của không phụ thuộc vào việc chọn phần cắt . Vì vậy, với 

mỗi mở rộng cóliên quan một phần tử quyết định duy nhất của 

và, hơn nữa, chúng ta  đã chứng minh rằng phần mở rộng tương 

đương khi và chỉ khi chúng  xác định cùng phần tử . 

Theorem 12. Let A be an abelian group, 0 an arbitrary group, and suppose 

that A has a prescribed structure as a (left) G-module. Then with each 

extension of A by G, which induces on A the prescribed structure, there is 

associated a definite element of H*(G, A). Further, this association produces 

a one-to-one correspondence between the classes of equivalent extensions 

and the elements of H\G, A). 

Định lý 12. Cho  là một nhóm Abel,  là một nhóm tùy ý, và giả sử rằng  

có một cấu trúc được quy định như một -mô-đun bên trái. Khi đó thì với 

mỗi mở rộng của  bởi , cảm sinh trên cấu trúc được quy định, có kết 

hợp một phần tử xác định của . Hơn nữa, sự kết hợp này tạo ra một 

phép tương ứng 1-1 giữa các lớp của các mở rộng tương đương và các phần 

tử của . 

 

Proof. In view of what has already been proved, it is enough to show that 

each element of H2(G, A) arises from an extension. Accord¬ingly, let such 

an element be given and let be a representative factor system. By 

multiplying the factor system by a suitable prin¬cipal factor system we can 

arrange that alt = 1A. (This step is not essential but it makes for simplicity in 

what follows.) If now, in (10.10.4), we first give cr, T, p the values cr, 1, 1 

and then the values 1, 1, p we find that 

a<r,l = 1.4 = al,<r (G-SG). (10.10.7)  

Chứng minh. Xét theo những gì đã được chứng minh, chúng ta có thể dễ 

dàng suy ra được mỗi phần tử của  phát sinh từ một mở rộng. Do 

vậy, cho một phần tử và là một hệ nhân tử biểu diễn. Bằng việc nhân 

thêm hệ nhân tử với một hệ nhân tử chính thích hợp ta có thể thu được 



. (Bước này không quan trọng nhưng nó đơn giản hóa những bước 

tiếp theo) Nếu bây giờ, trong (10.10.4), trước tiên ta cho các giá trị 

và sau đó là các giá trị thì ta thấy rằng 
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Take for II the set of all pairs (a, cr) where aeA and <reG; and, if (/?, r) is a 

second such pair, put 

(a, cr) (/?, r) = (a^a^r, (TT), 

thereby defining multiplication. This multiplication is associative for if (7, p) 

is a third pair, then 

[(a, o') (/?, r)] (y,p) = (a^y^a^a^^arp), 

while (a, o’) [(/?, r) (7, />)] = P a<r, t,» o'7/3). 

and these are the same because a^Ta„tP = a^aT T/). Put 

e = (U,l), 

then, by (10.10.7), (a, cr)e — (a, cr) = e(a, cr), showing that e is neutral for 

multiplication. Further, 

(a, 1) (a-1,1) = c, 

and from this it follows that every element has both a right and a left inverse; 

for if (a, cr) (1^, cr-1) = (/?, 1) and (1^, a-1) (a, a) = (7,1) then 

(a, cr) (1^, cr-1) (/?-\ 1) = e = (7-1,1) (1^, 0"1) (a, cr). 

Giả sử  là tập các cặp với và ; và, nếu là một cặp 

thứ 2 như thế, đặt 

 

qua đó xác định phép nhân. Phép nhân này có tính kết hợp, theo vậy nếu 

 là một cặp thứ 3, thì 

   và  



và chúng như nhau bởi vì Đặt 

 

khi đó, theo cho thấy rằng e  

trung hòa đối với phép nhân. Hơn nữa, 

 

và từ đây chúng ta có thể suy ra mọi phần tử có cả nghịch đảo trái và phải; 

vậy nếu và thì 

 

 

The above remarks constitute a verification that II is a group. Clearly the mapping x '■ II 

-> Cr, in which (a, cr) -*■ cr, is an epimorphism whose kernel, Ker (%), consists of all 

elements of the form (a, 1). These elements therefore form a normal subgroup. Moreover, 

the mapping a->(a, 1) is an isomorphism A « Ker (%) hence, if these are identified, A 

becomes a normal subgroup of II and x has kernel A. Next, the elements (1^, cr) form a 

section of II and, since 

(1^, cr) (a, 1) (1A, cr)-1 = (a* cr) (1^, cr)"1 = (a?, 1) (1^, cr) (1^, cr)-1 

= («', 1), 

the structure induced on A by the extension (II, x) is the originally prescribed structure as 

<3-module. Finally, 

(1^,ct)(1^,t) = or) = (a„, 1)(1 A,<TT), 

hence the factor system associated with the chosen section is just the one with which we 

started. The proof is thus complete. 

Những nhận xét trên giúp chúng ta khẳng định rằng  là một nhóm. Rõ ràng 

ánh xạ , trong đó  , là một toàn cấu, trong đó, nhân của 

nó, Ker ( ) , bao gồm tất cả các phần tử có dạng ( , 1) . Do đó, những phần 

tử này hình thành nên một nhóm con chuẩn tắc. Hơn nữa, ánh xạ   

là một đẳng cấu  do đó, nếu xác định được chúng, A sẽ trở 

thành một nhóm con chuẩn tắc của  và x có nhân A. Tiếp theo, các phần tử 

 tạo thành một phần của , và bởi vì 

 



 

cấu trúc được cảm sinh trên A do sự mở rộng ( , ) là cấu trúc trước đây đã 

được mô tả dưới dạng G-mô-đun. Cuối cùng, 

 

do đó hệ nhân tử gắn với phần được chọn chính là hệ ban đầu của chúng ta. 

Đó là điều phải chứng minh. 

We shall take this opportunity to establish an additional property of group extensions. As 

before, A will denote a commutative group and G an arbitrary group. We shall be 

concerned with a, fixed extension (II, x) of A by G and when we speak of A as a G-

module it is to be  

understood that we are referring to the structure induced by the extension in the manner 

explained above. 

Qua đây, chúng ta sẽ suy ra một tính chất bổ sung của các mở rộng nhóm. 

Cũng như trước đây, A biểu thị nhóm giao hoán và G là một nhóm tùy ý. 

Chúng ta sẽ xét một mở rộng cố định ( , )  của A bởi G và khi chúng ta đề 

cập đến A dưới dạng một G-mô-đun thì điều đó có nghĩa là chúng ta đang đề 

cập đến cấu trúc cảm sinh bởi mở rộng theo như diễn giải ở trên. 

By an automorphism of II which is trivial for both A and 0 will be meant a group-

isomorphism <j> : II«II such that 

<j>(a) = a (allae.4) and X& = X- (10.10.8) 

Clearly these special automorphisms form a multiplicative group. Now let a 6 A and put 

<pa(n) = ana-1 (7reII); 

then <j>a is an isomorphism of II on to itself and is called the inner automorphism of II 

determined by a. Since A is commutative, <f>a is trivial for A and, since A = Ker (x), it 

is also trivial for G. Indeed, the inner automorphisms of II, determined by the elements of 

A, form a subgroup of the full group of automorphisms, which are trivial for both A and 

G. 

Thông qua phép đẳng cấu của , một phép đẳng cấu tầm thường đối với cả 

A và G sẽ là một nhóm-đẳng cấu  sao cho 

 

Rõ ràng, những tự đẳng cấu đặc biệt này hình thành nên một nhóm nhân. 

Bây giờ giả sử  và đặt 



 

Thế thì  một là một đẳng cấu của  vào chính nó và được gọi là tự đẳng 

cấu bên trong của  được xác định bởi . Bởi vì A giao hoán ,  tầm 

thường đối với A và , vì A = Ker ( ) , nó cũng tầm thường đối với G. Thật 

vậy, các tự đẳng cấu bên trong của  , được xác định qua các phần tử của A, 

tạo thành một nhóm con của nhóm đầy đủ các tự đẳng cấu, chúng tầm 

thường đối với cả A và G. 

Let <f> be an automorphism of II satisfying (10.10.8), let ereC? and choose ixa so that 

x(n<r) = cr- Since xina-) — X($(no))> we have (pin^) = aiTg. for a suitable aeA. 

Furthermore, if ae A and we put n'g. = a.TTa, then 

<j>{K) = = acar„ = an'a-, 

consequently a depends only on cr and not on the choice of na. It will therefore be 

denoted by aa. Thus (j) determines a family {a^} of elements of A which is such that, for 

any section {n^} of II, 

0far) = <Vr<r (<TZG). (10.10.9) 

Giả sử  là một tự đẳng cấu của  thỏa mãn ( 10.10.8 ) , đặt  và chọn 

 sao cho . Bởi vì chúng ta có 

. đối với một  phù hợp. Hơn nữa, nếu   và chúng ta đặt 

 , thế thì 

 

do đó a chỉ phụ thuộc vào việc chọn  và không phụ thuộc vào việc chọn  

. Do đó, chúng ta kí hiệu nó là  . Do đó  xác định một họ phần tử 

{ } của A sao cho, đối với bất kỳ phần{ } nào của  , 

 

Again, <j>{naTiT) = <f>(n„) <j>(nT) = a<Tn<raTnT = a^ir^, 

and therefore aar = a°aa showing that {aCT} is a standard 1-cocycle, f The mapping <j> -

> {a^ is a monomorphism of groups and we contend that every 1-cocycle is the image of 

some <j>. Note that this implies that the group of H-automorphisms, which are trivial for 

both A and G, is isomorphic to the group of standard 1 -cocycles. To fill in the proof, we 

have but to observe that a given 1-cocycle {«£} arises from <j>', where 6' is defined by 

Y * f(<ma.) = a<rccn<r (cceA). 



Let us now consider the image, under the above isomorphism, of the set of inner 

automorphisms of II that are determined by elements of A. This is easily done for, if aeA, 

aMtTarx = (alec*) 7Ta, which shows that the cocycle corresponding to <j>a is the typical 

1-coboundary {a/a0}. These observations provide a proof of the following theorem. 

•f The reader should remember that we are using a multiplicative notation. 

Một lần nữa,  

 

và do đó  chứng tỏ rằng { } là một  1-đối chu trình tiêu chuẩn  

Ánh xạ  là một đơn cấu của các nhóm và chúng ta giả sử rằng mỗi 1- 

cocycle là ảnh của  nào đó. Lưu ý rằng điều này có nghĩa là nhóm của các 

-tự đẳng cấu, một nhóm tầm thường đối với cả A và G, đẳng cấu với các 1-

đối chu trình tiêu chuẩn. Để chứng minh, chúng ta thấy rằng đối với một 1- 

đối chu trình nhất định { } phát sinh từ , trong đó  được định nghĩa là 

 

 




