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Chương 9

Nguyên tử trong buồng cộng hưởng

tắt dần

Một ứng dụng rất đơn giản của các cấu trúc toán học được xây dựng trong chương này là nghiên

cứu về sự tiến triển của một nguyên tử hai mức, ban đầu ở mức cao | a > của cộng hưởng dịch chuyển với

mode buồng cộng hưởng. Đặc biệt dường như là tốc độ bức xạ tự phát của nguyên tử bên trong buồng cộng

hưởng về thực chất nó được tăng cường so với giá trị không gian tự do của nó. Hệ số tăng cường có thể được

rút ra một cách nghiêm túc từ phân tích cơ học lượng tử, ở đó sự tắt dần buồng cộng hưởng được xét qua

tương tác của trường đơn mode với cái bình chứa một số lượng lớn dao động tử điều hòa. Trước hết chúng

ta đưa vào một lý luận phỏng đoán để hiểu về hiện tượng lý thú này.

Tại trong mục (6.3) nhớ rằng chúng ta đã xét phát xạ tự phát của một nguyên tử trong không gian

tự do để cho nguyên tử tương tác với một khoảng liên tục các mode của trường điện từ, tốc độ phân rã Γ

được viết bởi phương trình (6.3.14) có thể được viết lại là

Γ = 2π〈|g(ω)|2〉D(ω) (9.1)

Trong đó, dấu braket (dấu ngoặc nhọn) biểu diễn trong bình theo góc, g(ω) là tần số Rabi chân không và

D(ω) = V ω2/π2c3 là mật độ trạng thái ở tần số dịch chuyển ω. Do đó, tốc độ phân rã tự phát tỉ lệ với mật

độ trạng thái. Cấu trúc mode của trường chân không nó thay đổi đột ngột trong buồng cộng hưởng mà kích

thước của nó vào cỡ bước sóng. Trong buồng cộng hưởng có hệ số phẩm chất là Q, mật độ mode Dc(ω) có

thể được tính gần đúng bằng Lorent (phương trình (9.3.12))

Dc(ω) =
1
π

ν/2Q

(ω2 − ν2) + (ν/2Q)2
(9.2)

Vì vậy, tốc độ phân rã tự phát của nguyên tử bên trong buồng cộng hưởng thu được bằng cách thay

D(ω) bởi Dc(ω) ở (9.1)

Γc = 2π〈|g(ω)|2〉Dc(ω) (9.3)

Đối với buồng cộng hưởng được điều chỉnh gần tần số cộng hưởng nguyên tử, chúng ta có Dc(ω) '
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2Q/πω và

Γ =
2π

3

( ω℘2
ab

2~ε0V

)(2Q

πω

)
= ΓQ

(2πc3

V ω3

)
(9.4)

Vì thế, ngoại trừ hệ số hình học bậc một (đối với mode cộng hưởng thấp nhất ω = πc/L, trong đó

L là độ dài cạnh buồng cộng hưởng, hệ số này bằng 2/π2), tốc độ phân rã tự phát bên trong buồng cộng

hưởng được tăng cường bởi hệ số Q so với giá trị không gian tự gian của nó.

Một cách diễn giải đơn giản khác về sự tăng cường phát xạ tự phát cũng có thể được cho theo những

điện tích ảnh. Chúng ta có thể mô phỏng ảnh hưởng của các gương buồng cộng hưởng đến sự tiến triển của

nguyên tử bằng cách thay chúng bằng các điện tích ảnh Q của nguyên tử ở các gương này. Khi buồng cộng

hưởng cộng hưởng với dịch chuyển nguyên tử, tất cả các lưỡng cực của những ảnh này cùng pha với lưỡng

cực nguyên tử. Do đó, chúng đóng vai trò như các anten định hướng Q cùng pha. Một anten nhất định trong

mảng này bức xạ nhanh hơn Q lần một anten cô lập. Do đó năng lượng nguyên tử tiêu hao nhanh hơn Q

lần trong không gian tự do.

Bây giờ chúng ta chuyển sang việc rút ra phân rã nguyên tử trong buồng cộng hưởng tắt dần. Chúng

ta xét một hệ nguyên tử hai mức với trường điện từ đơn mode bên trong buồng cộng hưởng. Buồng cộng

hưởng được ghép với bình nhiệt qua vách của buồng cộng hưởng. Do đó, Hamitltonian của bình trường

nguyên tử là

H = HF + HA + HAF + HR + HFR, (9.5)

HF = ~νa†a, (9.6)

HA =
1
2

~νσz, (9.7)

HAF = ~g(σ+a + a†σ−), (9.8)

HR =
∑

k

~νkb†kbk, (9.9)

HFR = ~
∑

k

gk(b†ka + a†bk). (9.10)

Trong đó, HF và HA lần lượt là trường tự do và các Hamiltonian nguyên tử, HAF biểu diễn tương

tác của trường buồng cộng hưởng đơn mode với nguyên tử, HR là năng lượng của các mode bình và HFR

biểu diễn tương tác của trường với bình. Đối với sự mất mát dịch chuyển mode của bình tương ứng với mode

chân không đi vào buồng cộng hưởng qua các gương riêng truyền qua. Chúng ta giả sử rằng ở trạng thái

cân bằng nhiệt ở nhiệt độ T .

Các đại lượng quan tâm trong hệ là năng lượng của trường 〈a†a〉 và nghịch đảo nguyên tử 〈σz〉.

Phương trình chuyển động đối với bất kỳ toán tử nào có dạng (a†)manOA, (trong đó, OA là toán tử nguyên

tử, chẳng hạn như σ+, σ−, σz) được cho bởi

d

dt
[(a†)manOA] = − i

~
[(a†)manOA, HF + HA + HAF ] +

〈 d

dt
[(a†)man]

〉
R
OA, (9.11)

Trong đó, 〈d[(a†)man]/dt〉R được cho bởi phương trình (9.3.5). Sử dụng phương trình này, chúng ta có thể
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đưa ra các phương trình chuyển động sau đối với 〈a†a〉 và 〈σz〉:

d〈a†a〉
dt

= ig〈σ+a − a†σ−〉 − C〈a†a〉 + Cnth, (9.12)

d〈σz〉
dt

= −2ig〈σ+a − a†σ−〉. (9.13)

Dấu braket chỉ cái bình cũng như trung bình cơ học lượng tử. Những phương trình này liên quan

đến trung bình của toán tử Hermit 〈σ+a−σ−a†〉 bằng các phương trình chuyển động của chúng có liên quan

đại lượng 〈a†σza〉 và vân vân. Nói chung, ta đưa vào một tập hợp không xác định của các phương trình mà

không thể giải được bằng phương pháp giải tích. Tuy nhiên, trường hợp này sẽ được xem xét một cách đơn

giản hơn nếu ban đầu nguyên tử ở trạng thái kích thích |a〉, trường bên trong buồng cộng hưởng là trạng

thái chân không |0〉 và buồng cộng hưởng ở nhiệt độ không (nth = 0). Có thể có nhiều nhất là một photon

trong trường và trạng thái của bên trong buồng cộng hưởng tại bất kỳ thời điểm t nào sẽ là chồng chất tuyến

tính của trạng thái chân không |0〉 và trạng thái một photon |1〉. Giá trị kỳ vọng của các toán tử liên quan

đến lũy thừa bậc hai và bậc cao hơn, chẳng hạn trong các toán tử trường a và a†, và do đó 〈(a†)2σza
2〉 bằng

không tại mọi lúc. Dưới những điều kiện này, chúng ta thu được tập hợp khép kín của các phương trình sau

d〈a+a〉
dt

= gA1 − C〈a†a〉, (9.14)

d〈σz〉
dt

= −2gA1, (9.15)

dA1

dt
= g〈σz〉 + 2gA2 + g − C

2
A1, (9.16)

dA2

dt
= −gA1 − CA2, (9.17)

Trong đó,

A1 = i〈σ+a − a†σ−〉, (9.18)

A2 = 〈a†σza〉. (9.19)

Có thể chú ý rằng trong phương trình (9.17), chúng ta đã bỏ qua số hạng tỉ lệ với 〈σ+a†a2−(a†)2aσ−〉

theo lý luận ở trên. Bốn phương trình từ (9.14) đến (9.17) có thể được giải bằng phương pháp biến đổi Laplace.

Nghiệm cuối cùng của 〈a†a〉t và 〈σz〉t, thỏa mãn điều kiện ban đầu 〈a†a〉0 = A1(0) = A2(0) = 0 và 〈σz〉0 = 1

là

〈a+a〉t = − 8g2e−Ct/2

C2 − 16g2

{
1 − cosh[(C2 − 16g2)1/2t/2]

}
, (9.20)

〈σz〉t = −1 +
4e−Ct/2

C2 − 16g2

{
− 4g2 +

+

[
C2

4
− 2g2 +

C

4
(C2 − 16g2)1/2

]
× e(C2−16g2)1/2t/2 +

+

[
C2

4
− 2g2 − C

4
(C2 − 16g2)1/2

]
× e−(C2−16g2)1/2t/2

}
(9.21)
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Trong hình 9.1, xác suất của nguyên tử ở mức cao Pa = (1 + 〈σz〉)/2 được vẽ đối với các giá trị

C/4g. Ta thấy ở đây sự dịch chuyển từ dao động tắt dần Rabi đến trường hợp quá tắt dần.

Hình 9.1: Đồ thị của Pa theo đại lượng thời gian không thứ nguyên gt đối với (a) C/4g = 0.1 và (b) C/4g = 10.

Tính chất khác biệt này có thể được thấy quá dễ dàng bằng cách xét 2 trường hợp giới hạn của

phương trình (9.21). Khi C � 4g, nghịch đảo nguyên tử 〈σz(t)〉 và xác suất Pa có dạng đơn giản sau

〈σz(t)〉 = −1 + e−Ct/2[1 + cos(2gt)], (9.22)

Pa(t) =
e−Ct/2

2
[1 + cos(2gt)]. (9.23)

Các dao động Rabi tắt dần này ở tần số 2g. Trong trường hợp ngược lại C � 4g, ta có

〈σz(t)〉 = −1 + 2e−(4g2t/C), (9.24)

Pa(t) = 2e−(4g2t/C), (9.25)

tức là nguyên tử phân rã theo dạng hàm mũ với hằng số tắt dần

Γc =
4g2

C
=

(
1

4πε0

4ν3℘2
ab

3~c3

)( ν

C

)(6πc3

V ν3

)
. (9.26)

Ngoài trừ hệ số tầm thường là 3, thì biểu thức này giống với phương trình (9.4), nó thu được bằng

cách dùng lý luận phỏng đoán dựa trên mật độ các trạng thái. Hệ số 3 biến mất nếu trong phương trình

(9.26), chúng ta thay g2 bằng trị trung bình của nó trên các sự định hướng khác nhau.
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• BÀI TẬP

9.1 Một mode có tần số ν tương tác với bình nhiệt. Sự tiến triển của hệ bình trường được mô

tả bởi phương trình Langevin

˙̃a = −
1
2
Cã + Fã(t)

trong đó, ã(t) = a(t)eiνt; a là toán tử hủy đối với mode trường. Tính phương sai (4X1)2 (với X1 = (ã+ã†)/2)

tại thời điểm t theo số hạng của phương sai ở thời điểm ban đầu t = 0.

9.2 Tìm hàm tương quan 〈F+
a (t)Fa(t′)〉 trong phương trình (9.2.13) đối với công thức

f(ti, t, τ ) =





e−Γ(t−ti) khi ti ≤ t < ti + τ ,

0 các trường hợp còn lại.

9.3 Tính các hàm phương sai bậc hai của toán tử Langevin của các bình chân không nén nhiều

mode

〈F †
ã (t)Fã(t′)〉R, 〈Fã(t)F †

ã (t′)〉R,

〈Fã(t)Fã(t′)〉R, 〈F †
ã (t)F †

ã (t′)〉R.

9.4 Rút ra phương trình chuyển động đối với các tích tùy ý của các toán tử sinh và toán tử

hủy 〈(a†)man〉 đối với 2 trường hợp:

(a) bình nhiệt.

(b) bình bị nén.

9.5 Xét một bình ở trạng thái chân không nén. Dùng phương trình chuyển động với ma trận

mật độ đối với mode trường và hệ thức Einstein để tính hệ số khuyếch tán Dãã† . Kiểm tra kết quả của bạn

từ lý thuyết Langevin.
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