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.................... 

was replaced by the requirement on certain Các không gian con to be spanned by 

smooth functions- Namely, the projectors R, DP1D— and DQ1D— are 

differentiable if DN1 and DS1 are spanned by continuously differentiable 

functions [1]- However, if the DAE 
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được thay thế bởi yêu cầu (ràng buộc) là các không gian con đã biết phải bị mở 

rộng bởi các hàm trơn. Cụ thể là, phép chiếu R, DP1𝐷
− và DQ1𝐷

− khả vi nếu DN1 

và DS1 được mở rộng bởi các hàm khả vi liên tục[1] Tuy nhiên, nếu DAE 

................ 

is given with smooth coefficients and we orient on C1-solutions, then comparisons 

with concepts for (3-13) can be made via 

có các hệ số trơn và chúng ta định hướng trên các nghiệm C
1
, thì việc so sánh với 

các khái niệm của (3-13) có thể được thực hiện qua 

................. 

On the other hand, if E has constant rank on I and PE £ C1 (I, L(Rm)) is a projector 

function onto ker E, we can reformulate (3-13) as 

Mặt khác, nếu E có hạng hằng trên ℑ và 𝑃𝐸 ∈ 𝐶1 ℑ, 𝐿 ℝ𝑚   là một hàm chiếu trên 

kerE, chúng ta có thể phát biểu lại (3.13) là 

................ 

with a properly stated leading term. 

4 Numerical methods for linear DAEs with properly stated leading term 

The last part is devoted to studying the application of numerical methods to linear 

DAEs of index i = 1 and i = 2- From the previous section we know that (3-4) and 

(3-9) are representations of the exact the solution, respectively- In fact, it turns out 

that (3-4) is just a special cases of (3-9)- To see this, observe that for i = 1 the 

matrix G1 is không suy biến so that Q1 =0, P1 = I and G2 = G1- We therefore treat 

index 1 and index 2 equations simultaneously in this section- We will show how to 

apply Runge-Kutta methods to DAEs 

với số hạng chính được phát biểu đúng đắn. 

4 Các phương pháp số cho các DAE tuyến tính với số hạng chính được phát biểu 

đúng đắn 

Phần cuối cùng dành cho việc nghiên cứu ứng dụng của các phương pháp số cho 

các DAE tuyến tính của các chỉ số 𝜇 = 1 và 𝜇 = 2. Từ phần trước, chúng ta biết 

rằng (3.4) và (3.9) tương ứng là các biểu diễn của nghiệm chính xác. Trong thực tế, 

hóa ra (3.4) chỉ là một trường hợp đặc biệt của (3.9). Để thấy được điều này, chúng 

ta thấy rằng đối với  𝜇= 1  ma trận G1 không suy biến vì thế Q1 = 0, P1 = I và G2 = 

G1. Do vậy, chúng ta xét các phương trình  chỉ số 1 và chỉ số 2 đồng thời trong 



phần này. Chúng ta sẽ thấy được cách áp dụng các phương pháp Runge-Kutta cho 

các DAE 

........................ 

with properly stated leading terms- Results presented here follow the lines of [17, 

18, 26]- Runge-Kutta methods for DAEs are also studied in [14]. 

When using the s-stage Runge-Kutta method 

với các số hạng chính được phát biểu đúng đắn. Các kết quả được trình bày ở đây 

lấy từ các tài liệu [17, 18, 26]. Phương pháp Runge-Kutta cho các DAE cũng được 

nghiên cứu trong [14]. 

Khi dùng phương pháp Runge-Kutta s giai đoạn 

............................ 

để giải một phương trình vi phân thường 

.................... 

numerically with kích thướt bước h, an approximation xl—1 to the exact solution 

x(tl—1) is used to calculate the approximation xi to x(ti) = x(tl—1 + h) via 

bằng phương pháp số với kích thướt bước h,gần đúng xl-1 của nghiệm chính xác 

x(tl-1) được dùng để tính toán gần đúng xl của x(tl) = x (tl-1 + h) qua 

............................... 

ở đây Xli' được xác định (định nghĩa) bởi 

...................... 

and tli = tl—1 + cih are intermediate timesteps- The internal stages Xi are given by 

và tli = tl-1 + cih là các bước thời gian trung gian. Các giai đoạn bên trong Xi là 

........................ 

Observe that (4-3a) and (4-3c) depend on the method and only (4-3b) depends on 

the equation (4-2)- If the ODE (4-2) is replaced by the DAE 

Chúng ta thấy rằng (4-3a) và (4-3c) phụ thuộc vào phương pháp và chỉ (4-3b) phụ 

thuộc vào phương trình (4-2). Nếu ODE (4.2) được thay thế bởi DAE 

.................. 



chúng ta cũng thay thế (4.3b) bằng 

........................ 

in the Runge-Kutta scheme- 

The matrix dX is singular- Therefore some components of the increments X[i need 

to be calculated from (4-3c) as seen in the following trivial example.  

Example 4.1 If f (x',x,t) = x — q(t), then x(t) = q(t). The numerical method (4.3a), 

(4.3b’), (4.3c) now reads 

trong sơ đồ Runge-Kutta. 

Ma trận 
𝜕𝑓

𝜕𝑥 ′
 suy biến. Do đó, một số thành phần của các số  gia 𝑋𝑙𝑖

′  cần phải được 

tính từ (4.3c) như đã thấy trong ví dụ nhỏ sau đây.   

Ví dụ 4,1 Nếu f (x', x, t) = x - q (t), thì x(t) = q (t).Các phương pháp số (4.3a) 

(4.3b) (4.3c) bây giờ có dạng 

........................... 

This system can be solved if and only if A is không suy biến. □ 

In the following, we always assume A to be không suy biến. This leads to an 

expression of X'li in terms of Xij. 

Lemma 4.2 Let A = (aij) be không suy biến and A-i = (<aij). Then 

……………….. 

Hệ này có thể được giải nếu và chỉ nếu A không suy biến.              □ 

Trong phần sau đây, chúng ta luôn luôn giả sử A không suy biến. Điều này dẫn đến 

một biểu thức (sự biểu diễn) 𝑋𝑙𝑖
′   theo Xlj. 

Bổ đề 4,2 Giả sử 𝒜 = (𝛼𝑖𝑗 ) không suy biến và 𝒜−1 =  𝛼 𝑖𝑗  .Thì 

…………………………. 

.................................. 

Proof: If….denotes the Kronecker product and…………….then 

Now consider the linear DAE (4.1) with continuous matrix functions 

……………….. 

Chứng minh: Nếu ⊗ chỉ tích Kronecker và em = (1, ..., 1)
T∈ ℝ𝑚  thì 

Bây giờ hãy xét DAE tuyến tính (4.1) với các hàm ma trận liên tục 



and a properly stated leading term. 

When applying the numerical scheme (4.3a),(4.3b’),(4.3c) we don’t want to lose 

the additional information provided by the properly stated leading term. According 

to lemma 4.2 we therefore replace (4.3c) by 

 ................................... 

và số hạng chính được phát biểu đúng đắn. 

Khi áp dụng sơ đồ số (4.3a) (4.3b) (4.3c) chúng ta không muốn để mất các thông 

tin bổ sung được cung cấp bởi số hạng chính được phát biểu đúng đắn. Do đó, theo 

Bổ đề 4.2 chúng ta thay thế (4.3c) bằng 

...................................... 

và giải hệ 

...................... 

for Xii. Here we write Di-T = D(ti-T), Dii = D(tii), Aii = A(tii) and so on. Using 

this ansatz the output value 

cho Xlj. Ở đây chúng ta viết 𝐷𝑙−1 = 𝐷 𝑡𝑙−1 , 𝐷𝑙𝑖 = 𝐷 𝑡𝑙𝑖  và 𝐴𝑙𝑖 = 𝐴 𝑡𝑙𝑖   v.v… 

Dùng ansatz này giá trị đầu ra 

........................................... 

is computed. For RadaullA methods this expression simplifies considerably. 

được tính. Đối với các phương pháp RadaullA, biểu thức này đơn giản hóa đáng 

kể. 

Definition 4.3 The s-stage RadauIIA method is uniquely determined by requiring 

C(s), D(s), c5 = 1 and choosing cl,..., c5-l to be the zeros of the Gauss-Legendre 

polynomial p5. 

Định nghĩa 4.3 Phương pháp RadauIIA s giai đoạn được xác định duy nhất bằng  

yêu cầu C(s), D(s), cs = 1 và chọn c1, ..., cs-1 là các zero của đa thức Gauss-

Legendre ps. 

For the conditions C(s), D(s) see [3]. The Gauss-Legendre polynomial p5 is 

or¬thogonal to every polynomial of degree less than s. RadauIIA methods are A- 

and L-stable and have order p = 2s — 1. The last row of A coincides with PT [3, 

15].  



Đối với các điều kiện C(s), D(s) xem  [3]. Đa thức Gauss-Legendre ps  trực giao 

với mọi đa thức bậc nhỏ hơn s. Phương pháp RadauIIA  ổn định A và L và có bậc 

p = 2s - 1. Hàng cuối cùng của 𝒜 trùng với 𝛽𝑇 [3, 15].   

Lemma 4.4 For the s-stage RadauIIA method 1-3TA 1e = 0 holds and the output 

value computed by (4-3a), (4-3b’’), (4-3c), (4-3c’) is given by the last stage Xl5. 

Bổ đề 4.4 Đối với phương pháp RadauIIA s giai đoạn 1 − 𝛽𝑇𝒜−1𝑒 = 0 đúng và 

giá trị đầu ra được tính bằng (4-3a), (4-3b "), (4-3c), (4-3c) được cho bởi  giai đoạn 

Xls cuối cùng. 

Chứng minh: ..... và  

…………………………….. 

To summarize these results we present the following algorithm for solving the 

DAE (4-1) using RadauIIA methods. 

Algorithm 4.5 Given an approximation xl—1 to the exact solution x(tl—1) and a 

kích thướt bước h, solve 

Để tóm tắt những kết quả này, chúng tôi trình bày thuật toán sau đây để giải các 

DAE (4.1) bằng cách dùng các phương pháp RadauIIA. 

Thuật toán 4.5 Với một xấp xỉ xl-1 cho trước của nghiệm chính xác x(tl-1) và kích 

thướt bước h, giải 

.......... 

Đối với Xli ở đây  𝐷𝑋 𝑙𝑖
′  là 

....................... 

Return the output value xl = Xls as an approximation to x(tl) = x(tl—1 + h). 

The exact solution x of (4-1) satisfies 

Quay lại giá trị đầu ra xl = Xls  như một gần đúng của x(tl) = x(tl-1 + h). 

Nghiệm chính xác x của (4-1) thỏa mãn 

..................... 

Bởi vì 𝑋𝑙𝑖 ∈ ℳ0 𝑡  đối với mọi i và cs=1, chúng ta có 

................ 



for every RadauIIA method- Thus the RadauIIA approximation satisfies the 

al¬gebraic constraint and RadauIIA methods are especially suited for solving 

DAEs [14, 15]. 

Đối với mọi phương pháp RadauIIA. Do đó, xấp xỉ RadauIIA thỏa mãn các ràng 

buộc đại số và các phương pháp RadauIIA đặc biệt thích hợp cho việc giải các 

DAE [14, 15]. 

4.1 Decoupling of the rời rạc hóa equation 

Algorithm 4-5 replaces the DAE 

4.1 Tách (phân tích) phương trình rời rạc hóa 

Thuật toán 4.5 thay thế DAE 

................. 

bằng bài toán rời rạc hóa 

by the rời rạc hóa problem 
 

....................... 

As seen in section 3-2, the analytic solution x of index 1 and index 2 equations (4-

1) can be represented as  

Như đã thấy trong phần 3.2, nghiệm giải tích x của các phương trình chỉ số 1 và 

chỉ số 2  (4.1) có thể được biểu diễn là  

.............. 

where K = I — QoP1 G— 1B and the component u = DP1x satisfies the inherent 

regular ordinary differential equation 

ở đây 𝐾 = 𝐼 − 𝑄0𝑃1𝐺2
−1𝐵 và các thành phần u = DP1x thỏa mãn phương trình vi 

phân thường chính tắc kế thừa (riêng) 

.......................... 

If we applied the Runge-Kutta method directly to the inherent regular ODE, due to 

lemma 4-2 we would obtain 

Nếu chúng ta áp dụng phương pháp Runge-Kutta trực tiếp cho ODE chính quy kế 

thừa (riêng,không tách được), do Bổ đề 4-2, chúng ta thu được 

............................ 



for i = 1, . . . , s- Our aim is to show that the Runge-Kutta method, when applied to 

(4-1), behaves as if it was integrating the inherent regular ODE (4-6)- We start by 

repeating the decoupling procedure from section 3-2 for the rời rạc hóa equation 

(4-4)- Doing so (4-4) is found to be equivalent to the system 

đối với i = 1,. . . , s. Mục đích của chúng ta là chứng tỏ rằng phương pháp Runge-

Kutta, khi áp dụng cho (4-1), giống như đang lấy tích phân ODE chính tắc kế thừa 

(riêng, không tách được) (4-6).  Chúng ta bắt đầu bằng cách lặp đi lặp lại quy trình 

tách (phân tích) ở phần 3.2 đối với phương trình rời rạc hóa (4.4) . Sau khi thực 

hiện các thao tác đó chúng ta thấy  (4.4) tương đương với hệ 

......................... 

for i = 1, . . . , s- The decoupled system (4-8) immediately implies the convergence 

of RadauIIA methods applied to (4-1) on compact intervals I if the kích thướt bước 

h tends to zero [18]- A careful analysis of (4-8) also leads to the main result in this 

section. 

Đối với i = 1,. . . , s. Hệ được phân tích (4-8) cho chúng ta biết ngay sự hội tụ của 

các phương pháp RadauIIA được áp dụng cho (4-1) trên các khoảng compact  nếu  

kích thướt bước h  tiến đến không [18] . Việc phân tích cẩn thận (4-8) cũng dẫn 

đến kết quả chính trong phần này. 

Theorem 4.6 Let (4-1) be an index i equation, i £ {1,2}. Let the Các không gian 

con D(.)S1(.) and D(.)N1 (.) be constant. Then the difference between the exact 

solution and the solution obtained by using a RadauIIA method can be written as 

Định lý 4,6 Giả sử (4-1) là một  phương trình chỉ số 𝜇, 𝜇 ∈{1,2}. Giả sử các không 

gian con D(.)S1(.) và D(.)N1 (.) không đổi. Thế thì, sự khác biệt giữa các nghiệm 

chính xác và nghiệm thu được bằng cách dùng phương pháp RadauIIA có thể được 

viết là 

............................. 

Here ui is exactly the RadauIIA approximation to the solution u(ti) of the inherent 

regular ODE (4-6). 

Note that 1J2j=o a5j^ (DQ1G—1q) — {DQ1G2—1 q) is exactly the Runge-Kutta 

approximation to (DQ1G2—lq)'- The proof of theorem 4-6 will use the following 

lemma. 

Lemma 4.7 DP1D— and DQ1D— are projector functions satisfying 

Ở đây ul là chính là xấp xỉ RadauIIA của nghiệm u (tl) của ODE chính tắc kế thừa 

(riêng,không tách được) (4-6). 



Lưu ý rằng …………. chính là gần đúng Runge-Kutta của  𝐷𝑄1𝐺2
−1𝑞 𝑙

′ . Chứng 

minh của định lý 4.6 sẽ dùng bổ đề sau đây. 

Bổ đề 4.7 𝐷𝑃1𝐷
− và 𝐷𝑄1𝐷

− là các hàm chiếu thỏa mãn 

...................... 

If the Các không gian con DS1 and DN1 are constant, so that there are constant 

projectors V, W onto DS1 and DN1 respectively, then the following relations hold: 

Nếu các không gian con DS1 và DN1 không đổi, sao cho tồn tại các phép chiếu 

không đổi V, W trên DS1 và DN1 một cách tương ứng, thì các hệ thức sau đây 

đúng: 

............................... 

Proof: DPTD- and DQTD- are projector functions due to lemma 3.2 and 3.6. The 

same lemmas imply (i), so that DPlD-V = V and DQTD-W = W hold as well. 

These relations together with (i) show (ii). Finally use (ii) to prove (iii) by noting 

that V and W are constant projectors and therefore do not depend on t. 

Chứng minh: 𝐷𝑃1𝐷
− và 𝐷𝑄1𝐷

− là các hàm chiếu do Bổ đề 3.2 và 3.6. Bổ đề 

tương tự đề cập đến (ám chỉ đến, muốn nói đến) (i), sao cho 𝐷𝑃1𝐷
−V = V và 

𝐷𝑄1𝐷
−W = W cũng đúng. Những hệ thức này cùng với (i) chứng minh (ii). Cuối 

cùng dùng (ii) để chứng minh (iii) qua việc chú ý rằng V và W là các phép chiếu 

không đổi (hằng số) và do đó không phụ thuộc vào t.  

Proof of theorem 4.6: The proof will be divided into four parts. In …. we 

analyze (DPtD-)ii[DX],ii and (Q0QlD-U[DX]i so that we can find a 

repre¬sentation of the numerical solution in part ®. This representation will 

depend on Ui5 = Di5Pl,i5Xi5. In ® we show that ui = Ui5 is exactly the RadauIIA 

solution of the inherent regular ODE. The poof will be completed by comparing 

the analytic and the numeric solution in part …. 

Analyze……… and …. 

Write…then 

Chứng minh định lý 4.6: Chứng minh sẽ được chia thành bốn phần.Trong 1 tròn 

chúng ta phân tích  𝐷𝑃1𝐷
− 𝑙𝑖 𝐷𝑋 𝑙𝑖

′ , và  𝑄0𝑄1𝐷
− 𝑙𝑖  𝐷𝑋 𝑙𝑖

′  để chúng ta có thể tìm 

được một biểu diễn của nghiệm số trong phần 2 tròn. Biểu diễn này sẽ phụ thuộc 

vào 𝑈𝑙𝑠 = 𝐷𝑙𝑠𝑃1,𝑙𝑠𝑋𝑙𝑠 . Trong 3 tròn, chúng ta chứng tỏ rằng ul= Uls chính là 

nghiệm RadauIIA của ODE chính quy kế thừa (riêng, không tách được). Nghiệm 



sẽ được hoàn thành bằng cách so sánh nghiệm giải tích và nghiệm số trong phần  4 

tròn. 

Phân tích  𝐷𝑃1𝐷
− 𝑙𝑖 𝐷𝑋 𝑙𝑖

′ , và  𝑄0𝑄1𝐷
− 𝑙𝑖 𝐷𝑋 𝑙𝑖

′  

Viết ... thế thì 

................... 

Dùng Bổ đề 4.7 chúng ta thấy rằng 

.................... 

Và 

........................ 

We arrive at 

Chúng ta được 

................... 

Tương tự như vậy, bổ đề 4.7 cho thấy 

......................... 

Bởi vì 

.................... 

Suy ra rằng 

............................................................................... 

.......................... 

Obtain a representation of the numerical solution xi  

The discretized system (4-8) now reads 

Thu được một biểu diễn của nghiệm số 𝑥𝑙   

Hệ rời rạc hóa (4-8) bây giờ có dạng 

....................................... 



but due to lemma 4-7 this reduces to 

nhưng theo bổ đề 4-7 biểu thức này trở thành 

........................... 

 

Do đó, nghiệm số  có thể được viết là 

................................... 

The stage approximations Ulj satisfy the recursion 

Gần đúng từng giai đoạn 𝑈𝑙𝑗  thỏa mãn đệ quy 

....................... 

® (4-10) is the RadauIIA method applied to the inherent regular ODE  

Again, lemma 4-7 implies 

③ (4-10) là phương pháp RadauIIA áp dụng cho ODE chính quy thừa kế (riêng, 

không tách được).  

Một lần nữa, Bổ đề 4-7 cho ta (ngụ ý)  

.................... 

in (4-7)- This shows that (4-10) and (4-7) coincide- Therefore, and due to c5 = 1, 

ul = Ul5 is exactly the Runge-Kutta solution of the inherent regular ODE (4-7) 

Compare the analytic and the numeric solution Use Lemma 4-7 to see, that in (4-5) 

trong (4-7). Điều này chứng tỏ rằng (4-10) và (4-7) trùng nhau. Do vậy, và do 

𝐶𝑠 = 1, 𝑢𝑙  = 𝑈𝑙𝑠  chính là nghiệm Runge-Kutta của ODE chính tắc kế thừa (riêng, 

không tách được) (4 - 7) 

So sánh nghiệm giải tích và nghiệm số sử dụng bổ đề 4-7 chúng ta thấy rằng trong 

(4-5) 

..................... 

Now the assertion follows by comparing (4-5) and (4-9)- □ 

Theorem 4-6 is the central tool in analyzing the behaviour of RadauIIA methods 

when applied to DAEs (4-1)- In the case of index i = 1 theorem 4-6 shows that 

discretization and the decoupling procedure commute.  



Corollary 4.8 Let the DAE (4.1) be of index 1. Assume that 𝑖𝑚 𝐷(𝑡) is constant. 

Then we have for any RadauIIA method 

Bây giờ, kết luận được suy ra bằng cách so sánh (4.5) và (4.9)   

Định lý 4.6 là công cụ trung tâm trong việc phân tích đặc tính của các phương pháp 

RadauIIA khi áp dụng cho các DAE (4.1).Trong trường hợp chỉ số μ = 1, định lý 

4.6 cho thấy quy trình rời rạc hóa và quy trình tách (phân tích) giao hoán.   

Hệ quả 4.8 Giả sử DAE (4.1) có chỉ số 1. Giả sử rằng 𝑖𝑚 𝐷(𝑡) là hằng số. Thế thì, 

đối với bất kỳ phương pháp RadauIIA nào, chúng ta có 

...................... 

Proof: If the index is 1, we have Qi =0 and Pi = I. Thus Ni = {0} and Si = Rn. 

Since imD(t) is constant, the Các không gian con DSi and DNi are constant as 

well. We can therefore apply theorem 4.6. 

Due to corollary 4.8 the following diagram commutes for index 1 equations with 

constant im D.  

Chứng minh: Nếu chỉ số là 1, chúng ta có 𝑄1 = 0 và 𝑃1  =  𝐼. Vì vậy, N1= {0} và 

𝑆1  =  ℝ𝑛 . Bởi vì 𝑖𝑚 𝐷 (𝑡) là hằng số, các không gian con DS1 và DN1 cũng là 

hằng số (không đổi). Do đó chúng ta có thể áp dụng định lý 4.6. 

Dựa vào hệ quả 4.8, sơ đồ giao hoán sau đối với các phương trình chỉ số 1 với 

𝑖𝑚 𝐷 hằng số.  

............. 

If the index is 2, we cannot expect the corresponding diagram to commute. 

However, the term 

Nếu chỉ số là 2, chúng ta không thể mong đợi các sơ đồ tương ứng giao hoán. Tuy 

nhiên, số hạng 

.......................... 

appearing in theorem 4.6 is exactly the RadauIIA approximation to (DQiG- 1q)’ 

(lemma 4.2) so that 

xuất hiện trong định lý 4.6 chính là gần đúng RadauIIA của  𝐷𝑄1𝐺2
−1𝑞 ′  

l (Bổ đề 

4.2) sao cho 

............................. 



In this sense we have the following statement: 

When applying a RadauIIA method to problems of index 𝑖 £ {1, 2} with constant 

Các không gian con DS1 and DN1, then discretization and decoupling commute. 

Với ý nghĩa này, chúng ta có phát biểu sau: 

Khi áp dụng một phương pháp RadauIIA cho các bài toán chỉ số 𝜇 ∈  {1, 2} với các 

không gian con hằng số (không đổi) DS1 và DN1, thì sự rời rạc hóa và tách (phân 

tích) giao hoán. 

...................... 

Definition 4.9 The DAE (4.1) of index i £ {1, 2} is said to be numerically quali-

fied, if 

• i — 1 and im D is constant, 

• (i — 2 and DSi, DNi are constant.  

Định nghĩa  4.9 DAE (4.1) chỉ số 𝜇 ∈  {1, 2} được gọi là có đủ điều kiện về mặt số 

(phương pháp số), nếu 

• μ=1 và im D là hằng số, 

• μ=2 và DS1, DN1 là các hằng số.   

The commutativity of discretization and the decoupling process is the desired prop-

erty for DAEs since it guarantees a good behaviour of the numerical method- Even 

though the numerical method is applied to the DAE directly, it behaves as if it was 

integrating the regular inherent ODE (4-6)- In this case results concerning conver-

gence on compact intervals I hold automatically- The RadauIIA method applied to 

a numerically qualified DAEs is convergent with the same order as for ODEs- 

Results obtained for ODEs concerning the reflexion of qualitative behaviour by the 

numerical solution can be transferred directly to DAEs using theorem 4-6- More 

information about stability preserving integration of index 1 and 2 DAEs can be 

found in [17, 18]. 

Sự giao hoán giữa quy trình rời rạc hóa và tách (phân tích ) được xét một cách 

thích đáng cho các DAE vì nó đảm bảo một đặc tính tốt của phương pháp số. Mặc 

dù các phương pháp số được áp dụng cho các DAE trực tiếp, nguyên tắc của nó 

giống như lấy tích phân ODE chính quy kế thừa (riêng, không tách được) (4-6). 

Trong trường hợp này, các kết quả liên quan đến sự hội tụ trên khoảng compac ℑ 

được tự động thỏa mãn. Phương pháp RadauIIA áp dụng cho các DAE có đủ điều 

kiện về mặt số (phương pháp số) hội tụ cùng bậc với các ODE. Các kết quả thu 

được cho các ODE liên quan đến sự đối xứng (phản xạ) của các đặc điểm định tính 



bởi nghiệm số có thể được chuyển trực tiếp cho các DAE sử dùng định lý 4.6. 

Thông tin thêm về tích phân bảo toàn tính ổn định của các DAE chỉ số 1 và 2 có 

thể được tìm thấy trong [17, 18]. 

However, the representation (4-9) shows that the Runge-Kutta scheme is weakly 

unstable when applied to index 2 DAEs- This is due to the inherent differentiation 

and becomes apparent for small stepsizes h. 

Tuy nhiên, phép biểu diễn (4.9) cho thấy rằng sơ đồ Runge-Kutta là hơi (chỉ chút 

ít) không ổn định khi áp dụng cho các DAE chỉ số 2. Điều này là do phép lấy vi 

phân riêng (kế thừa) và trở nên rõ ràng cho các kích thước bước h nhỏ. 

We focused on the application of RadauIIA methods- This restriction is not 

neces¬sary- All results presented here can be proved in a similar way for BDF 

methods- The application of general linear methods to DAEs is currently being 

studied. 

Chúng ta tập trung vào các ứng dụng của các phương pháp RadauIIA. Hạn chế này 

không cần thiết. Tất cả các kết quả được trình bày ở đây có thể được chứng minh 

một cách tương tự cho các phương pháp BDF. Áp dụng của các phương pháp 

tuyến tính tổng quát cho các DAE hiện đang được nghiên cứu. 

4.2 Ví dụ bằng số 

Hãy xét ví dụ chỉ số 2 theo Gear và Petzold [12] 

............................... 

In [12] it is shown that the BDF method fails completely for n = —1 and is expo-

nentially unstable for all other parameter values —1 < n < —0.5- In [14] (4-11) is 

said to pose difficulties to every numerical method. 

Trong [12], người ta chứng tỏ rằng phương pháp BDF thất bại hoàn toàn đối với η 

= -1 và không ổn định kiểu hàm mũ đối với tất cả các giá trị tham số khác −1 <

 𝜂 <  0.5. Trong [14], (4-11) được gọi là áp đặt những khó khăn cho tất cả các 

phương pháp số. 

Numerical results are given in figure 4-1- (4-11) was solved on the interval [0, 3] 

using the implicit Euler method, the BDF2-formula and the RadauIIA method with 

two stages- The step-size used was h = 10—L5- The exact solution is given by 

x1(t) = (1 — nt)e—t and x2(t) = e—t, so that xo = (1,1)T is a consistent initial 

value- All numerical methods used fail even for moderate values of n due to the 

exponential instability. 



Các kết quả số được liệt kê trong hình 4-1. (4.11) đã được giải trên khoảng [0, 3] 

bằng cách dùng phương pháp Euler ẩn, công thức BDF2 và phương pháp RadauIIA 

với hai giai đoạn. Kích thước bước được sử dụng là ℎ =  10−15 . Các nghiệm chính 

xác là 𝑥1 𝑡 = 1 − 𝜂𝑡)𝑒−𝑡và 𝑥2 𝑡 = 𝑒−𝑡 , sao cho 𝑥0  =   1,1 𝑇 T là một giá trị 

ban đầu phù hợp. Tất cả các phương pháp số được dùng thất bại ngay cả đối với 

các giá trị η vừa phải do sự bất ổn định theo kiểu hàm mũ. 

Consider the following reformulation 

 (4.12) now has a properly stated leading term andDN1=R, DS1=f0gshow that the 

reformulated problem is numerically qualified. We therefore know discretization 

and the decoupling process commute. This means that solving the reformulated 

problem yields the correct numerical results as figure 4.2 shows. 

Xét các phát biểu lại (tính toán lại) sau: 

Bây giờ, (4.12) có số  hạng chính được phát biểu đúng đắn và 𝐷𝑁1 =  ℝ, 𝐷𝑆1  =

  0  cho thấy rằng bài toán được phát biểu lại (tính toán lại, xây dựng lại) đủ điều 

kiện về mặt số (phương pháp số). Do đó, chúng ta biết quy trình rời rạc hóa và tách 

(phân tích) giao hoán nhau. Điều này có nghĩa là giải bài toán phát biểu lại (tính 

toán lại) mang lại kết quả số chính xác như được biểu diễn trong hình 4.2. 

Figure 4-1: Numerical solutions (2- component) of (4-11)- 

Figure 4-2: Numerical solutions (2- component) of (4-12) 

Hình 4-1: Các nghiệm số (2 thành phần) của (4-11). 

Hình 4-2: Các nghiệm số (2 thành phần) của (4-12) 

 


