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Chữ tô xanh: nghĩa tương đương, để diễn giải cho từ trước đó  

Chữ tô xanh: nghĩa thay thế, chọn từ trước hoặc chọn từ này  

Chữ tô đỏ: dịch từ bản gốc nhưng thấy hơi lạ, không chắc chắn 

Chữ tô vàng: tiếng anh trong bản gốc 

Let us point out that a solution x is a continuous function, but the part Dx : I ^ Rn 

is differentiable.  

We now define a sequence of matrix functions and possibly time-varying Các 

không gian con. All relations are meant ở từng điểm for t £ I- Let G0 = AD, B0 = 

B and for i > 0   
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Chúng ta hãy chỉ ra một nghiệm x là một hàm liên tục, nhưng phần Dx: ℑ → ℝ𝑛  

khả vi.   

Bây giờ chúng ta định nghĩa một  chuỗi hàm ma trận và các không gian con biến 

đổi theo thời gian có thể có. Tất cả các hệ thức được lấy trung bình ở từng điểm đối 

với 𝑡 ∈ ℑ. Đặt G0=AD, B0=B và đối với i≥ 0   

...................... 

Here, D : I L(Rn, Rm) denotes the reflexive generalized inverse of D such that 

 

Ở đây, 𝐷−1: ℑ → 𝐿 ℝ𝑛 , ℝ𝑚  chỉ nghịch đảo tổng quát hóa phản xạ của D sao cho 

................................. 

Note that D- is uniquely determined by (2-17) and depends only on the choice of 

Q0- Section 2-3-1 contains more details about generalized matrix inverses- 

Lưu ý rằng D được xác định duy nhất bởi (2-17) và chỉ phụ thuộc vào việc chọn  

Q0. Mục 2.3.1 đề cập chi tiết hơn về các nghịch đảo ma trận tổng quát hóa. 

Definition 2.11 The DAE (2-14) with properly stated leading term is said to be a 

regular DAE with tractability index J on the interval I if there is a sequence (2-16) 

such that 

Định nghĩa 2.11 DAE (2-14) với số hạng chính được phát biểu đúng đắn được gọi 

là một DAE chính tắc với chỉ số dễ kiểm soát 𝜇 trên khoảng ℑ nếu có một chuỗi 

(2.16) sao cho 

Gi has constant rank ri on I, 

• Gi có hạng hằng ri trên ℑ, 

………………………. 

(2-14) is said to be a regular DAE if it is regular with some index J. 

This index criterion does not depend on the special choice of the projector 

functions Qi [28]- As proposed in [24] the sequence (2-16) can be calculated 

automatically- Thus the index can be calculated without the use of derivative 

arrays [27]- 

(2.14) được gọi là DAE chính tắc nếu nó chính tắc với chỉ số 𝜇 nào đó. 



Tiêu chí chỉ số (tiêu chuẩn chỉ số) này không phụ thuộc vào sự lựa chọn đặc biệt 

các hàm chiếu Qi [28] .  Như được đề xuất trong [24] chuỗi (2-16) có thể được tính 

toán tự động.  Vì vậy, chỉ số có thể được tính toán mà không cần dùng các mảng 

đạo hàm [ 27]. 

Ví dụ 2.12 Xét  DAE 

................................... 

taken from [25]- With ker A(t) = {0}, imD(t) = R the leading term is properly 

stated. Calculate 

lấy từ [25]. Với kerA (t) = {0}, imD (t) = ℝ số hạng chính được phát biểu đúng 

đắn. Tính  

................... 

to find that N0(t) C ker B(t)- Independently of the choice of Q0 in (2-16) we have 

ta thấy rằng 𝑁0 𝑡 ⊂ 𝑘𝑒𝑟𝐵(𝑡). Không phụ thuộc vào việc chọn Q0 trong (2-16), 

chúng ta có 

.......................... 

Similarly it follows that Gi(t) = G0(t) for every i > 0. This is not a regular DAE in 

the sense of definition 2.11. Note that for every 7 e C(I, R) a solution is given by 

x(t) = y(t) (1). Solutions are therefore not uniquely determined. This is the case in 

spite of the fact that for every t the local matrix pencil AAD + (B + AD') of the 

reformulated DAE 

Tương tự suy ra rằng Gi(t) = G0(t) đối với mỗi i> 0. Đây không phải là một DAE 

chính tắc theo định nghĩa 2.11. Lưu ý rằng đối với mỗi 𝛾 ∈ 𝐶 ℑ,ℝ  một nghiệm là 

𝑥 𝑡 = 𝛾 𝑡  
𝑡
1
 . Do đó, các nghiệm không được xác định duy nhất. Điều này 

đúng  mặc cho sự kiện đối với mọi t, chùm ma trận cục bộ  𝜆𝐴𝐷 +  𝐵 + 𝐴𝐷′  của 

DAE được phát biểu lại (được xây dựng công thức lại) 

...................... 

is regular. □ 

The following lemma shows that definition 2.11 is indeed a generalization of the 

Kronecker index, i.e. in the case of constant coefficients, the Kronecker index and 

the tractability index for regular DAEs coincide. To show this, define the Các 

không gian con 



là chính tắc.              □ 

Bổ đề sau đây cho thấy rằng định nghĩa 2.11 thực sự là sự tổng quát hóa của  chỉ số 

Kronecker, tức là trong trường hợp các hệ số hằng, chỉ số Kronecker và chỉ số dễ 

kiểm soát của các DAE chính tắc là một. Để chứng tỏ điều này, định nghĩa các 

không gian con 

............................. 

for given matrices E, F E L(Rm). Obviously for fixed t E I we have Ni(t) = NG.(t) 

and Si(t) = SGi(t)Bi(t) in sequence (2.16). 

đối với các ma trận 𝐸, 𝐹 ∈ 𝐿 ℝ𝑚 cho trước. Rõ ràng đối với 𝑡 ∈ ℑ không đổi 

chúng ta có Ni(t) = 𝑁𝐺𝑖(𝑡) và Si(t) = 𝑆𝐺𝑖(𝑡)𝐵𝑖(𝑡)  trong chuỗi (2.16). 

Lemma 2.13 For matrices E, F E L(Rm) the following statements are equivalent:  

Bổ đề 2.13 Đối với các ma trận 𝐸, 𝐹 ∈ 𝐿 ℝ𝑚  các phát biểu sau đây tương đương:  

1° NE n SEF = {0} 

2° For every projector QE onto NE the matrix E + FQE is không suy biến. 

3° NE ® SEF = Rm 

4° (E, F) form a regular matrix pencil with Kronecker index 1. 

1 ° NE n SEF = {0} 

2 ° Đối với mọi phép chiếu QE trên NE ma trận E + FQE không suy biến. 

3 ° NE ® SEF = Rm 

4 ° (E, F) tạo thành chùm ma trận chính tắc với chỉ số Kronecker  1. 

Proof: (1° ^ 2°) (E + FQE)z = 0 implies QEz E SEF. Since QEz E NE too, we have 

QEz E NE n SEF = {0} and QEz = 0. Thus 0 = Ez + FQEz = Ez and z E NE = im 

QE. Therefore z = QEz = 0. 

Chứng minh: (1° ⇒ 2°) (E + FQE) z = 0 có nghĩa là QEz ∈ SEF. Bởi vì ta cũng có 

QEz ∈ NE, chúng ta có QEz ∈ NE∩ 𝑆𝐸𝐹  = {0} và QEz = 0. Như vậy 0 = Ez + FQEz = 

Ez và z ∈ NE=imQE. Vì vậy z = QEz = 0. 

(2° ^ 3°) GEF = E + FQE is không suy biến. Show that Q* = QEG—FF is the 

projector onto NE along SEF. 

(2 ° ⇒ 3 °) GEF = E + FQE không suy biến. Chứng tỏ rằng Q* = QE𝐺𝐸𝐹
−1𝐹 là hình 

chiếu (phép chiếu) trên  NE dọc theo (cùng với) SEF. 



(3° ^ 4°) There is exactly one projector Q* onto NE along SEF. Since 3° ^ 1° ^ 2°, 

we find Q* = Q*G—FF with GEF = E + FQ*. Let P* = I — Q*. 

(3° ⇒ 4°) Có đúng một hình chiếu (phép chiếu) Q*  trên NE dọc theo SEF. Bởi vì 3° 

⇒1° ⇒ 2°, chúng ta thấy Q* = Q*𝐺𝐸𝐹
−1𝐹  với GEF = E + FQ*. Đặt P* = I – Q* . 

Show that A E+F is không suy biến for A E spec(P*G-FF) so that (E, F) form a 

regular matrix pencil. Due to theorem 2.2 there are không suy biến matrices U,V E 

GL^(m) such that 

Chứng tỏ rằng  𝜆E + F không suy biến đối với 𝜆 ∉ 𝑠𝑝𝑒𝑐 𝑃∗𝐺𝐸𝐹
−1𝐹  sao cho (E,F) 

tạo thành một chùm ma trận chính quy. Do định lý 2,2, tồn tại các  ma trận không 

suy biến 𝑈, 𝑉 ∈ 𝐺𝐿ℝ 𝑚  sao cho 

................. 

Suy ra rằng 𝑁𝐸 = 𝑘𝑒𝑟𝐸 = 𝑈−1𝑁𝐸  và 𝑆𝐸 𝐹 =  𝑧 ∈ ℝ𝑚 |𝐹 𝑧 ∈ 𝑖𝑚𝐸  = 𝑈−1𝑆𝐸𝐹  sao 

cho 

................. 

Mặt khác 

..................... 

meaning that im N n ker N = {0} and N = 0- Thus the Kronecker index is 1- (4° ^ 

1°) Kronecker index 1 gives N = 0 and Spp = {0}, N E n S Ep = {0}- Use (2-18) to 

see NE n SEP = U(Np n Spp) = {0}- D 

có nghĩa là imN ∩ Ker N = {0} và N = 0.  Như vậy chỉ số Kronecker là 1. (4° ⇒  

1°) Chỉ số Kronecker  1 cho N = 0 và 𝑆𝐸 𝐹  = {0}, 𝑁𝐸 ∩ 𝑆𝐸 𝐹  = {0}. Dùng (2.18) để 

thấy rằng 𝑁𝐸 ∩ 𝑆𝐸𝐹 = 𝑈 𝑁𝐸 ∩ 𝑆𝐸 𝐹    = {0}. 

As in the previous section we now want to calculate the index of the DAEs 

modelling the electrical circuits in figure 1-2 and 1-3- 

Như trong phần trước,  bây giờ chúng ta muốn tính chỉ số của các các DAE mô 

hình hóa các mạch điện trong hình 1.2 và 1.3. 

Example 2.14 For (1-6) we calculate G0 = ^ C 0) and N0 = Rx {0} xR- Choose 

………… to find that G1 = ^ -g c 0 J is không suy biến- For the circuit in figure 

1-2 we therefore have index 1. 



Ví dụ 2.14 Đối với (1.6), chúng ta tính  𝐺0 =  
0 0 0
0 𝐶 0
0 0 0

  và 𝑁0 = ℝ ×  0 × ℝ. 

Chọn 𝑄0 =  
1 0 0
0 0 0
0 0 1

  để thấy rằng 𝐺1 =  
𝐺 0 −1
−𝐺 𝐶 0
−1 0 0

  không suy biến. Do 

đó, đối với mạch trong hình 1.2, chúng ta có chỉ số 1. 

Ví dụ 2.15 phương trình (1-8) có thể được viết là 

................ 

leading to G0 = ^ 0 0 2) ’ N0 = R x R x {0}- With Q0 = ^(1 |i jj j it turns out 

that…… is singular and …………... is a projector onto N1 satisfying Q1Q0 = 0. 

Finally ……is không suy biến- Thus the index is 2- Note that the terms C'+1 

dissappear in (2-16) as Q0 does not depend on t.  

dẫn đến 𝐺0 =  
0 0 0
0 0 0
0 0 𝐿

 , 𝑁0 = ℝ ×ℝ ×  0 . Với 𝑄0 =  
1 0 0
0 1 0
0 0 0

  hóa ra là 

𝐺1 =  
𝐺 0 0
−𝐺 𝐺 0
0 −1 𝐿

  suy biến và 𝑁1 =  𝑧 ∈ ℝ3|∃𝛼 ∈ ℝ, 𝑧1 = 𝑧2 = 𝛼𝐿, 𝑧3 = 𝛼 . 

𝑄1 =  
0 0 𝐿
0 0 𝐿
0 0 1

  là một phép chiếu (hình chiếu) trên N1 thỏa mãn Q1Q0 = 0. Cuối 

cùng 𝐺2 =  
𝐺 −𝐺 0
−𝐺 𝐺 1
0 −1 𝐿

  không suy biến. Như vậy chỉ số là 2 . Lưu ý rằng các 

số hạng  𝐶𝑖+1
′ biến mất trong (2-16) vì Q0 không phụ thuộc vào t.               

Nevertheless, in general the derivatives of Ci+1 appearing in the definition of Bi+1 

in sequence (2-16) are necessary in order to determine the index correctly- We will 

illustrate this in the next example which can be found in [25] as well- 

Tuy nhiên, nói chung các đạo hàm của Ci+1 xuất hiện trong định nghĩa của Bi +1 

trong chuỗi (2-16) là cần thiết để xác định chỉ số chính xác. Chúng ta sẽ minh họa 

điều này trong ví dụ tiếp theo, ví dụ này cũng có thể tìm thấy trong [25 ]. 

Ví dụ 2.16 DAE 

................................. 



is easily checked to have (differentiation) index 3 as repeated differentiation of (2-

19c) yields 

có thể dễ dàng được kiểm tra có chỉ số (vi phân) là 3 vì lấy vi phân lặp đi lặp lại 

của (2.19c) ta được 

....................... 

Chỉ số không phụ thuộc vào giá trị của 𝜂. Bây giờ chúng ta viết (2-19) là 

................................ 

Since det G3 = 1, (2.19’) is a regular DAE with index 3 independently of n. 

However, if we dropped the terms Ci+l in (2.16) and defined Gi+l = Gi + BiQi, 

Bi+l = BiVi with G0 = AD and B0 = B we would obtain 

Bởi vì det G3 = 1, (2.19’) là một DAE chính tắc với chỉ số 3 không phụ thuộc vào 

𝜂. Tuy nhiên, nếu chúng ta bỏ qua các số hạng Ci + l (2,16) và định nghĩa ………. 

với 𝒢0 = 𝐴𝐷 và ℬ0 = 𝐵 chúng ta sẽ thu được 

........................... 

det 𝒢3= 1 + 𝜂 shows that G3 is singular for n = —1. Thus the use of the simpler 

version of Bi would lead to an index criterion not recognizing the index properly.  

det 𝒢3= 1 + 𝜂  cho thấy rằng 𝒢3 suy biến đối với 𝜂 = −1. Vì vậy, việc dùng phiên 

bản đơn giản hơn của Bi sẽ dẫn đến một tiêu chí chỉ số (tiêu chuẩn chỉ số) không 

nhận ra được đúng chỉ số. □ 

The previous example gives rise to investigating the relationship between Gi and 

Gj, further. Due to GiPi = Gi the matrix Gi+l may be written as 

Ví dụ trước làm nảy sinh việc khảo sát thêm mối quan hệ  giữa Gi và 𝒢𝑖 . Do GiPi = 

Gi ma trận Gi+1 có thể được viết là 

..................... 

Vì thế, đối với các chỉ số thấp chúng ta thấy 

..................................... 

with the không suy biến factor I — PlD-C'lDP0Ql. The matrices G2 and G2 have 

therefore common rank and we had to choose an index 3 example in 2.16 to show 

the necessity of the second term in the definition of Bi+1. 



We don’t have to restrict ourselves to linear DAEs (2.14). Nonlinear DAEs 

với hệ số 𝐼 − 𝑃1𝐷
−𝐶1

′𝐷𝑃0𝑄1không suy biến . Do đó, các ma trận G2 và 𝒢2 có hạng 

chung và chúng ta đã phải chọn  ví dụ chỉ số 3 trong 2.16 để chứng tỏ sự cần thiết 

của số hạng thứ hai trong định nghĩa Bi +1. 

Chúng ta không tự giới hạn ở các DAE tuyến tính (2.14). Các DAE phi tuyến 

............................... 

can also be considered. For (2.20) the index i is defined in such a way that all 

linearizations along solutions have the same index i in the sense of definition 2.11. 

The index 1 case is studied extensively in [16]. We have already made use of this 

approach when investigating the transistor amplifier example in section 1.3. More 

information on nonlinear DAEs can be found in [27, 29]. 

cũng có thể được xét. Đối với (2.20) chỉ số 𝜇 được định nghĩa sao cho tất cả những 

tuyến tính hóa cùng (dọc theo) các nghiệm có chỉ số 𝜇 giống nhau theo định nghĩa 

2.11. Trường hợp chỉ số 1 được nghiên cứu rộng rãi trong [16]. Chúng ta đã dùng 

phương pháp này khi xét  ví dụ về bộ khuếch đại transistor trong phần 1.3. Thông 

tin thêm về các DAE phi tuyến có thể được tìm thấy trong [27, 29]. 

2.3.1 Một số chi tiết kỹ thuật 

In order to define the sequence (2.16) we introduced the generalized reflexive 

inverse D- of D. Here we want to provide a short summary of the properties of 

generalized matrix inverses [41]. 

Để định nghĩa chuỗi (2.16), chúng ta đưa vào nghịch đảo phản xạ tổng quát hóa D
-
 

của D. Ở đây chúng tôi muốn đưa ra một bản tóm tắt về các tính chất của các 

nghịch đảo ma trận tổng quát hóa [41]. 

For a rectangular matrix M E L(Rm, Rra), a matrix M E L(Rra, Rm) is called a 

generalized inverse of M if 

Đối với một ma trận chữ nhật 𝑀 ∈ 𝐿 ℝ𝑚 , ℝ𝑛 , ma trận 𝑀 ∈ 𝐿 ℝ𝑛 , ℝ𝑚  được gọi 

là nghịch đảo tổng quát hóa của M nếu 

............... 

Nếu điều kiện 

..................... 



holds as well, then M is called a reflexive generalized inverse of M- Observe that 

for any reflexive generalized inverse M of M the matrices 

cũng đúng, thì 𝑀  được gọi là nghịch đảo tổng quát hóa phản xạ của M. Chúng ta 

thấy rằng đối với bất kỳ nghịch đảo tổng quát hóa phản xạ  𝑀  nào của M các ma 

trận 

........................ 

are projectors- Reflexive generalized inverses are not uniquely determined- 

Unique-ness is obtained if we require MM and MM to be special projectors- We 

could, for instance, require them to be ortho-projectors 

là các phép chiếu (hình chiếu). Các nghịch đảo tổng quát hóa phản xạ không được 

xác định duy nhất. Tính duy nhất được thỏa mãn nếu chúng ta yêu cầu M𝑀  và 𝑀 M 

là các phép chiếu (hình chiếu) đặc biệt. Chẳng hạn chúng ta có thể yêu cầu chúng 

là các phép chiếu trực giao 

........................ 

In this case Ml is called the Moore-Penrose inverse of M, often denoted by M+- In 

the case of DAEs with properly stated leading terms we appropriated the 

pro¬jectors P0(t) £ L(Rm) and R(t) £ L(Rn) to determine D—(t) £ Rn, Rm) 

uniquely- D—(t) is the reflexive generalized inverse of D(t) defined by 

Trong trường hợp này 𝑀  được gọi là nghịch đảo Moore-Penrose của M, thường 

được ký hiệu là M
+
. Trong trường hợp các DAE với các số hạng chính được phát 

biểu đúng đắn chúng ta dàng riêng các phép chiếu  𝑃0 𝑡 ∈ L(ℝ𝑚 ) và 𝑅 𝑡 ∈ 

L(ℝ𝑛 ) để xác định 𝐷− 𝑡 ∈ L(ℝ𝑛 , ℝ𝑚 ) một cách duy nhất. 𝐷− 𝑡  là nghịch đảo 

tổng quát hóa phản xạ của D(t) được định nghĩa bởi 

........................ 

If there was another generalized inverse D— satisfying (2-21), then 

Nếu có một nghịch đảo tổng quát hóa D khác thỏa mãn (2-21), thì 

........................ 

Trong định nghĩa 2-11 điều kiện 

............................. 



is required- We will show briefly that the projectors Qi in sequence (2-16) can 

always be chosen to satisfy (2-22). 

Là cần thiết. Chúng ta sẽ chứng minh một cách ngắn gọn rằng các phép chiếu Qi 

trong chuỗi (2-16) luôn luôn có thể được chọn để thỏa mãn (2-22). 

If for a given DAE (2-14) there was an index i* such that Nit+1 n Nit = {0}, then 

(2-14) would not be a regular DAE as all Gi would be singular- Thus N0 n N1 = 

{0} is a necessary condition for a regular DAE and the projector Q1 onto N1 can 

be chosen such that N0 C ker Q1. 

Nếu đối với một DAE cho trước (2-14) tồn tại một chỉ số i* sao cho 𝑁𝑖∗+1 ∩ 𝑁𝑖∗
≠

 0 , thì (2-14) sẽ không phải là một DAE chính tắc vì tất cả các Gi sẽ suy biến. 

Như vậy 𝑁0 ∩ 𝑁1 =  0  là một điều kiện cần thiết cho một DAE chính tắc và phép 

chiếu Q1 lên N1 có thể được chọn sao cho N0⊂ ker Q1. 

For an index i > 1 let the projectors Qj for j = 1,... ,i satisfy QjQk = 0, k = 

0, ... ,j — 1- Then Ni+1 n Ni = {0} implies Ni+1 n Nj = {0} for j = 1,... ,i and 

Qi+1 can be chosen such that N0 © N1 © • • • © Ni C ker Qi+1- 

Đối với một chỉ số 𝑖 ≥ 1 giả sử các phép chiếu Qj đối với j = 1, ...i , thỏa mãn QjQk 

= 0, k =0, ... , j - 1 . Thế thì, 𝑁𝑖+1 ∩ 𝑁𝑖 =  0   cho thấy 𝑁𝑖+1 ∩ 𝑁𝑗 =  0 , đối với j 

= 1, ... i và Qi +1 có thể được chọn sao cho …………………….. 

2,4 Các khái niệm chỉ số khác 

As seen in the previous sections a DAE can be assigned an index in several ways- 

In the case of linear equations with constant coefficients all index notions coincide 

with the Kronecker index- Apart from that, each index definition stresses different 

aspects of the DAE under consideration- While the differentiation index aims at 

finding possible reformulations in terms of ordinary differential equations, the 

tractability index is used to study DAEs without the use of derivative arrays. 

Như đã thấy trong các phần trước, DAE có thể được ấn định (được gán) cho một 

chỉ số theo một số cách. Trong trường hợp phương trình tuyến tính với hệ số hằng, 

tất cả các khái niệm chỉ số trùng với chỉ số Kronecker. Ngoại trừ trường hợp đó, 

mỗi  định nghĩa chỉ số nhấn mạnh những khía cạnh khác nhau của DAE đang xét.  

Trong khi mục đích của chỉ số vi phân là tìm các phát biểu lại có thể có theo các 

phương trình vi phân thường, chỉ số dễ kiểm soát được dùng để nghiên cứu các 

DAE mà không cần dùng các mảng đạo hàm. 

There are several other index concepts available- Here we want to introduce some 

of them briefly. 



Có một số khái niệm chỉ số khác nữa. Ở đây chúng tôi muốn giới thiệu một số 

trong số đó một cách vắn tắt. 

2.4.1 The perturbation index 

The perturbation index was introduced for nonlinear DAEs 

2.4.1 Chỉ số nhiễu loạn 

Chỉ số nhiễu loạn đã được đưa vào cho các DAE phi tuyến 

................ 

by Hairer, Lubich and Roche in [14]. (2.23) has perturbation index i along a 

solution x on I = [0,T] if i is the smallest integer such that, for all functions x 

having a defect 

bởi Hairer, Lubich và Roche trong [14]. (2,23) có chỉ số nhiễu loạn 𝜇 cùng với 

(dọc theo) nghiệm x trên ℑ = [0, T] nếu 𝜇 là số nguyên nhỏ nhất sao cho, đối với 

mọi hàm x có một số khuyết 

................ 

there exists on I an estimate 

tồn tại trên ℑ một ước lượng 

.............. 

whenever the expression on the right-hand side is sufficiently small. Here C 

denotes a constant which depends only on f and the length of I. 

The perturbation index measures the sensitivity of solutions with respect to pertur-

bations of the given problem [15]. 

bất cứ khi nào biểu thức ở vế phải đủ nhỏ. Ở đây C kí hiệu cho một hằng số chỉ 

phụ thuộc vào f và độ dài của ℑ. 

Chỉ số nhiễu loạn đo độ nhạy của các nghiệm đối với những nhiễu loạn của bài 

toán cho trước [15]. 

2.4.2 Chỉ số hình học 

Here we present the geometric index as it is introduced in [38]. Consider the au-

tonomous DAE 

Ở đây chúng ta trình bày chỉ số hình học như được giới thiệu trong [38]. Hãy xét 

DAE autonomous (tự quản) 



................. 

and assume that 𝑀0 = 𝑓−1 0 M0 = f-l(0) is a smooth đa tạp con of Rm x Rm. 

Then the DAE (2.24) can be written as 

và giả sử rằng 𝑀0 = 𝑓−1 0  là một đa tạp con trơn của ℝ𝑚 × ℝ𝑚 . Thế thì, DAE 

(2.24) có thể được viết là 

..................... 

Each solution has to satisfy x E W0 = n(M0), where n : Rm x Rm ^ Rm is the 

canonical projection onto the second component. If W0 is a đa tạp con of Rm, then 

(x',x) belongs to the tangent bundle TW0 of W0. In other words 

Mỗi nghiệm phải thỏa mãn 𝑥 ∈ 𝑊0 = 𝜋 𝑀0 , trong đó 𝜋: ℝ𝑚 ×ℝ𝑚 → ℝ𝑚  là phép 

chiếu chính tắc lên thành phần thứ hai. Nếu W0 là một đa tạp con của ℝ𝑚 , thì (x', x) 

thuộc bó tiếp tuyến TW0 của W0. Nói cách khác 

.................... 

Mt is called the first reduction of M0. Iterate this process to obtain a sequence M0, 

Ml,M2,... of manifolds where Mi+l is the first reduction of Mi and 

M1 được gọi là rút gọn bậc nhất  của M0. Lặp lại quá trình này để thu được một 

chuỗi M0, M1, M2, ... của các đa tạp trong đó Mi + l là rút gọn bậc nhất của Mi và 

........................ 

The geometric index is defined as the smallest integer i such that M^ = Mm+t. This 

index notion was introduced in [33] and studied extensively in [31] by Rabier and 

Rheinboldt.  

Chỉ số hình học được định nghĩa là số nguyên nhỏ nhất 𝜇 sao cho 𝑀𝜇 = 𝑀𝜇+1. 

Khái niệm chỉ số này đã được giới thiệu trong [33] và được nghiên cứu rộng rãi 

trong [31] bởi Rabier và Rheinboldt.   

2.4.3 The strangeness index 

This index notion is a generalization of the Kronecker index to DAEs 

2.4.3 Chỉ số lạ 

Khái niệm này chỉ là sự khái quát hóa của chỉ số Kronecker cho các DAE 

...................... 



with time-dependent coefficients- It is due to Kunkel and Mehrmann [22]- The 

matrices U and V in theorem 2-2 now depend on t, i-e- (2-25) is transformed to 

với các hệ số phụ thuộc thời gian. Đây là khái niệm được đưa ra bởi  Kunkel và 

Mehrmann [22] . Các ma trận U và V trong định lý 2.2 bây giờ phụ thuộc vào t, tức 

là (2-25) được chuyển thành 

............................ 

The pairs of matrix functions (E, F) and (E, F) are said to be globally equivalent- 

For fixed t £ I define matrices T(t), T(t), Z(t) and V(t) such that the column vectors 

of T(t), T(t), Z(t) and V(t) span the Các không gian con kerE(t), imET, kerET and 

im(Z(t)TN(t)T(t))±, respectively- Use these matrices to define 

Các cặp hàm ma trận (E, F) và (𝐸 , 𝐹 ) được gọi là tương đương toàn cục. Đối với 

𝑡 ∈ ℑ cố định (không đổi) định nghĩa ma trận T (t), 𝑇 (t), Z(t) và V(t) sao cho các 

vectơ cột T (t), 𝑇 (t), Z(t) và V(t)  mở rộng các không gian con kerE(t), imE
T
, kerE

T
 

và im (Z (t)TN (t) T (t) )⊥, tương ứng. Dùng những ma trận này để định nghĩa 

.................................. 

We assume that the functions r, s and a are constant on I- Then (E, F) is globally 

equivalent to the pair 

Chúng ta giả sử rằng các hàm r, s và a là hằng số  trên ℑ. Thế thì (E, F) tương 

đương toàn cục với cặp 

.............................. 

The proof can be found in [21]- The value s is called the strangeness of the pair 

(E,F)- Denote (E,F) by (E0,F0) and s0 = s- Similarly we define the strangeness s1 

of the pair (E1,F1)- If we repeat the procedure described above, we arrive at a 

sequence of globally equivalent pairs (Ei, Fi), i > 0, each having strangeness si- 

The strangeness index or s-index is then defined by 

 

Chứng minh có thể được tìm thấy trong [21] . Giá trị s được gọi là số lạ của cặp (E, 

F) . Ký hiệu (E, F) bằng  (E0, F0) và s0 = s. Tương tự như vậy, chúng ta định nghĩa 

số lạ s1 của cặp (E1, F1). Nếu chúng ta lặp lại các thủ tục được mô tả ở trên, chúng 

ta thu được một chuỗi các cặp tương đương toàn cục(Ei, Fi), i≥ 0, mỗi cái có số lạ 

si. Chỉ số lạ hoặc chỉ số s được định nghĩa là 

................ 



Relations between the tractability index and the strangeness index are given in 

[36]. 

3 Solvability of linear DAEs with properly stated leading term 

In this section we consider linear differential-algebraic equations 

Mối quan hệ giữa chỉ số dễ kiểm soát và chỉ số lạ được đưa ra trong [36].  

3 Khả năng giải của các DAE tuyến tính với số hạng chính được phát biểu đúng 

đắn 

Trong phần này chúng ta xét các các phương trình vi phân đại số tuyến tính 

......................... 

with properly stated leading terms as in definition 2.9. A, B and D are continuous 

matrix functions with 

với các số hạng chính được phát biểu đúng đắn như trong định nghĩa 2.9. A, B, và 

D là các hàm ma trận liên tục với 

........................... 

A function x : I ^ Rm is said to be a solution of (3.1) if  

…………………………………. 

satisfies (3.1) theo từng điểm. 

As in the previous section we define for t E I theo từng điểm G0 = AD, B0 = B and 

for i > 0 

Một hàm 𝑥: ℑ → ℝ𝑚  được gọi là  nghiệm của (3.1) nếu  

……………………. 

 thỏa mãn (3.1) ở từng điểm . 

Như trong phần trước, chúng ta  định nghĩa 𝑡 ∈ ℑ theo từng điểm G0 = AD, B0 = B 

và đối với 𝑖 ≥ 0 

....................... 

D is again the reflexive generalized inverse of D from section 2.3. 

𝐷−1 lại là nghịch đảo tổng quát hóa phản xạ của D từ phần 2.3. 

For completeness we repeat the definition of index i from the previous section. 

Để cho đầy đủ, chúng ta lặp lại định nghĩa chỉ số 𝜇 từ phần trước. 



Definition 3.1 The DAE (3.1) with properly stated leading term is said to be a 

regular DAE with tractability index i on the interval I if there is a sequence (3.2) 

such that 

Định nghĩa 3.1 DAE (3.1) có số hạng chính được phát biểu đúng đắn được gọi là 

một DAE chính tắc với chỉ số dễ kiểm soát 𝜇 trên khoảng ℑ nếu tồn tại một chuỗi 

(3.2) sao cho 

• Gi has constant rank ri on I, 

• …………………. 

• Gi có hạng hằng ri trên ℑ, 

•…………………………. 

(3.1) is said to be a regular DAE if it is regular with some index i. 

The material presented here is mainly taken from [25], [1] and [26].  

(3.1) được gọi là DAE chính tắc nếu nó chính tắc với chỉ số 𝜇 nào đó. 

Các kiến thức được trình bày ở đây chủ yếu lấy từ [25], [1] và [26].   

3.1 Decoupling of linear index-1 DAEs 

3.1 Tách các DAE tuyến tính chỉ số 1  

Let (3.1) be a regular index 1 DAE with properly stated leading term. Due to 

definition 3.1 the Matrix GT is không suy biến. 

Lemma 3.2 The matrices of sequence (3.2) satisfy 

Đặt (3.1) là một DAE chỉ số 1 chính tắc  có số hạng chính được phát biểu đúng 

đắn. Do định nghĩa 3.1, ma trận G1 không suy biến. 

Bổ đề 3,2 Ma trận của chuỗi (3.2) thỏa mãn 

........................ 

Proof: (a) and (b) are just the properties of the generalized reflexive inverse D-. 

Remember that R E Ct(I, L(Rn)) is the smooth projector function realizing the 

decomposition ker A(t) © im D(t) = Rn provided by the properly stated leading 

term. ker A = ker R implies (c). GtQ0 = ADQ0+BQ0 = BQ0 proves (d). Similarly 

GlP0 = ADP0 + BQ0P0 = AD shows (e). For (f) we only have to show “^”. If 

DP0z = 0 then P0z E ker D = ker AD = ker P0 and thus P0z = 0. ker D = ker AD 

holds due to the properly stated leading term.  



Chứng minh: (a) và (b) chỉ là các tính chất của nghịch đảo phản xạ tổng quát hóa 

D
-
. Hãy nhớ rằng 𝑅 ∈ 𝐶1 ℑ, 𝐿 ℝ𝑛   là hàm chiếu trơn thực hiện phân tích kerA 

(t) ⊕ im D (t) = ℝ𝑛  miễn là (được cung cấp bởi) số hạng chính được phát biểu 

đúng đắn. ker A = ker R muốn nói đến (c). G1Q0 = ADQ0 + B𝑄0
2 = BQ0 chứng 

minh (d). Tương tự, G1P0 = ADP0 + BQ0 P0 =AD chứng minh (e). Đối với (f), 

chúng ta chỉ phải chứng minh "⇐". Nếu DP0z = 0 thì P0z ∈ Ker D = Ker AD = Ker 

P0 và do đó P0z = 0. ker D = ker AD đúng do  số hạng chính được phát biểu đúng 

đắn.                

Let’s assume that x is a solution of the DAE (3.1). Scaling with G-1 yields 

Giả sử rằng x là một nghiệm của DAE (3.1). Lấy tỷ lệ với 𝐺1
−1 thu được 

................ 

Lưu ý rằng 

............................... 

Thus multiplication of (3.3) by P0 and Q0 from the left shows that A(Dx)' + B. 

Vì vậy nhân (3.3) với P0, Q0 từ bên trái ta được 

............................... 

Do đó, mỗi  nghiệm x  có thể được viết là 

......................... 

trong đó u = Dx là nghiệm của ODE 

........................ 

Definition 3.3 The explicit ordinary differential equation (3-5) is called the 

inher¬ent regular ODE of the index-1 equation (3-1). 

Định nghĩa 3,3 phương trình vi phân thường tường minh (3-5) được gọi là ODE  

chính tắc thừa kế (riêng, không tách được) của phương trình chỉ số 1(3-1). 

Lemma 3.4 (i) imD is a (time varying) invariant subspace of (3-5). 

(ii) (3-5) is independent of the choice of Q0. 

Proof: 

(i) Because of im D = im R = ker(I — R) multiplication of (3-5) by I — R gives 



Bổ đề 3.4 (i) imD là một không gian con bất biến (biến đổi theo thời gian) của (3-

5). 

(ii) (3-5) không phụ thuộc vào việc chọn Q0. 

Chứng minh 

(i) Bởi vì imD = imR = ker (I - R) nhân (3-5) với I - R cho ta 

.................... 

and v = (I — R)u satisfies the ODE v' = (I — R)'v- 

If there is t* £ I such that u(t*) = R(t*)u(t*) £ imD(t*), then v(t*) = 0- This means 

v(t) = 0 and thus u(t) = R(t)u(t) for every t- 

(ii) Let Q0 be another projector with imQ0 = N0 and let P0, D— be defined as 

in (2-16)- Then G1 = G1(I + Q0Q0P0) implies G—1 = (I — Q0Q0P0)G—1 and 

dG—1 = DG—1- Finally note that 

và v = (I - R)u thỏa mãn ODE v'= (I - R)'v.  

Nếu tồn tại t*∈ ℑ  sao cho u(t*) = R (t*) u(t*) ∈ im D (t*), thì v(t*) = 0. Điều này có 

nghĩa là v(t*) = 0 và do đó u (t) = R (t) u (t) đối với mọi t. 

(ii) Giả sử 𝑄 0 là một phép chiếu khác với im𝑄 0 = N0 và giả sử 𝑃 0, 𝐷 − được định 

nghĩa như trong (2-16). Thế thì, 𝐺 1 = G1 (I + Q0𝑄 0P0) có nghĩa là (ngụ ý) 𝐺 1
−1 = (I 

- Q0𝑄 0P0)𝐺1
−1  và 𝐷𝐺 1

−1 = D𝐺1
−1. Cuối cùng lưu ý rằng 

.......................... 

The decoupling procedure above and lemma 3-4 enable us to prove existence and 

uniqueness of solutions for the index 1 DAE (3-1). 

Theorem 3.5 Let (3-1) be a regular index 1 DAE. For each d £ imD(t0), t0 £ I, the 

initial value problem 

Thủ tục tách ở trên và Bổ đề 3-4 cho phép chúng ta  chứng minh sự tồn tại và duy 

nhất của các nghiệm cho DAE chỉ số 1 (3.1). 

Định lý 3.5 Giả sử (3-1) là một DAE chỉ số 1 chính tắc . Đối với mỗi 𝑑 ∈ 𝑖𝑚𝐷(𝑡0), 

t0 ∈ ℑ bài toán giá trị ban đầu 

......................... 

is uniquely solvable in CD (I, Rm). 



Proof: There is exactly one solution u £ C1 (I, Rm) of the inherent ODE 

có nghiệm duy nhất trong …….. 

Chứng minh: Tồn tại một nghiệm…..của ODE thừa kế (riêng, không tách được) 

........................ 

satisfying the initial condition u(t0) = d- Lemma 3-4 shows that u(t) = R(t)u(t) for 

every t. Therefore 

thỏa mãn các điều kiện ban đầu u(t0) = d. Bổ đề 3.4 chứng tỏ rằng u(t) = R(t)u(t) 

đối với mọi t. Do đó 

............................... 

is a solution of (3-6) satisfying Dx = u- The decoupling process shows the 

uniqueness- □ 

Note that the initial condition D(t0)x(t0) = d for d £ im D(t0) can be replaced by  

là nghiệm của (3-6) thỏa mãn Dx = u. Quy trình phân tích cho thấy tính duy nhất. 

Lưu ý rằng các điều kiện ban đầu D(t0) x (t0) = d cho 𝑑 ∈ 𝑖𝑚𝐷(𝑡0) có thể được 

thay thế bằng ......................... 

3.2 Tách các DAE chỉ số 2 tuyến tính 3.2 Decoupling of linear index-2 DAEs 

We now want to repeat the same argument for linear index 2 differential-algebraic 

equations- We assume that (3-1) is an index 2 DAE with properly stated leading 

term- Due to definition 3-1 and lemma 2-13 we have N1(t) © S'1(t) = Rm- In this 

section we choose Q1 to be the canonical projector onto N1 along S1- Lemma 2-13 

also implies Q1Q0 = Q1G—1B1Q0 = 0 as required in definition 3-1- For the 

sequence (3-2) to make sense we have to assume DP1D— £ C1 (l,L(Rn))- Then 

DQ1D— = —DP1D— + DD— = —DP1D— + R is also smooth- Note that 

DQ1D— and DP1D— are projector functions- 

Bây giờ, chúng tôi muốn lặp lại cùng một suy luận cho các phương trình vi phân 

đại số chỉ số 2 tuyến tính. Chúng ta giả sử rằng (3-1) là một DAE chỉ số 2 với số 

hạng chính được phát biểu đúng đắn. Do định nghĩa 3-1 và Bổ đề 2-13 chúng ta có 

N1(t) ⊕ S1(t) = ℝ𝑚 . Trong phần này chúng ta chọn Q1 là phép chiếu chính tắc trên 

N1 dọc theo (cùng với) S1. Bổ đề 2-13 nói rằng Q1Q0 = Q1𝐺2
−1B1Q0 = 0 như được 

đòi hỏi (yêu cầu) trong định nghĩa 3-1.  



Đối với chuỗi (3-2) để làm cho có nghĩa, chúng ta phải giả sử 𝐷𝑃1𝐷
− ∈

𝐶1 ℑ, 𝐿 ℝ𝑛  .Thế thì DQ1𝐷
− =-DP1𝐷

−+D𝐷−=-DP1𝐷
−+R cũng trơn. Chú ý rằng 

DQ1𝐷
− và DP1𝐷

− là các hàm chiếu. 

In addition to (a), (b), (c) and (f) from lemma 3-2 we now have Lemma 3.6 

Cùng với (a), (b), (c) và (f) từ  bổ đề 3.2 bây giờ chúng ta có bổ đề 3.6 

............................. 

(k) QQ'Q = 0 for every projector function Q £ C1 (I, L(Rn)). 

Proof: (g) follows from lemma 2-13, (h) can be proved similar to (e) in lemma 3-2, 

but (i) is a consequence of B = BP0 + BQ0 = BP0P1 + BP0Q1 + BQ0 and 

(k) ΩΩ′Ω = 0 cho mọi hàm chiếu Ω ∈ 𝐶1 ℑ, 𝐿 ℝ𝑛  . 

Chứng minh: (g) suy ra từ Bổ đề 2.13, (h) có thể được chứng minh tương tự như 

(e) trong bổ đề 3.2, nhưng (i) là một hệ quả của B = BP0 + BQ0 = BP0P1 + BP0Q1 

+ BQ0 

................. 

To show (j) assume that DQ1z = 0- Then Q1z £ ker D = ker P0 and Q1z = Qfz = 

Q1P0Q1Z = 0- 

Finally 0 = (I — Q)Q implies 0 = (I — Q)'Q + (I — Q)Q' = —Q'Q + (I — Q)Q'- □ 

In order to decouple (3-1) in the index 2 case we again assume that x is a solution 

of the DAE- Since G2 is không suy biến, we find 

Để chứng minh (j) giả sử rằng DQ1z = 0 . Thế thì Q1z ∈ ker D = ker P0 và Q1z = 

𝑄1
2z = Q1P0Q1z = 0. 

Cuối cùng 0 = (I - 𝛺) 𝛺 có nghĩa là ……………………. 

Để tách (3-1) trong trường hợp chỉ số 2, chúng ta lại giả sử rằng x là một nghiệm 

của các DAE. Bởi vì G2 không suy biến, chúng ta tìm được 

.................................. 

using (a), (c), (h) and (i)- Due to I = P1 + Q1 = P0P1 + Q0P1 + Q1 we can 

decouple (3-7) by multiplying with P0P1, Q0P1 and Q1 respectively- (3-1) is 

therefore equivalent to the system 



dùng (a), (c), (h) và (i). Do I=P1 + Q1 = P0P1 + Q0P1 + Q1, chúng ta có thể tách 

(3-7) bằng cách nhân với P0P1, Q0P1 và Q1 một cách tương ứng. Do đó, (3.1)  

tương đương với hệ 

................................... 

Với (a) và (f) phương trình (3.8a) có dạng 

............................. 

Use the product rule of differentiation to find 

 

Dùng các quy tắc tích của vi phân để tìm được 

........................... 

Mặt khác 

........................... 

Vì ….., do đó (3.8a) tương đương với 

............................. 

A similar analysis involving (g), (j) and (k) from lemma 3.6 yields 

Một phân tích tương tự liên quan đến (g), (j) và (k) từ Bổ đề 3,6 mang lại 

........................................... 

Do đó, mỗi  nghiệm x của (3.1) có thể được viết là 

........................... 

trong đó 

…………………. 

and u = DP1x satisfies the ordinary differential equation  

………………………… 

As in the index 1 case this ODE will be referred to as the inherent regular ODE. 

Definition 3.7 The explicit ordinary differential equation 

……………………. 



và u = DP1x thỏa mãn phương trình vi phân thường  

………………… 

Như trong trường hợp chỉ số 1 ODE này sẽ được gọi là ODE chính quy kế thừa 

(riêng, không tách được).  

Định nghĩa 3.7 Phương trình vi phân thường tường minh 

................................... 

is called the inherent regular ODE of the index 2 equation (3.1). 

For the index 2 case we now prove the lemma corresponding to lemma 3.4 from 

the previous section. 

được gọi là ODE chính tắc thừa kế (riêng, không tách được) của phương trình chỉ 

số 2 (3.1). 

Đối với trường hợp chỉ số 2, bây giờ chúng ta chứng minh  bổ đề tương ứng với Bổ 

đề 3.4 ở phần trước. 

Lemma 3.8 (i) imDPT is a (time varying) invariant subspace of (3.10). 

(ii) (3.10) is independent of the choice of Q0 and thus uniquely determined by 

the problem data. 

Bổ đề 3.8 (i) imDP1 là một không gian con bất biến (biến đổi theo thời gian) của 

(3.10). 

(ii) (3.10) không phụ thuộc vào việc chọn Q0 và vì vậy được xác định duy nhất bởi 

các dữ liệu của bài toán. 

Proof: To prove (i), carry out a similar analysis as in the proof of lemma 3.4 but 

with R replaced by DPtD-. To see (ii) consider another projector Q0 with im Q0 = 

N0 and the relation Gt = Gt(I + Q0Q0P0). The Các không gian con Nt = (I — 

Q0Q0P0)Nt and Sl = St are given in terms of Nt and St so that Qt = (I + 

Q0Q0P0)Ql is the canonical projector onto Nt along St. This implies DPtD- = 

DPtD-. Use the representation 

 

Chứng minh: Để chứng minh (i), thực hiện một phân tích tương tự như trong  

chứng minh của Bổ đề 3.4 nhưng với R được thay bằng 𝐷𝑃1𝐷
−. Để thấy được (ii) 

xét một phép chiếu 𝑄 0 khác với im 𝑄 0 = N0 và hệ thức 𝐺 1 = 𝐺1 𝐼 + 𝑄0𝑄 0𝑃0 . Các 



không gian con 𝑁 1 =  𝐼 − 𝑄0𝑄 0𝑃0 𝑁1 và 𝑆 1 = S1 được cho theo N1 và S1 để 

𝑄 1 =  𝐼 + 𝑄0𝑄 0𝑃0 𝑄1 là phép chiếu chính tắc  trên 𝑁 1  dọc theo (cùng) 𝑆 1. Điều 

này có nghĩa là 𝐷𝑃 1𝐷 
− = 𝐷𝑃1𝐷

− . Dùng biểu diễn 

....................... 

to see that DPtG-1 and DPlG-lBD- are independent of the choice of Q0. □ 

As in the previous section we are now able to prove existence and uniqueness of 

solutions for regular index 2 DAEs with properly stated leading terms. We make 

use of the function space 

để thấy rằng 𝐷𝑃1𝐺2
−1 và 𝐷𝑃1𝐺2

−1𝐵𝐷− không phụ thuộc vào việc chọn Q0.  

Như trong phần trước, bây giờ chúng ta có thể chứng minh sự tồn tại và duy nhất 

của các nghiệm cho các DAE chỉ số 2 chính tắc với các số hạng chính được phát 

biểu đúng đắn. Chúng ta dùng không gian hàm 

............................. 

Theorem 3.9 Let (3.1) be a regular index 2 DAE with q E C'DqiG-1{I, Rm). For 

each d E imD(t0)Pl(t0), t0 E I, the initial value problem 

Định lý 3,9 Giả sử (3.1) là một DAE chỉ số 2 chính tắc với 𝑞 ∈ 𝐶𝐷𝑄1𝐺2
−1

1  ℑ, ℝ𝑚 . 

Đối với mỗi d ∈ imD(t0) Pl (t0), t0 ∈ ℑ, bài toán giá trị ban đầu 

.............................. 

is uniquely solvable in CD (I, Rm). 

Proof: Solve the inherent regular ODE (3.10) with initial value u(t0) = d. Lemma 

3.8 yields u(t) E imD(t)PT(t) for every t and 

có nghiệm duy nhất trong 𝐶𝐷
1 ℑ, ℝ𝑚 . 

Chứng minh: Giải ODE chính tắc thừa kế (riêng, không tách được) (3.10) với giá 

trị ban đầu u(t0) = d. Bổ đề 3.8 mang lại u(t)∈ imD(t) P1(t) đối với mỗi t và 

......................... 

is the desired solution of (3.11). □ 

The initial condition D(t0)Pl(t0)x(t0) = d can be replaced by D(t0)Pl(t0)x(t0) = 

D(t0)Pi(t0)x0 for x0 E Rm. 

3.3 Remarks 



In sections 1.3 and 1.4 we presented examples of nonlinear differential-algebraic 

equations f (Dx)', x, t = 0, where the solution could be expressed as 

là nghiệm mong muốn của (3.11).              □ 

Điều kiện ban đầu D(t0) P1(t0)x(t0) = d có thể được thay bằng D(t0) P1(t0) x(t0) = D 

(t0) P1(t0) x
0
 đối với 𝑥0 ∈ ℝ𝑚 . 

3.3 Nhận xét 

Trong phần 1.3 và 1.4, chúng tôi đã trình bày các ví dụ về  các phương trình vi 

phân đại số phi tuyến 𝑓  𝐷𝑥 ′ , 𝑥, 𝑡 = 0, trong đó nghiệm có thể được biểu diễn là 

..................... 

u là nghiệm của 

..................... 

và w được ngầm định nghĩa là 

................................... 

The ordinary differential equation (3.12) is thus only available theoretically. 

Vì thế, phương trình vi phân thường (3.12) chỉ có giá trị về mặt lý thuyết. 

In this section we made use of the sequence (3-2) established in the context of the 

tractability index in order to perform a refined analysis of linear DAEs with 

properly stated leading terms- We were able to find explicit expressions of (3-12) 

for these equations with index 1 and 2. 

Trong phần này, chúng ta đã dùng chuỗi (3.2) được thiết lập trong bối cảnh của chỉ 

số dễ kiểm soát để thực hiện một phân tích tinh tế các DAE tuyến tính với các số 

hạng chính được phát biểu đúng đắn. Chúng ta có thể tìm được biểu thức tường 

minh của (3-12 ) cho các phương trình này với chỉ số 1 và 2. 

This detailed analysis lead us to results about existence and uniqueness of solutions 

for DAEs with low index- We were able to figure out precisely what initial 

conditions are to be posed, namely D(t0)x(t0) = D(t0)x0 and D(t0)P1(t0)x(t0) = 

D(t0)P1(t0)x0 in the index 1 and index 2 case respectively. 

Các phân tích chi tiết này dẫn chúng ta đến kết quả về sự tồn tại và duy nhất của 

các nghiệm cho các DAE chỉ số thấp.  Chúng ta đã có thể tìm ra chính xác những 



điều kiện ban đầu được đặt ra là gì, cụ thể là D(t0) x(t0) = D(t0) x
0
 và D(t0) P1(t0)x 

(t0) = D(t0) P1(t0) x
0
 tương ứng với các trường hợp chỉ số 1 và chỉ số 2. 

These initial conditions guarantee that solutions u of the inherent regular ODE (3-

5) and (3-10) lie in the corresponding invariant subspace- Let us stress that only 

those solutions of the regular inherent ODE that lie in the invariant subspace are 

relevant for the DAE- Even if this subspace varies with t we know the dynamical 

degree of freedom to be rank G0 and rank G0 + rank G1 — m for index 1 and 2 

respectively [25]. 

Những điều kiện ban đầu này đảm bảo rằng các nghiệm u của ODE chính tắc thừa 

kế (riêng, không tách được) (3.5) và (3.10) nằm trong  không gian con bất biến 

tương ứng. Một điều cần lưu ý là chỉ có những nghiệm đó của ODE chính tắc thừa 

kế (riêng, không tách được) nằm trong  không gian con bất biến mới thích hợp cho 

DAE. Ngay cả khi không gian con này biến đổi theo t chúng ta biết bậc tự do động 

học là hạng G0 và hạng G0 + hạng G1 - m tương ứng với các DAE chỉ số 1 và 2. 

The results presented can be generalized for arbitrary index i- The inherent 

reg¬ular ODE for an index i DAE with properly stated leading term is given in 

[25]- There it is also proved that the index i is invariant under linear 

transformations and refactorizations of the original DAE and the inherent regular 

ODE remains unchanged. 

Các kết quả được trình bày có thể được tổng quát cho chỉ số 𝜇 tùy ý. ODE chính 

tắc thừa kế cho một  DAE chỉ số 𝜇  với số hạng chính được phát biểu đúng đắn 

được nghiên cứu  trong [25] . Trong đó người ta cũng chứng minh rằng chỉ số 𝜇  

bất biến dưới các phép biến đổi tuyến tính và việc tìm thừa số lại của DAE ban đầu 

và ODE chính quy thừa kế (riêng, không tách được) vẫn không thay đổi. 

Finally let us point out that we assumed A, D and B to be continuous only- The 

required smoothness of the coefficients in the standard formulation 

Cuối cùng chúng ta chỉ ra rằng chúng ta giả sử A, D và B là liên tục. Tính chất trơn 

được yêu cầu của các hệ số trong công thức tiêu chuẩn (phát biểu tiêu chuẩn) 

 


