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Các phương trình vi phân đại số (các DAE) nảy sinh trong một loạt các ứng dụng. 

Vì vậy, phương pháp giải tích và số của chúng đóng một vai trò quan trọng trong 

toán học hiện đại. Bài viết này giới thiệu về chủ đề DAE. Các ví dụ về các DAE 

được xét cho thấy tầm quan trọng của chúng đối với các bài toán thực tế. Chúng tôi 

cũng giới thiệu một số khái niệm chỉ số phổ biến. Trong bối cảnh của chỉ số dễ 

kiểm soát, tính tồn tại và duy nhất của các nghiệm đối với  các DAE tuyến tính chỉ 

số thấp  được chứng minh. Các phương pháp số đáp dụng cho những phương trình 

này được nghiên cứu. 

Differential-algebraic equations (Các DAE) arise in a variety of applications. 

Therefore their analysis and numerical treatment plays an important role in modern 

mathematics. This paper gives an introduction to the topic of Các DAE. Examples 

of Các DAE are considered showing their importance for practical problems. 

Several well known index concepts are introduced. In the context of the tractability 

index existence and uniqueness of solutions for low index linear Các DAE is 

proved. Numerical methods applied to these equations are studied. 

............................... 

Giới thiệu chung 

Trong bài báo này, chúng ta xét các phương trình vi phân ẩn 

In this report we consider implicit differential equations 

.................... 

trên khoảng ℑ ⊂ ℝ. Nếu 
𝜕𝑓

𝜕𝑥 ′  
 không suy biến, thì có thể tìm 𝑥 ′  trong (1) theo cách 

bình thường để thu được một phương trình vi phân thường. Tuy nhiên, nếu 
𝜕𝑓

𝜕𝑥 ′  
 suy 

biến, điều này không thể thực hiện được nữa, và nghiệm x phải thỏa mãn các ràng 

buộc đại số nào đó. Do đó phương trình (1) trong đó 
𝜕𝑓

𝜕𝑥 ′  
 suy biến được gọi là các 

phương trình vi phân đại số hoặc các DAE. 

on an interval I C R. If §£; is không suy biến, then it is possible to formally solve 

(1) for X in order to obtain an ordinary differential equation. However, if dX is 

singular, this is no longer possible and the solution x has to satisfy certain algebraic 

constraints. Thus equations (1) where dX is singular are referred to as differential- 

algebraic equations or Các DAE. 



These notes aim at giving an introduction to differential-algebraic equations and 

are based on four lectures given by the author during his stay at the University of 

Auckland in 2003. 

Mục đích của bài giảng này là giới thiệu các phương trình vi phân đại số và được 

dựa trên bốn bài giảng của tác giả tại Đại học Auckland vào năm 2003. 

The first section deals with examples of DAEs. Here problems from different kinds 

of applications are considered in order to stress the importance of DAEs when 

modelling practical problems. 

Phần đầu tiên xét các ví dụ về các DAE. Ở đây, các bài toán từ các loại ứng dụng 

khác nhau được xét để nhấn mạnh tầm quan trọng của các DAE khi mô hình hóa 

các bài toán thực tế. 

In the second section each DAE is assigned a number, the index, to measure it's 

complexity concerning both theoretical and numerical treatment. Several index no-

tions are introduced, each of them stressing different aspects of the DAE 

considered. Special emphasis is given to the tractability index for linear DAEs. 

Trong phần thứ hai, mỗi DAE được ấn định một số, chỉ số đặc trưng cho sự phức 

tạp của nó liên quan đến cả phương pháp lý thuyết và số. Một số khái niệm về chỉ 

số được đưa vào, mỗi khái niệm nhấn mạnh những khía cạnh khác nhau của DAE 

được xét. Đặc biệt chúng ta sẽ tập trung vào chỉ số dễ kiểm soát đối  với các DAE 

tuyến tính. 

The definition of the tractability index in the second section gives rise to a detailed 

analysis concerning existence and uniqueness of solutions. The main tool is a pro-

cedure to decouple the DAE into it’s dynamical and algebraic part. In section three 

this analysis is carried out for linear DAEs with low index as it was established by 

Marz [25]. 
 

Định nghĩa về chỉ số dễ kiểm soát trong phần thứ hai làm nảy sinh phân tích chi 

tiết liên quan đến sự tồn tại và duy nhất của nghiệm. Công cụ chính là một quy 

trình để phân tích  DAE thành phần động học (động lực) và đại số. Trong phần ba, 

phân tích này được thực hiện cho các DAE tuyến tính với chỉ số thấp như đã được 

thực hiện bởi Marz [25]. 

The results obtained, especially the decoupling procedure, are used in the fourth 

section to study the behaviour of numerical methods when applied to linear DAEs. 

The material presented in this section is mainly taken from [18].  



Các kết quả thu được, đặc biệt là quy trình phân tích, được sử dụng trong phần thứ 

tư để nghiên cứu đặc tính của các phương pháp số khi áp dụng cho các DAE tuyến 

tính. Các kiến thức trong phần này chủ yếu được lấy từ [18].   

1 Ví dụ về các phương trình vi phân đại số 

Modelling with differential-algebraic equations plays a vital role, among others, 

for constrained mechanical systems, electrical circuits and chemical reaction 

kinetics. In this section we will give examples of how DAEs are obtained in these 

fields. We will point out important characteristics of differential-algebraic 

equations that distinguish them from ordinary differential equations. 

Trong số nhiều phương pháp khác nhau, phương pháp mô hình hóa với các phương 

trình vi phân đại số đóng một vai trò quan trọng đối với các hệ cơ học có ràng 

buộc, các mạch điện và động học phản ứng hóa học. Trong phần này, chúng ta sẽ 

đưa ra một số ví dụ để thấy được các DAE nảy sinh từ những lĩnh vực này như thế 

nào. Chúng ta sẽ chỉ ra các đặc điểm quan trọng của phương trình vi phân đại số, 

phân biệt chúng với các phương trình vi phân thường. 

More information about differential-algebraic equations can be found in [2, 15] but 

also in [32]. 

Thông tin thêm về các phương trình vi phân đại số có thể được tìm thấy trong [2, 

15] cũng như trong [32]. 

1,1 Các hệ cơ học có ràng buộc 

Consider the mathematical pendulum in figure 1.1. Let m be the pendulum’s mass 

which is attached to a rod of length l [15]. In order to describe the pendulum in 

Cartesian coordinates we write down the potential energy 

Xét con lắc toán học trong hình 1.1. Đặt m là khối lượng của con lắc được gắn vào 

một thanh  chiều dài l[15]. Để mô tả con lắc trong hệ tọa độ Đề Các, chúng ta viết 

ra thế năng 

...................... 

where (x(t),y(t)) is the position of the moving mass at time t. The earth’s 

acceleration of gravity is given by g, the pendulum’s height is h. If we denote 

derivatives of x  and y by X and y respectively, the kinetic energy is given  by 

 



ở đây (x (t), y (t)) là vị trí của quả nặng tại thời điểm t. Gia tốc trọng trường của 

trái đất là g, chiều cao của con lắc là h.Nếu chúng ta kí hiệu đạo hàm của x và y là 

𝑥  và 𝑦  thì động năng là 

........................ 

The term x2 + y2 describes the pendulum’s velocity. The constraint is found to be 

Số hạng 𝑥 2 + 𝑦 2 mô tả vận tốc của con lắc. Ràng buộc sẽ là 

....................... 

(1.1) -(1.3) are used to form the Lagrange function 

(1.1) - (1.3) được sử dụng để tạo thành hàm Lagrange 

................... 

Here q denotes the vector q = (x, y, A). Note that A serves as a Lagrange 

multiplier. The equations of motion are now given by Euler’s equations 

Ở đây q kí hiệu cho vector q = (x, y, λ). Lưu ý rằng λ đóng vai trò như một nhân tử 

Lagrange. Bây giờ, các phương trình chuyển động được cho bởi phương trình  

Euler 

..................... 

We arrive at the system mx + 2Ax = 0, 

Chúng ta được hệ 

..................... 

By introducing additional variables u = x and v = y we see that (1.4) is indeed of 

the form (1).  

Bằng cách đưa vào các biến bổ sung u = 𝑥  và v = 𝑦 , chúng ta thấy rằng (1.4) thực 

sự có dạng (1).   

When solving (1.4) as an initial value problem, we observe that each initial value 

(x(t0),y(t0)) = (x0,yo) has to satisfy the constraint (1.3) (consistent initialization). 

No initial condition can be posed for A, as A is determined implicitly by (1.4). 

Khi giải(1.4) như một bài toán giá trị ban đầu, chúng ta thấy rằng mỗi giá trị ban 

đầu (x (t0), y (t0)) = (x0, y0) phải thỏa mãn các ràng buộc (1.3) (khởi tạo phù hợp). 

Không có điều kiện ban đầu nào có thể được đặt ra cho λ, khi λ được ngầm xác 

định bởi (1.4). 



Of course the pendulum can be modeled by the second order ordinary differential 

equation 

Tất nhiên, con lắc có thể được mô hình hóa bởi phương trình vi phân thường bậc 

hai 

....................... 

when the angle ( is used as the dependent variable. However for practical problems 

a formulation in terms of a system of ordinary differential equations is often not 

that obvious, if not impossible. 

Khi góc  φ được sử dụng như  biến phụ thuộc. Tuy nhiên đối với các bài toán thực 

tế, phát biểu theo hệ phương trình vi phân thường không rõ ràng, nhiều khi là 

không thể. 

1,2 Các mạch điện 

Modern simulation of electrical networks is based on modelling techniques that 

allow an automatic generation of the model equations. One of the techniques most 

widely used is the modified nodal analysis (MNA) [7, 8]. 

Mô phỏng  hiện đại về các mạng điện được dựa trên kỹ thuật mô hình hóa cho 

phép  tạo tự động các phương trình mô hình. Một trong những kỹ thuật được sử 

dụng rộng rãi nhất là phân tích nút hiệu chỉnh (điều chỉnh) (MNA) [7, 8]. 

1.2.1 Một ví dụ đơn giản  

To see how the modified nodal analysis works, consider the simple circuit in figure 

1.2 taken from [39]. It consists of a voltage source v V =v(t), a resistor with 

conductance G and a capacitor with capacitance C >0. The layout of the circuit can 

be described by 

Để hiểu cách áp dụng phương pháp phân tích nút điều chỉnh, xét mạch điện đơn 

giản trong hình 1.2 được lấy từ [39]. Nó bao gồm một nguồn áp 𝑣𝑉 = 𝑣(𝑡)  (t), 

một điện trở với độ dẫn điện G và một tụ điện với điện dung C> 0. Sơ đồ mạch có 

thể được mô tả bởi 

.................................... 

where the columns of Aa correspond to the voltage, resistive and capacitive 

branches respectively. The rows represent the network’s nodes, so that —1 and 1 

indicate the nodes that are connected by each branch under consideration. Thus Aa 

assigns a polarity to each branch. 



ở đây các cột Aa tương ứng với các nhánh điện áp, điện trở và tụ điện. Các hàng 

biểu diễn nút của mạng điện, sao cho -1 và 1 chỉ các nút được kết nối bởi mỗi 

nhánh đang xét. Vì vậy, Aa ấn định (quy định) chiều (sự phân cực) cho mỗi nhánh. 

By construction the rows of Aa are linearly dependent. However, after deleting one 

row the remaining rows describe a set of linearly independent equations, The node 

corresponding to the deleted row will be denoted as the ground node. The matrix 

Qua cách xây dựng, các hàng Aa là phụ thuộc tuyến tính. Tuy nhiên, sau khi xóa 

một hàng các hàng còn lại mô tả một tập hợp các phương trình  độc lập tuyến tính, 

nút tương ứng với hàng bị xóa sẽ được ký hiệu là nút đất (nút chung). Ma trận 

...................... 

is called the incidence matrix. It is now possible to formulate basic physical laws in 

terms of the incidence matrix A [20]. Denote with i and v the vector of branch 

currents and voltage drops respectively and introduce the vector e of node 

potentials. For each node the node potential is it’s voltage with respect to the 

ground node. 

được gọi là ma trận liên thuộc. Bây giờ có thể xây dựng các định luật vật lý cơ bản 

theo ma trận liên thuộc A [20]. Ký hiệu 𝑖và 𝑣 là vector của dòng và sụt áp trên 

nhánh và đưa vào vector e của các thế nút. Đối với mỗi nút, thế nút là điện áp của 

nó đối với đất. 

Kirchhoff’s Current Law (KCL) 

Định luật dòng Kirchhoff (KCL) 

For each node the sum of all currents is zero. 

Tại mỗi nút, tổng của tất cả các dòng bằng không. 

…………………… 

Kirchhoff’s Voltage Law (KVL) 

Định luật áp Kirchhoff (KVL) 

For each loop the sum of all voltages is zero. 

Đối với mỗi vòng kín, tổng của tất cả các sụt áp bằng không. 

………………………. 



For the circuit in figure 1.2 KCL and KVL read 

Đối với các mạch trong hình 1,2 KCL và KVL có dạng 

................................... 

và 

................................. 

respectively. If we assume ideal linear devices the equations modelling the resistor 

and the capacitor are 

tương ứng. Nếu chúng ta giả sử các thiết bị  tuyến tính lý tưởng các phương trình 

mô hình hóa điện trở và tụ điện là 

........................... 

Cuối cùng, chúng ta có 

.......................... 

for the independent source which is thought of as the input signal driving the 

system. The system (1.5) is called the sparse tableau. The equations of the 

modified nodal analysis are obtained from the sparse tableau by expressing 

voltages in terms of node potential via (1.5b) and currents, where possible, by 

device equations (1.5c): 

cho nguồn độc lập được xem như tín hiệu đầu vào điều khiển hệ. Hệ (1.5) gọi là 

bảng thưa thớt. Các phương trình phân tích nút hiệu chỉnh thu được từ bảng thưa 

thớt bằng cách biểu diễn hiệu điện thế theo các thế nút qua (1.5b) và dòng, có thể 

là qua các phương trình thiết bị (1.5c): 

.............................. 

The MNA equations reveal typical properties of DAEs: 

Các phương trình MNA cho thấy tính chất điển hình của các DAE: 

(i) Only certain parts ……need to be differentiable. It is sufficient 

if ……are continuous. 

(i) Chỉ có những phần nhất định 𝑥 =  𝑒1𝑒2𝑖𝑉 
𝑇  cần phải khải vi. Sẽ đủ 

nếu  𝑒1 và 𝑖𝑉   liên tục. 



(ii) Any initial condition….needs to be consistent, i.e. there is a solution passing 

through x0. Here this means that we can pose an initial condition for…….only. 

(ii) Bất kỳ điều kiện ban đầu nào 𝑥 𝑡0 = 𝑥0 cần phải phù hợp, tức là có một 

nghiệm đi qua 𝑥0 . Ở đây điều này có nghĩa là chúng ta có thể đặt ra một điều kiện 

ban đầu chỉ cho 𝑒2 hoặc 𝑖𝑉 . 

For (1.6) it is sufficient to solve the ordinary differential equation 

Đối với (1,6) điều đó là đủ để giải phương trình vi phân thường 

................................ 

(t) can be thought of as the output signal. The remaining components of the 

solution are uniquely determined as 

𝑒2(t) có thể được xem như tín hiệu đầu ra. Các thành phần còn lại của nghiệm được 

xác định duy nhất là 

................................. 

Another important feature that distinguishes DAEs from ordinary differential equa-

tions is that the solution process often involves differentiation rather than integra-

tion. This is illustrated in the next example. 

Một đặc tính quan trọng phân biệt các DAE với các phương trình vi phân thường là 

quá trình tìm nghiệm thường liên quan đến việc lấy vi phân chứ không phải lấy 

tích phân. Điều này được minh họa trong ví dụ tiếp theo. 

1.2.2 Một ví dụ đơn giản khác 

If we replace the independent voltage in figure 1.2 source by a current source  = 

i(t) and the capacitor by an inductor with inductance L, we arrive at the circuit in 

figure 1.3. The sparse tableau now reads 

 

Nếu chúng ta thay thế nguồn áp độc lập trong  hình 1.2 bởi một nguồn dòng 

𝑖𝐼 =  𝑖(𝑡) và tụ điện bằng một cuộn cảm với độ tự cảm 𝐿, chúng ta được một mạch 

như trong hình 1.3. Bảng thưa thớt bây giờ có dạng 

................................. 

Thus the modified nodal analysis leads to  

Do đó, phân tích nút hiệu chỉnh dẫn đến  



.......................... 

The solution is given by di(t) 

Nghiệm là  

......................... 

Hình 1.3: Một mạch điện đơn giản  

.......................... 

under the assumption that the current i(t) is differentiable. Notice that all 

compo¬nent values are fixed. To solve for e2 we need to differentiate the current i. 

với giả thuyết rằng dòng 𝑖(𝑡) khả vi. Chú ý rằng tất cả các giá trị thành phần không 

đổi. Để tìm 𝑒2, chúng ta phải lấy vi phân dòng 𝑖. 

1.3 Một bộ khuếch đại transistor 

We will now present a more substantial example adapted from [6]. Consider the 

transistor amplifier circuit in figure 1.4. P. Rentrop has received this example from 

K. Glashoff and H.J. Oberle and documented it in [34]. 

Bây giờ chúng ta sẽ trình bày một ví dụ quan trọng hơn được cải biến từ [6]. Xét 

mạch khuếch đại transistor trong hình 1.4. P. Rentrop đã nhận được ví dụ này từ K. 

Glashoff và các HJ Oberle và đã khảo sát nó trong [34]. 

The circuit consists of eight nodes, 𝑈𝑒(𝑡)  =  0.1 𝑠𝑖𝑛(200𝜋𝑡) is an arbitrary 100 

Hz input signal and e8, the node potential of the 8th node, is the amplified output. 

The circuit contains two transistors. We model the behaviour of these 

semiconductor devices by voltage controlled current sources  

 

Mạch bao gồm tám nút, 𝑈𝑒(𝑡)  =  0.1 𝑠𝑖𝑛(200𝜋𝑡) là tín hiệu đầu vào 100Hz tùy ý 

và 𝑒8, thế nút của nút thứ 8, là đầu ra khuếch đại. Mạch chứa hai transistor. Chúng 

ta mô hình hóa đặc tính của các thiết bị bán dẫn này qua các nguồn dòng được điều 

khiển bởi điện áp   

with a constant ® = 0:99, g is the nonlinear function 

với hằng số 𝛼 = 0.99, 𝑔 là hàm phi tuyến 

Figure 1.4: Circuit diagram for the transistor amplifier 

Hình 1.4: Sơ đồ mạch của bộ khuếch đại transistor 



It is also possible to use PDE models (partial differential equations) to model semi-

conductor devices. This approach leads to abstract differential-algebraic systems 

studied in [23, 35, 40]. 

Cũng có thể sử dụng các mô hình PDE (các phương trình vi phân đạo hàm riêng) 

để mô hình hóa các thiết bị bán dẫn. Cách tiếp cận này dẫn đến các hệ phương 

trình vi phân đại số trừu tượng được nghiên cứu trong [23, 35, 40]. 

The modified nodal analysis can now be carried out as in the previous examples. 

Consider for instance the second node. KCL implies that 

Bây giờ, chúng ta có thể áp dụng  phân tích nút hiệu chỉnh như trong các ví dụ 

trước. Chẳng hạn, xét nút thứ hai. KCL cho ta 

................................ 

Ub = 6 is the working voltage of the circuit and the remaining constant parameters 

of the model are chosen to be 

Ub = 6 là điện áp làm việc của mạch và các tham số hằng số còn lại của mô hình 

được chọn là 

.................... 

A similar derivation for the other nodes leads to the quasi-linear system 

Suy luận tương tự cho các nút khác dẫn đến hệ gần tuyến tính 

............... 

với  

........................ 

A numerical solution of (1.9) can be calculated using Dassl or Radau5, see [6, 14].  

A mathematically more general version of (1.9) is 

Nghiệm số của (1.9) có thể được tính dùng Dassl hoặc Radau5, xem [6, 14].  

Một phiên bản toán học tổng quát hơn của (1,9) là 

......................... 

with a solution dependent matrix A. We identified xi with the node potential ei. Let 

us assume that N0(t) = ker A(x(t),t)D(t) does not dependent on x. We will follow 

[16] and investigate (1.10) in more detail. With 



với một ma trận phụ thuộc nghiệm A. Chúng ta xác định 𝑥𝑖với thế nút 𝑒𝑖 . Giả sử 

rằng 𝑁0 𝑡 =  𝐾𝑒𝑟𝐴(𝑥 (𝑡), 𝑡) 𝐷 (𝑡) không không phụ thuộc vào 𝑥. Chúng ta sẽ 

theo [16] và khảo sát (1.10) chi tiết hơn. Với 

................ 

(1.10) có thể được viết là 

.................. 

Denote B(y,x,t) = f'x(y,x,t) and let Q(t) be a continuous projector function onto 

No(t). Calculate 

Ký hiệu 𝐵 (𝑦, 𝑥, 𝑡)  =  𝑓𝑥
′  (𝑦,𝑥, 𝑡) và đặt Q (t) là hàm chiếu liên tục trên N0(t). Tính 

.......................... 

For the transistor amplifier (1.11) in figure 1.4 this matrix is always không suy 

biến. We want to use this matrix in conjunction with the Implicit Function 

Theorem to derive an ordinary differential equation that determines the dynamical 

flow of (1.10). 

Đối với các bộ khuếch đại transistor (1,11) trong hình 1.4 ma trận này luôn luôn 

không suy biến. Chúng ta muốn sử dụng ma trận này kết hợp với định lý hàm ẩn để 

rút ra được một phương trình vi phân thường xác định đặc tính động học (dòng 

chảy động lực) của (1.10). 

Cho 𝐷(𝑡)− được định nghĩa bởi 

....................................... 

Ik denotes the identity in Rk and D(t)- is a generalized reflexive inverse of D(t). 

For more information on generalized matrix inverses see section 2.3.1 on page 18. 

For a solution x of (1.11) define 

Ik chỉ đồng nhất thức trong R
k 

và 𝐷(𝑡)− là một nghịch đảo phản xạ tổng quát hóa 

của 𝐷(𝑡). Để biết thêm thông tin về các nghịch đảo ma trận tổng quát hóa xem 

phần 2.3.1 ở trang 18. Đối với nghiệm x của (1.11) xác định (định nghĩa) 

......................... 

Observe that A(Dx)' = ADw and x = Px + Qx = D-Dx + Qx = D-u + Qw. Thus it 

holds that 



Chúng ta thấy rằng 𝐴(𝐷𝑥) ′ =  𝐴𝐷𝑤 và 𝑥 =  𝑃𝑥 +  𝑄𝑥 =  𝐷−𝐷𝑥 +  𝑄𝑥 =

 𝐷−𝑢 +  𝑄𝑤. Vì vậy, đúng là 

............................ 

Lưu ý rằng 

........................ 

since Dw = DD-u + DQx = (Eu)' = u' — E'u. The mapping F can be studied 

without requiring x to be a solution. Let (y0,x0,t0) £ R5+8+i, such that 

bởi vì 𝐷𝑤 =  𝐷𝐷−𝑢 +  𝐷𝑄𝑥  =  (𝑅𝑢) ′ =  𝑢′ −  𝑅′𝑢. Ánh xạ F có thể được 

nghiên cứu mà không cần yêu cầu 𝑥 là nghiệm. Đặt (Y0, x0, t0) ∈ ℝ5+8+1, sao cho 

.................. 

Đối với 𝑤0 =  𝐷(𝑡0)− 𝑦0  +  𝑄(𝑡0) 𝑥0 , 𝑢0  =  𝐷(𝑡0) 𝑥0, suy ra rằng 

…………………… 

………………….. 

• ………………….. không suy biến. 

Due to the Implicit Function Theorem there is a Q > 0 and a smooth mapping:  

Do định lý Hàm ẩn có một 𝜚 > 0 và ánh xạ trơn:  

................... 

thỏa mãn 

.................. 

We use u to define 

Chúng ta sử dụng 𝜔 để định nghĩa 

.................... 

trong đó 𝑢 là các nghiệm của phương trình vi phân thường 

....................... 

𝑥 thực sự là một nghiệm của (1.10), bởi vì 



................. 

Chưa xem kỹ 

This example shows that there is a formulation of the problem in terms of an 

ordinary differential equation (1-12) as was the case for the mathematical 

pendulum in the first example. However, (1-12) is available only theoretically as it 

was obtained using the Implicit Function Theorem. Thus we have to deal directly 

with the DAE formulation (1-10) when solving the problem. Nevertheless, (1-12) 

will play a vital part in analyzing (1-10) and in analyzing numerical methods 

applied to (1-10)- In section 3 it will be shown how (1-12) can be obtained 

explicitly for linear DAEs- Section 4 is devoted to showing that there are 

numerical methods that, when applied directly to (1-10), behave as if they were 

integrating (1-12), given that (1-10) satisfies some additional properties- In this 

case results concerning convergence and order of numerical methods can be 

transferred directly from ODE theory to DAEs. 

Ví dụ này cho thấy rằng có một cách phát biểu bài toán theo phương trình vi phân 

thường (1-12) như trường hợp con lắc toán học trong ví dụ đầu tiên. Tuy nhiên, (1-

12) chỉ có giá trị về mặt lý thuyết khi thu được nó dùng định lý hàm ẩn. Vì vậy 

chúng ta phải trực tiếp xét công thức DAE (1-10) khi giải bài toán. Tuy nhiên, (1-

12) sẽ đóng vai trò là một phần quan trọng trong việc phân tích (1-10) và phân tích 

các phương pháp số được áp dụng cho (1-10) . Trong phần 3, chúng ta sẽ thấy 

được cách rút ra (1-12) một cách tường minh cho các DAE tuyến tính-Phần 4 được 

dành để chứng tỏ rằng có những phương pháp số, khi áp dụng trực tiếp cho (1-10), 

giống như chúng sẽ lấy tích phân (1-12), miễn là (1-10) thỏa mãn một số tính chất 

phụ. Trong trường hợp này, các kết quả liên quan đến hội tụ và bậc của phương 

pháp số có thể được chuyển trực tiếp từ lý thuyết ODE cho các DAE. 

1.4 Bài toán Akzo Nobel 

The last example originates from the Akzo Nobel Central Research in Arnhem, the 

Netherlands, and is again taken from [6]- It describes a chemical process in which 

two species, FLB and ZLU, are mixed while carbon dioxide is continously added- 

The resulting species of importance is ZLA- The reaction equations are given in 

[5]. 

Ví dụ cuối cùng này bắt nguồn từ trung tâm nghiên cứu Akzo Nobel ở Arnhem, Hà 

Lan, và một lần nữa được lấy từ [6] - Nó mô tả một quá trình hóa học trong đó hai 

chất, FLB và các ZLU, được trộn với nhau trong khi dioxide carbon được thêm vào 



liên tục. Các chất sau cùng  quan trọng là ZLA- Các phương trình phản ứng được 

đưa ra trong [5] . 

.......................................................................................................... 

The last equation describes an equilibrium where the constant  

Phương trình cuối cùng mô tả một trạng thái cân bằng trong đó hằng số  

.............. 

plays a role in parameter estimation- Square brackets denote concentrations-  

The chemical process is appropriately described by the reaction velocities 

đóng  vai trò trong việc ước tính tham số- Dấu ngoặc vuông kí hiệu cho nồng độ -  

Quá trình hóa học được mô tả bởi các vận tốc phản ứng một cách thích hợp  

.......................... 

see [6] for details. The inflow of carbon dioxide per volume unit is denoted by Fj 

and satisfies 

xem [6] để biết thêm chi tiết. Lưu lượng của khí carbon dioxide trên một đơn vị thể 

tính được kí hiệu cho là Fin và thỏa mãn 

............... 

klA is the mass transfer coefficient, H the Henry constant and p(CO2) is the partial 

carbon dioxide pressure [6]. It is assumed that p(CO2) is independent of [CO2]. 

The various constants are given by  

KlA là hệ số chuyển khối lượng, H là hằng số Henry và p (CO2) là áp suất riêng 

phần của carbon dioxide [6]. Giả sử rằng p (CO2) độc lập với [CO2] . Các hằng số 

khác là 

....................... 

If we identify the concentrations [FLB], [CO2], [FLBT], [ZHU], [ZLA], 

[FLB.ZHU] with xi,... ,x6 respectively, we obtain the differential-algebraic 

equation  

Nếu chúng ta xác định các nồng độ [FLB], [CO2], [FLBT], [Zhu], [ZLA], 

[FLB.ZHU] với 𝑥1, . . . , 𝑥6 một cách tương ứng, chúng ta thu được phương trình vi 

phân đại số  



.................................. 

This DAE can be analyzed in a similar way as the previous example. The matrix 

DAE này có thể được phân tích một cách tương tự như ví dụ trước. Ma trận 

              ............................. 

is always không suy biến. Here, ………….was chosen. 

luôn luôn không suy biến. Ở đây,  𝐴 = 𝐷 = 𝑑𝑖𝑎𝑔 1, 1, 1, 1, 1, 0  đã được chọn. 

2 Các khái niệm chỉ số của các DAE 

In the last section we saw that DAEs differ in many ways from ordinary 

differential equations. For instance the circuit in figure 1.3 lead to a DAE where a 

differentiation process is involved when solving the equations. This differentiation 

needs to be car¬ried out numerically, which is an unstable operation. Thus there 

are some problems to be expected when solving these systems. In this section we 

try to measure the difficulties arising in the theoretical and numerical treatment of 

a given DAE. 

Trong phần cuối, bằng nhiều cách khác nhau,  chúng ta đã thầy rằng các DAE khác 

các phương trình vi phân thường. Với ví dụ mạch điện trong hình 1.3 dẫn đến DAE 

trong đó quá trình vi phân được thực hiện khi giải các phương trình. Việc lấy vi 

phân này cần phải được thực hiện bằng phương pháp số, đó là một thao tác (hoạt 

động) không ổn định. Như vậy, có một số bài toán được chờ đợi khi giải các hệ 

này. Trong phần này, chúng ta cố gắng ước tính những khó khăn nảy sinh trong 

các phương pháp lý thuyết và phương pháp số của DAE được cho.  

2.1 Chỉ số Kronecker 

Let’s take linear differential-algebraic equations with constant coefficients as a 

start¬ing point. These equations are given as 

Chúng ta hãy chọn các phương trình vi phân đại số tuyến tính với hệ số hằng như 

một điểm khởi đầu. Những phương trình này là 

.................... 

with 𝐸,𝐹 ∈  𝐿(ℝ𝑚 ). Even for (2.1) existence and uniqueness of solutions is not 

apriori clear. 

với 𝐸,𝐹 ∈  𝐿(ℝ𝑚 ). Thậm chí đối với (2.1) sự tồn tại và duy nhất của nghiệm cũng 

không thể đoán trước được. 



Ví dụ 2.1 Đối với DAE 

................ 

a solution x = () is given by x2(t) = g(t) and xi(t) = — g(s) ds, where the function g 

£ C(I, R) can be chosen arbitrarily. 

một nghiệm x =  
𝑥1

𝑥2
  được cho bởi x2(t) = g(t) và xi (t) = -  g (s) ds

𝑡

𝑡0
, ở đây hàm 

𝑔 ∈ 𝐶(ℑ,ℝ) có thể được chọn một cách tùy ý. 

In order to exclude examples like 2.1 we consider the matrix pencil XE + F. The 

pair (E, F) is said to form a regular matrix pencil, if there is a X such that det(XE 

+F) = 0. A simultaneous transformation of E and F into Kronecker normal form 

makes a solution of (2.1) possible. 

Để loại trừ các ví dụ như 2.1, chúng ta xét các chùm ma trận 𝜆𝐸 +  𝐹. Cặp (𝐸,𝐹) 

được gọi là hình thành nên một chùm ma trận chính quy, nếu có một λ mà det 

(𝜆𝐸 +  𝐹)  ≠  0. Một phép biến đổi đồng thời của E và F vào dạng thông thường 

Kronecker làm cho (2.1) có thể có nghiệm. 

Theorem 2.2 (Kronecker [19]) Let (E,F) form a regular matrix pencil. Then there 

exist không suy biến matrices U and V such that 

Định lý 2.2 (Kronecker [19]) Giả sử (E, F) hình thành nên một chùm ma trận chính 

quy. Thế thì, tồn tại các ma trận U và V không suy biến sao cho 

....................... 

where 𝑁 =  𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑁1 , . . . ,𝑁𝑘) is a block-diagonal matrix of Jordan-blocks Ni to 

the eigenvalue 0. 

Ở đây, 𝑁 =  𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑁1 , . . . ,𝑁𝑘) là một ma trận đường chéo - khối của các khối 

Jordan Ni có trị riêng bằng 0.             

The proof can be found in [9] or [15]. Notice that due to the special structure of N 

there is 𝜇 ∈  𝑁 such that N^-i = 0 but N^ = 0. n is known as N’s index of 

nilpotency. It does not depend on the special choice of U and V. 

Chứng minh có thể được tìm thấy trong [9] hoặc [15]. Chú ý rằng do cấu trúc đặc 

biệt của N, tồn tại 𝜇 ∈  𝑁 sao cho 𝑁𝜇−1 ≠ 0, nhưng 𝑁 𝜇 =  0. μ được gọi là chỉ số 

lũy linh của N. Nó không không phụ thuộc vào sự lựa chọn đặc biệt của U và V. 

Chúng ta giải (2.1) bằng cách đưa vào phép biến đổi 



...........................  

Vì vậy (2.1) tương đương với 

...................................... 

Phương trình đầu tiên là một phương trình vi phân thường 

................. 

Đối với thành phần 𝑢, phương trình thứ hai có dạng 

................................ 

determining the v component completely by repeated differentiation of the right 

hand side b- Since numerical differentiation is an unstable process, the index n is a 

measure of numerical difficulty when solving (2-1)- 

xác định thành phần 𝑣 một cách hoàn toàn bằng cách lấy vi phân lặp đi lặp lại vế 

phải 𝑏 - Bởi vì lấy vi phân số là một quá trình không ổn định, các chỉ số 𝜇 đo mức 

độ khó khăn trong tính toán số khi giải (2-1). 

Definition 2.3 Let (E,F) form a regular matrix pencil. The (Kronecker) index of (2-

1) is 0 if E is không suy biến and n, i.e. N’s index of nilpotency, otherwise. 

Định nghĩa 2.3 Giả sử (𝐸,𝐹) tạo thành một chùm ma trận chính quy. Chỉ số 

(Kronecker) của (2-1) bằng 0 nếu E không suy biến và μ, tức là chỉ số lũy linh của 

N, và ngược lại. 

 

2.2 Chỉ số vi phân 

How can definition 2-3 be generalized to the case of time dependent coefficients or 

even to nonlinear DAEs? If we consider (2-3) again, it turns out that 

Làm thế nào để định nghĩa 2-3 có thể được tổng quát cho trường hợp các hệ số phụ 

thuộc thời gian hoặc thậm chí cho các DAE phi tuyến? Nếu chúng ta xét (2-3) một 

lần nữa, hóa ra là 

..................... 

meaning that exactly n differentiations transform (2-2) into a system of explicit 

ordinary differential equations- This idea was generalized by Gear, Petzold and 

Campbell [4, 10, 11]- The following definition is taken from [15]- 



có nghĩa là các vi phân μ chuyển (2-2) thành hệ phương trình vi phân thường tường 

minh - ý tưởng này được tổng quát hóa bởi Gear, Petzold và Campbell [4, 10, 11] - 

định nghĩa sau đây được lấy từ [15].  

Định nghĩa 2.4 DAE phi tuyến 

............................. 

has (differentiation) index n if n is the minimal number of differentiations 

có chỉ số ( vi phân)  là μ nếu μ là số lần lấy vi phân tối thiểu. 

................. 

such that the equations (2-5) allow to extract an explicit ordinary differential 

system x'(t) = <^(x(t),t) using only algebraic manipulations. 

sao cho các phương trình (2-5) cho phéprút ra một hệ phương trình vi phân thường 

tường minh 𝑥′(𝑡)  = 𝜑(𝑥 (𝑡), 𝑡), chỉ sử dụng các thao tác đại số. 

We now want to look at four examples to get a feeling of how to calculate the 

differentiation index. We always assume that the functions involved are smooth 

enough to apply definition 2.4. 

Bây giờ, chúng ta phải nhìn vào bốn ví dụ để suy nghĩ cách tính chỉ số vi phân. 

Chúng ta luôn giả sử rằng các hàm có liên quan đủ trơn để áp dụng định nghĩa 2.4. 

Example 2.5 For linear DAEs with constant coefficients forming a regular matrix 

pencil we have differentiation index i if and only if the Kronecker index is fi. □ 

Ví dụ 2.5 Đối với các DAE tuyến tính với hệ số hằng tạo thành một chùm ma trận 

chính quy, chúng ta có chỉ số vi phân μ khi và chỉ khi chỉ số Kronecker là μ. 

Ví dụ 2.6 Xét hệ 

............................... 

Phương trình thứ hai cho ta 

.............................. 

If 𝑔𝑦 (𝑥, 𝑦) is không suy biến in a neighbourhood of the solution, (2.6) is 

transformed to 

Nếu𝑔𝑦 (𝑥,𝑦) không suy biến trong lân cận của nghiệm, (2.6) được chuyển thành 

........................... 



and the differentiation index is μ = 1. 

và chỉ số vi phân là μ = 1. 

The DAE (1.6) modelling the circuit in figure 1.2 is of the form (2.6) with 

DAE (1.6) mô hình hóa mạch trong hình 1.2 có dạng (2.6) với 

........................ 

Note that gy(x,y) = ^ 0^ is không suy biến so that (1.6) is an index 1 equation. 

Lưu ý rằng ……. không suy biến để (1.6) là phương trình chỉ số 1.  

Ví dụ 2.7 hệ 

................... 

có thể được nghiên cứu bằng cách tương tự. (2.8b) cho ta 

........................... 

Comparing with example 2.6 we know that (2.8a), (2.8b’) is an index 1 system if 

hy(x, y) remains không suy biến in a neighbourhood of the solution. If this 

condition holds, (2.8) is of index 2, as two differentiations produce 

So sánh với ví dụ 2.6, chúng ta biết rằng (2.8a) (2.8b) là hệ chỉ số 1 nếu hy (x, y) 

vẫn không suy biến trong một lân cận của nghiệm. Nếu điều kiện này đúng, (2.8) là 

chỉ số 2, vì hai vi phân tạo ra 

.......................... 

(2.8b’) defines the “hidden constraint” of the index 2 equation (2.8).  

The DAE (1.8) modelling the circuit in figure 1.3 can be written as 

(2.8b ') xác định "ràng buộc ẩn" của phương trình  chỉ số 2(2.8).   

DAE (1.8) mô hình hóa mạch trong hình 1.3 có thể được viết là 

......................... 

The remaining variable ei is determined by ei = e2 + G-iij, where ij is the input 

current. (2.10) is of the form (2.8) with x = iL and y = e2. hy(x,y) = gxfy = 1 • L is 

không suy biến and the index is 2. 



Biến e1 còn lại được xác định bởi 𝑒1 = 𝑒2 + 𝐺−1𝑖𝐼, ở đây 𝑖𝐼 là dòng đầu vào. (2.10) 

có dạng (2.8) với 𝑥 = 𝑖𝐿  và y = e2. hy(x, y) = gxfy = 1.
1

𝐿
 không suy biến và chỉ số là 

2.                

Ví dụ 2.8 Cuối cùng xét hệ  

.................... 

Lấy vi phân (2.11c) ta được 

...................... 

và 

..................... 

Có dạng (2.8) với 𝔯 =  
𝑥
𝑦  và 𝔶= z. Định nghĩa 

.................. 

và so sánh với (2.8b ') thì ta thấy được rằng (2.12) có chỉ số 2 nếu 

...................................... 

remains không suy biến. This shows that (2.11) is an index 3 system if the matrix 

hx(x)fy(x,y)gz(x,y,z) is invertible in a neighbourhood of the solution (x,y,z). 

Hidden constraints are given by (2.11c’) but also by 

vẫn còn không suy biến. Điều này cho thấy rằng (2.11) là một hệ chỉ số 3 nếu ma 

trận hx(x) fy (x, y) gz (x, y, z) khả nghịch trong lân cận của nghiệm (x, y, z). Các 

ràng buộc ẩn là (2.11c ') những cũng có thể là 

................ 

which is condition (2.8b’) in terms of the index 2 system (2.12). 

Consider again the mathematical pendulum from section 1.1 in the formulation x' = 

u = f i (x, y, u, v)  

đó là điều kiện (2.8b ') theo hệ chỉ số 2 (2.12). 

Xét lại con lắc toán học từ mục 1.1 với công thức  

.............................. 



For l > 0 the value h(x>y)f(UtV)g\ = —^(x2 + y2) is always không suy biến so that 

(2.13) is an index 3 problem. 

Đối với l> 0 giá trị h(x, y)f(uv) 𝑔𝜆 = −
4

𝑚
 𝑥2 + 𝑦2   luôn luôn không suy biến sao 

cho (2.13) là một bài toán chỉ số 3 .              □  

2.3 Chỉ số dễ kiểm soát The tractability index 

In definition 2-4 the function f is assumed to be smooth enough to calculate the 

derivatives (2-5)- In applications this smoothness is often not given- For instance 

in circuit simulation input signals are continuous but often not differentiable- In 

this section we want to study the tractability index introduced by Griepentrog, 

Marz [13]- In fact we consider the generalization of the tractability index proposed 

by Marz [25]- The idea is to replace the smoothness requirements for the 

coefficients by the requirement on certain subspaces to be smooth. 

Trong định nghĩa 2-4, hàm f được giả sử là đủ trơn để tính các đạo hàm (2-5).  

Trong các ứng dụng, sự trơn này thường không được cho trước. Ví dụ trong mô 

phỏng mạch các tín hiệu đầu vào là liên tục nhưng thường không khả vi. Trong 

phần này, chúng ta sẽ nghiên cứu chỉ số dễ kiểm soát được giới thiệu bởi 

Griepentrog, Marz [13].  Trong thực tế, chúng ta xét sự tổng quát hóa chỉ số dễ 

kiểm soát được đề xuất bởi Marz [25]. Ý tưởng là thay thế các yêu cầu về tính trơn 

cho các hệ số bằng yêu cầu trơn trên những không gian con nhất định, 

To define the tractability index we introduce linear DAEs with properly stated 

leading terms- A second matrix D(t) is used when formulating the DAE as 
 

Để định nghĩa chỉ số dễ kiểm soát chúng ta giới thiệu các DAE tuyến tính với các 

số hạng chính được phát biểu thích hợp. Một ma trận thứ hai D(t) được sử dụng khi 

phát biểu DAE 

.......................... 

In contrast to the standard formulation 

Ngược với phát biểu tiêu chuẩn 

.............................. 

the leading term in (2-14) precisely figures out which derivatives are actually 

involved. 



The formulation (2-14) was first used in [1] to study linear DAEs and their adjoint 

equations- For (2-15) the adjoint equation 

số hạng chính trong (2-14) suy ra được chính xác các đạo hàm thực sự có liên 

quan. 

Phát biểu (2-14) lần đầu tiên được sử dụng trong [1] để nghiên cứu các DAE tuyến 

tính và các phương trình liên hợp của chúng. Đối với (2-15) phương trình liên hợp 

................ 

is of a different type- For the more general formulation (2-14) the adjoint equation 

fits nicely into this general form: 

thuộc loại khác. Đối với phát biểu tổng quát hơn (2-14) phương trình liên hợp ghép  

với (khớp vào) dạng tổng quát này rất tốt: 

.................. 

Trong phần này chúng ta xét các DAE tuyến tính (2-14) với ma trận hệ số 

...................... 

Neither A nor D needs to be a projector function- Note that A(t) and D(t) are 

rectangular matrices in general- However, A and D are assumed to be well 

matched in the following sense. 

Definition 2.9 The leading term of (2-14) is properly stated if 

Cả A và D không cần phải là hàm chiếu. Lưu ý rằng nói chung A(t) và D(t) là các 

ma trận chữ nhật. Tuy nhiên, A và D được giả sử là được khớp tốt theo nghĩa  sau 

đây. 

Định nghĩa 2,9 Số hạng chính của (2-14) được phát biểu đúng đắn  nếu 

............... 

and there is a continuously differentiable projector function R £ C:(I, L(Rn)) with 

và có một hàm chiếu khả vi liên tục 𝑅 ∈ 𝐶1 ℑ, 𝐿 ℝ𝑛   với 

......................... 

By definition A(t) and D(t) have a common constant rank if the leading term is 

properly stated [25]. 

Definition 2.10 A function x : I ^ Rm is said to be a solution of (2-14) if  



Theo định nghĩa A(t) và D(t) có hạng hằng chung nếu số hạng chính được phát 

biểu đúng đắn [25]. 

Định nghĩa 2,10 Một hàm 𝑥:ℑ → ℝ𝑚  được gọi là nghiệm của (2-14) nếu  

............................................... 

satisfies (2-14) ở từng điểm. 

thỏa mãn (2-14) ở từng điểm. 

……………………………………. 


