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Given a linear variable coefficient DAE, the logarithmic norm of a pencil related to 

the original pencil (A(t),B(t)), allows us to determine the contractivity of 

||A(t)x(t)||. When algebraically stable Runge-Kutta methods are used for DAEs, the 

contractivity for ||A„+iXn+i || is no longer maintained for all stepsize. In this paper 

we define a new approach for Runge-Kutta methods that preserve contractivity.  

Với một DAE hệ số biến đổi tuyến tính cho trước, chuẩn logarit của một chùm liên 

quan đến chùm ban đầu (A (t), B (t)), cho phép chúng ta xác định sự co của 

||A(t)x(t)||. Khi các phương pháp Runge-Kutta ổn định đại số được sử dụng cho các 

DAE, sự co đối với ||An+1 xn+1|| không còn được duy trì đối với mọi kích thước 

bước. Trong bài báo này, chúng tôi đưa ra một cách tiếp cận mới  cho phương pháp 

Runge-Kutta để bảo tồn tính co.  

1. Giới thiệu  

Chúng ta xét các hệ vi phân có dạng 

............................. 

If dF/dy' is regular, then (1) is an implicit ordinary differential equation (ODE). 

Otherwise, if dF/dy' is singular, (1) is a differential algebraic equation (DAE). 

Nếu 𝜕𝐹/𝜕𝑦′ chính quy, thì (1) là một phương trình vi phân thường ẩn (ODE). 

Ngược lại, nếu 𝜕𝐹/𝜕𝑦′ suy biến, (1) là một phương trình vi phân đại số (DAE). 

DAEs have been deeply studied during the last years [2,6,8,13-15,17]. They are 

classified by their index; the differential index is the minimum number of times 

that (1) must be differentiated to obtain an ODE. An important characteristic of 

DAEs is that not any value can be imposed as an initial condition. In fact, the 

dynamics of the system is ruled by a lower dimension ODE, the underlying ODE. 

Các DAE đã được nghiên cứu sâu trong suốt những năm qua [2,6,8,13-15,17]. 

Chúng được phân loại theo chỉ số, chỉ số vi phân là số lần lấy vi phân tối thiểu (1) 

để thu được một ODE. Một tính chất quan trọng của các DAE là không có bất kỳ 

giá trị nào được áp đặt như một điều kiện ban đầu. Trong thực tế, động lực học của 

hệ tuân theo các ODE có số chiều thấp (có bậc thấp, có kích thướt nhỏ), ODE cơ 

bản. 

Many numerical methods defined for ODEs have been adapted to DAEs [2,6,8,7]. 

Usually, the order of convergence obtained is less than the order obtained for 

ODEs, and the higher the index, the higher the reduction. 



Nhiều phương pháp số được áp dụng cho các ODE đã được điều chỉnh lại để có thể 

áp dụng cho  các DAE [2,6,8,7]. Thông thường, bậc hội tụ thu được nhỏ hơn so với 

bậc thu được đối với các ODE, và khi chỉ số càng cao, sự suy giảm càng nhiều.  

Trong bài báo này, chúng ta xét các hệ có hệ số biến đổi 

A(t) x'(t) + B(t)x(t) = f (t),                                                                     (2) 

with A(t) singular. If we denote Ani = A(tn + cih), Bni = B(tn + c;h) and fni = f(tn 

+ cih), the solution using an implicit Runge-Kutta method for (2) proposed in 

[16,3] is given by 

với A(t) suy biến . Nếu chúng ta kí hiệu Ani = A (tn + Cih), Bni = B (tn + cih) và fni = 

f (tn + cih), việc tìm nghiệm của (2) bằng cách sử dụng phương pháp Runge-Kutta 

ẩn được đề xuất trong [16, 3] là 

........................................ 

trong đó 

........................................ 

If the pencil (A,B) is regular and the matrix coefficient A is nonsingular, there is an 

h0 such that for h6h0 the system (4) has a unique solution. With the help of the 

simplifying assumptions B(p), C(q) and A1(r), convergence results for these 

schemes can be found in [2,6] for index 1 DAEs, and in [12] for index 2 DAEs. In 

the following, we will refer to (3) and (4) as a classical approach. 

Nếu chùm (A, B) chính quy và hệ số ma trận (ma trận hệ số) A không suy biến, tồn 

tại một h0 sao cho đối với ℎ ≤ ℎ0 hệ (4) có một nghiệm duy nhất. Với sự hổ trợ 

của các giả thuyết đơn giản hóa B (p), C(q) và A1(r), các kết quả hội tụ cho các sơ 

đồ này có thể được tìm thấy  trong [2,6] cho các DAE chỉ số 1 , và [12] cho các 

DAE chỉ số 2. Trong phần sau đây, chúng ta sẽ đề cập đến (3) và (4) như một 

phương pháp cổ điển. 

The concept of logarithmic norm of a matrix ^[A] is an useful tool in the 

perturbation analysis of nonlinear differential equations [5,8]. If ^[fy(t, y)]60, the 

system is called dissipative and given any two solutions y(t) and y(t), it holds that 

||y(t) — y(t)|| is a nonincreasing function. The concept of B-stability refers to the 

preservation of contractivity for the numerical solution for autonomous 

dissi¬pative systems [5]. If yn+1, yn+1 are the numerical solutions obtained from 



yn and yn, respectively, by a Runge-Kutta method, the method is called B-stable if 

for any stepsize h> 0, 

Khái niệm chuẩn logarit của ma trận  𝜇[A] là một công cụ hữu ích trong việc phân 

tích nhiễu loạn của các phương trình vi phân phi tuyến [5,8]. Nếu   𝜇[fy(t, y)]≤ 0, 

hệ được gọi là tiêu tán và đối với bất kỳ hai nghiệm cho trước y(t) và 𝑦 (t), quả thực 

|| y (t)  𝑦 (t) || là một hàm không tăng. Khái niệm về ổn định B đề cập đến sự bảo 

toàn tính co đối với các nghiệm số của các  hệ tiêu tán tự trị (tự quản) [5]. Nếu yn 

+1, 𝑦 𝑛+1 là các nghiệm số thu được từ yn và 𝑦 n một cách tương ứng, bằng phương 

pháp Runge-Kutta, phương pháp được gọi là ổn định B nếu đối với bất kỳ kích 

thướt bước  h>0 nào, chúng ta có 

.................................. 

If we denote B = diag(b1,...,bs) and M = BA + AlB — bb\ the method is called 

algebraically stable if the matrices M and B are nonnegative. It is well known that 

algebraic stability implies B-stability, and for the class of S-irreducible methods, 

these concepts are equivalent [5,8]. 

Nếu chúng ta kí hiệu B = diag (b1, ..., bs) và M = BA + A
t
B – bb

t
, phương pháp 

được gọi là  ổn định đại số nếu các ma trận M và B không âm. Như chúng ta đã 

biết, ổn định đại số là ổn định B (muốn nói đến ổn định B, ám chỉ đến ổn định B), 

và đối với một lớp các phương pháp bất khả quy S, những khái niệm này tương 

đương [5.8]. 

A similar study can be done for the DAE (2). In [11] the concept of logarithmic 

norm for a matrix pencil is defined. When the norm used is an inner product one, 

the logarithmic norm of a pencil (A,B) is defined as 

Một nghiên cứu tương tự có thể được thực hiện cho DAE (2). Trong [11], khái 

niệm chuẩn logarit cho một chùm ma trận được định nghĩa. Khi chuẩn được sử 

dụng như một tích trong, chuẩn logarit của một chùm (A, B) được định nghĩa là 

............................. 

with V any subspace such that V n Ker(A) = {0}. In [10] the following theorem 

was proved: 

với V là bất kỳ không gian con nào sao cho V  Ker (A(t)) = {0}. Trong [10], định 

lý sau đây được chứng minh: 

Theorem 1.1. Let V a subspace such that V n Ker(A(t)) = {0} and such that the 

solution x(t) of the homogeneous DAE (2) is in V. Then 



Định lý 1.1. Giả sử V là một không gian con sao cho V Ker (A(t)) = {0} và sao 

cho nghiệm x(t) của DAE đồng nhất (2) thuộc V. Thì, 

……………………………………………              (5)   

And thus if MV[A(t),B(t) — A'(t)] 60, we get contractivity for ||A(t)x(t)||. This 

contractivity property can be used to derive asymptotic stability. It would also be 

desirable to maintain this contractivity property for the numerical solution, 

Và như vậy, nếu 𝜇V[A(t),B(t) - A'(t)]≤ 0, chúng ta tính được sự co của ||A(t)x(t)||. 

Tính chất co này có thể được sử dụng để rút ra ổn định tiệm cận. Chúng ta cũng 

muốn duy trì tính chất co này cho nghiệm số, 

………………………………………….. (6) 

Trong [9], DAE chỉ số 1, 

................................. 

is considered. The underlying ODE is z'(t)=((1+£)/£—m)z(t), and thus the solution 

is asymptotically stable for m > (1 + £)/£. For index 1 case, we know that the 

solution is in V = {x | Bx G Img(A)} and V © Ker(A) = Rn. The logarithmic norm 

MV[A,B — A'] can be computed [11] 

được xét. ODE cơ bản là z'(t) = ((1 +𝜀)/𝜀-𝜇)z(t), và do đó nghiệm ổn định tiệm cận 

đối với 𝜇>(1 +𝜀)/𝜀. Đối với trường hợp chỉ số 1, chúng ta biết rằng nghiệm nằm 

trong V = {x | Bx  Img (A)} và V Ker (A) = ℝ𝑛 . Chuẩn logarit  𝜇𝑉[A,B - A'] có 

thể được tính [11] 

.............................. 

and thus for M > (1 + £)/£ we have contractivity for ||A(t)x(t)||. In order to maintain 

the contractivity property (6) with the implicit Euler method, we get that (6) holds 

if and only if 

và do đó đối với 𝜇>(1 +𝜀)/𝜀, chúng ta có sự co của || A(t) x(t)||. Để duy trì tính chất 

co (6) với phương pháp Euler ẩn, chúng ta nhận được (6) đúng nếu và chỉ nếu 

................................ 

and therefore a restriction on the stepsize h is obtained for this algebraically stable 

method. 

và do đó chúng ta có thể thu được ràng buộc về kích thướt bước h cho phương 

pháp ổn định đại số này. 



An important difference between DAEs and ODEs, pointed out for index 1 DAEs 

in [6, p. 26], is that the components of x'(t) running in Ker(A(t)) do not influence 

the fulfillment of the equation. In fact, the function space used in [6] is {x(t) G C | 

P(t)x(t) G C1}, with I — P(t) a projector onto Ker(A(t)). But when some ODE 

methods are proposed for DAEs, it is not taken into account. In fact, with the usual 

Runge-Kutta approach for DAEs (3) and (4), we use the method for all the 

“components” of x(t) and we advance with all the “components”; this means 

somehow that all the “components” are treated as if all of them were derivated, and 

this is not the case. The good results for stiffly accurate Runge-Kutta methods for 

semi-explicit index 1 problems [7], where the ODEs’ convergence order is 

maintained, can be explained because the differential component is integrated with 

the ODE method and the algebraic component is obtained from the algebraic 

constraint. 

Một sự khác biệt quan trọng giữa các DAE và các ODE, được chỉ ra cho trường 

hợp các DAE chỉ số 1  trong [6, p. 26], là các thành phần của x'(t) chạy trong Ker 

(A (t)) không ảnh hưởng đến sự thỏa mãn phương trình. Trong thực tế, không gian 

hàm được sử dụng trong [6] là {x (t) C|P (t) x(t) C
1
}, với một phép chiếu I - P(t) 

lên Ker(A(t)). Nhưng khi một số phương pháp ODE được đề xuất cho các DAE, nó 

không được tính đến. Trong thực tế, với cách tiếp cận Runge-Kutta thông thường 

cho các DAE (3) và (4), chúng ta sử dụng phương pháp cho tất cả các "thành phần" 

của x (t) và chúng ta tiến  với tất cả các "thành phần", điều này có nghĩa là bằng 

cách nào đó tất cả "các thành phần" được xem như được lấy đạo hàm, và điều này 

không đúng. Việc áp dụng các phương pháp Runge-Kutta chính xác cứng cho các 

bài toán chỉ số 1 bán tường minh [7], trong đó bậc hội tụ của các ODE được giữ 

nguyên, đạt kết quả tốt có thể là do thành phần vi phân được lấy tích phân với 

phương pháp ODE và thành phần đại số thu được từ ràng buộc đại số. 

Due to the difficulties in finding methods that maintain the contractivity property 

(6) and the remarks in the above paragraph, we propose in this paper a new 

approach for Runge-Kutta methods. In Section 2 new schemes are defined. In 

Section 3 we study these methods for DAEs transformable to constant coefficients. 

The convergence analysis and the study of the contractivity is done in Sections 4 

and 5 and some numerical examples are given in Section 6.  

Do những khó khăn trong việc tìm kiếm các phương pháp duy trì tính chất co (6) 

và các phát biểu ở đoạn trên,  trong bài báo này chúng tôi đề xuất một cách tiếp cận 

mới cho các phương pháp Runge-Kutta. Trong phần 2 một sơ đồ mới được định 

nghĩa. Trong phần 3, chúng ta nghiên cứu những phương pháp này cho các DAE 



có thể chuyển đổi về dạng hệ số hằng. Phân tích hội tụ và nghiên cứu về sự co 

được thực hiện trong  Mục 4 và 5 và một số ví dụ bằng số ở Mục 6.   

2.Cách tiếp cận mới 

In order to derive a new approach for DAEs, we recall that the origin of some 

Runge-Kutta is a quadrature formula. We consider the values c = Cj for i = j, c G 

[0,1] and the quadrature formulas 

Để  rút ra cách tiếp cận mới  cho các DAE, chúng ta nhớ lại rằng nguồn gốc của 

Runge-Kutta là công thức cầu phương. Chúng ta xét các giá trị c  cj đối với i  j, 

ci [0,1] và các công thức cầu phương 

.................................................. 

We can integrate y'(t)=f(t,y(t)) in the intervals [tn,tn+h] and [tn)tn+cih], use (8) and 

substitute y(tn +h), y(tn) and y(tn +c;h) by yn+1; yn and Yni, respectively, to get 

the usual Runge-Kutta method. 

Chúng ta có thể lấy tích phân y'(t) = f (t, y (t)) trong khoảng [tn, tn + h] và [tn, tn + 

cih], sử dụng (8) và thay thế y(tn + h), y(tn) và y(tn + cih) bằng yn +1, yn và Yni một 

cách tương ứng, để thu được phương pháp Runge-Kutta thông thường. 

We are going to follow the quadrature approach used to derive Runge-Kutta 

methods for ODEs to get new numerical methods for DAEs. Thus, we integrate the 

DAE (2) in the intervals [tn,tn + h] and [tn,tn + cih], we integrate by parts, and 

make use of quadrature formulae (8). We propose the method 

Chúng ta sẽ thực hiện theo phương pháp cầu phương được sử dụng để rút ra các 

phương pháp Runge-Kutta cho các ODE để nhận được các phương pháp số mới 

cho các DAE. Vì vậy, chúng ta lấy tích phân  DAE (2) trong khoảng [tn, tn + h] và 

[tn, tn + cih], chúng ta lấy tích phân từng phần, và sử dụng công thức cầu phương  

(8). Chúng tôi đề xuất phương pháp 

............................... 

với Xni là nghiệm của 

................................. 

The expression An+1xn+1 is an approximation to A(tn+1 )x(tn+1). Depending on 

the DAE and the method, this value is actually in ImA(tn+1). 



Biểu thức An+1xn+1 là giá trị gần đúng của A(tn +1)x (tn +1). Tùy thuộc vào DAE và 

phương pháp, giá trị này thực sự nằm trong ImA (tn +1). 

If we denote DA = diag(An1,.. ,Ans), and in a similar way DB-A>, X = (X^,... 

;Xnts)t and F(Tn) = (f(tn1)t,...,f(tns)t)t, in matricial form, system (10) can be 

written as 

Nếu chúng ta kí hiệu DA = diag (An1, .., Ans), và tương tự 

𝐷𝐵−𝐴′ ,𝑋 =  𝑋𝑛1
𝑡 ,… . ,𝑋𝑛𝑠

𝑡  𝑡  và 𝐹 𝑇𝑛 =  𝑓 𝑡𝑛1 
𝑡 ,… . . ,𝑓 𝑡𝑛𝑠  

𝑡 𝑡 , dưới dạng ma 

trận, hệ (10) có thể được viết là 

………………………………..               

In the next proposition we prove that the numerical approximations can be 

obtained. 

Trong đề xuất tiếp theo, chúng ta chứng minh rằng có thể thu được các gần đúng 

số. 

Proposition 2.1. If the matrix A is nonsingular and the pencil (A,B — A') is 

regular, then there exists an h0 such that for h6h0 system (11) has a unique 

solution. 

Đề xuất 2.1. Nếu ma trận 𝒜 không suy biến và chùm  𝐴,𝐵 − 𝐴′  chính quy, thì 

tồn tại một h0 sao cho khi ℎ ≤ ℎ0 hệ (11) có một nghiệm duy nhất. 

Proof. We have to prove the regularity of the matrix DA + h(A 01)DB-A', that can 

be written as Is 0 An + h(A 0 (Bn — An)) + #(h). From the regularity of the pencil 

(A,B — A') and the coefficient matrix A, we can get the regularity of Is 0 An + 

h(A 0 (Bn — An)), and thus the desired result. □ 

Chứng minh Chúng ta phải chứng minh tính  chính quy của ma trận  𝐷𝐴 +

ℎ 𝒜 ⊗ 𝐼 𝐷𝐵−𝐴′ , có thể được viết là ……. Từ tính chính quy của chùm (A, B - A') 

và ma trận hệ số A, chúng ta có thể thu được tính chính quy của ……, và do đó đạt 

được kết quả mong muốn. 

In the following, we will assume that A is nonsingular and the pencil (A,B — A') 

is regular. Observe that for the classical approach, we need the regularity of the 

pencil (A, B) whereas for the new approach we need the regularity of the pencil 

(A, B — A'). Two simple examples show us that we may have DAEs where one 

approach can be used but not the other. 

Trong phần sau đây, chúng ta sẽ giả sử rằng A không suy biến và chùm(A, B - A') 

chính quy.Chúng ta thấy rằng đối với phương pháp tiếp cận cổ điển, chúng ta cần 



sự chính quy của chùm(A, B) trong khi đó đối với cách tiếp cận mới, chúng ta cần 

sự chính quy của chùm (A, B - A'). Hai ví dụ đơn giản cho chúng ta thấy rằng 

chúng ta có thể có các DAE trong đó chỉ có thể áp dụng một phương pháp và 

không thể áp dụng được phương pháp kia. 

Ví dụ 1 Đối với DAE 

.......................... 

the pencil (A, B) is singular (recall that this DAE has unique solution even though 

the pencil is singular), but the pencil (A, B — A') is regular. 

chùm(A, B) suy biến (nhớ rằng DAE này có nghiệm duy nhất mặc dù chùm suy 

biến), nhưng chùm (A, B - A') chính quy. 

Ví dụ 2 Đối với các DAE 

.................... 

the pencil (A,B) is regular, but (A,B — A') is singular. 

chùm(A, B) chính quy, nhưng (A, B - A') suy biến. 

The above examples are tractable with index 2 DAEs [14]. We know that 

tractability with index 2 of the pencil (A, B), that ensures existence and 

uniqueness of solution with consistent initial conditions, is equivalent to regularity 

with index 2 of the modified local pencil (A,B — AP'), but does not imply the 

regularity of the pencil (A, B). 

Các ví dụ trên có thể xử lý được với các DAE chỉ số 2  [14]. Chúng ta biết rằng 

tính dễ xử lí  với chỉ số 2 của chùm(A, B), đảm bảo sự tồn tại và tính duy nhất của 

nghiệm với các điều kiện ban đầu phù hợp, tương đương với tính chính quy với chỉ 

số 2 của chùm cục bộ hiệu chỉnh (sửa đổi) (𝐴,𝐵 − 𝐴𝑃′), nhưng không ám chỉ đến 

tính chính quy của chùm(A, B). 

The above situation cannot happen for the index 1 case. By Theorem 13 in [6, p. 

198], the pencil (A,B) is regular with index 1 if and only if the pencil (A,B—AP') 

is regular with index 1. A simple computation relates this pencil to the pencil (A, B 

— A'). 

Trường hợp trên không xảy ra cho chỉ số 1. Qua Định lý 13 [6, p. 198], chùm(A, 

B) chính quy với chỉ số 1 nếu và chỉ nếu chùm (𝐴,𝐵 − 𝐴𝑃′) chính quy với chỉ số 1. 

Một tính toán đơn giản thiết lập mối liên hệ giữa chùm này với chùm (A, B - A'). 



Proposition 2.2. The pencil (A,B—A') is regular with index 1 if and only if the 

pencil (A,B—AP') is regular with index 1. 

Đề xuất 2.2. Chùm (A, B-A') chính quy với chỉ số 1 nếu và chỉ nếu chùm (𝐴,𝐵 −

𝐴𝑃′) chính quy với chỉ số 1. 

Proof. It is enough to prove that the matrix A + (B — A')Q is regular if and only if 

the matrix A + (B — AP')Q is regular. From AQ = 0 and PQ = 0, we get A'Q = —

AQ' and P'Q = —PQ'. Therefore, A'Q = —AQ' = — APQ' = AP'Q, and hence A + 

(B — A')Q = A + (B — AP')Q. □ 

Chứng minh Có thể dễ dàng chứng minh được ma trận A + (B - A') Q chính quy 

nếu và chỉ nếu ma trận 𝐴 +  𝐵 − 𝐴𝑃′ 𝑄 chính quy. Từ AQ = 0 và PQ = 0, chúng 

ta được 𝐴′𝑄 = −𝐴𝑄′ và 𝑃′𝑄 = −𝑃𝑄′. Vì vậy, 𝐴′𝑄 = −𝐴𝑄′ =−𝐴𝑃𝑄′ = 𝐴𝑃′𝑄 , và 

do đó 𝐴 +  𝐵 − 𝐴′ 𝑄 = 𝐴 +  𝐵 − 𝐴𝑃′ 𝑄. □ 

Observe that with (9) and (10) we only get and use approximations of some of the 

“components”, namely, we only use Anxn and only get An+1xn+1. Therefore, we 

must compute an approximation x:n+1 from An+1 xn+1 at the desired points tn+1 . 

Depending on the DAE and on the Runge-Kutta method, there are different 

possibilities. 

Chúng ta thấy rằng với (9) và (10), chúng ta chỉ nhận được và sử dụng các xấp xỉ 

của một số "thành phần", cụ thể là chúng ta chỉ sử dụng Anxn và chỉ nhận được   

An+1xn+1.Vì vậy, Chúng ta phải tính gần đúng 𝑥 𝑛+1 từ An+1 xn +1 tại các điểm cần xét 

tn +1. Tùy thuộc vào DAE và vào phương pháp Runge-Kutta, có những khả năng 

khác nhau. 

If the method is stiffly accurate, we have An+1xn+1 = An+1Xs; thus a possible 

choice for x:n+1 is Xs. In this case, it is easy to see the relationship between the 

classical approach and the new approach for linear systems with constant matrix A. 

Nếu phương pháp chính xác cứng, chúng ta có An +1 xn +1 = An +1 Xs, do đó một sự 

lựa chọn khả dĩ cho 𝑥 𝑛+1  là Xs. Trong trường hợp này, rất dễ thấy mối quan hệ 

giữa cách tiếp cận cổ điển và cách tiếp cận mới đối với các hệ tuyến tính với ma 

trận hằng A. 

Proposition 2.3. We consider a DAE with constant A. If we denote the internal 

stages of the classical scheme and the new scheme by Xni and Xni; respectively, 

then Xni = Xni. 



Đề xuất 2.3. Chúng ta hãy xét một DAE với A hằng số. Nếu chúng ta kí hiệu các 

giai đoạn bên trong của sơ đồ cổ điển và sơ đồ mới tương ứng là 𝑋 𝑛𝑖  và Xni; thì 

𝑋 𝑛𝑖 = 𝑋𝑛𝑖 . 

Proof. If we multiply (4) by A, we get system (11), and hence, from the uniqueness 

of solution, the internal stages are the same, Xni = Xni. If we denote the numerical 

solution of the classical approach by x;n+1 we also obtain Ax;n+1 = Axn+1 = 

Ax:n+1. □ 

Chứng minh Nếu chúng ta nhân (4) với A, chúng ta được hệ (11), và do đó, từ tính 

duy nhất của nghiệm, các giai đoạn bên trong là như nhau, 𝑋 𝑛𝑖 = 𝑋𝑛𝑖 . Nếu chúng 

ta kí hiệu nghiệm số của phương pháp cổ điển là 𝑥 𝑛+1, chúng ta cũng thu được 

𝐴𝑥 𝑛+1 = 𝐴𝑥𝑛+1 = 𝐴𝑥 𝑛+1. 

Corollary 2.4. We consider a DAE with constant A. If the method is stiffly 

accurate, the nu¬merical solution obtained with the new approach with x:n+1 = Xs 

and the classical approach is the same. 

Hệ quả 2,4. Chúng ta xét một DAE với A không đổi.  Nếu phương pháp chính xác 

cứng, nghiệm số thu được với phương pháp tiếp cận mới với 𝑥 𝑛+1 = Xs và phương 

pháp tiếp cận cổ điển là như nhau. 

If the method is not stiffly accurate, we must take into account the type of DAE. 

For constant coefficients and index 1 DAEs some kind of projections can be done 

to get the new approxi¬mation from Axn+1. We present here some aspects for 

index 1 case. For a more detailed study see [10]. 

Nếu phương pháp không chính xác cứng, chúng ta phải tính đến loại DAE. Đối với 

các DAE hệ số hằng và  chỉ số 1  một số loại phép chiếu có thể được thực hiện để 

nhận được gần đúng mới từ Axn+1. Ở đây, chúng tôi trình bày một số khía cạnh đối 

với trường hợp chỉ số 1. Để chi tiết hơn có thể xem [10]. 

For an index 1 DAE, we have Rn = S(t) © Ker(A(t)), with S(t) = {x | B(t)x G 

Img(A(t))}. If Qs(t) denotes the canonical projector onto Ker(A(t)) along S(t) and 

Ps(t) = I — Qs(t), we have Ps(t) = [A(t) + B(t)Qs(t)]_1A(t) and the solution can be 

written as [6, p. 43], 

Đối với DAE chỉ số 1, chúng ta có ℝ𝑛 = 𝑆(𝑡) ⊕𝐾𝑒𝑟(𝐴 𝑡 ), với S(t) = {x | B (t) x 

 Img (A (t))}. Nếu Qs(t) kí hiệu một phép chiếu chính tắc lên Ker(A(t)) dọc theo S 

(t) và Ps(t) = I - Qs(t), chúng ta có Ps(t) = [A(t) + B(t) Qs(t)]
-1

 A(t) và nghiệm có 

thể được viết là [6, p. 43], 

......................................... 



This means that Ps(t)x(t) can be computed from A(t)x(t) and Qs(t)x(t) can be 

computed from the nonhomogeneous term. Hence for the numerical solution, we 

can compute 

Điều này có nghĩa là Ps(t) x(t) có thể được tính từ A(t)x(t) và Qs(t)x(t) có thể được 

tính từ số hạng không thuần nhất. Vì thế đối với nghiệm số, chúng ta có thể tính 

............... 

with un+1∈S(t) from An+1xn+1 as 

với un+1 ∈ S(t) từ An+1xn +1  là 

............................. 

and Vn+1 e Ker(A(tn+1)) as 

và vn +1 ∈ Ker (A (tn +1)) là 

........................... 

If the method is stiffly accurate, and we take the sth internal stage as the 

approximation at tn+w x-n+1 — Xs, part of the solution is the same as (12)-(14). 

Nếu phương pháp  chính xác cứng, và chúng ta chọn giai đoạn bên trong thứ s là 

gần đúng tại tn +1 , 𝑥 𝑛+1 = 𝑋𝑠 , một phần của nghiệm giống như (12) - (14). 

Proposition 2.5. For stiffly accurate methods un+1 in (13) coincides with 

Ps,n+1Xs. 

Đề xuất 2.5. Đối với các phương pháp chính xác cứng, un +1 trong (13) trùng với    

Ps, n +1 Xs. 

Proof. For stiffly accurate methods, it holds that An+1xn+1 — An+1Xs. Thus, 

………………………… 

Chứng minh  Đối với các phương pháp chính xác cứng, thực sự An+1xn +1 = An+1 Xs. 

Vì thế, 

…………………………… 

For some index-1 DAEs, Qs,n+1Xs and vn+1 in (14) also coincide. 

Đối với một số DAE chỉ số 1, Qs,n +1Xs và vn +1 trong (14) cũng trùng nhau. 

Proposition 2.6. For stiffly accurate methods and index-1 DAEs with constant A, 

then projection (13) and (14) and :-n+1 — Xs, give the same approximation 



Đề xuất 2,6. Đối với phương pháp chính xác cứng và các DAE chỉ số 1 với A hằng 

số, thì phép chiếu (13) và (14) và 𝑥 𝑛+1 = 𝑋𝑠  cho cùng một gần đúng (giá trị gần 

đúng, nghiệm gần đúng) 

Proof. As A is constant, we can write (11) as 

Chứng minh Vì A là hằng số, chúng ta có thể viết (11) là 

............................. 

or if we denote A1 — (A + BQs), 

hoặc nếu chúng ta ký hiệu A1= (A + BQs), 

.............................. 

We multiply by Dgs and use that A-1A — Ps, QsA-1 B—Qs to obtain, DgsX —Dq 

A-1 F(Tn). In particular for the last stage, that implies (14). □ 

Chúng ta nhân với 𝐷𝑄𝑠
 và sử dụng 𝐴1

−1𝐴 = 𝑃𝑠 , 𝑄𝑠𝐴1
−1𝐵 = 𝑄𝑠  để thu được, 

𝐷𝑄𝑠
𝑋 = 𝐷𝑄𝑠𝐴1

−1𝐹(𝑇𝑛). Đặc biệt đối với giai đoạn cuối cùng, điều đó muốn nói đến  

(ám chỉ đến) (14). □ 

If A is not constant, for some homogeneous DAEs, we still have that projection 

and x:n+1 — Xs, give the same approximation. 

Nếu A không phải hằng số, đối với một số DAE thuần nhất, thì phép chiếu và 

𝑥 𝑛+1 = 𝑋𝑠  vẫn cho cùng một giá trị gần đúng. 

Proposition 2.7. For stiffly accurate methods and homogeneous DAEs, if Img(A(t)) 

— R, indepen¬dent of t and A'(t)P(t) — 0, then Xs e S(tn+1). 

Đề xuất 2,7. Đối với phương pháp chính xác cứng và các DAE thuần nhất, nếu 

Img(A(t))=R, không phụ thuộc t và A'(t) P(t) =0, thì Xs ∈ S(tn +1). 

Chứng minh Thực sự (11) cho ta 

....................................... 

 

or if we use A'(t) = A'(t)P(t) + A'(t)Q(t) = A'(t)P(t) — A(t)Q'(t), and the fact that 

A'(t)P(t) = 0, 

……………………………………… 

and, in particular, for the last internal stage, Bn+1Xs G R and hence Xs G S(tn+1). 

□ 



Corollary 2.8. For stiffly accurate methods and homogeneous DAEs, if Img(A(t))= 

R; independent of t and A'(t)P(t) = 0; then projection and x:n+1 = Xs give the same 

approximation. 

Proof. From the above proposition, Xs G S(tn+1). Thus Qs>n+1Xs = 0. □ 

hoặc nếu chúng ta dùng A'(t) = A'(t) P(t) + A'(t) Q(t) = A'(t)P(t) - A(t)Q(t)', và  

A'(t) P(t)=0, 

……………………………….. 

và, đặc biệt, đối với giai đoạn bên trong cuối cùng, Bn+1Xs ∈R và do đó Xs ∈ S(tn+1). 

Hệ quả 2,8. Đối với phương pháp chính xác cứng và các DAE thuần nhất, nếu Img 

(A (t)) = R, không phụ thuộc vào t và A'(t) P(t) = 0; thì phép chiếu và 𝑥 𝑛+1 = 𝑋𝑠  

cho cùng một giá trị gần đúng. 

Chứng minh Từ đề xuất trên, Xs ∈ S(tn+1). Vì vậy, Qs, n +1 Xs = 0.  

From Corollary 2.4 and Proposition 2.6, for stiffly accurate methods, if the matrix 

A is constant, the new approach (x:n+1 = Xs or projection (13) and (14)) and the 

old approach give the same approximation. For a nonstiffly accurate method, even 

if A is constant, the classical approach and the new approach give different results. 

If we use (12) and (13) to get the new approach, as Ax;n+1 = Axn+1, we obtain 

that Ps(tn+1)xn+1 = Ps(tn+1)x:n+1, the part in S(tn+1) is exactly the same for both 

approaches. But, in general, 

……………………………………………….. 

Từ hệ quả 2.4 và đề xuất 2.6, đối với các phương pháp chính xác cứng, nếu ma trận 

A là hằng số, phương pháp tiếp cận mới 𝑥 𝑛+1 = 𝑋𝑠  hoặc phép chiếu (13) và (14)) 

và phương pháp tiếp cận cũ cho cùng một giá trị gần đúng. Đối với phương pháp 

chính xác không cứng, ngay cả khi A là hằng số, phương pháp cổ điển và phương 

pháp tiếp cận mới cho kết quả khác nhau. Nếu chúng ta sử dụng (12) và (13) để thu 

được cách tiếp cận mới, dưới dạng 𝐴𝑥 𝑛+1 = 𝐴𝑥𝑛+1, chúng ta thu được  Ps(tn +1) xn +1 

= Ps(tn +1) 𝑥 𝑛+1, một phần trong S(tn +1) giống nhau trong cả hai cách tiếp cận. Tuy 

nhiên, nói chung, 

………………………………………….. 

Consider for example, the semiexplicit index 1 constant coefficient case. The new 

approach is simply the indirect approach for semiexplicit index 1 DAEs [8, p. 404]. 

The classical approach corresponds to the direct approach. 



Hãy xét ví dụ, trường hợp hệ số hằng chỉ số 1 bán tường minh. Cách tiếp cận mới 

chỉ đơn giản là tiếp cận gián tiếp cho các  DAE chỉ số 1 bán tường minh[8, p. 404]. 

Cách tiếp cận cổ điển tương ứng với phương pháp tiếp cận trực tiếp.  

Remark. For Lobatto IIIA methods, the matrix A is singular but the submatrix A = 

(ay)iJ>2 is invertible and the method is stiffly accurate. This new approach can be 

also applied in a similar way is done for DAEs [7] by defining Xn1 = xn and 

computing xn+1 = Xns. For the new approach, we get for the first internal stage 

AnXn1 — Anxn = 0. If An is singular, there are infinite vectors that satisfy this 

relationship and there are two possibilities to find Xn1: we may take Xn1 = xn or 

we may project. As the method is stiffly accurate, to obtain x:n+1 we can take 

x:n+1 = Xns or we can project. Thus, we have four possibilities: (1) Xn1 = xn and 

x:n+1 = Xns; (2) Xn1 = xn and x:n+1 projected; (3) Xn1 projected and x:n+1 = 

Xns; (4) Xn1 projected and x:n+1 projected. Options (1) and (3) give for the 

trapezoidal rule 

Ghi chú: Đối với các phương pháp Lobatto IIIA, ma trận 𝒜 suy biến nhưng  ma 

trận con 𝒜 =  𝑎𝑖𝑗  𝑖 ,𝑗≥2
 khả nghịch và phương pháp chính xác cứng. Phương pháp 

mới này cũng có thể được áp dụng giống như được thực hiện cho các DAE [7] 

bằng cách định nghĩa Xn1 = xn và tính xn +1 = Xns. Đối với phương pháp tiếp cận 

mới, đối với giai đoạn bên trong thứ nhất, chúng ta có AnXn1 - Anxn = 0. Nếu An suy 

biến, có vô số vectơ thỏa mãn hệ thức này và có hai khả năng để tìm Xn1: chúng ta 

có thể chọn Xn1 = xn hoặc chúng ta có thể chiếu. Bởi vì phương pháp chính xác 

cứng, để thu được 𝑥 𝑛+1, chúng ta có thể chọn 𝑥 𝑛+1,= Xns hoặc chúng ta có thể 

chiếu. Vì vậy, chúng ta có bốn khả năng: (1) Xn1 = xn và 𝑥 𝑛+1,= Xns; (2) Xn1 = xn và 

𝑥 𝑛+1 được chiếu, (3) Xn1 được chiếu và 𝑥 𝑛+1,= Xns; (4) Xn1 được chiếu và 𝑥 𝑛+1 

được chiếu. Các tùy chọn (1) và (3) áp dụng cho các quy tắc hình thang (phương 

pháp gần đúng hình thang) 

……………………………………….. 

If A' is a constant matrix, the choice Xn1 = xn leads to trapezoidal rule scheme (27b) 

proposed in [1].  

Nếu A' là một ma trận hằng, chọn lựa Xn1 = xn dẫn đến sơ đồ quy tắc  hình thang 

(27b) được đề xuất trong [1].□ 

3.Convergence for DAEs transformable to constant coefficient 



In [4], given the k-step BDF method Xy=0k ®kjxn-j = hf, the modified k-step 

methods are defined for linear variable coefficient DAEs (2) as 

3.Sự hội tụ đối với các DAE có thể chuyển sang hệ số hằng 

Trong [4], đối với một phương pháp  BDF k bước nhất định ……….., các phương 

pháp k bước cải biên được định nghĩa cho các DAE hệ số biến đổi tuyến tính (2) là 

............................. 

and thus, the method proposed for the implicit Euler method (BDF1) coincides 

with the new approach for Runge-Kutta methods with i:n+1 — Xs done in this 

paper. Convergence is studied for DAEs transformable to constant coefficient, i.e. 

for DAEs such that there exist a nonsingular differentiable L(t) such that the 

change x — L(t)y transforms (2) to a constant coefficient solvable system. Such 

systems are characterized by the following theorem. 

và do đó, phương pháp được đề xuất cho phương pháp Euler ẩn (BDF1) trùng hợp 

với cách tiếp cận mới cho các phương pháp Runge-Kutta với 𝑥 𝑛+1,= Xs  được thực 

hiện trong bài báo này. Sự  hội tụ được nghiên cứu cho các DAE có thể chuyển 

sang hệ số hằng, tức là đối với các DAE tồn tại một L(t) khả vi không suy biến sao 

cho phép biến đổi x =L(t)y chuyển (2) sang một hệ hệ số hằng có thể giải được. 

Các hệ như thế được đặc trưng bởi định lý sau đây. 

Theorem 3.1. System (2) is transformable to constant coefficients if and only if (1) 

sA + B — A' is invertible on I for some s, and (2) A(sA + B — A')-1 is constant on 

I. If (1) and (2) hold, we may take L(t) — (sA + B — A')-1 to obtain the system 

Cy'(t) + (I — sC)y(t) — f(t) where C — AL. 

Thus, if we denote yn — L-1xn, Yni — Ln 1Xni, and take into account that B — 

A' — (I — sC)L-1, for transformable systems (9) and (10) is 

Định lý 3.1. Hệ (2) có thể biến đổi sang các hệ số hằng khi và chỉ khi (1) 𝑠𝐴 + 𝐵 −

𝐴′  khả nghịch trên I đối với s nào đó, và (2) A(sA + B - A')
-1

 không đổi trên I. Nếu 

(1) và (2) đúng, chúng ta có thể chọn L(t)=(sA + B - A')
-1

 để thu được hệ Cy'(t) + (I 

- sC) y(t) =f (t) trong đó C=AL. 

Vì vậy, nếu chúng ta kí hiệu 𝑦𝑛 = 𝐿𝑛
−1𝑥𝑛 , 𝑌𝑛𝑖 = 𝐿𝑛𝑖

−1𝑋𝑛𝑖  và tính đến 𝐵 − 𝐴′ = (𝐼 −

𝑠𝐶)𝐿−1 cho các hệ có thể chuyển được (9) và (10) là 

.................................... 

với Yni là nghiệm của 



............................ 

that corresponds to the integration of the linear constant coefficient DAE 

tương ứng với việc lấy tích phân của DAE hệ số hằng tuyến tính 

Cy'(t) + (I - sC)y(t)= f(t) 

with the new approach. Observe that, in this case, the solution obtained in (15) is 

consistent with (16). For index-1 case, the transformed constant coefficient DAE 

also has index 1. If we find the numerical approximation i:n+1 by (14) and (13) it 

holds that 

với phương pháp mới. Trong trường hợp này, chúng ta thấy rằng nghiệm thu được 

trong (15) phù hợp với (16). Đối với trường hợp chỉ số 1, các DAE hệ số hằng 

được chuyển đổi cũng có chỉ số 1. Nếu chúng ta tìm gần đúng số (nghiệm gần 

đúng bằng phương pháp số) 𝑥 𝑛+1 qua (14) và (13) quả thực 

………………………………………….. 

For any DAE, if the method is stiffly accurate and we find the numerical 

approximation by i:n+1 — Xs, we have 

Đối với bất kỳ DAE nào, nếu phương pháp này chính xác cứng và chúng ta tìm 

được gần đúng số qua 𝑥 𝑛+1 = 𝑋𝑠 , chúng ta có 

………………………………… 

We study the order of convergence for the new schemes applied to transformable 

to constant coefficients DAEs. For the index v pencil (A,B), the Kronecker 

canonical form is given by PAQ — diag(/,N), PBQ — diag(C,1), where P and Q 

are regular matrices, and N is nilpotent with order of nilpotency v. If we multiply 

by P and make the change of variables x — Q(yl ,z1)1, we decouple the constant 

coefficient linear DAE. The Kronecker canonical form allow us to decouple (9) 

and (10) to obtain that yn is the numerical solution for the ODE y(t)' + Cy(t) — 

f(t). Therefore, if the method has order p for ODEs, we get yn — y(tn) — #(hp). 

Chúng ta nghiên cứu bậc hội tụ cho các phương pháp  mới áp dụng cho các DAE 

có thể chuyển sang hệ số hằng. Đối với chùm (A, B) chỉ số 𝜈, dạng chuẩn tắc 

Kronecker là  PAQ = diag (I, N), PBQ = diag (C, I), trong đó P và Q là các ma 

trận chính quy, và N là lũy linh với bậc lũy linh là 𝜈. Nếu chúng ta nhân với P và 

thực hiện phép đổi biến x=Q (y
t
, z

t
)
t
, chúng ta tách DAE tuyến tính hệ số hằng. 

Dạng chuẩn tắc Kronecker  cho phép chúng ta tách (9) và (10) để thu được yn là 



nghiệm số cho  ODE  y(t)' + Cy(t) = f(t). Vì vậy, nếu phương pháp có bậc p đối 

với các ODE, chúng ta có ………………… 

If the DAE has index 1 and is transformable to constant coefficient, the new DAE 

has also index 1. In the following proposition, we give the order of the error Cy(tn) 

— Cyn in (17). 

Nếu DAE có chỉ số 1 và có thể chuyển sang hệ số hằng, DAE mới cũng có chỉ số 

1. Trong các đề xuất sau đây, chúng ta đưa ra bậc sai số Cy(tn) - Cyn trong (17). 

Proposition 3.2. Consider a linear constant coefficient DAE with index v =1. If the 

Runge-Kutta method has order Kd for ODEs, then the numerical solution obtained 

with the new approach satisfies 

Đề xuất 3.2. Xét một DAE hệ số hằng tuyến tính với chỉ số 𝜈 = 1. Nếu phương 

pháp Runge-Kutta có bậc Kd đối các ODE, thì nghiệm số thu được với phương 

pháp mới thỏa mãn 

………………….. 

Proof. For index 1 problem, we get, for P the regular matrix that gives us the 

Kronecker canonical form 

Chứng minh Đối với bài toán chỉ số 1, chúng ta có, đối với ma trận chính quy P 

cho chúng ta dạng chuẩn tắc Kronecker 

................................ 

From this proposition and (17), we state the following theorem. 

Theorem 3.3. Consider a linear index 1 DAE transformable to constant coefficient. 

If the Runge- Kutta method has order Kd for ODEs, then the numerical solution 

obtained with the new approach by projection (14) and (13) satisfies 

Từ đề xuất này và (17), chúng ta phát biểu định lý sau đây. 

Định lý 3.3. Hãy xét một  DAE  chỉ số 1 tuyến tính có thể chuyển sang hệ số hằng. 

Nếu phương pháp Runge-Kutta có bậc Kd đối với các ODE, thì nghiệm số thu được 

với phương pháp mới qua phép chiếu (14) và (13) thỏa mãn 

………………… 

For higher index DAEs transformable to constant coefficient, we have the 

following result. 

Theorem 3.4. We consider a DAE (2) transformable to a constant coefficient DAE 

with index v. If the Runge-Kutta method is stiffly accurate and has order Kd for 



ODEs, then the numerical approximation obtained with the new approach xn+1 = 

Xs verifies 

Đối với các DAE chỉ số cao có thể chuyển sang hệ số hằng, chúng ta có kết quả 

sau. 

Định lý 3.4. Chúng ta xét một DAE (2) có thể chuyển sang DAE hệ số hằng với chỉ 

số 𝜈. Nếu phương pháp Runge-Kutta chính xác cứng và có bậc Kd đối với các 

ODE, thì giá trị gần đúng tính bằng phương pháp số mới 𝑥 𝑛+1 = 𝑋𝑠  cho thấy rằng 

…………….. 

với 

.......................... 

và ka,l số nguyên lớn nhất sao cho 

................................ 

Proof. In this case we have to study (17). Remember that Corollary 2.4 states that 

for constant A the new approach with xn+, = Xs and the classical approach give 

the same approximation. Thus, x(tn+,) - Xs = #(hKv), with Kv the order of the 

Runge-Kutta method for a linear constant DAE with index v [3, p. 85]. Observe 

that ka,, = TO for stiffly accurate methods. □ 

Chứng minh Trong trường hợp này, chúng ta phải nghiên cứu (17). Hãy nhớ rằng 

Hệ quả 2,4 phát biểu rằng  phương pháp tiếp cận mới với 𝑥 𝑛+1 = 𝑋𝑠  và phương 

pháp tiếp cận cổ điển cho cùng một gần đúng.Do đó, 𝑥 𝑡𝑛+1 − 𝑋𝑠 = 𝜗 ℎ𝐾𝜈  , với 

𝐾𝜈  là bậc của phương pháp Runge-Kutta  cho một DAE hằng tuyến tính với chỉ số 

𝜈 [3, p. 85]. Chúng ta thấy rằng ka,l =∞ đối với các phương pháp chính xác cứng. □ 

4. Contractivity 

As it was pointed out in Section 1, our aim for the definition of the new approaches 

was to maintain the contractivity property for the numerical solution, in the same 

way it is maintained for the true solution. With the new approach defined in this 

paper, it can be easily proven. 

4. Sự co 

Như đã được chỉ ra ở mục 1, mục tiêu của chúng ta là đưa ra những phương pháp 

tiếp cận mới để duy trì tính chất co của nghiệm số, và tương tự đối với nghiệm 



chính xác. Với cách tiếp cận mới được đưa ra trong bài báo này, điều đó có thể 

được chứng minh dễ dàng. 

Theorem 4.1. We consider homogeneous DAE (2) and the approximation 

An+1xn+1 obtained by (9) and (10). If the Runge-Kutta method is algebraically 

stable, and Vni is a subspace such that 

Định lý 4.1. Chúng ta xét DAE thuần nhất  (2) và giá trị gần đúng An+1 xn +1  thu 

được qua  (9) và (10). Nếu phương pháp Runge-Kutta ổn định đại số , và Xni ∈ Vni 

là một không gian con sao cho 

.................................. 

Thì, 

………………….. 

Proof. If we denote Wni — h (Bni — An;)Xni, M — BA + A1 B — bbx, m,-- the 

(i,j) element of M, and follow the lines of Theorem 4.2.2 in [5] we get 

Chứng minh Nếu chúng ta kí hiệu ………….là  các yếu tố (i, j) của M, và theo 

định lý 4.2.2 [5] chúng ta nhận được 

.......................................... 

For the index 1 case, if Img(A(t)) is constant and A'P — 0, then by Proposition 2.7 

the internal stages Xni and the exact solution at the point tni are in the same 

subspace S(tni). Thus, we can take 

Đối với trường hợp chỉ số 1, nếu Img (A(t)) là hằng số và A'P= 0, thì qua đề xuất 

2.7,  các giai đoạn bên trong Xni và nghiệm chính xác tại điểm tni nằm trong cùng 

một không gian con S(tni). Vì thế, chúng ta có thể chọn Vni =S (tni). 

5. Numerical experiments 

We have integrated several index 0 and 1 DAEs transformable to constant 

coefficient with both approaches with the implicit Euler method, implicit midpoint 

rule and 2-stages Gauss methods. In all of them, the numerical solution with the 

new approach was better than with the classical one. We report here example (7) 

but some other results can be seen in [11]. 

5.  Các thí nghiệm với phương pháp số 

Chúng ta đã lấy tích phân (tích hợp) một số DAE chỉ số 0 và 1  có thể chuyển sang 

hệ số hằng với cả  phương pháp Euler ẩn, quy tắc trung điểm ẩn và phương pháp 

Gauss 2 giai đoạn. Trong  tất cả các phương pháp đó, nghiệm số với phương pháp 



mới tốt hơn phương pháp cổ điển. Ở đây, chúng ta báo cáo ví dụ (7), nhưng một số 

kết quả khác có thể được tìm thấy trong [11]. 

Example 5.1 (Hanke and Marz [9]). We consider system (7) whose solution is x2(t) 

—Ce((1+e)=e)_^)t, x1(t) — (e — (1 + e)f)x2(f). For this problem Img(A(t)) — 

((1,0)) and A'P — 0, thus Proposition 2.7 applies and projection and x:n+1 — Xs 

give the same approximation. Moreover, we can take Vni — S(tni) in Theorem 4.1 

and thus ||Anxn|| is contractive for algebraically stable methods. This system is 

transformable to constant coefficients. 

Ví dụ 5.1 (Hanke và Marz [9]). Chúng ta xét hệ (7) có nghiệm là 𝑥2 𝑡 =

𝐶𝑒
   1+𝜀 /𝜀 −𝜇 𝑡

, 𝑥1 𝑡 =  𝜀 −  1 + 𝜀 𝑡 𝑥2 𝑡 . Đối với bài toán này Img(A(t))= 

  1,0 𝑡  và A'P = 0, do đó Đề xuất 2.7 áp dụngvà các phép chiếu và 𝑥 𝑛+1 = 𝑋𝑠  cho 

cùng một gần đúng. Hơn nữa, chúng ta có thể chọn Vni =S(Tni) trong Định lý 4.1 và 

do đó ||Anxn || co đối với các phương pháp ổn định đại số. Hệ này có thể chuyển 

sang các hệ số hằng. 

We have solved this problem with the implicit Euler method (Fig. 1), midpoint rule 

(Fig. 2) and two-stages Gauss (Fig. 3). The parameters e — 10_1 and ^ — 12 have 

been chosen to have (1 + e)/e — ^ — —1. We have used constant stepsize and we 

have computed for different stepsizes h the maximum error in all the mesh points 

tn. In the figures we have plotted log(error) versus log(h). The solid line 

corresponds to the classical approach whereas the dotted line with ♦ corresponds to 

the new approach.  

Chúng tôi đã giải bài toán này với phương pháp Euler ẩn (Hình 1), quy tắc trung 

điểm (Hình 2) và  Gauss hai giai đoạn(Hình 3). Các tham số 𝜀 = 10−1 và 𝜇 = 12 

được chọn sao cho 
 1+𝜀 

𝜀
− 𝜇 = −1. Chúng tôi đã sử dụng kích thướt bước không 

đổi và chúng tôi đã tính cho các kích thướt bước h khác nhau sai số cực đại ở các 

điểm lưới tn. Trong các hình, chúng tôi vẽ log (sai số) theo log(h). Đường liền nét 

tương ứng với phương pháp cổ điển trong khi đường chấm chấm tươngg ứng với 

phương pháp mới.  

...................................... 

Fig. 2. Implicit midpoint rule. 

…………………………………… 

Fig. 3. Two-stages Gauss. 

……………………………….. 

Fig. 4. Trapezoidal rule. 



Hình 2. Quy tắc trung điểm ẩn. 

.......................................... 

Hình 3. Gauss hai giai đoạn . 

...................................... 

Hình 4. Quy tắc hình thang. 

For the implicit Euler method the rates of convergence are 1, but the errors 

obtained with the new approach are better than the errors obtained for the classical 

one. 

Đối với phương pháp Euler ẩn tốc độ hội tụ là 1, nhưng các sai số thu được bằng 

phương pháp mới tốt hơn so với phương pháp cổ điển. 

For the implicit midpoint rule the rates of convergence are 2 but the errors with the 

new approach are better than the errors obtained for the classical one. For the new 

approach the numerical solution is obtained projecting An+,xn+, onto S(tn+,). 

Đối với quy tắc trung điểm ẩn, tốc độ hội tụ là 2 nhưng các sai số với phương pháp 

mới tốt hơn các sai số thu được bằng phương pháp cổ điển. Đối với phương pháp 

mới, nghiệm số là phép chiếu thu được An+1xn+1 trên S(tn +1,). 

For the two-stages Gauss method the observed order for the classical approach is 2 

whereas the observed order for the new approach is 4. 

Đối với phương pháp Gauss hai giai đoạn, chúng ta thấy bậc đối với phương pháp 

cổ điển là 2 trong khi đó bậc đối với phương pháp mới là 4. 

The previous theory does not cover the trapezoidal rule (Lobatto III A) because the 

coefficient matrix is singular. We have solved the above examples with this 

method. In the corresponding graphics (Fig. 4), the solid line is the result for X, = 

xn and xn+, = X2; the ♦ line is the result for X, = xn and xn+, projected; the • line 

is the result for X, projected and xn+, = X2; the ? line is the result for X, projected 

and xn+, projected. The observed order is 2. Actually for this example, from a 

consistent initial condition, with the trapezoidal rule method X2 is in S(tn+1), and 

thus all the options should coincide. In the graphics, we observe that for big 

stepsize this is the case but it is not longer true for small stepsize. 

Lý thuyết trước đây không đề cập đến quy tắc hình thang (Lobatto III A) bởi vì ma 

trận hệ số suy biến. Chúng ta đã giải được các ví dụ trên với phương pháp này. 

Trong các đồ thị tương ứng (Hình 4), đường liền nét là kết quả cho X1 = xn và xn +1 

= X2; đường ♦ là kết quả cho X1 = xn và xn+1 được chiếu; đường • là kết quả cho X1 



được chiếu và xn +1, = X2, đường… là kết quả cho X1 được chiếu và xn +1 được 

chiếu. Bậc được quan sát là 2. Trên thực tế đối với ví dụ này, từ một điều kiện ban 

đầu phù hợp, với phương pháp quy tắc hình thang X2 nằm trong S(tn +1), và do đó 

tất cả các tùy chọn sẽ trùng nhau. Trong đồ thị, chúng ta thấy rằng đối với kích 

thướt bước lớn điều này đúng nhưng đối với với kích thướt bước nhỏ điều này 

không còn đúng nữa. 
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