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Chương 9 

Nói thêm về các phương trình vi phân 

đại số  

Trong chương này và chương tiếp theo, chúng ta sẽ nghiên cứu các phương trình vi phân đại số 

(các DAE), đã được giới thiệu trong § 1.3. Ở đây, chúng ta xem xét cấu trúc toán học của các hệ 
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như vậy và một số biến đổi giải tích cần thiết. Các phương pháp tiếp cận số và rời rạc hóa được 

thảo luận trong chương kế tiếp. Nhưng ở đây, mục đích của chúng ta vẫn là tìm các nghiệm 

máy tính thực tế. So với Chương 2 và 6, chương này dài hơn bình thường. Một lý do là  lý 

thuyết DAE mới hơn nhiều so với  lý thuyết ODE. Do đó,  lý thuyết DAE thay đổi nhiều hơn và 

chưa được nghiên cứu nhiều. Quan trọng hơn, sự hiểu biết các nguyên tắc được nhấn mạnh ở 

đây là cần thiết, và các nguyên tắc này sẽ được dùng rất nhiều sau này, cũng như trong việc xây 

dựng các thuật toán số tốt. 

Để thấy được sự giống nhau và khác nhau giữa các DAE và ODE, hãy xét hai hàm y(t) và 

z(t) có liên quan với nhau trên một khoảng [0, b] nào đó qua hệ thức 

……….. (9.1) 

và nhiệm vụ là chúng ta phải tìm hàm này từ hàm kia. Để tìm z từ y thì chúng ta cần phải lấy vi 

phân y(t) - một thù thuật khá quen thuộc mà chúng ta đã từng học ở khóa học giải tích đầu tiên. 

Để tìm y từ z chúng ta phải lấy tích phân z(t) - một thủ thuật hơi khó hơn cần phải có điều kiện 

phụ bổ sung (chẳng hạn như giá trị của y (0)). 

Điều này cho thấy rằng tính vi phân là một quá trình đơn giản hơn, trực tiếp hơn so với lấy 

tích phân. Mặt khác, chúng ta cũng cần lưu ý rằng  nói chung y(t)là một hàm trơn hơn z(t). Ví 

dụ, nếu z(t) bị chặn nhưng có gián đoạn bước nhảy thì y(t) là khả vi một lần - xem hình. 9.1. 

Như vậy, lấy tích phân là một quá trình làm trơn trong khi vi phân là một quá trình ngược 

lại (làm cho không trơn).Quá trình lấy vi phân là quá trình  không ổn định,
1
 mặc dù nó rất dễ 

thực hiện về mặt giải tích. 



 (A) y  ( t )  (b) z  ( t )  

=  y  ( t )  

Hình 9.1: Một hàm và đạo hàm ít trơn hơn của nó. 

Một phương trình vi phân liên quan đến việc lấy tích phân, tức là làm trơn:  nghiệm y (t) 

của hệ tuyến tính ….. là một đạo hàm trơn hơn q (t). Mặt khác, DAE liên quan đến cả các vi 

phân và tích phân. Các loại DAE chứa tất cả các ODE, cũng như các bài toán trong ví dụ 9.1 

dưới đây. Nhưng nó cũng chứa những bài toán trong đó cả vi phân và tích phân có liên quan với 

nhau dưới hình thức phức tạp và điều lí thú bắt đầu: các vi phân đơn giản có thể không còn nữa, 

nhưng ảnh hưởng của chúng làm phức tạp quá trình lấy tích phân số, có thể vượt ra khỏi những 

gì chúng ta đã thấy trong sách này. 

9.1        Chỉ số và cấu trúc toán học 

Bởi vì DAE liên quan đến một hỗn hợp các vi phân và tích phân, chúng ta có thể hy vọng rằng 

việc áp dụng các vi phân giải tích cho một hệ nhất định và khử khi cần thiết, lặp đi lặp lại nếu 

cần thiết, sẽ mang lại một hệ ODE tường minh cho tất cả các ẩn số.Điều này hoá ra là đúng, nếu 

bài toán không kỳ dị(suy biến) . Số lượng các phép tính vi phân cần thiết cho phép biến đổi này 

lả được gọi là chỉ số của DAE. Vì vậy, các ODE có chỉ số 0. Chúng ta sẽ tinh chỉnh lại định 

nghĩa này sau, nhưng trước hết chúng ta hãy xét một số ví dụ đơn giản. 



Ví dụ 9.1 Đặt q (t) là một hàm trơn nào đó và xét các bài toán sau đối với y (t). 

•      Phương trình vô hướng  

y = q (t) (9.2) 

là một  DAEchỉ số 1 (tầm thường), bởi vì nó chọn một vi phân để thu được một  ODE 

cho y. 

•      Đối với hệ 

…………. 

chúng ta lấy vi phân phương trình thứ nhất để thu được 
……………………………. 

Và thế  thì  
…………. 
Chỉ số bằng 2 vì cần đến hai vi phân của q(t). 

•      Một phương pháp tương tự cho hệ 

u = q(t) 

y 3 = u"                                           (9.4)  

đòi hỏi phải có 3 vi phân để thu được ODE cho y3, do đó chỉ số bằng 3. 

□ 

Lưu ý rằng trong khi để xác định nghiệm của một ODE có kích thướt m cần phải có m điều kiện 

ban đầu hoặc điều kiện biên, đối với các DAE đơn giản của ví dụ 9.1 nghiệm hoàn toàn được 

xác định bởi vế phải.Các hệ DAE phức tạp hơn thường bao gồm một số hệ con ODE. Như vậy,  

nói chung hệ DAE có l bậc tự do, ở đây l nằm giữa 0 và m. 

Nói chung, việc xác định l thông tin nào là cần thiết để xác định nghiệm DAE có thể khó, hoặc 

ít nhất là không dễ thấy ngay. Thông thường chúng ta biết toàn bộ vector nghiệm ban đầu. Các 

điều kiện ban đầu hoặc điều kiện biên được ấn định (chỉ định) cho  DAE phải nhất quán. Nói 

cách khác, chúng phải thỏa mãn các ràng buộc của hệ. Ví dụ, một điều kiện ban đầu trên hệ chỉ 

số 1 (9.2) (là cần thiết nếu chúng ta viết nó như một ODE) phải thỏa mãn y1 (0) = q (0). Đối với 

hệ chỉ số 2 (9.3), tình hình có phần phức tạp hơn. Không chỉ bất kỳ nghiệm nào cũng phải thỏa 

mãn ràng buộc tường minh  y1 = q(t) , mà còn có ràng buộc ẩn … mà nghiệm phải thỏa mãn tại 

bất kỳ điểm t, vì vậy chỉ có các điều kiện ban đầu nhất quán là……..Đây là một sự khác biệt 

quan trọng giữa các DAE chỉ số 1 và chỉ số cao hơn (chỉ số lớn hơn 1):các DAE chỉ số cao 

bao gồm một số ràng buộc ẩn . Những ràng buộc  ẩn này là các đạo hàm của các ràng buộc 

được phát biểu tường minh trong hệ. Các hệ chỉ số 2 bao gồm các ràng buộc ẩn là đạo hàm bậc 

nhất của các ràng buộc được phát biểu tường minh. Các hệ chỉ số cao bao gồm các ràng buộc ẩn 



tương ứng với các đạo hàm bậc cao hơn, ví dụ, các nghiệm của hệ chỉ số 3 (9.4) phải thỏa mãn 

các ràng buộc ẩn u '= q' {t) và y 3 = q "{t) . 

Dạng tổng quát nhất của DAE là 

F (t, y, y ') = 0                                           (9.5) 

….có thể là kỳ dị(suy biến) . Nói chung, hạng và cấu trúc của ma trận Jacobi này có thể phụ 

thuộc vào nghiệm y (t), và để cho đơn giản, chúng ta sẽ luôn luôn giả sử rằng nó không phụ 

thuộc vào t. Nhớ lại từ § 1.3 trường hợp đặc biệt quan trọng của DAE bán tường minh, hoặc 

ODE với những ràng buộc, 

…………………………………………………… 

Đây là một trường hợp đặc biệt của (9.5). Chỉ số bằng một nếu ….. không kỳ dị(suy biến)  bởi 

vì về nguyên tắc vi phân của (9.6b) sẽ mang lại …
2
 .Đối với DAE chỉ số 1 bán tường minh,  

chúng ta có thể phân biệt giữa các biến vi phân x(t)  và các biến đại số z(t) . Các biến đại 

số có thể ít trơn hơn so với các biến vi phân một đạo hàm (tức là các biến đại số có thể không 

khả vi). 

Trong trường hợp tổng quát, mỗi thành phần của y  có thể chứa một tổ hợp các thành phần 

vi phân và đại số, điều này làm cho nghiệm số của các bài toán chỉ số cao như vậy khó hơn và 

rủi ro hơn. Dạng bán tường minh được phân tích (tách, giải ghép) theo nghĩa này. Mặt khác, bất 

kỳ DAE (9.5) có thể được viết dưới dạng bán tường minh (9.6), nhưng với chỉ số tăng một, khi 

định nghĩa….,  suy ra 

…………………………. 

Không cần phải nói, việc viết lại này không làm cho bài toán dễ dàng hơn. Biến đổi nghịch đảo 

cũng có thể: cho trước một hệ DAE chỉ số 2 bán tường minh (9.6), đặt……Có thể dễ dàng 

chứng tỏ rằng hệ 

x'=  f (t,  x,  w')  (9.8a) 

0  = g (t,  x,  w')  (9.8b) 

là một DAE chỉ số 1 và cho ra nghiệm x tương tự như (9.6). Do đó, các loại DAE chỉ số 1 hoàn 

toàn tường minh dạng  (9.5) và các DAE chỉ số 2 bán tường minh dạng (9.6) tương đương nhau. 

Như sẽ được minh họa trong ví dụ sau, điều quan trọng cần chú ý là nói chung chỉ số  phụ 

thuộc vào nghiệm chứ không phải chỉ phụ thuộc vào dạng DAE. Điều này là do sự tuyến toán 

hóa cục bộ, vì thế ma trận đạo hàm riêng, phụ thuộc vào nghiệm. 

Ví dụ 9.2  Xét hệ DAE …… 

……………………………………….. 

Phương trình thứ hai có hai nghiệm y2 = 0 và y2 = 1, và giả sử rằng y2 (t) không 

chuyển đổi tùy tiện giữa hai giá trị  này (ví dụ phương trình khác liên quan 

đến……….. tuân theo  y 4(0)  cho trước , cho biết sự liên tục của y2(t)). 



1.   Đặt y2 =0, từ phương trình thứ ba, chúng ta thu được y3 = t.Thế thì, từ phương 

trình đầu tiên y1 = y1 (0) + t 
2
/2. 

.
Hệ có chỉ số 1 và nghiệm là 

…………………………………  

Lưu ý rằng đây là hệ chỉ số 1 dưới dạng bán tường minh . 

2.   Đặt  y2 = 1, phương trình thứ ba cho  y1 = t. Sau đó, khi lấy vi phân phương 

trình đầu tiên, y  3 = 1.Hệ này có chỉ số 2 và nghiệm là 

y (t) = (t, 1, 1) 
T. 

Lưu ý rằng, không giống như trong trường hợp chỉ số 1, ở đây không đòi hỏi giá 

trị ban đầu. 

Nếu chúng ta thay thế các phương trình đại số liên quan đến y 2 bằng đạo hàm 

của nó và đơn giản hóa, chúng ta thu được DAE 

………………………………… 

Bây giờ chỉ số phụ thuộc vào các điều kiện ban đầu. Nếu y 2 (0) = 0 chỉ số là 1, và nếu 

y2 (0) = 1 chỉ số bằng 2. 
Chúng ta đã sẵn sàng để xác định chỉ số của DAE. 

Định nghĩa 9.1 Đối với các  hệ DAE tổng quát (9.5), chỉ số cùng với nghiệm y (t) là số  

cực tiểu trong các vi phân cần thiết của hệ  để tìm …  duy nhất theo y và t (tức là để 

xác định ODE cho y).  Như vậy, chỉ số được định nghĩa theo hệ được xác định lại 

………………….  

là số nguyên p nhỏ nhất để có thể tìm … trong (9.10) theo y và  t. 

Trong thực tế, chúng ta cần lưu ý rằng , vi phân của một hệ như trong (9.10) hiếm khi được 

thực hiện trong tính toán. Tuy nhiên, định nghĩa như thế rất hữu ích trong việc hiểu cấu trúc  

toán học cơ bản của hệ DAE, và do đó trong việc lựa chọn một phương pháp số thích hợp. 

Ví dụ 9.3 Thiết kế các lưới điện bằng máy tính liên quan đến việc mô phỏng đặc tính 

của các mạng như thế  theo  thời gian. Mạch điện được lắp ráp từ các thành phần cơ 

bản như điện trở, điốt, cuộn cảm, tụ điện và các nguồn.Các mạch lớn có thể dẫn đến 

các hệ DAE lớn. 

Mạch được đặc trưng bởi các loại linh kiện mà nó có và cách sắp xếp các linh 

kiện đó. Đối với mỗi phần tử, sẽ có một hệ thức giữa độ sụt áp giữa hai nút của phần 

tử với dòng điện. Ví dụ, một điện trở tuyến tính thỏa mãn  định luận  Ohm, 

U = RI 

trong đó U là độ sụt áp, …. là dòng điện (Q là điện tích), và R là điện trở; đối với 

cuộn cảm tuyến tính 

U = LI' 

trong đó L là độ tự cảm, và đối với  một tụ điện tuyến tính 



I     = CU' 

trong đó C là điện dung. Cũng có các phiên bản phi tuyến của những công thức này , 

ví dụ như L = L (I) cho một cuộn cảm được điều khiển bằng dòng  hoặc C = C (U) cho 

một tụ điện được điều khiển bằng áp . 

Mạng bao gồm các nút và các nhánh (nó là một đồ thị định  hướng) và cách 

sắp xếp của nó (topo) có thể được mã hóa bằng  một ma trận liên thuộc A. Lối vào thứ 

(i, j) của A là 1 nếu dòng đi từ nút i vào nhánh  j,-1 nếu dòng đi từ nhánh  j tới nút i, 

và 0 nếu nút i và nhánh j không nằm kề nhau. Vì vậy, A thường lớn và rất thưa. Đặt 

uN  là hàm vector của tất cả các thế  nút, uB là các thế nhánh và iB  là các dòng 

(nhánh).Theo  định luật dòng Kirchoff : 

………………………… (9.11a) 

và theo định luật thế  Kirchoff  

UB = AT uN.  (9.11b) 

Thêm vào đây các phương trình đặc tuyến của các phần tử  đã mô tả trước đó, 

…………………………….  (9.11c) 

chúng ta nhận được DAE rất lớn, thưa thớt điễn hình (thông thường). 

Phương pháp bảng thưa thớt dẫn đến  DAE (9.11) là tổng quát, và có thể viết 

phần mềm để tạo ra các phương trình từ một mô tả chức năng (mô tả hàm)  của mạch, 

nhưng nó không được ưa chuộng trong thực tế bởi vì nó dẫn  đến sự dư thừa  quá 

nhiều ẩn số. Thay vào đó, phương pháp phân tích nút cải biến loại bỏ uB (thông qua 

(9.11b)) và dòng iB , ngoại trừ những dòng qua các thành phần được  điều khiển  điện 

áp (cuộn cảm và nguồn áp). Điều này dẫn đến một DAE lớn, thưa thớt, nhưng nhỏ 

hơn có dạng: 

… … … … … … … … … …                (9.12) 

Ở đây, M có thể kỳ dị(suy biến)  và vẫn còn khá thưa thớt mô tả các yếu tố động lực 

học, f  tương ứng với các thành phần  khác và q  là các nguồn độc lập. 

Chỉ số của (9.12) phụ thuộc vào loại mạch được xét. Trong những ứng dụng thực 

tế, nó thường bằng 0 hoặc 1, nhưng có thể cao hơn. Chỉ số này thường thấp hơn chỉ số 

của (9.11), bởi vì một số ràng buộc  đã  được loại bỏ. Phần mềm tiêu chuẩn đã có tạo 

ra (9.12)  từ một mô tả chức năng (mô tả hàm) . Tuy  nhiên, nếu tiếp tục đưa về một 

ODE tường minh trong trường hợp  M kỳ dị(suy biến)  không phải là một lựa chọn 

thực tế cho hầu hết các mạch lớn, bởi vì sự thưa thớt của M bị phá hủy bởi sự phân 

tích ma trận cần thiết (chẳng hạn như (9.27) dưới đây). 

Một trường hợp cụ thể của một mạch được đưa ra trong Ví dụ 10.3.                

Đối với các ODE giá trị  ban đầu, lý thuyết 1.1 đảm bảo sự tồn tại và duy nhất của nghiệm, và 

sự phụ thuộc liên tục vào dữ liệu ban đầu đối với một lớp các bài toán. Không có định lý nào 



đúng với tính tổng quát như vậy cho các  ODE giá trị biên ( xem chương 1). Cũng không có 

định lý nào đúng cho các DAE tổng quát, mặc dù có một số kết quả yếu hơn loại này. Tất 

nhiên, các DAE giá trị biên cũng không kém phần phức tạp so với các ODE giá trị biên, và sẽ 

không được xem xét thêm trong chương này. 

9.1.1                  Các dạng DAE đặc biệt 

Hệ  DAE tổng quát (9.5) có thể bao gồm các bài toán chưa xác định theo nghĩa toán học, cũng 

như các bài toán sẽ dẫn đến lỗi đối với bất kỳ phương pháp rời rạc hóa trực tiếp nào (tức là 

phương pháp dựa trên sự rời rạc hóa  y  và y' mà không thay đổi lần thứ nhất các phương trình).  

May mắn thay, hầu hết những bài toán chỉ số cao hơn gặp phải trong thực tế có thể được biểu 

diễn như một sự kết hợp  của các cấu trúc ODE chặt chẽ hơn cùng với những ràng buộc. Trong 

những hệ như thế, các biến đại số và vi phân được xác định một cách rõ ràng cũng như đối với  

các DAE chỉ số  cao hơn, và các biến số đại số có thể được loại bỏ (theo nguyên tắc) sử dụng 

cùng một số vi phân. Chúng được gọi là các dạng Hessenberg của DAE và được đưa ra dưới 

đây. 

Hessenberg Chỉ số-1  

…………………………….  (9.13a) 

…………………………. (9.13b) 

Ở đây,  hàm ma trận Jacobi là g z được giả định là không kỳ dị(suy biến)  đối với mọi t. Đây 

cũng thường được gọi là hệ chỉ số-1 bán tường minh. Các  DAE chỉ số 1 bán tường minh  

liên quan rất chặt chẽ với các ODE ẩn. Sử dụng định lý hàm ẩn, về nguyên tắc chúng ta có thể 

giải phương trình để tìm z trong (9.13b). Thay z vào (9.13a) thu được một ODE theo x (mặc 

dù tính duy nhất không được đảm bảo; xem bài tập 9.5). Vì các lý do khác nhau, quy trình này 

không phải lúc nào cũng có thể áp dụng được cho nghiệm số. 

Hessenberg chỉ số -2  

………………… (9.14a) 

………………………               (9.14b) 

Ở đây, tích của Jacobians g x f z không kỳ dị(suy biến)  đối với mọi t. Lưu ý sự vắng mặt của các 

biến số đại số z  từ các ràng buộc (9.14b). Đây là một DAE  chỉ số - 2 thuần và tất cả các biến 

đại số đóng vai trò các biến chỉ số - 2.
3 

Ví dụ 9.4  Một ví dụ thực tế về  một hệ chỉ số 2 thuần nảy sinh từ việc mô hình hóa 

dòng chảy của một chất lỏng không nén được bằng các phương trình Navier -Stokes 

………………………………………… (9.15a) 

………………………………………. (9.15b) 
………………………….. (9.15c) 

Ở đây, chỉ số dưới biểu thị các đạo hàm riêng, x,  y là các biến không gian và t là 

thời gian, u ,   v tương ứng là vận tốc theo hướng  x và y, p là áp suất vô hướng, và v là 



độ nhớt động (đã biết). Các phương trình (9.15a) và (9.15b) là các phương trình 

động lượng, và (9.15c) là điều kiện không nén được . Có thể dễ dàng mở rộng lí luận 

này cho ba biến  không gian. Sau khi rời rạc hóa  không gian cẩn thận  (9.15) với 

một phương pháp sai phân hữu hạn, thể tích hữu hạn hoặc phần tử hữu hạn, các 

vectơ u(t) và p (t) xấp xỉ (u (t, x, y), v((t, x, y)) và p (t,  x, y) trong miền quan tâm thỏa 

mãn  

………………………………….. (9.16a) 

……………………………….(9.16b) 

Trong DAE này,  ma trận khối lượng M là xác định dương  đối xứng . Bỏ qua một số 

chi tiết không tầm thường của sự rời rạc hóa không gian, chúng ta  không chỉ giả 

định rằng cùng một ma trận C xuất hiện trong (9.16a) và (9.16b)  mà còn giả định 

rằng C T M  -1 C là một ma trận không suy biến có ma trận đảo bị chặn. Điều này cho 

ta một DAE chỉ số - 2 dưới dạng Hessenberg. DAE có thể được làm cho  bán tường 

minh bằng cách nhân với M 
-1,

 nhưng sự thưa thớt của các ma trận hệ số của DAE sẽ 

bị mất, trừ khi M là ma trận khối-chéo hóa. Hàm nguồn f xuất phát từ các điều kiện 

biên (không gian). 

Như chúng ta đã biết, thu được một nghiệm áp suất chính xác trong  (9.15) có thể 

là một nhiệm vụ khó khăn. Thường thì biến này được  tính theo một cách  khác bằng 

các phương pháp rời rạc. Ví dụ, một lưới so le có thể được sử dụng trong không gian, 

nơi mà các giá trị áp suất được xét ở các ô giữa và các giá trị vận tốc "nằm" trên các 

cạnh ô. Một phần là do áp suất trong (9.15) là một biến chỉ số hai. Nó có cùng bậc 

trơn (theo thời gian)  như đạo hàm của vận tốc.  Áp suất trong (9.16) sẽ  đóng vai trò 

như biến z chỉ số hai   trong (9. 14). 

Người ta có thể xem xét việc lấy vi phân (9.15c) theo thời gian và thế vào (9.15a, 

9.15b) để thu được một phương trình Poisson  của p với vế phải là một hàm của u và 

v. Nó được gọi là phương trình áp suất- Poisson  - thực sự ma trận C T M 
-1 C ở trên 

có thể được xem như sự rời rạc hóa toán tử  Laplace cộng với các điều kiện biên thích 

hợp và  hệ thu được có chỉ số - 1. Đối với hệ chỉ số-1, sự rời rạc hóa trong không 

gian không còn cần phải được đặt so le, nhưng có một số khó khăn với các điều kiện 

biên có thể xuất hiện. 

Một cách khác để xét các biến chỉ số - 2 giống như áp suất trong (9.16) rút ra từ nhận xét 

như sau:  những DAE này có liên quan chặt chẽ đến các bài toán tối ưu hóa có ràng buộc. Từ 

quan điểm này, p trong (9.16) đóng vai trò như nhân tử Lagrange, nó buộc vận tốc u nằm 

trong đa tạp có ràng buộc được xác định bởi (9.16b). Mối quan hệ giữa các DAE chỉ số cao 

hơn  và các bài toán tối ưu hóa có ràng buộc không ngẫu nhiên; nhiều DAE, gồm cả các 

phương trình Navier-Stokes không nén được, nảy sinh từ các bài toán  biến phân có ràng buộc. 
Ví dụ 9.5. Hãy xét DAE 

…………………………………….(9.17) 

………………………………………………….. 



 

Trong đó λ  là một tham số và tuân theo điều kiện y1 (0) = 2, y 2 (0) = 1 . 

DAE này không phải là dạng bán tường minh. Tuy nhiên, chúng ta có thể dễ 

dàng chuyển đổi nó sang dạng đó bằng chuyển đổi không kỳ dị(suy biến) , hằng số, 

…………………………………………………………………………. 

Được  

………………………………………………………(9.18a) 

………………………………………………………(9.18b) 

………………………………………………………(9.18c) 

………………………………………………………(9.18d) 
Bây giờ, DAE là dạng bán tường minh (9.6), nhưng nó không phải là dạng 

Hessenberg.   Đặc biệt, (9.18c) cho z1 = z1(x); do đó, z1 là biến đại số chỉ số-1 , trong 

khi z2 không thể được loại bỏ mà không lấy  vi phân. Lấy vi phân của (9.18d) và thế 

vào (9.18a) xác nhận rằng, đối với các điều kiện ban đầu  cho trước, z2 có thể được 

loại bỏ về sau. Do đó DAE có chỉ số- 2 và z2 là  biến đại số chỉ số - 2. 

Lưu ý rằng nếu chúng ta tiếp tục thực hiện thay thế  z1  thì  DAE cuối cùng  

………………………………………………… (9.19) 

……………………………………………… 

…………………………………………………… 

là Hessenberg chỉ số - 2. 
 

Hessenberg chỉ số -3  

………………………… (9.20a) 

…………………………………(9 - 20 b) 

…………………………………..  (9.20c) 

ở đây,  tích của ba hàm ma trận hygxfz không kỳ dị(suy biến) . 

Ví dụ 9.6 Các hệ cơ học với liên kết holonom  được mô tả trong ví dụ 1.6 là 

Hessenberg chỉ số -3. Loại DAE này  thường nảy  sinh từ các ODE bậc hai tuân theo 

các ràng buộc. 

Thật vậy, các ODE  mô tả định luật II Newton, là định luật nói về mối quan hệ 

giữa gia tốc của vật và lực . Bởi vì gia tốc là  đạo hàm bậc hai của tọa độ, các ràng 

buộc đối với các tọa độ nói lên rằng hai vi phân phải biến mất trong hệ ODE có ràng 

buộc.          

Cũng như trong trường hợp tổng quát, chỉ số của một DAE Hessenberg được tìm bằng cách 

lấy vi phân. Tuy nhiên, ở đây chỉ cần lấy vi phân những ràng buộc. 



Ví dụ 9.7.  Để minh họa, chúng ta tìm chỉ số của một hệ cơ học đơn giản, con lắc trong 

hệ tọa độ Đề Các ở ví dụ 1.5.Chúng ta sử dụng ký hiệu q cho các tọa độ vị trí và v = 

q' cho các vận tốc. Đầu tiên, DAE được  viết như một hệ bậc nhất. 

…………………… (9.21a) 

………………………. (9.21b) 

……………….. (9.21c) 

……………………… (9.21d) 

………………………(9.21e) 

(Lưu ý rằng λ = λ (t) là một hàm chưa biết và g đã biết, là gia tốc trọng trường). Sau 

đó, ràng buộc vị trí (9.21e) được lấy vi phân một lần, ta được 

…………………………………. 

Thế …  từ (9.21a) và (9.21b) vào, ta thu được công thức ràng buộc cho vận tốc  

………………………………(9.22) 

Lấy vi phân  ràng buộc vận tốc (9.22) và thế q ' vào ta thu được 
…………………………………….. 

Thế v
’  từ (9.21c) và (9.21d), và đơn giản hóa bằng cách  sử dụng ràng buộc vị trí, cho 

ta ràng buộc gia tốc 

…………………………… 

Kết quả là ta thu được λ , thế nó vào (9.21c) và (9.21d) để thu được một ODE 

của q và v. Tuy nhiên, để thu được một phương trình vi phân cho tất  cả các ẩn số, 

chúng ta cần phải lấy vi phân (9.23) một lần nữa, thu được một ODE cho λ  nữa. 

Trong quá trình biến đổi đến  hệ ODE tường minh, các ràng buộc vị trí đã được lấy vi 

phân ba lần. Do đó, chỉ số của hệ này là ba.             

Chỉ số đã được chứng minh là một khái niệm hữu ích trong việc phân loại DAE, để xây 

dựng và xác định (định danh) các phương pháp số thích hợp. Thông thường, không cần thiết 

phải thực hiện những vi phân này để tìm ra chỉ số, bởi vì người ta thấy rằng hầu hết các hệ vật 

lý dẫn đến các hệ  cấu trúc Hessenberg hoặc những sự kết hợp đơn giản của các cấu trúc 

Hessenberg. 

Ví dụ 9.8.  Xét một quả cầu nhỏ khối lượng  1 buộc ở đầu  một lò xo  có độ dài là 1 đang 

đứng yên có hằng số đàn hồi ε
-1

 (độ cứng) , ε> 0. Tại đầu kia của lò xo, vị trí của lò xo 

được cố định tại gốc của một hệ tọa độ phẳng (xem hình  1.2    và tưởng tượng thanh ở 

trong con lắc đơn được thay thế bằng một lò xo).  Tổng động năng và thế năng trong 

hệ này là 
……………………………………………..  



Ở đây, q = (q1, q 2) 
T là các tọa độ Đề Các, v = (V1, V 2)

T
 là các vận tốc (bằng động 

lượng p theo quy ước không có thứ nguyên, đã lấy tỉ lệ của chúng ta), ………………………. 

là chiều dài của lò xo tại bất kỳ thời điểm nào  và g là gia tốc trọng trường đã lấy tỉ 

lệ.Các phương trình chuyển động là(xem lại § 2.5) 

…………………………………………… 

Đây là một ODE. Tiếp theo chúng ta hãy viết hệ tương tự như  một DAE. Định nghĩa 

………………, chúng ta nhận được 

………………………………. 

DAE này là bán tường minh chỉ số -1. Thực sự, nó không khác ODE về phương 

diện ý nghĩa(mặc dù cần phải kiểm soát sai số của λ trong phương pháp  gần đúng 

số).  

Tiếp theo, hãy xem xét những gì sẽ xảy ra khi lò xo rất cứng,gần như là vật rắn, 

tức là ε<<1, Thế thì,chúng ta dự đoán rằng bán kính r thay đổi nhanh xung quanh giá 

trị tĩnh của nó, trong khi góc θ  thay đổi từ từ. Điều này được mô tả trong hình. 9.2. 

Với điều kiện là các điều kiện ban đầu cho ta 

………………………………… 

chúng ta có λ (t) = O (1) để cân bằng phương trình ràng buộc của biểu thức chỉ số - 1. 

Thế thì, thông qua  giới hạn  ε  0 là đơn giản, và chúng ta thu được DAE 

…………………………………………. 

là các phương trình của con lắc đơn ở  ví dụ 1.5 và 9. 7
4
. Đây là một DAE chỉ số 3 

dưới dạng Hessenberg. Không giống như nghiệm ODE  phụ thuộc ε, nghiệm DAE thay 

đổi từ từ! 

□ 

Ví dụ đơn giản ở trên dẫn đến một số nhận xét quan trọng: 

•       Một nguồn DAE phong phú trong thực tế là các hệ giới hạn của các bài toán  ODE 

nhiễu loạn kỳ dị(suy biến) , khi tham số nhỏ có xu hướng tiến đến 0. Nghiệm này thường 

được gọi là nghiệm rút gọn của bài toán nhiễu loạn kỳ dị(suy biến) . 

•       Một DAE chỉ số cao hơn thường đơn giản hơn, hoặc là sự đơn giản hóa của,  một 

ODE hoặc DAE chỉ số thấp hơn. Trong Ví dụ 9.8, DAE chỉ số - 3 thường dễ giải hơn so 

với ODE ban đầu (hoặc DAE chỉ số - 1) khi ε nhỏ. 



•       Về mặt ý nghĩa, một DAE có thể rất giống với  một DAE khác có chỉ số khác nó. Vì 

thế, một lý thuyết ổn định định lượng  hơn không chỉ đề cập đến chỉ số  DAE mà còn đến 

các yếu tố khác là cần thiết cho một bức tranh hoàn chỉnh hơn. 

 
  

 

 
 

 

  

 

 

  



Hình 9.2: Con lắc lò xo cứng,  ε = 10 
-3

 , các điều kiện ban đầu q (0) = (1 - ε 1/4 , 0)T , v (0) = 

0. 

Lời khuyên cho  người đọc:  Dưới đây chúng ta tiếp tục thảo luận về các 

tính chất của chỉ số DAE, và sự ổn định của DAE. Kết luận ở cuối của § 9.1.2 là 

quan trọng trong thực tế, nhưng có thể bỏ qua nó, ít nhất là ở lần đọc thứ nhất, mà 

vẫn hiểu được các kiến thức ở § 9.2. 

Chữ tô xanh: nghĩa tương đương, để diễn giải cho từ trước đó  

Chữ tô xanh: nghĩa thay thế, chọn từ trước hoặc chọn từ này  

Chữ tô đỏ: dịch từ bản gốc nhưng thấy hơi lạ, không chắc chắn 

Chữ tô vàng: tiếng anh trong bản gốc  

9.1.2  Tính ổn định của DAE  

Example 9.2 suggests that the index is a local quantity, to be measured about an isolated exact 

solution. Thus, we next consider perturbations in linear DAEs and their relationship to the index 

and to stability constants. For a nonlinear problem we form the variational problem about an 

exact solution and its perturbations, and define the index locally based on the index of this linear 

problem. As in §6.2 we note that for a linear problem the objective is to bound the solution in 

terms of the data (the inhomogeneities). The same bound then holds for a perturbation to the 

solution when the inhomogeneities are replaced by their perturbations. (See the exposition 

following (6.14).) For the linear ODE system 

Ví dụ 9.2 cho thấy chỉ số là một đại lượng cục bộ, được đo quanh nghiệm chính xác cô lập. Vì 

vậy, tiếp theo, chúng ta xét các nhiễu loạn trong các DAE tuyến tính và mối quan hệ của chúng 

với chỉ số và các hằng số ổn định. Đối với một bài toán phi tuyến, chúng ta xây dựng một bài 

toán biến phân quanh nghiệm chính xác và các nhiễu loạn của nó, và xác định chỉ số một cách 

cục bộ dựa trên chỉ số của bài toán tuyến tính này. Cũng như trong § 6.2, chúng ta lưu ý rằng 

đối với một bài toán tuyến tính, mục tiêu là tìm cận cho nghiệm (hay ràng buộc nghiệm) theo dữ 

liệu (không đồng nhất). Thế thì, cận tương tự (hay ràng buộc tương tự ) cũng đúng cho nhiễu 

loạn của nghiệm khi các nghiệm không đồng nhất được thay thế bởi nhiễu loạn của chúng. 

(Xem phần trình bày tiếp theo (6.14).) Đối với hệ ODE tuyến tính 

y'= A (t) y + q (t), 0 < t  < b  

subject to homogeneous initial or boundary conditions, we can transform the independent 

variable by T  = T / B  for any large B .  Let us assume that this has been done and take 6 = 1. We 

have seen in §2.3 and in §6.2 that the following stability bound holds: 



thỏa mãn các điều kiện  ban đầu hoặc biên đồng nhất, chúng ta có thể biến đổi biến độc lập bằng 

cách đặt … đối với bất kỳ b  l ớ n  nà o .  Giả sử rằng điều này được thực hiện và chọn b = 1. 

Trong § 2.3 và § 6.2, chúng ta đã thấy  rằng cận ổn định  (hay ràng buộc ổn định -stability 

bound) sau đây đúng: 

             ……………………   (9.24) 
5
 Đối với các DAE chỉ số-1 tầm thường  

y = q (t) 

chúng ta có cận (hay ràng buộc-bound) hơi yếu hơn (9.24), cụ thể là 

……………….. 

(Yếu hơn bởi vì chuẩn cực đại, chứ không phải chuẩm L1, phải được sử dụng cho q). Đối với 

DAE chỉ số 1 bán tường minh 

……………………………………. 

ở đây A, B, C , D là các hàm bị chặn theo  t và với D bị chặn khả nghịch, chúng ta thu được 

kết quả tương tự, 

…………………………………………………… 

y
T
 = (x

T ,
 z

T) ,
 q

T 
= …….Hằng số ổn định chung…. liên quan đến các cận (hay ràng buộc) trên 

D
-1

, cũng như hằng số ổn định của ODE cơ bản đối với x,  một khi z  trong (9.25b) được thế 

vào trong (9.25a). Thực sự, cận (hay ràng buộc) này có thể được tinh chỉnh thành 

………………………………. 

Đối với DAE tuyến tính chỉ số 1 tổng quát
6
 

 

 ………………………….(9.26) 

vẫn với các điều kiện ban đầu hoặc biên đồng nhất, chúng ta có thể phân tích E(t) thành 

……………………………………………………..(9.27) 

T và S là các hàm ma trận không suy biến với số điều kiện có cận đồng đều (hay số điều kiện có 

ràng buộc đồng đều). Thế thì phép đổi biến 

 
  

trong đó x có kích thước của khối đồng nhất (khối đơn vị) trong (9.27) mang lại một hệ bán 

tường minh (9.25). Do đó, một lần nữa, chúng ta thu được ước tính (tất nhiên, giả sử rằng bài 

toán ODE cơ bản ổn định) 

………………………………... 



ở đây số điều kiện của các biến đổi cũng được gộp vào  hằng số ổn định…………….. 

Tóm lại, đối với một bài toán chỉ số 1 tuyến tính, nếu 

•       nó có thể được chuyển thành hệ bán tường minh (mà không lấy vi phân), và từ đó 

được chuyển thành ODE bằng cách khử các biến đại số, 

•       tất cả các biến đổi được đặt điều kiện phù hợp, 

•       bài toán ODE thu được ổn định, 

Thì bài toán DAE chỉ số 1 cũng ổn định theo nghĩa thông thường. Bài tập 9.7 làm cho phát biểu 

này chính xác. 

Đối với các bài toán chỉ số cao hơn, ít nhất chúng ta cũng phải lấy vi phân một số phương 

trình. Đối với một DAE chỉ số-p, chúng ta cần p - 1 lần vi phân để được một DAE chỉ số 1, do 

đó chúng ta có thể hi vọng  cận (ràng buộc) “ổn định”  có dạng 

(9.28) 

May mắn thay, đối với một DAE dạng Hessenberg, biểu thức này được cải thiện hơn đôi chút. 

Đặc biệt, đối với một  DAE  Hessenberg chỉ số 2 dạng (9.25) với…… và CB không suy biến 

(không kỳ dị) chúng ta có 

……………………………(9.29) 

Tất cả những điều này cho thấy rằng việc rời rạc hóa số trực tiếp các DAE chỉ số cao không tầm 

thường ngoài Hessenberg chỉ số 2 có thể gặp những khó khăn nghiêm trọng. Trong chương tiếp 

theo, chúng ta sẽ thấy rằng thực sự, điều này đúng. 

9.2                   Làm giảm chỉ số và sự ổn định: ODE với bất biến 

Often, the best way to solve a high index DAE problem is to first convert it to a lower index 

system by carrying out differentiations analytically. In this section we describe some of the 

techniques which are available for reformulation of a higher-index, semi-explicit DAE (9.6), 

where differentiations are applied to the constraint equations (9.6b). The essential concept here 

is that the DAE is equivalent to an ODE with an invariant. For an index-(p +1) DAE in 

Hessenberg form with m ODEs and I constraints, recall that we need p differentiations in order 

to eliminate the algebraic variables and obtain an ODE system of size m in closed form. The 

equations (9.6b), together with their first p— 1 derivatives (with z(t)  eliminated), form an 

invariant set defined by pi algebraic constraints. One can consider using these algebraic 

constraints at each t in order to define a smaller set of rri —pi unknowns. The differential 

equations for the smaller set of unknowns then describe the dynamics while enforcing the 

constraints. This yields an ODE on a manifold  and is further discussed in §9.2.3. Since the 

dimension of the constraint manifold is pi, the true dimension (i.e. the number of degrees of 

freedom) of the entire system is m — pi, as discussed in the previous section. 

Thông thường, cách tốt nhất để giải một bài toán DAE chỉ số cao  là trước hết chuyển nó về hệ 

chỉ số thấp hơn bằng cách thực hiện vi phân theo phương pháp giải tích. Trong phần này,chúng 



ta mô tả một số kỹ thuật có sẵn để phát biểu lại DAE bán tường minh, chỉ số cao (9.6), ở đây 

các vi phân được áp dụng cho các phương trình ràng buộc (9.6b). Ý tưởng cơ bản ở đây là DAE 

tương đương với một ODE cùng với một bất biến.  Đối với một DAE chỉ số (p +1) dưới dạng 

Hessenberg với m ODE và l ràng buộc, nhớ rằng chúng ta cần p lần lấy vi phân để loại bỏ các 

biến đại số và thu được một hệ ODE kích thước m dưới dạng đóng. Phương trình (9.6b), cùng 

với p-1 đạo hàm đầu tiên của chúng (với z (t) được loại bỏ), tạo thành một tập hợp bất biến 

được xác định bởi pl ràng buộc đại số.Người ta có thể xem xét việc sử dụng các ràng buộc đại 

số tại mỗi t để xác định một tập hợp m-pl ẩn nhỏ hơn. Thế thì, các phương trình vi phân cho 

mỗi tập hợp ẩn nhỏ hơn mô tả động học trong khi thực thi các ràng buộc. Điều này mang lại 

một ODE trên đa tạp và được tiếp tục thảo luận thêm trong § 9.2.3. Bởi vì kích thước của đa 

tạp ràng buộc là pl, kích thước thực sự (tức là số bậc tự do) của toàn bộ hệ là m - pl, như được 

thảo luận trong phần trước. 

Trong phần trình bày tiếp theo, chúng ta dùng các hệ cơ học có ràng buộc như một trường 

hợp để nghiên cứu  các DAE chỉ số cao hơn dưới dạng Hessenberg. Trong thực tế, các bài toán 

thuộc loại quan trọng này thường được giải bằng các phương pháp được đề cập ở phần này. Các 

nguyên tắc chung để phát biểu lại (xây dựng lại) các hệ DAE cũng rất hữu ích trong nhiều ứng 

dụng khác. 

9.2.1                 Phát biểu lại các DAE chỉ số cao  

Nhớ lại hệ cơ khí ở ví dụ 1.6, 

………………………… 

where Q  are generalized body positions, V  are generalized velocities, A  G  are Lagrange 

multiplier functions, G ( Q )  G 3^ defines the holonomic constraints, G = G Q  is assumed to have 

full row rank at each t, M is a positive definite generalized mass matrix and F  are the applied 

forces. Any explicit dependence on t is omitted for notational simplicity, but of course all the 

quantities above are functions of t. We also denote 

trong đó  q  là các tọa độ suy rộng, v  là vận tốc suy rộng,… là các hàm nhân tử Lagrange, 

….xác định các ràng buộc holonom, G = gq  được giả sử là có hạng theo hàng đầy đủ tại mỗi t, 

M là  ma trận khối lượng tổng quát hóa xác định dương và f là các lực tác dụng. Để đơn giản về 

mặt kí hiệu, chúng ta bỏ qua sự phụ thuộc tường minh vào t, nhưng tất nhiên tất cả các đại 

lượng trên là các hàm theo t. Chúng ta cũng kí hiệu 

………………………………………………… 

tương ứng với các ký hiệu trong (9.6). 

Bây giờ chúng ta áp dụng hai vi phân cho ràng buộc vị trí (9.30c). Vi phân thứ nhất mang 

lại ràng buộc về mức vận tốc 

…………………….. (9.31) 

và vi phân thứ hai mang lại ràng buộc về mức gia tốc 



.........................................(9.32) 

Tiếp theo, nhân (9.30b) với GM
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 và thế (9.32) vào để rút ra ….:  

…………………………(9.33) 

Cuối cùng, … từ (9.33) có thể được thế vào (9.30b) để mang lại một ODE đối với x,   

………………………………………. 

Trong thực tế, chúng ta có thể muốn giữ  (9.34b) ở dạng tương đương (9.30b), (9.32), miễn là 

có thể và không bao giờ ước tính hàm ma trận ….(tức là, chỉ đánh giá tích của nó với v). 

Hệ ODE (9.34) có kích thước m và là kết quả của việc làm giảm hệ số không ổn định. Các 

ràng buộc về mức vị trí và vận tốc, để bổ sung cho ODE này, xác định một tập hợp bất biến 

kích thước 2l 

……………………………………………………………(9.35) 

Vì vậy, bất kỳ nghiệm nào của hệ ODE lớn hơn (9.34) với các giá trị ban đầu phù hợp, tức là 

với giá trị ban đầu thỏa mãn h(x (0))  = 0,  thỏa mãn h (x ( t) )  = 0  ở tất cả các lần sau. 

Chúng ta kí hiệu ma trận Jacobi ràng buộc 

H = hx (9.36) 

và lưu ý rằng đối với hệ cơ học (9.30), 

………………….(9.37) 

có hạng theo hàng đầy đủ 21. Bị hạn chế bởi đa tạp ràng buộc, ODE có kích thước m - 2 l, đó là 

kích thước chính xác của DAE (9.30). 

Ví dụ 9 .9  Đối với DAE (9.21) ở  ví dụ 9.7 chúng ta thay thế 

…………………………….. 

để thu được ODE tương ứng với (9.34), 

………………………………. .  

và các phương trình bất biến tương ứng (9.35),  

……………………………………………… 

□ 

9.2.2                  Các ODE cùng với các bất biến 

Differential systems with invariants arise frequently in various applications, not only as a result 

of index reduction in DAEs. The invariant might represent conservation of energy, momentum 

or mass in a physical system. The ODE system in Example 9.8 has the invariant that the energy 

is constant in t, as is typical for Hamiltonian systems. Recall also Exercises 4.16-4.17. 



Các hệ vi phân với các bất biến thường xuyên xuất hiện trong các ứng dụng khác nhau, chứ 

không phải chỉ xuất hiện khi giảm chỉ số của các DAE. Các bất biến có thể đại điện cho sự bảo 

toàn năng lượng, động lượng hoặc khối lượng trong một hệ vật lý. Hệ ODE trong Ví dụ 9.8 có 

bất biến trong đó năng lượng không đổi theo t, là một điển hình cho các hệ Hamilton. Xem lại 

các bài tập 4.16-4.17. 

Mối quan hệ giữa các DAE và các ODE với các bất biến là hai mặt. Không chỉ việc làm 

giảm chỉ số của DAE dẫn đến một ODE với một bất biến, mà một ODE với một bất biến 

……………………….. 

tương đương với DAE Hessenberg chỉ số 2  

……………………………… 

Here D(x) is any bounded matrix function such that E[D, where E[ = H X ,  is boundedly 

invertible for all t. The systems (9.38) and (9.39) have the same solutions for X ( T ) .  The exact 

solution of (9.39) gives Z (t)  =  0 ,  but this is no longer true in general for a numerical 

discretization of this system. Note that the DAE (9.39) is not the same as the original DAE 

(9.30) in case that the latter is the source of the system (9.38). The choice of the matrix function 

D in (9.39) defines the direction of the projection onto the constraint manifold. A common 

choice is D = i/
T
, which yields an orthogonal projection. 1 

Ở đây D (x)  là bất kỳ hàm ma trận bị chặn sao cho HD, trong đó H = h x ,  bị chặn khả nghịch 

đối với mọi t. Các hệ (9.38) và (9.39) có cùng nghiệm đối với x(t) .  Nghiệm chính xác của 

(9.39) cho z  (t)  = 0,  nhưng nói chung, điều này không còn đúng nữa khi rời rạc hóa số hệ này. 

Lưu ý rằng DAE (9.39) không giống như DAE ban đầu (9.30) trong trường hợp đó cái sau là 

nguồn của hệ (9.38). Việc lựa chọn các hàm ma trận D trong (9.39) xác định hướng chiếu trên 

đa tạp ràng buộc. Một sự lựa chọn phổ biến là D = H
T
, mang lại một phép chiếu trực giao.
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Indeed, there are applications where simply integrating the ODE is a perfectly valid and 

useful approach. The numerical solution does not precisely satisfy the constraints then, but it is 

close to satisfying (9.38b) within the integration tolerance. But in other applications the 

invariant cannot simply be ignored. This is the case when there are special reasons for insisting 

that the error in (9.38b) be much smaller than the error in (9.38a), or when the problem is more 

stable on the manifold than off it. 

Thật vậy, có những ứng dụng mà việc lấy tích phân ODE là một phương pháp hoàn toàn có 

giá trị và hữu dụng. Nghiệm số không thỏa mãn các ràng buộc một cách chính xác, nhưng nó 

gần thỏa mãn (9.38b) trong phạm vi lấy tích phân. Nhưng trong các ứng dụng khác, không thể 

bỏ qua các bất biến. Điều này đúng khi có những lí do đặc biệt để nhấn mạnh rằng  sai số trong 

(9.38b) nhỏ hơn nhiều so với các sai số trong (9.38a), hoặc khi bài toán ổn định hơn trên đa tạp 

ngoài nó. 

Lý do thứ hai được áp dụng trong trường hợp làm giảm chỉ số DAE. Để thấy điều này, hãy 

tưởng tượng một phép đổi biến không suy biến (không kỳ dị) 

                                                
1
Note that in the case of mechanical systems (9.37) we would like to avoid the lower left block of H  if 

at all possible, see Exercise 9.10. 



……………………………………………………… 

Sao cho… trực giao với G 
T
. Bây giờ, vi phân của các ràng buộc, tức là (9.32), cho ta 

…………………………………….. 

and this equation has a double eigenvalue 0. This indicates a mild instability, because if ip(0)  = 

e, ^(0 ) = 0  and i\)" = 0 , then ip(t)  = 0.5et
2
, i.e. perturbations grow quadratically in time. The 

instability, known as a drift off the constraint manifold, is a result of the differentiations  

(i.e., it is not present in the original DAE, hence not in the equivalent ODE restricted to the 

manifold). 

và phương trình này có trị riêng kép bằng 0. Điều này cho thấy một sự bất ổn định nhẹ, bởi vì 

nếu…………., thì …………tức là nhiễu loạn tăng theo bình phương của thời gian.Sự bất ổn 

định, được gọi là trôi vào đa tạp ràng buộc, là kết quả của việc lấy vi phân (tức là, nó không 

hiện diện trong DAE ban đầu, do đó không hiện diện trong ODE tương đương chịu ràng buộc 

của đa tạp). 

Thay vì chuyển ODE sang DAE, kèm theo bất lợi là chúng ta phải giải DAE cuối cùng, 

chúng ta có thể xét sự ổn định, hoặc sự suy giảm ODE (9.38a) đối với tập hợp bất biến 

………….ODE 

………………………………….. 

rõ ràng có các nghiệm tương tự như (9.38a) trên … (Tức là khi h (x)  = 0) .  Nó cũng có các 

đặc tính ổn định mong muốn nếu HF xác định dương và tham số dương…đủ lớn. Trong thực 

tế, chúng ta có thể dễ dàng áp dụng một đối số loại Lyapunov (xem bài tập 2.3-2.4) để thu được 

……………………………….. 

ở đây… là một hằng số, sao cho nếu dùng chuẩn vector Euclide, 

…………………..  

cho tất cả x gần… và … là trị riêng nhỏ nhất của hàm ma trận xác định dương HF. 

Vì thế, dẫn đến sự ổn định tiệm cận của đa tạp ràng buộc cho bất kỳ …...Điều này có nghĩa 

là bất kỳ quỹ đạo nào của (9.40) bắt đầu từ một giá trị ban đầu nào đó gần… sẽ có xu hướng 

thỏa mãn các ràng buộc, tức là hướng tới đa tạp. Hơn nữa, sự suy giảm này là đơn điệu: 

……………………………….. 

Đối với bất kỳ …... 

Để biết được giá trị của …và.., chú ý rằng thường thì …. trong (9.41), trong trường hợp đó, 

bất biến được gọi là một bất biến tích phân. (Bởi vì đối với bất kỳ x(t)  nào gần … thỏa mãn 

(9.38a), suy ra rằng …,  do đó h(x(t))  là hằng số). Đối với hệ cơ học (9.30), có thể chứng 

minh rằng….(Bài tập 9.8). Tuơng tự, nếu chúng ta chọn 



……………….. 
trong đó D (x)  như trong (9.39), thì HF=I, vì thế ….. 

Nếu hệ không cứng thì (9.40) có thể được lấy tích phân bằng một phương pháp tường minh 

từ họ Runge-Kutta hoặc Adams, thường nhanh hơn so với các phương pháp ẩn của § 10.1. 

Example 9.10 We consider again the simple pendulum in Cartesian coordinates and 

apply the M A T L A B  standard I V P  solver to the ODE of Example 9.9. Starting from  

q(0) = (I,0)
T
, v(0) = (0,—5)

r
, the solver is accurate enough and the problem simple 

enough, that the unit circle is obtained in the q-phase space to at least 4 significant 

digits. Then we repeat the calculations from the starting points  q(0) = (f,=b.5)
r
 and 

the same v(0). The resulting curves are depicted in Fig. 9.3(a)



 

Ví dụ 9.10 Chúng ta khảo sát lại trường hợp con lắc đơn trong hệ tọa  độ Đề Các và áp dụng 

chương trình giải IVP tiêu chuẩn  MATLAB  cho ODE ở ví dụ 9.9. Bắt đầu từ  ……, chương trình giải 

đủ chính xác và bài toán đủ đơn giản, đường tròn đơn vị thu được trong  không gian pha q với ít nhất 4 

chữ số có nghĩa. Thế thì, chúng ta lặp lại các tính toán từ những điểm ban đầu ….và cùng v(0). 

Các đường cong cuối cùng được mô tả trong hình. 9.3 (a).  

 

 
 

 
 

 

  

 

 
Hình 9.3: Các nghiệm bị nhiễu(đường nét đứt) và không bị nhiễu (đường liền nét) trong ví dụ 9.9. 

Tiếp theo chúng ta sửa đổi ODE theo (9.40), với 

………………………….. 



and 7  =  1 0 ,  and repeat these integrations. The results are depicted in Fig. 9.3(b). Of course, for 

the starting values which do not satisfy |q(0)12  = I, the exact solution of the stabilized ODE is 

different from- the original, but the Figure clearly indicates how the unit circle becomes 

attractive for the latter ODE system, even when the initial values are significantly perturbed. □  

và ….., và lặp lại các tích phân này.Các kết quả được mô tả trong hình. 9.3 (b). Tất nhiên, đối với 
các giá trị ban đầu không thỏa mãn  ….., nghiệm chính xác của ODE ổn định khác với ODE ban 
đầu, nhưng rõ ràng hình vẽ cho thấy đường tròn đơn vị trở nên hấp dẫn như thế nào trong hệ ODE 
sau, thậm chí ngay cả khi các giá trị ban đầu  bị nhiễu đáng kể . □ 

Một trong những phương pháp ổn định đầu tiên được đề xuất trong tài liệu là của J. Baumgarte. Trong 

phương pháp này, ràng buộc mức gia tốc được thay bằng tổ hợp tuyến tính của các ràng buộc mức gia tốc, vận 

tốc và vị trí: 

… … … … … … … … … …
 

Các tham số .. và … được chọn sao cho phương trình đa thức 

…………………………… 

có hai nghiệm âm; Như vậy ODE (9.43) đối với g  ổn định.Điều này ổn định tập hợp bất biến…. Các hệ 

(9.30a) (9.30b) và (9,43) là DAE chỉ số 1 bán tường minh. Nó có thể được chuyển thành ODE bằng cách 

khử….,  và được giải bằng các phương pháp số tiêu chuẩn. Nhưng sự lựa chọn các tham số trong thực tế gặp 

khó khăn. Bài tập 9.11 và § 10.2 sẽ đề cập đến vấn đề này chi tiết hơn. 

9.2.3                  Phát biểu không gian trạng thái  

The differentiations of the constraints of the givenhigh-index DAE (9.30) 

yield an ODE (9.34)with an inflated dimension, as we have seen. Even 

though the number of degrees of freedom of the system is m — 21, we have in (9.34) m ODEs, and in (9.35) 

an additional 21 algebraic equations. Rather than stabilizing the invariant, another approach is to use these 

algebraic equations to define a reduced set of unknowns, obtaining an ODE system of the minimal size m — 

21. The main difficulty with this idea arises in the presence of highly nonlinear terms. 

Suppose that R is a rectangular, constant matrix such that, together with the constraint Jacobian G, we 

obtain a nonsingular matrix with a bounded inverse 

Vi phân các ràng buộc của  DAE chỉ số cao cho trước (9.30) mang lại một ODE (9.34) với số chiều tăng, như 

chúng ta đã thấy. Mặc dù số bậc tự do của hệ là m - 21, trong (9.34), chúng ta có m ODE , và trong (9.35) có 

thêm 21 phương trình đại số.Thay vì ổn định hóa bất biến, một cách tiếp cận khác là sử dụng các phương trình 

đại số này để xác định một tập hợp rút gọn các biến, thu được một hệ ODE kích thước tối thiểu m- 21. Khó 

khăn chính với ý tưởng này là sự phát sinh các số hạng phi tuyến cao. 

Giả sử rằng R là một ma trận hằng số chữ nhật sao cho, cùng với Jacobian ràng buộc G, chúng ta thu được 

ma trận không suy biến với một nghịch đảo có cận: 

…………………………. 

Định nghĩa một phép đổi biến 



………………………………. 

chúng ta nhận được 

……………………………….. 

Bây giờ chúng ta có thể sử dụng các ràng buộc để xác định tập hợp bất biến, nghĩa là g(q) = 0  và Gv = 0,  để 

biểu diễn w như một hàm theo u,  và vì thế q  theo u.Thế thì, qua việc nhân phương trình chuyển động với R, 

đối với u,  chúng ta thu được ODE cơ bản kích thướt m-2l (khi được chuyển sang hệ bậc nhất), 

…………………..  

trong đó …  được cho bởi (9.33). 

There are two popular choices for R. The hrst is such that the unknowns U  form a subset of the original 

Q ,  i.e., the columns of R are either unit vectors or 0 .  This has the advantage of simplicity. Note, however, 

that we cannot expect in general that one such choice of R will be good for all t, in the sense that (9.44) will 

remain valid with a moderate constant K. This coordinate partitioning  has to be monitored and modified as 

necessary. The other choice is to make R orthogonal to M~
1
G

T
. This eliminates A  in (9.46), but introduces 

additional complications into the calculation due to the varying R. 

Có hai lựa chọn phổ biến cho R. Thứ nhất là sao cho các ẩn u tạo thành một tập hợp con của q ban đầu ,  

nghĩa là, các cột của R hoặc là các vector đơn vị hoặc 0.Điều này có ưu điểm là đơn giản. Tuy nhiên, cần chú 

ý rằng trong trường hợp tổng quát, chúng ta không thể hi vọng rằng một sự lựa chọn R như thế sẽ tốt đối với 

mọi t, theo nghĩa (9.44) sẽ vẫn còn hiệu lực với một hằng số K vừa phải. Sự phân vùng tọa độ này phải 

được theo dõi và sửa đổi khi cần thiết. Một lựa chọn khác là làm cho R trực giao với …. Điều này khử… 

trong (9.46), nhưng làm cho việc tính toán phức tạp thêm do R thay đổi. 

The attraction of this approach is the small ODE system that is obtained and the elimination of any drift 

off the constraint manifold. On the negative side, this approach involves a somewhat messier algebra and is 

less transparent. The transformation non-singularity (9.44) must be monitored and any wrinkle in the 

constraint manifold might have to be fully reflected here, even if it could be otherwise ignored. 

Sự hấp dẫn của phương pháp này là thu được hệ ODE nhỏ và loại bỏ bất kỳ sự trôi vào (đi vào) đa tạp 

ràng buộc nào. Nhược điểm của phương pháp này là liên quan đến đại số hơi lộn xộn và kém rõ ràng. Chuyển 

đổi không kỳ dị( không suy biến)  (9.44) phải được theo dõi và bất kỳ nếp gợn (wrinkle) nào trong đa tạp ràng 

buộc cũng có thể được phản ánh đầy đủ ở đây, ngay cả khi nó có thể được bỏ qua. 

9.3                  Mô hình hóa với các DAE 

The closing decades of the 20th century have seen many scientists recognize that their mathematical models 

are in fact instances of DAEs. Such a recognition has often carried with it the benefit of affording a new, 

sometimes revealing, computational look at the old problem. 

Những thập niên cuối của thế kỷ 20 đã chứng kiến sự kiện nhiều nhà khoa học nhận ra rằng các mô hình toán 

học của họ là các trường hợp của các DAE. Lợi ích của việc này là mang đến những cái mới, đôi khi hé lộ ra 

những cái nhìn mới về các bài toán cũ ở khía cạnh tính toán. 



Note, however, that whereas a sensible formulation of a mathematical model as an initial value ODE is 

typically followed simply by its numerical solution using some appropriate code, DAE formulations may 

require more user attention and intervention, combining the processes of problem formulation and numerical 

solution. Since high index DAEs are all unstable, we know already before advancing to Chapter 10 that 

attempting to discretize them directly may adversely affect the resulting numerical scheme. The re-

formulations of the problem discussed in the previous section are done with numerical implementations in 

mind. In the extreme, a DAE would be converted to an ODE, but bear in mind that this may be cumbersome to 

carry out and costly to work with. 

Tuy nhiên, cần chú ý rằng trong khi việc xây dựng công thức đúng đắn của một mô hình toán học như một 

ODE giá trị ban đầu thường được suy ra đơn giản bằng nghiệm số của nó bằng cách sử dụng mã thích hợp nào 

đó, việc xây dựng công thức DAE đòi hỏi người dùng phải chú ý và can thiệp vào nhiều hơn, kết hợp các quá 

trình xây dựng công thức của bài toán và nghiệm số. Bởi vì tất cả các DAE chỉ số cao đều không ổn định, 

chúng ta đã biết trước khi học đến chương 10 rằng việc cố gắng rời rạc hóa chúng trực tiếp có thể ảnh hưởng 

tiêu cực đến sơ đồ số cuối cùng.Việc phát biểu lại bài toán được thảo luận trong phần trước được thực hiện với 

việc thực thi số trong đầu.Trong những trường hợp đặc biệt, DAE sẽ được chuyển sang một ODE, nhưng nhớ 

rằng việc này rất rườm rà và tốn kém. 

Consider a DAE system and its various index reductions and reformulations studied in §9.2. The exact 

solution satisfies all such equations, but numerical discretizations generally result in nonzero residuals. When 

a semiexplicit DAE such as (9.6) is discretized and solved numerically, it is automatically assumed that the 

ODE (9.6a) will be solved approximately while the algebraic constraints will be satisfied (almost) exactly. The 

residual in (9.6b) is essentially set to 0 ,  while that of (9.6a) is only kept small (at the level of the truncation 

error). The relative importance of these residuals changes when index reduction is applied prior to 

discretization. 

 

Hãy xét một hệ DAE và các phương pháp giảm chỉ số cũng như  các phát biểu lại của nó được nghiên cứu 

trong § 9.2. Nghiệm chính xác thỏa mãn tất cả các phương trình như vậy, nhưng nói chung sự rời rạc hóa số 

dẫn đến các số dư (thặng dư) khác không. Khi DAE bán tường minh như (9.6) được rời rạc hóa và được giải 

bằng phương pháp số, người ta tự động giả định rằng ODE (9.6a) sẽ được giải một cách gần đúng trong khi 

các ràng buộc đại số sẽ được thỏa mãn (gần như) chính xác. Về cơ bản, số dư (thặng dư) trong (9.6b) được 

cho bằng 0,  trong khi đó số dư (thặng dư) của (9.6a) được giữ cho nhỏ (ở cấp độ sai số chặt cụt [sai số làm 

tròn]).Tầm quan trọng tương đối của những số dư (thặng dư) này thay đổi khi việc làm giảm chỉ số được áp 

dụng trước khi rời rạc hóa. 

The situation is similar for an ODE with an invariant (9.38). Once a particular formulation is discretized, a 

greater importance is placed on the constraints than on the ODE, in the sense described above. 

Tình hình cũng tương tự cho ODE với một bất biến (9.38). Khi một công thức cụ thể được rời rạc hóa, thì 

các ràng buộc quan trọng hơn ODE, theo nghĩa được mô tả ở trên. 

Satisfying the constraints (including the hidden ones) exactly is in some instances precisely what one 

wants, and in most other cases it provides a helpful (e.g. stabilizing), or at least harmless, emphasis. State 

space methods (§9.2.3) tacitly assume that this constraint satisfaction is indeed desired, and they provide no 

alternative for when this is not the case. 

Trong một số trường hợp, thỏa mãn các ràng buộc (bao gồm cả những ràng buộc ẩn) một cách chính xác 

là những gì người ta muốn, và trong hầu hết các trường hợp khác, nó đem lại sự nhấn mạnh có ích (ví dụ như 

ổn định), hoặc ít nhất là vô hại. Phương pháp không gian trạng thái (§ 9.2.3) mặc nhiên cho rằng sự thỏa mãn 

ràng buộc này thực sự là đáng quan tâm, và chúng không đưa ra cách thức xử lí khác khi giả thuyết này không 

đúng. 



Yet, there are also instances where such an emphasis is at odds with the natural flow of the ODE. In such 

cases one may be better off not to insist on satisfying constraints too accurately. Such examples arise when we 

apply the method of lines (Example 1.3) for a PDE, allowing the spatial mesh points to be functions of time 

and attempting to move them as the integration in time proceeds as part of the solution process in order to 

meet some error equidis- tribution criteria which are formulated as algebraic equations (this is called a moving 

mesh method). The emphasis may then be wrongly placed, because obtaining an accurate solution to the PDE 

is more important than satisfying a precise mesh distribution criterion. One is better off using the DAE to 

devise other, clever moving mesh schemes, instead of solving it directly. Rather than dwelling on this further, 

we give another such example. 

Tuy nhiên, cũng có những trường hợp mà sự nhấn mạnh như thế trái ngược với dòng chảy tự nhiên của 

ODE. Trong trường hợp này, tốt hơn chúng ta không nên khẳng định sự thỏa mãn ràng buộc quá chính xác 

nữa. Những trường hợp như vậy xuất hiện khi chúng ta áp dụng phương pháp đường thẳng (Ví dụ 1.3) cho 

một PDE, cho phép các điểm lưới không gian như hàm theo thời gian và cố gắng di chuyển chúng khi lấy tích 

phân trong diễn biến thời gian như một phần của quá trình giải để thỏa mãn một số tiêu chuẩn phân bố tương 

đương sai số được phát biểu như các phương trình đại số (đây được gọi là phương pháp lưới di chuyển).Thế 

thì, việc nhấn mạnh có thể được đặt sai, bởi vì thu được một nghiệm chính xác cho PDE quan trọng hơn thỏa 

mãn một tiêu chuẩn phân bố lưới chính xác. Chúng ta nên dùng DAE để nghĩ ra những cái khác, di chuyển 

khéo léo các sơ đồ lưới, thay vì giải nó trực tiếp. Thay vì dừng lại ở đây lâu hơn nữa, chúng ta hãy xét một ví 

dụ. 

Ví dụ 9 .11  Hãy nhớ lại ở§  2.5 Hamilton
8
e (q, v)  không đổi trong một hệ Hamilton  

………………………………… 

e (q, v)  không phụ thuộc tường minh vào thời gian t.Vì vậy, hệ ODE này có bất biến  

……………………………. 

Hệ này là có dạng (9.38). Để thực thi việc bảo toàn bất biến (bảo toàn năng lượng) (để làm cho 

bảo toàn bất biến-bảo toàn năng lượng có hiệu lực),  chúng ta có thể viết nó như một DAE chỉ số -2 

Hessenberg (9.39) với D=H
T.

. Ta được 

……………………………. 

Lưu ý rằng DAE có bậc tự do nhỏ hơn so với ODE ban đầu. Thỉnh thoảng việc ổn định hóa nghiệm 

đối với bất biến này rất hữu ích,  chẳng hạn xem ví dụ 10.8.  

Nhưng khi hệ Hamilton dao động cao, chẳng hạn như trong trường hợp Ví dụ 9.8 với … . . , 

DAE dự kiến kém cân bằng. (Nói một cách gần đúng, sự thay đổi z lớn là cần thiết để tạo ra tác 

động đáng chú ý trong ODE đối với v, nhưng điều này ảnh hưởng mạnh đến ODE đối với q . Hiệu 

ứng số được quan sát là những rời rạc hóa số trực tiếp tốt nhất của DAE (nhất thiết phải ẩn) đòi hỏi kích 

thước bước h thỏa mãn (trong trường hợp tốt nhất)……nếu ngược lại phép lặp Newton  không hội 

tụ.Với hạn chế  kích thước bước này, rời rạc hóa kiểu nhảy cốc của ODE (Bài tập4.11l) là phương 

pháp được ưa chuộng. 

Thảo luận chi tiết về ví dụ này vượt quá phạm vi nghiên cứu của phần này.Chúng tôi chỉ muốn 

phát biểu rằng cũng có những lý do khác lí giải tại sao việc áp đặt bảo toàn năng lượng trong quá 



trình lấy tích phân bước lớn của các bài toán dao động cao không phải lúc nào cũng là một ý 

tưởng tốt.  

□ 

Tất nhiên, chúng tôi không có ý ngăn cản người đọc sử dụng các mô hình DAE và các chương trình giải, 

những thứ mà chúng ta đã đề cập đến trong khoảng 1/4 của cuốn sách! Thay vào đó, chúng tôi muốn khuyến 

khích người đọc suy nghĩ cẩn thận về việc phát biểu bài toán, cho dù nó dựa trên mô hình ODE hay DAE. 

9,4                  Các chú ý và tài liệu tham khảo 

Các nghiên cứu chi tiết hơn về DAE đã được đề cập đến trong § 9.1 có thể được tìm thấy trong các sách của 

Brenan, Campbell & Petzold [19], Hairer Wanner [52], và Griepentrog & Marz [46]. Tương tự, xem thêm bài 

báo [66]. Tuy nhiên, không giống như trong các chương lý thuyết trước, kiến thức được tôi đề cập đến ở đây 

không thuộc về bất kỳ tài liệu tham khảo nào. 

Có một lý thuyết mở rộng cho các DAE tuyến tính với hệ số hằng mà chúng ta đã chọn không được đề 

cập đến ở đây. Để tìm hiểu và tham khảo thêm, xem [19]. Hãy cẩn thận, đừng nhầm lẫn các DAE hệ số hằng  

với các DAE tuyến tính tổng quát hơn. 

Một điều thú vị là, trái ngược với trường hợp các ODE, các định lý tồn tại và duy nhất của các DAE phi 

tuyến chỉ mới xuất hiện trong thời gian tương đối gần đây. Hầu hết các kết quả này là của Rabier Rheinboldt 

[75, 76]. Lý thuyết này dựa trên phương pháp hình học vi phân, xem [66] và các tài liệu tham khảo trong nó. 

There have been many definitions of index in the literature, most of which have been shown to be 

equivalent or at least closely related, for the classes of problems to which they apply. The concept which we 

have defined here is a refinement of the differential index. In [49] and [52], a related concept called the 

perturbation index  was introduced, which is directly motivated by the loss of smoothness in solutions to 

higher-index DAEs, as discussed in §9.1.2. However, we chose to restrict the perturbation analysis to 

linear(ized) DAEs (see Exercise 9.3). 

Đã có nhiều định nghĩa về chỉ số trong các tài liệu, đa số chúng là tương đương hoặc ít nhất là có liên quan 

chặt chẽ với nhau, cho một lớp bài toán mà chúng áp dụng. Khái niệm mà chúng ta đã định nghĩa ở đây là sự 

tinh chỉnh khái niệm chỉ số vi phân. Trong [49] và [52], một khái niệm liên quan được gọi là chỉ số nhiễu 

loạn được đưa vào, dùng để nghiên cứu sự mất độ trơn của các nghiệm DAE chỉ số cao, như được thảo luận 

trong § 9.1.2.Tuy nhiên, chúng ta đã hạn chế việc phân tích nhiễu loạn của các DAE tuyến tính (hoặc được 

tuyến tính hóa) (Bài tập 9.3). 

Underlying the index definition, and more generally our DAE discussion, is the assumption that, whatever 

matrix function which after certain manipulations eventually is nonsingular, has this property independently of 

t. For example, in the semi-explicit form (9.13) we have considered either the case that gz is nonsingular for 

all t or that it is singular for all t. This fundamental assumption breaks down for singular DAEs, where this 

matrix becomes singular at some isolated points t. (For example, in (9.47a) consider the case where ait)  varies 

and changes sign at some points.) The situation can become much more complex, and a variety of phenomena 

may occur, for nonlinear, singular DAEs. The solution may remain continuous or it may not [74, 6 ]. See also 

exercises 10.5 and 10.16. 

Đằng sau các định nghĩa chỉ số, và tổng quát hơn là thảo luận DAE của chúng ta, là giả thuyết rằng, bất cứ 

ma trận hàm nào không suy biến (không kỳ dị) sau một số phép toán biển đổi nào đó, thì tính chất này sẽ 



không thay đổi theo thời gian. Ví dụ, ở dạng bán tường minh (9,13), chúng ta đã xét một trong hai trường hợp 

hoặc gz không suy biến đối với mọi t hoặc suy biến đối với mọi t. Giả thuyết cơ bản này bị phá vỡ đối với các 

DAE suy biến (kỳ dị), ở đó ma trận này trở thành suy biến  tại một số điểm bị cô lập t. (Ví dụ, trong (9.47a) 

xét trường hợp a(t) biến đổi và đổi dấu tại một số điểm.) Trường hợp có thể phức tạp hơn và một loạt các hiện 

tượng có thể xảy ra đối với các DAE suy biến phi tuyến. Nghiệm có thể vẫn còn liên tục hoặc không [74, 6]. 

Xem các bài tập 10.5 và 10.16. 

Một số vấn đề được đề cập đến trong § 9.2 thường không xuất hiện trong những cuốn sách DAE thông 

thường. Chúng ta có thể tham khảo nhiều hơn ở các tài liệu [2, 31, 3, 15, 93, 79]. Phương pháp phân vùng tọa 

độ tổng quát hóa được giới thiệu trong [95], và phương pháp tham số hóa mặt phẳng tiếp tuyến được thực hiện 

trong [72], 

9.5                  Các bài tập 

1.      Một ma trận vuông được gọi là có dạng  Hessenberg (khối, bên trên) nếu nó có cấu trúc rời rạc 

như được mô tả trong hình 9.4. Hãy giải thích tạo sao "Các DAE dạng Hessenberg" được đặt tên như thế? 

2.      Xét bài toán giá trị biên hai điểm 

……………………. 

ở đây ….là một hằng số và b, q là các hàm liên tục, tất cả đều có độ lớn là ... 

 

Hình 9.4: Một ma trận dạng Hessenberg. 

(a)       Viết ODE ở dạng bậc nhất cho các biến y1 = u và …. 

(b)       Cho…., chứng tỏ rằng hệ giới hạn là DAE chỉ số 1. 

(c)       Chứng tỏ rằng để xác định nghiệm rút gọn (tức là nghiệm của DAE) chỉ cần một trong các 

điều kiện biên  trong (9.47). Đó là điều kiện nào? 

3.      Xét DAE [49] 

………………………. 

 với  y1(0)=1 

(a)        Chứng tỏ rằng DAE này có chỉ số 1. 

(b)      Chứng tỏ rằng nếu chúng ta cộng vào vế phải nhiễu loạn 

……………………… 

Bị chặn trong chuẩn bởi một… nhỏ, nghiệm bị nhiễu …thỏa mãn điều kiện…, không bị chặn khi 

…...Cận ổn định dường như phụ thuộc vào…., là điển hình đối với các bài toán chỉ số 2 chứ không 

phải chỉ số 1. 

(c)       Chứng tỏ rằng nếu chúng ta thêm vào một nhiễu loạn tương tự cho tuyến tính hóa xung quanh 

nghiệm y (t)  đối với…….: 

…………………………………………….. 



Thì…bị chặn theo….., như một nghiệm DAE chỉ số 1. 

4.       Tìm một ví dụ về một DAE mà đối với một số điều kiện ban đầu nào đó nó có chỉ số 1 và đối với 

một số điều kiện ban đầu khác nó có chỉ số 3. 

5-Hãy xét IVP cho ODE ẩn 

……………….. 

(a)       Chứng tỏ rằng bài toán này có hai nghiệm. 

(b)       Viết ra  DAE chỉ số 1 Hessenberg tương ứng với hai nghiệm. 

6.       Các phương trình sau mô tả một phản ứng hóa học [69, 19] 

…………………………… 

Trong đó biến là các nồng độ C(t), nhiệt độ T(t)  và tốc độ phản ứng trên một đơn vị thể tích R(t). Hằng số 

Ki và các hàm C0 và T0 được cho trước. 

(a)       Giả sử rằng nhiệt độ của môi trường làm lạnh Tc(t)  cũng được cho trước, chỉ số của DAE này 

bằng bao nhiêu? Nó có phải ở dạng Hessenberg không? 

(b)       Giả sử rằng Tc (t)  là một biến bổ sung, được xác định sao cho phương trình bổ sung quy định 

nồng độ sản phẩm mong muốn 

………….  

Đối với một u(t) nhất định thỏa mãn , hệ số của DAE này là gì? Nó có phải dạng Hessenberg 

không? 

7.Cho một DAE tuyến tính tổng quát (9.26) với E(t) được phân tích như trong (9.27), áp dụng biến đổi 

phân tích vào dạng bán tường minh, đưa ra đều kiện cho một DAE có chỉ số 1 và phát biểu điều kiện ổn 

định chính xác. 

8.       (a) Viết một hệ cơ học (9.34) - (9.35) theo quy ước (9.38), tìm … và  ràng buộc đối với …trong 

(9.41). 

(b)       Chứng tỏ rằng một mình ràng buộc vận tốc (9.31) xác định một đa tạp bất biến đối với (9.34). 

Thế thì ….,…và …là gì? 

(c)       Chứng tỏ rằng chỉ riêng ràng buộc vị trí (9.30c) không xác định một đa tạp bất biến đối với 

(9.34). 

9. Đặt …… và xét ODE [31] 

…………………………. 

(a)       Chứng tỏ rằng 

h (x) = r 
2
 - 1 = 0 xác định một tập hợp 

bất biến đối với ODE này. 

(b)       Chứng tỏ rằng không có ………….xác định mà đối với nó (9.41) đúng. 



10.       Xét hệ cơ học với các ràng buộc holonom được viết dưới dạng một ODE với bất biến (9.34) - 

(9.35). 

(a)       Viết ra dạng DAE  chỉ số 2 Hessenberg tương đương (9.39) với 

………………………….. 

(b)       D này giúp đơn giản hoá  H
T
 của (9.37) một cách rõ ràng. Chứng minh rằng HD không suy 

biến. 

(c)       Chứng tỏ rằng bằng cách xác định lại …hệ mà bạn thu được có thể được viết là 

……………………… 

Hệ này được gọi là công thức  chỉ số 2 ổn định [45]. 

11.       (a) Viết ra hệ nảy sinh từ việc áp dụng ổn định hóa Baumgarte [15] cho hệ cơ học chỉ số 3 (9.30). 

(b)    Xét hệ cơ học chỉ số 2 được cho bởi (9.30a) (9.30b), (9.31). Đây là trường hợp tiêu biểu của 

các ràng buộc phi holonom, trong đó ràng buộc vận tốc không khả tích thành dạng tương tự như 

(9.30c). Viết ra ổn định hóa Baumgarte thích hợp 

……………………………………………………………………….. 

Đối với hệ cơ học chỉ số 2 và chứng tỏ rằng nó tương đương với ổn định hóa bất biến (9.40) với 

…………………………….. 

(c)      Tuy nhiên, phương pháp Baumgarte (9.43) cho bài toán chỉ số 3 không tương đương với ổn định 

hóa (9.40). Chứng tỏ rằng tính đơn điệu (9.42) không đúng ở đây. 

 

 


