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Khép tuyén tinh ting doan 16i

T6m tit Ching ta xét bai toan khép ham tuyén tinh ting doan 16i vai mot sé dang
cu thé cua cac dit liéu nhiéu chiéu cho trudc. Ngoai trir mot sb trudng hop dic biét,
bai toan nay khd cé thé giai chinh xac, vi vay ching ta tap trung vao cac phuong
phap tim toi tim khép téi wu cuc bd. Phuong phap ma ching ta mé ta bién doi trén
giai thuat K-mean d6i vé&i viéc gom cum dix liéu, c6 thé ap dung tét trong thuc té, it
nhat 1a doi véi céc dix lieu cd thé khap tét bang ham 16i. Ching ta tap trung vao
dang ham don gian nhat, cyc dai cua mot s6 ham affine xac dinh, va sau d6 chi ra
phuong phép nay c6 thé mo rong cho dang tong quat hon nhu thé nao.

1.Bai toan khap tuyén tinh timg doan 16i

Chuing ta xét bai toan khép mét sé dir liéu cho truéc

Véi ham tuyén tinh timg doan 16i f: R™ — R tir tap hop F cac ham duoc chon.
Theo tiéu chuan khdp binh phuong tbi thiéu, chiing ta thu dugc bai toan

Cucticuhda .....coovvveeeeeieinn,

Vvé6i bién f. Chang ta goi (J(f)/m)'/? la khép can quin phuong (RMS) cua ham f
cua dir liéu. Bai toan khop tuyén tinh timg doan 16i (1) 1a tim ham f, tir tap hop F
cho trugc cua cac ham tuyén tinh tirng doan 16i, sao cho khop RMS cua cac dit ligu
cho trudc tét nhat (nho nhat).

Chlng ta s& xét truong hop n (s6 chiéu cua dir liéu) twong d6i nho, chang han
khéng 16n hon 5 hodc tuong tu, trong khi d6 m (sé diém dir liéu) co thé tuong doi
I6n, chang han 10* hodc hon. Tuy nhién, phuong phap ma ching ta md ta ciing co
thé 4p dung cho bét ki gié tri ndo cua n va m,

Mot sé truong hop dac biét cua bai toan khap tuyén tinh ting doan 16i (1) ¢6 thé
dugc giai chinh xac. Khi F bao gom cac ham affine, tic 13, f ¢6 dang f(x) =
a’x + b, bai todn (1) rit vé bai toan binh phuong tdi thiéu tuyén tinh binh thudng



.....

trong cac tham sé ham aeR™ va beR va di duoc giai roi. Xét mot vi du quan trong,
trong d6 F bao gdbm tat ca cac ham tuyén tinh timg doan tir R™ vao R, va khong c6
rang budc khac vé dang cua f. Pay 1a bai toan khép tuyén tinh ting doan 16
khong tham sé. Do d6, bai toan (1) c¢6 thé duoc giai chinh xac bang quy hoach bac
hai (QP); xem (Boyd va Vandenberghe 2004, Phan.6.5.5). Tuy nhién, phuong phap
khong tham sé nay tiém an hai nhugc diém trong thuc té. Tht nhat, QP phai duoc
giai rat 16n (chtra hon mn bién), chi gigi han ¢ gia tri m vira phai (chang han mot
nghin). Nhuoc diém tiém an tht hai 1a khép ham tuyén tinh timg doan thu dugc c6
thé rat phuc tap, voi nhiéu sé hang (1én dén m).

Tat nhién, khdng phai tat ca cac dir liéu déu dugc khop tot (tac 13, véi khép RMS
nho) vai ham tuyén tinh timg doan 16i. Vi du, néu di liéu 1a cac mau tir ham c6 do
cong am (16m), thi khéng thé c6 ham 16i ndo co thé khép tét nd. Hon nira, khép tot
nhat (khdng hoan hao) s& thu duoc véi mot ham affine. Ching ta ciing c6 thé co
truong hop nguoc lai: ¢6 thé 1a cac dix liéu co thé duoc khép hoan hao bai mot
ham affine, tic 12 ching ta cd thé c6 J = 0. Trong trudng hop nay ching ta néi
rang di liéu duoc noi suy bai ham tuyén tinh timg doan 16i f.

1.1 Ham affine cuc dai

Trong bai bao nay ching ta xét bai toan khép tham s, trong d6 cac ham dugc chon
duoc tham sé hoéa boi mot vector cac hé sb cd chiéu xac dinh aeRP, ¢ day p 1a sd
cac tham sé can thiét dé md ta cac ham dwgc chon. Mot dang rat don gian la Fk, |
tap hop cac ham trén R™ co dang

Tuc la, cuc dai cua k ham affine. Chung ta goi ham dang nay la “affine cuc dai”
véi k s6 hang. Tap hop £X, duoc tham sé hoa bai vector hé sé

.....................................................

Thuc su, bat ki mot ham tuyén tinh ting doan 16i nao trén R™ ciing c6 thé duoc
biéu dién nhu ham affine cuc dai, dbi voi k ndo do, vi vay dang nay 1a pho bién.
Tuy nhién, & day chung ta quan tdim dén truong hop sé sé hang k twong ddi nho,
chang han khéng I6n hon 10, hoic vai chuc. Trong trudong hop nay, biéu dién
affine cyc dai (2) rat ngan gon, tic 1a s6 tham sb can thiét ¢ mé ta f (tic 1a p) nho



hon nhiéu so véi sé tham sé trong tap hop dit liéu ban dau (tac 1a m(n+1)). Tuy
nhién, cac phuong phap ma ching ta moé ta khong doi hoi k nhé.

Khi F = FX,, bai toan khép (1) rit vé bai toan binh phuong téi thiéu phi tuyén
Cuctiéuhda.....coovvveeeeeeenn...

Véi céac bién ay, ... ..., ax€R™, by, ... ....., beR. Ham J 1a ham bac hai timg doan
cua a. Thuc vay, dbi vai mdi i, £(u;) — y; tuyén tinh ting doan, va J 1a tong binh
phuong ctia cac ham nay, vi vay J 1a bac hai 16i trén cac ving (da dién) ma f(u;)
affine. Nhung J khong 16i toan bg, vi vay bai toan khép (3) khong 16i.

1.2 Tham sb hoa tong quat hon

Chiing ta ciling s& xét mot dang dugc tham sé hoa tong quat hon cho cac ham tuyén
tinh tirmg doan 16i,

& day : RY — R " 1a ham tuyén tinh ting doan 156i (khong d6i), va ¢: R™ x R? —
RY 13 ham song affine (khéng d6i). (Piéu nay c6 nghia 1a dbi vai mdi x, ¢(x, @) 1a
ham affine cua a va dbi voi mdi a, ¢(x,a) la ham affine cia x.) Tham sé hoa
affine  cuc dai don gian (2) c6 dang nay, voi @ g=k,
Y(Zg, or e, Zg) = Max(zq, . o, Z), VA @i (x, @) = al x + b;

Vi du, xét tap hop ham F 1a tong cua k s6 hang, mdi sé hang la cuc dai cua hai
ham affine,

.......................................................... (5)
Duoc tham s6 hoa boi Ay eeevene s Ay Cy e en v, CLER™ va
by, .o, b, dq, ... ..., dr€eR. Tap hop nay twong ng vai dang tong quat (4)

...........................................................

....................................................

Tat nhién ching ta c6 thé khai trién bat cr ham nao voi dang tong quat hon (4)
thanh biéu dién affine cuc dai cua nd. Nhung biéu dién affine cuc dai cudi cling c6



thé I6n hon rat nhiéu biéu dién dang téng quat ban dau. Chang han nhu dang ham
(5) @0i hoi p = 2k(n + 1) tham sb. Néu ham tuwong tu duoc viét dugi dang affine
cuc dai, n6 doi hoi 2k s hang, va 2k(n + 1) tham s6. Hi vong la dang tong quat
dugc chon tdt c6 thé cho ching ta khép ¢6 dong hon cua dit liéu cho trude hon so
v6i dang affine cuc dai véi ciing sé tham s.

Xét mot vi du khac vé& dang tong quat (4), xét trudng hop trong d6 f duge cho nhu
gia tri toi wu ctia quy hoach tuyén tinh (LP) véi vé phai cua phuong trinh phu thudc
song affine vao x va c4c tham sb:

O day ¢ va A khong doi; b va B duoc xem 14 cac tham sé xac dinh f. Ham nay cé
thé duoc dat & dang tong quét (4) dung

Ham 1 16i va tuyén tinh timg doan (chang han, xem, Boyd va Vandenberghe
2004); ham ¢ tat nhién 1a song affine theo x va (b, B).

1.3 Phép bién dbi va chuan héa bién phu thudc

Chung ta c6 thé ap dung bién doi affin khong ki di cho bién phu thudc u, bang
cach dat

& day TeR™™ khong Ki di va seR™ . Dinh nghia f(%) = f(T~1(x — 5)), ching ta
c6 f(@;) = f(u;). Néu f tuyén tinh timg doan va 16i, thi £ ciing vay (va nguoc
lai). Mién 13 F bét bién khi t6 hop véi cac ham affine, bai toan khop dit liéu
(u;, ;) V&i ham feF giong nhu bai toan khép dix lieu (ii;, y;) véi ham feF.

Piéu nay cho phép ching ta chuan hda cac dir liéu bién phu thudc theo nhiing cach
khéc nhau. Vi du, ching ta cé thé gia st rang né cé trung binh bang khéng (mau)
va hiép phuong sai bang mot (mau)

Mién la cac dir liéu u; doc lap affine. (Néu khdng, ching ta cd thé dua bai toan vé
bai toan tuong duong v4i chiéu nho hon.)



1.4 Mét sb nét chung

Trong phan 2, ching ta md ta vai ung dung cua khép tuyén tinh timg doan 16i.
Trong phan 3, chlng ta md ta giai thuat tim t0i (gan dung) dé giai bai toan khop
affine cuc dai (1). Giai thuat co ban nay c6 vai nhuoc diém, chang han nhu sy hoi
tu V& cuc tiéu cuc bo xau, hoic khéng hoi tu gi ca. Bing cach chay giai thuat nay
mot s6 1an han ché, tir cac diém ban dau khac nhau, chung ta thu dwoc giai thuat
khé tin cdy dé khép binh phuong tdi thiéu ham affine cuc dai cua dir liéu cho
truéc. Cubdi cling, ching ta sé& chi ra giai thuat nay c6 thé duoc mé rong dé &p dung
cho truong hop tham sé hoa ham tong quat hon (4) nhu thé ndo. Trong phan 4
ching ta dua ra mot s6 vi dy bang so.

1.5 Céc cong trinh trudc day

Ham tuyén tinh timg dao xuat hién trong nhiéu linh vuc va béi canh. Mot s6 dang
tong quat dé biéu dién ham tuyén tinh ting doan c6 thé duoc tim thay trong céc tai
lieu, chang han nhu, Kang and Chua, Kahlert va Chua ( 1978 , 1990). Vai phuong
phdo da dugc dé xuat dé khop cac ham tuyén tinh timg doan tong quat cua dir liéu
(nhiéu chiéu). Giai thuat mang noron duoc sir dung trong Gothoskar va cac cong
su (2002); Phuong phap Gauss-Newton dugc sur dung trong Julian va cac cong su,
Horst va Beichel (1998, 1997) dé tim gan dang tuyén tinh timg doan cua cac ham
tron. Mot nghién cttu gan day vé cic phuong phap binh phuong téi thiéu véi cac
ham ban tron la nghién ctru cua Kanzow and Petra (2004). Mot quy trinh lap, y
tuong twong ty nhu phuong phap cua chung ta, dwgc mo ta trong Ferrari-Trecate
va Muselli (2002). Phan mém dé khai cac ham tuyén tinh timg doan tong quét cua
dir liéu dugce dé cap dén trong Torrisi and Bemporad ( 2004 ), Storace va De Feo
(2002).

Truong hop dac biét n =1, tac 13, khop mot ham trén R, bai ham tuyén tinh ting
doan da duoc nghién cau rong réi. Vi dy, mot phuong phap dé tim s doan it nhat
dé dat duoc sai s6 cuc dai cho trude dugc md ta trong cdng trinh cta Dunham (
1986 ); bai toan tuong tu ¢ thé duoc tiép can dung quy hoach dong (Goodrich
1994; Bellman va Roth 1969;Hakimiand Schmeichel 1991;Wanget al. 1993), hoac
giai thuat di truyén (Pittman va Murthy 2000). Bai toan don gian héa ham tuyén
tinh tirng doan cho trudc trén R, cua ham bao gom sé it doan, dugc xét trong Imai

va Iri (1986).



Mot bai toan co lién quan khac ciing nhan dwoc nhiéu su chd y 1a bai toan khép
dudng cong tuyén tinh ting doan, hoic da giac, trong R* cua dit lidu cho trudc;
chang han, xem Aggarwal va cac cong su (1985), Mitchell va Suri (1992). Mot thu
tu 13p, c6 lién hé chat ché voi giai thuat k-means va do d6 vé y tuong 1a gidng véi
phuong phap cta ching ta, dugc mo ta trong cong tinh cua Phillips va Rosenfeld
(1988), Yin (1998).

Céac ham tuyén tinh timg doan va cac phép gan dung da duoc st dung trong nhiéu
rng dung, chang han nhu phat hién cic hoa van trong anh (Rives va c4c cong su,
1985), danh diu duong bién dang (Dobkin va cac cong su, 1990), tach ra cac
duong thang trong céc anh khéng gian (Venkateswar va Chellappa 1992), t6i wu
hoa toan cuc (Mangasarian va cac cong su, 2005), nén dir liéu quy trinh hoa hoc
(Bakshi va Stephanopoulos 1996), va md hinh hdéa mahc (Ju-lian va cac cong
su;ChuaandDeng 1986;Vandenbergheetal. 1989).

Theo chiing t6i duoc biét thi chi c6 hai bai bao xét bai toan khdp ham 16i tuyén tinh
tung doan cua dir liéu cho trudc. Mangasarian va cac cong su (2005 ) da mo ta
phuong phap tim toi dé khop ham 16i tuyén tinh timg doan c6 dang a + b”x +
|Ax + c||; cua dir liéu cho trudc (clng vai rang budc ma ham danh gia thap dir
lieu). Muc tiéu chinh cta bai b4o cua ho 1a tim underestimator 16i tuyén tinh ting
doan cho cac ham da biét (khéng 161), dé st dung trong tdi wu hoa toan cuc; trai lai,
muc tiéu cua cdng ta chi don gian 1a khop mot sb dit liéu cho truge. Cong trinh c6
lién quan chayjt ché nhat ma ching t6i biét 1a cua Kim va cac cong su ( 2004 ).
Trong bai béo nay, Kim va cac cong su da mo ta phuong phap khop ham affine
cuc dai (161) cua dit liéu cho trudc, ting s6 lwong sb6 han dé co duoc khop tot hon.
(Qua thuc, chdng t6i mé ta phuong phap khép ham don thirc cuc dai cua cdc mo
hinh mach; xem Phan. 2.3 )

2 Cé&c ting dung

Trong phan nay, ching tdi mo ta vin tat mot s (ng dung cua khop tuyén tinh ting
doan 16i. Phan nay khong dugc sir dung lai & cac muc tiép theo.

2.1 M0 hinh hoa LP

Mot (tng dung la trong md hinh hda LP, tic 14, xay dung cdng thic gan ding cua
mot bai toan thuc té nhu mot LP. Gia sir mot bai toan dugc md hinh héa kha tot



dung cac rang budc ding thirc va bat ding thie tuyén tinh, véi mot sé it rang budc
bat ding thic phi tuyén. Bing cach lay gan dang nhitng ham phi tuyén nay la cac
ham tuyén tinh tirng doan 15i, toan bo bai toan co thé dugc phét biéu nhu mot LP

, va do d6 co thé duoc giai tot.

Chang han nhu, xét bai toan diéu khién téi wu nhién liéu cuc tiéu, véi ham tiéu hao
nhién liéu dong hoc va phi tuyén,

Véi cac bién x(0), ..... x(T)eR™(quy dao trang thai), va u(0),......,u(T — 1)eR™
(dau vao diéu khién). Dit liéu bai toan la 4(0), ...., A(T — 1) (ma tran dong hoc),
B(0),....,B(T — 1) (cac ma tran diéu khién), Xix (trang thai ban dau), vVa Xges
(trang thai quan tdm cudi cing). Ham £ : R™ — R 1a ham tiéu hao nhién liéu, n6
cho chiing ta biét nhién liéu duoc st dung trong mot chu Ki, nhu ham theo gia tri
dau vao diéu khién. Bay gio gia sir chiing ta ¢ cac dir liéu kinh nghiém hoic do
duoc cua mot sé gia tri cua dau vao diéu khién ueR™, clng véi ham st dung nhién
liu f(w). Néu ching ta c6 thé khép nhitng dit liéu nay véi ham tuyén tinh ting
doan 13i, vi du,

Thi ching ta c6 thé phat biéu (gan dung) bai toan diéu khién t6i wu nhién liéu cuc
tiéu Ia

CuCtiCU. ..o,

Thda méan diéu Kién..........cocoeveieeeian.,

Véicac bién............ovvvennn.

2.2 Pon gian hda cac ham 16i

Mot tng dung khéc cua khap tuyén tinh timg doan 16i 1a don gian hoa cac ham 16i
phtc tap, hodc can tinh toan. Bé minh hoa y tuéng nay, ching ta tiép tuc bai toan
diéu khién t6i wu nhién liéu cuc tiéu dugc md ta & trén, véi ham sir dung nhién liéu
tuyén tinh tirng doan. Xét ham V : R™ = R, n6 anh xa trang thai ban dau X, vao
ham sir dung nhién liéu cyc tiéu twong &ng caa nd, tic 13, gia tri toi wu cua LP (7
). (Pay 1a ham gié tri Bellman ddi véi bai toan diéu khién téi wu.) Ham gié tri Ia



tuyén tinh tirng doan va 16i, nhung c6 thé doi hoi mot sé luong 16n cac s hang
duogc biéu dién dang affine cuc dai. Ching ta c6 thé (chi 1a kha ning) hinh thanh
nén mot gan dung don gian cua V qua mot ham affine cuc dai véi it s6 hang hon
nhu sau. Trugc hét, ching ta ugc tinh V qua LP (7)), cho mot s6 luogng 16n cac diéu
kién ban dau. Sau do, ching ta khép ham affine cuc dai véi mot s6 luong han ché
cac s6 hang cua dir liéu cudi cung. Ham gié tri gan dung tuyén tinh ting doan 15i
nay c6 thé duoc str dung dé xay dung bo diéu khién phan hdi don gian cuc tiéu hoa
viéc st dung nhién liéu; chang han, xem Bemporad va cac cong su (2002).

2.3 Khdp don thac cuc dai cho quy hoach hinh hoc

Khép affine cuc dai c6 thé duoc dung dé tim gan dung don thic cuc dai ciia mot
ham duong, dé st dung trong md hinh héa quy hoach hinh hoc; xem Boyd va cac
cong su (2006). T dir liéu cho trudc (zl-, w;eRT, X R++), chung ta dat

(log cua mot vector dugc biéu dién theo tirng thanh phan.) Bay gio ching ta khop
dir liéu nay véi mot mo hinh affine cuc dal,

(Nhiing ham nay khong don thic theo nghia thong thuong ma don thirc theo nghia
dugc dung trong quy hoach hinh hoc.)

3Gia thuat phan ving binh phuong tdi thiéu
3.1 Gial thuat

Trong phan ndy chung ta dua vao giai thuat tim toi dé giai (gan dung) bai toan
khép affine cuc dai s6 hang k(3 ), tic 13,

CUCTIEU. ..ottt



Véi céc bién ay, .....,a,€R™ VA by, ....., by€R. Giai thuat luan phién giita hai thao
tac phan ving di liéu va khép binh phuong t6i thiéu dé cap nhat cac hé sd.

Chung ta dat Pj(l) véi j=1,....k, 1a phan cing cua chi sé dir liéu & lan lap thi |,
Tuc I, P® < {1, ..., m}, véi
(Chiing ta s& m0 ta cac phuong phap chon phan ving ban dau F}(O) sau)

Pat aj(l) va bj(l) chi gia tri cua cac tham sb & l1an lap tha | cua giai thuat. Ching ta

tao ra cac gia tri tiép theo aj(l“) va bj(l“) , tir phan ving hién tai f;(” nhu sau. Déi

v6i mdi j = 1, ..., k, chiing ta thuc hién khop binh phuong t6i thiéu aj u; + b; cua

¥i. chi ding cac diém dir ligu vsi i € P, N6i cach khéc, ching ta chon a' ™ va

1+1 , e . . .2 ,
bj( ) nhur cac gia tri cua a va b cuc ticu hoa

Trong trudng hop don gian nhat (va phd bién nhat), c6 mot cap (a, b) duy nhat cuc
tiéu hoa (8 ), téc I,

& day tong duoc lay trén i € Pj(l).

Khi ¢6 nhiéu cyc tiéu caa ham bac hai (8), tc 13 ma tran nghich dao caa (9 ) Ki di,
chiling ta c6 vai tly chon. Mét tly chon 1a cong mot sb chinh quy héa nao d6 vao
d6i twong binh phuong téi thiéu don gian trong (8 ), tac 13, sé hag thém vao c6
dang Allall3 + ub?, & day A va u la cac hang s6 duong. Mot kha nang khac 1a chon
cac tham sb duoc cap nhat nhu cuc tiéu duy nhat caa (8) gan véi gia tri trugc nhat

(aj(l), bj(l)), trong chuan Euclide.

Dung cac gia tri mai cua cac hé sb, chling ta cap nhat phan ving dé thu duoc
Pj(l“), bing cach quy i cho R+ néu



(Piéu nay co6 nghia 1a sé hang aj(l)Tui + bj(l) 1a “tich cuc” tai diém di liéu u;.) NOi

mot cach gan ding diéu nay co6 nghia la P}.(Hl) la tap hop cac chi s6 ma ham affin
a z + b;dat cuc dai v6i nd; chling ta c6 the pha vé cac rang budc (néu co) tity V.
Phép Iap nay chay cho dén khi hoi tu, nd xuat hién néu phan vung tai mot lan lip
gidng nhu phan ving tai lan ldp trudc, hodc dat dugc mot s6 1an lap cuc dai.

Chung ta c6 thé viét giai thuat 1a

GIAI THUAT PHAN VUNG BINH PHUONG TOI THIEU

Phan vung cho trudc Pl(o), e PK(O) cua {1, ..., m}, giGi han 1ap 1,4,

D6 VoI L =0, ..., Lpax

1. Tinh aj(lﬂ) va aj(lﬂ) nhu trong (9)
2. Hinh thanh phan ving P49, .. ..., B nhu trong (10)

3. Thodt néu P = PV ddiveij = 1,... k

Trong sudt qué trinh thuc thi giai thuat phan ving binh phuong tbi thiéu, mot hoac
nhiéu tap hop 13.(” c6 thé réng. Cach don gian nhat 1a bo céc tap hop rdng tir phan
viing, va tiép tuc véi céac gia tri k nho hon.

3.2 Dién giai dudi dang phuong phap Gauss-Newton

Chlng ta c6 thé dién giai giai thuat cua bai toan (3) dudi dang phuong phap Gauss
- Newton. Gia sir ring mot diém ueR™, ¢6 mét j duy nhat ma doi véi n6 a/u + b
(tirc 12 khdng c6 rang budc nao ddi véi cuc dai dinh nghia f (u). Trong truong hop

nay, f kha vi d6i véi a va b; thuc su, no 1a affin cuc bo trong céc gié tri tham sé
nay. Gan diing bac nhat ctia nd tai ava b Ia

.........................................

Phép gan dung nay s& chinh xac néu cac gia tri tham sb nhidu day, .....,dy ,
by, .....,a, du gan véi cac gia tri tham sé ay, ...., ag, by, ..., p.



Bay gio gia str rang mbi diém dir liéu u; ma déi véi né f(u;) = aj(l)Tui + bj(l) (tc
la khong c6 rang budc nao 1én cyc dai xac dinh £ (u;). Thé thi phép gan ding bac
nhat cia (f (uy), ..., f(uy)) 1A

& day j(i) 14 j tich cyc duy nhét tai u;, tic 12 ieP™.

Trong phuong phap Gauss-Newton doi véi bai toan binh phuong téi thiéu phi
tuyén, ching ta hinh thanh nén gan dung bac nhat caa doi s6 ctia chuan, va giai bai
toan binh phuong t6i thiéu cudi cung dé nhan duoc budc lap tiép theo. Thé thi,
trong trudng hop ndy, ching ta hinh thanh nén bai toan cuc tiéu hoa binh phuong
t6i thiéu tuyén tinh

Trén céc bién @y, ....., dy , by, ....., by. Chlng ta c6 thé sip xép lai tong xac dinh J
thanh céac s6 hang lién quan dén cac cap bién ay, by, ..... ax, by riéng biét:

Tat nhién, ching ta cd thé cuc tiéu hoa [ bang cach cuc tiéu hoa riéng biét ting J;.
Hon nita, cic g@ia tri tham sb cuc tiéu hoa [ dung bang
al™, o, ad MY b Pay ding 1a giai thuat phan ving binh

phuong tdi thiéu duoc mo ta & trén.

Giai thuat nay c6 lién quan mat thiét vai giai thuat k-means duoc st dung trong
gom cum binh phuong tdi thiéu (Gersho va Gray 1991). Giai thuat k-means giai
bai toan tim tap hop cac diém k trong R™, {z1 ,...,zx}, cuc tiéu héa khoang céch
Euclide binh phuong trung binh cua tap hop cac dir liéu cho trudc uq, ..., u,,€R™.
(Khoang céach gitra mot diém u va tap hop cac diém {z; ,...,z«} duoc dinh nghia 13
khoang cach cuec tiéu, tac la min;—,,_xllu — z]|,. Trong giai thuat k-means, ching
ta lap lai gitra hai budc:



Thi nhat, chung ta phan ving cac diém dit liéu theo diém hién tai gan nhat trong
tap hop {z1 ,...,z} ; sau d6 chung ta cap nhat mdi z; nhu trung binh cta cac diém
trong phan cuing c6 lién quan. (Trung binh cyc tiéu hoa tong cua cac binh phuong
cua khoang cach Euclide cua diém). Vé mat khai niém, giai thuat cua ching ta
gidng Vvéi giai thuat k-means: ching ta phan ving cac diém dir liéu ma ham affine
tich cuc véi nd (tic 1a 1én nhat) va sau d6 cap nhat cac ham affine mot cach riéng
biét, chi dung cac diém di liéu trong phan viing lién quan caa né.

3.3 Sy khdng phan ki cua giai thuat phan ving binh phuong toi thiéu

Giai thuat phan ving binh phuong t6i thiéu co ban khong can hoi ty; n6 co thé dua
vao mét chu trinh gigi han (thay d6i). Chang han xét dix liéu

va k = 2. Hién nhién, di liéu kiéu nay khdng thé duoc khép tét bang bat ki ham 16i
nao; khap tét nha (toan cuc) co thé thu dugc bang ham hang f(u) = 1. Tuy nhién,
dbi véi nhiéu gia tri tham sb ban dau, giai thuat hai tu vé chu trinh gigi han véi chu
Ki bang 2, tuan tu gitra hai ham

Do d6, giai thuat khong hoi tu; hon nira, mdi ham f; va £, cho ching ta su khép
gan tbi vu cua céc dit liéu.

Mt khac, véi dit lieu thuc té (khong duoc thiét ké dé minh hoa sy khéng hoi tu),
chdng ta thiy rang giai thuat phan ving binh phuong téi thiéu hoi tu trong da sb
truong hop. Trong bat ¢t trudng hop ndo, su khong hai tu khdng cé nhitng hé qua
thue t& bai vi giai thuat két thic sao mot sé budc cuc dai xac dinh, va hon nira,
chung toi d& nghi rang c6 thé chay tir mot s6 diém bat dau, voi khop tét nhat duoc
dung nhu khép cudi cing.

3.4 Giai thuat khép tuyén tinh timg doan

Giai thuat phan ving binh phuong téi thiéu, dugc st dung bai chinh né, cé vai han
ché nhat dinh. N6 khéng can hoi tu, va khi né hoi tu, né cé thé (va thuong) hoi tu
dén gan dung tuyén tinh timg doan véi sy khép dir lieu khdng tét. Ca hai van dé
nay c6 thé duoc giam nhe bang cach chay giai thuat phan vung binh phuong toi
thiéu nhiéu 1an, vai cac phan ving ban dau khac nhau. Khop cudi cung dugc chon



la khop tot nhat thu dugc trong s tat ca nhitng lan lap caa nhitng lan chay giai
thuat.

Truéc hét ching ta mo ta phuong phap don gian dé tao phan ving ban dau ngiu

nhién. Ching ta chon ngau nhién cac diém py, ... ....., Px, va dinh nghia phin ving
ban dau Ia cac tap hop Voronoi gin véi nhitng diém nay. Ching ta c6
................................................................... 1)

(Vi thé, Pj(o)la tap hop cac chi so cia cac diem dit liéu gan p; nhat.) Cac diem nhan
p; & duoc tao ra theo phan bd nao d6 khdp véi hinh dang cua cac diém di lidu u;

, chang han, chiing c6 thé duogc chon tir phan bd binh thudng véi gia tri trung binh
7 va hiép phuong sai ), (xem (6)).

Toan bo giai thuat c6 thé dugc mo ta la

GIAl THUAT KHOP TUYEN TiNH TUNG POAN

Cho trudc s 1an thir Ny , gidi han 13p lna

PoivSsii =1, ..., Nerigrs

1. Tao ngau nhién phan ving ban dau qua (11).

2. Chay giai thuat phan ving binh phuong tdi thiéu véi gii han 13p lnax .

3. Theo ddi khop RMS tét nhat thu duoc.

3.5 Khép dang tong quét

Trong phan nay, ching ta s& chi ra giai thuat phan ving binh phuong téi thiéu c6
thé duoc diéu chinh dé khap cac ham tuyén tinh ting doan voi dang téng quat hon

(4),
& day 1 la ham tuyén tinh timg doan 16i khong ddi, va ¢ 1a ham song affine.

Chung ta md ta giai thuat phan ving binh phuong t6i thiéu theo phan viing cua céc
chi s6, ma theo d6 k ham affine tich cuc tai diém wu;. Cach tiép can tuong tu cho



mot phan ving tudng minh s& khdng dung trong trudng hop tong quét, bai vi kich
thudt ctia phan ving c6 thé cuc ki 1on. Thay vi vay, ching ta bat dau tir ¥ tuong la
phan viing cho gén ding cua f(u;) 14 affine theo a, va ding gin a®. Néu c6 rang
budc tai u; (tac 1 c6 mot ham affine duy nhit dat cuc dai), thi gan dung affine
chinh x4c tai an can cua gia tri tham s6 hién tai a®.

Ching ta c6 thé 1am diéu tuwong ty v&i dang tong quat hon. Di voi mdi |, ching ta
tim a; (a) va b;(a), ca hai ham affine cua a, sao cho

Déi voi a gan a®W, gi4 tri hién tai cua cac tham sé. Gan dung nay 1a chinh xdc
trong 1an can cua a® néu Y (u;, @) 1a diém kha vi cua . (Ddi véi ham affine cuc
dai, day 1a truong hop khi khong c6 “rang budc” trén u;. Néu né khéng phai la mot
diém nhu thé, ching ta cd thé chon bat cir mé hinh gradient duéi ndo cua f (u;, a),
tac 1a bat ctr a; (a) va b;(a) ndo sao cho

Ddi véi moi a (Trong trudng hop ham affine cuc dai, pha v bat ki rang budc nao
cling thoa man diéu kién nay)

Sau d6 ching ta tinh cac gia tri tham s6 méi dung phuong phap dang Gauss -
Newton. Ching ta thay f(u;) trong biéu thic cho J véi

..................................................

................................................

C6 thé tim duoc dung binh phuong téi thiéu tuyén tinh tiéu chuan.

Pé giam quy tic cap nhat ndy, ching ta c6 thé cong sb hang chinh quy hoa vao f
bang cach chon a®*V 13 cuc tiéu cua



4 Céc vi du bing sb

Trong phan nay chdng ta trinh bay mot sé két qua bang sé cu thé, dung tap hop dit
liu sau. S6 chiéu [a n = 3, va ching ta c6 m = 11 3 = 1331 diém. Tap hop céc
diémuy; lAv xv xv, odayv = {-5,—4,-3,-2,—-1,0,1,2,3,4,5}. Cac gia trj thu
duoc la y; = g(u;), & day

,where g 12 ham (16i)

Chung ta str dung giai thuat khop tuyén tinh timg doan dugc mé ta trong phan 3.4
VG gidi han 13p Ima = 50 , va s6 s6 hang thay d6i tir k = 0 dén k = 20 . D6i véi k =
0, ham khép dugc chon bang khéng, vi vay ching ta bdo cdo gia tri RMS cua
Vi, e er Vi 12 kKnép RMS. D6i v6i k=1, khép 1a khép affine tot nhat cua dir lidu,
c6 thé tim dugc dung binh phuong téi thiéu. [l biéu didn khép RMS thu duoc
sau Nyia = 10 lan thir (duwong cong & trén), va sau Nyia = 100 lan tht (duong cong
bén dudi). Nhitng duong cong nay biéu dién khop tét

Thu duogc chi véi 10 lan thir, va nhitng cai tét hon thu dugc véi 100 1an th.

Pé c6 y tuong tot hon vé su thay doi khdp RMS thu dugc véi cac lan thr khéc
nhau, cling nhu sé budc can thiét dé hoi tu (néu c6), ching ta cé dinh sé s6 hang

k =12, va chay giai thuat phan ving binh phuong téi thiéu 200 1an, véi giéi han
50 lan lap, ghi nhan ca hai khdp RMS thu duoc, va sé bude truéc khi hoi tu. (S6
bude dugc béo cdo 1a 50 néu giai thuat phan ving binh phuong t6i thiéu khong hoi
tu trong 50 budc.) Hinh 2 biéu diéndb thi ciia khép RMS thu dugc. Ching ta co thé
thay rang khép thuong, nhung khong ludn ludn, khé tét; chi trong vai truong hop,
khép thu dugc xau. Hién nhién, cai tét nhat cia mot s6 it 1an thir s& kha tét.

Hinh 3 biéu dién phan b cua sé lan lap caa giai thuat phan ving binh phuong toi
thiéu can thiét dé hoi tu. Hoi tu khdng xay ra ¢ 13 trong s6 200 lan thir. Nhung qua
thuc, khép RMS thu dugc trong nhitng lan thir nay khdng téi. Thong thuong, su
hoi tu xuat hién trong khoang 25 lan lap.



Vi du bing sé cudi cung cua chdng ta, ching ta so sanh khép dit liéu véi ham
affine cuc dai vai k s6 hang, va véi dang tong quat hon

Puoc tham sé héa boi ay, ......,ax€R™ VA by, ......, b,. (Chl y ring sb tham s6
trong mdi ham gidng nhau.) Ham nay twong tng véi dang tong quét (4) véi

..................................... (Hinh v&)

.......................... (cong thac)

Chung ta thiét 1ap gigi han lip dbi vai ca hai dang Imax = 100 , va chon khép tot
nhat thu dugc trong Nyiu=10 lan thir. Ching ta ding gié tri p = 1075 d6i véi tham
s6 chinh quy héa trong giai thuat dang tong quéat. Hinh 4 biéu dién khop RMS thu
duoc ddi vai ca hai dang, theo k. Tt nhién, dang tong-cuc dai cho khép RMS hoi
t6t hon dang affine cuc dai.

5 Két luan

Chiing t6i dd mo ta mdt phuong phap mdi dé khép ham tuyén tinh ting doan 16i
ctia mot tap hop dit lidu cho trugc (co thé rat Ion) (véi mot sb bién doc lap vira
phai). Phuong phép nay theo kidu tim toi, béi Vi giai thuat c6 thé khong hoi tu vé
khép t6i wu toan cuc. Tuy nhién, cac vi du bang sé cho thay ring phuong phép co
thé ap dung tét trong thuc té trén di liéu cd thé duoc khép tét bang ham 16i.

Phuong phéap nay c6 nhiéu (ng dung trong md hinh hoéa téi v thuc té. Cac mau dix
liéu cling c6 thé duoc sir dung dé tao ra cac ham 16i tuyén tinh tirmg doan, va né c6
thé duoc sir dung dé xay dung cac mé hinh Iap trinh tuyén tinh.



