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2.5 RAO THE DANG DELTA

Chung ta da lam quen véi 2 loai nghiém khac nhau cta phuong trinh Schrodinger dung: Déi
Vv6i hat trong giéng thé sdu v han va dao dong tir diéu hoa, cac nghiém nay cé thé chuan hoa
dugc, va dugc dat tén theo cac chi s nguyén n; con ddi véi hat ty do ching khéng chuan hoa
duoc, va duoc dit tén theo bién lién tuc k. Dang nghiém tha nhat dai dién cho trang thai vat Ii thuc,
con dang nghiém thir hai thi khéng; nhung trong ca 2 truong hop, nghiém tong quat cua phuong
trinh Schrodinger dirng 12 mot t6 hop tuyén tinh cua céc trang thai ding — ddi voi loai thir nhat, to
hop nay c6 dang mot tong (theo n), nhung trai lai loai thir 2 1a mot tich phan (theo k). Su khac biét
nay cd y nghia vét Iy nhu thé nao?

Trong co hoc ¢6 dién, thé nang mot chiéu khdng phu thudc thoi gian c6 thé gay ra 2 loai
chuyén dong hoi khac nhau chut it. Néu V(x) cao hon tong ning luong cia hat (E) ¢ ca 2 phia
(Hinh 2.7a), thi hat s& bi nhét trong giéng thé - n6 chuyén dong qua lai gira nhitng diém téi han
(turning points), nhung n6 khong thé thdat (T4t nhién, néu ban khong cung cap cho né ngudn ning
lwong phu, vi du nhu mot dong co, nhung chung ta s& khdng ndi vé diéu dé ¢ day). Ching ta goi
trudng hop nay 1a trang théi lién két.



Cic diém téi han b dién
{a)

V(x) a|.

Y
153

Diém téi han ¢b dién
{b)

=T

(c)

Hinh 2.7: (a) Trang thai lién két. (b) Cdc trang thai tén xa. (¢) Mét trang thai lién két ¢ dién nhirng
mét trang thai tin xa hegng tir

Mt khéc, néu E I6n hon V(x) & mot phia (hoic ca hai), thi hat dén tir “v6 cung”, chuyén dong
cham dan hoic nhanh dan dudi anh huong cua thé ning, va quay tré vé vo ciing ( Hinh 2.7 b). (N6
khong thé bi biy trong rao thé néu khdng c6 mot s co ché, vi du nhu ma sat dé 1am tiéu hao ning
lwong, nhung mot 1an nira, ching ta s& khéng noi vé diéu do). Ching ta goi trudng hop nay la
trang thai tan xa. Mot sb loai thé niang chi cho ra cac trang théi lién két ( chang han, dao dong tu
diéu hoa); mot sb thi chi cho phép trang théi tan xa (vi du nhu: rao thé c6 dang nhu mot ngon ddi
khéng c6 chd triing & bén trong n6); mot sé loai rao thé cho phép ca hai loai, phu thudc vao ning
luong cua hat.

C6 &, chlng ta ciing d thay rang hai loai nghiém cta phurong trinh Schrodinger tuong ng voi
c4c trang thai lién két va trang thai tan xa. Sy khac biét giita hai loai trang thai nay s& rd rang hon
trong mién luong tar, bai vi hiéu tmg duong ham (ching ta s& xem xét trong cac phan tiép theo)



cho phép hat “lot” qua bat ky mot rao thé xac dinh nao, vi vay diém khac nhau duy nhat 1 thé
nang tai v0 cuc (Hinh 2.7¢):

trang thai lién két

iy 2,91
trang thai tan xa [2.91]

Trong thyc té, hau hét moi thé nang tién ti 0 tai vo clng, trong truong hop do diéu kién trén s&
dugc don gian héa thanh:

E<O T thai _li ket
{ <0 = Trang_thai_lien_ke [2.97]

E>0 = Trang_thai_tan-xa

Bai vi thé nidng dang chit nhat sdu vd han va dao dong tir diéu hoa tién toi vo cing khi
X — o0, cho nén chdng chi bao gém nhiing trang théi lién két; bai vi thé nang cua hat tu do bang
0 & moi noi, nd chi cho phép céc trang thai tan xa?>. Trong phan nay (va nhirng phin sau) chiing ta
s& khao sat mot dang rao thé lam phéat sinh ca hai loai trang thai nay.

Ham delta Dirac, & (x), duoc dinh nghia mot cach khdng chinh tic nhu sau:

O,neu x=0
o,neu Xx=0

o(x) :{ } VoI T&(x)dx:l [2.93]

(x)

» Hinh 2.8: Him Delta Dirac
x (phuong trinh 2.93).

N6 1a mot dinh nhon c6 chiéu cao vo han, cuc ky hep tai gbc toa do, dién tich caa nd bang 1
(Hinh 2.8). N6i mot cach nghiém tuc, nd khdng phai Ia mot ham, boi vi nd khong xac dinh tai x=0
(Céc nha téan hoc goi né 1a ham suy rong, hoac phan b6). Tuy nhién, n6 1a mot ham cuc ky hiru
dung trong vat Ii Ii thuyét. (Chang han, trong dién dong luc hoc, mat do dién tich cua mot dién tich
diém 1a ham delta). Cha y rang & (x-a) c6 mot dinh nhon tai diém a va cé dién tich bang 1. Néu
nhan & (x-a) vai mot ham thong thuong f(x), viéc d6 s€ tuong ty nhu nhan voi f(a) :

f(X)5(x—a) = f(a)5(x—a) [2.94]

Bai vi tich tién t6i 0 trong moi trudng hop ngoai trir tai diém a. Dic biét,



Tf (X)S5(x —a)dx =f (a)TcS(x—a)dx: f(a) [2.95]

D6 1a tinh chat quan trong ctia ham delta: dudi dau tich phan, n6 1am 16 ra gié tri f£(x) tai diém
a.(T4t nhién, tich phan khéng nhét thiét phai di tir - oo dén +oo; mién la pham vi lay tich phan chira
diém a, nghia 1a can tich phan c6 thé chay tir a—& dén a+¢, voi bat ki &> 0)

Chung ta hdy xét thé ning c6 dang

V(X) = —a5(X) [2.96]

& day a 1a mot hang s6 nao d6. Pay 1a thé ning gia tao (ciing gibng nhu giéng thé hinh chir nhat
sau vo han), nhung n6 don gian, dep d& va xét & mot phuong dién nao do, nd thuc té hon nhiing
thé ning ma chung ta da ting xét. Phuong trinh Schrodinger ¢ dang

_ndy
2m dx?

—ao(X)y =Ey [2.97]

Thé ning nay lam phat sinh ca cac trang thai lién két (E <0) va trang thai tan xa (E>0); dau
tién chling ta s& xét trang thai lién két.

Trong vung x<0, V(x)=0, ta cé

d? 2mE
= =Ky [2.98]
o day
“omE
k= hm [2.99]

(Bang céch gia thiét E nhan gia tri am, nén k thuc va duong). Nghiém téng quat cia phuong trinh
2.98 la

w(X) = Ae™ + Be"*, [2.100]
Nhung s hang dau s& bang « khix — —o, vi vay chlng ta phai chon A=0:
w(x)=Be",  (x<0). [2.101]

Trong vuing x>0, V(x) ciing lai bang 0 va nghiém tong quat cd dang Fexp(-kx) + Gexp(kx); lic nay
s6 hang thi 11 s& tién t6i oo (khix —> )

Vivay



w(x) = Fe™, (x>0) [2.102]

Van dé con lai chi & gan két hai ham lai v6i nhau, dung diéu kién bién thich hop tai x=0. Toi
s& nhac lai nhitng diéu kién bién tiéu chuan cho y trudc day:

” [. 3y luon ludn lién tuc, va
1 2. dijr/dx lién tyuc ngoai trir tai cac [2.103]
|~ diém thé nang khong x4c dinh

Trong truong hop nay, diéu kién bién thir nhat cho ching ta F=B, vi vay

Vo) = {gz_x;, =y [2.104
[D6 thi cia w(x) dugc vé trong hinh 2.9]. Diéu kién bién thir 2 khong dem lai hé qua gi; day 1a
trudng hop ngoai 1& (gidng nhu giéng thé chit nhat sau v han) cé V khong xac dinh tai diém giao
nhau, va rd rang, tir do thi, ta thay ham nay c6 mot diém udn tai x=0. Hon nita, dén diém nay ham
delta khong xac dinh. Hién nhién du ham delta gian doan tai x =0 nhung dao ham cua y , tai x=0
van lién tuc. Bay gio t6i s& chi cho ban ching minh diéu nay, va nhu 13 mot hé qua ching ta sé
thay tai sao dy /dx thuong 1a lién tuc.

B
| x

Hinh 2.9: Him séng trang théi lién két d6i véi rio thé delta (phuong trinh 2.104)

Trudc hét, ching ta liy tich phan caa phuong trinh Schrodinger tir — £ dén + £, va roi lay gigi
han khi £ >0:

712 +e dzw +€ +€
- L dx +f V)ye)dx = E w(x)dx. [2.105]
2m —c dx2 —£ —€



Tich phan dau tién duoc giit nguyén nhung Z—V/ duoc tinh tai hai diém mat; tich phan cudi cung
X

bing 0 khi &£—0, vi n6 la dién tich caa mot hinh ¢ chiéu cao xac dinh va chiéu rong bang
khong. Do do

A(z—‘;j = ;—T lim _{v () (x)dx [2.106]

Thong thuong giéi han bén phai lai bang 0, va vi thé dy /dx la lién tuc. Nhung khi V(x) khong
xac dinh tai bién, dbi s6 d6 s& sai. Pac biét , néu V (x) = —a8(x) phuong trinh 2.95 cho ta:

dy)__2m
A( dxj_ v [2.107]

Déi véi truong hop dang xét (Phuong trinh 2.104),

dy /dx=-Bke™, doi_voi(x>0), vi_vay dy/dx, =-Bk,
dy /dx =+Bke™, doi_voi(x<0), vi_vay dy/dx, =+Bk,

Vavithé A(dy /dx)=-2Bk. Va y(0) = B. Vi vay phuong trinh 2.107 cho ta:

ma
Va nhirng mirc nang luong dugc phép la (Phuong trinh 2.99)
h2k? ma’
E=rr = [2.109]
2m 2h
Cudi cuing, chdng ta chuan hoa y :
T 2 2] 2k |B|2
[l dx=28|" fe?*dx == =1
—0 0 '
Vi vay (dé cho thuan tién ta chon nghiém thuc duong):
B=+k = —r;“ [2.110]

Hién nhién giéng thé ham delta, bat ké d6 I6n cua o , c6 dung mot trang théi lién két:



, 2
LY r;a e—ma‘x‘/h : E=-— ma [2111]

w(X) = o

Thé con trang thai tan xa voi E>0 thi sao? Khi x<0 phuong trinh Schrodinger dugc viét lai Ia:

& day
k= \/zhﬁ [2.112]
la s6 thyc duong. Nghiém téng quét 1a
w(X) = Ae™ + Be™ [2.113]

va lic nay ching ta khdng thé loai trir sé hang nao, bai vi khong cé sé hang nao phan ky. Tuong
tu, d6i vai x>0

w(X) = Fe™ + Ge™ [2.114]

Pé y(x) lién tuc tai x=0 thi:
F+G=A+B [2.115]
Cac dao ham I3,
dy /dx=ik(Fe** —Ge™), doi_voi(x>0), vi_vay dy/dx, =ik(F -G),
dy /dx=ik(Ae™ —Be™), doi_voi(x<0), vi_vay dy/dy =ik(A-B),
Va vi thé A(dy/dx) =ik(F —G— A+ B). Trong khi d6 /(0) = A+B, vi vay diéu kién bién tha
hai (Phuong trinh 2.107) cho ta

2Mo

k(F -G~ A+B)=-"3

(A+B), [2.116]

Hoac, ngan gon hon,

Mo
2

F-G=AL+2p)-B(-2if), odiy f=_3 5

[2.117]



Str dung diéu kién bién, ching ta duoc 2 phwong trinh (phwong trinh 2.115 va phuong trinh
2.117) véi 4 4n (A,B,F, va G) — chinh xéc 1a 5, néu ban tinh ludn k. Viéc chuan hda khéng gidp ich
duoc cho ching ta — day khong phai 1a trang thai chuan hda. Do do, c¢6 I& ching ta nén ding lai va
khao sat y nghia vat i cua nhirng hang sé nay. Nho rang exp(ikx) [khi dugc ghép véi s6 hang phu
thudc thoi gian exp(-iEt/72)] tao ra mot song lan truyén sang phai, va exp(-ikx) din dén mot séng
lan truyén sang trai. Nhu vay A (trong phuong trinh 2.113) 13 bién do caa song dén tir bén trai, B 1a
bién do cua séng trg vé bén trai, F (trong phuong trinh 2.114) 1a bién do cua séng két thic ¢ bén
phai, va G 1a bién d6 cta song dén tir bén phai (Hinh 2.10). Trong thi nghiém tan xa thong thuong,
c4c hat duoc xuat phat tir mot hudng — c6 thé tir bén trai. Trong truong hop do, bién do cua song
dén tir phia phai s& bang 0:

G=0 (d6i véi truong hop tan xa tir bén trai) [2.118]
A
AEFRX FEJ'RX
== —f———————
Be-.i'kx Ge—jkx
-
X

Hinh 2.10: Tan xa tur giéng dang
ham delta

Do d6, A 1a bién d6 caa song toi, B 1a bién d6 cua song phan xa, va F 1a bién d6 cla song truyén
qua. Giai phuong trinh 2.115 va 2.117 cho B va F, ching ta tim dugc:

i 1
B2 A  F- A [2.119]

1-ip T1-ig

(Néu ban muén nghién ctru tan xa tir bén phai, hiy dat A=0; vi vay G la bién d6 song tai, F 1a bién
d6 séng phan xa, va B 1a bién do song truyén qua).

N . , YRS . A N 2 1 2 N A , e - . A -
Bay gio, xac suat tim hat tai mot vung cu thé la |z,z/| , VI vay X&c suat tuong doi > ma mot hat s&

phan Xa tro lai la

r=lB __/° [2.120]




R duogc goi la hé sb phan xa. (Néu ban c6 mot chim hat, né s& cho ban biét ti 16 nhitng hat dén s&
quay nguoc tré lai). Trong khi d6, x4c suét truyén qua duoc cho bai hé sb truyén qua

1
= T2 = 2 [2121]
|A| 1+ p
Tat nhién, tong caa nhitng Xac suat nay phai bang 1:
R+T=1 [2.122]

Cha y rang R va T 1a cac ham cua B, va vi thé (Phuong trinh 2.112 va 2.117) ciing 1a ham cua E

1 1
R= 2 27! T= 2 2
1+(2h°E/ma®) 1+(ma”/12h°E)

[2.123]

Nang lugng cang cao thi xac suat truyén qua cang 1on (diéu nay cd vé hop Ii)

T4t ca rat gon gang, nhung c6 mot van dé kho khin caa dinh luat ma ching ta khéng thé hoan
tdan bo qua: Ham sdng tan xa nay khong duoc chuan hda, vi vay ching khong thuc su dai dién cho
trang thai kha di caa hat. Nhung chung ta biét cach giai quyét van dé nay 1a: ching ta phai xay
dung cac té hop tuyén tinh chuan héa cua nhitng trang thai ding giéng nhu chung ta di lam cho
hat tu do — nhung hat thuc duoc biéu dién bai nhitng b6 séng. Mic du khéng phic tap vé mat 1i
thuyét, day lai 1a cdng viéc rat réi ram trong thuc hanh, va vao lic nay, tét nhat 1a nén giao bai téan
cho may tinh®. Trong khi do, boi vi cé thé tao ra nhitng ham séng chuén héa cho hat tu do ma
khong dinh dang gi dén khoang gi4 tri ning luong, R va T ¢6 thé dugc xem nhu xac suat truyén
qua va phan xa gan dung cua hé hat trong ving ning luong hep quanh E. Ngiu nhién, diéu nay
lam cho ban phai chd y rang ching ta c6 thé phan tich bai téan phu thudc thoi gian dung nhitng
trang thai dirng mot cach tinh tly (hat dén, tan xa voi thé ning va bay ra xa o). Cudi clng,
(trong phuong trinh 2.113 va 2.114) don gian 1a mét sé phirc, khdng phu thudc thoi gian, ham sin,
tién toi co & moi hudéng (v6i bién do khong do6i). Va bay gio, bang cach st dung diéu kién bién
thich hop cho ham nay, chiing ta c6 thé xac dinh duoc xac suit ma mot hat (dwoc biéu dién bai
mot bo song dinh xir) s& bat nguoc lai hodc di qua rao thé. T6i cho rang, hé qua téan hoc ki diéu
phia sau vin dé nay 1a su kién: bang cach lay t6 hop tuyén tinh cua cac trang thai trai rong trén
tdan bo khong gian, va vé co ban khdng phu thudc dang ké vao thai gian, chiing ta cd thé xay dung
nén cac ham séng tap trung quanh mét diém (chuyén dong), véi nhitng dic tinh phuc tap theo thoi
gian (xem bai tap 2.40).

Gia str, chung ta da nhan dugc cac phuong trinh thich dang trén bang, hdy nhin lai trwong hop
rao thé dang delta (Hinh 2.11). Thong thudng, tat ca nhitng gi ching ta phai lam 14 thay d6i ddu
cua a. Tat nhién, diéu ndy s& lam triét tiéu trang thai lién két (xem bai tap 2.2). Mat khac, nhitng hé
s6 phan xa va truyén qua chi phu thudc vao «?, khong doi. That la, hat di qua hang rao giéng nhu



qua giéng! T4t nhién vé phuong dién cb dién, hat khéng thé nhay I1&n rao thé cao oo, bat ké ning
lwong cua nd. Qua thyc, bai toan tén xa cb dién kha don diéu:

Vix) = abix)

Hinh 2.11: Hang rao dang ham delta

Néu E > Vpax thi T=1 va R = 0 — tat nhién hat ty 1am n6 di 1én; nguoc lai, néu E < Vi thi T=0 va
R=1 — no di 1én ddc cho dén khi n6 mat hét nang luong va roi tré vé hudng cii. Bai téan tan xa
lwong tir hip dan hon nhiéu; hat c6 xac suit di qua hang rao tham chi néu E<Vpax. Chlng ta goi
hién tugng nay la hidu tmg duong ham; né 1a mot co ché tao nén nhiéu hé dién tir hién dai-dac biét
la trong kinh hién vi. Nguoc lai, cho dil E>Viay, hat van c6 xac suét bi phan xa lai-mic du vay, téi
khuyén ban khong nén trdng mong rang co hoc Iwong tir s& ciru nguy cho ban (xem bai tap 2.41).

4.4. SPIN
Trong co hoc ¢b dién, mot vat ran c6 hai loai momen dong lugng: momen dong luong quy dao

(L =rx p), lién quan dén chuyén dong cua khéi tam, va Spin (S = IW) lién quan dén chuyén dong
quanh khbi tdm.Chang han, trai dit c6 momen quy dao do chuyén doéng quay hang nim cua no
quanh mat troi, va momen dong lwong Spin do chuyén dong quay hang ngay cua né quanh truc
Béc-Nam. Trong pham vi ¢b dién, sy phan loai ndy chi dé cho thuan tién, bai vi khi ban xem xét ki

né, S khong la gi ma chi 1a tong ciia momen dong luong quy dao cua tat ca nhiing cuc dat va da
tao nén trai dat, khi ching quay quanh truc. Nhung mot su tuong tu ciing Xay ra trong co hoc
luong tir, va ¢ ddy su khac biét 1a mot van dé hét sire co ban. Trong phép cong momen dong lugng
quy dao (trong truong hop caa Hidro) cé lién quan dén chuyén dong cua electron quanh hat nhan
(dwoc miéu ta bai ham diéu hoa cau), electron ciing mang mot dang khac ciia momen dong luong,
loai momen dong luong nay khong dinh dang gi dén chuyén dong trong khong gian ( va do do
khong dugc m0 ta bai bat ki ham cuia cac bién vi trir, @, =), nhung né hoi giéng véi Spin c6 dién
(do do, ching ta s& dung tir twong tu dé goi n6). Do 1a diéu hién nhién va diéu d6 khong can phai
suy nghi nhidu va theo nhu chung ta da biét electron 1a mot chat diém khong cau tric va momen
dong lwong Spin cia nd khdng thé dugc phan tich nhu 1a tong momen dong lugng quy dao cua cac
phan hop thanh (xem bai tap 4.26)*. Ching ta co co s dé ndi ring nhirng hat co ban mang

momen dong lugng noi tai (S) cung véi momen dong hugng “bén ngoai” cua chang (L ).



Ly thuyét dai s6 cua Spin la ban sao cua Iy thuyét momen dong luong quy dao, bt dau voi
nhitng hé thic giao hoan?*:

[Sx, Sy1=ihS;, [Sy, S;] = 7Sk [Sz Sl =14 Sy [4.134]
Nhu truéc, ching ta ciing suy ra rang nhiing vecto riéng ciia cia S° va S, thda man®®

S?|sm)=n*s(s+1)[sm); S,|sm)=7m/sm); [4.135]

va

S.|sm) = A1,/s(s+1) —m(m=1)|s(m+1)), [4.136]

O day S, =S, *iS, . Nhung liic ndy nhitng vecto riéng khong 1a ham diéu hoa cau (ching khong

phai 1a ham cua cad va ¢ ), va khong co 1y do dé loai trir gia tri ban nguyén cua s va m:
1 3
s=0, > 1, E,..; m= -s, -s+1,....,s-1;s [4.137]

Mét cach ngau nhién, moi hat co ban déu c6 gia tri s cu thé va khong thay ddi, chiing ta goi nd
la Spin caa nhitng loai cu thé d6: cac pi messon c6 spin 0, electron c6 Spin Y2, photon ¢6 Spin 1;
delta co Spin 3/2, graviton c6 Spin 2, va .v.v..Theo quy udc, s6 luong tir momen dong luong quy
dao | (chang han dbi vai mot electron trong nguyén tir hidro) c6 thé nhan bat ky gia tri nguyén nao
ma ban mudn, va s& thay doi thanh mot gia tri khac khi hé bi nhidu. Nhung s khong d6i, doi vai
moi loai hat, va diéu nay lam cho li thuyét Spin twong ddi don gian.

4.4.1.Spin 1/2

RO rang, trudng hop quan trong nhat s=1/2 , day 1a spin caa nhitng hat tao nén vat chét (protons,
notron va electron), ciing nhu tat ca cac quark va lepton. Hon nita, mot khi ban da hiéu dwogc spin
1/2, van dé s& hoan toan don gian khi ban tiép tuc nghién ctiu nhitng hé hat ddng nhat c6 spin cao
hon. Chi c6 hai trang théi riéng :|11), chiing ta goi la spin-up (ki higu: T )va |1(-1)), chiing ta goi

la spin-down(4 ). Sir dung nhitng trang théi riéng nay nhu nhitng vecto co s, trang thai tong quat
cua hat spin 1/2 ¢6 thé duoc biéu didn nhu mot ma tran cot 2 yéu té (hodc Spinor):
a
x = [bj =ay, +by [4.139]

Vi

2. = ﬁ [4.140]



Biéu dién spin-up, va

o

[4.141]

Biéu dién spin-down. Lic d6, toan tir spin tré thanh ma tran 2x2, ching ta c6 thé xay dung dugc
ma tran nay bang cach cha y dén tac dung cta ching I1én », va y_: Phuong trinh 4.135 cho ching

ta

3 . hoooo o _h .
72 -T2 X 2}(+’ X~ 27(_’
va phuong trinh 4.136 cho ta:

Scx-=hy., Sy .=hy; Sy =Sy =0;

Béy gio, S, =S, S, vivay:
1 \ 1
S, ==(S5,+S)vaS, =—(S,-S
=55, +5) y =5 (8. =5)

Va suy ra rang

h h h h
ScXe ==Xy SH- ==Xy Sy X=X Sy ==
x X+ 2)(_ X- 2}( y X 2|Z y X 2|Z
Do do
10 01 00
S2 §h2 y S+=h s - = ’
4 (0 1 00 10
Trong khi

01 0 -i 10
S, =1 s, =0 s, 2t !
2l1 o) 7 2li o0 20 -1

Pé c6 dong hon, chiing ta chia cac sé hang trén cho 7/2: S =h/ 20, ¢ day

o el 3o 2)

[4.142]

[4.143]

[4.144]

[4.145]

[4.146]

[4.147]

[4.148]



Day la c4c ma tran spin Pauli ndi tiéng. Chi y rang S, , S,, S, va S? déu la cac toan tir Hermic
(boi vi chiing dai dién cho nhitng quan sat). Trong khi d6, S, va S_khéng phai la nhitng toan tu
Hermic- bang chirng la chiing khdng thé quan sat duoc.

Spinor riéng cua S, la:
1 - h 0 - h
= ,(tririeng +—; 7 = tririeng —— 4.149
Xe (Oj(l gzz(J(l 92) [4.149]

Néu ban do S, trén mot hat & trang thai tong quat y (phwong trinh 4.139), ban c6 thé nhan

A 5 h & z A - h r: z A \ J 7
duoc két qua +E, VGi Xac suat |al? , hoac - Vi Xac suat |b|2. Tu d9, ta cd

lal? + [b]* =1 [4.150]
(tic 14, Spinor phai dugc chuan héa).?

Nhung néu ching ta chon do S, thi sao? Két qua cd thé 1a gi va xéac suat tuong (ng caa chling
la gi? Theo dién giai thong ké tong quét, ching ta can biét cac tri riéng va cac spinor riéng cua S, .
Phuong trinh tri riéng la:

|—i hil?2

2 h h
=0=> =(—)% => = +—
ni2 —z| A=) A=ty

Khong c6 gi ngac nhién, nhiing gia tri kha di caa S, gidng nhu cua S,. Cac Spinor riéng thu

4 24104

Vivay B = +a . Hién nhién, cac spinor riéng khi duoc chuan hoa cua$, Ia:

duoc theo cach thong thuong:

1 1
< =[Jf J (tri riéng +§); 2% :( vz ] (tri rieng — ) [4.151]
7 7 2

Pong vai tro nhu mot vecto riéng cua ma tran Hermic, ching trai rong trong khdng gian; spinor
tong quat y co thé duoc biéu dién nhu mot t6 hop tuyén tinh ciia ching:

x= [a%zsz + (aT_zsz [4.152]



A z A A A A 5 h \ \ 7 4 R A A
Néu ban do S, , Xac suat dé nhan duoc két qua +E la (1/2)|a + b|?, va xéc suat dé nhan duoc ket

qua — g la (1/2) |a — b|?, (Ban hdy tu kiém tra lai tong cac xac suit nay bing 1).

Vi du: Gia st rang hat spin % & trang thai

1 1+i
=75l 2
r r 2 r 2 r 2
Néu ban do S, x&c suét dé nhan duoc két qua % |+ D|Ve|| = %vé xAc suét dé nhan dugc
A 9 h \ 2 2 A s A R A h N
ket qua 5 la |2|\/€|| =3 Néu ban doS,, xac suat dé nhan duoc +§ la (1/2)|(3+

2
DIVEI|" = 2, va xéc sudt dé nhan dwoc — " 1a (12) |(=1 + V|| = L. Hién nhien, gié tri
6 2 6

. , 5 ) 1 n) h
ky vong cua S, la — +—J+— ——):—.
6\ 2) 6 2) 3

Chung ta ciing c6 thé thu duoc két qua ndy bang céch tinh truc tiép:

e (1-i 2Y 0 ni2Ya+iye) n
(8:)=7 S*Z_(_e EL/z 0 ){ 216 J_§

Toi s& dan dat cac ban qua mot phép do tudng tuwong co lién quan dén spin %, bai vi n6 dung
dé 1am sang to mot vai y tudng triru twong ma chang ta da thao luan & chuong 1. Chung ta hiy bt
dau véi mot hat ¢ trang thai y,. Néu co ai d6 hoi “thanh phan z ciia momen dong luong Spin cua

hat 1a gi ?” Chiing ta c6 thé tra 10i ngay rang: +%. Do S, thi tat nhién s& thu lai dugc két qua do.

Nhung néu ngudi chap van hoi ching ta “thanh phan x cia momen dong luong Spin cua hat Ia
gi?”Chiing ta s& tra loi mot cach map mo: Néu ban do S, , thi banc thé nhan duoc két qué%

hozc —? Vi co hdi 50-50. Néu ngudi hoi [a mot nha vat 1i ¢6 dién hoic mot nguoi theo truong
phai “duy thyc”, anh iy s& nghi rang ciu tra 1oi khong day du -néu khong ndi la phi li-anh ta s&
noi: “Co phai ban khong biét trang théi that su cua hat d6 khong?”. Trai lai, toi biét chinh xac trang
thai cua hat 1a gi: 7, . <O, sao ban lai khéng thé bao véi ti thanh phan x caa Spin cia no 1a gi?”.
Bai vi don gian la khong c6 mot thanh phan x nao cu thé cua Spin. Qua that, khdng thé xay ra
truong hop ca S, va'S, déu xac dinh, nguyén ly bat dinh s& bi vi pham.



Vao lic nay, ngudi phan d6i ching ta s& chop lay dng dién tir va do thanh phan x caa Spin cua
no; Gia str anh ta nhan duoc gia tri +§“A ha!” (anh ta gao Ién trong chién thing), “Ban noi
lao! Hat ndy c6 gié tri ciia S, hoan toan xac dinh: D¢ la ? “O chic chan roi — bay gio n6 co gia tri
d6 nhung trude khi ban do, n6 c6 gia tri d6 hay khong.”Ban da lam cudc tranh cdi diu xudng. Va
di thé nao di nira, diéu gi da xay ra véi hé thac bat dinh ? Bay gio t6i biét ca S, va'S, T6i xin I5i
dé ndi rang, ban khong diing: trong phép do cua ban, ban da thay doi trang théi cua hat; bay gio n6
& trong trang théi ;(fr"), va trong khi ban biét gia tri cua S, ban con lau mai biét duoc gia tri
cuiaS, “Nhung toi rat can than khong 1am nhidu hat khi toi do S,” Rt tot, néu ban khdng tin toi
hay kiém tra n6: Po S, va xem xét nhitng gi ban nhan dugc (T4t nhién, anh 4y ciing c6 thé nhan

duogc gia tri+ % céi nay s& lam ban lGng ting- nhung néu chdng ta lap lai kich ban nay nhiéu lan
va vao gitra cudc trang luan anh Ay s& nhan dugc két qua+ ?).
4.4.2.Electron trong truong tir

Mot hat mang dién c6 spin tao thanh mot ludng cuc tir. Momen ludng cuc tur L cta nd ti 1€ thuan
v6i momen dong lugng spin S cua no:

L=y S; [4.156]

Hing sé ti 1é » duoc goi 1a hé s6 hdi chuyén®’. Khi mot ludng cyc tir dwoc dit trong truong tir B,
s& c6 mot momen luc p xB ¢6 khuynh hudng 1am cho ludng cuc song song véi truong (gidng
nhu kim la ban). Nang luong lién két véi momen nay 132

H=—uxB, [4.157]
Vi vay Hamilton cta hat mang dién c6 Spin trong mot truong tir B tro thanh
H=-7B.S [4.158]
O day S 1a ma tran spin thich hgp (phuong trinh 4.147, trong trudng hop Spin %).

Vi du: chuyén dong tué sai Larmor. Hay tuong twong mot hat ¢ Spin % & trong mot trudng tir
ddng nhét tring véi hudng z:

B =Bok [4.159]

Ma tran Hamilton la:

Bi(l O
H=-7 BsS, = — 4.160
7 Bo oz > lo -1 [ ]



Trang thai riéng cua H giéng nhu cua S; :

X+ voindng lwong £ = —(y Boh)/2,

X—.voining lueng E_ = +(y Bph) /2. [4.161]

Hién nhién, nang lugng nhé nhat khi momen ludng cuc song song Véi truong- gibng nhu ¢ dién.
Bai vi Hamilton doc lap thoi gian, nghiém téng quéat cia phuong trinh Schrodinger phu thugc thoi
gian:

- A
Ih—W = HZ [4162]

C6 thé dugc biéu dién theo céc s6 hang trong trang thai dirng:

Z(t) = a;[+e‘i“9+h + b){_e_itE_h

aeVBo/2
(ses)
Cac hang sé a va b duogc xac dinh boi cac diéu kién ban dau; chang han nhu:
—fa
x(0)= (b)

O day |a|? + |b|? = 1.58& khéng mét tinh tong quat néu t6i viét a= cos(a/2) va b= sin(a/2) & day a
la mot goc xac dinh ma ¥ nghia vat Iy cua né s& duoc 1am rd trong chdc 1at.Vi thé:

cos(a/2)e'VFo/2 ) [4.163]

sin(a/2) e ¥Bos2

z(t)=(

Dé ¢ cam nhan V& nhan vé nhitng gi xay ra & day. Chang ta hdy tinh gid tri ky vong caa Spin <S>
nhu mot ham theo thoi gian:

(S,) = x(t)" S, x(t)

N . - 7(0 1) cosa(a/2)e™"?
= (cos(/ 2)e"®"'? sin(a / 2)e'™"?) = _
(costx/2) (a/2) )2 1 0\ sin(a/2)e ™2

:gsin c Cos(1Bt).

Tuong tw: (S, )= 7(t)"S, x(t) = —gsin asin(7B,t), [4.165]

va



(S,)= 2()" S, 20 :Zcow [4.166]

Chiing to (S) nghiéng mot goc khong doi bang e so véi tryc z va chuyeén dong tué sai xung quanh

trudng Vi tan so Larmor
W = 4B, [4.167]

Gibng nhu truong hop ¢b dién®* (xem hinh 4.7). Khéng c6 gi ngac nhién & day — dinh |i Ehrenfest

(dudi dang duoc rit ra tir bai tap 4.21) bao dam rang (S)bién doi theo cac dinh lut ¢o dién.
Nhung sé& tot hon néu thiy cng viéc nay duoc thuc hién trong pham vi cu thé.

Vi du: thi nghiém Stern — Gerlch. Trong mot truong tir khong dong nhat, khéng chi c6 momen
ma con ¢0 luc tac dung 1én ludng cuc tir:

F =V(wB) [4.168]

Luc nay c6 thé dung dé phan chia chum hat theo dinh huéng spin cu thé cia n6 nhu sau: Hay
twong tugng mot chim hat nguyén tir trung hoa twong dbi niang, di chuyén doc theo truc y, di
ngang qua ving truong tir khong ddng nhat (Anh 4.8) — chang han,

B(x,y,t) = -axi + (B, + az)k [4.149]

O day By 1a truong déu manh va hang s6 a dugc mé ta su 1éch nho so véi truong dong nhat. (That
su, ching ta chi can thanh phan z caa trudng nay, nhung khong may diéu d6 khong thé vi nd s& vi
pham dinh luat dién tr V. B = 0; di muén hay khong, thanh phan x van cé mat). Luc tac dung I1én
nhitng nguyén tir nay la

F= ya(-Sxi+ S, k) [4.170]

Nhung bai vi chuyén dong tué sai Larmor xung quanh By, Sy dao dong nhanh va gié tri trung binh
s& bang 0; hrc thuc sy hudng theo truc z:

F.= 7S, [4.170]

Va chum hat bj léch 1én hoic xuéng, ti 1¢ véi thanh phan z cia momen dong luong Spin.Vé
phuong dién c6 dién, ching ta hy vong mot ddm, nhung thuc sy chim tia bi phan thanh 2s + 1
chum riéng biét, chang minh mét céch rd rang su lwong tir héa cua S, . (Néu ban ding nguyén tir
Au, chang han, tat ca nhiing electron bén trong da ghép doi dé cho Spin va momen dong luong quy
dao cua chdng triét tiéu. Spin toan phan don gian 1a ciia nhiing electron bén ngoai, chua ghép doi,
Vi vay trong truong hop nay S =1/2, va chum hat bi tach lam 2).

Li luan d6 thuan co dién, cho dén budc cudi ciing; “Luc” s& khdng xuét hién trong nhitng phép
tinh lwong tir thich hop, va do dé co 18 ban mudn tiép can bai toan nay bang phuong phap sau dy.



Ching ta hdy khao sat qua trinh trong d6 hé quy chiéu di chuyén cting véi chum hat.Trong hé quy
chiéu nay, lac ¢iu Haminton bang 0, sau d6 khac khong trong chu ky T (khi hat di qua nam cham)
va rdi lai bang khéng:

0 khit<0
H(t) = —7(Bo + az) S, khio<t <T [4.171]
0 khit>T

(T6i dd bo di thanh phan x phién phac cua B, vi 1y do da chi ra ¢ trén - khong dong vai tro quan
trong trong bai toan). Gia str rang nguyén tir cd Spin % va bat dau ¢ trang thai

I(t):al++ b;(_,khitSO
Trong khi Haminton tac dong, y(t) bién d6i theo thoi gian theo cach thong thuong:
—iE+t/h + —iE_t/h knio<t<T
l(t):al_}_e bZ_e IV=st=

O day (tir phwong trinh 4.158)

E.=T y(By + a2) L [4.172]
Va vi thé nd s& xuét hién trong trang thai
Z(t) — (aeinBO/2Z+)ei(a;/T/2)Z + (be~inBO/2Z_)e—i(a;/T/Z)Z’ t 2-I- [4173]

Bay gio 2 s6 hang mang dong luong theo huéng z (xem phuong trinh 3.131); thanh phan Spin-up
c6 dong lugng:

a }/Th
2

pz= [4.174]
Va n6 di chuyén theo truc z cong; thanh phan Spin-down c6 dong lwong nguoc dau va nd di
chuyén theo huéng z trir. Do d6 chum hat bi tach thanh 2 nhu truée.(Chd Y rang phuong trinh

4.174 phd hop voi két qua trudc d6, phuong trinh 4.170, d6i voi truong hop nay S, :%
va P, = F,T).

Thi nghiém Stern- Gerlach dong vai tro quan trong trong triét Ii cia co hoc lugng tir, & day né
cung cap ca quy trinh chuan bi mat trang thai luong tir va lam rd md hinh ddi véi mot loai phép do
lwong tir ndo d6. Chung ta gia sir rang trang thai ban dau cua hé da biét (phwong trinh Schrodinger
cho chiing ta biét nd s& thay di theo thoi gian nhu thé nao). Nhung chic chin ching ta s& khong
biét 1am thé nao dé c6 dugc mot hé & mot trang thai cu thé ¢ noi dau tién. O néu ban mudn chuan
bi mot cham nguyén tir ¢6 cdu hinh Spin nhat dinh, ban cho chim tia khéng phan cuc qua nam
cham Stern- Gerlad, va chon dong hat di ra ma ban thich (chan tit ca nhitng chum khéc lai véi



vach ngin va man chén thich hop).Nguoc lai, néu ban mudn do thanh phan z cia Spin cua nguyén
tr ban cho n6 qua thiét bi Stern-Gerlach va bét dugc né dang ¢ dau. Toi khong khang dinh ring
day la cach thyc tidn dé thuc hién cong viéc, nhung no rat rd rang vé mat khai niém va vi thé 1a
mot truong hop c6 ich dé khao sat cac bai toan chuan bi va do trang thai.

4.4.3.Phép cong momen ddng lwgng:

Bay gio gia st rang ching ta c6 2 hat Spin % - chang han, electron va proton ¢ trang thai co ban
trong nguyén tir Hidro. Mdi hat c6 thé c6 Spin-up hoac Spin-down, vi vay c6 tat ca 4 kha ning:

N N N N [4.175]

& day miii tén dau dé cap dén electron va thtr hai dé cap dén proton. Van dé dit ra la: momen dong
luong toan phan cua nguyén tir bang bao nhiéu? Pat

S= sW+s® [4.176]
MJi trang thai trong 4 trang thai nay la trang théi riéng cua S, - thanh phan z duoc cong don gian
Sk, =8P +SP) iz, = (SO ) 2+ 18P 2,)
= (M) 2, + 2 (M, ) = (Mg + M, ) 2, 7,

[ Cha y ring S® chi tc dung 18n z, va S® chi téc dung 1én z, ]. Vivay m (sé lugng tir cua hé
hén hop) chinh lamy+ m; :

™ m = 1 ;
N :m= 0 :
T :m = 0 :
W :m= 2

Thoat nhin, diéu nay c6 vé khong dung: m 1a s6 nguyén chay tir -s dén +s, vi vay cd vé s = 1-
nhung c6 thém maot trang thai phu m = 0. Mot cach dé go rdi vin dé nay la &p dung céc toan tir ha
thip S_ =S!+S? chotrang thai 771, dung phuong trinh 4.143:
S(M=("MHT+1T(s>1M

=V T+T @Y =N +N).

Tét nhién, 3 trang thai véi s = 1 1a (ki hiéu |sm)):



1) = ™
110) = %(NNT) s=1(Boi_ba) [4.177]
1-1) = W

(D& kicm tra, hdy thir 4p dung toan tir ha thap cho |10); Ban s& nhan duoc gi? Xem bai tap

4.35).Pay dugc goi l1a su két hop bo ba, vi nhitng 1i do da nodi & trén. Trong khi d6, trang théi truc
giao m=0mang s=0:

J2

(Néu ban tac dung téan tir nang cao va ha thip cho trang thai nay, ban s& nhan duoc gia tri 0. Xem
bai tap 4.35).

{| 00) = i(N - iT)} s=0 (don) [4.178]

Do d6, t6i khang dinh rang su két hop caa 2 hat Spin % c6 thé lam cho Spin tong c6 gia tri 1 hoic
0, phu thudc vao viéc ching chiém cau hinh bo ba hay don. Bé ching minh diéu nay, tdi can
chirng to rang trang thai bo ba Ia vector riéng ciia S? vai tri riéng 272 va bd don 1a vector riéng cua
S?véi tri riéng 0. Bay gio

S?= (S(l) + S(Z))(S(1)+S(2)) - (S(l)) 2 +(8(2)) 2 4og(Mg@) [4.179]
Dung phuong trinh 4.142 va 4.145, ching ta cé

SOSOC €V T §2L 1€ T &2 T €T EP )

OGNS MR EY

hZ
S R

Tuong tu,
SR S
Suy ra rang
wsopy 1 _ _pur
S®.5?10) = NG eN —IT+2N -7 ; J 10), [4.180]

Va



$®.5@|00) = %% eN -t 2N+t = —¥|oo>, [4.181]

Quay lai phuong trinh 4.179 (va dung phuong trinh 4.142 mét lan nixa), ching ta két luan rang

2 2 2

$¥)10) = S 10) = 27°|10), [4.182]
4 4 4

Vivay |10) thyc sy la trang thai riéng cua S? Vi tririéng 22 va

2 2 2
s<2>|oo>:(3z + 222 )|oo>:o, [4.183]

Vivay |00) la mot trang thai riéng cia S véi tri riéng 0. (T6i s& dé cho ban ching minh réng |11)
va |1-1) latrang thai riéng cia S* , véi tri riéng thich hgp-xem bai tap 4.35).

Viéc ching ta vira lam (két hop Spin ¥ véi Spin % dé nhan duoc Spin 1 va Spin 0) 1a mot vi du
don gian nhat cua bai tap 16n hon: Néu ban két hop Spin s; voi Spin s,, Spin tong s s& bang bao

nhiéu?. Cau tra 15i 1a ban nhan duoc moi Spin tir (51 + S2) giam xudng dén (s1- S2) hoic (52 — 1),
néu s, >s, —trong day sé nguyén:

S=(S1+%2),(S1+s2—1), (51 +52—2),...,

S, —S,), [4.184]

(C6 thé ndi mot cach gan dung rang, Spin tong cong cao nhat khi cac Spin thanh phan duoc xép
hang song song véi nhau, va nhé nhat khi ching khdng song song).Chang han, néu ban ghép hat
c6 Spin 3/2 véi hat ¢6 Spin 2, ban c6 thé nhan duoc Spin téng 1a 7/2, 5/2, 3/2 hoic 1/2 , phu thudc
vao cau hinh. Vi du khac : Néu nguyén tir Hidro & trong trang thai v, , momen dong luong toan
phan cua electron (Spin + quy dao) la | + % hodc | — ¥; Bay gio néu ban thém vao Spin cua
proton, s6 lugng tir momen quy dao toan phan cua nguyén tir 1a | +1, | hodc | — 1(va | ¢6 thé dat
duoc theo 2 cach riéng biét, phu thudc vao electron doc than ¢ trang thai | + % hay | — %%).

Trang thai cu thé

sm) v&i Spin toan phan s va thanh phan z m s& 1a to hop tuyén tinh ciia nhitng

trang thai thanh phan |s,m, )[s,m, ):

|Sm> = Zcrillsnzlzm|slm1>| S2mz> [4.185]

m+m,=m
LT THUYET NHIEU LOAN KHONG PHU THUQC THOI GIAN

6.1.Trwong hop khong suy bién



6.1.1.Phwong phap luin tong quat:

Gia sir rang chung ta da giai dugc phwong trinh Schrodinger cho mét vai ham thé (chang han, thé
cua giéng chit nhat mot chiéu sau vo han):

Hq =Ew, [6.1]

thu dugc mot tap day du caa nhitng ham riéng truc chuan, y?°,

(v

Vo) =Om [6.2]

Vva cac tri riéng twong ung la E; . By gio chung ta l1am nhiéu thé ning mot it (chang han, bang
cach dat mot cai bom nho ¢ day giéng — Hinh 6.1). Chlng ta can giai phuwong trinh Schrodinger

cho ham riéng va tri riéng méi:
Hl//n = Enl//n [63]

Nhung néu khdng may man, ching ta kho ¢ thé giai duoc phuong trinh Schrodinger chinh xac
cho nhitng thé nang phic tap ndy. Ly thuyét nhidu loan 1a mot phuong phap cho phép thu duoc 16i
giai gan dung cua bai toan nhiéu loan bang cach xay dung trén loi giai chinh xac da biét tir truong
hop khéng nhiéu loan.

Wi

‘ Hinh 6.1: Giéng chit nhét sdu v6 han
| v mit nhicu loan nho

Dé bt dau chung ta viét Haminton méi nhu tong caa hai s hang:
H=H,+AH", [6-4]

O day H' 1a nhiéu loan. Chlng ta s& chon A 1a mot s6 nho. Sau d6 chung ta s& dat né bang 1, va H
s& 1a Haminton chinh xac. Viéty, va E, nhu mot chudi lily thira theo A :

Yo =W + W+ A0+ [6 - 5]



E =E’+AE' + E’ +..; [6 - 6]

& day E!la hiéu chinh bac nhét cho tri riéng thir n, va ! 1a hiéu chinh bac nhat cho ham riéng thi
n; EZva w? la cac hiéu chinh bac 11, va .v.v..Thé 6.4, 6.5, va 6.6 vao phuong trinh 6.3, ching ta
co:
(HO + AH )yl + Ayt + Py +.] =(EX + AE} + PEZ +.)[wl + Aw 't + Pw? +.],
hoic (gop cac s hang co A cung bac ):
H o + A(H %y + H'y)) + 22 (H oy + Eqpy) +
=By, + A(Eqw, + Eqp) + 22 (Efywy + Eqwry + Edyr) +..

Dbi vai bac thip nhit (1°) cho ta H w? = E%w?, diéu nay khdng c6 gi mai (chi 1a phuong trinh
6.1). B6i voi bac 1 (1Y),

H, +H'yy =By, + By [6.7]
Doi véi bac 11 (A7),
oy +H'y, = Ejyr + Eqy + By [6.8]

Va .v..v...(Tbi da thuc hién véi A, n6 chi 1a phuong tién dé phan biét mot cach truc quan cac bac
khac nhau trong phuwong trinh gan dung — vi vay khi két thic qua trinh tinh toén, ching ta s& cho
né bang 1)

Wxld

Hinh 6.2: Mot nhiéu loan khong d6i trén
toan bd giéng

6.1.2.Li thuyét bac I:



LAy tich trong cua phuong trinh 6.7 v&i w? [Piéu d6 co nghia 1a nhan véi (w?)" va liy tich
phan],

v )+ En(ws |vs)

Hys) =3l

HOwt )+ (e

(ws

Nhung Hp la toan ti hermictic, vi vay

Vi)

(wa [Howa) =(H |wa) = (Edwn [wa) = Ex (v

Va thao tac ndy da lam triét tiéu s6 hang thir | bén phai . Hon nira, (/¢

yr)=1, Vi vay

Ex = (yn |H|ws) [6.9]

Pay 1a co so cua li thuyét nhidu loan bac nhat; Trong thyc té, 6 18 day 1a phuong trinh quan trong
nhét trong co hoc luwong tir. Y nghia ctia nd la hiéu chinh bac | cua niang lwong 14 gié tri ki vong
ciia nhiéu loan trong trang thai khéng nhiéu.

Vi du: Ham song khdng nhiéu loan caa giéng thé hinh chit nhat sau vo han 1a (Phuong trinh 2.24)

v (X) :\/Zsin[n—”aj.
a X

Gia sir dau tién ching ta 1am nhidu hé bang cach nang “san” cua giéng 1&n mot luong khong doi
Vo (hinh 6.2). Trong truong hop d6, H’ = ¥, va s6 hang hiéu chinh béc I cho ning lwong cua trang
thai thir n la

Ex = (wo No|vn) =Vo(ws

l//r?>=V0

Wk

Vo

=

ar . Hinh 6.3: Mot nhiéu loan khong doi chi
xudt hién trén nira giéng

Do d6, cac murc nang lwong chinh xac 1a E,= E.° + Vo; ching chi don gian duoc nang 1én lwgng
Vo. T4t nhién! Didu 1am ching ta ngac nhién 1a trong truong hop nay, Ii thuyét bac | mang lai cau



tra 1oi chinh xé&c. R8 rang, d6i v&i nhitng nhidu loan khong doi theo thoi gian, tat ca nhitng sé hang
hiéu chinh bac cao hon s& bién mit. Néu bay gio, nhidu loan chi mo rong dén nta chiéu dai cua
giéng thé (Hinh 6.3) thi:

E. Sl /zsinz[n—”x)dx;i.
a a

Trong truong hop ndy mdi mirc nang lugng dugc nang Ién Vo/2. C6 thé doan rang do 1a két qua
khong chinh xac nhung dirong nhu n6 hop Ii trong phép gan dung bac 1.

Phuong trinh 6.9 14 hiéu chinh bac nhat ddi ciia nang luong; dé tim hiéu chinh bac | ciia ham séng
chiing ta viét lai phuong trinh 6.7:

(H®=E)y, =—(H-E))y,. [6.10]
Vé phai 1a ham da biét, vi viy phuong trinh nay twong dwong véi phuong trinh vi phan khong
ddng nhat cua y:. Bay gio, ham song khdng nhiéu tao thanh mot tap hop hoan chinh, vi vay .
(hoic bat ky ham nao khac) c6 thé bidu dién nhu mot to hop tuyén tinh caa ching

vi= ey, [6.11)

m=n

[Khdng can phai xét dén treong hop m=n trong téng, trong trudng hop néu ' thda mian phuong
trinh 6.10,vi vay (v} +ay?) cling thda mén, ddi voi bat ky hiang sé « , va chiing ta c6 thé ding
su tu do nay dé tach ra s6 hang ] Néu chiing ta c6 thé xac dinh hé s6 ¢ ching ta s& lam. Hay
dit phuong trinh 6.11 vao trong phwong trinh 6.10, va dung su kién . thda min phuong trinh
Schrodinger khdng nhiéu (phuong trinh 6.1), chiing ta c6:

2 (Eq —ED)e v =—(H'-E}y,.

m=#n

Thuc hién tich trong véi v,

S(ES—ENCT (v lwa) = (v H |wl)+ Ex(w? | w?),

m=n

Néu | =n, vé trai bang 0 va chling ta nhan lai phuwong trinh 6.9, néu | = n chlng ta nhan dugc:
(E7 ~ENey” =~{u[Hlyy),

Hoic



0

C(n) — <l//m ‘Hl‘l/ln> , [612]

A

Vay

e

0 0 m*
m=n En - Em

[6.13]

Chu y rang miu sé co nghia, bai vi khéng c6 hé s voi m = n, véi diéu kién 1a phd ning lugng
khong nhiéu khong suy bién.Nhung néu 2 trang thai khong nhiéu c6 cing mot mic ning luong,
ching ta s& gap rac réi 16n (ching ta da thuc hién phép chia cho s6 0 trong phuong trinh 6.12);
trong truong hop do, ching ta can Ii thuyét nhiu loan c6 suy bién, va Ii thuyét nay s& duoc dé cap
dén trong phan 6.2.

O trén ta vira hoan thanh xong Ii thuyét nhidu loan bac nhit: E,* dugc tinh theo phuong trinh 6.9
va . duoc tinh theo phuong trinh 6.13. Ching ta nén chl y rang i thuyét nhidu loan thuong
mang dén nhitng nang lurgng chinh x4c dén ngac nhién (nghia 13, E.° + E,' hoan toan gin véi gia
tri chinh xac Ey), con ham song thi it duoc nhic dén.

6.1.3. Cac nang lwong bac 2

Tiép tuc nhu trudc, ching ta lay tich trong ciia phuong trinh bac II (phuong trinh 6.8) véi y° :

Hw?)+(ws

Hyt)=EX(ys

V2 =Exus

(ws )+ EX(ws v

Mot 1an nita chiing ta str dung tinh Hermic caa Ho :

H2) =(H %

(v ve)=Edlvalws)

Vi vdy sb hang dau bén trai triét tiéu véi s6 hang dau bén phai. Trong khi do, <wr?

l//r?> =1va

ching ta thu dwoc cong thic cho EZ:

EZ =(yr|H|wa) - Ex{wr|wh),
Nhung
(wllwa)=Dc(wslwa) =0,

m=n

Vivay



0 HI 0 0 HI 0
g2 = (2 i) = e ey - 3 e v
V4, cubi cing,
0 HI 0 2
= =Z‘<%;L _‘:0> [6.14]

Pay 1a két qua co ban cua Ii thuyét nhidu loan bac 11. Chlng ta c6 thé tiép tuc tinh toan hiéu chinh
bac 11 cho ham séng (w?2), hiéu chinh bac 111 cta nang luong, va .v.v...nhung trong thyc hanh
phuong trinh 6.14 thuong dugc st dung nhiéu nhat.

6.2 Li thuyét nhiéu loan suy bién

Néu trang thai khong nhiéu suy bién, nghia 1, néu 2 (hoic nhiéu) trang thai (> va w.) ¢ cling
mic ning luong- thi Ii thuyét nhidu loan thong thuong sé sai: ¢ (Phwong trinh 6.12) va E’
H"t//g> =0 -dit kién
nay s& rat quan trong cho chiing ta sau ndy). Do dé trong trudng hop suy bién, khdng thé tin vao ca

s6 hang hiéu chinh bac nhét cua niang lwong (Phuong trinh 6.9), va chiing ta phai tim mot phuong
phép khéc dé giai bai toan nay.

(Phuong trinh 6.14) s& v6 nghia (néu khong, c6 thé tir s6 s bién mat, (i/2

6.2.1.Suy bién bai I1:
Gia st rang:

H%. =By, Hoyy =By va(y,

yy)=0. [6.15]
Chu y rang té hop tuyén tinh cta nhitng trang thai nay

p=ay + Py, [6.16]
Van 13 mot trang théi riéng caa H°, vai tri riéng E°:

H%° =E%"° [6.17]

Thang thuong, nhidu loan (H*) s& “pha v&” sy suy bién: khi chung ta ting A (tir 0 téi 1), ning
lwong khong nhidu E° s& bj tach lam ddi (hinh 6.4). Van d& chi yéu 13 ¢ day: Khi ching ta tit
nhidu loan, trang thai “cao hon” s& rit vé mot t6 hop tuyén tinh ciay? va y, va trang thai “thap

hon” ciing rit vé mot to hop tuyén tinh nao dé, nhung chiing ta khong biét trudc duoc nhitng to



hop tuyén tinh “t6t” nay s& la gi. Vi li do d6, ching ta khdng thé tinh tham chi ca ning lwong bac |
(Phuong trinh 6.9) bai vi ching ta khéng biét dwoc cac trang thai khdng nhidu nao dé ding.

Do d6, hién tai ching ta hay viét trang thai khdng nhidu dudi dang tong quat (phwong trinh 6.16),
giit cho @ va £ c0 thé thay doi. Chling ta can giai phuong trinh Schrodinger

Hy =Ey, [6.18]
V6i H=H°+AH" va:
E=E°+AE'+ ’E°+.., w=y '+ + 2y’ +. [6.19]

Thé nhitng s6 hang nay vao phuong trinh (6.18) va to hop cac sé hang c6 cing bac A, nhu trudc
chung ta tim dugc:

Ho + A(H'y + Ho% ) + . = E%° + A(E'w  +E% ") +... ...
Nhung H°° = E%° (phuong trinh 6.17), vi viy s6 hang dau triét tiéu; & bac 4* chang ta co:
Hy®+H% "' =E%’ +E%" [6.20]
Lay tich trong vai y?:
% )

Bai vi H® 1a Hermic, sé hang diu bén tréi triét tiéu voi s hang dau bén phai. Bat phuong trinh
6.16 va str dung diéu kién chuan héa 6.15 chung ta thu duoc

Ho%")+(pg

H'y®)=E*(y;

yt)+ BNy

oS |Hw?) + Blwl|H |we) = oE",
, Figure 6.4: “Lifting” of a degeneracy by a
* perturbation.

Hoac gon hon,



aW,, + AW, =aE?, [6.21]

& day
W = (! [H|w)), Cj=ab_ [6.22]
Tuong tu, lay tich trong véi ¢ |, ta thu dugc:
aW,, + W, = aE*, [6.23]

Chu y rang cac W 1 nhitng dai luong da biét (vé nguyén tic) —ching chi 1a nhitng yéu té ma tran
ciia H’, v6i ham song khong nhiéu y° va w. Nhan phuong trinh 6.23 v6i Wy, va dung phuong
trinh 6.21 dé loai bo S Wap, chung ta tim duoc:

a[\NabWba - (El _Waa)(El _Wbb) =0. [624]
Néu a khac 0, phuong trinh 6.24 mang dén mot phuong trinh cho E*:
(EY)? -E'W_, +W,,) + (W_W,, —-W_W,.)=0. [6.25]

Dung cdng thie tim nghiém caa phuong trinh bac 11, va chd y rang (tir phuong trinh 6.22) Wa, =
W,a chiing ta co:

Et = %liwaa +Wbb i\/(\/\laa _Wbb)2 +4[\Nab|2:| [626]

Day 1a két qua co ban cua Ii thuyét nhiéu loan suy bién; 2 nghiém twong (rng véi 2 muc ning lyong
nhiéu loan.

Nhung diéu gi s& xay ra néu « bang 0? Trong trudng hop d6 S =1, phuong trinh 6.21 cho
ta Wap=0, va phuong trinh 6.23 cho ta E' =W,, . Piéu nay dugc chira dung trong mot két qua tong
quat hon (phuong trinh 6.26), v6i dau cong (dau — twong tng Vi =1, B =0). Con gi nita, cau
tra loi la:

E! =W, = (w5 [H|ws), E' =W, =(vq

H'w?),

dung véi nhitg gi ma chung ta da thu dwoc bang cach dung Ii thuyét nhidu loan khdng suy bién
(phuong trinh 6.9) Chung ta don gian 1a da gap may: cac trang thai y_va w, di la cic té hop
tuyén tinh “chinh xac” roi. Hién nhién, néu bang cach nao do, ching ta c6 thé doan ngay dugc



nhitng trang thai tot ngay tir ldc bat dau thi s& rat tuyét. Trong thyc té, chdng ta thuong ¢ thé 1am
nhu vay bang cach khai thac dinh ly sau:

Dinh ly : Gia sir A la toan tar Hermic giao hoan voi H* . Néu y° vay, la cac ham riéng cua A voi
nhirng tri riéng khac nhau,

Ay, = uy,, Ay, =vy,, va p#u,
Thi Wy, =0 (va vithé w? va w! la nhitng trang théi tét dé dung trong li thuyét nhiéu loan).

Chang minh : gia st rang [A,H’]=0, vi vay

(wal[AHp) =0

AR = (v

-l Ay

=(Ay;

H'we) = (y/s

H'oyy)

= (=)l | H'v ) = (u— oW,

Nhung z# v, Vivay W, =0. KET THUC CHUNG MINH

6.2.2.Suy bién bac cao hon:

Trong phan trudc, t6i da gia sir rang suy bién 1a boi II, nhung tir trudng hop ndy, ching ta co thé
dé dang tong quét hoa cho cac bac suy bién cao hon. Viét lai phuong trinh 6.21 va 6.23 duéi dang

ma tran:
e el
Wba Wbb IB ﬁ

D& thay rang E* chinh 1a trj riéng cia ma tran W ; Phuong trinh 6.25 1a phuong trinh tri riéng
(phwong trinh 3.70) cho ma tran ndy , va cac to hop tuyén tinh tt cua cac trang thai khdng nhiéu 1a
vecto riéng cia W. Trong trudng hop suy bién cap n, ching ta tim trj riéng ciia ma tran n hang va n
cot.

Wi = (7 | H'|[4)). [6.28]

Theo ngdn ngir caa dai sé tuyén tinh, tim ham séng khdng nhidu “t6t” trong dwong véi xay dung
mot co sa trong khdng gian con suy bién chéo héa vai nhidu loan A°. Mot lan nira, néu ban nghi ra



mot toan tir A giao hoadn véi H’, va diing cac ham riéng ddng thai caa A va H, thi ma tran W sé ty
dong duoc chéo hda, va ban s& khdng can phai giai phuong trinh tri riéng.

CHUONG 9: Li THUYET NHIEU LOAN PHU THUQC THOI GIAN

Cho dén thoi diém nay, thuc té moi thr ching ta da lam déu co lién quan dén nhimg ddi tugng
dugc goi 14 tinh hoc lwong tar, & d6 ham thé khdng phu thudc vao thai gian V(r, t)=V(r).Trong
truong hop d6, phuong trinh Schrodinger phu thugc thoi gian,

. oy
Hy =i1h——,
Ve

c6 thé giai bang cach tach bién:

—iEt/h

w(r)=y(re ™",

¢ day y (r) thda man phuong trinh Schrodinger durng,

Hy =Ey,

—iEt/h

Boi vi sy phu thudc thoi gian cua y 1a do sé hang (e ), nO bi triét tiéu khi ching ta xay dung

dai luong |(,u|2, la mot dai lugng co ¥ nghia vat ly. TAt ca nhitng xac suét va gié tri ky vong déu 1a

hang sb. Bang cach xay dung cac t6 hop tuyén tinh caa nhitng trang thai ding nay, ching ta thu
dugc ham séng vai su phu thugc thoi gian dang quan tdm hon, nhung tham chi khi d6 nhirng gia
tri khi di cta ning luong, Va cac XAc suat twong tng cua ching ciing 1a hiang sb.

Néu chiing ta mudn theo ddi su chuyén doi tir mic ning luwong nay dén muc ning lyong
khéc, ching ta phai dua ra loai thé ning phu thudc thoi gian (d6ng luc hoc luong tir). C6 mot vai
bai toan co thé giai duoc chinh xac trong dong luc hoc lwong tir. Tuy nhién, néu phan phu thudc
thoi gian cia Haminton 1a nho so véi phan khdng phu thudc thoi gian, n6 cé thé duge xem nhu
mot nhiéu loan. Muc dich cua t6i trong chuong nay 1a phat trién Ii thuyét nhiéu loan phu thudc thoi
gian va nghién ctru tng dung quan trong nhat cua né: Sy phét va hap thu buc xa cia mot nguyén tir
- mot qué trinh ma trong 1i thuyét Bohr goi 1a bwéc nhay lugng tir.

9.1. Cac hé 2 murc:
Pé bat dau, ching ta hay gia st rang chi c6 2 trang théai cia hé (khdng nhiéu), v, va y,. Chilng
la cac trang thai riéng cia Hamiton khong nhiéu H,:

Howa =B, How, = By [9-1]

Va chlng truc chuan:



<Wa|‘//b>:5ab [9.2]

Bt ki trang thai nao ciing c6 thé duoc biéu dién nhu mot to hop tuyén tinh caa ching ; cu thé 1a:
w(0) =C,w, + Gy [9.3]
Céc trang thai y, va y, c6 thé la nhitng ham song cia toa do, hoic cac Spinor, hoic tha gi
d6 khac thuong hon — diéu d6 khong quan trong. Ching ta chi quan tdm dén sy phy thudc thoi gian
cta nd, vi vay khi tdi viét w(t), tac l1a tdi mudn ndi dén trang thai cua hé tai thoi diém t.Lic

khéng c6 bat ki nhiéu loan nao, mdi thanh phan bién d6i theo thoi gian voi nhan t6 e mii riéng cia
no.

w(t) = CaV/aeiiEatm + Cb‘//beiiEbt/h [9-4]

2 s p: X 2 N /- « , \ , e N , o ~ - ey
lc,|” 1a “xéc suat dé hat ¢ trang théi y, “— tic la x&c suat ciia phép do niang luong s& mang lai gia
tri E,. Tat nhién, sy chuan hoa ham séng y cho ta:

e[ +les]” =1 [9.5]

9.1.1.Hé bi nhiéu:

Bay gio gia st rang chiing ta mé mot nhiéu loan phu thudc thoi gian H'(¢). Boi vi w, va y, taora
mot tap day du, ham séng w(t) van con duoc bidu dién nhu t6 hop tuyén tinh ciia ching. Sy khac
biét chi la ¢, va cp bay gio la ham cua t:

p(t) =c, (e =" +c, Oy, =" [9-6]

[T6i c6 thé gop cac yéu td e mil vao trong ca(t) VA cu(t), va nhiéu nguoi thich 1am cach nay hon,
nhung t61 nghi viéc dé riéng phan phu thudc thoi gian ra s& dep hon tham chi khi khdng c6 nhiu
loan]. Toan bo van dé 1a xac dinh ¢, va ¢, nhu ham theo thoi gian. Néu ching han, hat bt dau o
trang thai w, ,vi vay ma ca(0) = 1 va cy(0) = 0, va tai mot thoi diém t; sau dé, chling ta thay rang

Ca(ty) =0, ¢p(0) = 1, tuc la hé dang thuc hién chuyén doi tir v, téi v, .

Chadng ta tim c,(t) va cp(t) dua trén viéc y(t) phai thda man phuong trinh Schrodinger phu
thugc thoi gian.

Hw:ih%‘” &day H=H,+H'(t) [9-7]

Tu phuong trinh 9.6 va phuong trinh 9.7, chung ta tim duoc



C[How Je = ¢, [Hop Je ™™+ [HYy Je ™"

i . i i iE, ) iE )
+Cb[H|l//b]e—lEbI/h zlh Cal//ae—lEat/h +wabe_lEh”h +Ca(//a(_ha]e_lEatMCbV/b(_hbje_lEbt/h:|.

Xem lai phuong trinh 9.1 ta thay 2 s6 hang dau ¢ vé trai s& triét tiéu 2 s6 hang cudi clng & bén
phai, va vi thé

—iE,t/n —iE,t/n

c.[H'y,Je +C,[H'y, le™"" =ingy e + e [9-8]

Pé tach duoc ¢, , chling ta ding tha thuat thong thuong: Ly tich trong voi w, va khai théc tinh
tryc giao cua y,va v, (phuong trinh 9-2):

C. (W, |H'[wa)e ™" + ¢, (w,|H' |y, )e ™" =inc,e =",
Dé ngan gon, chiing ta dinh nghia:
H' = (i [H "l//,- >; [9-9]
Chi y rang H’ 12 toan t Hermic H'; = (H'; )". Nhan hai vé véi
—(i /hye' Pt P
ching ta thu duoc
Gy = [0yt H 5] [9-10]
Tuong ty lay tich trong vai y, ta duoc:
C. (W [H'|wa)e ™" +¢, (s, [H' |y Je ™" =inc e ™™,
va vi thé:
G = _%[Cb H'yp+C H'y, 7 5] [9-11]

Phuong trinh 9-10 va 9-11 xac dinh c,(t) va ¢y (t), gop lai véi nhau,chiing hoan toan tuong
duong véi phuong trinh Schrodinger (phu thudc thoi gian), cho hé hai mic nang hwong. Thong
thudng, nhitng yéu té ma tran chéo hoa s& cua A’ s& bién mat (Xem bai tap 9.4 cho truong hop
téng quat hon & d6 s hang chéo hda khac 0):

H 'aa =H lbb =0 [9'12]



Trong truong hop d6, c&c phuong trinh duwgc don gian hda thanh:

—iwpt

i
¢ =——H' e™'c
a h ab b
¢ —H',,e™'c,
" ’ [9.13]
& day
o, = £ ) E, [9-14]

(Ching ta gia st rang E, > E, , vivay o, >0)
9.1.2.Li thuyét nhiéu loan phu thuéc thai gian:
Cho dén l?éy gid, moi thir déu chinl} xac: chiing ta chua dua ra gia dinh vé mic d(:) cua nhiéu IOap.
Nhung néu H’ nh(), Chl]ng’ ta f:é the giai phuo*r}g trinh 9-13 theo mot quy trinh gan dang lién tiep
nhu sau. Gia sir rang hat bat dau & trang thai thap:
c,(0)=1, ¢, (0) =0, [9-15]

Néu khdng cd nhiéu loan ndo, chling s& ¢ trang thai nay mai mai:
BacO:

¢ =1, cO(t) =0, [9-16]

Dé tinh phép gan dang bac |, chlng ta thé nhitng gié tri ndy vao vé phai cua Phuong trinh 9.13:

Bac I:
@ g = e (t) =1
dt
B _ Ty et = c@ =1 [, e e [9.17]
dt o " g " ’

Bay gio chling ta chén nhitng biéu thic ndy vao bén phai dé thu dugc phép gan ding bac II:
Bac II:
i

dc - i)' ot
a _ _ H ' e—la)ot _ H 1 tu el(uot dt'




1 ' 1 1 ia,t' y 1 " iwpt" " 1
:>c;2>(t):1—h—2jH L (e ot[jH L (el dt }dt, [9.18]
0 0
Trong khi d6 ¢, khong ddi, co®(t) = c,®(t) [Chi ¥ ring trong c,®(t) bao gom ca sé hang bac 0,
hiéu chinh bac 11 s& chi 1a mot minh sé hang tich phan].

Theo nguyén tac,ching ta cé thé tién hanh quy trinh ndy mai méi, ludn ludn thé gan dung
bac n vao vé phai cua phuong trinh 9.13 va giai phuong trinh bac n + 1, ch y rang ¢, & thay dbi
trong mdi bac chin, va ¢y s& thay doi trong mdi bac 1¢. Bén canh do, sai s6 trong phép gan dung
bac nhat hién nhién nam & cho

D OF + e 02 # 1

(tat nhién céac hé sé chinh xac phai tuan theo phuong trinh 9.5). Tuy nhién,

DI (D 2 . e L \ L2 .
leg” O + e, (O1F # 1gg bang 1 doi vai bac | trong A, d6 la tat ca nhirng gi chiing ta mong dgi
tir phép gan dung bac I. Va hoan toan twong tu ddi véi cac bac cao hon.

9.1.3.Nhitng nhiéu loan hinh sin:

Gia str rang nhiéu loan phu thudc thai gian ¢6 dang hinh sin:

H'(r,t) = V(rcos(o t) [9.22]
Vi vay:
H',, =V, cos(at) [9.23]
& day
Vo =(wa V| 0)- [9.24]

(Nhu trudc, toi s& gia sir rang yéu té ma tran chéo hoa bién mat, vi I8 rang diéu nay hau nhu luon
luén dang trong thuc té). Pbi voi bac | (tir bay gio chling ta s& chi lam viéc vai bac 1). Ching ta ¢6
(phuong trinh 9.17):

Voo

t _
J'|i(a)0+(u)t' +ei(a)0—a))t' dtl
2h -

. t
c,(t) = —lVba jcos(wt')e‘”°t'dt': -
h 0 0

Vb ei(a)0+a))t—1 ei(ayoa))tl:|
-2 R :

2h| wy,—o Wy — @ [9.25]



Pay 1a két qua nhung n6 hoi cdong kénh. V& thyuc chit, bai toan sé& tro nén don gian hon néu ching
ta chi chu y dén céc tan sé cudng bic (@) gan véi tan sé dich chuyén (@, ), vi thé s6 hang thi 11
trong cac ngoac vudng chiém wu thé, ching ta gia st rang:

Wy + 0 >>|w, — ol [9.26]

Diéu nay chang cd sy gigi han gi 1am, bai vi nhidu loan tai nhirng tan s6 khac c6 mot xac suat gay
ra sy chuyén dich khong dang ké. Bo s6 hang tha nhat, ching ta co:

i(wy—o)t/2
Vi, e

c(t)=——2_ ei(wo—w)tlz _e—i(wo—a))tlz
o o [ | [9.27]
:_i\ism[(wo _a))tlz]ei(a)o—w)tlzl '

h Oy — O

X&c sut dich chuyén — xac sudt ma mot hat ban dau & trang thai w, va vao thoi diém t, & trang

théi y, Ia:

Py a0 =Je, (0 == e Sl —ot/2] [9.26]

Diéu dang cha y cua két qua ndy 13, véi tu cach 1a ham theo thoi gian, xac suat chuyén doi dao
dong hinh sin (Hinh 9.1). Sau khi dat gié tri cuc dai |V, |2/m2(0o — ®)? — nhé hon nhiéu so véi 1,
néu khdng gia thiét nhiéu loan nho s& khéng c6 hiéu lec — nd s& roi xudng gid tri 0! Tai nhitng thoi
diém t, = 2n7/|w0 - w|, & ddy n = 1,2,3...,hat chic chan trs vé trang thai thip. Néu ban mudn
tang co hoi kich thich mot su chuyén doi, ban khéng nén duy tri sy nhiéu loan trong thoi gian dai:
ban nén tat nd sau mot khoang thoi gian n/|w0 - w|, va hy vong s& bat gap hé & trang thai cao.
Trong bai tap 9.7, nguoi ta chi ra rang “su lic lu” nay khong phai 1a mot dbi tuong la chi cé trong
If thuyét nhidu loan — no ciing xuét hién trong nghiém chinh xéac, mac du sy lac lu tan sb hoi thay
ddi mot chat.

Nhu t6i dd ndi tir trude, Xac suat chuyén doi I6n nhét khi tan sb cudng birc gan voi tan sé “tu
nhién” . Diéu nay dwoc minh hoa trong hinh 9.2,P_ _, , duoc v& nhu him theo w. Dinh c6 chiéu

cao la (|V,,|t/27)? va bé rong 4z/t; hién nhién né s& cao hon va hep hon khi thoi gian troi.(c6 vé
la gia tri cuc dai s& ting mot cach khong giéi han). Tuy nhién, nhidu loan duoc gia sir rang mat di
truéc khi nd tién téi 1, vi vay ching ta cé thé tin rang két qua chi &p dung cho nhitng khoang thoi
gian t twong dbi nho.Trong bai tap 9.7, ban s& thiy rang két qua chinh xéc 1 s& khong bao gio 16n
hon 1.






