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Chương 1: 
KHÁI NIỆM TÍN HIỆU VÀ HỆ THỐNG

1.1 Tín hiệu, hệ thống và xử lý tín hiệu

1.2 Phân loại tín hiệu

1.3 Khái niệm tần số trong tín hiệu liên tục và tín 
hiệu rời rạc thời gian

1.4 Biến đổi AD và DA
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1.1 Tín hiệu, hệ thống và xử lý tín hiệu

a. Khái niệm tín hiệu (signal)

Tín hiệu là biểu hiện vật lý của thông tin
Tín hiệu được biểu diễn một hàm theo một  hay nhiều 
biến số độc lập.
Ví dụ về tín hiệu:
Tín hiệu âm thanh, tiếng nói là sự thay đổi áp suất 
không khí theo thời gian
Tín hiệu hình ảnh là hàm độ sáng theo 2 biến không 
gian và thời gian
Tín hiệu điện là sự thay đổi điện áp, dòng điện theo thời 
gian
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b. Khái niệm hệ thống (system)

Hệ thống đặc trưng toán tử T làm nhiệm vụ biến đổi tín 
hiệu vào x thành tín hiệu ra y

Tx y

Hệ thống

Các hệ thống xử lý tín hiệu:

Hệ thống tương tự: Tín hiệu vào và ra là tương tự
Hệ thống số: Tín hiệu vào và ra là tín hiệu số
Hệ thống xử lý số tín hiệu : bao gồm cả xử lý tín hiệu 
số và tương tự
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c. Khái niệm xử lý tín hiệu (signal processing)

là một chuỗi các công việc hay các phép toán được thực 
hiện trên tín hiệu nhằm đạt một mục đích nào đó

Ví dụ: 
Tách lấy tin tức chứa bên trong tín hiệu. 
Truyền tín hiệu mang tin từ nơi này đến nơi khác.

Một  hệ thống xử lý tín hiệu có thể là một thiết bị vật 
lý- phần cứng, hoặc là một chương trình- phần mềm, 
hoặc kết hợp cả phần cứng và phần mềm mỗi phần thực 
hiện các công việc riêng nào đó.
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Xử lý số tín hiệu (Digital Signal Processing)

Xử lý số tín hiệu = Xử lý tín hiệu bằng các phương pháp số. 
(processing of signals by digital means)

Phương pháp số: sử dụng các chương trình lập trình trên 
máy tính hoặc chip DSP (Digital signal processor)

Ví dụ:
Cải thiện chất lượng ảnh số
Nhận dạng và tổng hợp tiếng nói
Nén dữ liệu (để lưu trữ hoặc truyền đi)
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Các hệ thống DSP thực tế:

PC & Sound card:
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Chip DSP chuyên dụng:

Kit DSP TMS320C6713
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Các thành phần cơ bản trong một hệ thống xử lý tín 
hiệu

Bộ 
chuyển
đổi 
A/D

T/h 
tương 
tự vào

Hệ thống xử lý số tín hiệu

T/h
tương 
tự  ra

Bộ 
chuyển
đổi 
D/A

Bộ xử 
lý tín 

hiệu số
DSP

T/h số vào T/h số ra

Bộ xử lý tín 
hiệu tương tự

T/h 
tương 
tự vào

Hệ thống tương tự

T/h
tương 
tự  ra
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Ưu điểm của xử lý số so với xử lý tương tự

Hệ thống số có thể lập trình được
Độ chính xác của hệ thống số cao và điều khiển lại rất dễ 
dàng
Tín hiệu số dễ dàng lưu trữ trên các thiết bị băng đĩa từ
Tín hiệu số có thể truyền đi xa và có thể được xử lý từ xa
Xử lý số cũng cho phép thực hiện các thuật toán xử lý tín 
hiệu tinh vi phức tạp hơn
Trong một vài trường hợp, xử lý số rẻ hơn xử lý tương tự
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1.2  Phân loại tín hiệu

a. Theo các tính chất đặc trưng:

Tín hiệu xác định & tín hiệu ngẫu nhiên

Tín hiệu xác định: biểu diễn theo một hàm số
Tín hiệu ngẫu nhiên: không thể dự kiến trước hành vi 

Tín hiệu tuần hoàn & tín hiệu không tuần hoàn

Tín hiệu tuần hoàn: x(t)=x(t+T)=x(t+nT)
Tín hiệu không tuần hoàn: không thoả tính chất trên 

Tín hiệu nhân quả & không nhân quả

Tín hiệu nhân quả: x(t)=0 : t<0
Tín hiệu không nhân quả: không thoả tính chất trên 
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Tín hiệu thực & tín hiệu phức

Tín hiệu thực: hàm theo biến số thực
Tín hiệu phức: hàm theo biến số phức

Tín hiệu năng lượng & tín hiệu công suất

Tín hiệu năng lượng:  0 < E < ∞
Tín hiệu công suất:     0 < P < ∞

Tín hiệu đối xứng (chẵn) & tín hiệu phản đối xứng (lẻ)

Tín hiệu đối xứng:         x(-n) = x(n)
Tín hiệu phản đối xứng:  x(-n) = -x(n)
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b. Theo biến thời gian:

Tín hiệu liên tục: có biến thời gian liên tục
Tín hiệu rời rạc: có biến thời gian rời rạc

c. Theo biến thời gian và biên độ:

Tín hiệu 
tương tự
(analog)

Tín hiệu 
rời rạc

(lấy 
mẫu)

Tín hiệu 
lượng tử

Tín hiệu 
số

Biên độ Liên tục Liên tục Rời rạc Rời rạc

Thời gian Liên tục Rời rạc Liên tục Rời rạc
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Tín hiệu tương tự

xa(nTs)

n
0 Ts 2Ts …

xa(t)

t
0

xq(t)

t
0

9q
8q
7q
6q
5q
4q
3q
2q
q

Tín hiệu rời rạc

Tín hiệu lượng tử

xd(n)

n
0 Ts 2Ts …

9q
8q
7q
6q
5q
4q
3q
2q
q

Tín hiệu số
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d. Nhiễu

►Nhiễu nhiệt 
►Nhiễu nội hay nhiễu hệ thống 
►Nhiễu ngoại hay can nhiễu 
►Nhiễu trắng 
►Nhiễu hồng 
►Nhiễu xung 
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►Nhiễu nhiệt: do sự di chuyển không đồng đều 
về tốc độ và chiều hướng (do sự va chạm với 
nhau, với các nguyên tử, mạng tinh thể,…) 
trong linh kiện và mạch điện tử tạo nên…

►Nhiễu nội hay nhiễu hệ thống: là nhiễu do 
chính hệ thống truyền và xử lý tín hiệu phát 
sinh ra. 

►Nhiễu ngoại hay can nhiễu là nhiễu phát sinh 
bên ngoài hệ thống thâm nhập vào hệ thống, 
ví dụ nhiễu do sấm sét 
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►Nhiễu trắng là nhiễu có độ lớn như nhau ở 
mọi tần số.

►Nhiễu hồng có độ lớn lớn ở tần số thấp và 
giảm dần ở tần số càng cao.

►Nhiễu xung có biên độ lớn và xảy ra từng hồi 
một cách ngẫu nhiên. 
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1.3 Khái niệm tần số trong tín hiệu liên 
tục và tín hiệu rời rạc thời gian

1.3.1 Tín hiệu sin liên tục

A là biên độ

Ω là tần số góc tính bằng radian trên giây (rad/s)

θ là góc pha tính bằng radian (rad)
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Ω =2πF  với F là tần số tính bằng số chu kỳ trên giây (Hz)

⇒ Viết lại phương trình tín hiệu sin liên tục:
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Đặc điểm của tín hiệu sin liên tục

1. Với F cố định, tín hiệu sin liên tục xa(t) tuần hoàn với chu
kỳ cơ bản là Tp = 1/F, nghĩa là ta luôn luôn có: 

2. Các tín hiệu sin liên tục có tần số khác nhau thì khác
nhau. 

3. Tăng tần số ⇒ tăng tốc độ của dao động của tín hiệu, 
tức là tăng số chu kỳ dao động trong một khoảng thời
gian cho trước. 
Vì thời gian t liên tục nên ta có thể tăng F đến vô cùng.
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Biểu diễn tín hiệu sin liên tục ở dạng phasor

Tín hiệu sin liên tục là tổng của 2 tín hiệu điều hòa 
hàm mũ phức có biên độ bằng nhau và liên hợp phức 
với nhau, tần số góc là ±Ω: tần số dương và âm

Dải tần số của tín hiệu liên tục là  −∞ < F < ∞ .
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t bên hai bên a n u sin c

hai ch u n c n u sin c trên n 
n ch nh y n 
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1.3.2 Tín hiệu sin rời rạc

n là biến nguyên gọi là số mẫu 
A là biên độ
ω là tần số góc tính bằng radian trên mẫu (rad/mẫu)  
θ là góc pha tính bằng radian (rad)
f  là tần số với quan hệ:  ω=2πf
Tần số f có thứ nguyên là chu kỳ trên mẫu (chu kỳ/mẫu)

⇒ Viết lại phương trình tín hiệu sin rời rạc:
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Ví dụ: Biểu diễn tín hiệu sin rời rạc 

với ω = π/6 (rad/mẫu) và pha θ = π /3 (rad).

x(n)=cos(n π/6 + π /3 )
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1. Tín hiệu sin rời rạc tuần hoàn khi và chỉ khi tần số fo là 
một số hữu tỷ. 

2. Các tín hiệu sin rời rạc có tần số khác nhau một bội số 
nguyên lần 2π thì trùng nhau.

3. Tốc  độ cao nhất của tín hiệu sin rời rạc  đạt  được khi  
ω=π hay  ω=−π , tương đương với f = 1/2 hay f =− 1/2

Đặc điểm của tín hiệu sin rời rạc
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1. Tín hiệu sin rời rạc tuần hoàn khi và chỉ khi tần số fo là
một số hữu tỷ.

Tín hiệu rời rạc x(n) tuần hoàn với chu kỳ N (N>0) 
⇔ N nhỏ nhất là chu kỳ cơ bản.

Giả sử tín hiệu sin rời rạc tần số f0 tuần hoàn
⇔

Quan hệ này chỉ đúng khi tồn tại một số nguyên k sao cho: 

Cách xác định chu kỳ cơ bản ⇒ biểu diễn f0 dưới dạng tỷ số của
hai số nguyên k/N, sau đó đưa k/N về dạng phân số tối giản
⇒ mẫu số của phân số tối giản chính là chu kỳ cơ bản. 
Ví dụ f1 = 23/50 ⇒ N1 = 50 

f2 = 25/50 = 1/2    ⇒ N2 = 2.  
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2. Các tín hiệu sin rời rạc có tần số khác nhau một bội số 
nguyên lần 2π thì trùng nhau.

Vậy tất cả các tín hiệu sin rời rạc đều trùng nhau nếu có dạng:

với 

Nhận xét:
- Các tín hiệu sin rời rạc có  -π≤ ω ≤ π hay  -1/2 ≤ f ≤ 1/2    
thì mới khác biệt nhau. 
- Những tín hiệu sin rời rạc có tần số nằm ngoài dải  [- π, π] là 
phiên bản (alias) của những tín hiệu rời rạc có tần số nằm 
trong dải [- π, π] tương ứng.
- Dải cơ bản là dải tần số có bề rộng là 2 π.
- Thường chọn dải cơ bản là -π ≤ ω ≤ π hay 0≤ ω ≤2 π .
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3. Tốc  độ cao nhất của tín hiệu sin rời rạc  đạt  được khi 
ω=π hay  ω=−π , tương đương với f = 1/2 hay f =− 1/2

Ví dụ minh họa với tín hiệu  x(n) = cos nω 
Lần lượt cho

Tần số tương ứng là: f = 0, 1/16, 1/8, 1/4, 1/2
ta có chu kỳ tương ứng là

Ta thấy chu kỳ giảm khi tần số tăng, tức là tốc độ dao động 
của tín hiệu tăng. 
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BÀI TẬP
1.1. Vẽ các tín hiệu sau, xem tín hiệu nào tuần hoàn và xác 
định chu kỳ của nó.

( ). cos3d x n nπ=

. ( ) c o s ( )
4
na x n π

=

( ). 5cos
5 6
nb x n π π⎛ ⎞= +⎜ ⎟

⎝ ⎠

( ). 2cos0.01c x n nπ=

( ) 62. sin
10

e x n nπ=
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. ( ) cos( )
4
na x n π

=

n=[0:20]; x=cos(n*pi/4);stem(n,x)
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Cách xác định chu kỳ cơ bản ⇒ biểu diễn f0 dưới dạng tỷ số 
của hai số nguyên k/N, sau đó đưa k/N về dạng phân số tối 
giản 

⇒ mẫu số của phân số tối giản chính là chu kỳ cơ bản. 

a. N=8
b. 10
c. 200
d. 2
e. 10
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( ). 5cos
5 6
nb x n π π⎛ ⎞= +⎜ ⎟

⎝ ⎠
n=[0:40];x=5*cos(n*pi/5 + pi/6); stem(n,x); 
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( ). 2cos0.01c x n nπ=
n=[0:400]; x=2*cos(n*pi*0.01); stem(n,x)
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( ). cos3d x n nπ=
n=[0:20]; x=cos(n*pi*3); stem(n,x)
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( ) 62. sin
10

e x n nπ=
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n=[0:20]; x=sin(n*pi*62/10); stem(n,x)
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1.4 Biến đổi tương tự - số ADC 

Lấy mẫu
T/h 
tương 
tự
xa(t)

T/h số
01001

…
Mã hóaLượng tử

hóa

T/h rời rạc x(n) T/h lượng tử xq(n)
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1. Lấy mẫu (sampling) là quá trình chuyển đổi tín hiệu từ 
liên tục thành rời rạc bằng cách lấy từng mẫu (sample) của 
tín hiệu liên tục tại các thời điểm rời rạc. (lấy mẫu và giữ 
mẫu (sample and hold))

xa(t) ⇒ xa(nT) ≡ x(n) với T là chu kỳ lấy mẫu

2.  Lượng tử hóa (quantization) là quá trình chuyển đổi tín 
hiệu rời rạc có biên độ liên tục thành tín hiệu rời rạc có 
biên độ rời rạc (còn gọi là tín hiệu số). 

x(n) ⇒xq(n)

Sự khác nhau giữa giá trị của mẫu chưa lượng tử hóa x(n) 
và giá trị của mẫu đã lượng tử hóa xq(n) gọi là sai số lượng 
tử hóa (quantization error)

3.  Số hóa (digitization) là quá trình biểu diễn mỗi giá trị rời 
rạc xq(n) bằng một dãy số nhị phân b bit. 
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Ví dụ biến đổi A/D 3 bit
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1.5 Biến đổi số - tương tự DAC

Đổi thành 
mức 

tương tự

T/h số
01001

…

T/h
tương 
tự
xa(t)

Lọc 
khôi phục

Giữ mẫu 
bậc 0
(ZOH)

T/h bậc thang
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TRONG MIỀN THỜI GIAN

Giảng viên: Ths. Đào Thị Thu Thủy



Chương 2: TÍN HIỆU & HỆ THỐNG RỜI RẠC

2.1  Tín hiệu rời rạc

2.2  Hệ thống rời rạc 

2.3  Hệ thống tuyến tính bất biến LTI

2.4  Phương trình sai phân mô tả hệ thống rời rạc

2.5  Cấu trúc hệ thống rời rạc 

2.6  Tương quan giữa các tín hiệu



2.1  TÍN HIỆU RỜI RẠC
2.1.1  Biểu diễn tín hiệu rời rạc

Tín hiệu rời rạc được biểu diễn bằng một dãy các giá trị
với phần tử thứ n được ký hiệu x(n).

Với  Ts: chu kỳ lấy mẫu 
n : số nguyên

Tín hiệu rời rạc
xs(nTs) ≡ x(n)

Lấy mẫuTín hiệu liên tục
xa(t) Ts=1t = nTs

Tín hiệu rời rạc có thể biểu diễn bằng một trong các
dạng: hàm số, dạng bảng, dãy số & đồ thị.



Dãy số: 1 1 1( ) 0,1, , , ,0
2 4 8

x n
↑

⎧ ⎫⎪ ⎪= ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

 ↑ - Gốc thời gian n=0

Đồ thị:

Hàm số:
⎩
⎨
⎧ ≤≤

=
:

n  :).(
)n(x

n

0
3050

n còn lại

n

x(n)

0     1       2       3      4

1

0.5

0.25
0.125

Dạng bảng:

1 1 1( ) 0,1, , , ,0
2 4 8

x n
↑

⎧ ⎫⎪ ⎪= ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭



2.1.2  MỘT SỐ TÍN HIỆU RỜI RẠC CƠ BẢN

Dãy xung đơn vị:

     
:0

0  :1
)(

⎩
⎨
⎧ =

=
n

nδ
n còn lại -2   -1   0   1   2

1

n

 δ(n)

Dãy nhảy bậc đơn vị:

  
0 :0
0  :1

)(
⎩
⎨
⎧

<
≥

=
n
n

nu
-2   -1   0    1    2    3

1

n

u(n)

Dãy chữ nhật:

-2   -1   0    1        N-1  N

1

n

rectN(n)

  
 :

1-N  :
)(

⎩
⎨
⎧ ≥≥

=
n

n
nrectN 0

01
còn lại



Dãy dốc đơn vị:

Dãy hàm mũ thực:

  
0 :0

0  :
)(

⎩
⎨
⎧

<
≥

=
n

na
ne

n

Dãy sin:

)sin()( 0nns ω=

  
0 :0
0  :

)(
⎩
⎨
⎧

<
≥

=
n
nn

nr

-2   -1   0    1    2    3

3

2

1 n

 r(n)

0  1   2    3   4

1

n

s(n)

-1

ω0=2π/8



2.1.3  CÁC PHÉP TOÁN TRÊN TÍN HiỆU

a. Cộng 2 dãy:

Cộng các mẫu 2 dãy với nhau 
tương ứng với chỉ số n

b. Nhân 2 dãy:

Nhân các mẫu 2 dãy với nhau 
tương ứng với chỉ số n

{ } { } ,, )(; ,, )( 432321 21
↑↑

== nxnxCho 2 dãy:

{ }75321 ,,)()(
↑

=+ nxnx

{ }126221 ,,)()(
↑

=nxnx



2.1.3  CÁC PHÉP TOÁN TRÊN TÍN HiỆU

{ } ,, )( 321
↑

=nxCho dãy:

c. Dịch: x(n) ⇒ x(n-no)
n0>0 :  dịch sang phải
n0<0 :  dịch sang trái { } { }

↑↑
=+=− 32113211 ,,)( ; ,,)( nxnx

d. Gấp tín hiệu: x(n) ⇒ x(-n)

Lấy đối xứng 
qua trục tung { } { }123321 ,,)( ,,)(

↑↑
=−⇒= nxnx



2.1.3  CÁC PHÉP TOÁN TRÊN TÍN HiỆU

{ } ,, )( 321
↑

=nxCho dãy:

e. Nhân hằng số: x(n) ⇒ ax(n)

Nhân các mẫu của 
dãy với hệ số nhân { }( ) , ,2 2 4 6x n

↑
=

f. Co thời gian: x(n) ⇒ y(n)=x(2n)

y(0)=x(2.0)=x(0)

y(1)=x(2.1)=x(2)

y(-1)=x(2.-1)=x(-2)
{ } { }( ) 1,2,3  (2 ) 0,2,0x n x n

↑ ↑
= ⇒ =



2.1.4  PHÂN LOẠI TÍN HIỆU RỜI RẠC

+ Năng lượng dãy x(n):

∑
∞

−∞=
=

n
x nxE 2)(

+ Công suất trung bình dãy x(n):

∑
−=∞→ +

=
N

NnNx nx
N

LimP 2

12
1 )(

)(

Nếu ∞>Ex>0 thì x(n) gọi 
là tín hiệu năng lượng

Nếu ∞>Px>0 thì x(n) gọi 
là tín hiệu công suất

a. Tín hiệu năng lượng và tín hiệu công suất



Ví dụ: Cho
Các tín hiệu trên tín hiệu nào là công suất, năng lượng? 

∑
=∞→ +

=
9

0

2
1012

1
nNx nrect

N
LimP )(

)(

x(n)- năng lượng

)()();()( nunynrectnx == 10

∑
∞

−∞=
=

n
x nxE 2)(

0
12
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=

+
=

∞→ )( N
Lim
N

∑
=∞→ +

=
N

nNy nu
N

LimP
0

2

12
1 )(

)(

∑
∞

−∞=
=

n
y nyE 2)(

2
1

12
1

=
+

+
=

∞→ )( N
NLim

N

y(n)- công suất

10
9

0

2
10 == ∑

=n
nrect )(

∞== ∑
∞

=0

2

n
nu )(



b. Tín hiệu tuần hoàn và tín hiệu không tuần hoàn

Tín hiệu tuần hoàn là tín hiệu thỏa mãn điều kiện sau: 
x[n+N] = x[n] với mọi n 

Giá trị N nhỏ nhất gọi là chu kỳ cơ bản của tín hiệu. 

Tín hiệu tuần hoàn có công suất bằng công suất trong 
1 chu kỳ cơ bản N và có giá trị hữu hạn 

Tín hiệu tuần hoàn là tín hiệu công suất

( )
N

n
P x n

N

−

=
= ∑

1
2

0

1



c. Tín hiệu chẵn & tín hiệu lẻ

Tín hiệu chẵn: x(-n)=x(n)
Tín hiệu lẻ: x(-n)=-x(n)

Ta có: 
xe(n) = [x(n) + x(-n)]/2  là tín hiệu chẵn và: 
xo(n) = [x(n) - x(-n)]/2   là tín hiệu lẻ

Cộng 2 vế  ta được: 
x(n) = xe(n) + xo(n) 

Như vậy, bất kỳ tín hiệu nào cũng có thể biểu diễn ở dạng 
tổng của 2 tín hiệu khác: một tín hiệu chẵn và một tín hiệu lẻ.



d. Tín hiệu hữu hạn và tín hiệu vô hạn

- Dãy x(n) hữu hạn là dãy có số mẫu N < ∞. Dãy x(n) 
hữu hạn có N mẫu được ký hiệu là x(n). 

- Dãy x(n) vô hạn là dãy có vô hạn mẫu. Khoảng xác 
định của dãy vô hạn có thể là  n∈(- ∞, ∞);   n∈(0,∞);   
hoặc  n ∈ (- ∞, 0).

Ví dụ:
tín hiệu vô hạn

tín hiệu hữu hạn 

{ }( ) ..., , , , ...x n
↑

= 2 4 6

{ }( ) , , , ,x n
↑

= 0 2 4 6 0



e. Tín hiệu nhân quả, phi nhân quả, phản nhân 
quả

Tín hiệu nhân quả: x(n)=0 : n<0

Tín hiệu phi nhân quả: không thoả tính chất trên 

Tín hiệu phản nhân quả: x(n)=0 : n≥0

{ }( ) , , , ,x n
↑

= 0 2 4 6 0

{ }( ) , , , ,x n
↑

= 0 4 2 0 0

{ }( ) , , ,x n
↑

= 0 4 6 0



Ví dụ: Phân loại các tín hiệu sau

-2  -1   0   1   2   3   4   5

x(n)

n -4  -3  -2  -1   0   1   2   3

x(n)

n

-2  -1  0   1   2   3   4   5

x(n)

n



n n
a x n

⎧ − ≤ ≤
= ⎨

⎩
1

3 :   -3 3
. ( )

0 : n còn lại b x n
↑

⎧ ⎫⎪ ⎪= ⎨ ⎬
⎪ ⎪⎩ ⎭

2. ( ) 0,1,2,3,0

2.1 Biểu diễn các tín hiệu sau ở dạng dãy số và đồ thị
a. δ(n+2), δ(n-2), u(n+3), u(n-3),
b. r(n+1), r(n-1), rect5(n), rect5(n-3),

2.2 Biểu diễn tín hiệu sau ở các dạng còn lại

BÀI TẬP

2.3 Với x1(n) và x2(n) ở câu 2.2. Tìm
a. x1(n) + x2(n)           b. x1(n) . x2(n)      c. 2x1(n) - x2(-n)
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2.2  HỆ THỐNG RỜI RẠC

Hệ thống rời rạc
x(n)

T/h vào
(kích thích)

Dạng khối của hệ thống rời rạc

y(n)

T/h ra
(Đáp ứng)



2.2.1 PHƯƠNG TRÌNH VÀO RA MÔ TẢ HỆ THỐNG

x(n)
T

y(n)

y(n)=T[x(n)]

Trong cách biểu diễn này, ta không quan tâm đến cấu 
trúc bên trong của hệ thống. 

Quan hệ vào-ra giữa x(n) và y(n) được mô tả bằng 
một phương trình toán. 

Đặt vào đầu vào một tín hiệu x(n) cụ thể, căn cứ vào 
phương trình ta sẽ tìm được đầu ra y(n) tương ứng. 



Ví dụ: Xác định đáp ứng của các hệ thống sau biết 
tín hiệu vào :

a. y(n)=x(n)
b. y(n) = x(n – 1)  trễ đơn vị
c. y(n) = x(n + 1)  sớm đơn vị
d. y(n) = [x(n – 1) + x(n) + x(n + 1)]/3 lọc trung bình
e. y(n) = median[x(n – 1), x(n),x(n + 1)] lọc trung vị
f. y(n) = max[ x(n – 1), x(n), x(n + 1)]  lấy giá trị lớn nhất
g. y(n) = 2x(n)   khuếch đại biên độ
h. y(n) = x(2n)  co thời gian (giảm mẫu)

n n
x n

⎧ ≤ ≤
= ⎨

⎩

:   -3 3
( )

0 : n còn lại



2.2.2 SƠ ĐỒ KHỐI MÔ TẢ HỆ THỐNG RỜI RẠC

a. Mạch cộng tín hiệu:

b. Mạch trừ tín hiệu:



c. Mạch nhân tín hiệu với hằng số:

d. Mạch nhân tín hiệu:



e. Mạch trễ đơn vị thời gian:

 ghép nối tiếp nhiều bộ trễ đơn vị 

 ⇔

f. Mạch sớm đơn vị thời gian:



2.2.3. PHÂN LOẠI CÁC HỆ THỐNG XỬ LÝ TÍN HIỆU RỜI RẠC

Hệ thống tĩnh & động

Hệ thống tĩnh:  tín hiệu vào sẽ ra trực tiếp, không trì 
hoãn, không tới sớm, không cần bộ nhớ

Ví dụ: y(n) = 2x(n)
Hệ thống đông: không thoả tính chất trên

Ví dụ: y(n) = 2x(n-1) + x(n) – x(n+2)



Hệ thống bất biến & biến thiên theo thời gian

Hệ bất biến theo thời guan: nếu tín hiệu vào dịch đi k
đơn vị x(n-k) thì tín hiệu ra cũng dịch đi k đơn vị y(n-k)

y(n-k)=yk(n)

Hệ biến thiên theo thời gian: không thoả tính chất trên

T Z-k

TZ-k

x(n)

x(n)

y(n)

xk(n)

x(n – k )
yk(n)

y(n - k)



Ví dụ: Xét tính bất biến của các hệ thống
a. y(n) = x(n) – x(n-1)
b. y(n) = n x(n)



Hệ thống tuyến tính & phi tuyến

Hệ tuyến tính: T[a1x1(n)+a2x2(n)]=a1T[x1(n)]+a2T[x2(n)]
Hệ phi tuyến: không thoả tính chất trên

T

x1(n)

x2(n)

a1

a2

x(n)
y(n)

T

T

x1(n)

x2(n)

y1(n)

y2(n)

a1

a2

a1y1(n)+a2y2(n)



Ví dụ: Kiểm tra tính tuyến tính của hệ thống xác định 
bởi 
a. y(n) = ax(n) + b
b. y(n) = nx(n)
c. y(n) = x2(n)



Hệ thống nhân quả & không nhân quả

Hệ nhân quả: Tín hiệu ra chỉ phụ thuộc tín hiệu vào ở 
thời điểm quá khứ và hiện tại
y(n) = 2x(n) + 3x(n-2)
Hệ không nhân quả: không thoả tính chất trên
y(n) = 2x(n+1) - 3x(n-2)

Hệ thống ổn định & không ổn định

Hệ thống ổn định BIBO: nếu tín hiệu vào bị chặn 

|x(n)| < ∞ thì tín hiệu ra cũng bị chặn |y(n)| < ∞ 
Hệ thống không ổn định: không thoả tính chất trên
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2.3  HỆ THỐNG TUYẾN TÍNH BẤT BiẾN
2.3.1  ĐÁP ỨNG XUNG CỦA HỆ THỐNG
a. Biểu diễn tín hiệu theo các xung đơn vị

)2()2()1()1(             
)()0()1()1()2()2()(

−+−+
++−++−=

nxnx
nxnxnxnx

δδ
δδδ

∑
∞

−∞=
−=

k
knkxnx )()()( δTổng quát:

Ví dụ: Biểu diễn dãy

theo các xung đơn vị 

,4,5}3{1,2,)(
↑

=nx

                              )2(5            
 )1(4)(3)1(2)2(1)(

−+
−+++++=

n
nnnnnx

δ
δδδδ



b. Đáp ứng xung của hệ thống tuyến tính bất biến

[ ] ⎥⎦

⎤
⎢⎣

⎡
−== ∑

∞

−∞=k
knkxTnxTny )()()()( δ

T
x(n) y(n)=T[x(n)]

Đáp ứng xung của hệ thống là đáp ứng khi tín hiệu vào
là dãy xung đơn vị, ký hiệu h(n)

δ(n) h(n)=T[δ(n)]

∑
∞

−∞=
−=

k
knkxnx )()()( δ

[ ]∑
∞

−∞=

−=
k

knTkx )()( δ

)()()()()( nhnxknhkxny
k

∗=−= ∑
∞

−∞=

Với , suy ra:

Phép tổng chập 2 
dãy x(n) và h(n)



c. Cách tìm tổng chập

∑
∞

−∞=

−=∗=
k

knhkxnhnxny )()()()()(

• Đổi biến số n ->k: x(k) & h(k)

• Gấp h(k) qua trục tung, được h(-k)

• Dịch h(-k) đi n đơn vị: sang phải nếu n>0, sang trái  
nếu n<0 được h(n-k)

• Nhân các mẫu 2 dãy x(k) và h(n-k) và cộng lại

h(n)x(n) y(n)= x(n) * h(n)

h(n) đặc trưng hoàn toàn cho hệ thống trong miền n 



Đổi biến số n->k:

Gập h(k) qua trục tung:

Xác định h(n-k):

Ví dụ Cho 2 dãy
Hãy tìm y(n) = x(n)*h(n)

nhvànx },,{)(},,{)( 321432
↑↑

==

khvàkx },,{)(  },,{)( 321432
↑↑

==

kh },,{)( 123
↑

=−

-2   -1   0   1   2

3

n

 h(-k)

-1    0   1   2   3

3

n

 h(1-k)

0   1   2    3   4

3

n

 h(2-k)

-1    0   1    2   3

3

n

 x(k)

-3   -2  -1   0   1

3

n

 h(-1-k)

0   1    2   3   4

3

n

 h(3-k)



Nhân các mẫu 2 dãy x(k) & h(n-k) và cộng lại được y(n)

kh },,{)( 1231
↑

=−

kh },,,{)( 12302
↑

=−

kh },,,,{)( 123003
↑

=−

n>0 dịch 
sang phải

kh },,{)( 
↑

=−− 1231
kh },,,{)( 

↑
=−− 01232

n<0 dịch 
sang trái

khkxy
k

700 =−= ∑ )()()(

khkxy
k

1611 =−= ∑ )()()(

khkxy
k

1722 =−= ∑ )()()(

1233 =−= ∑
k

khkxy )()()(

211 =−−=− ∑
k

khkxy )()()(

012 =−−=− ∑
k

khkxy )()()(

ny },,,,{)( 12171672
↑

=



c. Cách tìm tổng chập (dạng bảng)

,
( ) ( ) ( )

i j
i j n

y n h i x j

+ =

= ∑

x(0) x(1) x(2) x(3) x(4)
h(0) h(0) x(0) h(0) x(1) h(0) x(2) h(0) x(3) h(0) x(4)

h(1) h(1)x(0) h(1) x(1) h(1) x(2) h(1) x(3) h(1) x(4)

h(2) h(2)x(0) h(2)x(1) h(2) x(2) h(2) x(3) h(2) x(4)

h(3) h(3)x(0) h(3)x(1) h(3) x(2) h(3) x(3) h(3) x(4)



d. Cách tìm tổng chập nhanh

e. Dùng hàm trong Matlab conv(x,h)

Ví dụ Cho 2 dãy
Hãy tìm y(n) = x(n)*h(n)

( ) { , , }  ( ) { , , }x n và h n
↑ ↑

= =2 3 4 1 2 3



d. Các tính chất của tổng chập

Giao hoán: y(n) = x(n)*h(n)=h (n)*x(n)

Kết hợp: y(n) = x(n)*[h1(n)*h2(n)]
= [x(n)*h1(n)]*h2(n)

Phân phối: y(n) = x(n)*[h1(n) +h2(n)]
= x(n)*h1(n)+x(n)*h2(n)



Hệ thống FIR và IIR

►Hệ thống FIR (Finite duration Impulse Response) 
là hệ thống có đáp ứng xung hữu hạn ⇒ bộ nhớ 
hữu hạn để lưu trữ tín hiệu và thời gian xử lý cũng 
hữu hạn. 

►Hệ thống IIR ( Infinite duration Impulse 
Response) là hệ thống có đáp ứng xung vô hạn, 
nó hiện hữu ở mọi thời gian từ n = - ∞ đến n=+∞. 
Hệ thống này cần bộ nhớ lớn vô hạn để lưu trữ tín 
hiệu và thời gian xử lý cũng rất lớn 

{ }( ) ..., , , , ...h n
↑

= 2 4 6

{ }( ) , , , ,h n
↑

= 0 2 4 6 0



2.3.2  TÍNH NHÂN QUẢ & ỔN ĐỊNH CỦA HỆ TTBB

Định lý 1: Hệ thống TTBB là nhân quả  h(n)=0: n<0

Ví dụ: Xét tính nhân quả các hệ thống cho bởi:
a) y(n)=x(n-1)+2x(n-2) b) y(n)=x(n+1)+2x(n)+3x(n-1)

Thay x(n)=δ(n), ta được biểu thức h(n) các hệ:
a) h(n)= δ(n-1)+2δ(n-2)

Do h(n)=0: n<0 -> hệ nhân quả
b) h(n)=δ(n+1)+ δ(n)+3δ(n-1):

Do h(-1)=1 -> hệ không nhân quả



2.3.2  TÍNH NHÂN QUẢ & ỔN ĐỊNH CỦA HỆ TTBB

Định lý 2: Hệ thống TTBB là ổn định     ∑
∞

−∞=
∞<

n
nh )(

Ví dụ 1.3.4: Xét tính ổn định của hệ thống: h(n)=anu(n)

|a|< 1 -> S=1/(1-|a|) : hệ ổn định
|a|≥ 1 -> S=∞: hệ không ổn định

∑∑
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Bài tập
Hệ thống cho bởi phương trình:

y(n) = x(n) - 2x(n-1) + 3x(n-3)
1.Hãy vẽ sơ đồ thực hiện hệ thống
2. Kiểm tra tính chất tuyến tính, bất biến, nhân

quả của hệ thống
3. Từ phương trình tín hiệu vào ra tìm y(n) biết

x(n)= 2δ(n)+ δ(n-1) +4δ(n-2)
4. Tìm đáp ứng xung h(n) của hệ thống
5. Tìm y(n)=x(n)*h(n) theo dạng bảng



Bài tập
Hệ thống LTI nhân quả cho bởi phương trình:

y(n) = 0.5y(n-1) +2x(n)
1.Hãy vẽ sơ đồ thực hiện hệ thống
2. Tìm đáp ứng xung h(n) của hệ thống



Chương 2: TÍN HIỆU & HỆ THỐNG RỜI RẠC

2.1  Tín hiệu rời rạc 

2.2  Hệ thống rời rạc 

2.3  Hệ thống tuyến tính bất biến LTI

2.4  Phương trình sai phân mô tả hệ thống rời rạc

2.5  Cấu trúc hệ thống rời rạc 

2.6  Tương quan giữa các tín hiệu



2.4  PHƯƠNG TRÌNH SAI PHÂN MÔ TẢ HỆ 
THỐNG RỜI RẠC

2.4.1  PHƯƠNG TRÌNH SAI PHÂN TUYẾN TÍNH

)()()()( rnxnbknyna
M

r
r

N

k
k −=− ∑∑

== 00

Với: N – gọi là bậc của phương trình sai phân: N,M>0
ak(n), br(n) – các hệ số của phương trình sai phân

2.4.2  PHƯƠNG TRÌNH SAI PHÂN TUYẾN TÍNH HSH

)()( rnxbknya
M

r
r

N

k
k −=− ∑∑

== 00

Với: ak , br – không phụ thuộc vào biến số n



a. Nghiệm của PTSP thuần nhất: yh(n)
Giả thiết  αn là nghiệm của PTSP thuần nhất:

Phương trình đặc trưng có dạng:

2.4.3  GiẢI PHƯƠNG TRÌNH SAI PHÂN TUYẾN TÍNH HSH

Tìm nghiệm của PTSP thuần nhất: yh(n)
Tìm nghiệm riêng của PTSP: yp(n)
Nghiệm tổng quát của PTSP:         y(n) = yh(n) + yp(n)

0
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)( knya
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k
k
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NN
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a. Nghiệm của PTSP thuần nhất (tt)
Phương trình đặc trưng có nghiệm đơn α1, α2,… αN

Phương trình đặc trưng có nghiệm α1 bội r

n
NN

nn
h AAAny ααα +++= 2211)(

( )( ) ( )r n n n
h r N Ny n A A n A n A Aα α α−

−= + + + + + +1
10 11 1 1 1 2 2

b. Nghiệm riêng của PTSP: yp(n)
Thường chọn yp(n) có dạng giống với x(n)



Ví dụ: Giải PTSP: y(n)- 3y(n-1) + 2y(n-2) = x(n) (*)
với n≥0, biết y(n)=0: n<0 và x(n)=3n

Tìm nghiệm của PTSP thuần nhất yh(n)
yh(n) là nghiệm của phương trình:
y(n) - 3y(n-1) + 2y(n-2) = 0
Phương trình đặc tính:  α2 - 3α + 2 = 0 ⇒ α1=1; α2=2

⇒ yh(n) = (A11n + A22n )
Tìm nghiệm riêng của PTSP yp(n)
Chọn yp(n) có dạng yp(n)=B3n , thay vào PTSP (*) :
B3n - 3B3n-1 +2 B3n-2 = 3n ⇒ B = 9/2

Nghiệm tổng quát của PTSP:
y(n) = yh(n) + yp(n) = (A11n + A22n )+ 4.5 3n



Nghiệm tổng quát của PTSP:
y(n) = (A11n + A22n )+ 4,5 3n

Dựa vào điều kiện đầu: y(n)=0: n<0:
Từ: y(n)= 3y(n-1) - 2y(n-2) + x(n) với x(n)=3n

⇒ y(0)=3y(-1)-2y(-2)+30 =1=A1+A2+4.5
⇒ y(1)= 3y(0)-2y(-1)+31=6=A1+2A2+4,5.31

Vậy: y(n) = 0.5 1n - 4 2n + 4,5 3n : n≥0

A1=0.5
A2=- 4



Chương 2: TÍN HIỆU & HỆ THỐNG RỜI RẠC

2.1  Tín hiệu rời rạc 

2.2  Hệ thống rời rạc 

2.3  Hệ thống tuyến tính bất biến LTI

2.4  Phương trình sai phân mô tả hệ thống rời rạc

2.5  Cấu trúc hệ thống rời rạc 

2.6  Tương quan giữa các tín hiệu



2.5  CẤU TRÚC HỆ THỐNG RỜI RẠC

Hệ thống không đệ qui là hệ thống đặc trưng bởi PTSP 
TTHSH bậc N=0

2.5.1  HỆ THỐNG ĐỆ QUI & KHÔNG ĐỆ QUI

a. Hệ thống không đệ qui

1     :)()( 0
0

=−= ∑
=

arnxbny
M

r
r

)()()()(
0

rnxrhnybrh
M

r
r −=⇒= ∑

=

Hệ thống không đệ qui còn gọi là hệ thống có đáp ứng 
xung độ dài hữu hạn – FIR (Finite Impulse Response)

[ ] 1)( += MrhL



Hệ thống không đệ qui luôn luôn ổn định do:

∞<== ∑∑
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M

r
r

r
brhS

Hệ thống đệ qui còn gọi là hệ thống có đáp ứng xung 
độ dài vô hạn – IIR (Infinite Impulse Response)

b. Hệ thống đệ qui

Hệ thống đệ qui là hệ thống đặc trưng bởi PTSP TTHSH 
bậc N>0

)()(
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rnxbknya
M

r
r

N

k
k −=− ∑∑

==

Hệ thống đệ qui có thể ổn định hoặc không ổn định



n=0 -> h(0) =δ(0) + ah(-1) = 1
n=1 -> h(1)= δ(1) + ah(0) = a
n=2 -> h(2)= δ(2) + ah(1) = a2

n=3 -> h(3)= δ(3) + ah(2) = a3

………….

Ví dụ: Xét tính ổn định của hệ thống cho bởi:
y(n) - ay(n-1) = x(n) biết y(n)=0:n<0

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x n nh n y n h n y n n ah nδ δ== ⇒ = = + − 1

0:)( ≥= nanh n
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00

∑∑
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n

n

n
anhS /a/< 1 -> S=1/(1-/a/): hệ ổn định

/a/≥ 1 ->S=∞: hệ không ổn định



2.5.2  SƠ ĐỒ THỰC HIỆN HỆ THỐNG

a. Các phần tử thực hiện hệ thống

Bộ trễ: Z-1x(n) y(n)=x(n-1)

Bộ nhân: x(n) y(n) = αx(n)
α

Bộ cộng:

x1(n)

+x2(n)
……
xM(n)

∑
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=
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i
i nxny

1
)()(



b. Sơ đồ thực hiện hệ thống không đệ qui
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Ví dụ: Hãy vẽ sơ đồ thực hiện hệ thống cho bởi:
y(n) = x(n) - 2x(n-1) + 3x(n-3)

+x(n) y(n)
Z-1

+
- 2

Z-1

Z-1

3



c. Sơ đồ thực hiện hệ thống đệ qui
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Z-1

3
+

Ví dụ: Hãy vẽ sơ đồ thực hiện hệ thống cho bởi:
y(n) - 3y(n-1) + 2y(n-2) = 4x(n) - 5x(n-2)

y(n) = 4x(n) - 5x(n-2) + 3y(n-1) - 2y(n-2)

+
Z-1

Z-1

x(n) y(n)
4

- 5

+

Z-1- 2



2.6  TƯƠNG QUAN CÁC TÍN HIỆU

x(n)
y(n)

Nếu có mục tiêu:

y(n) = A x(n-n0) + γ(n)

Nếu không có mục tiêu:

y(n) = γ(n)

Với: A - hệ số suy hao

γ(n) - nhiễu cộng

Tương quan các tín hiệu dùng để
so sánh các tín hiệu với nhau



2.6.1  TƯƠNG QUAN CHÉO 2 TÍN HIỆU 
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Tương quan chéo 2 dãy năng lượng x(n) & y(n) định nghĩa:

Ví dụ: Tìm tương quan Rxy(m) biết:

x(n) = {0, 0 , 1, 2, 3,0} ;y(n) = {0, 2, 4, 6, 0}



2.6.2  TỰ TƯƠNG QUAN TÍN HIỆU 

( ) ( ) ( )xx
n

R m x n x n m
∞

=−∞
= −∑

Tự tương quan của dãy x(n) được định nghĩa:

Tự tương quan của dãy x(n) nhận giá trị lớn nhất tại n=0



Bài tập: Vẽ sơ đồ khối của hệ thống mô tả bởi phương trình 

tín hiệu vào ra:

a. y(n) = -2x2(n) – 3x(n)x(n -1) + 5x(n +1)x(n - 2)

b. y(n) = 1,23y(n-1) – 0,54y(n-2) + 2x(n) – 1,34x(n-1) – 5x(n-2)



Giải:
a. y(n) = -2x2(n) – 3x(n)x(n -1) + 5x(n +1)x(n - 2)



b. y(n) = 1,23y(n-1) – 0,54y(n-2) + 2x(n) – 1,34x(n-1) – 5x(n-2)



Chương 3:

TÍN HIỆU VÀ HỆ THỐNG TRONG 
MIỀN Z

Giảng viên: Ths. Đào Thị Thu Thủy



Chương 3:TÍN HIỆU VÀ HỆ THỐNG TRONG 
MIỀN Z

3.1  BIẾN ĐỔI Z

3.2  BIẾN ĐỔI Z NGƯỢC

3.3  PHÂN TÍCH HỆ THỐNG LTI TRONG MIỀN Z



► Nếu x(n) nhân quả thì : (*)          (**)

► Ký hiệu:
x(n)                 X(z)      hay    X(z) = Z{x(n)}
X(z)                 x(n)      hay   x(n) = Z-1{X(z)} 

3.1  BIẾN ĐỔI Z
3.1.1  ĐỊNH NGHĨA BIẾN ĐỔI Z:
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0
( ) ( ) n

n
X z x n z

∞
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⎯→← Z

⎯⎯→←
−1Z

≡

Biểu thức (*)  còn gọi là biến đổi Z hai bên

► Biến đổi Z của dãy x(n):

Biến đổi Z một bên dãy x(n):

(*)

(**)

Trong đó Z biến số phức
∑
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−∞=

−=
n

nznxzX )()(



► Miền hội tụ của biến đổi Z - ROC (Region Of Convergence) 
là tập hợp tất cả các giá trị Z nằm trong mặt phẳng phức sao
cho X(z) hội tụ.

3.1.2  MIỀN HỘI TỤ CỦA BIẾN ĐỔI Z (ROC)
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Im(Z)

Re(z)

Rx+

Rx-► Để tìm ROC của X(z) ta áp dụng
tiêu chuẩn Cauchy

► Tiêu chuẩn Cauchy:

Một chuỗi có dạng:

hội tụ nếu:



Ví dụ 3.1: Tìm biến đổi Z & ROC của các tín hiệu hữu hạn 
sau:



Ví dụ 3.2: Tìm biến đổi Z & ROC của:
Giải:
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Theo tiêu chuẩn Cauchy, 
X(z) sẽ hội tụ:

Nếu:
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Ví dụ 3.3: Tìm biến đổi Z & ROC của:

Giải:

Theo tiêu chuẩn Cauchy, 
X(z) sẽ hội tụ:

Nếu
:



3.1.3  CÁC TÍNH CHẤT BIẾN ĐỔI Z

a) Tuyến tính

  RROC :  )()( 222 =⎯→← zXnx Z

  RROC :   )()( 111 =⎯→← zXnx Z

)()()()( 22112211 zXazXanxanxa Z +⎯→←+

)1()()( −−−= nubnuanx nn ba <
Giải:

► Nếu:

► Thì:

Ví dụ 3.4: Tìm biến đổi Z & ROC của:

với

ROC chứa R1∩ R2



Áp dụng tính chất tuyến tính, ta được:
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Theo ví dụ 3.2 và 3.3, ta có:



Bài tập

► 1. Tìm biến đổi Z & ROC của:

( ) [ ( ) ( )] ( )n nx n u n= −3 2 4 3



b) Dịch theo thời gian
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Ví dụ 3.5: Tìm biến đổi Z & ROC của:

Nếu:

Thì:

Với:

Giải:
Theo ví dụ 3.2:

Vậy:



c) Nhân với hàm mũ an
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Giải:

Nếu:

Thì:

Ví dụ 3.6: Xét biến đổi Z & ROC của:
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d) Đạo hàm X(z) theo z
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Giải:
Theo ví dụ 

Nếu:

Thì:

Ví dụ 3.7: Tìm biến đổi Z & ROC của:



e) Đảo biến số

Nếu:

Thì:
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1

1)()()( 1

  RROC :   )()( =⎯→← zXnx Z

RXnx Z 1ROC :  )(z)( -1 =⎯→←−

( ) )()()(1)( nxnuanuany nn −=−=−=⇒ −

( ) a/1z:ROC;
az1

1
za1
1)z(X)z(Y 11

1 <
−

=
−

== −−

−

► Ví dụ 3.8: Tìm biến đổi Z & ROC của:

► Giải: Theo ví dụ 3.2:

Áp dụng tính chất đảo biến số:



f) Liên hiệp phức

  RROC :   )()( =⎯→← zXnx Z

RXnx Z =⎯→← ROC :  (z*)*)(*

g) Tích 2 dãy

  RRROC : d )(
2
1)()( 21

1
1121 ∩=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⎯→← ∫ − νν
ν

ν
π c

Z zXXnxnx

h) Định lý giá trị đầu

Nếu x(n) nhân quả thì: X(z) )0(
∞→

=
Z
Limx

  RROC :   )()( 222 =⎯→← zXnx Z

  RROC :   )()( 111 =⎯→← zXnx Z

Nếu:

Thì:

Nếu:

Thì:



► Ví dụ 3.9: Tìm x(0), biết X(z)=e1/z và x(n) nhân quả

► Giải:

X(z) lim)0(
∞→

=
Z

x

i) Tổng chập 2 dãy

  RROC :  )()( 222 =⎯→← zXnx Z

  RROC :   )()( 111 =⎯→← zXnx Z

)()()(*)( 2121 zXzXnxnx Z⎯→← ;ROC có chứa R1 ∩ R2

1e lim 1/z ==
∞→Z

Thì:

Nếu:

Theo định lý giá trị đầu:



5.0:;
5.01

1)()()5.0()( 1 >
−

=⎯→←= − zROC
z

zXnunx Zn

2:;
21
1)()1(2)( 1 <

−
=⎯→←−−−= − zROC

z
zHnunh Zn

25,0:;
)21(

1.
)5.01(

1)()()( 11 <<
−−

== −− zROC
zz

zHzXzY

25,0:;
)21(

1.
3
4

)5.01(
1.

3
1

11 <<
−

+
−

−= −− zROC
zz

)1(2
3
4)()5.0(

3
1)(*)()( −−−−== nununhnxny nn

Z-1

► Ví dụ 3.10 : Tìm y(n) = x(n)*h(n), biết:

)()5.0()( nunx n= )1(2)( −−−= nunh n

► Giải
:



TỔNG KẾT CÁC TÍNH CHẤT BIẾN ĐỔI Z

x(n) X(z) R
a1x1(n)+a2x2(n) a1X1(z)+a2X2(z) Chứa R1 ∩ R2

x(n-n0) Z-n0 X(z) R’
an x(n) X(a-1z) R
nx(n) -z dX(z)/dz R
x(-n) X(z -1) 1/R
x*(n) X*(z*) R

x1(n)x2(n) R1 ∩ R2

x(n) nhân quả x(0)=lim X(z ->∞)
x1(n)*x2(n) X1(z)X2(z) Chứa R1 ∩ R2

dvv
v
zXvX

j C
1

21 )(
2
1 −⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∫π



BIẾN ĐỔI Z MỘT SỐ DÃY THÔNG DỤNG

x(n) X(z) ROC

δ(n) 1 ∀z

u(n) |z| >1

-u(-n-1) |z| <1

an u(n) |z| > |a|

-an u(-n-1) |z| < |a|

nan u(n) |z| > |a|

-nan u(-n-1) |z| < |a|

cos(ωon)u(n) (1-z-1cosωo)/(1-2z-1cosωo+z-2) |z| >1

sin(ωon)u(n) (z-1sinωo)/(1-2z-1cosωo+z-2) |z| >1

11
1

−− z

11
1

−− az

21

1

)1( −

−

− az
az



3.1.4 GIẢN ĐỒ CỰC - KHÔNG

► Điểm cực của X(z) là các giá trị z tại đó X(z) = ∞, 
► Điểm không của X(z) là các giá trị z tại đó X(z) = 0. 

1 2 3 1

1 2 3

1

( )
( )( )( )...( )( )( )

( ) ( )( )( )...( )
( )

L

k
L k

M
M

k
k

z z
G z z z z z z z zD zX z G

B z z p z p z p z p
z p

=

=

−
− − − −

= = =
− − − −

−

∏

∏
•G là độ lợi
•z1, z2, z3,… được gọi là  các điểm không (zero) 
•p1, p2, p3,… là các điểm cực (pole) 

•L là bậc của đa thức tử số; 
•M là bậc của đa thức mẫu.
• X(z) là hàm hữu tỉ đúng khi L≤ M



3.1.4 GIẢN ĐỒ CỰC - KHÔNG

► Khi các tín hiệu x(n) hay đáp ứng xung  h(n) là thực (có trị 
số thực), các không và các cực là thực hoặc là các đôi liên 
hiệp phức. 

► Để biểu diễn trên đồ thị, điểm cực được đánh dấu bằng x 
và điểm không được đánh dấu bằng o.

Ví dụ 3.11: Xác định điểm cực và điểm không của tín hiệu
x(n) = anu(n), a > 0

( ) zX z
z aaz−

= =
−− 1

1
1

ROC : |z| > a
⇒ X(z) có một điểm cực p1 = a 
⇒ và một điểm không z1 = 0

0    

ROC
Im(z)

Re(z)/a/

a    
x



Chương 3:   BIẾN ĐỔI Z VÀ ỨNG DỤNG VÀO  
HỆ THỐNG LTI RỜI RẠC

3.1  BIẾN ĐỔI Z 

3.2  BIẾN ĐỔI Z NGƯỢC

3.3  PHÂN TÍCH HỆ THỐNG LTI TRONG MIỀN Z



3.2 BIẾN ĐỔI Z NGƯỢC
3.2.1 CÔNG THỨC BIẾN ĐỔI Z NGƯỢC

∫ −=
C

n dzz)z(X
j

)n(x 1

2
1
π

Với C - đường cong khép kín bao quanh gốc tọa độ trong
mặt phẳng phức, nằm trong miền hội tụ của X(z), theo
chiều (+) ngược chiều kim đồng hồ

Trên thực tế, biểu thức (*) ít được sử dụng do tính chất
phức tạp của phép lấy tích phân vòng

► Các phương pháp biến đổi Z ngược:
Thặng dư
Khai triển thành chuỗi luỹ thừa
Phân tích thành tổng các phân thức tối giản

(*)



2.2.2 PHƯƠNG PHÁP THẶNG DƯ

b) Phương pháp:
► Theo lý thuyết thặng dư, biểu thức biến đổi Z ngược theo 

tích phân vòng (*) được xác định bằng tổng các thặng dư 
tại tất cả các điểm cực của hàm X(z)zn-1 :

► Thặng dư tại điểm cực pi bội r của F(z) được định nghĩa:

[ ]
( )

( )Re ( ) ( )( )
( )!i i

r
r

irZ p Z p

ds F z F z z p
r dz

−

−= =
⎡ ⎤= −⎣ ⎦−

1

1
1

1
►Thặng dư tại điểm cực đơn pi của F(z) được định nghĩa:

[ ]Re ( ) ( )( )
i i

iZ p Z ps F z F z z p= =
= −⎡ ⎤⎣ ⎦

a) Khái niệm thặng dư của 1 hàm tại điểm cực:



∫ −=
C

n dzzzX
j

nx 1)(
2
1)(
π

► pi – các điểm cực của X(z)zn-1 nằm trong đường cong C

► Res[X(z)zn-1]z=pi - thặng dư của X(z)zn-1 tại điểm cực
zci

Trong đó:

Tổng cộng các thặng dư tại tất cả các điểm cực, ta
được x(n)

Re ( )
i

n
Z pi

s X z z −
=

⎡ ⎤= ⎣ ⎦∑ 1

Ví dụ 3.12 Tìm biến đổi Z ngược của:
)2(

)(
−

=
z

zzX

(*)

Giải:

∫ −=
C

n dzzzX
j

nx 1)(
2
1)(
π ∫ −

−
=

C

n dzz
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z
j

1

)2(2
1
π ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
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= ∑ )2(
Re

z
zs

n

Thay X(z) vào (*), ta được



► n≥0:
)2(

)( 1

−
=−

z
zzzX

n
n có 1 điểm cực đơn p1=2

Thặng dư tại p1=2:

2)2(
Res

=
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− Z

n

z
z
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)2(
)2(
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►
n<0:

n
n

zz
zzX −

−

−
=

)2(
1)( 1 p1=2 đơn,

p2=0 bội m
mzz )2(

1
−

=

Với: p1=2
2)2(
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⎥
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⎤
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mzz m2
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)2(
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⎤
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Z
m z

zz

Chọn C là đường cong khép kín nằm bên ngoài 
vòng tròn có bán kính là 2

0

ROC
Im(z)

Re(z)2

C
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Vậy, với n<0: ⎥
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Với: p2=0 bội m:

0)2(
1Res

=
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
− Z

mzz 0
1

1

)2(
1

)!1(
1

=
−

−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−

=
Z

m
mm

m

z
zzdz

d
m



3.2.3 PHƯƠNG PHÁP KHAI TRIỂN 
THÀNH CHUỖI LUỸ THỪA

Giả thiết X(z) có thể khai triển: ∑
∞

−∞=

−=
n

n
nzazX )(

Theo định nghĩa biến đổi Z ∑
∞

−∞=

−=
n

nznxzX )()(

(*)

(**)

Đồng nhất (*) & (**), rút ra: nanx =)(

Ví dụ3.13: : Tìm x(n) biết: )321)(1()( 212 −− +−+= zzzzX
Giải:
Khai triển X(z) ta được:

∞<< zROC 0:

212 3242)( −− +−+−= zzzzzX ∑
−=

−=
2

2
)(

n

nznx

Suy ra: ,-2,3}4{1,-2,)(
↑

=nx



                   ..............      

1                     21 1−− z

Ví dụ 3.14: Tìm x(n) biết:
2:

21
1)( 1 >

−
= − z

z
zX

Giải:
Do ROC của X(z) là /z/>2, nên x(n) sẽ là dãy nhân
quả và sẽ được khai triển thành chuỗi có dạng:

∑
∞

=

−=
0

)(
n

n
nzazX "+++= −− 2

2
1

10 zazaa

Để có dạng (*), thực hiện phép chia đa thức dưới đây:

(*)

-12z-1                               1

                     2   1−z

12 −+ z

                    z2-2  -221−z

                    z2           -22

222 −+ z "+

∑
∞

=

−=⇒
0
2)(

n

nn zzX

)(20:2)( nunnx nn ≡≥=⇒



                   ..............      

1111 2                  21 zz −− −−

Ví dụ 3.15: Tìm x(n) biết: 2:
21
1)( 1 <

−
= − z

z
zX

Giải:

Do ROC của X(z) là /z/<2, nên x(n) sẽ là dãy phản
nhân quả và sẽ được khai triển thành chuỗi có dạng:

∑
−∞

−=

−=
1

)(
n

n
nzazX "+++= −−−

3
3

2
2

1
1 zazaza

Để có dạng (**), thực hiện phép chia đa thức dưới đây:

(**)

1z2-                              1  -11 +

                   2 11 z−

222 z−−

                   z2-2 2-211 z−

                   z2           2-2

332 z−− "+

∑
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1
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nn zzX

)1(20:2)( −−−≡<−=⇒ nunnx nn



3.2.4  PHƯƠNG PHÁP KHAI TRIỂN PHÂN 
SỐ TỪNG PHẦN

Xét X(z) là phân thức hữu tỉ có dạng:

)(
)()(

zB
zDzX =

01
1

1

01
1

1

...

...
bzbzbzb
dzdzdzd

N
N

N
N

K
K

K
K

++++
++++

= −
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−
− 0, >NKvới:

► Nếu K>N, thực hiện phép chia đa thức, ta được:
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)()(

zB
zDzX =
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zB
zAzC +=

01
1
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01
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...
...)(

bzbzbzb
azazazazC N

N
N

N

M
M

M
M

++++
+++

+= −
−

−
−

Ta được C(z) là đa thức và phân thức A(z)/B(z) có bậc M≤N

► Nếu K≤N, thì X(z) có dạng giống phân thức A(z)/B(z)

Việc lấy biến đổi Z ngược đa thức C(z) là đơn giản, vấn
đề phức tạp là tìm biến đổi Z ngược A(z)/B(z) có bậc
M≤N



Xét X(z)/z là phân thức hữu tỉ có bậc M≤N :

)(
)()(

zB
zA

z
zX
=

Xét đén các điểm cực của X(z)/z, hay nghiệm của B(z) là
đơn, bội và phức liên hiệp
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a) Xét X(z)/z có các điểm cực đơn: p1, p2, p3,…. pN,

)(
)()(

zB
zA

z
zX
=

( )
( )( ) ( )N N

A z
b z p z p z p

=
− − −1 2 "

Theo lý thuyết hàm hữu tỉ, X(z)/z phân tích
thành:
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)()(

zB
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z
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= ( ) ( ) ( )

N

N

K K K
z p z p z p

= + + +
− − −

1 2
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K
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Với hệ số Ki xác định bởi:
( ) ( )

i

i i
Z p

X zK z p
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i
Z p

A zK
B z =
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Suy ra X(z) có biểu thức:

( )
( ) ( ) ( )

N

N

K K KX z
p z p z p z− − −= + + +

− − −
1 2

1 1 1
1 21 1 1
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i i
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1 1
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KX z
p z−

=
− 11

► Nếu ROC: /z/ > /pi/ ( ) ( ) ( )n
i i ix n K p u n⇒ =

► Nếu ROC: /z/ < /pi/ ( ) ( ) ( )n
i i ix n K p u n⇒ = − − − 1

► Vậy: ∑
=

=
N

i
i nxnx

1
)()(

Xét:



Ví dụ 3.16: Tìm x(n) biết:
65

52)( 2

2
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zzzX

Giải:
với các miền hội tụ: a) /z/>3, b) /z/<2, c) 2</z/<3
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Với các hệ số được tính bởi:
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Với các miền hội tụ:

)31(
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)21(
1)( 11 −− −
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a) /z/ > 3 : )(3)(2)( nununx nn +=

b) /z/ < 2 : )1(3)1(2)( −−−−−−= nununx nn

c) 2</z/<3 :
)1n(u3)n(u2)n(x nn −−−=



b) Xét X(z)/z có điểm cực p1 bội r và các điểm cực
đơn: p(r+1),…,pN,
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zB
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z
zX
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N r N

A z
b z p z p z p+

=
− − −1 1 "

Theo lý thuyết hàm hữu tỉ, X(z)/z phân tích thành:
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Với hệ số Ki xác định bởi:
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Vậy ta có biểu thức biến đổi Z ngược là:

Với giả thiết ROC của X(z): |z| > max{ |pi| }: i=1÷N,
biến đổi Z ngược của thành phần Ki/(z-pi)r sẽ là:
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Ví dụ 3.17: Tìm x(n) biết: )1()2(
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Vậy X(z)/z có biểu thức
là:

Với các hệ số được tính bởi:
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c) Xét X(z)/z có cặp điểm cực p1 và p*1 phức liên hiệp,
các điểm cực còn lại đơn: p3,…,pN,

)(
)()(

zB
zA

z
zX
= *

( )
( )( )( ) ( )N N

A z
b z p z p z p z p

=
− − − −1 1 3 "

X(z)/z được phân tích thành:

*
( )

( ) ( ) ( )( )
N

N

KX z K K K
z z p z p z pz p

= + + + +
− − −−

31 2

1 31
"

*
( )

( ) ( )( )

N
i

ii

KX z K K
z z p z pz p =

= + +
− −− ∑1 2

1 31
Với các hệ số K1, Ki được tính giống điểm cực đơn:

( ) ( ) :
i

i i
Z p

X zK z p i N
z =

= − = ÷1



Xét :

Do các hệ số A(z), B(z) là thực, nên K2=K1
*

*
( ) *

( ) ( )
X z K K

z z p z p
= +

− −
1 1 1

1 1

*
*( )

( ) ( )
K KX z
p z p z− −⇒ = +

− −
1 1

1 1 1
1 11 1

Nếu gọi:

βjeKK 11 =
jp p e α=1 1

Và giả thiết ROC: |z|>max{|pi|}:

( ) ( ) ( )* * ( )
nnx n K p K p u n⎡ ⎤⇒ = +⎢ ⎥⎣ ⎦1 1 1 1 1

cos( ) ( )nK p n u nα β= +1 12

( )( ) cos( ) ( )
N

nn
i i

i
x n K p n K p u nα β

=

⎧ ⎫
= + +⎨ ⎬
⎩ ⎭

∑1 1
3

2
Vậy:
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Chương 3:   BIẾN ĐỔI Z VÀ ỨNG DỤNG VÀO  
HỆ THỐNG LTI RỜI RẠC

3.1  BIẾN ĐỔI Z 

3.2  BIẾN ĐỔI Z NGƯỢC

3.3  PHÂN TÍCH HỆ THỐNG LTI TRONG MIỀN Z



3.3 PHÂN TÍCH HỆ THỐNG LTI TRONG MIỀN Z
3.3.1 Hàm truyền đạt

h(n)x(n) y(n)=x(n)*h(n)Miền n:

Miền Z: H(z)X(z) Y(z)=X(z)H(z)
Z

h(n)    Z H(z): gọi là hàm truyền đạt H(z)=Y(z)/X(z)

2.3.2 Hàm truyền đạt được biểu diễn theo các hệ số
PTSP
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Từ hàm truyền H(z) có thể suy ra: 

►Đáp ứng xung h(n). 
►Phương trình hiệu số của đáp ứng xung. 
►Phương trình hiệu số tín hiệu vào ra. 
►Sơ đồ khối của hệ thống.
►Giản đồ cực không. 
►Đáp ứng tần số.

Và ngược lại ta có thể tính H(z) và các dạng 
còn lại khi biết 1 dạng bất kỳ ở trên.



Ví dụ 3.19: Tìm H(z) và h(n) của hệ thống nhân quả cho bởi:

Giải: y(n) - 5y(n-1) + 6y(n-2) = 2x(n) - 5x(n-1)
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Lấy biến đổi Z hai vế PTSP và áp dụng tính chất dịch theo t/g:
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Do hệ thống nhân quả nên: h(n) = ( 2n + 3n ) u(n)
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3.3.3 Hàm truyền đạt của các hệ thống ghép nối

a. Ghép nối tiếp

Miền Z:

h2(n)x(n) y(n)h1(n)

x(n) y(n)h(n)=h1(n)*h2(n)

≡

Miền n:

H2(z)X(z) Y(z)H1(z)

X(z) Y(z)H(z)=H1(z)H2(z)

≡
Theo tính chất tổng chập: h1(n)*h2(n) Z H1(z)H2(z)



3.4.3 Hàm truyền đạt của các hệ thống ghép nối (tt)

b. Ghép song song

Miền Z:

≡

h2(n)
x(n) y(n)

h1(n)
+

x(n) y(n)h1(n)+h2(n)

Miền n:

≡
H2(z)

X(z) Y(z)
H1(z)

+

X(z) Y(z)H1(z)+H2(z)



3.3.4 Tính nhân quả và ổn định của hệ LTI rời rạc

a. Tính nhân quả
Hệ thống LTI là nhân quả ⇔ h(n) = 0 : n<0Miền n:

Do h(n) là tín hiệu nhân quả, nên miền hội tụ H(z) sẽ là:

( )( )
( )( ) ( )N N

A zH z
b z p z p z p

=
− − −1 2 "

{ }max max , , , Nz p p p p> = 1 2 "

Hệ thống LTI là 
nhân quả

Miền Z:

{ }max max , , , Nz p p p p> = 1 2 "
ROC của H(z) là:

Re(z)

0

ROC
Im(z)

/p/max



Hệ thống TTBB là ổn định

2.4.4 Tính nhân quả và ổn định của hệ TTBB rời rạc (tt)

b. Tính ổn định
Miền n: ∞<∑

∞

−∞=n
nh )(

Miền Z:

∑
∞

−∞=

−=
n

nznhzH )()(  ( ) n

n
h n z

∞
−

=−∞
≤ ∑ n

n
znh −

∞

−∞=
∑= )( 

∑
∞

−∞=
≤⇒

n
nhzH )()( : khi 1=z

Hệ thống TTBB
là ổn định

ROC của H(z) 
có chứa |z|=1

Theo đ/k ổn định (*), nhận thấy H(z) cũng sẽ hội tụ với |z|=1

(*)



Re(z)

0

ROC

Im(z)

/zc/max

c. Tính nhân quả và ổn định

Hệ thống TTBB 
là nhân quả { }max max , , , Nz p p p p> = 1 2 "

ROC của H(z) là:

Hệ thống TTBB
là ổn định ROC của H(z) có chứa /z/=1

Hệ thống TTBB 
là nhân quả 
và ổn định 

và

ROC của H(z) là:
maxz p> maxp <1

/z/=1



Ví dụ 3.20: Tìm h(n) của hệ thống, biết:

Giải:
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a. Hệ thống nhân quả (/z/>2): h(n)=[(1/2)n + 2n] u(n)

a. Để hệ thống là nhân quả
b. Để hệ thống là ổn định
c. Để hệ thống là nhân quả và ổn định

)2(
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)2/1(
1

−
+

−
=

zz

b. Hệ thống ổn định (1/2</z/<2): h(n)=(1/2)n u(n) - 2n u(-n-1)

c. Hệ thống nhân quả và ổn định:
ROC: /z/>2 không thể chứa /z/=1 ⇒ không tồn tại h(n)





2.5 GIẢI PTSP DÙNG BIẾN ĐỔI Z 1 PHÍA

Tổng quát, biến đổi Z 1 phía của y(n-k):
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Ví dụ 5.5.1: Hãy giải PTSP dùng biến đổi Z 1 phía
y(n) – 3y(n–1) +2 y(n-2) = x(n) : n≥0
biết: x(n)=3n-2u(n) và y(-1)=-1/3; y(-2)= -4/9

Giải:
Lấy biến đổi Z 1 phía hai vế PTSP:
Y(z) - 3[y(-1)+z-1Y(z)] + 2[y(-2)+y(-1)z-1+z-2Y(z)] = X(z)
(*)Thay y(-1)=-1/3; y(-2)= -4/9 và X(z)=3-2/(1-3z-1) vào (*), rút
ra:
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Chương 4:

TÍN HIỆU TRONG MIỀN TẦN SỐ 
LIÊN TỤC

Giảng viên: Ths. Đào Thị Thu Thủy
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Chương 4:
TÍN HIỆU TRONG MIỀN TẦN SỐ LIÊN TỤC

4.1 PHÂN TÍCH TẦN SỐ CỦA CÁC TÍN HIỆU LIÊN TỤC 

THỜI GIAN

4.2 PHÂN TÍCH TẦN SỐ CỦA CÁC TÍN HIỆU RỜI RẠC THỜI 

GIAN

4.3  CÁC TÍNH CHẤT CỦA BIẾN ĐỔI FOURIER

4.4  QUAN HỆ GIỮA BIẾN ĐỔI FOURIER & BIẾN ĐỔI Z
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4.1 PHÂN TÍCH TẦN SỐ CỦA CÁC TÍN HIỆU 
LIÊN TỤC THỜI GIAN

Phân tích Fourier a  một  tín hiệu cho ta 
thấy cấu trúc tần số (phổ) của tín hiệu.

Ví dụ: Phổ của ánh sáng trắng :
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4.1 PHÂN TÍCH TẦN SỐ CỦA CÁC TÍN HIỆU 
LIÊN TỤC THỜI GIAN

4.1.1 Khai triển Fourier (chuỗi Fourier) 
áp dụng cho tín hiệu tuần hoàn

4.1.2 Biến đổi Fourier (tích phân Fourier) 
áp dụng cho các tín hiệu không tuần hoàn.
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4.1.1 Khai triển Fourier 
(tín hiệu tuần hoàn)

Một dạng sóng tuần hoàn có thể phân thành 
vô hạn các thành phần sin có tần số là bội số 
nguyên của tần số tuần hoàn  của dạng sóng.

-Tp
Tp0

x(t)

τ

t

X(f)

F0-F0
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4.1.1 Khai triển Fourier

x(t) tuần hoàn có chu kỳ To, tần số góc ωo=2π/To và fo
= 1/To có 3 dạng khai triển Fourier: 

- Khai triển lượng giác 
- Dạng biên độ và pha
- Dạng mũ phức (sin phức)
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a. Khai triển lượng giác

0 n 0 n 0
n 1 n 1

x(t) a a cosnω t b sinnω t
∞ ∞

= =
= + +∑ ∑

/

/

( )
To

To

a x t dt
T −

= ∫
2

0
0 2

1

/

/

( )cos
To

n
To

a x t n tdt
T

ω
−

= ∫
2

0
0 2

2

/

/

( )sin
To

n
To

b x t n tdt
T

ω
−

= ∫
2

0
0 2

2

ao: thành phần trung bình 
(một chiều).

a1cosωot + b1sinωot: thành 
phần căn bản hay gọi là hài 
thứ nhất.
a2cos2ωot + b2sin2ωot: hài 
thứ hai
a3cos3ωot + b3sin3ωot: hài 
thứ ba v.v..
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b. Dạng biên độ và pha (phổ 1 bên)

( ) cos( )n n
n

x t c c n tω ϕ
∞

=
= + +∑0 0

1

, , ...

ar

o o

n n n

n
n

n

c a

c a b n
bctg

a
ϕ

=

= + =

−
=

2 2 1 2 3
co: thành phần trung bình
c1cos(ω0t +ϕ1)

: thành phần căn bản
c2cos(2ω0t +ϕ2)

: hài thứ 2

Phổ biên độ là biến thiên của các hệ số gốc co, cn theo tần số
Phổ pha là biến thiên của pha ban đầu ϕn theo tần số

Phổ chỉ hiện hữu ở những tần số rời rạc nωo nên là phổ rời rạc
hay phổ vạch
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c. Dạng mũ phức (sin phức) (phổ 2 bên)

( ) ojn t
n

n
x t X e ω

+∞

=−∞
= ∑

njn n n
n

X a c
a jb cX e ϕ

=

= =

−
=

0 0 0

2 2
Các hệ số của khai triển mũ phức là:

/

/

( ) 0

2

0 2

1 To
jn t

n
To

X x t e dt
T

ω−

−

= ∫
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Công suất của tín hiệu tuần hoàn

n
n

P X
∞

=−∞
= ∑ 2
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1. Tìm khai triển Fourier của dạng sóng vuông đối xứng. 
Vẽ phổ biên độ và phổ pha
a. Khai triển lượng giác
b. Khai triển Fourier dạng biên độ và pha

c. Dạng mũ phức
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( ) sin sin sin ...o o o
Ax t t t tω ω ω

π
⎛ ⎞= + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠

4 1 13 5
3 5

b. Phổ biên độ và pha:

( )
( ) cos ( ) o

o
n

Ax t n t
n

ω
π

∞

=

⎡ ⎤= − −⎣ ⎦−∑
1

4 1 2 1 90
2 1

a. Các hài chẵn bằng không, các hài lẻ có biên độ giảm 
tương đối nhanh nhưng chỉ bằng không ở tần số lớn vô 
hạn
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2. Tìm khai triển Fourier của dạng sóng sin chỉnh lưu 
toàn kỳ biên độ đỉnh A. Vẽ phổ biên độ và phổ pha. 

x(t)=A|sin t|

t

x(t)
A

0            π 2π 3π
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[ ]
/

/

( ) sin cos
2

0
0 02 0

1 1 2To

To

A Aa x t dt A tdt t
T

ππ

π π π−

= = = − =∫ ∫

/

/

( )cos sin os
2

0 0
0 2 0

2 2To

n
To

a x t n tdt A tc n tdt
T

π

ω ω
π−

= =∫ ∫

[ ]sin( ) sin( )
0

2 1 2 1n
Aa n t n t dt

π

π
= + − −∫

os( ) os( )

0 0

2 1 2 1
2 1 2 1n

A c n t c n ta
n n

π π

π

⎡ ⎤+ −
= − +⎢ ⎥

+ −⎢ ⎥⎣ ⎦

2
2 2 4 1

2 1 2 1 4 1n
A Aa

n n nπ π
⎡ ⎤= − = −⎢ ⎥+ − −⎣ ⎦
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( ) cos2
1

2 4 1 2
4 1n

A Ax t nt
nπ π

∞

=
= −

−∑

( ) cos cos cos ......2 4 1 1 12 4 6
3 15 35

A Ax t t t t
π π

⎛ ⎞= − + + +⎜ ⎟
⎝ ⎠
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3. Cho khai triển ở dạng lượng giác như sau. Tìm khai 
triển ở hai dạng kia. 

4. Tìm khai triển Fourier của chuỗi xung Dirac đều

( ) cos sino ox t t tω ω= + +10 8 6

-2T       -T       0        T       2 T      3T

1

n

x(t)
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Giải bài 4

► x(t) là chuỗi xung Dirac đều chu kỳ T0 hay tần số f0=1/T0

► Vì x(t) tuần hoàn nên ta có khai triển Fourier của x(t):

( ) ( ) 02
0

ojn t j nf t
n n

k k k
x t t kT X e X eω πδ

∞ +∞ +∞

=−∞ =−∞ =−∞
= − = =∑ ∑ ∑

/

/

( ) 0

2
2

0
0 02

1 1To
j nf t

n
To

X t e dt f
T T

πδ −

−

= = =∫

( ) ( ) ( )02
0

0 0

1 1j nf t

k n
x t e X f f nf

T T
π δ

+∞ ∞

=−∞ =−∞
= ⇒ = −∑ ∑
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Vậy một chuỗi xung dirac trong miền thời gian 
cho một chuỗi xung dirac trong miền tần số

-2T0 -T0 0        T0 2 T0 3T0

1

t

x(t)

-2f0 -f0 0        f0 2 f0 3f0

f0

f

X(f)
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4.1.2 Biến đổi Fourier 
(tín hiệu không tuần hoàn)

X(ω)

ω

2π/τ-2π/τ

x(t)

-τ/2 tτ/2
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( )( ) ( ) j fX f X f e ϕ=
Biến thiên của |X(f)| theo f  là phổ biên độ (độ lớn)

Biến thiên của ϕ(f)  theo f  là phổ pha (còn được viết 
argX(f)  hay ∠X(f))

b. Phổ biên độ và phổ pha

a. Cặp biến đổi Fourier  x(t)  ↔ X(f):

[ ]( ) ( ) ( ) j ftX f F x t x t e dtπ
∞

−

−∞

= = ∫ 2

[ ]( ) ( ) ( ) j ftx t F X f X f e dfπ
∞

−

−∞

= = ∫1 2
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[ ]( ) ( ) ( ) cos sinj ftX f x t e dt x t ft j ft dtπ π π
∞ ∞

−

−∞ −∞

= = −∫ ∫2 2 2

( ) ( )cosRX f x t ftdtπ
∞

−∞

= ∫ 2Thành phần thực ảo là:

Khi x(t) thực

( ) ( )sin 2IX f x t ftdtπ
∞

−∞

= − ∫
Biên độ và pha của X(f) là:

( ) ( ) ( )R IX f X f X f= +2 2

( )( )
( )

I

R

X ff arctg
X f

ϕ =
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Năng lượng của tín hiệu không tuần hoàn

( ) ( )E x t dt X f df
∞ ∞

−∞ −∞

= =∫ ∫2 2
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CÁC TÍNH CHẤT BIẾN ĐỔI FOURIER
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CÁC TÍNH CHẤT BIẾN ĐỔI FOURIER
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CÁC TÍNH CHẤT BIẾN ĐỔI FOURIER
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CÁC TÍNH CHẤT BIẾN ĐỔI FOURIER
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CÁC TÍNH CHẤT BIẾN ĐỔI FOURIER
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MỘT SỐ BIẾN ĐỔI FOURIER CƠ BẢN



CNDT_DTTT 29

MỘT SỐ BIẾN ĐỔI FOURIER CƠ BẢN
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MỘT SỐ BIẾN ĐỔI FOURIER CƠ BẢN
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Chương 4:
TÍN HIỆU TRONG MIỀN TẦN SỐ LIÊN TỤC

4.1 PHÂN TÍCH TẦN SỐ CỦA CÁC TÍN HIỆU LIÊN TỤC 

THỜI GIAN

4.2 PHÂN TÍCH TẦN SỐ CỦA CÁC TÍN HIỆU RỜI RẠC THỜI 

GIAN

4.3  CÁC TÍNH CHẤT CỦA BIẾN ĐỔI FOURIER

4.4  QUAN HỆ GIỮA BIẾN ĐỔI FOURIER & BIẾN ĐỔI Z
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4.2 PHÂN TÍCH TẦN SỐ CỦA CÁC TÍN 
HIỆU RỜI RẠC THỜI GIAN

4.2.1  KHAI TRIỂN FOURIER RỜI RẠC THỜI GIAN

(tín hiệu rời rạc tuần hoàn)

4.2.2  BIẾN ĐỔI FOURIER RỜI RẠC THỜI GIAN

(tín hiệu rời rạc ko tuần hoàn)

4.2.3 ĐIỀU KIỆN TỒN TẠI BIẾN ĐỔI FOURIER
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4.2.1  KHAI TRIỂN FOURIER RỜI RẠC THỜI GIAN
DFS (tín hiệu rời rạc tuần hoàn)

► Tín hiệu x(n) rời rạc, tuần hoàn với chu kỳ N mẫu. 

∑
−

=

=
1

0

/2)(
N

k

Nknj
kecnx π ( )∑

−

=

−=
1

0

/21 N

n

Nknj
k enx

N
c π

► Tín hiệu x(n) rời rạc tuần hoàn với chu kỳ N mẫu thì 
phổ ck của nó cũng tuần hoàn với chu kỳ N
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• x(n) tuần hoàn chu kỳ N Tính DFS của 
x(n) c(k)

0 N

xp(n)

N-1 nL-1 n

|c(k)|

k0 N-N
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Ví dụ: Tìm khai triển Fourier của tín hiệu x(n)=cosnΩ0   khi
a. b. Ω0 = π/3

Giải π
π π

Ω
= = =0 2 2 1

2 2 2 2

πΩ =0 2

πΩ =0 2a. Khi thì

Vì Ω0 /2π không phải số hữu tỉ nên x(n) không tuần hoàn  
⇒ không có khai triển Fourier

b. Khi Ω0=π/3  thì chu kỳ tuần hoàn của tín hiệu cosnπ/3 là:

/
N π

π
= =

2 6
3

⇒ Các thành phần phổ là: ( ) /j kn
k

n
c x n e

N
π−

=
= ∑

5
2 6

0

1

Hoặc ta phát biểu x(n) theo mũ phức

/ / / /( ) os j n j n j n j nnx n c e e e eπ π π ππ −= = + = +2 6 2 6 2 6 2 5 62 1 1 1 1
6 2 2 2 2

⇒ Các thành phần phổ là: c0=0, c1=1/2, c2=c3=c4=0, c5=1/2
Chu kỳ phổ này được lặp lại liên tục
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► Ký hiệu:

x(n)                 X(ω)     hay   X(ω) = F{x(n)}
X(ω)                x(n)      hay    x(n) = F-1{X(ω)} 

4.2.2  BIẾN ĐỔI FOURIER RỜI RẠC THỜI GIAN

(tín hiệu rời rạc ko tuần hoàn)

⎯→← F

⎯⎯ →←
−1F

Trong đó: ω - tần số của tín hiệu rời rạc, ω = Ω Ts

Ω - tần số của tín hiệu liên tục
Ts - chu kỳ lấy mẫu 

Biến đổi Fourirer rời 

rạc thời gian của x(n):
∑
∞

−∞=

−=
n

njenxX ωω )()(
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b. X(ω) biểu diễn dưới dạng modun & argument:

► Nhận thấy X(ω) tuần hoàn với chu kỳ 2π, thật vậy:

)()()( ωϕωω jeXX =

Trong đó:
)(ωX - phổ biên độ của x(n)

)](arg[)( ωωϕ X= - phổ pha của x(n)

∑
∞

−∞=

+−=+
n

njenxX )2()()2( πωπω )()( ωω Xenx
n

nj == ∑
∞

−∞=

−

Áp dụng kết quả:

⎩
⎨
⎧

≠
=

=∫
− 0   :0

0:2
k
k

dke jk ππ

π

Biểu thức biến đổi F ngược:

∫
−

=
π

π

ω ωω
π

deXnx nj)(
2
1)(
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Ví dụ 4.1 : Tìm biến đổi F của các dãy:

1:)()(1 <= anuanx n

Giải:

nj

n

n enuaX ωω −
∞

−∞=
∑= )()(1 ( )∑

∞

=

−=
0n

njae ω
ωjae−−

=
1

1

1:)1()(2 >−−−= anuanx n

nj

n

n enuaX ωω −
∞

−∞=
∑ −−−= )1()(2 ( )∑

−∞

−=

−−−=
1

1

n

njea ω

( )∑
∞

=

−−=
1

1

m

mjea ω ( ) 1
0

1 +−= ∑
∞

=

−

m

mjea ω

ωjea 11
11 −−

−= ωjae−−
=

1
1
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∑
∞

−∞=

−=
n

njenxX ωω )()(

4.2.2  ĐIỀU KIỆN TỒN TẠI BIẾN ĐỔI FOURIER

∑
∞

−∞=

−≤
n

njenx ω)( ∑
∞

−∞=
=

n
nx )(

Vậy, để X(ω) hội tụ thì điều kiện cần là: ∞<∑
∞

−∞=n
nx )(

► Các tín hiệu thỏa điều kiện hội tụ là tín hiệu năng lượng, 
thậy vậy:

∑
∞

−∞=
=

n
x nxE 2)(

2

)( ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
≤ ∑

∞

−∞=n
nx

Nếu: ∞<∑
∞

−∞=n
nx )( ∞<= ∑

∞

−∞=n
x nxE 2)(
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Ví dụ 4.2 : Xét sự tồn tại biến đổi F của các dãy:

n
1x (n) (0.5) u(n)=

Giải:

∑
∞

−∞=n
nx )(1

)(2)(2 nunx n=

)()(3 nunx = )()(4 nrectnx N=

∑
∞

−∞=
=

n

n nu )()5.0( ∑
∞

=
=

0
)5.0(

n

n 2
5.01

1
=

−
=

∑
∞

−∞=n
nx )(2 ∑

∞

−∞=
=

n

n nu )(2 ∞== ∑
∞

=0
2

n

n

∑
∞

−∞=n
nx )(3 ∑

∞

−∞=
=

n
nu )(

∑
∞

−∞=n
nx )(4 ∑

∞

−∞=
=

n
N nrect )(

∞== ∑
∞

=0
)(

n
nu

∑
−

=
=

1

0
)(

N

n
N nrect N=

X2(ω) không tồn tại

X3(ω) không tồn tại
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Chương 4:
TÍN HIỆU TRONG MIỀN TẦN SỐ LIÊN TỤC

4.1 PHÂN TÍCH TẦN SỐ CỦA CÁC TÍN HIỆU LIÊN TỤC 

THỜI GIAN

4.2 PHÂN TÍCH TẦN SỐ CỦA CÁC TÍN HIỆU RỜI RẠC THỜI 

GIAN

4.3  CÁC TÍNH CHẤT CỦA BIẾN ĐỔI FOURIER

4.4  QUAN HỆ GIỮA BIẾN ĐỔI FOURIER & BIẾN ĐỔI Z
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a. Tuyến tính 
b. Dịch theo thời gian
c. Liên hiệp phức
d. Đảo biến số
e. Vi phân trong miền tần số
f.  Dịch theo tần số
g. Tích 2 dãy
h. Tổng chập 2  dãy
k. Quan hệ Parseval

4.3 CÁC TÍNH CHẤT BIẾN ĐỔI FOURIER 
RỜI RẠC THỜI GIAN
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4.3  CÁC TÍNH CHẤT BIẾN ĐỔI FOURIER

a) Tuyến tính

    )()( 11 ωXnx F⎯→←

)()()()( 22112211 ωω XaXanxanxa F +⎯→←+

Nếu:

Thì:

    )()( 22 ωXnx F⎯→←

b) Dịch theo thời gian

    )()( ωXnx F⎯→←Nếu:

Thì:     )()( 0n-j
0 ωω Xennx F⎯→←−
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)2();( −nn δδVí dụ 4.3: Tìm biến đổi F của dãy:

Giải:

1)()()()( ==⎯→←= ∑
∞

−∞=

−

n

njF enXnnx ωδωδ

c) Liên hiệp phức

    )()( ωXnx F⎯→←Nếu:

    )(*)(* ω−⎯→← Xnx FThì:

Áp dụng tính chất dịch theo thời gian:

ωω ωδ 22 1)()2()2( jjF eXenxn −− =⎯→←−=−
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d) Đảo biến số

   )()( ωXnx F⎯→←

 )()( ω−⎯→←− Xnx F

Giải:

Nếu:

Thì:

Ví dụ 4.4: Tìm biến đổi F của dãy: )(2)( nuny n −=

)(
2
1)( nunx

n

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

( ) )(2)()( nunxny n −=−=

Theo ví dụ trước, có kết quả:

suy ra:ωω j
F

e
X −−

=⎯→←
)2/1(1

1)(

ωω j
F

e
X

)2/1(1
1)(

−
=−⎯→←
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e) Vi phân trong miền tần số

1);()( <= anunang n

1a;
1

1)()()( <
−

=⎯→←= − ωω j
Fn

ae
Xnuanx

   )()( ωXnx F⎯→←

  )(
ω
ω

d
)dX(jnxn F⎯→←

)()( nnxng = ( ) 1;
1

)()( 2 <
−

==⎯→←
−

−

a
ae

ae
d

dXjG
j

j
F

ω

ω

ω
ωω

Giải:
Theo ví dụ trước:

Nếu:

Ví dụ 4.5: Tìm biến đổi F của:

Suy ra:

Thì:
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f) Dịch theo tần số

1);()cos()( 0 <= anunany n ω

1a;
1

1)()()( <
−

=⎯→←= − ωω j
Fn

ae
Xnuanx

   )()( ωXnx F⎯→←

  )-()( 0
0 ωωω Xnxe Fnj ⎯→←

Giải:
Theo ví dụ trước:

Nếu:

Ví dụ 4.6: Tìm biến đổi F của:

Thì:

)cos()()( 0nnuany n ω= [ ]njnjn eenua 00

2
1)( ωω −+=

[ ]njnj eenx 00)(
2
1 ωω −+=
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g) Tích 2 dãy

 )()( 11 ωXnx F⎯→←

∫−
−⎯→←

π

π
ωωωω

π
')'()'(

2
1)(.)( 2121 dXXnxnx FThì:

Nếu:

[ ])()(
2
1)( 00 ωωωωω ++−= XXY

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

+
−

= +−−− )1(
1

)1(
1

2
1)( )()( 00 ωωωωω jj aeae

Y

 )()( 22 ωXnx F⎯→←

∫−
−=

π

π
ωωωω

π
')'()'(

2
1

12 dXX

⎯→←F
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h) Tổng chập 2  dãy

 )()( 11 ωXnx F⎯→←

)()()(*)( 2121 ωω XXnxnx F⎯→←Thì:

Nếu:  )()( 22 ωXnx F⎯→←

Ví dụ 4.7: Tìm y(n)=x(n)*h(n), biết: x(n)=h(n)=δ(n+2)+δ(n-2)
Giải:

ωωωω 22 )()( jj eeHX −+==

Theo ví dụ trước, có kết quả:

222 )( )()()( ωωωωω jj eeHXY −+== ωω 44 2 jj ee −++=

)]([)(*)()( 1 ωYFnhnxny −==

)4()(2)4()( −+++= nnnny δδδ
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k) Quan hệ Parseval

 )()( 11 ωXnx F⎯→←

ωωω
π

π

π
dXXnxnx

n
∫∑ −

∞

−∞=
= )()(

2
1)()( *

21
*
21Thì:

Nếu:  )()( 22 ωXnx F⎯→←

(*)

Biểu thức (*) còn gọi là quan hệ Parseval
Nhận xét:

Nếu: )()()( 21 nxnxnx ==

Theo quan hệ Parseval, ta có: 

ωω
π

π

π
dXnx

n
∫∑ −

∞

−∞=
= 22 )(

2
1)(

Với: 2)()( ωω XSxx =
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TỔNG KẾT CÁC TÍNH CHẤT BIẾN ĐỔI F

x(n) X(ω)
a1x1(n)+a2x2(n) a1X1(ω)+a2X2(ω)

x(n-n0) e-jωn0 X(ω)
ejω0n x(n) X(ω- ω0)

nx(n) jdX(ω)/dω
x(-n) X(- ω)
x*(n) X*(- ω)

x1(n)x2(n)

x1(n)*x2(n) X1(ω)X2(ω)

( ) ''
2

'
1 )(

2
1 ωωωω
π

dXX
j C

−∫

ωωω
π

π

π
dXXnxnx

n
∫∑ −

∞

−∞=
= )()(

2
1)()( *

21
*
21
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Chương 4:
TÍN HIỆU TRONG MIỀN TẦN SỐ LIÊN TỤC

4.1 PHÂN TÍCH TẦN SỐ CỦA CÁC TÍN HIỆU LIÊN TỤC 

THỜI GIAN

4.2 PHÂN TÍCH TẦN SỐ CỦA CÁC TÍN HIỆU RỜI RẠC THỜI 

GIAN

4.3  CÁC TÍNH CHẤT CỦA BIẾN ĐỔI FOURIER

4.4  QUAN HỆ GIỮA BIẾN ĐỔI FOURIER & BIẾN ĐỔI Z
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4.4 QUAN HỆ GIỮA BIẾN ĐỔI FOURIER & Z

Hay biến đổi Fourier chính là 
biến đổi Z  được lấy trên vòng 
tròn đơn vị theo biến số ω

∑
∞

−∞=

ω−=ω⎯→←
n

njF e)n(x)(X)n(x

∑
∞

−∞=

−=⎯→←
n

nZ znxzXnx )()()(
ωω jezzXX

=
= )()(

/z/=1

Re(z)

ROC X(z)

Im(z)

/z/=1
ω

• Nếu ROC[X(z)] có chứa |z|=1
⇒X(ω)=X(z) với z=ejω

• Nếu ROC[X(z)] không chứa |z|=1
⇒X(ω) không hội tụ
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Ví dụ 4.8: Tìm biến đổi Z & F của các dãy:

Giải:

)(2)(2 nunx n=

5.0;
5.01

1)( 11 >
−

= − z
z

zX

)()5.0()(1 nunx n=

Do ROC[X1(z)] có chứa |z|=1, nên:

ωωω jez e
zXX j −= −

==
5.01
1)()( 11

2;
21
1)( 12 >

−
= − z

z
zX

Do ROC[X2(z)] không chứa |z|=1, nên X2(ω) không 
tồn tại
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Chương 5:

HỆ THỐNG LTI TRONG MIỀN TẦN 
SỐ LIÊN TỤC

Giảng viên: Ths. Đào Thị Thu Thủy
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Chương 5:
HỆ THỐNG TRONG MIỀN TẦN SỐ LIÊN TỤC

5.1 Đáp ứng tần số của hệ thống LTI
5.2 Đáp ứng tần số của hệ thông ghép nối
5.3 Đáp ứng ra của hệ thống đối với tín 

hiệu hàm mũ
5.4 Đáp ứng ra của hệ thống đối với tín 

hiệu hàm sin, cos
5.5 Đáp ứng tần số phát biểu theo các hệ số 

lọc
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5.1 Đáp ứng tần số của hệ thống LTI

h(n) F H(ω): gọi là đáp ứng tần số của hệ thống LTI

.( ) ( ). j n

n
X x n e ωω

∞
−

=−∞
= ∑

.( ) ( ). j n

n
Y y n e ωω

∞
−

=−∞
= ∑

.( ) ( ). j n

n
H h n e ωω

∞
−

=−∞
= ∑( )

( )
( )

Y
H

X
ω

ω
ω

=
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)(je)(H)(H ωφω=ω

• Nếu H(ω) biểu diễn dạng môdun và pha:

)(ωH

)(ωφ

- Đáp ứng biên độ

- Đáp ứng pha

• H(ω)  thường là số phức nên ta viết:

( ) ( ) ( )H H jHR Iω ω ω= +

( ) ( ) ( )

( )( ) ar
( )

R I

I
H

R

H H H

Hctg
H

ω ω ω

ωφ ω
ω

= +

=

2 2
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• Đáp ứng tần số H(ω) tồn tại  nếu hệ thống là ổn định
BIBO 

⇔

• Khi đáp ứng xung h(n) là thực thì :
- đáp ứng biên độ |H(ω)| là hàm chẵn       
- đáp ứng pha φH(ω) là hàm lẻ.

• Đáp ứng biên độ phát biểu theo decibel (dB)

∞<∑
∞

−∞=n
)n(h

)(Hlog20)(H 10dB ω=ω
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Ví dụ 5.1: Tìm H(ω), vẽ đáp ứng biên độ & pha, biết:

Giải:
Biến đổi Fourier của h(n):

h(n)=rect3(n)

nj

n
enrectH ωω −

∞

−∞=
∑= )()( 3 ω

ω
ω

j

j

n

nj

e
ee −

−

=

−

−
−

== ∑ 1
1 32

0

)(
)(

2/2/2/

2/32/32/3

ωωω

ωωω

jjj

jjj

eee
eee
−−

−−

−
−

= ω

ω
ω je−=

)2/sin(
)2/3sin(

)2/sin(
)2/3sin()(

ω
ωω =A

)2/sin(
)2/3sin()(

ω
ωω =H

⎩
⎨
⎧

<ωπ+ω−
>ωω−

=ωφ
0

0
)(A:

)(A:
)( Với
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-π -2π/3    0        2π/3      π ω

π/2

argH(ω)

-π/2-π -2π/3 0        2π/3     π ω

1
/H(ω)/
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5.2 Đáp ứng tấn số của các hệ thống ghép nối

a. Ghép nối tiếp

Miền ω :

h2(n)x(n) y(n)h1(n)

x(n) y(n)h(n)=h1(n)*h2(n)

≡

Miền n:

H2(ω)X(ω) Y(ω)H1(ω)

X(ω) Y(ω)H(ω)=H1(ω)H2(ω)

≡
Theo tính chất tổng chập: h1(n)*h2(n) F H1(ω)H2(ω)
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b. Ghép song song

Miền ω:

≡

h2(n)
x(n) y(n)

h1(n)
+

x(n) y(n)h1(n)+h2(n)

Miền n:

≡
H2(ω)

X(ω) Y(ω)
H1(ω)

+

X(ω) Y(ω)H1(ω)+H2(ω)



CNDT_DTTT 10

5.3 Đáp ứng ra hệ thống với tín hiệu vào hàm mũ phức

)()()(*)()(*)()( mnxmhnxnhnhnxny
m

−=== ∑
∞

−∞=

)()()( mnj

m
Aemhny −

∞

−∞=
∑= ω )(H)n(xe)m(hAe mj

m

nj ωωω == −
∞

−∞=
∑

Xét tín hiệu vào có dạng mũ phức: x(n)=Aejωn

•Hàm riêng và trị riêng
Tín hiệu x(n) vào sao cho : y(n) = βx(n)

x(n): hàm riêng  
β : trị riêng.

⇒ Đối với các mạch lọc số: ejωn: hàm riêng 
H(ω): trị riêng
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Ví dụ 5.2: Tìm y(n) biết:
nj

enx 32
π

=)( )()( nunh
n

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

2
1

32
11

12)()()( 3

πω

ω
ω

π

=⎟⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
==

− j

nj

e
eHnxny

3

3

2
11

2 π

π

j

nj

e

e
−

−
=
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5.4 Đáp ứng ra hệ thống với tín hiệu vào hàm cos, sin

( )njnj eeA)ncos(A)n(x 00

20
ω−ω +=ω=

[ ]njnj e)(He)(HA)(H)n(x)n(y 00
000 2

ω−ω ω−+ω=ω=

[ ] { }njnjnj e)(HRe.Ae)(*He)(HA)n(y 000
0002

ωω−ω ω=ω+ω=

Xét tín hiệu vào có dạng hàm cos:

Biểu diễn đáp ứng tần số dưới dạng môđun & pha:

)(je)(H)(H ωφω=ω
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{ } [ ])(ncos)(HAe)(HRe.A)n(y nj
0000

0 ωφ+ωω=ω= ω

( )njnj ee
j

A)nsin(A)n(x 00

20
ω−ω −=ω=

Tương tự với tín hiệu vào có dạng hàm sin:

Ta cũng được kết quả:

{ } [ ])(nsin)(HAe)(HIm.A)n(y nj
0000

0 ωφ+ωω=ω= ω
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• Đối với lọc lọc phi đệ quy (FIR) có phương trình hiệu số là

Trong đó bk là hệ số của lọc. Với x(n)= ejωn

5.4 Đáp ứng tần số phát biểu theo các hệ số lọc

M M
j (n r) j r j n

r r
r 0 r 0

y(n) b e b e eω − − ω ω

= =

⎡ ⎤= = ⎢ ⎥⎣ ⎦
∑ ∑

M
j r

r
r 0

H( ) b e− ω

=

⇒ ω =∑

)()(
0

rnxbny
M

r
r −= ∑

=
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• Đối với lọc đệ quy (lọc IIR), gọi H(ω) là đáp ứng 
tần số của lọc thì:

1a    :)()()( 0
10

=−−−= ∑∑
==

knyarnxbny
N

k
k

M

r
r

( ) njeH)n(y ωω=
M N

j n j (n r) j (n k)
r k

r 0 k 1
H( )e b e a H( )eω ω − ω −

= =

ω = − ω∑ ∑
M

j r
r

r 0
N

j k
k

k 1

b e
H( )

1 a e

− ω

=

− ω

=

⇒ ω =
+

∑

∑
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Bài tập

1. Hệ thống có đáp ứng xung: h(n) = 0.8nu(n)
Xác định và vẽ HR(ω), HI(ω), |H(ω)|, φH(ω).
2. Cho bộ lọc có đáp ứng xung:

h(n) = (0.5)n u(n)
Tìm tín hiệu ra khi biết tín hiệu vào:

a. x(n) = 2.5e jnπ/2

b. x(n) = 10 – 5sin(nπ/2) + 20cos(nπ)
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Chương 6:
LẤY MẪU & KHÔI PHỤC TÍN HiỆU

6.1 Lấy mẫu và định lý lấy mẫu 
6.2 Sự chồng phổ
6.3 Tiền lọc chống biệt danh
6.4 Lấy mẫu quá mức và tiêu hủy
6.5 Mạch khôi phục tương tự
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6.1 LẤY MẪU & KHÔI PHỤC TÍN HiỆU 
THỜI GIAN LIÊN TỤC

6.1.1 Khái niệm lấy mẫu tín hiệu

Mã hóa xd(n)Rời rạc 
hóaxa(t)

x(n) Lượng 
tử hóa

xq(n)

Chuyển xung 
→ mẫu

xa(nTs)
= x(n)

xa(t) X

sa(t)

xs(t)

Quá trình lấy mẫu tín hiệu
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Tín hiệu tương tự

xa(t)

t
0

xa(nTs)

n
0 Ts 2Ts …

Tín hiệu rời rạcTín hiệu được lấy mẫu

xs(t)

n
0 Ts 2Ts …

t0

Chuỗi xung lấy mẫu

Ts 2Ts …

∑
∞

−∞=
−=

n
sa nTtts )()( δ

Tốc độ lấy mẫu càng lớn -> khôi phục tín hiệu càng chính xác



CNDT_DTTT 5

Ví dụ lấy mẫu tín hiệu sin
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Tần số lấy mẫu càng cao 
⇒ càng có khả năng khôi phục giống tín hiệu gốc.

Tần số lấy mẫu càng cao 
→ lượng mẫu lớn ⇒ dung lượng lưu trữ lớn.

⇒ tốc độ xử lý sẽ chậm lại.

►Tần số lấy mẫu???
để khôi phục lại gần đúng dạng tín hiệu 
với tốc độ xử lý giới hạn trong mức cho phép
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6.1.2 Quan hệ giữa tần số tín hiệu rời rạc và tương tự

( ) tAtxa Ω= cos ( ) )cos( ssa TnAnTx Ω=
Lấy mẫu
t = nTs

( ) )cos()cos()( nATnAnTxnx ssa ω=Ω== sTΩ=ω⇒

Trong đó: ω - tần số của tín hiệu rời rạc
Ω - tần số của tín hiệu tương tự
Ts - chu kỳ lấy mẫu 
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6.1.3 Quan hệ giữa phổ tín hiệu rời rạc và
phổ tín hiệu tương tự

xa(nTs) = xa(t)sa(t)

Chuyển xung 
→ mẫu

xa(nTs)
= x(n)

xa(t) X

sa(t)

xs(t)

a s
n

s (t) (t nT )
∞

=−∞

= δ −∑ s s
n

1X (f ) X(f )*S(f ) X(f nf )
T

∞

=−∞

⇒ = = −∑

Với: Xs(f) là phổ của tín hiệu lấy mẫu
X(f) là phổ của xa(t)
S(f) là phổ của sa(t)
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Ví dụ: Hãy vẽ phổ biên độ tín
hiệu rời rạc, biết phổ biên độ tín
hiệu tương tự cho như hình vẽ,
với các tốc độ lấy mẫu:
a)fs>2FM b) fs=2FM c) fs<2FM

/X(f)/

F
0-FM FM

1

s s
n

1X (f ) X(f )*S(f ) X(f nf )
T

∞

=−∞

⇒ = = −∑

phổ của các mẫu là sự lặp lại phổ tín hiệu gốc ở các tần số 
± fs, ± 2fs, ± 3fs,…
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/Xs(f)/

f
0-FM FM-fs fs

Fs

a)

f
0-FM FM-fs fs

|Xs(f)|Fs

b)

f
0-FM FM-fs fs

/Xs(f)/Fs

2fs-2fs

c)

Nếu tần số lấy mẫu fs < 2 fM ta có hiện tượng chồng 
phổ (aliasing)
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Để khôi phục lại dạng của tín hiệu, ta chỉ cần giới hạn phổ tần 
của tín hiệu. 
Quá trình này có thể thực hiện bằng một mạch lọc thông

thấp y n n u u ng n u c
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Để khôi phục lại tín hiệu trước khi lấy mẫu 
⇒ phổ tín hiệu sau khi qua mạch lọc phải giống hoàn toàn với phổ 

tín hiệu gốc.
u fs < 2 fM ta n ng ng (aliasing) 

⇒ phổ tín hiệu sau khi qua mạch lọc không giống hoàn toàn với 
phổ tín hiệu gốc.

⇒ Ko khôi phục đúng tín hiệu gốc
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6.1.4  Định lý lấy mẫu

Định lý lấy mẫu: Để các mẫu biểu diễn đúng tín hiệu 
tương tự, tức từ các mẫu ta có thể phục hồi tín hiệu tương 
tự ban đầu, tốc độ lấy mẫu phải lớn hơn hay ít nhất là 
bằng 2 lần thành phần tần số cao nhất của tín hiệu tương 
tự:

fs ≥ 2FM

► Tần số giới hạn 2 fM được gọi là tốc độ Nyquist. 
► fs/2: tần số Nyquist (hay tần số gấp).  
► [-fs/2, fs/2]: khoảng Nyquist.
► fs: tần số lấy mẫu (tốc độ lấy mẫu).
► fM: tần số cao nhất của tín hiệu tương tự.



CNDT_DTTT 15

Ví dụ 6.1. Cho tín hiệu tương tự: 
x(t) = 3cos50πt+10sin300πt - cos100πt   

Xác định tốc độ Nyquist. 

Giải: 
x(t) = 3cos50πt + 10sin300πt - cos100πt

Tín hiệu x(t) có 3 tần số:
f1= 25Hz, f2= 150Hz, f3= 50Hz

Tần số cao nhất là fM = f2 = 150 Hz nên tốc độ 
Nyquist là 2x150 Hz = 300Hz. 
Khi lấy mẫu ở tần số này hay lớn hơn sẽ không có 
hiện tượng chồng phổ hay biệt danh. 
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Ví dụ 6.2. Cho tín hiệu tương tự: 
x (t) = 4 + 3cos2π t + 10sin3π t - cos4π t   (t:ms) 

Xác định tốc độ Nyquist

Giải: 
Tín hiệu x(t) có 4 tần số:
f1= 0Hz, f2= 1kHz, f3= 1.5kHz, f4= 2kHz

Tần số cao nhất là fM = f4= 2kHz nên tốc độ 
Nyquist là 2x2kHz = 4kHz
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NG PHỔ ( T DANH)
►Khi fs < 2 fM (lấy mẫu dưới mức) 
⇒ta có hiện tượng chồng phổ (xét về mặt tần số) hay 

biệt danh (xét về mặt tín hiệu). 
►Khi lọc ta thấy thành phần tần số p của phần phổ 

lặp ở ±fs lẫn vào thành phần tần số cao của phổ 
trung tâm

⇒ tín hiệu được tái lập sẽ không đúng.
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►Khi tín hiệu tương tự ở tần số f được lấy mẫu ở tốc 
độ fs thì để tìm các tần số tái lập fo trước tiên ta 
cộng hoặc trừ vào f bội số của fs:

fo=f ± mfs m=0, 1, 2,….
►Các tần số fo nằm trong  khoảng Nyquist 

[-fs/2, fs/2] là các biệt danh của f.

6.2  SỰ CHỒNG PHỔ (BIỆT DANH)
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Ví dụ 6.3. Tín hiệu tương tự ở tần số f =100 Hz.
a. Tín hiệu được lấy mẫu ở tần số fs=120Hz. Tần số 
của tín hiệu khôi phục là bao nhiêu? 
b. Lặp lại khi lấy mẫu ở fs=220 Hz.
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6.3. Tín hiệu tương tự ở tần số f =100 Hz.
a. Tín hiệu được lấy mẫu ở tần số fs=120Hz. Tần số 
của tín hiệu khôi phục là bao nhiêu? 

Giải:
a. Khoảng Nyquist [-60Hz, 60Hz]. 
⇒  tín hiệu được lấy mẫu ko thỏa định lý lấy mẫu 
⇒ Các tần số tái lập là: 
fo= f ± mfs  = 100 ± m120 

= 100, 100 ± 120, 100 ± 240, 100 ± 360,…
= 100, 220, -20, 340, -140, 460, -260, …

Chỉ có tần số -20 Hz ∈ khoảng Nyquist. 
⇒ tín hiệu khôi phục có tần số -20Hz (20Hz đảo pha) 

thay vì 100 Hz.
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6.3.Tín hiệu tương tự ở tần số f =100 Hz.
a. Tín hiệu được lấy mẫu ở tần số fs=120Hz. Tần số 
của tín hiệu khôi phục là bao nhiêu? 
b. Lặp lại khi lấy mẫu ở fs=220 Hz.

Giải
b. Khi lấy mẫu ở tốc độ fs=220Hz thì thỏa định lý 

lấy mẫu. Khoảng Nyquist là (-110Hz,110Hz). Ta 
có:
fo= f ± mfs = 100 ± m220 

= 100, 320, -120, 540, -340,…
►Vậy không có tần số nào lọt vào khoảng Nyquist 

ngoại trừ tần số nguyên thủy 100Hz.
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Ví dụ
6.4. Tín hiệu tương tự: 

x (t) = 4 + 3cosπt + 2cos2πt + cos3πt   (t:ms) 
a. Xác định tốc độNyquist. 
b. Nếu lấy mẫu ở phân nửa tốc độ Nyquist, xác định tín  
hiệu xo(t) sẽ biệt danh với x(t).

6.5 Tín hiệu x(t)= 2cos8πt +2cos6πt +cos4πt   (t:s). Được 
lấy mẫu ở fs=15Hz. Xác định tín hiệu tương tự tái lập

6.6 Tín hiệu x(t)= 5cos8πt + 4cos4πt cos6πt   (t:ms).  
a. Tần số lấy mẫu bằng bao nhiêu để có thể khôi phục 
lại  đúng tín hiệu ban đầu. 
b. Xác định tín hiệu tương tự tái lập khi lấy mẫu ở 

fs =9kHz.
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. N C NG T DANH
Mạch tiền lọc chống biệt danh là một lọc thông thấp thêm vào 
trước mạch lấy mẫu để loại bỏ các thành phần tần số cao hơn 
tần số cao nhất fM của tín hiệu mà ta muốn giữ lại (hay các tần 
số trên fs/2 và cao hơn).
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6.4  LẤY MẪU QUÁ MỨC VÀ TIÊU HỦY

a. Lấy mẫu quá mức
Là tốc độ lấy mẫu cao hơn tốc độ Nyquist nhiều 
để sự biệt danh càng ít đi và mạch tiền lọc đơn 
giản hơn.
Tuy nhiên có những ứng dụng tần số lấy mẫu 
phải được giảm lại tần số ban đầu để được xử lý 
tiếp.

b. Lọc tiêu hủy
Là bộ lọc số thông thấp sau khi lấy mẫu quá mức 
trước khi đưa tần số lấy mẫu giảm trở lại trị số 
ban đầu, để  bảo đảm là sự biệt danh không xuất 
hiện trở lại.
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6.5  MẠCH KHÔI PHỤC TƯƠNG TỰ 

►Mục đích của mạch khôi phục tương tự là 
chuyển đổi các mẫu rời rạc x(nT) trở thành tín 
hiệu tương tự xo(t). 

►Dựa theo nguyên lý mạch lấy mẫu và giữ. Mỗi 
mẫu được duy trì biên độ cho đến khi gặp mẫu 
kế tiếp (mạch tái lập cầu thang) ta được tín 
hiệu tương tự thô. 

►Sau đó qua mạch hậu lọc (lọc thông thấp) có 
tác dụng làm trơn tru dạng sóng tương tự thô.
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Chương 7,8:
BIẾN ĐỔI FOURIER RỜI RẠC 
BIẾN ĐỔI FOURIER NHANH

7.1 KHÁI NiỆM DFT

7.2  BIẾN ĐỔI FOURIER RỜI RẠC (DFT)

7.3  CÁC TÍNH CHẤT DFT

7.4  BiẾN ĐỔI FOURIER NHANH (FFT)

(BIỂU DIỄN TÍN HIỆU VÀ HỆ THỐNG TRONG MIỀN TẦN SỐ 
RỜI RẠC)
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7.1  KHÁI NiỆM DFT

X(ω) có các hạn chế khi xử lý trên thiết bị, máy tính:
► Tần số ω liên tục 
► Độ dài x(n) là vô hạn: n biến thiên -∞ đến ∞

Biến đổi Fourier dãy x(n): j n

n
X( ) x(n)e ωω

+∞
−

=−∞

= ∑

Khi xử lý X(Ω) trên thiết bị, máy tính cần:
► Rời rạc tần số ω -> ωK

► Độ dài x(n) hữu hạn là N: n = 0 ÷ N -1
⇒ Biến đổi Fourier của dãy có độ dài hữu hạn theo tần
số rời rạc, gọi tắt là biến đổi Fourier rời rạc – DFT
(Discrete Fourier Transform)



7.2  BIẾN ĐỔI FOURIER RỜI RẠC - DFT
► DFT của x(n) có độ dài N định nghĩa:
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► WN tuần hòan với độ dài N:



► X(k) biểu diễn dưới dạng modun & argument:

)()()( kjekXkX ϕ=

Trong đó:
)(kX - phổ rời rạc biên độ

)](arg[)( kXk =ϕ - phổ rời rạc pha

► IDFT:
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
−≤≤

= ∑
−

=

   :                           0

10:)(1
)(

1

0

2

n

NnekX
Nnx

N

k

kn
N

j π

còn lại

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−≤≤=

−≤≤=

∑

∑
−

=

−

−

=

10:)(1)(

10:       )()(

1

0

1

0

NnWkX
N

nx

NkWnxkX

N

k

kn
N

N

n

kn
N

► Cặp biến đổi Fourier rời rạc: 



Ví dụ 7.1: Tìm DFT của dãy: { }4,3,2,1 )(
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7.3  CÁC TÍNH CHẤT DFT
a) Tuyến tính

N
DFT

N kXnx )()( 11 ⎯⎯→←

NN
DFT

NN kXakXanxanxa )()()()( 22112211 +⎯⎯→←+

► Nếu:

► Thì:

N
DFT

N kXnx )()( 22 ⎯⎯ →←

b) Dịch vòng:

 )()( N
DFT

N kXnx ⎯⎯ →←► Nếu:

 )()( 0
0 N

kn
N

DFT
N kXWnnx ⎯⎯ →←−► Thì:

Với:  (n)rect)(~)( N00 NN nnxnnx −=−

gọi là dịch vòng của 
x(n)N đi n0 đơn vị

21 21 xx LNNL =≠=Nếu: Chọn: },max{ 21 NNN =







Ví dụ 7.2: Cho:
a) Tìm dịch tuyến tính: x(n+3), x(n-2)
b)Tìm dịch vòng: x(n+3)4, x(n-2)4
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c) Chập vòng:

N
DFT

N kXnx )()( 11 ⎯⎯→←

NN
DFT
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► Nếu:

► Thì:
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x1(n) & x2(n)

21 21 xx LNNL =≠=Nếu: Chọn: },max{ 21 NNN =

Chập vòng có tính giao hóan:

NNNN nxnxnxnx )()()()( 1221 ⊗=⊗

)()(~)( 22 nrectmnxmnx NNN −=−Và: Dịch vòng dãy 
x2(-m) đi n đ/vị



Ví dụ 7.3: Tìm chập vòng 2 dãy { }4,3,2,1 )(2 ↑
=nx{ }4,3,2 )(1 ↑
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Xác định x2(n-m) là dịch vòng của x2(-m) đi n đơn vị

n>0: dịch vòng sang phải, n<0: dịch vòng sang trái
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► Tìm biến đổi nghịch IDFT 10 điểm của 
X(k) = 1 + 2δ(k)   với 0 ≤ k  ≤ 9
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7.4  BiẾN ĐỔI FOURIER NHANH FFT
7.4.1  KHÁI NiỆM BiẾN ĐỔI FOURIER NHANH FFT

Vào những năm thập kỷ 60, khi công nghệ vi xử lý phát
triển chưa mạnh thì thời gian xử lý phép tóan DFT trên
máy tương đối chậm, do số phép nhân phức tương đối
lớn.

DFT của x(n) có độ dài N: 10   :)()(
1

0
−≤≤= ∑

−

=
NkWnxkX

N

n

kn
N

Để tính X(k), với mỗi giá trị k cần có N phép nhân và (N-
1) phép cộng, vậy với N giá trị k thì cần có N2 phép nhân 
và N(N-1) phép cộng.

Để khắc phục về mặt tốc độ xử lý của phép tính DFT,
nhiều tác giả đã đưa ra các thuật tóan riêng dựa trên
DFT gọi là FFT (Fast Fourier Transform).



7.4.2 THUẬT TOÁN FFT CƠ SỐ 2 
a. THUẬT TÓAN FFT CƠ SỐ 2 PHÂN THEO THỜI GIAN 

► Thuật tóan dựa trên sự phân chia dãy vào x(n) thành các
dãy nhỏ, do biến n biểu thị cho trục thời gian nên gọi là
phân chia theo thời gian.
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► Thay n=2r với n chẵn và n=2r+1 với n lẽ:

► Giả thiết dãy x(n) có độ dài N=2M, nếu không có dạng lũy
thừa 2 thì thêm vài mẫu 0 vào sau dãy x(n).



► X0(k) – DFT của N/2 điểm ứng với chỉ số n chẵn
► X1(k) – DFT của N/2 điểm ứng với chỉ số n lẽ
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► Lấy ví dụ minh họa cho x(n) với N=8
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DFT
N/2
điểm

x(0)

x(2)

x(4)

x(6)

X(0)

X(1)

X(2)

X(3)

DFT
N/2
điểm

x(1)

x(3)

x(5)

x(7)

X(4)

X(5)

X(6)

X(7)

W0

W1

W2

W3

W4

W5

W6

W7

X0(0)

X0(1)

X0(2)

X0(3)

X1(0)

X1(1)

X1(2)

X1(3)

n chẵn

n lẽ

Phân chia DFT- N điểm -> 2 DFT- N/2 điểm;

► Qui ước cách tính X(k) theo lưu đồ:
- Nhánh ra của 1 nút bằng tổng các nhánh vào nút đó
- Giá trị mỗi nhánh bằng giá trị nút xuất phát nhân hệ số



► Sau đó đánh lại chỉ số theo thứ tự các mẫu x(n), tiếp tục
phân chia DFT của N/2 điểm thành 2 DFT của N/4 điểm
theo chỉ số n chẵn và lẽ và cứ thế tiếp tục phân chia cho
đến khi nào còn DFT 2 điểm thì dừng lại.

► Ví dụ X0(k) được phân chia:
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Phân chia DFT- N/2 điểm -> 2 DFT- N/4 điểm của X0(k)
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Phân chia X1(k) tương tự: )(.)()( 112/101 kXWkXkX k
N+=

DFT
N/4

x(1)

x(5)
W0

N/2

W1
N/2

X10(0)

X10(1)
X1(0)

X1(1)

DFT
N/4

x(3)

x(7)

X1(2)

X1(3)

X11(0)

X11(1) W2
N/2

W3
N/2



Lưu đồ DFT dãy x(n) sau 2 lần phân chia với N=8
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Lưu đồ DFT 
2 điểm:  



Lưu đồ DFT dãy x(n) sau 3 lần phân chia với N=8
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Lưu đồ DFT dãy x(n) sau 3 lần phân chia với N=8
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► Với N=2M -> M lần phân chia
► Số phép nhân = số phép cộng = NM/2=(N/2)log2N



Ví dụ : Hãy vẽ lưu đồ và tính FFT cơ số 2 phân theo t/g
{ }4,3,2,1 )(
↑

=nx

x(0)

x(2)

x(1)

x(3)

X(0)

X(1)

X(2)

X(3)
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W1

-1

-1 -1
-1

k=0: X(0) = [x(0) + x(2)] + W0[x(1) + x(3)] = 10.

k=1: X(1) = [x(0) - x(2)] + W1[x(1) - x(3)]   = - 2 + 

j2.

k=2: X(2) = [x(0) + x(2)] - W0[x(1) + x(3)]  = - 2.

k=3: X(3) = [x(0) - x(2)]  - W1[x(1) - x(3)]   = - 2 - j2.



Chæ soá
töï nhieân

Soá nhò phaân chöa
ñaûo (n2,n1,n0)

Soá nhò phaân ñaûo
(n0,n1,n2)

Chæ soá
ñaûo

0 0 0 0 0 0 0 0
1 0 0 1 1 0 0 4
2 0 1 0 0 1 0 2
3 0 1 1 1 1 0 6
4 1 0 0 0 0 1 1
5 1 0 1 1 0 1 5
6 1 1 0 0 1 1 3
7 1 1 1 1 1 1 7

Bảng mô tả qui luật đảo bít:



b. THUẬT TÓAN FFT CƠ SỐ 2 PHÂN THEO TẦN SỐ 

► Thuật tóan dựa trên sự phân chia dãy ra X(k) thành các
dãy nhỏ, do biến k biểu thị cho trục tần số nên gọi là
phân chia theo tần số.
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► Với k chẵn, thay k=2r:
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► X(2r) – DFT của N/2 điểm ứng với chỉ số k chẵn
► X(2r+1) – DFT của N/2 điểm ứng với chỉ số k lẽ



Phân chia DFT N=8 điểm -> 2 DFT N/2= 4 điểm

k chẵn

k lẽ

DFT
N/2
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x(0)

x(1)

x(2)

x(3)

X(0)

X(2)
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► Sau đó đánh lại chỉ số theo thứ tự các mẫu X(k), tiếp tục
phân chia DFT của N/2 điểm thành 2 DFT của N/4 điểm
theo chỉ số k chẵn và lẽ. Tiếp tục phân chia cho đến khi
nào còn DFT 2 điểm thì dừng lại.

► Dữ liệu ra X(k) được sắp xếp theo thứ tự đảo bít, còn
dữ liệu vào được sắp theo thứ tự tự nhiên.

► Số phép nhân và phép cộng trong lưu đồ phân theo tần
số bằng với số phép nhân và cộng trong lưu đồ phân
theo thời gian.



Lưu đồ DFT dãy x(n) sau 3 lần phân chia với N=8

x(0)

x(1)

x(2)

x(3)

X(0)

X(4)

X(2)

X(6)

x(4)

x(5)

x(6)

x(7)

X(1)

X(5)

X(3)

X(7)

W0

W1

W2

W3

-1

-1

-1

-1

W0

W2

-1

-1

-1

-1

W0

W2

-1
-1

-1
-1

Đảo 
bít 



► k=0: X(0) = [x(0) + x(2)] + [x(1) + x(3)] = 10.

► k=2: X(2) = [x(0) + x(2)] - [x(1) + x(3)]  = - 2.

► k=1: X(1) = [x(0) - x(2)] + W1[x(1) - x(3)]   = - 2 + 

j2.

► k=3: X(3) = [x(0) - x(2)]  - W1[x(1) - x(3)]   = - 2 - j2.

Ví dụ 4.4.2: Hãy vẽ lưu đồ và tính FFT cơ số 2 phân theo t/s
{ }4,3,2,1 )(
↑

=nx

x(0)

x(1)

x(2)

x(3)

X(0)

X(2)

X(1)

X(3)

W0

W1

-1

-1-1
-1



7.4.3 THUẬT TOÁN FFT VỚI N=N1N2

► Giả thiết dữ liệu vào được sắp xếp vào trong mảng theo
thứ tự từng cột với số cột N1 và số hàng N2:

► Giả thiết độ dài dãy x(n) có thể phân tích N=N1N2, nếu
độ dài không thể biểu diễn dưới dạng trên thì thêm vài
mẫu 0 vào sau dãy x(n).

n2     n1 0 1 … N1-1

0 x(0) x(N2) … x[N2(N1-1)]

1 x(1) x(N2+1) … x[N2(N2-1)+1]

… … … … …

N2-1 x(N2-1) x(2N2-1) … x[N1N2-1]



► Lấy ví dụ sắp xếp dãy x(n) với N=12, chọn N1=3 và N2=4

n2     n1 0 1 2

0 x(0) x(4) x(8)

1 x(1) x(5) x(9)

2 x(2) x(6) x(10)

3 x(3) x(7) x(11)

► Các chỉ số n của x(n), k của X(k) xác định:

► n = n1N2 + n2
0 ≤ n1 ≤ N1-1
0 ≤ n2 ≤ N2-1

► k = k1 + k2N1
0 ≤ k1 ≤ N1 -1
0 ≤ k2 ≤ N2 -1



► DFT N điểm dãy x(n) được phân tích:
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► Đặt:

Các bước tiến hành thuật tóan:
► Sắp xếp dữ liệu vào theo thứ tự từng cột, mảng x
► Tính DFT theo từng hàng mảng x, được F(n2,k1)
► Tính mảng hệ số WN

n2k1

► Nhân mảng F(n2,k1) với WN
n2k1, được G(n2,k1)

► Tính DFT theo từng cột mảng G(n2,k1), được X(k)
► Đọc dữ liệu ra theo thứ tự từng hàng X(k).



Ví dụ : Nêu các bước tính và vẽ lưu đồ thuật tóan  FFT dãy 
x(n) với N=N1N2=12, chọn N1=3 và N2=4 

► Sắp xếp dữ liệu vào theo thứ tự từng cột như bảng:

n2     n1 0 1 2

0 x(0) x(4) x(8)

1 x(1) x(5) x(9)

2 x(2) x(6) x(10)

3 x(3) x(7) x(11)



► Tính DFT theo từng hàng mảng x, được F(n2,k1):

n2     k1 0 1 2

0 F(0,0) F(0,1) F(0,2)

1 F(1,0) F(1,1) F(1,2)

2 F(2,0) F(2,1) F(2,2)

3 F(3,0) F(3,1) F(3,2)
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► Tính mảng hệ số WN
n2k1

n2     k1 0 1 2

0 WN
0 WN

0 WN
0

1 WN
0 WN

1 WN
2

2 WN
0 WN

2 WN
4

3 WN
0 WN

3 WN
6



► Nhân các phần tử mảng F(n2,k1) với các hệ số của 
mảng WN

n2k1 tương ứng, được G(n2,k1) :

n2     k1 0 1 2

0 G(0,0) G(0,1) G(0,2)

1 G(1,0) G(1,1) G(1,2)

2 G(2,0) G(2,1) G(2,2)

3 G(3,0) G(3,1) G(3,2)

Phần tử: G(ni,kj) = F(ni,kj). WN
nikj



► Tính DFT theo từng cột mảng G(n2,k1), được X(k):

k2     k1 0 1 2

0 X(0) X(1) X(2)

1 X(3) X(4) X(5)

2 X(6) X(7) X(8)

3 X(9) X(10) X(11)
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► Đọc dữ liệu ra theo thứ tự từng hàng X(k)



Lưu đồ FFT dãy x(n) N=N1N2, với N1=3, N2=4:

DFT
N1

điểm

x(0)

x(4)

x(8)
W0

W1

W2

DFT
N1

điểm

x(1)

x(5)

x(9)

DFT
N1

điểm

x(2)

x(6)

x(10)

DFT
N1

điểm

x(3)

x(7)

x(11)

W0

W2

W4

W0

W3

W6

DFT
N2

điểm

DFT
N2

điểm

DFT
N2

điểm

X(0)

X(3)

X(6)

X(9)

X(1)

X(4)

X(7)

X(10)

X(2)

X(5)

X(8)

X(11)


