
Khi đọc qua tài liệu này, nếu phát hiện sai sót hoặc nội dung kém chất lượng 
xin hãy thông báo để chúng tôi sửa chữa hoặc thay thế bằng một tài liệu cùng 
chủ đề của tác giả khác. Tài liệu này bao gồm nhiều tài liệu nhỏ có cùng chủ 
đề bên trong nó. Phần nội dung bạn cần có thể nằm ở giữa hoặc ở cuối tài liệu 
này, hãy sử dụng chức năng Search để tìm chúng. 

Bạn có thể tham khảo nguồn tài liệu được dịch từ tiếng Anh tại đây:

http://mientayvn.com/Tai_lieu_da_dich.html

Thông tin liên hệ: 

Yahoo mail: thanhlam1910_2006@yahoo.com

Gmail: frbwrthes@gmail.com
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SỨC BỀN
VẬT LIỆU

Trần Minh Tú
Đại học xây dựngCanyon Bridge, Los Alamos, NM
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SỨC BỀN VẬT LIỆU 1

• Giảng viên: TRẦN MINH TÚ
• Email: tpnt2002@yahoo.com
• Cell phone: 0912101173
• Tài liệu học tập

– Sức bền Vật liệu. PGs Lê Ngọc Hồng
NXB Khoa học Kỹ thuật

– Bài tập Sức bền Vật liệu. PGs Tô Văn Tấn
– www.nuce.edu.vn\

E-learning\Khoa Xay dung\TranMinhTu

mailto:tpnt2002@yahoo.com
http://www.nuce.edu.vn/
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Sức bền Vật liệu1 - 2010

• Số tín chỉ: 3 
• Số tiết lý thuyết và bài tập: 52
• Số tiết thí nghiệm: 3 
Đánh giá học phần
• Chuyên cần: 10%
• Bài tập lớn:  10%
• Bài kiểm tra giữa kỳ: 10% (Cuối chương 5)
• Thí nghiệm: 10%
• Bài thi kết thúc học phần: 60%
• HỌC TẬP NGHIÊM TÚC LÀ CHÌA KHOÁ

CỦA THÀNH CÔNG
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QUI ĐỊNH VỀ ĐÁNH GIÁ HỌC PHẦN

• Điểm đánh giá học phần (ĐHP) gồm điểm
quá trình (ĐQT) và điểm thi kết thúc học phần 
(ĐKT)

• Điểm quá trình học tập (ĐQT) tính theo thang
điểm 10 (làm tròn đến 0,5)

• Điểm thi kết thúc học phần (ĐKT) tính theo
thang điểm 10 (làm tròn đến 0,5)

• Phòng đào tạo qui định như sau:

ĐHP = 0,4xĐQT + 0,6xĐKT
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     QUI ĐỊNH VỀ ĐÁNH GIÁ HỌC PHẦN

• Điểm quá trình học tập (ĐQT), bộ môn Sức
bền Vật liệu qui định như sau:

• ĐQT gồm 4 môđun, mỗi mô đun đánh giá theo
thang điểm 10
– Điểm chuyên cần (ĐCC) 
– Điểm Bài tập lớn (ĐBTL) 
– Điểm Thí nghiệm (ĐTN) 
– Điểm kiểm tra giữa kỳ (ĐGK)    

 
            ĐQT = (ĐCC+ĐBTL+ĐTN+ĐGK)/4

(làm tròn đến 0,5)
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Chương 1: Những khái niệm chung

1.1.  Nhiệm vụ và đối tượng nghiên cứu của môn học

1.2 . Nội lực – Ứng suất – Biến dạng – Chuyển vị

1.3. Các giả thiết trong môn học SBVL - Nguyên lý độc lập tác dụng.

Chương 2: Ứng lực trong bài toán thanh

2.1. Khái niệm về ứng lực.

2.2. Cách xác định ứng lực trong bài toán phẳng - Phương pháp mặt cắt

2.3. Biểu đồ ứng lực.

Chương 3: Thanh chịu kéo (nén) đúng tâm

3.1. Khái niệm. 

3.2. Ứng suất, biến dạng và chuyển vị của thanh chịu kéo (nén) đúng tâm

Chương trình môn học Sức bền Vật liệu1 
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3.3. Thế năng biến dạng đàn hồi

3.4. Các đặc trưng cơ học của vật liệu.

3.5. Điều kiện bền, điều kiện cứng, ba bài toán cơ bản.

3.6. Bài toán siêu tĩnh

3.7. *Một số hiện tượng phát sinh trong vật liệu khi chịu lực

Chương 4: Trạng thái ứng suất và thuyết bền

4.1. Khái niệm về trạng thái ứng suất tại một điểm,

4.2. Trạng thái ứng suất phẳng (Giải tích và đồ thị)

4.3. Quan hệ ứng suất - biến dạng (Định luật Hooke) . 

4.4. Thế năng biến dạng đàn hồi

4.5. Các thuyết bền.

.

Chương trình môn học Sức bền Vật liệu1
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Chương 5: Đặc trưng hình học của mặt cắt ngang
5.1. Khái niệm chung. 
5.2. Mômen quán tính khi chuyển trục song song
5.3. Mômen quán tính khi xoay trục. 
5.4. Cách xác định hệ trục và các mômen quán tính chính trung tâm

Chương 6: Thanh chịu xoắn thuần túy
6.1. Khái niệm - Cách xác định mômen xoắn
6.2. ứng suất, biến dạng và chuyển vị của thanh tròn chịu xoắn. 
6.3. Điều kiện bền và điều kiện cứng của thanh tròn chịu xoắn
6.4. Bài toán siêu tĩnh
6.5*. Xoắn thanh có mặt cắt ngang hình chữ nhật
6.6*. Thế năng biến dạng đàn hồi của thanh chịu xoắn
6.7*. Lò xo hình trụ bước ngắn

Chương trình môn học Sức bền Vật liệu1
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Chương 7: Thanh thẳng chịu uốn phẳng

7.1. Khái niệm chung

7.2. Thanh thẳng chịu uốn thuần túy

7.3. Thanh thẳng chịu uốn ngang phẳng

7.4. Chuyển vị của dầm chịu uốn: Độ võng, góc xoay

7.5. Phương pháp tích phân không định hạn

7.6. Phương pháp thông số ban đầu

7.7. Bài toán siêu tĩnh

Chương trình môn học Sức bền Vật liệu1
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Tài liệu tham khảo chính

• Sức bền Vật liệu. PGs Lê Ngọc Hồng
• Giáo trình SBVL của các trường đại học: 

Thủy lợi, Bách khoa, Giao thông Vận tải
• Các bài giảng của Đại học Auckland, 

Pearson Press, ASCE, …
• Mechanics of Materials – Ferdinand Beer 

– E. Rusell Johnston – Jr. John DeWolf
• Lecture Notes: J Walt Oler – Texas Tech. 

University 
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Civil Engineering – Xây dựng dân dụng

Ngành xây dựng dân dụng – xây dựng các
cơ sở hạ tầng cho mục đích dân sự

• Công trình nhà ở dân dụng và công nghiệp
• Công trình cấp, thoát nước, đập nước
• Công trình cây xanh, tháp truyền tin, truyền hình
• Công trình đường sắt, đường cao tốc
• Công trình cầu, đường hầm
• Công trình tưới tiêu nước, công trình sông và

biển
• Công trình giao thông đường bộ
• Công trình nhà cao tầng, khu công nghiệp,…
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Tiền ?

Vị trí?

Mục đích? Ai ???
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Civil Engineering Process - Qui trình thực hiện

• Planning …Lập kế hoạch

• Design …Thiết kế kiến trúc

• Construction …Thiết kế kết cấu

• Operation/Maintenance …Thi công và bảo
dưỡng

• Rehabilitation …Phục chế
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Chương mở đầu

1. Nhiệm vụ và đối tượng nghiên cứu của môn
học

2. Phân loại vật thể nghiên cứu theo hình dạng
3. Ngoại lực - Phản lực và liên kết
4. Khái niệm về chuyển vị và biến dạng
5. Nội lực - PP mặt cắt - Ứng suất
6. Các giả thiết của môn học
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1. Nhiệm vụ và đối tượng nghiên cứu của môn học

1a. Sức bền Vật liệu - môn cơ sở kỹ thuật:
– Sức bền vật liệu là môn học nghiên

cứu sự chịu lực của vật liệu để đề ra
các phương pháp tính toán, thiết kế
các chi tiết máy, các bộ phận công
trình dưới tác dụng của ngoại lực
nhằm thoả mãn các yêu cầu đặt ra về
độ bền, độ cứng và ổn định
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• Đảm bảo độ bền:
– Các chi tiết máy hay các bộ phận công trình

làm việc bền vững, lâu dài: không bị vỡ, nứt,...

• Đảm bảo độ cứng
– Những thay đổi về kích thước hình học của

các chi tiết máy hay bộ phận công trình không
vượt quá giá trị cho phép.

• Đảm bảo điều kiện ổn định
– Dưới tác dụng của ngoại lực, các chi tiết máy

hay bộ phận công trình bảo toàn được hình
dáng ban đầu

1. Nhiệm vụ và đối tượng nghiên cứu của môn học
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KINH TẾ ><  KỸ THUẬT

???

PHÁT TRIỂN MÔN HỌC
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• Xác định ứng suất, biến dạng, chuyển vị trong
vật thể chịu tác dụng của ngoại lực

• Ba bài toán cơ bản
– Kiểm tra điều kiện bền, cứng, ổn định
– Xác định kích thước và hình dạng hợp lý của

các chi tiết máy hay bộ phận CT
– Xác định trị số tải trọng lớn nhất mà các chi 

tiết máy hay bộ phận công trình có thể chịu
được

1. Nhiệm vụ và đối tượng nghiên cứu của môn học
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Cơ học

Cơ học vật rắn tuyệt đối Cơ học vật rán biến dạng Cơ học thủy - khí

Tĩnh học Động lực học Không nén được Nén được

1. Nhiệm vụ và đối tượng nghiên cứu của môn học

SỨC BỀN

VẬT LIỆU
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SỨC BỀN VẬT LIỆU

CƠ HỌC CƠ SỞ

CƠ HỌC
VẬT RẮN

TUYỆT ĐỐI

CƠ HỌCCƠ HỌC
VẬT RẮN

BIẾN DẠNG

CƠ HỌC KẾT CẤU

LÝ THUYẾT ĐÀN HỒI

...

...

CƠ HỌC VR

1. Nhiệm vụ và đối tượng nghiên cứu của môn học
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GIÁO DỤC
ĐẠI CƯƠNG

(29%)

KIẾN THỨC
CƠ SỞ NGÀNH

(34%)

KIẾN THỨC NGÀNH
VÀ CHUYÊN NGÀNH

(37%)

TOÁN

VẬT LÝ

CƠ HỌC 
CƠ SỞ

SỨC BỀN 
VẬT LIỆU

KC NHÀ BTCT

KT THI CÔNG

...

...

... 

1. Nhiệm vụ và đối tượng nghiên cứu của môn học
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(2) Động học: ∑F = ma

(1) Phương trình cân bằng

∑Fx = 0; ∑Fy = 0; ∑Fz = 0;

∑Mx= 0; ∑My= 0; ∑Mz= 0

Vật rắn tuyệt đối

• Cơ học cơ sở

Vật rắn biến dạng

• Sức bền vật liệu

(1) Phương trình cân bằng

∑Fx = 0; ∑Fy = 0; ∑Fz = 0;

∑Mx= 0; ∑My= 0; ∑Mz= 0
(2) Quan hệ ứng suất - biến dạng: 

σ = Eε

1. Nhiệm vụ và đối tượng nghiên cứu của môn học
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2.   Phân loại vật thể nghiên cứu theo hình dạng

• Vật thể hình khối: 
Có kích thước theo ba phương cùng lớn
tương đương nhau.
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2.Phân loại vật thể nghiên cứu theo hình dạng

• Vật thể hình tấm và vỏ:
Có kích thước theo hai phương rất lớn so với
phương thứ ba
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• Vật thể hình thanh:
Có kích thước theo một phương rất lớn
so với hai phương còn lại

2.Phân loại vật thể nghiên cứu theo hình dạng



Tran Minh Tu - University of Civil Engineering 26(63)July 2010

• Phân loại thanh theo hình dạng trục thanh:
– Thanh thẳng
– Thanh cong
– Thanh không gian

• Phân loại thanh theo hình dạng mặt cắt ngang
– Thanh tròn, chữ nhật, vuông,..
– Thanh đặc, rỗng,...
– Thanh tiết diện thay đổi, không đổi,..

Thanh: là chi tiết đơn giản và phổ biến nhất
Đối tượng nghiên cứu của môn học SBVL

2.Phân loại vật thể nghiên cứu theo hình dạng
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3. Ngoại lực - Phản lực và liên kết

3a. Ngoại lực
– Là những lực tác dụng của môi

trường bên ngoài hay của vật thể
khác lên vật thể đang xét

– Ví dụ: sức gió, áp lực nước, lực
căng dây đai lên trục truyền
động,trọng lực,...

• Ngoại lực
Phản lực
Tải trọng
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3. Ngoại lực - Phản lực và liên kết (tiếp)

• Tải trọng:
Là những lực chủ động, biết trước, 
được lấy theo các qui định, tiêu
chuẩn

• Phản lực : 
Là những lực thụ động, phát sinh
tại vị trí liên kết vật thể đang xét
với vật thể khác
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3. Ngoại lực - Phản lực và liên kết (tiếp)

• Phân loại ngoại lực: theo tính
phân bố
– Lực phân bố thể tích: γ [N/m3]

– Lực phân bố bề mặt: p [N/m2]

– Lực phân bố chiều dài: q [N/m]

– Lực tập trung: [N] 

• Phân loại tải trọng: theo tính
chất tác động
– Tải trọng tĩnh
– Tải trọng động
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3. Ngoại lực - Phản lực và liên kết (tiếp)

3b. Liên kết - Phản lực liên kết
– Các vật thể bị ràng buộc với nhau hoặc với đất

bởi các liên kết. Thông qua liên kết các vật thể
có tác dụng lực và phản lực với nhau hoặc với
đất => Lực liên kết

– Giới hạn: Bài toán phẳng – thanh có ba bậc tự
do ≈ 3 khả năng chuyển động, liên kết ngăn
cản chuyển động theo phương nào thì có phản
lực liên kết theo phương đó

– Ba loại liên kết thường gặp:
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3. Ngoại lực - Phản lực và liên kết (tiếp)

Liên kết gối tựa di động (liên kết đơn)
Cho phép thanh quay quanh một khớp và có

thể di động theo một phương nào đó

A

AV
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Liên kết gối tựa di động (liên kết đơn)



Tran Minh Tu - University of Civil Engineering 33(63)July 2010

3. Ngoại lực - Phản lực và liên kết (tiếp)

Liên kết gối tựa cố định (khớp)
Chỉ cho phép thanh quay quanh một khớp, 

ngăn cản mọi chuyển động tịnh tiến

A

AV

AH
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Liên kết gối tựa cố định (khớp)
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3. Ngoại lực - Phản lực và liên kết (tiếp)

• Liên kết ngàm (hàn)
Ngăn cản mọi khả năng chuyển động

A

AV

A
H

AM
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Liên kết ngàm (hàn)
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Khớp cầu (3D)
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Ngàm (3D)
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Các liên kết cơ bản của dầm
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3. Ngoại lực - Phản lực và liên kết (tiếp)

• Cách xác định phản lực
– Coi thanh như vật rắn tuyệt đối, xét sự

cân bằng của thanh dưới tác dụng của 
tải trọng và phản lực

– Các dạng điều kiện cân bằng tĩnh học :

• ΣX = 0, ΣY = 0; ΣMC = 0 ; x ∦ y, C bÊt kú

• ΣU = 0, ΣMA = 0, ΣMB = 0 ; AB ⊥ u

• ΣMA = 0, ΣMB = 0, ΣMC = 0 ; A, B, C không
thẳng hàng.

• Bài tập ví dụ
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3. Ngoại lực - Phản lực và liên kết (tiếp)

• Bài toán tĩnh định
– Để xác định phản lực liên kết hoặc nội

lực trong các thanh chỉ sử dụng các
phương trình cân bằng tĩnh học

• Bài toán siêu tĩnh
– Chỉ sử dụng các phương trình cân bằng

tĩnh học, chưa thể xác định hết phản
lực liên kết hoặc nội lực trong các thanh

– Viết thêm pt phụ => Đk biến dạng
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4. Khái niệm về chuyển vị, biến dạng (1)

• Bộ phận công trình, chi tiết máy: vật rắn thực
=>dưới tác dụng ngoại lực => Hình dạng, kích
thước thay đổi

• Biến dạng
– Sự thay đổi hình dạng, kích thước của vật thể

dưới tác dụng của ngoại lực
• Chuyển vị

– Sự thay đổi vi trí của điểm vật chất thuộc vật
thể dưới tác dụng của ngoại lực
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Vật rắn biến dạng

A

B
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4. Khái niệm về chuyển vị, biến dạng (2)

A

B

ϕ

a. Chuyển vị

AA’, BB’ - chuyển vị dài

ϕ - chuyển vị góc
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4. Khái niệm về chuyển vị, biến dạng (4)

• Biến dạng dài
• Biến dạng góc
• Biến dạng thể tích

• Biến dạng đàn hồi
• Biến dạng dẻo (dư)
• Biến dạng nhớt

B
I
Ế
N

D
Ạ
N
G

Hình thức

Tính chất

b. Biến dạng
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4. Khái niệm về chuyển vị, biến dạng (5)

• Biến dạng dài: Sự thay đổi chiều dài
• Biến dạng góc: Sự thay đổi góc vuông
• Biến dạng thể tích: Sự thay đổi thể tích
• Biến dạng đàn hồi: mất đi khi loại bỏ

nguyên nhân gây biến dạng
• Biến dạng dẻo (dư): không mất đi khi loại

bỏ nguyên nhân gây biến dạng
• Biến dạng nhớt: không xảy ra tức thời mà

biến đổi theo thời gian
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5. Nội lực. PP mặt cắt. Ứng suất (1)

• Lực tương tác:
– Lực tương hỗ giữa các phần tử vật chất

của vật thể nhằm giữ vật thể có hình
dạng nhất định

• Khi có tác dụng ngoại lực => biến dạng => 
lực tương tác thay đổi

5.1. Nội lực:
– Lượng thay đổi lực tương tác giữa các

phần tử vật chất của vật thể khi chịu tác
dụng của ngoại lực
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5. Nội lực. PP mặt cắt. Ứng suất (2)

• Xét vật thể hình dạng
bất kỳ chịu tác dụng của
ngoại lực (F1, F2, F3, F4) 
=> Biến dạng => Nội lực

• Để nghiên cứu nội lực

=> PHƯƠNG PHÁP MẶT 
CẮT

• Cắt vật thể bởi mặt cắt
bất kỳ chia vật thể làm 2 
phần
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5. Nội lực. PP mặt cắt. Ứng suất (3)

• Vật thể ở trạng thái cân
bằng => mỗi phần thoả
mãn điều kiện cân bằng

• Phần dưới cân bằng:

Ngoại lực

Nội lực do phần trên tác
dụng vào phần dưới

Nội lực



Tran Minh Tu - University of Civil Engineering 50(63)July 2010

5. Nội lực. PP mặt cắt. Ứng suất (4)

• Nội lực:

phân bố bề mặt

qui luật phân bố?

Xác định được hợp
lực
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5. Nội lực. PP mặt cắt. Ứng suất (5)

ΔA – phân tố diện tích
mặt cắt chứa điểm K 

ΔF- hợp lực nội lực
trên ΔA
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5. Nội lực. PP mặt cắt. Ứng suất (6)

5.2. Ứng suất tại điểm K:

Ứs toàn phần

Ứng suất pháp

Ứng suất tiếp

Đơn vị: N/m2 (Pa) Pascal

0
lim n
A

F
A

σ
Δ →

Δ
=

Δ

0
lim
A

Fp
AΔ →

Δ
=

Δ

0
lim t
A

F
A

τ
Δ →

Δ
=

Δ
ΔF      Δ Fn – pháp tuyến

Δ Ft - tiếp tuyến
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5. Nội lực. PP mặt cắt. Ứng suất (7)

5.3. Ứng lực – Các tp ứng
lực trên mcn của thanh

• Hợp lực nội lực trên mặt
cắt ngang - Ứng lực R

• R: phương, chiều, điểm
đặt bất kỳ => dời về trọng
tâm O

y

z

x

K

O

R
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5. Nội lực. PP mặt cắt. Ứng suất (8)

y

z

xMx

My

Mz Qx

NZ

Qy

• Nz – lực dọc

• Qx, Qy - lực cắt

• Mx, My – mô men uốn

• Mz –mô men xoắn

6  ứng lực
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5. Nội lực. PP mặt cắt. Ứng suất (9)

• Các thành phần ứng suất
trên mặt cắt ngang

• ứng suất pháp

– chỉ số z – phương pháp
tuyến mcn

• ứng suất tiếp

– chỉ số thứ 1: phương
pháp tuyến mcn

– chỉ số thứ 2: phương ứng
suất tiếp

y

z

x

σz

τzx

τzy

x

y
dA

zσ

,zx zyτ τ
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5. Nội lực. PP mặt cắt. Ứng suất (10)

5.4. Quan hệ ứng suất và các thành phần ứng
lực trên mặt cắt ngang

x zx
A

Q dAτ= ∫
y

z

x

σz

τzx

τzy

x

y
dA

z z
A

N dAσ= ∫ x z
A

M y dAσ= ∫

y z
A

M x dAσ= ∫

( )z zy zx
A

M x y dAτ τ= −∫y zy
A

Q dAτ= ∫
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6. Các dạng chịu lực cơ bản

NÉN KÉO UỐN XOẮN CẮT



Tran Minh Tu - University of Civil Engineering 58(63)July 2010

7. Các giả thiết của môn học

• Giả thiết 1: Vật liệu có cấu tạo vật chất liên tục, 
đồng nhất và đẳng hướng.

• Giả thiết 2: Ứng xử cơ học của vật liệu tuân
theo định luật Hooke (quan hệ nội lực - biến
dạng là bậc nhất thuần nhất), 

• Giả thiết 3: Tính đàn hồi của vật liệu được xem
là đàn hồi tuyệt đối. Biến dạng vật thể được
xem là bé
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7. Các giả thiết của môn học (2)

• Định luật Hooke
– Độ giãn dài của lò xo tỉ lệ

thuận với lực tác dụng
– Lò xo sẽ quay về vị trí cũ khi

loại bỏ lực tác dụng, cho
đến khi vượt qua giới hạn
đàn hồi

ROBERT HOOKE (1635-1703)
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Định luật Hooke

F = k x
F

F

Độ cứng lò xo
[N/m]
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Định luật Hooke

Eσ ε=
Gτ γ=

Mô đun đàn hồi
kéo (nén)

Biến dạng
góc

Mô đun đàn hồi
kéo (nén)

Biến dạng dài
tỉ đối

/L Lε = Δ
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8. Nguyên lý độc lập tác dụng

• Nguyên lý: Ứng suất, biến dạng hay chuyển vị
do một hệ ngoại lực gây ra sẽ bằng tổng các đại
lượng do từng thành phần ngoại lực gây ra
riêng rẽ

• Điều kiện áp dụng

– Vật liệu làm việc trong giai đoạn đàn hồi

– Biến dạng bé
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+

8. Nguyên lý độc lập tác dụng
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Thank you for attention

Trần Minh Tú – University of 
Civil Engineering

E-mail: tpnt2002@yahoo.com
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• Xin chân thành cám ơn các nhà khoa học, 
các đồng nghiệp trong và ngoài nước vì
những tư liệu, hình ảnh mà tác giả đã sử
dụng khi xây dựng các bài giảng của mình.

• Xin chân thành cám ơn các thầy cô giáo đồng
nghiệp trong Bộ môn SBVL đã giúp đỡ, đóng
góp nhiều ý kiến trong quá trình hoàn thành
tập bài giảng
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Chương 1. Nội lực trong bài toán thanh

NỘI DUNG
1.1. Các ứng lực trên mặt cắt ngang
1.2. Biểu đồ ứng lực – PP mặt cắt biến thiên
1.3. Liên hệ vi phân giữa mô men uốn, lực cắt và

tải trọng ngang phân bố
1.4. Phương pháp vẽ biểu đồ ứng lực theo điểm
đặc biệt

1.5.Biểu đồ ứng lực của dầm tĩnh định nhiều nhịp
1.6. Biểu đồ ứng lực của khung phẳng
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1.1. Các ứng lực trên mặt cắt ngang (1)

• Trong trường hợp tổng quát trên mặt
cắt ngang của thanh chịu tác dụng của
ngoại lực có 6 ứng lực:

y

z

xMx

My

Mz Qx

NZ

Qy



5(52)
July 2010

Tran Minh Tu - University of Civil Engineering 

1.1. Các ứng lực trên mặt cắt ngang (2)

• Bài toán phẳng: Ngoại lực nằm trong mặt
phẳng đi qua trục z (yOz) => Chỉ tồn tại
các ứng lực trong mặt phẳng này: Nz, Mx, 
Qy

• Nz - lực dọc; Qy - lực cắt; Mx – mô men uốn
y

z

xMx

NZ

Qy
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1.1. Các ứng lực trên mặt cắt ngang (3)

N
Q Q

M M

1

1
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1.1. Các ứng lực trên mặt cắt ngang (4)

Qui ước dấu các thành phần ứng lực
Lực dọc: N>0 khi có chiều đi ra khỏi mặt cắt
Lực cắt: Q>0 khi có chiều đi vòng quanh phần
thanh đang xét theo chiều kim đồng hồ
Mô men uốn: M>0 khi làm căng các thớ dưới

N

N
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1.1. Các ứng lực trên mặt cắt ngang (5)

Cách xác định các thành phần ứng lực
Giả thiết chiều các thành phần M, N, Q theo chiều
dương qui ước
Thiết lập phương trình hình chiếu lên các trục z, y 
và phương trình cân bằng mô men với trọng tâm
O của mặt cắt ngang

0   =>  N= ...Z =∑
0   =>  Q= ...Y =∑
0   =>  M= ...OM =∑
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1.1. Các ứng lực trên mặt cắt ngang (6)

Biểu thức quan hệ ứng lực - ứng suất
Vì là bài toán phẳng nên chỉ tồn tại các thành phần
ứng suất trong mặt phẳng zOy => ký hiệu
Các thành phần ứng lực trên mặt cắt ngang

dA(x,y) là phân tố diện tích của dt mặt cắt ngang A

,z zyσ τ ( , )σ τ⇒

( )A

N dAσ= ∫

( )A

Q dAτ= ∫

( )A

M y dAσ= ∫

ydA

x

y

zστ

x
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1.2. Biểu đồ ứng lực (1)

Khi tính toán => cần tìm vị trí mặt cắt
ngang có trị số ứng lực lớn nhất => 
biểu đồ
Biểu đồ ứng lực - là đồ thị biểu diễn sự
biến thiên của các thành phần ứng lực
theo toạ độ mặt cắt ngang
Các bước vẽ biểu đồ ứng lực
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1.2. Biểu đồ ứng lực (3)

a. Xác định phản lực tại các liên kết
b. Phân đoạn thanh sao cho biểu thức của

các ứng lực trên từng đoạn là liên tục
c. Viết biểu thức xác định các ứng lực N, Q, M 

theo toạ độ mặt cắt ngang bằng phương
pháp mặt cắt

d. Vẽ biểu đồ cho từng đoạn căn cứ vào
phương trình nhận được từ bước (c)

e. Kiểm tra biểu đồ nhờ vào các nhận xét
mang tính trực quan
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1.2. Biểu đồ ứng lực (4) 

Biểu đồ lực dọc, lực cắt vẽ theo qui 
ước và mang dấu

Biểu đồ mô men luôn vẽ về phía thớ
căng

N, Q

z

M

z
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Ví dụ 1.1 (1)

Vẽ biểu đồ các thành phần
ứng lực trên các mặt cắt
ngang của thanh chịu tải
trọng như hình vẽ

GIẢI:
1. Xác định phản lực

VA VB

F

a b
C

( ) 0A BM V a b Fa= + − =∑

( ) 0B AM V a b Fb= + − =∑
( )B

FaV
a b

⇒ =
+

( )A
FbV

a b
⇒ =

+

Thử lại: 0Y =∑
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Ví dụ 1.1 (2)

F

a b
VA VB

C

1

1

Mặt cắt 1 – 1:

VA

z1
Q

M
N

0N =
10 z a≤ ≤

( )
0A A

FbY Q V Q V
a b

= − = ⇒ = =
+∑

( )

Mặt cắt 2 – 2:

1
0 1 10A A

Fbz
M M V z M V z

a b
= − = ⇒ = =

+∑

0N =
20 z b≤ ≤

( )
0B B

FaY Q V Q V
a b

= + = ⇒ = − = −
+∑

( )
2

0 2 20B B
Faz

M M V z M V z
a b

= − = ⇒ = =
+∑

2

2

VB

z2
Q

M
N

Đoạn AC

Đoạn BC

A B
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Ví dụ 1.1 (3)

Nhận xét 1
Tại mặt cắt có lực tập

trung => biểu đồ lực
cắt có bước nhảy, độ
lơn bước nhảy bằng
giá trị lực tập trung, xét
từ trái qua phải, chiều
bước nhảy cùng chiều
lực tập trung

F

a b
VA VB

Fb
a+b

a+b
Fa

+
N

M

Q

M

Fab
a+b

F

C
( )

: FbAC Q
a b

=
+

( )
: FaBC Q

a b
= −

+

( )
1:

Fbz
AC M

a b
=

+

( )
2:

Faz
BC M

a b
=

+
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Ví dụ 1.2 (1)

L

q

VA VB

Vẽ biểu đồ các thành phần ứng lực
trên các mặt cắt ngang của thanh
chịu tải trọng như hình vẽ
GIẢI
1. Xác định các phản lực liên kết

2

. 0
2A B

qlM V l= − =∑
.
2A
q lV⇒ =

2

. 0
2B A

qlM V l= − =∑

.
2B
q lV⇒ =

Bài toán đối xứng: .
2A B
q lV V⇒ = =

Hoặc:

2. Biểu thức nội lực

Xét mặt cắt 1-1 
(0 ≤ z ≤ L) .

2
qlQ q z⇒ = −

2. .
2 2
ql qM z z⇒ = −

1

1

Q
zVA

M

Nq

0AY Q qz V= + − =∑

2
1

0 1 0
2A

qzM M V z= − + =∑
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Ví dụ 1.2 (2)

Nhận xét 2
Tại mặt cắt có lực cắt

bằng 0, biểu đồ mô
men đạt cực trị

L

q

VA VBqL/2

qL/2

+

Q

L/2

qL2/8

M

.
2
qlQ q z= −

2. .
2 2
ql qM z z= −

0
2A

qLz Q= => =

2B
qLz L Q= => = −

0 0Az M= => =

0Bz L M= => =

2
qLM ' qz= − 0

2
LM ' z= => =

( )0M '' q= − <
2

2 8max z L /
qLM M =⇒ = =
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Ví dụ 1.3 (1)

1. Xác định phản lực:

.( ) 0A BM V a b M= + − =∑

.( ) 0B AM V a b M= + − =∑
B

MV
a b

⇒ =
+

A
MV

a b
⇒ =

+
2. Lập các biểu thức ứng lực:
AC: Xét mặt cắt 1-1 ( 0 ≤ z1 ≤ a)

y A
MQ V

a b
= − = −

+

VA VB
a b

C

M

.x AM V z= −

QVA

M

z1 VB

M

Q z2

1

1

2

2

Xét mặt cắt 2-2 ( 0 ≤ z2 ≤ b)

y A
MQ V

a b
= − = −

+

2.x BM V z=
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Ví dụ 1.3 (2)

a b
VA VB

M
(a+b) M

(a+b)Ma
(a+b)

Mb
(a+b)

M

Q

M

C

M

y A
MQ V

a b
= − = −

+
1.x AM V z= −

AC: ( 0 ≤ z1 ≤ a)

y A
MQ V

a b
= − = −

+

BC: ( 0 ≤ z2 ≤ b)

2.x BM V z=

Nhận xét 3
Tại mặt cắt có mô men tập
trung, biểu đồ mô men có bước
nhảy, độ lớn bước nhảy bằng
giá trị mô men tập trung, xét từ
trái qua phải, mômen tập trung
quay thuận chiều kim đồng hồ
thì bước nhảy đi xuống
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1.3. Liên hệ vi phân giữa mô men 
uốn, lực cắt và tải ngang phân bố (1)

• Xét dầm chịu tải phân bố
q(z)>0: hướng lên
Tách đoạn thanh có chiều
dài dz giới hạn bởi 2 mặt
cắt ngang 1-1 và 2-2

q(z)
1

1

2

2dz

Q Q+dQ

M M+dM

dz

Đạo hàm bậc hai của mô men uốn bằng đạo hàm bậc nhất của
lực cắt và bằng cường độ tải trọng phân bố

( ) 0Y Q dQ Q q z dz= + − − =∑
( )dQ q z

dz
⇒ =

( ) 0
2 2
dz dzM M dM M Q dQ Q= + − − + − =∑

dM Q
dz

⇒ =
2

2 ( )d M dQ q z
dz dz

= =
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1.3. Liên hệ vi phân giữa mô men 
uốn, lực cắt và tải ngang phân bố (2)

Ứng dụng
Nhận dạng các biểu đồ Q, M khi biết qui luật
phân bố của tải trọng q(z). Nếu trên một đoạn
thanh biểu thức của q(z) bậc n thì biểu thức
lực cắt Q bậc (n+1), biểu thức mô men M bậc
(n+2)
Tại mặt cắt có Q=0 => M cực trị
Tính các thành phần Q, M tại mặt cắt bắt kỳ
khi biết giá trị của chúng tại mặt cắt xác định

• Qphải = Qtrái + Sq ( Sq – Dtích biểu đồ q)
• Mphải = Mtrái + SQ ( SQ – Dtích biểu đồ Q)
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q

z

q(z)

A B

( )
B B

A A

dQ q z dz=∫ ∫

B A qQ Q S= +
Sq

Q

z

Q(z)

A B

SQ

( )
B B

A A

dM Q z dz=∫ ∫

B A QM M S= +

1.3. Liên hệ vi phân giữa mô men 
uốn, lực cắt và tải ngang phân bố (3)
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" ( )M q z=

( ) 0q z > => M  lõm =>

z

M

z

M

( ) 0q z < => M  lõm =>

Nhận xét:

Biểu đồ mô men  
luôn có xu hướng
hứng lực

1.3. Liên hệ vi phân giữa mô men 
uốn, lực cắt và tải ngang phân bố (4)
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1.4. Vẽ biểu đồ ứng lực theo điểm đặc biệt

Cơ sở: Dựa vào mối liên hệ vi phân
giữa Q, M và q(z)
Biết tải trọng phân bố =>nhận xét dạng
biểu đồ Q, M => xác định số điểm cần
thiết để vẽ được biểu đồ

q=0 => Q=const => QA=? (hoặc QB)
M bậc 1 => MA=? và MB=?

q=const => Q bậc 1 => QA=? QB=?
M bậc 2 => MA=?; MB=?; cực trị?

tính lồi, lõm,..?
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1.4. Vẽ biểu đồ ứng lực theo điểm đặc biệt (2)

Các giá trị QA, QB, MA, MB, cực trị - là giá trị
các điểm đặc biệt. Được xác định bởi:

Quan hệ bước nhảy của biểu đồ
Phương pháp mặt cắt
Qphải = Qtrái + Sq (Sq - Dtích biểu đồ q) 
Mphải = Mtrái + SQ (SQ - Dtích biểu đồ Q)

Ví dụ
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Ví dụ 1.4 (1)

Xác định phản lực q
F=qa

VA VB

.3 2 .2 . 0B AM V a qa a F a= − − =∑
5
3AV qa=> =

.3 2 . .2 0A BM V a qa a F a= − − =∑
4
3BV qa=> =

Xét đoạn AC:

2a a
C

q=const Q bậc 1
QA=VA

QC=VA+Sq=5qa/3-2qa=-qa/3
M bậc 2: MA=0

MC=MA+SQ=4qa2/3; Mmax=25qa2/18 

5
3

qa

1
3

qa

+

5a/3

Mmax=25qa2/18 
4qa2/3 
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Ví dụ 1.4 (2)

2a a
VA VB

C

5
3

qa

4
3

qa
1
3

qa

+

5a/3

Mmax=25qa2/18 
4qa2/3 

Xét đoạn BC: q
F=qa

q= 0

Q = const

QB= - VB

M bậc 1:

MB=0

MC=MB-SQ=4qa2/3
Q

M
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Biểu đồ Q, M các trường hợp chịu
tải trọng đơn giản
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4.5. Biểu đồ ứng lực dầm tĩnh định
nhiều nhịp

Định nghĩa: Là hệ tĩnh định gồm tập hợp các dầm, nối với nhau
bằng các liên kết khớp

Cách vẽ biểu đồ: 
- Phân biệt dầm chính và dầm phụ
- Dầm chính là dầm khi đứng độc lập vẫn chịu được tải trọng
- Dầm phụ là dầm khi đứng độc lập không chịu được tải
trọng, phải tựa lên dầm chính mới chịu được tải trọng
- Tải trọng đặt lên dầm chính không ảnh hưởng tới dầm phụ,   
tải trọng đặt trên dầm phụ sẽ truyền tới dầm chính thông
qua phản lực liên kết
- Vẽ biểu đồ cho dầm phụ trước rồi đến dầm chính, sau đó
ghép lại với nhau
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Ví dụ 1.5 (1)

Ví dụ 1.5: Vẽ biểu đồ nội lực cho dầm
ghép tĩnh định sau: 

Bài giải:
Hệ dầm ABCD là hệ dầm ghép gồm:
+ Dầm phụ BCD
+ Dầm chính AB
1) Dầm phụ BCD:
- Xác định phản lực:   

F

a aa

A B

C
D

2D
FV R= =

a aa

A R

B

B
C

D

VD

F

R
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0 ( )
2 2C B Q
F FaM M S a⇒ = + = + =

(Q)2
F

2
F

(M)

2
Fa

0 ( )
2 2C D Q

Fa FaM M S⇒ = − = − − =

F

a aa

A B

C
D

B
C

D

VD

F

R

a.  Đoạn BC: q(z)=0

=> Q=const => QB= R = F/2

=> M bậc nhất 0BM⇒ =

b.  Đoạn CD: q(z)=0

=> Q=const => QD= -VD = - F/2

=> M bậc nhất 0DM⇒ =

Ví dụ 1.5 (2)
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2.) Dầm chính AB:

2
F

(Q)

2
Fa

(M)

F

a aa

A B

C
D

A R

B

Ví dụ 1.5 (3)
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a aa

C
D

A B

2
F

2
F

2
F

2
Fa

2
Fa

(Q)

(M)

3.) Biểu đồ ứng lực toàn hệ dầm ghép

Ví dụ 1.5 (4)
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4.6. Biểu đồ ứng lực khung phẳng

Khung phẳng là hệ phẳng gồm những thanh nối
nhau bằng các liên kết cứng (là liên kết mà góc
giữa các thanh tại điểm liên kết không thay đổi
khi khung chịu lực)
Đối với các đoạn khung nằm ngang, biểu đồ các
thành phần ứng lực vẽ như qui ước với thanh
thẳng
Đối với các đoạn khung thẳng đứng, biểu đồ N, 
Q vẽ về phía tùy ý và mang dấu. Biểu đồ mô men 
vẽ về phía thớ căng
Để kiểm tra biểu đồ ta cần kiểm tra điều kiện cân
bằng các mắt khung: Tại mắt khung, nội lực và
ngoại lực thoả mãn điều kiện cân bằng tĩnh học.
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Ví dụ 1.6 (1)

K

a

a a a

M F

q

A

D

B

C

Ví dụ 5: Vẽ biểu đồ ứng lực của khung phẳng sau:
Biết M=qa2, F=2qa

Bài giải:
1. Xác định các phản lực:

Từ điều kiện cân bằng của khung ta có

0AM =∑
2

0

2 2 2

1.2
2

1.2 2 0
2

K

K

V a Fa M qa

V a qa qa qa

= − − −

= − − − =

VK

VA

HA

7
4KV qa⇒ =

0 AX H qa= ⇒ =∑
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Ví dụ 1.6 (2)

0

2 2 2 2

3.2 .2 .
2

3.2 2 2 0
2

A A

A

aV a H a qa M Fa

V a qa qa qa qa

= + − + −

= + − + − =

0KM =∑

A
1
4

V qa⇒ =

2. Nhận xét dạng biểu đồ các thành
phần ứng lực trên từng đoạn:

+ Biểu đồ lực dọc:
Bằng phương pháp mặt cắt dễ dàng xác định:

4
0

AB BC A

DK CD

qaN N V

N N

= = − = −

= =

a

a a a

M F

q

A

K
D

B

C

VK

VA

HA

1
4

qa

N



37(52)
July 2010

Tran Minh Tu - University of Civil Engineering 

Ví dụ 1.6 (3)

Đoạn AB: q=const

Biểu đồ Q bậc nhất
Cần xác định: QA = HA = qa
QB = QA+Sq = qa+(-q).a = 0

Biểu đồ M bậc hai
Cần xác định: MA = 0
MB = MA+SQ = 0 + qa.a/2 = qa2/2; 
tại B có Q = 0 => Mmax=qa2/2

a

a a a

M F

q

A

K
D

B

C

VK

VA

HA

qa
Q(kN) M(kNm)

2

2
qa
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Ví dụ 1.6 (4)

Đoạn BC: q=0

Biểu đồ Q=const 
Cần xác định QB=0 

( ) 2 / 2;AB
B BM M qa= =

2 2/ 2 0 / 2C B QM M S qa qa= + = + =

Biểu đồ M bậc nhất
Cần xác định

a

a a a

M F

q

A

K
D

B

C

VK

VA

HA

qa
Q(kN)

M(kNm)

21
2

qa

2

2
qa
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Ví dụ 1.6 (5)

Trên đoạn CD: q=0
Biểu đồ Q=const => Cần xác định

7 12
4 4D KQ F V qa qa qa= − = − =

27
4D KM V a qa= =

2 27 1 3
4 4 2C D QM M S qa qa a qa⎛ ⎞= − = − =⎜ ⎟

⎝ ⎠

Biểu đồ M bậc nhất => Cần xác định

a

a a a

M F

q

A

K
D

B

C

VK

VA

HA

1
4

qa

qa
Q(kN)

27
4

qa

M(kNm)

23
2

qa

2

2
qa

2

2
qa
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Ví dụ 1.6 (6)

Trên đoạn DK: q=0
Biểu đồ Q=const => Cần xác định

7
4K KQ V qa= − = −

0KM =
( ) 27

4
CD

D DM M qa= =
a

a a a

M F

q

A

K
D

B

C

VK

VA

HA

Biểu đồ M bậc nhất => Cần xác định

1
4

qa

7
4

qa

qa
Q(kN)

27
4

qa

M(kNm)

23
2

qa

2

2
qa

2

2
qa
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Ví dụ 1.6 (7)

4. Xét cân bằng các mắt khung

Tại mắt C, biểu diễn các ngoại lực, các ứng lực trên hai mặt cắt ngay sát
C thuộc đoạn BC và CD theo chiều thực (căn cứ vào các biểu đồ). Kiểm tra
điều kiện cân bằng: Tại mắt khung tổng nội lực và ngoại lực bằng không.

0
0

0C

X
Y
M

∑ =
∑ =
∑ =

1
4

qa

23
2

qa

1
4

qa
2

2
qa

2qa
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1
4

qa

23
2

qa

1
4

qa
2

2
qa

2qa

Biểu đồ nội lực của khung

1
4

qa

N
kN

1
4

qa

7
4

qa

qa

Q
kN

27
4

qa

23
2

qa

2

2
qa

2

2
qa

M
kNm

Ví dụ 1.6 (8)
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4.7. Biểu đồ ứng lực thanh cong

Thanh cong: trục thanh là đường cong 
phẳng, ngoại lực nằm trong mặt phẳng
chứa trục thanh
Dùng phương pháp mặt cắt để xác định
các thành phần ứng lực trên mặt cắt
ngang
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Ví dụ 2: Vẽ biểu đồ nội lực cho thanh cong
như hình bên.Biết: R=2m, M1=5kNm
M2=10kNm, P1=15kN.

Bài giải:

1) Tính phản lực tại gối A và E
Ta có: 

10 15AX H P kN= ⇒ = =∑ VE

VA

HA

( )

1 2

1 2

.4 0
10 5 1,875

4 8

A E

E

M M M V R
M MV kN

R

= + − =

+ +
= = =

∑

1,875A EV V kN= =

M2

M1

2R

2R

D

B

E
C

1 2
P1A

1 2

3

34
4

Ví dụ 1.7 (1)
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Ví dụ 1.7 (2)

1ϕ

N
Q

M
VA

HA

1ϕ

2) Chia thanh thành 4 đoạn

a. Xét đoạn AB:
Dùng mặt cắt 1 – 1, ta có:

10
2
πϕ≤ ≤

1 1

1 1

. os .sin
    = 1,875 os 15sin

A AN V c H
c
ϕ ϕ
ϕ ϕ

= − +
− + VE

VA

HA

M2

M1

2R

2R

D

B

E
C

1 2

P1A

1 2

3

34
4

1 1 1 1.sin . os 1,875sin 15 osA AQ V H c cϕ ϕ ϕ ϕ= − − = − −

1 1

1 1

. .(1 os ) . .sin
3,75. os 30sin 3,75
A AM V R c R H

M c
ϕ ϕ

ϕ ϕ
= − − −

⇒ = − −
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Ví dụ 1.7 (3)

Bảng biến thiên:

1ϕ 6
π

4
π

3
π

2
π[rad] 0

N [kN] -1,88 5,88 9,28 12,05 15
Q[kN] -15 -13,98 -11,93 -9,12 -1,88
M[kNm] 0 -15,50 -22.31 -27,86 -33,75

b,Xét đoạn BC:
Ta có (mặt cắt 2-2):

20
2
πϕ≤ ≤

1ϕ

N
Q

M
VA

HA

1ϕ

1

1

VA

HA

2ϕ
2ϕ N

Q

M

M1

2
2

2 2 2 2.sin . os 1,875.sin 15. osA AN V H c cϕ ϕ ϕ ϕ= + = +

2 2 2 2os sin 1,875 os 15sinA AQ V c H cϕ ϕ ϕ ϕ= − + = − +
0

20 7,13Q ϕ= ⇒ =
( )2 1 2

2 2

1 sin os
3,75 3,75sin 30 os 5

A AM V R M H Rc
M c

ϕ ϕ
ϕ ϕ

= − + + −

= − − − +

( )0
2

ax 7,13
29( )mM M kNm

ϕ =
= =
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Ví dụ 1.7 (4)

Bảng biến thiên:

2ϕ 6
π

4
π

3
π

2
π

[rad] 0

N [kN] 15,00 13,93 11,93 9,12 1,88
Q[kN] -1,88 5,88 9,28 12,05 15
M[kNm] -28,75 -26,61 -22,61 -17,00 -2,5

c,Xét đoạn ED:
Ta có:

30
2
πϕ≤ ≤

3 1 3 3 3. os .sin 1,875. os 15.sinEN V c P cϕ ϕ ϕ ϕ= − + = − +

E 3 1 3 3 3.sin . os 1,875.sin 15. osQ V P c cϕ ϕ ϕ ϕ= − − = − −

VA

HA

2ϕ
2ϕ N

Q

M

M1

2
2

3ϕ

M
Q

N

VE

P13ϕ

3
3

3 1 3

3 3

. .(1 os ) . .sin
     = 3,75. os 30.sin 3,75

EM V R c R P
c

ϕ ϕ
ϕ ϕ

= − − −
− − −
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Ví dụ 1.7 (5)

Bảng biến thiên:

3ϕ 6
π

4
π

3
π

2
π[rad] 0

N [kN] -1,88 5,88 9,28 12,05 15,00
Q[kN] 15,00 12,05 9,28 5,88 -1,88
M[kNm] 0 -15,5 -22,31 -27,86 -33,75

d,Xét đoạn CD:
Ta có:

40
2
πϕ≤ ≤

VE

P1

M2

M

Q
N

4ϕ

4ϕ

3ϕ

M
Q

N

VE

P13ϕ

3
3

4 1 4 4 4.sin . os 1.875.sin 15. osEN V P c cϕ ϕ ϕ ϕ= + = +

4 1 4 4 4. os .sin 1,875. os 15. osEQ V c P c cϕ ϕ ϕ ϕ= − + = − +
0

40 7,13Q ϕ= ⇒ =
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Ví dụ 1.7 (7)

4 2 1 4

4 4

. .(1 sin ) os
    3.75 3,75sin 30. os 10

EM V R M PRc
c

ϕ ϕ
ϕ ϕ

= − + + −
= − − − +

( )0
4

ax 7,13
24( )mM M kNm

ϕ =
= =

Bảng biến thiên:

4ϕ 6
π

4
π

3
π

2
π[rad] 0

N [kN] 15,00 13,93 11,93 9,12 1,88
Q[kN] -1,88 5,88 9,28 12,05 15,00
M[kNm] -23,75 -21,61 -17,61 -12,00 2,50

VE

P1

M2

M

Q
N

4ϕ

4ϕ

3, Biểu đồ nội lực:
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Ví dụ 1.7 (8)

15

13,98

11,93
9,12 1,88 5,88

9,28

12,05

15

12,05

9,28
5,88 1,88

5,88
9,28

12,05

15

7,13o

13,93

1,88

5,88

9,28
12,05 15

13,93

1,88

5,88

9,28
12,05 15

11,93

9,12

1,88

9,12

11,93

7,13o

N
kN

Q
kN
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ax 24mM =

2,5

12

17,61
21,61

23,75 33,75

27,86
22,31

15,5

15,05

23,31
27,86 26,61

33,75

28,75
ax 29mM =

22, 26

17
M

kNm

Ví dụ 1.7 (9)
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4. Câu hỏi???
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E- mail:
tpnt2002@yahoo.com
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Chương 2. Thanh chịu kéo (nén) đúng tâm

NỘI DUNG
2.1. Định nghĩa - nội lực
2.2. Ứng suất pháp trên mặt cắt ngang
2.3. Biến dạng - Hệ số Poisson 
2.4. Đặc trưng cơ học của vật liệu
2.5. Thế năng biến dạng đàn hồi
2.6. Ứng suất cho phép và hệ số an toàn

– Điều kiện bền
2.7. Bài toán siêu tĩnh
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2.1. Định nghĩa

Định nghĩa: Thanh được gọi là chịu kéo hoặc nén
đúng tâm nếu trên mặt cắt ngang của nó chỉ tồn tại
một thành phần ứng lực là Nz (Nz>0 – đi ra khỏi mặt
cắt ngang)

bar pin

hanger

cable
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Ví dụ - các thanh chịu kéo (nén) đúng tâm
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Ví dụ - các thanh chịu kéo (nén) đúng tâm
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Ví dụ - các thanh chịu kéo (nén) đúng tâm
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2.1. Định nghĩa

Biểu đồ lực dọc:
Phương pháp mặt cắt, xét cân bằng một
phần thanh, lực dọc trên đoạn thanh
đang xét xác định từ phương trình cân
bằng

0 ...zZ N= ⇒ =∑
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2.2. Ứng suất pháp trên mặt cắt ngang

1. Thí nghiệm
Vạch trên bề mặt ngoài

- Hệ những đường thẳng // trục thanh

thớ dọc
- Hệ những đường thẳng ┴ trục thanh

mặt cắt ngang
2. Quan sát

- Những đường thẳng // trục thanh
=> vẫn // trục thanh, k/c hai đường
kề nhau không đổi

- Những đường thẳng ┴ trục thanh
=> vẫn ┴ , k/c hai đường kề nhau thay đổi

Giả thiết biến dạng



10(54)
July 2010

Tran Minh Tu - University of Civil Engineering 

2.2. Ứng suất pháp trên mặt cắt ngang

3. Các giả thiết về biến dạng
GT 1- Giả thiết mặt cắt ngang phẳng

(Bernouli)
Mặt cắt ngang trước biến dạng là phẳng
và vuông góc với trục thanh, sau biến
dạng vẫn phẳng và vuông góc với trục

GT 2 - Giả thiết về các thớ dọc
Các lớp vật liệu dọc trục không có tác
dụng tương hỗ với nhau (không chèn
ép, xô đẩy lẫn nhau)

Vật liệu làm việc trong giai đoạn đàn hồi (tuân theo định luật
Hooke)
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2.2. Ứng suất pháp trên mặt cắt ngang

4. Công thức xác định ứng suất
Giả thiết 1 => τ =0

Giả thiết 2 => σx = σy =0

Trên mặt cắt ngang chỉ có ứng suất pháp σz

Theo định nghĩa - Lực dọc trên mặt cắt ngang: 

Theo định luật Hooke: 
Mà theo gt1: εz = const => σz = const 

z zEσ ε=( )
z z

A

N dAσ= ∫

 z zN Aσ= z
z

N
A

σ =
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2.3. Biến dạng - Hệ số Poisson

Thanh chiều dài L chịu
kéo đúng tâm

ΔL - độ dãn dài tuyệt đối
Phân tố chiều dài dz có
độ dãn dài tuyệt đối Δdz
(biến dạng dọc)
Biến dạng dài tỉ đối

zN c
A

onst
E

=

dz
Δdz

z
dz

dz
ε Δ

= zdz dzεΔ =
0 0

σεΔ = =∫ ∫
L L

z
z

dzL dz
E

0

Δ = ∫
L

zN dzL
EA

zN LL
EA

Δ =
EA -

độ cứng
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2.3. Biến dạng - Hệ số Poisson

Thanh gồm nhiều đoạn chiều dài, độ cứng và lực
dọc trên mỗi đoạn thứ i là Li, (EA)i, Nzi

( )
zi

i

N
EA

const=
( )

n
zi i

i 1 i

N LL
EA=

Δ = ∑
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2.3. Biến dạng - Hệ số Poisson

HỆ SỐ POISSON
Theo phương z trục thanh –
biến dạng dọc εz

Theo hai phương x, y vuông
góc với z – biến dạng ngang
εx, εy

Poisson tìm dược mối liên hệ:

x y zε ε με= = −

μ - hệ số Poisson
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Hệ số Poisson

Vật liệu Hệ số Vật liệu Hệ số

Thép 0,25-0,33 Đồng đen 0,32-0,35

Gang 0,23-0,27 Đá hộc 0,16-0,34

Nhôm 0,32-0,36 Bê tông 0.08-0,18

Đồng 0,31-0,34 Cao su 0,47
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Bài 1: Cho các thanh chịu lực như hình vẽ. 
Vẽ biểu đồ lực dọc, ứng suất và chuyển vị
của các mặt cắt ngang. 
Biết a=1m; A3=1,5A2=2A1=15cm2; F1=25kN; 
F2=60 kN; q=10kN/m; E=104kN/cm2

Giải:

1 45( )AN R kN= − = −

2) Nội lực trong các đoạn thanh:
   - Đoạn AB:

1) Xác định phản lực:
Giải phóng liên kết ngàm tại A: RA

1 2 . 0AZ R F F q a= + − − =∑
2 1. 60 10.1 25 45( )AR F q a F kN⇒ = + − = + − =

2 2 60 45 15( )AN F R kN= − = − =

- Đoạn BC:

A3

BA

A2

F2 F1

A1

q

RA

C D

a aa

A

RA N1

BA

F2RA N2

Ví dụ 2.1 (1)
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Ví dụ 2.1 (2)

- Mặt cắt trong đoạn CD: 0 ≤ z ≤ a
3 2 . 15 10AN F R q z z= − + = +

4. Tính ứng suất trên các tiết diện:
  - Đoạn AB:

2

3

45 3( / )
15

AB
AB

N kN cm
A

σ = = − = −

- Đoạn BC:
2

2

15 1,5( / )
10

BC
BC

N kN cm
A

σ = = =

- Đoạn CD:

2

1

2

1

0 15( )
15 2( / )
7,5

1( ) 25( )
25 3,33( / )
7,5

CD

CD
C

CD

CD
D

z N kN
N kN cm
A

z m N kN
N kN cm
A

σ

σ

= ⇒ =

⇒ = = =

= ⇒ =

⇒ = = =

a aa

BA

A2

F2 F1

A1

q

RA

C D

A3

z

BA

F2

q

RA

C
N3

3. Vẽ biểu đồ lực dọc

45

15 25
N

kN
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Ví dụ 2.1 (3)

4. Tính chuyển vị tại các đoạn:
- Chuyển vị đoạn AB: 0 ≤ z1 ≤ 100(cm)

1
41

1 A 1 14
30

45.w w 0 3.10 ( )
. 10 .15.

z
ABN zdz z cm

E A
−−

= + = + = −∫
- Chuyển vị đoạn BC: 0 ≤ z2 ≤ 100(cm)

- Chuyển vị đoạn CD: 0 ≤ z3 ≤ 100(cm)
3 3

3 C 3 3
10 0

2
3 3

3

4
'
3 3

4
''
3

(15 10 )w w 0,015
. 75000

15 5w 0,015 ( )
75000

2.10w (3 2 )
3

4.10w 0
3

z z
CDN zdz dz

E A

z z cm

z
−

−

+
= + = − +

+
= − +

= +

= > ⇒

∫ ∫

a aa

BA

A2

F2 F1

A1

q

RA

C D

A3

2
2

2 B 2 4
20

4
2 2

15.w w 0,03
. 10 .10

w 0,03 1,5.10 ( )

z
BCN zdz

E A

z cm

= + = − +

= − +

∫

Hàm lõm quay xuống dưới.

3

1,5
σ

kN/cm2

2 3,33

0,03− 0,015−

0,01167
w

cm
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2.4. Đặc trưng cơ học của vật liệu

Đặc trưng cơ học của vật liệu:
Là các thông số đánh giá khả năng chịu lực, chịu biến
dạng của vật liệu trong từng trường hợp chịu lực cụ
thể

Để xác định các đặc trưng cơ học của
vật liệu: tiến hành các thí nghiệm với
các loại vật liệu khác nhau
Vật liệu Vật liệu dẻo

Vật liệu dòn

Phá hủy khi biến dạng lớn

Phá hủy khi biến bé
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Vật liệu dẻo, vật liệu giòn

Rất dẻo Dẻo vừa DònĐặc điểm
phá hủy:

Lớn Trung bìnhĐặc điểm biến dạng: Bé

• Phân loại:

Báo trước Không
báo trướcLuôn báo trướcDự báo biến dạng:
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TensileTestingofPlastic.mp4

Vật liệu dẻo, vật liệu giòn
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Vật liệu dẻo, vật liệu giòn

(c)2003 Brooks/Cole, a division of Thomson Learning, Inc.  Thomson Learning™ is a trademark used herein under license.

(Giòn)

(Dẻo vừa)

(Rất dẻo)

Đồ thị ứng suất - biến dạng
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2.4. Đặc trưng cơ học của vật liệu

Mục tiêu làm thí nghiệm:
Xác định khả năng chịu lực
Xác định khả năng chịu biến dạng
Xác định các “tính chất vật liệu”

Đặc trưng cơ học (g.h tỉ lệ, g.h chảy, g.h bền)
Độ cứng, độ mềm, …
Độ bền uốn, độ bền phá hủy,..
Nhiệt độ, độ ẩm,…

Đồ thị ứng suất – biến dạng: không phụ thuộc vào
kích thước mẫu thí nghiệm => Xác định cơ tính của
vật liệu



24(54)
July 2010

Tran Minh Tu - University of Civil Engineering 

Các loại máy thí nghiệm.
Điện - Cơ.
Thủy lực.
Một chiều.
Nhiều chiều

Các dạng thử nghiệm.
Load control – apply force/time.
Stroke control – apply displacement/time
Torsion (torque control or angle control)

Đo lực bằng “load cell”
Đo biến dạng và chuyển vị

Khung trượt lực
Cảm biến chuyển vị (Extensometer)
Cảm biến điện trở (single, rosette, array, …) 
Cảm biến quang học (Optical 
extensometers)

CCáácc phươngphương phpháápp ththựựcc nghinghiệệmm (*)(*)
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CCáácc phươngphương phpháápp ththựựcc nghinghiệệmm (*)(*)

Thí nghiệm kéo – nén

Mẫu thí nghiệm: hình dạng, kích thước qui định
theo tiêu chuẩn (TCVN, ISO, ASTM,…)
Kẹp mẫu vào ngàm kẹp
Gia tải, chú ý tốc độ gia tải chậm
Ghi lại quan hệ lực kéo (nén) và biến dạng dài
tương ứng
Suy ra đồ thị quan hệ ứng suất pháp – biến dạng
dài tỉ đối



26(54)
July 2010

Tran Minh Tu - University of Civil Engineering 

Thí nghiệm kéo – nén (*)

Máy đa năng

Mẫu kéo

Mẫu nén
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2.4. Đặc trưng cơ học của vật liệu

MẪU 
THÍ

NGHIỆM 
VÀ

MÁY
KÉO -
NÉN
ĐÚNG
TÂM
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2.4. Đặc trưng cơ học của vật liệu

1. Thí nghiệm kéo mẫu vật liệu dẻo

(c
)2

00
3 

B
ro

ok
s/

C
ol

e,
 a

 d
iv

is
io

n 
of

 T
ho

m
so

n 
Le
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nc
.  

Th
om

so
n 
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ni
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™
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em
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ed

 h
er

ei
n 

un
de

r 
lic

en
se

.
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2.4. Đặc trưng cơ học của vật liệu

Đồ thị kéo mẫu vật liệu dẻo

qui ước (A0 không đổi)

thực (A0 thay đổi)
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2.4. Đặc trưng cơ học của vật liệu

Đồ thị chia 3 giai đoạn

1. Giai đoạn tỉ lệ: ứng suất tỉ lệ bậc nhất với biến dạng dài tỉ đối

Ứng suất lớn nhất - giới hạn
tỉ lệ σtl

Giới hạn chảy σch –
giá trị ứng suất lớn nhất

2. Giai đoạn chảy: ứng suất
không tăng nhưng biến dạng
tăng

3. Giai đoạn củng cố: quan
hệ ứng suất - biến dạng là
phi tuyến (CDE)
Giới hạn bền σb –
giá trị ứng suất lớn nhất

σtl, σch, σb - đặc trưng cơ học
của vật liệu
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σtl, σch, σb - đặc trưng về tính bền của vật liệu. 
Đặc trưng cho tính dẻo:
Biến dạng dài tỷ đối

Độ thắt tỷ đối

2.4. Đặc trưng cơ học của vật liệu

1 0

0

100%L L
L

ε −
=

1 0

0

A 100%
A

Aψ −
=

L1 - Chiều dài mẫu sau khi đứt
L0 - Chiều dài mẫu trước khi đứt

A1 - Diện tích chỗ thắt khi đứt
A0 - Diện tích tiết diện trước khi đứt
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Material Densit
y ρ

(kg/m3

)

Young’s Modulus 
E

(109N/m2)

Ultimate Strength 

σb

(106N/m2)

Yield Strength 

σch

(106N/m2)

Steel 7860 200 400 250

Aluminum 2710 70 110 90

Glass 2190 65 50 ⎯

Concrete 2320 30 40 ⎯

Wood 525 13 50 ⎯

Bone 1900 9 170 ⎯

Polystyrene 1050 3 48 ⎯

Các đặc trưng cơ học của một số vật liệu

2.4. Đặc trưng cơ học của vật liệu
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2.4. Đặc trưng cơ học của vật liệu
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Đồ thị kéo vật liệu dẻo
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2.4. Đặc trưng cơ học của vật liệu

2. Thí nghiệm nén mẫu vật liệu dẻo

σ

εO

Nén

F

F

Kéo

σch
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2.4. Đặc trưng cơ học của vật liệu

3. Thí nghiệm kéo - nén mẫu vật liệu giòn

- Không xác định được giới hạn tỉ lệ
và giới hạn chảy, chỉ xác định được
giới hạn bền

σ

ε

Nén

Kéo
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2.4. Đặc trưng cơ học của vật liệu

Xác định môđun đàn hồi kéo (nén)
• Định luật Hooke

Eσ ε=
• E – mô đun đàn hồi

(mô đun Young)

ϕ

E = tg ϕ
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2.4. Đặc trưng cơ học của vật liệu

KẾT LUẬN
Vật liệu dẻo: khả năng chịu kéo và nén
như nhau
Vật liệu dòn: Khả năng chịu nén lớn
hơn nhiều so với khả năng chịu kéo
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2.5. Thế năng biến dạng đàn hồi

• Xét thanh chịu kéo (nén) đúng tâm

• Phân tố công ngoại lực trên chuyển vị dz

công này bằng phần diện tích trên đồ thị trong

khoảng dz.

dA P dz=

• Công ngoại lực cho biến dạng z1:
1

0

x

A P dz= ∫

1
21 1
1 1 12 2

0

z

A kz dz kz P z= = =∫

• Trong miền đàn hồi
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2.5. Thế năng biến dạng đàn hồi

Trong miền đàn hồi, nếu bỏ nguyên nhân gây biến dạng => vật thể
trở về hoàn toàn hình dạng ban đầu
Năng lượng làm cho vật thể phục hồi hình dạng ban đầu: thế năng
biến dạng đàn hồi U
Định luật bảo toàn năng lượng

21
2 2

P LU A P L
EA

= = Δ =

Thế năng biến dạng đàn hồi trên một đơn vị thể tích –
Thế năng biến dạng đàn hồi riêng

1
2

Uu
A

σε= =

Năng lượng mà hệ nhận được từ bên
ngoài sẽ hoàn toàn chuyển hoá thành
thế năng biến dạng đàn hồi tích luỹ
trong hệ
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2.6. Ứng suất cho phép - Hệ số an 
toàn – Điều kiện bền

Thí nghiệm => ứng suất nguy hiểm σ0 – tương ứng
với thời điểm vật liệu mất khả năng chịu lực

σ0

σch – vật liệu dẻo

σb – vật liệu dòn

- Khi tính toán, không bao giờ tính theo ứng suất nguy hiểm: vật liệu
không đồng nhất, điều kiện làm việc thực tế khác với PTN, tải trọng
vượt quá thiết kế,…=> Hệ số an toàn

σ0
Nguy hiểm

- Vật liệu làm việc an toàn khi ứng suất xuất hiện chưa vượt quá ứng
suất nguy hiểm
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2.6. Ứng suất cho phép - Hệ số an 
toàn – Điều kiện bền

Dùng trị số ứng suất cho phép để tính toán:

n - hệ số an toàn - đặc trưng cho khả năng dự
trữ về mặt chịu lực (n>1)

n = n1.n2.n3…
• n1- hệ số kể đến sự đồng nhất của vật liệu
• n2 - hệ số kể đến điều kiện làm việc, phương pháp

tính toán,…
• Các hệ số lấy theo qui phạm

[ ] 0

n
σ

σ =
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2.6. Ứng suất cho phép - Hệ số an 
toàn – Điều kiện bền

Điều kiện để thanh làm việc an toàn => Điều
kiện bền

Vật liệu dẻo:

Vật liệu dòn: 

{ } [ ] ch
zmax z minmax ,

n
≤ =

σσ σ σ

[ ]
k
b

zmax k n
σσ σ≤ =

[ ]
n
b

z min n n
σσ σ≤ =
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2.6. Ứng suất cho phép - Hệ số an 
toàn – Điều kiện bền

Thanh chịu kéo (nén) đúng tâm:

Ba bài toán cơ bản
a. Bài toán kiểm tra điều kiện bền
b. Bài toán chọn kích thước mặt cắt ngang

c. Bài toán tìm giá trị cho phép của tải trọng

[ ]z 0N
A n

σσ σ= ≤ =

[ ].zN Aσ≤

[ ]
zN

A
σ

≥
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2.7. Bài toán siêu tĩnh

Hệ siêu tĩnh: là hệ mà ta không thể xác
định được hết các phản lực liên kết và
nội lực trong hệ nếu chỉ nhờ vào các
phương trình cân bằng tĩnh học
Số ẩn số > số phương trình cân bằng

viết thêm phương trình bổ sung
phương trình biến dạng

Ví dụ
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Bài 2.2: Một thanh có mặt cắt thay đổi bậc 
bị ngàm cứng hai đầu, chịu lực P và lực ph
ân bố đều có cường độ q = P/a như hình v
ẽ. Mô đun đàn hồi của vật liệu là E, diện tí
ch mặt cắt ngang của các đoạn ghi trên hì
nh vẽ. Vẽ biểu đồ nội lực của thanh. 
Tính σmax, wB, wC.

Giải:

A

RA

A B C D

0,6A 0,8A

a/3 a/3 a/3

P

q

RD

1. Giả sử phản lực tại ngàm A, D là RA, RD
Phương trình cân bằng:

. 4
3 3A D

q a PR R P+ = + = (1) ⇒Bài toán siêu tĩnh

1 2 3 0ADL L L LΔ = Δ + Δ + Δ = (2)
Điều kiện biến dạng:

123

3
31 1 2 2

1 2 30

0
l

AD
N dzN l N lL

EA EA EA
Δ = + + =∫ (3)

Ví dụ 2.2 (1)
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Ví dụ 2.2 (2)

B C D
P

q

RDN3

z

* Bằng phương pháp mặt cắt, xác định nội lực 
trong các đoạn

1 DN R=

2 DN R P= −

* Đoạn AB: 0≤z ≤a/3 3 D
PN R P z
a

= − −

Thay vào (3) ta có: 

/ 3 / 3
3

3
30 0

7( ) ( )
6

0.6 0.6 3

a a D D
PR P z R PN aaL dz dz

EA EA EA

− − −
Δ = = =∫ ∫

7( )( / 3).( / 3) ( ).( / 3) 6 0
0.8 0.6

D
D D

AD

R P aR a R P aL
EA EA EA

Δ
−−

⇒ = + + =

RDN1

C
P RDN2

D

RA

A

B
C D

0,6A 0,8A

a/3 a/3 a/3

P
q RD

12
3

0,8156DR P⇒ = 0,5177AR P⇒ =
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*Từ đó ta có biểu đồ lực dọc 
như hình bên

A B C D

0,6A 0,8A

a/3 a/3 a/3

P

q

RD

A

0,8156P

0,1844P
0,5177P

2 2
B

2

0,1844
3W W 0, 2718 0,3486

0,8C

aPN l Pa Pa
EA EA EA EA

= + = + =

1 1
C D

1

. 0,8156W W 0, 2718
3

N L Pa Pa
EA EA EA

= + = =

Ứng suất lớn nhất:

Chuyển vị điểm B và C là:

1 0,8156N P=

2 0,1844N P= −

3 0,1844 PN P z
a

= − − ( )0 / 3z a≤ ≤

1
1max

1

0,8156N P
A A

σ = =

2
2 max

2

0,1844 0,2305
0,8

N P P
A A a

σ = = =

3
3 max

3

0,5177 0,8628
0,6

N P P
A A a

σ = = =
max 0,8628 P

a
σ⇒ =

(Chuyển dịch sang trái)

(Chuyển dịch sang trái)

N
kN

Ví dụ 2.2 (3)
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Ví dụ 2.3 (1)
Bài 2.3: Cho hệ thanh chịu lực như hình vẽ. 
Xác định lực dọc trong các thanh và chuyển 
vị điểm C. Biết  độ cứng các thanh là EA,     
chiều cao h
Giải:

EA EA

α

P

D

C

E

1. Xác định lực dọc:
Tách nút C: Lực dọc N1, N2

Phương trình cân bằng:

1 2

1 2

0 sin sin 0X N N
N N

= ⇔ − + =

⇒ =
∑ α α

(1)

1 2

1

0 os o 0
2 os
Y N c N c P

N c P
= ⇔ + − =

⇒ =
∑ α α

α (2)

1 2(1) (2)
2cos

PN N+ ⇒ = =
α

P

C
N1 N2

α h

α α
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Ví dụ 2.3 (2)

2. Xác định chuyển vị tại C:

EA EA

α

D

C

E

α h

C’

Do hệ đối xứng, C di chuyển theo phương
thẳng đứng xuống C’.

Khi đó ta có:

1LΔ
yCα

1
C

Ly
cos
Δ

=
α

1 1
1

N LL
EA

Δ =

1 2cos
PN =

α

Mà

1 cos
hL =

α

1 22
PhL

EAcos
⇒ Δ =

α
32C

Phy
EAcos

⇒ =
α
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Bài 2.4: Cho hệ thanh chịu lực như hình vẽ. 
Xác định lực dọc trong các thanh.Tìm chuyển vị
 điểm C. Biết  A=5cm2 , E =2.104kN/cm2, 
P= 50kN, H=4m
Giải:

1. Xác định lực dọc:
Tách nút C ta được N1, N2, N3

Phương trình cân bằng:
1 3

1 3

0 sin 30 sin 30 0o oX N N
N N

= ⇔ − + =

⇒ =
∑

(1)

(2)
1 3 2

1 2

0 ( ). os30 0

3

oY N N c N P

N N P

= ⇔ + + − =

⇒ + =

∑

N3

30o 30o

C
N1

N2

P

Điều kiện biến dạng
o

1 3 2 2
3os30

2
L L L c LΔ = Δ = Δ = Δ

1 2
1 2

2 .3 3
2 43

N H N H N N
EAEA

= ⇒ =

A A
30o 30o

C

A

P

H

(3)

A A
30o 30o

C

A

P

H

2LΔ

1LΔ

Ví dụ 2.4 (1)
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Ví dụ 2.4 (2)

1 3

2

0,3263 16,315( )
0, 435 21,75( )

N N P kN
N P kN

= = =
= =

2
2 4

. 21,75.400' 0,087( )
2.10 .5C

N Hy CC L cm
EA

= = Δ = = =

Chuyển vị điểm C là:

Từ (1)(2)(3) ta giải ra được lực dọc trong các thanh là
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4. Câu hỏi ???
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Chương 3. Trạng thái ứng suất

3.1. Khái niệm về trạng thái ứng suất tại một điểm
3.2. Trạng thái ứng suất phẳng
3.3. Vòng tròn Mohr ứng suất
3.4. Trạng thái ứng suất phẳng đặc biệt
3.5. Trạng thái ứng suất khối
3.6. Quan hệ ứng suất – biến dạng. 

Định luật Hooke
3.6. Điều kiện bền cho phân tố ở TTƯS phức tạp –

Các thuyết bền
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3.1. Khái niệm về trạng thái ứng suất
tại một điểm (1)

a. Khái niệm về trạng thái ứ.s tại một điểm
Ứng suất
• điểm K(x,y,z)
• mặt cắt (pháp tuyến n)

Mặt cắt bất kỳ đi qua K
• ứng suất pháp σ
• ứng suất tiếp τ

Qua K: vô số mặt cắt
Trạng thái ứng suất tại một điểm là tập hợp tất

cả những thành phần ứng suất trên tất cả các
mặt đi qua điểm đó

K

x

y

z

n
σ

τ
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3.1. Khái niệm về trạng thái ứng suất
tại một điểm (2)

Để nghiên cứu TTƯS 
tại một điểm => tách ra
phân tố lập phương vô
cùng bé chứa điểm đó
=> gắn hệ trục xyz => 
trên mỗi mặt vuông
góc với trục có 3 thành
phần ứng suất: 1 tp
ứng suất pháp và 2 
thành phần ứng suất
tiếp

x

y

z

σ x

σz

τxy

yσ
τyx

τxz
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3.1. Khái niệm về trạng thái ứng suất
tại một điểm (3)

Chín thành phần ứng suất tác dụng
trên 3 cặp mặt vuông góc với ba trục
tạo thành ten-xơ ứng suất

σ

σ τ τ
τ σ τ
τ τ σ

⎡ ⎤
⎢ ⎥= ⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

x xy xz

yx y yz

zx zy z

T

z

y

x

σx

σy

σz

τxy

τxz

τyx
τyz

τzy

τzx
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3.1. Khái niệm về trạng thái ứng suất
tại một điểm (4)

b. Mặt chính – ứng suất chính –
phương chính

• Mặt chính: Là mặt không có
tác dụng của ứng suất tiếp.

• Phương chính: là phương
pháp tuyến của mặt chính.

• Ứng suất chính: là ứng suất
pháp tác dụng trên mặt
chính.

• Phân tố chính: ứng suất tiếp
trên các mặt bằng 0

σ 1

σ 2

σ 3



8(40)
July 2010

Tran Minh Tu - University of Civil Engineering 

3.1. Khái niệm về trạng thái ứng suất
tại một điểm (5)

d) Qui ước gọi tên các ứng suất chính:
Tại 1 điểm luôn tồn tại ba mặt chính
vuông góc với nhau với ba ứng suất
chính tương ứng ký hiệu là
Theo qui ước:

e) Phân loại TTƯS
 - TTƯS đơn
 - TTƯS phẳng
 - TTƯS khối

1 2 3σ σ σ≥ ≥
1 2 3, ,σ σ σ

Nghiên cứu trạng thái ứng suất phẳng

3σ
1σ

2σ
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3.1. Khái niệm về trạng thái ứng suất
tại một điểm (6)

TTƯS khối: Cả ba ứng
suất chính khác không

3σ
1σ

2σ

1σ1σ

1σ

2σ

1σ

2σ

TTƯS đơn: Hai trong ba ứng suất chính bằng không

 TTƯS phẳng: Một trong
ba ứng suất chính bằng
không
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3.2. TTƯS phẳng (1)

Mặt vuông góc với trục z là mặt chính có ứng suất
chính = 0 => Chỉ tồn tại các thành phần ứng suất
trong mặt phẳng xOy

σxτxy

σy

x

y

z

τyx

x

y

σx
τxy

σy

O

τyx
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3.2. TTƯS phẳng (2)

Qui ước dấu
Ứng suất pháp dương khi có chiều đi ra khỏi phân tố
Ứng suất tiếp có chiều dương khi đi vòng quanh
phân tố theo chiều kim đồng hồ

a) Định luật đối ứng của ứng suất tiếp

Ứng suất tiếp trên hai mặt bất kỳ vuông góc với nhau
có trị số bằng nhau, có chiều cùng đi vào cạnh chung
hoặc cùng đi ra khỏi cạnh chung. 

     TTƯS phẳng xác định bởi: σx ,σy, τxy

zM 0=∑ |τxy| = |τyx|
C τxy

τyx
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3.2. TTƯS phẳng (3)

b) Ứng suất trên mặt nghiêng (//z)
Mặt nghiêng có pháp tuyến u hợp
với phương ngang x góc α (α > 0:
từ x quay đến u theo chiều ngược
chiều kim đồng hồ)

dy ds
α x

y u

σy

σx

τxy
τyx

τuv

σu
y

z

y

x

σx

σy

σz

τxy

τxz

τyx
τyz

τzy

τzx

v
z

uy

σx

σy

τxy

τyx

σu

τuv
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Qui ước dấu：
α >0 - chiều ngược kim đồng hồ ；

0uF  = ⇒∑
2

2

cos cos sin

sin sin cos 0
u x xy

y yx

A A A

A A

σ σ α τ α α

σ α τ α α

− +

− + =

σu >0 - hướng ra
τ uv - thuận chiều kim đồng hồ

2
uv xy x

2
yx y

τ A- τ Acos α - σ Acosαsinα

+τ Asin α+σ Asinαcosα= 0

vF 0= ⇒∑

3.2. TTƯS phẳng (*)

σy

x

y

σxτxy

σy

O

u

σy

τyx

σx

v

u

α

Α

Acosα

A sinα

σu

τuv

α

τxy
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3.2. TTƯS phẳng (4)

TTƯS phẳng
x y x y

u xycos sin
σ σ σ σ

σ α τ α
+ −

= + −2 2
2 2

x y
uv xysin2 cos 2

2
σ σ

τ α τ α
−

= +

τyx

σyσx

σu

τuv

α

σy

σx

τxy



15(40)
July 2010

Tran Minh Tu - University of Civil Engineering 

3.2. TTƯS phẳng (5)

c) Ứng suất pháp cực trị là các ứng suất chính
• Ứng suất pháp cực trị khi:

• Các ứng suất chính (phương chính) xác định từ đk: 

a) Từ (1) và (2): 

uv 0   =>τ =

(1)

0   (d.p.c.m)α α≡

xyu

x y

2d 0   => tg2 =-
d

τσ α
α σ σ

=
−

xy
0

x y

2
tg2 =-

τ
α

σ σ−
(2)
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3.2. TTƯS phẳng (6)

Ứng suất pháp cực trị là các ứng suất chính

Hai phương chính vuông góc với nhau

0
01,02 0

0 90
α

α
α

⎧
= ⎨ +⎩

0

21
2

xy

x y

arctg
τ

α
σ σ

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟⎜ ⎟−⎝ ⎠

2
2

1,2(3) 2 2 xy

x y x y
max, min

σ σ σ σ
σ σ τ

+ −⎛ ⎞
= = ± +⎜ ⎟

⎝ ⎠

2
2 xy

x y

tg
τ

α
σ σ

= −
−

Hoặc:
1

max

xy

y

tg
τ

α
σ σ

=
−

2
min

xy

y

tg
τ

α
σ σ

=
−
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3.2. TTƯS phẳng (7)

d) Ứng suất tiếp cực trị: mặt có ứng suất tiếp
cực trị hợp với mặt chính góc 450

e) Bất biến của TTƯS phẳng: tổng các ứng suất
pháp trên hai mặt bất kỳ vuông góc với nhau tại
một điểm có giá trị không đổi

2
2

2
σ σ

τ τ
−⎛ ⎞

= ± +⎜ ⎟
⎝ ⎠

xy

x y
max,min

σ σ σ σ+ = + =x y u v const

x y 0
0

xy

d 0   => tg2 =  => = 45
d 2

−
= +

σ στ β β α
α τ
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3.3. Vòng tròn Mohr ứng suất (1)

Biết TTƯS tại một điểm => các thành phần ứng suất
trên mặt nghiêng, ứng suất chính, phương chính
theo công thức …: PHƯƠNG PHÁP GIẢI TÍCH
Bằng đồ thị => vòng tròn Mohr ứng suất

Pt đường tròn

Tâm bán kính

 -     cos2 sin 2
2 2

                     sin 2 cos2
2

x y x y
u xy

x y
uv xy

σ + σ σ − σ
σ = α − τ α

σ − σ
τ = α + τ α

(                    )2 (                              )2

(     )2 (                              )2

2 2
2 2 -  

2 2
x y x y

u uv xy

σ + σ σ − σ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
σ + τ = + τ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

,0
2

x yI
σ + σ⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

2
2

2
x y

xyR
σ − σ⎛ ⎞

= + τ⎜ ⎟
⎝ ⎠
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3.3. Vòng tròn Mohr ứng suất (2) –
Cách dựng vòng tròn Mohr

O
B AI

σ1

σx

σy

σ2

Mτxy

σu

τuv

α

u

σx

σy

σy

τxy

τyx

τyx

τxy

σx

α
u

σu

τuv

τmin

τmax

u1

u2

R

K

`
α01

α02

( ),y xyM σ τ

Điểm cực

TTƯS phẳng

,0
2

x yI
σ + σ⎛ ⎞

⎜ ⎟
⎝ ⎠

2
2

2
x y

xyR
σ − σ⎛ ⎞

= + τ⎜ ⎟
⎝ ⎠
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3.4. TTƯS phẳng đặc biệt (1)

F

z

y

x

C

c
y xx

z zy
x x c

Q SM y,
I I b

= =σ τ

Thanh chịu uốn ngang phẳng

τ zy

τyz

σ zσ z

TTƯS phẳng mà 1 trong 2 thành phần
ứng suất pháp σx, σy bằng 0 => ký hiệu
các thành phần ứng suất: σ và τ

σσ

τ

τ
ττ

σ

τ

σ

τ

I

σmaxσmin

max,min 3

2
2

1, 2 2
σ σ⎛ ⎞± + τ⎜ ⎟

⎝ ⎠
σ = σ =

2
21

ax
3

m 2 2
σ − σ σ⎛ ⎞= + τ⎜ ⎟

⎝ ⎠
τ =
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3.4. TTƯS phẳng đặc biệt (2)

M

C
τxyC

τyx

τxy

τyx

Thanh chịu xoắn

x yσ σ= = 0
z

xy
P

M
W

τ τ= =

τ
σ
σ

±=
⎩
⎨
⎧

min

max

τ

σmin σmax

TTƯS trượt thuần túy: 
trên các mặt của phân
tố chỉ có ứng suất tiếp
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3.5. TTƯS khối (1)

TTƯS khối có cả 3 thành phần ứng suất
chính σ1, σ2, σ3 ≠ 0
Ứng với mỗi cặp ứng suất (σ1, σ2), (σ1, σ3), 
(σ2, σ3) ta vẽ được 3 vòng tròn có tâm C1, C2, 
C3.
LTĐH đã chứng minh:

ứng suất trong mặt cắt nghiêng bất kỳ (không // 
với mặt chính nào) tương ứng với 1 điểm nằm
trong vùng gạch chéo
Các điểm nằm trên chu vi đường tròn C1(σ1, σ2), 
tương ứng với các thành phần ứng suất trên trên
mặt // với phương chính còn lại σ3
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3.5. TTƯS khối (2)

σ1

x

y

z

σ2

σ3

b

a σ

τ

1σ2σ3σ

C1C2 C3
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3.6. Quan hệ ứng suất – biến dạng (1)

1. Trạng thái ứng suất đơn

E
x

x
σ

ε = xy E
σμε −= xz E

σμε −=

2. Trạng thái ứng suất trượt thuần túy

G
xy

xy

τ
γ = 0≈= zxyz γγ

x

y

z

σx

x

y

z

τx y
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3.6. Quan hệ ứng suất – biến dạng (2)

( )[ ]zyx

zyx
x

E
     

EEE

σσμσ

σ
μ

σ
μσε

+−=

−−=

1

σy

x

y

z

σz
τxy

σx

3. Trạng thái ứng suất tổng quát

- Theo nguyên lý cộng tác dụng

- Gt: biến dạng dài chỉ sinh ra ứng
suất pháp, biến dạng góc làm phát
sinh ứng suất tiếp
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3.6. Quan hệ ứng suất – biến dạng (3) 

a. Quan hệ ứng suất pháp – biến dạng dài

b. Quan hệ ứng suất tiếp – biến dạng góc

với E, μ, G là mô đun đàn hồi kéo (nén), hệ số
Poisson, mô đun đàn hồi trượt, liên hệ với nhau
bởi công thức:

( )1
x x y zE

ε σ μ σ σ⎡ ⎤= − +⎣ ⎦

( )1
y y x zE

ε σ μ σ σ⎡ ⎤= − +⎣ ⎦

( )1
z z x yE

ε σ μ σ σ⎡ ⎤= − +⎣ ⎦

xy
xy G

τ
γ = xz

xz G
τγ = yz

yz G
τ

γ =

( )2 1
EG

μ
=

+

( )[ ]1322
1 σσμσε +−=
E

( )[ ]1233
1 σσμσε +−=
E

( )[ ]3211
1 σσμσε +−=
E
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3.6. Quan hệ ứng suất – biến dạng (3)

Trạng thái ứng suất phẳng:
1

x x yE
ε σ μσ⎡ ⎤= −⎣ ⎦

1
y y xE

ε σ μσ⎡ ⎤= −⎣ ⎦

[ ]1 1 2
1
E

ε σ μσ= −

[ ]2 2 1
1
E

ε σ μσ= −

xy
xy G

τ
γ =
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3.6. Quan hệ ứng suất – biến dạng (4)

c. Quan hệ ứng suất pháp – biến dạng thể tích

σ1

σ3

σ2

a1

a2

a 3

321 aaaV =

)(a)(a)(aV 3322111 111 εεε +++=

321
1 εεεθ ++=

−
=

V
VV

x y z( ) ( )
E E

μ μθ σ σ σ σ σ σ− −
= + + = + +1 2 3

1 2 1 2
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3.6. Quan hệ ứng suất – biến dạng (5)

3. Thế năng biến dạng đàn hồi

σ2

σ3

σ1

u u uσ τ σε τγ= + = +
1 1
2 2

Xét phân tố chính: τ=0 =>

332211 2
1

2
1

2
1 εσεσεσ ++=u

( )[ ]312321
2
3

2
2

2
1 2

2
1

σσσσσσμσσσ ++−++=
E
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3.6. Quan hệ ứng suất – biến dạng (6)

σ2

σ3

σ1

a
c

σ3 -σtb

σ1-σtb

σ2-σtb

σtb

b

σtb

σtb

=

Biến dạng => thay đổi
Hình dạng

Thể tích

Thay đổi

thể tích - utt
Thay đổi

hình dạng - uhd

tb ( )σ σ σ σ= + +1 2 3
1
3

0θ =
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3.6. Quan hệ ứng suất – biến dạng (7)

hd ttu u u+=

ttu
E

μ σ σ σ−
= + + 2

1 2 3
1 2 ( )

6

( ) ( ) ( )hdu
E
μ σ σ σ σ σ σ+ ⎡ ⎤= − + − + −⎣ ⎦

2 2 2
1 2 2 3 3 1

1
6

TNBDĐH riêng u
TNBĐ hình dạng uhd

TNBĐ thể tích utt
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3.7. Các thuyết bền (1)

A. Khái niệm về các thuyết bền

- TTƯS đơn (kéo – nén đúng tâm): 
điều kiện bền:

P
M

- TTƯS trượt thuần túy:

[ ] 0
max

k

k n
≤ =

σ
σ σ [ ] 0

min

n

n n
≤ =

σ
σ σ

[ ] 0
max n

≤ =
τ

τ τ

- Giá trị các ứng suất cho phép xác
định theo ứng suất nguy hiểm => từ
thực nghiệm
TTƯS phức tạp: cần phải thực nghiệm để xác định những ứng
suất nguy hiểm cho TTƯS tương ứng => không thực hiện được

???
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3.7. Các thuyết bền (2)

Lý do:
Số lượng thí nghiệm lớn (để đáp ứng được các tỉ lệ giữa các
ứng suất chính có thể xảy ra trong thực tế)
Kỹ thuật thí nghiệm chưa thực hiện được

Không tiến hành thực nghiệm được => 
Không biết nguyên nhân gây ra sự phá hoại
vật liệu => Giả thiết
Thuyết bền: Các giả thiết về nguyên nhân
gây ra sự phá hoại vật liệu
Các nguyên nhân có thể: ứng suất, biến
dạng, thế năng biến dạng đàn hồi,…
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3.7. Các thuyết bền (3)

B. Các thuyết bền
a. Thuyết bền 1 - Thuyết bền ứng suất

pháp lớn nhất
• Nguyên nhân vật liệu bị phá hoại là do ứng suất

pháp lớn nhất của phân tố ở TTƯS phức tạp đạt
tới ứng suất pháp nguy hiểm của phân tố ở 
TTƯS đơn

• Điều kiện bền

• Hạn chế: Chỉ phù hợp với vật liệu dòn, và TTƯS đơn

[ ]1 1t k
σ σ σ= ≤ [ ]1 3t n

σ σ σ= ≤
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3.7. Các thuyết bền (4)

b. Thuyết bền 2 - Thuyết bền biến dạng dài
tương đối lớn nhất (Mariotte)

• Nguyên nhân vật liệu bị phá hoại là do biến
dạng dài tương đối lớn nhất của phân tố ở TTƯS 
phức tạp đạt tới biến dạng dài tương đối ở trạng
thái nguy hiểm của phân tố ở TTƯS đơn

• Điều kiện bền:

• Chỉ phù hợp với vật liệu dòn

( ) [ ]2 1 2 3t k
σ σ μ σ σ σ= − + ≤

( ) [ ]2 3 1 2t n
σ σ μ σ σ σ= − + ≤
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3.7. Các thuyết bền (5)

c. Thuyết bền 3 - Thuyết bền ứng suất
tiếp lớn nhất (Tresca-Saint Venant)

• Nguyên nhân vật liệu bị phá hoại là do ứng suất
tiếp lớn nhất của phân tố ở TTƯS phức tạp đạt
tới ứng suất tiếp nguy hiểm của phân tố ở TTƯS 
đơn

• Điều kiện bền:

• Phù hợp với vật liệu dẻo. Thường sử dụng trong
ngành cơ khí

[ ]3 1 3t = − ≤σ σ σ σ
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3.7. Các thuyết bền (6)

d. Thuyết bền 4 - Thuyết bền thế năng biến đổi
hình dáng cực đại (Huber – Von Mises)

• Nguyên nhân vật liệu bị phá hoại là do thế năng
biến đổi hình dáng của phân tố ở TTƯS phức
tạp đạt tới thế năng biến đổi hình dáng ở trạng
thái nguy hiểm nguy hiểm của phân tố ở TTƯS 
đơn

• Điều kiện bền:

• Phù hợp với vật liệu dẻo. Sử dụng trong ngành
kỹ thuật xây dựng và cơ khí chế tạo.

[ ]2 2 2
4 1 2 3 1 2 1 3 2 3t k

σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ σ= + + − − − ≤
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3.7. Các thuyết bền (7)

e. Thuyết bền 5 - Thuyết bền Mohr
• Dựa vào kết quả thí nghiệm => Vẽ vòng tròn
ứng suất giới hạn => Vẽ đường bao => Xác định
miền an toàn của vật liệu

• Điều kiện bền:

• Chỉ phù hợp vật liệu giòn

 阿托•莫尔(O.Mohr),1835～1918

[ ]
[ ] [ ]5 1 3

k
t k

n

σ
σ σ σ σ

σ
= − ≤ [σ] n

σu

uvτ

[σ ]kO2
O3 O1
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4. Câu hỏi???
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Chương 4. Đặc trưng hình học của mặt cắt ngang

4.1. Khái niệm chung
4.2. Mômen tĩnh và các mô men quán tính
4.3. Mô men quán tính một số hình đơn giản
4.4. Công thức chuyển trục song song
4.5. Ví dụ
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4.1. Khái niệm chung

• Kéo – nén đúng tâm:

ứng suất, biến dạng phụ thuộc vào
diện tích mặt cắt ngang

• Thanh tiết diện chữ nhật

khả năng chịu lực theo hai phương x, 
y khác nhau

• Khả năng chịu lực của thanh phụ
thuộc vào diện tích, hình dáng, cách
sắp xếp, …của mặt cắt ngang

• Các đại lượng phụ thuộc vào hình
dạng, kích thước của mặt cắt ngang
- đặc trưng hình học của mặt cắt
ngang

F

y

x
z

y

x
z

F
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4.1. Khái niệm chung

Hình dạng các mặt cắt ngang

KKííchch thưthướớcc, , hhììnhnh ddạạngng??
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4.2. Mômen tĩnh và các mô men quán tính

• Hình phẳng, diện tích A 
trong hệ trục Oxy. Phân
tố diện tích dA(x,y)

1. Mô men tĩnh của diện
tích A đối với trục Ox, 
Oy:

• Thứ nguyên của mô men 
tĩnh là [chiều dài3], giá trị
của nó có thể là dương, 
bằng 0, hoặc âm.

( )
x

A

S ydA= ∫
( )

y
A

S xdA= ∫
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Trục trung tâm: trục có mô
men tĩnh của diện tích A 
đối với nó bằng 0.
Trọng tâm: Giao điểm của
hai trục trung tâm => mô
men tĩnh của hình phẳng
đối với trục đi qua trọng
tâm bằng 0
Cách xác định trọng tâm C 
(xC, yC) của hình phẳng:

y
C

S
x

A
= x

C
Sy
A

=

xC

yC C

4.2. Mômen tĩnh và các mô men quán tính
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xC

yC

x

y

C

dA

x0 x0

y0

y0

0 Cx x x= +

0 Cy y y= +

( )0x C
A A

S ydA y y dA= = +∫ ∫

0x C C
A A

S y dA y dA y A⇒ = + =∫ ∫

x
C

Sy
A

⇒ =

4.2. Mômen tĩnh và các mô men quán tính

y
C

S
x

A
= x

C
Sy
A

=

Giả sử C(xC, yC) là trọng tâm mặt cắt ngang

dA(x,y) trong hệ toạ độ xy
x0, y0 - hệ trục đi qua C

dA(x0,y0) trong hệ toạ độ x0y0

Bài toán xác định trọng tâm

Ta có:
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Cách xác định trọng tâm của
hình ghép từ nhiều hình đơn
giản

• Hình đơn giản: toạ độ trọng tâm dễ xác
định

• Chọn hệ trục ban đầu Oxy, biểu diễn
kích thước và toạ độ trọng tâm
C(xC, yC) trong hệ trục này

• Nếu mặt cắt ngang A ghép từ nhiều
hình đơn giản có diện tích Ai với tọa độ
trọng tâm mỗi hình đơn giản là
Ci( xCi,yCi) trong hệ toạ độ ban đầu, thì:

1

1

n

Ci i
y i

C n

i
i

x AS
x

A A

=

=

= =
∑

∑

1

1

n

Ci i
x i

C n

i
i

y A
Sy
A A

=

=

= =
∑

∑

x

y

C1

C2

C3

xC1

yC1

4.2. Mômen tĩnh và các mô men quán tính
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Chú ý
Chọn hệ trục toạ độ ban đầu hợp lý: Nếu hình có trục
đối xứng thì chọn trục đối xứng làm một trục của hệ
trục tọa độ ban đầu, trục còn lại đi qua trọng tâm của
càng nhiều hình đơn giản càng tốt.
Nếu hình bị khoét thì diện tích bị khoét mang giá trị
âm.

4.2. Mômen tĩnh và các mô men quán tính
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2. Mô men quán tính của mặt
cắt ngang A đối với trục x, y

• Thứ nguyên của mô men 
quán tính là [chiều dài4], giá
trị của nó luôn luôn dương

3. Mô men  quán tính độc cực

2

( )
x

A

I y dA= ∫ 2

( )
y

A

I x dA= ∫

2

( )
p x y

A

I dA I Iρ= = +∫
• Thứ nguyên của mô men quán tính độc cực là [chiều
dài4], giá trị của nó luôn luôn dương

4.2. Mômen tĩnh và các mô men quán tính
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4. Mô men quán tính ly tâm

Thứ nguyên của mô men quán tính
ly tâm là [chiều dài4], giá trị của
nó có thể là dương, bằng 0, 
hoặc âm.

Hệ trục quán tính chính trung tâm của diện tích mặt cắt
ngang: là hệ trục quán tính chính, có gốc tọa độ trùng với
trọng tâm mặt cắt ngang.

Hệ trục quán tính chính của diện tích mặt cắt ngang: là
hệ trục mà mô men quán tính ly tâm của diện tích mặt cắt
ngang đối với nó bằng 0.

( )
xy

A

I xydA= ∫

4.2. Mômen tĩnh và các mô men quán tính



(13)25
July 2010

Tran Minh Tu - University of Civil Engineering 

Tính chất:
Nếu mặt cắt có 1 trục đối xứng thì bất cứ trục nào
vuông góc với trục đối xứng đó cũng lập với nó một
hệ trục quán tính chính

Nếu hình ghép:

( ) 0xy
A A

I xydA xy dA= + − =∫ ∫

1=

=∑
n

i
y y

i

I I
1=

=∑
n

i
x x

i

I I
1=

=∑
n

i
xy xy

i
I I

4.2. Mômen tĩnh và các mô men quán tính
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4.3. Mô men quán tính một số hình đơn giản

Hình chữ nhật

Hình tròn

Hình tam giác

3

12x
bhI =

3

12y
hbI =

4 4
40,1

2 32p
R DI Dπ π

= =

4 4
40,05

4 64x y
R DI I Dπ π

= = =

3

12x
bhI =

h

b

x

y

D

x

y

b
h

x
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4.4. Công thức chuyển trục song song

Mặt cắt ngang ngang A trong
hệ trục ban đầu Oxy có các
đặc trưng hình học mặt cắt
ngang là Sx, Sy, Ix, Iy, Ixy.
Hệ trục mới O'uv có O'u//Ox, 
O'v//Oy và:

Các đặc trưng hình học mặt
cắt ngang A trong hệ trục O'uv
là:

u x b= + v y a= + x

y

A

O

u

v

a>0

b>0

dA

x

u

y
v

.u xS S a A= +

.v yS S b A= +

22u x xI I aS a A= + +
22v y yI I bS b A= + +

uv xy y xI I aS bS abA= + + +



(16)25
July 2010

Tran Minh Tu - University of Civil Engineering 

4.4. Công thức chuyển trục song song

Nếu O đi qua trọng tâm C:

2
u xI I a A= +

2
v yI I b A= +

uv xyI I abA= +

C C
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4.5. Công thức xoay trục

- Trong nhiều trường hợp, cần xác định các đặc trưng hình
học mặt cắt ngang trong hệ trục toạ độ xoay một góc nào đó
so với hệ trục ban đầu
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4.5. Công thức xoay trục

- Mặt cắt ngang ngang A trong hệ trục
ban đầu Oxy có các đặc trưng hình
học mặt cắt ngang là Sx, Sy, Ix, Iy, Ixy. 

- Hệ trục mới O'uv xoay góc q ngược
chiều kim đồng hồ u

x

y

v

 
 

u x cos y sin
v x sin y cos

θ θ
θ θ

= +
= − +

- Các đặc trưng hình học
mặt cắt ngang trong hệ trục
mới O'uv là Su, Sv, Iu, Iv, Iuv

x y x y
u xy

x y x y
v xy

x y
uv xy

I I I I
I cos I sin

I I I I
I cos I sin

I I
I sin I cos

θ θ

θ θ

θ θ

+ −
= + −

+ −
= − +

−
= +

2 2
2 2

2 2
2 2

2 2
2
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4.5. Công thức xoay trục

- Hệ trục quán tính chính có Iuv=0 => Vị
trí của hệ trục quán tính chính xác định
bởi góc q0:

xy

y x

I
tan

I I
θ = −

−0

2
2

- Các mô men quán tính đối với hệ trục
quán tính chính :

- Tương quan giữa Iu, Iuv và Ix, 
Iy, Ixy tương tự như tương quan
giữa su, tuv và sx, sy, txy

Vòng tròn Mohr quán tính

2
2

2 2 xy

x y x y
max, min

I I I I
I I

+ −⎛ ⎞
= ± +⎜ ⎟

⎝ ⎠
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4.6. Bài tập – Ví dụ 4.6.1

Ví dụ 4.6.1. Cho mặt cắt ngang có
hình dạng và kích thước như hình
vẽ.Xác định các mô men quán tính
chính trung tâm của mặt cắt ngang

Giải: Chọn hệ trục toạ độ ban đầu
x0y0 như hình vẽ. Chia mặt cắt ngang
làm hai hình đơn giản và1 2

1

2

x0

y0

1. Xác định toạ độ trọng tâm, ta có:

- xC=0 (y0 - trục đối xứng)

yC1 = 50 mm; yC2 = 20 mm

mmCi i C C
C

i

y A y A y Ay
A A A

+
= = =

+
∑
∑

1 1 2 2

1 2

38
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Ví dụ 4.6.1

1

2

x0

y0

( ) ( )
( ) ( )

-9 4mm   868 10 m

x x x

x

I I I b h A a b h A a

I

= + = + + +

= × + × + × + ×

= × = ×

1 2 3 2 3 21 1
1 1 1 1 2 2 2 212 12

3 2 3 21 1
12 12

3 4

90 20 1800 12 30 40 1200 18

868 10

- Dựng hệ trục quán tính chính trung tâm Cxy

- Các mô men quán tính chính trung tâm:

( ) ( )
-9 4mm   1305 10 m

y y y

y

I I I h b h b

I

= + = +

= × + ×

= × = ×

1 2 3 31 1
1 1 2 212 12

3 31 1
12 12

3 4

20 90 40 30

1305 10
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Ví dụ 4.6.2

Ví dụ 4.6.2. Cho hình phẳng có hình
dạng và kích thước như hình vẽ. Xác
định các mô men quán tính chính trung
tâm của hình phẳng

Giải: Chọn hệ trục toạ độ ban đầu x0y0
như hình vẽ. Chia hình phẳng làm hai
hình đơn giản và1 2

1

21
2

+
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Ví dụ 4.6.2

Ta có:  
1. Xác định toạ độ trọng tâm:

i= Xi [m] yi [m] Ai [m2] xiAi [m2]

1 0,5

2,0

242,0

0,5 2
6

4
6

2

yiAi [m2]

8

1
9∑

1

2

Ci i
C

i

x A
x ( m )

A
= = =∑
∑

6 1
6

Ci i
C

i

y A
y , ( m )

A
= = =∑
∑

9 1 5
6

2. Qua C, dựng hệ trục quán tính trung tâm Cxy:
C

y

x

1.5m

3. Các mô men quán tính đối với hệ trục quán tính
trung tâm Cxy:

a1= - 0,5m; b1=0,5m; a2=1m; b2= - 1m
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Ví dụ 4.6.2

1

2

          

x

y

.A I , . , ( m )

.I , . , ( m )

⇒ = +

= +

3
1 2 4

1

3
1 2 4

1 4 0 5 4 6 33
12
4 1 0 5 4 1 33
12

         

x

y

.A I . , ( m )

.I . , ( m )

⇒ = +

= +

3
2 2 4

2

3
2 2 4

2 1 1 2 2 17
12

1 2 1 2 2 67
12

x x x

4. Các mô men quán tính đối với hệ trục quán tính
chính trung tâm Cuv:

I I I , , , ( m )= + = + =1 2 46 33 2 17 8 5

y y yI I I , , ( m )= + = + =1 2 41 33 2 67 4

xy xy xyI I I a b A a b A ( m )= + = + + = −1 2 4
1 1 1 2 2 20 3
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Ví dụ 4.6.2
4. Các mô men quán tính đối với hệ trục quán tính chính trung tâm Cuv:

2
2 4

1 10( )
2 2 xy

x y x yI I I I
I I m

+ −⎛ ⎞
= + + =⎜ ⎟

⎝ ⎠

2
2 4

2 2,5( )
2 2 xy

x y x yI I I I
I I m

+ −⎛ ⎞
= − + = −⎜ ⎟

⎝ ⎠

5. Góc xác định hệ trục quán tính chính trung tâm Cuv:

xy

y x

I
tan ,

I I
θ = − =

−0

2
2 1 333

    

'

'

α
α α

=
= + =

0
1

0 0
2 1

26 34
90 116 34

1

2

C

y

x

1.5m

v

u

α1
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4. Câu hỏi???
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NỘI DUNG

5.1. Khái niệm chung
5.2. Ứng suất trên mặt cắt ngang
5.3. Biến dạng của thanh tròn chịu xoắn
5.4. Điều kiện bền
5.5. Điều kiện cứng
5.6. Thế năng biến dạng đàn hồi
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Ví dụ thanh chịu xoắn
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Ví dụ thanh chịu xoắn
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5.1. Khái niệm chung (1)

1. Định nghĩa
Thanh chịu xoắn thuần túy
là thanh mà trên các mặt
cắt ngang của nó chỉ có
một thành phần ứng lực là
mô men xoắn Mz nằm
trong mặt phẳng vuông
góc với trục thanh.
Ví dụ: Các trục truyền động, các
thanh trong kết cấu không gian,…

Ngoại lực gây xoắn: mô
men tập trung, mô men 
phân bố, ngẫu lực trong
mặt cắt ngang
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5.1. Khái niệm chung (2)

y

x

z

F

A

B C
Q1

Q2

1T 1t 2T
t2

Ví dụ thanh chịu xoắn



8(34)
July 2010

Tran Minh Tu - University of Civil Engineering 

5.1. Khái niệm chung (3)

Qui ước dấu của Mz
Nhìn từ bên ngoài vào mặt cắt
ngang, nếu Mz có chiều thuận
chiều kim đồng hồ thì nó mang
dấu dương và ngược lại. 
Xác định mô men xoắn
nội lực trên mặt cắt
ngang – PHƯƠNG PHÁP  
MẶT CẮT
Mz nội lực trên mặt cắt ngang
bằng tổng mô men quay đối với
trục thanh của những ngoại lực
ở về một bên mặt cắt
Ví dụ

zM >  0

0zM =∑ Mz =

2. Biểu đồ mô men xoắn nội lực
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5.2. Ứng suất trên mặt cắt ngang (1)

1. Thí nghiệm
Vạch trên bề mặt ngoài

- Hệ những đường thẳng
// trục thanh
- Hệ những đường tròn
vuông góc với trục thanh
- Các bán kính

QUAN SÁT
- Các đường // trục thanh
=> nghiêng đều góc γ so 
với phương ban đầu
- Các đường tròn vuông
góc với trục thanh => 
vuông góc, khoảng cách
2 đường tròn kề nhau
không đổi
- Các bk trên bề mặt
thanh vẫn thẳng và có độ
dài không đổi γ
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5.2. Ứng suất trên mặt cắt ngang (2)

GIẢ THIẾT
Gt1 – Gt mặt cắt ngang phẳng: mặt cắt ngang

trước biến dạng là phẳng và vuông góc với
trục thanh thì sau biến dạng vẫn phẳng và
vuông góc với trục. Khoảng cách giữa 2 mặt
cắt ngang là không đổi.

Gt2 – Gt về các bán kính: Các bán kính trước
và sau biến dạng vẫn thẳng và có độ dài
không đổi.

Vật liệu làm việc tuân theo định luật Hooke
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Thanh tròn chịu xoắn
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5.2. Ứng suất trên mặt cắt ngang (3)

2. Công thức tính ứng suất
Từ gt1 => εz=0 =>σz=0
Từ gt2 => εx=εy=0 => σx=σy=0
Trên mặt cắt ngang chỉ có ứng
suất tiếp
Ứng suất tiếp có phương vuông góc
với bán kính, chiều cùng chiều mô
men xoắn nội lực

= ???dA

d
αρ

ρd

τρ
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5.2. Ứng suất trên mặt cắt ngang (4)

Tìm ứng suất tiếp tại điểm
trên mặt cắt ngang cách tâm
khoảng ρ với Mz nội lực đã
biết
- Xét hai mặt cắt ngang cách
nhau vi phân chiều dài dz.

τρ

dz

ρ

dz
γ dϕ

A B

O
a b

c



14(34)
July 2010

Tran Minh Tu - University of Civil Engineering 

5.2. Ứng suất trên mặt cắt ngang (5)

Trước biến dạng :
ab//Oz; Ob = ρ
Chịu xoắn: ab => ac
dϕ - góc xoắn tương đối
giữa hai mặt cắt ngang
cách nhau dz
γρ- góc trượt (biến dạng
góc) của thớ cách trục
thanh khoảng ρ

- góc xoắn tỉ đối

ρ

dzA B

O
a b

c

=
d
dz
ϕθ

γρ

dϕ

bc dtg
ab dz

ρ ϕγ γ≈ = =
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5.2. Ứng suất trên mặt cắt ngang (6)

Theo định luật Hooke

Mặt khác

dG G
dzρ
ϕτ γ= =

2
z p

A A

d dM dA G dA G I
dz dzρ
ϕ ϕτ ρ ρ= = =∫ ∫

z

p

Md
dz GI
ϕθ = =

z

p

M
Iρτ ρ= ρ – toạ độ điểm tính ứng suất

Ip – mô men quán tính độc
cực của mặt cắt ngang

Mz – mô men xoắn nội lực

zM

ρ
maxτ

τ

ρ
K

O
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5.2. Ứng suất trên mặt cắt ngang (7)

Biến thiên của ứng suất tiếp theo
khoảng cách ρ là bậc nhất => 
Biểu đồ ứng suất tiếp
Những điểm nằm trên cùng
đường tròn thì có ứng suất tiếp
như nhau.
Ứng suất tiếp cực đại trên chu vi 
mặt cắt ngang

Wp =Ip/R là mô men chống xoắn
của mặt cắt ngang

ax .
W

z z
m

p p

M MR
I

τ = =

( )
4

3W / / 2 0,2
32p
D D D=

π

( )3 4W 0,2 1p D −η
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5.3. Biến dạng của thanh tròn (1)

Đã có:

Góc xoắn (góc xoay) tương
đối giữa hai mặt cắt ngang A 
và B L

γ

ϕ

A B

O
a b

c

[ ]
0

    
A L

z z
AB

p pB

M dz M dz rad
GI GI

ϕ = =∫ ∫

G – mô-đun đàn hồi khi trượt của vật liệu

GIp – là độ cứng chống xoắn của mặt cắt ngang

z

p

Md
dz GI
ϕθ = =
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5.3. Biến dạng của thanh tròn (2)

Khi trên đoạn AB chiều dài L có

z
AB

p

M L
GI

ϕ =

Khi đoạn AB gồm n đoạn, trên mỗi đoạn
thứ i có chiều dài li : 

constz

p i

M
GI

⎛ ⎞
=⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
1

n
z

AB i
i p i

M l
GI

ϕ
=

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑

z

p

M const
GI

=
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Bài tập - Ví dụ 5.1

Cho trục tròn có diện tích
mặt cắt ngang thay đổi
chịu tác dụng của mô
men xoắn ngoại lực như
hình vẽ

1. Vẽ biểu đồ mô men xoắn nội
lực

2. Xác định trị số ứng suất tiếp
lớn nhất

3. Tính góc xoắn của mặt cắt
ngang D
Biết M=5kNm; a=1m; 
D=10cm; G=8.103 kN/cm2

2a

B

a

C D

D

M 3M

2D
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Bài tập - Ví dụ 5.1

1. Biểu đồ mô men xoắn
Đoạn CD 

Đoạn BC

2a

B

a

C D

D

M 3M

2D

D

3MM CD
z

z1

C D

D

M 3M

z2 a

M BC
z

Mz
kNm

15
10

( )10 ≤ ≤z a

3CD
zM M=

2BC
zM M=

( )20 2≤ ≤z a
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Ví dụ 5.1

2. Trị số ứng suất tiếp lớn nhất

3. Góc xoắn tại D

2a

B

a

C D

D

M 3M

2D

Mz
kNm

15
10

2
2

3 3

15 10 7,5( / )
0,2 0,2 10

CD
z

CD
M kN cm

D
×

= = =
×

τ

( )

2
2

3 3

10 10 0,625( / )
0,2 200,2 2

BC
z

BC
M kN cm

D
τ ×

= = =
×

D BC CD= +ϕ ϕ ϕ
2CD BC

z z
D CD BC

p p

M a M a
GI GI

ϕ × ×
= +

2 2 2 2

3 4 3 4

15 10 10 10 10 2 10 0,02( )
8 10 0,1 10 8 10 0,1 20D rad× × × × ×

= + =
× × × × × ×

ϕ
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(*)Phân tích trạng thái ứng suất

• Các phân tố với các mặt song song và
vuông góc với trục chỉ chịu trượt thuần
túy. ứng suất pháp và ứng suất tiếp hoặc
đồng thời cả hai có thể tồn tại trên các
mặt

• Phân tố a chỉ chịu trượt thuần túy.  

• Phân tố chịu ứng suất kéo trên hai mặt
và chịu ứng suất nén trên hai mặt

( )

max
0

0max
45

0max0max

2
2

245cos2

o ττσ

ττ

===

==

A
A

A
F

AAF

• Xét phân tố nghiêng góc 450 so với trục,
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(**)Phân tích trạng thái ứng suất

• Vật liệu dẻo, độ bền trượt kém
thường bị phá hủy do cắt. Vật
liệu dòn chịu kéo kém hơn chịu
cắt.

• Khi chịu xoắn, mẫu vật liệu dẻo
bi phá hủy tại mặt cắt có ứng
suất tiếp lớn nhất – mặt cắt
ngang.

• Khi chịu xoắn, mẫu vật liệu dòn
bị phá hủy theo phương có biến
dạng kéo lớn nhất – phương xiên
góc 450 so với trục
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5.4. Điều kiện bền - Điều kiện cứng

1. Điều kiện bền

2. Điều kiện cứng

[ ]ax
pW
z

m

M
max maxτ τ= ≤

[ ] 0

n
ττ = - nếu dùng thực nghiệm tìm τ0

[ ] [ ]
2
σ

τ = - nếu dùng thuyết bền 3

[ ] [ ]
3

σ
τ = - nếu dùng thuyết bền 4

[ ] ( )ax

ax

   /z
m

p m

M rad m
GI

θ θ
⎛ ⎞

= ≤⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

Nếu [θ] cho bằng độ/m => đổi ra rad/m
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5.4. Điều kiện bền - Điều kiện cứng

3. Ba bài toán cơ bản: 
a) Bài toán 1: Kiểm tra điều kiện bền (hoặc điều kiện

cứng)

b) Bài toán 2: Chọn kích thước thanh theo điều kiện
bền (hoặc điều kiện cứng)

c) Bài toán 3: Xác định giá trị cho phép của tải trọng
tác dụng (là giá trị lớn nhất của tải trọng đặt lên hệ
mà thanh vẫn đảm bảo điều kiện bền hoặc điều kiện
cứng)

[ ]ax
pW
z

m

M
τ τ= ≤

[ ]pW zM
τ

≥

[ ]pW .zM τ≤



26(34)
July 2010

Tran Minh Tu - University of Civil Engineering 

5.5. Bài toán siêu tĩnh

Bài toán siêu tĩnh
Là bài toán mà nếu chỉ dùng các phương trình cân
bằng tĩnh học thì ta không thể xác định hết các phản
lực, cũng như các thành phần nội lực trong thanh.
Phương pháp giải: Viết thêm phương trình bổ sung 
– phương trình biểu diễn điều kiện biến dạng
Ví dụ: Vẽ biểu đồ mô men xoắn nội lực

A

M

B2d d

a 2a

D
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5.5. Bài toán siêu tĩnh

Giả sử phản lực tại ngàm MA, 
MD có chiều như hình vẽ.
Ta có: MA + MD = M (1)
Điều kiện biến dạng

ϕAD = 0 (2)

d

a 2a

D

M MA D

A

M

B2d

D

M DM

z

z
CD

2AB BD
z z

AD AB BD AB BD
p p

M a M a
GI GI

= + = +ϕ ϕ ϕ

BD
z DM M=
AB
z DM M M= −

( )
( )4 4

2 0
0,10,1 2

D D
AD

M M a M a
G dG d

−
= + =

× ×× ×
ϕ

1 32;       
33 33D AM M M M= =

Mz

M/33

32M/33
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5.6. Thế năng biến dạng đàn hồi

TNBD đàn hồi riêng do ứng suất tiếp:
2

21 1
2 2 2

u G
G

τγ τ γ= = =

2 2

2
02 2

L
z

p

MU u dV dV dz
G GI

τ
= = =∫ ∫ ∫

TNBD đàn hồi của thanh chịu xoắn: 

2

2
z

p

M LU
GI

=

Khi z

p

M const
GI

=
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5.7. Xoắn thanh tiết diện chữ nhật (1)

• Ở tâm và ở các góc ứng suất tiếp bằng
0, ở phía ngoài ứng suất hướng theo
chu tuyến. Biểu đồ ứng suất tiếp dọc
theo chu tuyến như hình vẽ. Ứng suất
tiếp lớn nhất tại điểm giữa cạnh dài...

• Bài toán xoắn thanh tiết diện chữ nhật: 
giải theo LÝ THUYẾT ĐÀN HỒI.

b

a

1τ

maxτ

• Khi biến dạng, giả thiết mặt cắt ngang
phẳng không còn đúng: bị vặn, xoắn..

ax 2
0W
z z

m
x

M M
ab

τ
α

= =

1 maxτ γτ= 3
0

z z

x

M M
GI Gab

θ
β

= =• Góc xoắn
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5.7. Xoắn thanh tiết diện chữ nhật (2)

• Các hệ số α, β, γ phụ thuộc vào tỉ số a/b (a >>b)

a/b 1 2 3 4 6 8 10 ∞

α 0,203 0,246 0,267 0,282 0,299 0,307 0,313 0,333

β 0,141 0,299 0,263 0,281 0,299 0.307 0,313 0,333

γ 1,000 0,795 0,753 0,745 0,743 0,742 0,742 0,742

• Khi tỉ số a/b lớn thì các hệ số α, β, γ =1/3=0,333
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Ôn tập

Kéo (nén) đúng tâm Xoắn thuần túy
Nội lực Nz Mz

Ứng suất

Phân bố
ứng suất

z
z

N
A

σ = z

p

M
I

τ ρ=

z constσ =
max

z

p

M
W

τ =
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Ôn tập

Kéo (nén) đúng tâm Xoắn thuần túy
Định luật

Hooke

Biến dạng

Biến dạng

z zEσ ε= Gτ γ=

0

L
z zN dz N L

L
EA EA

⎛ ⎞Δ = = ⎜ ⎟
⎝ ⎠∫

0

L
z z

p p

M dz M L
GI GI

ϕ
⎛ ⎞

= = ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫

( )1 1

n n
zi i

i
i i i

N L
L L

EA= =

Δ = Δ =∑ ∑ ( )1 1

n n
zi i

i
i i p i

M L
GI

ϕ ϕ
= =

= =∑ ∑
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Câu hỏi ???
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NỘI DUNG

6.1. Khái niệm chung
6.2. Uốn thuần túy thanh thẳng
6.3. Uốn ngang phẳng thanh thẳng

SB1 – nghiên cứu ứng suất, biến dạng, 
chuyển vị trong thanh dưới tác dụng của

các trường hợp chịu lực cơ bản

Chương 2; 
Kéo (nén) 
đúng tâm

Chương 5: 
Xoắn

UỐN
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6.1. Khái niệm chung (1)

Thanh chịu uốn: khi có tác dụng của ngoại lực trục
thanh thay đổi độ cong
Dầm: thanh chịu uốn



5(68)
July 2010

Tran Minh Tu - University of Civil Engineering 

6.1. Khái niệm chung (2)

Mặt phẳng tải trọng: mặt phẳng chứa tải trọng và trục thanh
Mặt phẳng quán tính chính trung tâm: mặt phẳng chứa trục
thanh và 1 trục quán tính chính trung tâm của mặt cắt ngang.
Giới hạn nghiên cứu: Dầm với mặt cắt ngang có ít nhất 1 trục
đối xứng (chữ I, T, chữ nhật, tròn,…); mặt phẳng tải trọng trùng
mặt phẳng đối xứng của dầm => Uốn phẳng
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6.1. Khái niệm chung (3)

Phân loại uốn phẳng
Uốn thuần túy phẳng
Uốn ngang phẳng

Ví dụ: thanh chịu uốn
phẳng

Trên đoạn BC: Mx≠0, Qy=0
=> Uốn thuần túy phẳng

Trên đoạn AB,CD: Mx≠0, 
Qy≠0

=> Uốn ngang phẳng

 F

F

FaFa

M x

Q y

F F

z

V VA D= F = F
a b a

B C DA
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6.2. Uốn thuần túy phẳng (1)

Uốn thuần túy phẳng
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6.2. Uốn thuần túy phẳng (2)

1. Định nghĩa: Thanh gọi là chịu uốn thuần tuý nếu
trên các mặt cắt ngang của nó chỉ tồn tại thành
phần ứng lực là mômen uốn Mx (hoặc My) nằm
trong mặt phẳng quán tính chính trung tâm.

Tải trọng gây uốn: nằm trong mặt phẳng đi qua trục thanh
và vuông góc với trục thanh

2. Các giả thiết về biến dạng của thanh
a. Thí nghiệm
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6.2. Uốn thuần túy phẳng (3)

Vạch trên bề mặt ngoài của thanh
• Hệ những đường thẳng // trục thanh

=> thớ dọc
• Hệ những đường thẳng vuông góc

với trục thanh => mặt cắt ngang
Cho thanh chịu uốn thuần túy phẳng

QUAN SÁT
• Các đường thẳng // trục thanh => 

đường cong // trục, khoảng cách giữa
các đường cong kề nhau không đổi

• Các đường thẳng vuông góc với trục
thanh => vẫn thẳng và vuông góc với
trục thanh

• Các thớ phía trên bị co (chịu nén), 
các thớ dưới bị dãn (chịu kéo)

thớ dọcmặt cắt ngang

M M



10(68)
July 2010

Tran Minh Tu - University of Civil Engineering 

Biến dạng của thanh chịu uốn
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6.2. Uốn thuần túy phẳng (4)

GIẢ THIẾT
a. Giả thiết mặt cắt ngang phẳng: 

mặt cắt ngang trước biến dạng
là phẳng và vuông góc với trục
thanh thì sau biến dạng vẫn
phẳng và vuông góc với trục

b. Giả thiết về các thớ dọc: trong
quá trình biến dạng các lớp vật
liệu dọc trục không có tác
dụng tương hỗ với nhau

Vật liệu làm việc trong miền đàn
hồi

Tồn tại lớp trung hoà: gồm các
thớ dọc không bị dãn cũng
không bị co.

Đường trung hòa: Giao tuyến của
lớp trung hoà với mặt cắt
ngang

M M

Lớp trung hoà
Đường

trung hoà

Đường
trung hoà
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6.2. Uốn thuần túy phẳng (5)

3.Ứng suất trên mặt cắt ngang
a. Biến dạng dài của thớ dọc
có khoảng cách y đến thớ
trung hoà

Xét vi phân chiều dài của thớ
dọc dz = cd. Sau biến dạng
cd có độ dài là c’d’.

Biến dạng dài tỉ đối:

thớ trung hoà

c d

a b
c d

ρ
dϕ

dz

1 2

1 2

1 2

1 2

y

y
a b

( )' '
z

y d ddz c d cd y
dz cd d

ρ ϕ ρ ϕ
ε

ρ ϕ ρ
+ −Δ −

= = = =

z
y

=ε
ρ

ρ − bán kính cong của thớ trung hoà
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6.2. Uốn thuần túy phẳng (6)

b. Quan hệ ứng suất - biến dạng
Xét mặt cắt ngang bất kỳ, phân

tố diện tích dA chứa điểm K.
Tách phân tố lập phương chứa
điểm K.

Từ gt 1: góc vuông không thay
đổi => τ=0

Từ gt 2: σx=σy=0
=> Trên mặt cắt ngang chỉ tồn

tại duy nhất ứng suất pháp σz

Theo định luật Hooke

y

z

x

dA σ

x

y
z

K

K σz
σz

z zE=σ ε z
yE=σ
ρ

1 ????=
ρ
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6.2. Uốn thuần túy phẳng (7)

c. Công thức tính ứng suất pháp
Tải trọng gây uốn nằm trong mặt

phẳng yOz và vuông góc với
trục thanh nên: Nz=My=0 và
Mx≠0. Ta có:

y

z

x

dA σ

x

y

z

K

Mx

0z z
A A

EN dA ydA= = =∫ ∫σ
ρ

0x
A

ydA S= =∫
Đường trung hoà đi qua trọng tâm

của mặt cắt ngang

0y z
A A

EM x dA xyd A= = =∫ ∫σ
ρ

0xy
A

xyd A I= =∫
Hệ trục Oxy là hệ trục

quán tính chính trung tâm
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6.2. Uốn thuần túy phẳng (8)

Mx>0: căng thớ dưới
Mx<0: căng thớ trên
=> Để thuận tiện ta thường dùng

công thức tính toán

y

z

x

dA σ

x

y

z

K

Mx

2
x z x

A A

E EM y dA y d A I= = =∫ ∫σ
ρ ρ

1 x

x

M
EI

=
ρ

EIx – độ cứng của dầm chịu uốn
Mx – mô men uốn nội lực
ρ – bán kính cong của thớ trung hoà

z
yE=σ
ρ

x
z

x

M y
I

=σ
Thay biểu thức của bán kính cong 

vào biểu thức xác định ứng suất pháp
y – tung độ điểm cần tính ứng suất

x
z

x

M
y

I
= ±σ

thuộc vùng kéo

thuộc vùng nén
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6.2. Uốn thuần túy phẳng (9)

d. Biểu đồ ứng suất pháp
Các điểm càng xa ĐTH thì trị tuyệt đối ứng suất pháp
càng lớn
Các điểm nằm trên ĐTH thì có σz=0
Các điểm nằm trên đường thẳng // ĐTH thì có
σz=const

=> Biểu diễn sự biến thiên của ứng suất pháp theo
chiều cao mặt cắt ngang
Biểu đồ ứng suất pháp là đường thẳng đi qua gốc
toạ độ => để vẽ được biểu đồ chỉ cần tính ứng suất
pháp tại điểm bất kỳ trên mặt cắt ngang
Đánh dấu (+) để biểu diễn phần ứng suất kéo và dấu
(-) biểu diễn phần ứng suất nén
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6.2. Uốn thuần túy phẳng (11)

Mặt cắt ngang có hai trục đối
xứng

max 2
x x

x x

M Mh
I W

σ = + =

min 2
x x

x x

M Mh
I W

σ = − = −

max minσ σ=

/ 2
x

x
IW

h
= - mô men chống uốn của mặt cắt ngang

x

y

σmin

σmax

h/2

h/2

2

6x
bhW =

3
30,1

/ 2 32
x

x
I DW D

D
π

= =Hình chữ nhật: Hình tròn:

Hình vành khăn: ( ) ( )
3

4 3 41 0,1 1
/ 2 32
x

x
I DW D

D
π η η= = − −

d
D

η =với

z

Mx
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6.2. Uốn thuần túy phẳng (12)

Mặt cắt ngang có 1 trục
đối xứng

x

y

t
h

b σmin

σmax

yn
max

yk
max

max max
x xk

k
x x

M M
y

I W
σ = + =

min max
x xn

n
x x

M M
y

I W
= − = −σ

max

k x
x k

IW
y

=
max

n x
x n

IW
y

=

yk
max - khoảng cách xa ĐTH nhất thuộc vùng chịu kéo

yn
max - khoảng cách xa ĐTH nhất thuộc vùng chịu nén

z

Mx
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6.2. Uốn thuần túy phẳng (13)

4. Điều kiện bền
Dầm làm bằng vật liệu dẻo

Dầm bằng vật liệu giòn
Ba bài toán cơ bản

Kiểm tra điều kiện bền: 

Xác định kích thước của mặt cắt ngang: 

Xác định tải trọng cho phép:

{ } [ ]max minmax ,σ σ σ≤

[ ] [ ]max min   ;    
k n

σ σ σ σ≤ ≤

[ ]max
x

x

M
W

σ σ= ≤

[ ]
x

x

M
W ≥

σ

[ ]x xM Wσ≤
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6.2. Uốn thuần túy phẳng (14)

Mặt cắt ngang có hình dáng hợp lý:
Khả năng chịu lực của dầm lớn nhất
Tiết kiệm vật liệu nhất

Dầm bằng vật liệu dòn: mặt cắt ngang hợp lý khi đồng
thời thỏa mãn

Dầm bằng vật liệu dẻo:

[ ]max max
x k

k
x

M
y

I
σ σ= =

[ ]min max
x n

n
x

M
y

I
σ σ= =

[ ]
[ ]

max

max

   (*)
k

k
n

n

y

y

σ
σ

=
Mặt cắt ngang không
đối xứng qua trục x

thoả mãn đk (*)

[ ] [ ]k n
σ σ=

max

max

1
k

n

y

y
=

Mặt cắt ngang có
hai trục đối xứng
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6.2. Uốn thuần túy phẳng (15)

Để tiết kiệm vật liệu
Từ biểu đồ ứng suất, càng xa ĐTH ứng suất càng lớn

=> đưa vật liệu ra xa ĐTH

x

y

x

y y

x

y

x

Vật liệu dòn Vật liệu dẻo
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6.3. Uốn ngang phẳng (1)

1. Định nghĩa
Thanh gọi là chịu uốn ngang
phẳng nếu trên các mặt cắt
ngang của nó đồng thời có cặp
ứng lực là mômen uốn Mx, lực
cắt Qy nằm trong mặt phẳng
quán tính chính trung tâm.

Giả thiết mặt cắt ngang phẳng
không còn đúng
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Biến dạng thanh chịu uốn ngang phẳng
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6.3. Uốn ngang phẳng (2)

Ứng suất pháp
Trong đó

Mx là mômen uốn nội lực trên mặt cắt ngang
Ix là mômen quán tính của mặt cắt ngang đối
với trục quán tính chính trung tâm Ox
y là tung độ của điểm tính ứng suất

σ = x
z

x

M
y

I

• Mô men uốn Mx => Ứng suất pháp

• Lực cắt Qy => Ứng suất tiếp
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6.3. Uốn ngang phẳng (3)

2. Ứng suất tiếp: 
Với mặt cắt ngang dạng hình chữ nhật hẹp b<< h . 
Ứng suất tiếp tuân theo giả thiết Zuravxki: 
Có phương // với phương lực cắt Qy, cùng chiều lực
cắt Qy

Phân bố đều trên chiều rộng tiết diện

Ký hiệu τzy

Công thức Zuravxki ???

y

z

x

τzy

Qy
y
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6.3. Uốn ngang phẳng (*)

Xét cân bằng phân tố

dz y

x

y
σzph

σztr

τzy σzph

σztr

M+dMM

Q
Q+dQ

0Z =∑ zyτ =
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6.3. Uốn ngang phẳng (4)

Công thức Zuravxki

τ =
c

y x
zy

x c

Q S

I b

h

b=b

y

§THx

y

Ac

c

Qy là lực cắt theo phương y tại mặt cắt ngang.
Ix là mômen quán tính của mặt cắt ngang đối với trục x.
bc chiều rộng của mặt cắt ngang tại điểm tính ứng suất

là phần diện tích bị cắt (là phần diện tích giới hạn bởi chiều rộng mặt cắt
ngang tại điểm tính ứng suất và mép ngoài của mặt cắt ngang).

là mô men tĩnh của phần diện tích bị cắt
c
xS

CA
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6.3. Uốn ngang phẳng (5)

Ứng suất tiếp trên mặt cắt
ngang chữ nhật

bc=b; Ix=bh3/12;
Sx

C=yC.AC => x

y

h

b=

y

bc

τmax

AC

2
21

2 2 2 2 4
c
x

h h b hS y y b y
⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞= + − = −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2 2
2 2

3 3

12 6
.

. 2 4 4
y y

zy

Q Qb h hy y
bh b bh

τ
⎛ ⎞ ⎛ ⎞

= − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

   0
2 zy
hy τ= ± => =

ax

3
0   

2
y

m

Q
y

bh
τ= => =
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6.3. Uốn ngang phẳng (6)

Ứng suất tiếp trên mặt cắt
ngang chữ I

Trong bảng thép định hình, đã
cho các kích thước h, b. s, 
d, Ix, Sx – mô men tĩnh của ½
tiết diện. Ta có

- Phần bụng: bc=d y

x

h

s

b

y

d

τ max

τ 1

τ 1

21 .
2

C
x xS S d y= −

21 .
2

y
zy x

x

Q
S d y

I d
⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

τ
max0   =>  y x

x

Q S
y

I d
τ= =

2

1
1=>

2 2 2
y

x
x

Qh hy s S d s
I d

τ
⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ± − = − −⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎢ ⎥⎣ ⎦
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Phân bố ứng suất tiếp trên tiết diện chữ I
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6.3. Uốn ngang phẳng (7)

4. Điều kiện bền
Xét tiết diện chữ nhật chịu uốn ngang phẳng. Biểu đồ
ứng suất trên tiết diện:

K, N - trạng thái ứng suất đơn
C- trạng thái ứng suất trượt thuần túy
B- trạng thái ứng suất phẳng đặc biệt

x

y

N

K

C

B

Mx

z

maxτ

minσ

maxσ
h/

2
h/

2

maxσmaxσ

minσminσ

maxτ

maxτ
σσ

τ

τB

B

B

B
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6.3. Uốn ngang phẳng (8)

Kiểm tra bền cho trạng thái ứng suất đơn
Mặt cắt ngang nguy hiểm: mặt cắt có mô men uốn lớn

nhất (vật liệu dẻo: trị tuyệt đối của mô men lớn nhất, 
vật liệu giòn: mô men âm và mô men dương lớn
nhất)

Vật liệu dẻo: 

Vật liệu giòn: 

{ } [ ]max minmax ,σ σ σ≤

[ ] [ ]max min   ;    
k n

σ σ σ σ≤ ≤
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6.3. Uốn ngang phẳng (9)

Kiểm tra bền cho trạng thái ứng suất trượt thuần túy
Mặt cắt nguy hiểm: Mặt cắt có trị tuyệt đối Qy lớn nhất
Vật liệu dẻo:

Vật liệu giòn: Dùng thuyết bền Mohr

[ ]axmmax τ τ≤

[ ] 0

n
ττ = - nếu dùng thực nghiệm tìm τ0

[ ] [ ]
2
σ

τ = - nếu dùng thuyết bền 3

[ ] [ ]
3

σ
τ = - nếu dùng thuyết bền 4

[ ] [ ]max 1
k

σ
τ τ

α
≤ =

+

[ ]
[ ]

k

n

σ
α

σ
=
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6.3. Uốn ngang phẳng (10)

Kiểm tra bền cho trạng thái ứng suất phẳng đặc biệt
Mặt cắt ngang nguy hiểm: có trị tuyệt đối Mx và Qy

cùng lớn
Điểm kiểm tra: điểm có ứng suất pháp và ứng suất tiếp

cùng lớn (điểm tiếp giáp giữa lòng và đế với mặt cắt
ngang chữ I)

Dầm bằng vật liệu dẻo:

Dầm bằng vật liệu giòn:

σ = σ + τ2 2
t® z zy( ) 4( )   (TB3)

σ = σ + τ2 2
t® z zy( ) 3( )   (TB4)

[ ]2 21 1 4
2 2z z zy k

α ασ σ τ σ− +
+ + ≤
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BÀI TẬP – Ví dụ 6.1 (1)

ĐỀ BÀI: 

Cho dầm mặt cắt ngang chữ nhật chịu tải trọng như hình vẽ

• Vẽ biểu đồ các thành phần ứng lực

• Xác định ứng suất pháp cực đại tại mặt cắt ngang nguy hiểm

• Kiểm tra điều kiện bền cho dầm, biết [σ]=1,5 kN/cm2
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Ví dụ 6.1 (2)

BÀI GIẢI:

• Giải phóng liên kết và xác định các phản lực
 0 : 40kN 14kNy B B DF M R R= = = =∑ ∑

• Dùng phương pháp mặt cắt
• Mặt cắt 1 - 1

( )( )
1 1

1 1 1

0 20 kN 0 20kN
0 20 kN 0m 0 0

yF Q Q
M M M

= − − = = −
= + = =

∑
∑

• Mặt cắt 2 - 2

( )( )
2 2

2 2 2

0 20 kN 0 20kN
0 20kN 2.5m 0 50kN m

yF Q Q
M M M

= − − = = −
= + = = − ⋅

∑
∑

• Mặt cắt 3 – 3
• Mặt cắt 4 – 4
• Mặt cắt 5 – 5
• Mặt cắt 6 – 6

3 3

4 4

5 5

6 6

26kN 50 kN m
26kN 28kN m
14kN 28kN m
14kN 0

Q M
Q M
Q M
Q M

= + = − ⋅
= + = + ⋅
= − = + ⋅
= − =
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Ví dụ 6.1 (3)

• Từ biểu đồ các thành phần ứng lực ta
thấy, mặt cắt ngang nguy hiểm tại B có:

max max26kN 50kN mBQ M M= = = ⋅

Q
kN

M
kNm

• Ứng suất pháp cực đại

( )( )221 1
6 6

6 3

3
max

max 6 3

0.080m 0.250m

833.33 10 m

50 10 N m
833.33 10 m

x

x

W b h

M
W

σ

−

−

= =

= ×

× ⋅
= =

×

6 2
max 60.0 10 Pa=60MPa=6kN/cmσ = ×

• Ta thấy: σmax > [σ] => Dầm không thoả
mãn điều kiện bền
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Ví dụ 6.2 (1)

Cho dầm mặt cắt ngang thép chữ I chịu tải trọng như hình
vẽ. Biết ứng suất cho phép của thép [σ]=16 kN/cm2. Hãy
chọn số hiệu mặt cắt ngang thép theo điều kiện bền ứng
suất pháp của dầm.
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Ví dụ 6.2 (2)

• Xác định phản lực liên kết tại A và D

( ) ( )( ) ( )( )5m 60kN 1.5m 50kN 4m 0
58.0kN

58.0kN 60kN 50kN=0

52.0kN

A D

D

y A

A

M V
V

F V

V

= − − =

⇒ =

= + − −

⇒ =

∑

∑

• Vẽ biểu đồ lực cắt và mô men uốn nội lực.
52.0kN

60 kN

8kN

A A

B A q

B

Q V
Q Q S

Q

= =
− = = −

⇒ = −

• Mô men lớn nhất tại: 
Q = 0 =>  z = 2,6 m.

max
( ) 67.6kNmQM S AE= =

Q
kN

58
66Mmax

M
kNm
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Ví dụ 6.2 (3)

• Điều kiện bền theo ứng suất pháp của
dầm:

[ ]
max

min 2

6 3 3

67.6kN m
16kN/cm

422.5 10 m 422.5 m

M
W

c

σ
−

⋅
= =

= × =

[ ] [ ]
max max

max x
x

M M
W

W
σ σ

σ
= ≤ ⇒ ≥

• Chọn số hiệu thép từ bảng tra

3
xW  [mm ]

I 27 371
I 27a 407
I 30 472
I 30a 518
I 33 597

Thep

30I
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6.4. Chuyển vị của dầm chịu uốn (1)

1. Khái niệm chung
Đường đàn hồi: Đường

cong của trục dầm sau
khi chịu uốn

Trọng tâm mặt cắt ngang của
dầm

K - trước biến dạng
K’ – sau biến dạng
KK’ – chuyển vị của trọng tâm

mặt cắt ngang
Biến dạng bé: u(z)<<v(z)

v(z) => độ võng: y(z)=>  

B

F

L
K

K’
K

K’

z

v(z)

u(z)

KK’
v(z) - chuyển vị đứng

u(z) - chuyển vị ngang
Độ võng của dầm chịu uốn là chuyển vị theo phương

thẳng đứng của trọng tâm mặt cắt ngang
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6.4. Chuyển vị của dầm chịu uốn (2)

- Tại K’ dựng tiếp tuyến t với đường đàn hồi, đường
vuông góc với tiếp tuyến t tại K’=>
- Mặt cắt ngang dầm sau biến dạng tạo với mặt cắt
ngang dầm trước biến dạng góc ϕ => góc xoay ϕ(z)

Góc xoay: góc hợp bởi mặt cắt ngang dầm trước và sau
biến dạng
Biến dạng bé: ϕ(z) = tgϕ = y’(z) => Đạo hàm bậc nhất
của độ võng là góc xoay

B

F

L

ϕ

K

K’

z

ϕ
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6.4. Chuyển vị của dầm chịu uốn (3)

•Gt: Khi chịu uốn vật
liệu thanh làm việc trong
miền đàn hồi:

2. Phương trình vi phân gần đúng của đường đàn hồi
( )1 x

x

M z
EIρ

= −

32 2

1 "( )
"( )

(1 ' )

y z
y z

yρ
= ± ≈ ±

+
•Hình học giải tích:

Biến dạng bé

'' ( )x

x

M z
y

EI
= ±

z

M

M>0

''( ) 0y z <

z

M ''( ) 0y z >

M<0

( )
" ( ) x

x

M z
y z

E I
∴ = − - Phương trình vi phân gần đúng đường đàn

hồi
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6.4. Chuyển vị của dầm chịu uốn (4)

3. Các phương pháp xác định đường đàn hồi
a. Phương pháp tích phân trực tiếp
Từ phương trình vi phân gần đúng lấy tích

phân lần thứ nhất ta được góc xoay. 

Tích phân lần thứ hai ta được biểu thức tính độ
võng

( )ϕ = = − +∫ x

x

Mdy
z dz C

dz EI

x

x

M
y(z) dz C .dz D

EI

⎡ ⎤
= − + +⎢ ⎥

⎣ ⎦
∫ ∫
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6.4. Chuyển vị của dầm chịu uốn (5)

trong đó C và D là hai hằng số tích phân, được xác định
nhờ vào điều kiện biên chuyển vị .

P
A BC

Điều kiện liên tục:

C C
y y− +=

C C
ϕ ϕ− +=



48(68)
July 2010

Tran Minh Tu - University of Civil Engineering 

6.4. Chuyển vị của dầm chịu uốn (5b)

Nhược điểm: cồng kềnh về mặt toán học
khi dầm gồm nhiều đoạn, do phải giải hệ
phương trình để xác định các hằng số tích
phân (2n phương trình 2n ẩn số khi dầm
gồm n đoạn)
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6.4. Chuyển vị của dầm chịu uốn (6)

VD 6.4.1: Xác định độ võng tại
đầu tự do của dầm công-xôn
chịu tác dụng của tải tập trung
như hình vẽ

Ta có: ( )M F L z= − −

B

F

L-z
L

EI

z

( )−
= − ='' x

x x

F L zM (z)
y (z)

EI EI
( ) ( )− ⎛ ⎞

ϕ = + = − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫
2

x x

F L z) F z
z dz C Lz C

EI EI 2

( ) ⎛ ⎞
= − + +⎜ ⎟

⎝ ⎠

2 3

x

F z z
y z L Cz D

EI 2 6

0 0 0z Cϕ= => = => =

0 0 0z y D= => = => =

( )ϕ = ϕ = =
2

B
x

FL
z L

2EI

Điều kiện biên

( )= = =
3

B
x

FL
y y z L

3EI
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6.4. Chuyển vị của dầm chịu uốn (7)

b. Phương pháp tải trọng giả tạo

Liên hệ vi phân giữa các thành
phần ứng lực và tải trọng phân bố

Liên hệ vi phân giữa độ võng, góc
xoay và mô men uốn nội lực

2

2 ( )d M dQ q z
dz dz

= =
2

2
x

x

d y d M
dz dz EI

ϕ
= = −

    
    

( ) x

x

M y
Q

M
q z

EI

ϕ
≈
≈

≈ −
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6.4. Chuyển vị của dầm chịu uốn (8)

Dùng kỹ năng tìm lực cắt và mômen uốn nội lực khi biết
tải trọng phân bố để áp dụng vào bài toán tìm góc xoay

và độ võng. 
Tưởng tượng chọn một dầm không có thực - gọi là
dầm giả tạo và đặt tải trọng phân bố giả tạo

vào nó. Lực cắt và mômen uốn ở dầm giả tạo do tải trọng
giả tạo gây ra tại mặt cắt ngang nào đó chính là góc xoay
và độ võng ở dầm thực ban đầu tại mặt cắt ngang đó do tải
trọng thực gây ra. Quy tắc để chọn dầm giả tạo như sau

x
gt

x

M
q (z)

EI
=−
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6.4. Chuyển vị của dầm chịu uốn (9)

Dầm giả tạo phải có chiều dài bằng chiều dài của dầm thực. 
Liên kết phải sao cho điều kịên biên về nội lực tại các liên kết
trên dầm giả tạo phải phù hợp với điều kiện biên về chuyển vị
trên dầm thực tại các vị trí đó.

y=0 y=0

0ϕ 0ϕ Q 0

M   =0gt

gt gt

gt

0Q

M   =0

ϕ 0

y=0

0

y=0

ϕ Q 0
gt

gt

M   =0

Q 0
gt

gt

M   =0

y=0

ϕ 0ϕ 0

y=0y=0

0ϕ

gtM   =0

gt 0Q
M   =0

Q 0
gt

gt
gt

gt

0Q

M   =0
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6.4. Chuyển vị của dầm chịu uốn (10)

Các bước thực hiện:
Vẽ biểu đồ mô men uốn trên dầm thực. Chia
tung độ biểu đồ cho độ cứng EI để có trị số
của tải trọng giả tạo.
Nếu Mx>0 thì qgt<0 (chiều hướng xuống);  
Mx<0 thì qgt>0 (chiều hướng lên)
Thay thế liên kết trên dầm thực bằng các liên
kết trên dầm giả tạo theo mẫu.
Tính Qgt và Mgt trên dầm giả tạo tại những
mặt cắt ngang cần xác định độ võng và góc
xoay trên dầm thực.
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Bài tập - Ví dụ 6.4.1 (1)

Giải:
Bước1: Vẽ biểu đồ mô men uốn nội lực

A B

P

L/2 L/2

Ví dụ 6.2: Cho dầm có liên kết và chịu
tải trọng như hình vẽ. Xác định độ
võng tạitiết diện đặt lực P

PL
4

M

Bước 2: Xác định liên kết trên dầm giả
tạo, tải trọng giả tạo, M>0 nên tải trọng
giả tạo hướng xuống

4gt
x x

M PLq
EI EI

= − = −

A B

PL
4EI

Bước 3: Xác định nội lực trên dầm giả
tạo tại tiêt diện cần tìm độ võng và góc
xoay

VAgt VBgt

= =
2

Agt Bgt
x

PL
V V

16EI

A

mgt

Pgt

VAgt

L/2

= = − =
2 3

gt
x x x

PL L PL L 1 L PL
y M . . . .

16EJ 2 4EJ 2 2 2 48EJ
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Bảng tính diện tích một số hình đơn giản
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6.4. Chuyển vị của dầm chịu uốn (10)

Phương pháp tải trọng giả tạo chỉ có ưu thế khi
biểu đồ mô men uốn trên dầm thực là các diện
tích dễ xác định trọng tâm và dễ tính diện tích.

e. Phương pháp thông số ban đầu để xác định
đường đàn hồi
Xét dầm chịu uốn ngang phẳng gồm n đoạn, 
đánh số thứ tự 1,2,…,i, i+1,..,n từ trái sang phải. 
Độ cứng mỗi đoạn là E1I1, E2I2,…, EnIn. Xét hai
đoạn kề nhau thứ i và i+1 có liên kết dạng đặc
biệt sao cho độ võng và góc xoay tại đây có
bước nhảy , tại mặt cắt ngang giữa hai đoạn có
lực tập trung và mô men tập trung, đồng thời lực
phân bố cũng có bước nhảy
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6.4. Chuyển vị của dầm chịu uốn (11)

Bằng các phép biến đổi toán học (khai triển Taylor hàm độ võng tại
z=a), sử dụng quan hệ vi phân giữa các thành phần ứng lực và tải
phân bố, ta nhận được công thức truy hồi của hàm độ võng (hàm độ
võng trên đoạn thứ i+1 được xác định khi biết hàm độ võng trên đoạn
thứ i)

ϕ0

0F

0M

y0

y

Fa

aM
q0

iq

qi+1

z=a

i
y

i+1
y

(a)

(a)

(a)
i

(a)
i+1

ϕ

ϕ

z

Δya

1 2 i i+1 n
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6.4. Chuyển vị của dầm chịu uốn (12)

Khi độ cứng của dầm EI=const trên cả chiều dài

Với

độ võng đoạn thứ nhất

1

2 3 4 5
'

( ) ( ) ( )

1 ( ) ( ) ( ) ( ) ...
2! 3! 4! 5!a

i i a a

a a a

y z y z y z a

z a z a z a z a          M Q q q
EI

ϕ+ = + Δ + Δ − −

⎡ ⎤− − − −
− Δ + Δ + Δ + Δ + −⎢ ⎥

⎣ ⎦

a aM MΔ =

a aQ QΔ =

1( ) ( )a i iq q a q a+Δ = −
' ' '

1( ) ( )a i iq q a q a+Δ = −

2 3 4 5
'

1 0 0 0 0 0 0
1( ) ...

2! 3! 4! 5!
z z z zy z y z M Q q q

EI
ϕ

⎡ ⎤
= + − + + + +⎢ ⎥

⎣ ⎦
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6.4. Chuyển vị của dầm chịu uốn (13)

Các thông số gọi là các thông
số ban đầu và được xác định từ điều kiện biên.
Chú ý: 

Chiều dương của mô men tập trung, lực tập trung, tải
trọng phân bố như hình vẽ.
Nếu liên kết giữa hai đoạn thứ (i) và (i+1) là khớp

treo thì
Nếu hai đoạn thứ (i) và (i+1) là liền nhau thì

Ví dụ

0ayΔ =

0a ay

0ayΔ =

ϕΔ = Δ =

'
0 0 0 0 0 0, , , , , ,...y M Q q qϕ
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Bài tập – Ví dụ 6.4.2 (1)

Ví dụ 6.4.2:
Dùng phương pháp thông 
số ban đầu, xác định độ
võng tại C và góc xoay tại D 
của dầm chịu tải trọng như
hình vẽ.

Bài giải:
1. Xác định phản lực

2. Lập bảng thông số ban đầu

=B

11
V qa

4
=D

9
V qa

4

1 2 3
DB

M=qaP=4qa

aaa

2q

A C

2a

3a

z = 0 z = a z = 2a

0 0y ≠
0 0ϕ ≠

0 0M =

0 0Q =

0q q= −
,
0 0q =

0ayΔ =
0aϕΔ =
0aMΔ =

a BQ VΔ =

aq qΔ =
, 0aqΔ =

0ayΔ =
0aϕΔ =
0aMΔ =

aQ PΔ = −

, 0aqΔ =
0aqΔ =

Tìm yC => hàm độ võng y2

Tìm ϕD => hàm góc xoay y3’

VB VD
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Ví dụ 6.4.2 (2)

1

2 3 4 5
'

( ) ( ) ( )

1 ( ) ( ) ( ) ( ) ...
2! 3! 4! 5!a

i i a a

a a a

y z y z y z a

z a z a z a z a          M Q q q
EI

ϕ+ = + Δ + Δ − −

⎡ ⎤− − − −
− Δ + Δ + Δ + Δ +⎢ ⎥

⎣ ⎦

Công thức truy hồi:

Xét đoạn 1(AB): 0 ≤ z ≤ a

= + ϕ +
4

1 o o
x

qz
y (z) y z

24EI

z = 0 z = a z = 2a

0 0y ≠
0 0ϕ ≠

0 0M =

0 0Q =

0q q= −
,
0 0q =

0ayΔ =
0aϕΔ =
0aMΔ =

a BQ VΔ =

aq qΔ =
, 0aqΔ =

0ayΔ =
0aϕΔ =
0aMΔ =

aQ PΔ = −

, 0aqΔ =
0aqΔ =Xét đoạn 2 (BC): a ≤ z ≤ 2a

− −
= + ϕ + − −

4 4 3
B

2 o o
x x x

qz q(z a) V (z a)
y (z) y z

24EI 24EI 6EI
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Ví dụ 6.4.2 (3)

z = 0 z = a z = 2a

0 0y ≠
0 0ϕ ≠

0 0M =

0 0Q =

0 0q =
,
0 0q =

0ayΔ =
0aϕΔ =
0aMΔ =

a BQ VΔ = −

aq qΔ =
, 0aqΔ =

0ayΔ =
0aϕΔ =
0aMΔ =

aQ PΔ = −

, 0aqΔ =
0aqΔ =

1

2 3 4 5
'

( ) ( ) ( )

1 ( ) ( ) ( ) ( ) ...
2! 3! 4! 5!a

i i a a

a a a

y z y z y z a

z a z a z a z a          M Q q q
EI

ϕ+ = + Δ + Δ − −

⎡ ⎤− − − −
− Δ + Δ + Δ + Δ +⎢ ⎥

⎣ ⎦

Xét đoạn 3 (CD): 2a ≤ z ≤ 3a

− − −
= + ϕ + − − +

4 4 3 3
B

3 o o
x x x x

qz q(z a) V (z a) P(z 2a)
y (z) y z

24EI 24EI 6EI 6EI
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Ví dụ 6.4.2 (4)

Ta có phương trình độ võng trên từng đoạn:

= + ϕ +
4

1 o o
x

qz
y (z) y z

24EI

− −
= + ϕ + − −

4 4 3
B

2 o o
x x x

qz q(z a) V (z a)
y (z) y z

24EI 24EI 6EI

− − −
= + ϕ + − − +

4 4 3 3
B

3 o o
x x x x

qz q(z a) V (z a) P(z 2a)
y (z) y z

24EI 24EI 6EI 6EI

y0, ϕ0 ???
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Ví dụ 6.4.2 (5)

= −
4

o
x

5qa
y

24EI
ϕ =

3

o
x

qa

6EI

= = =
4

C 2
x

7qa
y y (z 2a)

24EI

ϕ = = = −
3

D 3
x

qa
y ' (z 3a)

6EI

Để xác định 2 thông số ban đầu là y0 và ϕ0 ta xét điều kiện liên kết của dầm:

z = a =>    y1(z=a) = 0  
z = 3a =>     y3(z=3a) = 0

Từ hai phương trình độ võng y1(z) và y3(z), áp dụng điều kiện biên:

Từ đó tính được:
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6.5. Bài toán siêu tĩnh uốn

q0

lA EI
B

Cho dầm chịu lực như hình vẽ
- Số phản lực liên kết là 4, trong khi
chỉ viết được 3 pt cân bằng => Bài
toán siêu tĩnh
- Bổ sung thêm pt biến dạng: yB = 0
- Tưởng tượng bỏ gối tựa tại B và
thay bằng phản lực VB

q0

L VB

A B

+
=

VB

A B

q0

A B

Theo nguyên lý cộng tác dụng

, , 0
BB B q B Vy y y= + =

Mà
4 3

, ,8 3B

B
B q B V

qL V Ly y
EI EI

= = −;
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6.5. Bài toán siêu tĩnh uốn

Do vậy: 3
8B
qLV∴ = q0

lA EI
B

+

-

3ql/8

5ql/8

Q

M

ql2/8

9ql2/128

Biểu đồ ứng lực:
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Câu hỏi ???
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Thank You


