
Khi đọc qua tài liệu này, nếu phát hiện sai sót hoặc nội dung kém chất lượng 
xin hãy thông báo để chúng tôi sửa chữa hoặc thay thế bằng một tài liệu cùng 
chủ đề của tác giả khác. Tài liệu này bao gồm nhiều tài liệu nhỏ có cùng chủ 
đề bên trong nó. Phần nội dung bạn cần có thể nằm ở giữa hoặc ở cuối tài liệu 
này, hãy sử dụng chức năng Search để tìm chúng. 

Bạn có thể tham khảo nguồn tài liệu được dịch từ tiếng Anh tại đây:

http://mientayvn.com/Tai_lieu_da_dich.html

Thông tin liên hệ: 

Yahoo mail: thanhlam1910_2006@yahoo.com

Gmail: frbwrthes@gmail.com
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LỜI GIỚI THIỆU 

Tài liệu tham khảo “Đề bài và hướng dẫn giải bài tập lớn Sức bến vật liệu - Cơ học 
kết cấu“ được biên soạn theo đúng đề cương “Chương trình giảng dạy môn SBVL và 
CHKC“ do tiểu ban môn học của bộ giáo dục và đào tạo soạn thảo . 

SBVL và CHKC cung cấp một phần kiến thức cơ sở cho các kỹ sư theo học trong các 
trường đại học kỹ thuật như : thuỷ lợi , xây dựng , giao thông …. 

Hai môn học này trang bị cho các sinh viên và các kỹ sư những kiến thức cần thiết để 
giải  quyết các bài toán thực tế từ công việc thiết kế , thẩm định . đến thi công và là cơ sở 
cho việc nghiên cứu các môn kỹ thuật thuộc các chuyên ngành khác. 

Trong chương trình đào tạo hai môn học này , ngoài các bài tập nhỏ bố trí sau mỗi 
chương của giáo trình , các sinh viên còn buộc phải hoàn thành một số bài tập lớn , có 
tính chất tổng hợp các kiến thức cơ bản nhất , và được bố trí theo từng học phần của môn 
học . 

Để giúp các sinh viên củng cố các kiến thức của môn học và nắm vững từng bước giải 
quyết các yêu cầu của các bài tập lớn trong chương trình đào tạo của hai môn học, chúng 
tôi biên soạn tài liệu tham khảo này với đầy đủ các bài tập lớn của hai môn SBVL và 
CHKC . Tài liệu này bao gồm hai phần , tương ứng với hai môn học . Phân công biên soạn 
như sau : 

 Phần I do cô giáo Nguyễn Vũ Việt Nga biên soạn , bao gồm  4 bài tập lớn SBVL. 

 Phần II do cô giáo Lều Mộc Lan biên soạn , bao gồm 3 bài tập lớn CHKC. 

Các bài tập lớn này yêu cầu các sinh viên phải hoàn thành theo đúng yêu cầu của 
giáo viên phụ trách môn học , phù hợp với từng giai đoạn . 

Trong mỗi phần của tài liệu này , đều bao gồm : phần đề bài và phần bài giải mẫu. 

Trong phần bài giải mẫu , tài liệu này sẽ giới thiệu cho các bạn đọc các bước giải 
cũng như cách trình bày một bài tập lớn , nhằm củng cố các kiến thức cơ bản trước khi thi 
hết môn học . 

Tuy đã có nhiều cố gắng trong quá trình biên soạn , nhưng do trình độ và thời gian có 
hạn nên không tránh khỏi những sai sót . Chúng tôi mong nhận được nhiều ý kiến đóng 
góp của các bạn đồng nghiệp , các bạn sinh viên và các bạn đọc , để tài liệu này ngày 
càng được hoàn thiện hơn . 

Xin chân thành cám ơn sự quan tâm và những ý kiến đóng góp quý báu của tất cả các 
đồng nghiệp đã giúp đỡ chúng tôi rất nhiều trong quá trình biên soạn tài liệu này .            

 CÁC TÁC GIẢ  



CÁC YÊU CẦU CHUNG 

I –YÊU CẦU VỀ TRÌNH BÀY 

 Trang bìa trình bày theo mẫu qui định (xem phần Phụ lục của tài liệu này); 

 Bài làm trình bày trên khổ giấy  A4; 

 Các hình vẽ trong bài làm phải rõ ràng, phải ghi đầy đủ các kích thước và tải 
trọng đã cho bằng số lên sơ đồ tính; 

 Các bước tính toán, các kết quả tính toán, các biểu đồ nội lực v..v… cần phải 
được trình bày rõ ràng, sạch sẽ và theo bài mẫu (xem phần ví dụ tham khảo của 
tài liệu này). 

II –YÊU CẦU VỀ NỘI DUNG 

 Môn Sức bền vật liệu có 4 bài tập lớn sau :  

1. Tính đặc trưng hình học của hình phẳng 

2. Tính dầm thép 

3. Tính cột chịu lực phức tạp 

4. Tính dầm trên nền đàn hồi. 

 Môn Cơ học kết cấu có 3 bài tập lớn sau :  

1. Tính hệ tĩnh định 

2. Tính khung siêu tĩnh theo phương pháp lực 

3. Tính khung siêu tĩnh theo phương pháp chuyển vị và phương pháp phân 
phối mômen 

 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

PHẦN I 
 

ĐỀ VÀ HƯỚNG DẪN GIẢI 
 

BÀI TẬP LỚN SỨC BỀN VẬT LIỆU 
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BÀI TẬP LỚN SỐ 1 

TÍNH ĐẶC TRƯNG HÌNH HỌC CỦA HÌNH PHẲNG 

BẢNG SỐ LIỆU BÀI TẬP LỚN SỐ 1 

Ghi chú: Sinh viên chọn những số liệu trong bảng số liệu phù hợp với hình vẽ 
của mình. 

YÊU CẦU VÀ THỨ TỰ THỰC HIỆN 

Yêu cầu:  

Xác định các mô men quán tính chính trung tâm và phương của các trục quán 
tính chính trung tâm của hình phẳng đã cho. Giải bằng hai phương pháp: giải tích 
và đồ giải. 

Các bước giải:  

1. Xác định toạ độ trọng tâm của hình phẳng: 

 Chọn hệ trục ban đầu x0y0 tuỳ ý 

 Xác định toạ độ trọng tâm và tính các diện tích, các mô men tĩnh của từng 
hình thành phần với hệ trục ban đầu đã chọn, 

 Dùng công thức xác định trọng tâm C(xC,yC): 

   xC = 
∑
∑

F
S

OY ;   yC = 
∑
∑

F
S

OX  

STT a(cm) h(cm) R(cm) c(cm) D(cm) Bxbxd (mm) N0 I N0 [ 
1 15 15 15 12 24 180x110x10 27a 27 
2 18 27 18 14 26 250x160x20 20 20a 
3 10 18 20 16 24 125x80x7 30 30 
4 14 24 26 20 25 125x80x10 33 33 
5 20 18 16 14 26 140x90x8 40 40 
6 19 21 18 14 22 140x90x10 45 24a 
7 18 24 20 22 26 160x100x9 24 24 
8 15 18 24 20 25 160x100x12 24a 24 
9 20 21 22 18 24 180x110x12 27 27 
10 22 18 25 18 22 200x125x16 22 22a 
11 20 24 26 24 25 250x160x18 22a 22 
12 22 24 24 20 20 250x160x20 22a 22 
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2. Tính các mô men quán tính chính trung tâm: 

 Chọn hệ trục trung tâm XCY (đi qua trọng tâm C và song song với hệ trục 
ban đầu). Xác định toạ độ trọng tâm của từng hình thành phần đối với hệ trục 
trung tâm XCY. 

 Tính các mô men quán tính trung tâm của từng hình thành phần (J i
X , J i

Y  

và J i
XY ) lấy với hệ trục XCY bằng cách dùng công thức chuyển trục song song. Từ 

đó tính các mô men quán tính trung tâm của toàn hình (JX, JY, JXY). 

 Tính mô men quán tính chính trung tâm Jmax, min bằng hai phương pháp: 

a) Phương pháp giải tích: 

Dùng công thức xoay trục để xác định mô men quán tính chính trung tâm và 
vị trí của hệ trục quán tính chính trung tâm (Jmax, Jmin và αmax) 

   Jmax,min = 2
XY

2
YXYX J

2
JJ

2
JJ

+⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −
±

+  

   tg αmax = 
minX

XY

Ymax

XY

JJ
J

JJ
J

−
−=

−
−  

b) Phương pháp đồ giải: 

Dựa vào các giá trị JX, JY, JXY đã tính được ở trên, vẽ và sử dụng vòng tròn 
Mo quán tính để xác định mô men quán tính chính trung tâm và vị trí của hệ trục 
quán tính chính trung tâm (Jmax, Jmin và αmax). 
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HÌNH DẠNG MẶT CẮT NGANG 
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VÍ DỤ THAM KHẢO 
Đề bài:  

Xác định các mô men quán tính chính trung tâm và vị trí hệ trục quán tính 
chính trung tâm cuả hình phẳng cho trên hình 1.1, biết:  

Thép góc Bxbxd: 250x160x20(mm); D = 20 cm; c = 20 cm; R = 24cm. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 

 
 

Tra bảng thép góc có: 
  B = 250 mm  F = 78,5 cm2  x0 = 3,85 cm  JU = 949 cm4 
  b = 160 mm  Jx = 4987 cm4 y0 = 8,31 cm  tg α = 0,405  
  d = 20 mm  Jy = 1613 cm4 

   
  
 

  
 
 
 
 

 
 
 

 
 

  
 

Hình1.2 

30

10
 

y0 
28

,3
1 

47,85

13,809

30
,1

9 10
,1

91
 

x0

1

8,
31

 

3,85

3

O3

10,191

2

O2

O1

B
=

25
 c

m
 

R
=

24
 c

m
 

b=16 cmR=24 cm D=20 cm

c=
20

 c
m

 

H×nh 1.1
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Bài làm: 

1. Xác định trọng tâm: 

Chọn hệ trục ban đầu x0y0 như hình vẽ: xem hình 1.2.  

Chia hình phẳng đã cho thành 3 hình (xem hình 1.2), kích thước và toạ độ 
trọng tâm của từng hình thành phần lấy với hệ trục ban đầu là: 

- Hình 1 (chữ nhật):  
   b1 = b + D + R = 16 + 20 + 24 = 60 cm;  
   h1 = 20 cm;  
   x1 = 30 cm;  
   y1 = 10 cm; 
    O1 ( 30,10 );  F1 = b1.h1=1200 cm2;  

   )1(
xS  = F1. y1 = 1200.10 = 12000 cm3  

   )1(
yS  = F1. x1 = 1200. 30 = 36 000 cm3  

- Hình 2 (1/4 tròn): R = 24 cm;  
Tọa độ trọng tâm của ¼ tròn với hệ trục đi qua trọng tâm hình tròn là: 

   x∗2 = y∗2 = 
π3

4R  = 
14,3.3

24.4  = 10,191 cm  

  →  x2 = R – x∗2 = 24 – 10,191 = 13,809 cm  

  →  y2 = c + y∗2 = 20 + 10,191 = 30,191 cm  

  O2 ( 13,809; 30,191); F2 = π.R2/ 4 = 452,16cm2; 

  )2(
xS  = F2. y2 = 452,16. 30,191 = 13 651,162 cm3

 

  )2(
yS  = F2. x2 = 452,16.13,809 = 6 243,877 cm3  Hình1.2a 

- Hình 3 (thép góc): sử dụng các giá trị tra bảng thép ở trên, ta có 

   x∗3 = 3,85 cm  

   y∗3 = 8,31 cm  

   x3 = R + D + *
3x  = 24 + 20 + 3,85 cm = 47,85 cm  

   y3 = c + *
3y = 20 + 8,31 = 28,31 cm  

   O3 ( 47,85; 28,31); F3 = 78,5 cm2. 

   )3(
xS  = F3. y3 = 78,5. 28,31 = 2 222,335 cm3  

   )3(
yS  = F3. x3 = 78,5. 47,85 = 3 756,225 cm3 

10
,1

91
 

10,191 

2 

O2 
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Bảng kết quả tính toán 

i ix  (cm) iy  (cm) Fi (cm2) i
xS 0  (cm3) i

yS 0  (cm3) 
1 30,000 10,000 1200,00 12 000,000 36 000,000 
2 13,809 30,191 452,16 13 651,162 6 243,877 
3 47,850 28,310 78,50 2 222,335 3 756,225 

      Tổng  1730,66  27 873,497  46 000,102 

Toạ độ trọng tâm: 

XC=
i

i
0y

F
S
Σ

Σ
=

5,7816,4521200
225,3756877,624336000

++
++ =

66,1730
46000,102  →  XC = + 26,58cm 

YC=
i

0
i
x

F
S
Σ

Σ
=

5,7816,4521200
335,2222162,1365112000

++
++ =

66,1730
497,27873  →  YC = + 16,106 cm 

Toạ độ trọng tâm trong hệ trục ban đầu x0y0 là: C(+26,58; +16,106) 

2. Tính các mô men quán tính trung tâm: 

Chọn hệ trục trung tâm XCY như hình vẽ: Xem hình 1.3. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 

Hình1.3 

x3 

Y 

16
,1

06
 c

m
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y0 

X 

12
,2

04
 

6,
10

6 
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12,771 3,42 

x0 

2 
3

14
,0
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1
C y1 

x1 O1 

x2 

y2 

O2 

y3 

O3 
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a. Toạ độ trọng tâm của từng hình thành phần đối với hệ trục trung tâm XCY 
là: 

Hình ai (cm) bi (cm) 
1 3,420 - 6,106 
2 -12,771 14,085 
3 21,270 12,204 

b. Tính mô men quán tính của từng hình thành phần đối với hệ trục trung  tâm 
XCY: Dùng công thức chuyển trục song song. 

- Hình 1: chữ nhật 

  )1(
XJ  = ( ) FbJ 2

1
1
x +  = 1200.)106,6(

12
20.60 2

3
−+  = 40 000 + 44 739,883  

→   )1(
XJ  = 84 739,883 cm4  

  )1(
YJ  = ( )

1
2
1

1
y FaJ +  = 1200)42,3(

12
60.20 2

3
+  = 360 000 + 14 035,68  

→   )1(
YJ  = 374 035,68 cm4 

  )1(
XYJ  = a1b1F1 = (3,42)(- 6,106) 1200 = - 25 059,024 cm4  

→   )1(
XYJ  = - 25 059,024 cm4 

- Hình 2: 1/4 tròn  
Tính mô men quán tính ( )2

xJ  và ( )2
yJ  lấy với hệ trục trung tâm của hình 1.2 

   ( )2
xJ  = ( )2

yJ  = 
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ π
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

π
−

π
4
R.

3
R4

16
R. 224

  

→   ( )2
xJ  = ( )2

yJ  = 0,19625R4 - 0,14154R4 = 0,05471R4 

Vậy: )2(
XJ  = ( )2

xJ  + b2
2F2 = 0,05471R4 + b2

2F2 

  )2(
XJ  = 0,05471. 244 + (14,085)2. 452,16 = 18 151,464 + 89 702,765  

→   )2(
XJ  = 107 854,23 cm4 

Tương tự: )2(
XJ  = ( )2

yJ  + a2
2F2 

  )2(
YJ  = 0,05471. 244 + (-12,771)2. 452,16  

   = 18 151,464 + 73 746,59 
→   )2(

YJ  = 91 898,054 cm4 

Áp dụng công thức: 222
)2(
yx

)2(
XY FbaJJ

22
+=  

Hình1.3a 

10
,1

91
 

10,191 

2 

x

max

y 

maxα  

O2 
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Ta có:  )2(
yx 22

J  = ±
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ π
ππ

−
4
R..

.3
R.4.

.3
R.4

8
R 24

 

    )2(
yx 22

J  = ± (0,125R4 – 0,14154R4) = m 0,01654R4  

Trường hợp này tg αmax < 0 nên )2(
2y2xJ  = 0,01654R4, lấy dấu > 0: 

   )2(
XYJ = 0,01654R4 + a2b2F2 = 0,014654.244 + (14,085).(-12,771).452,16 

   )2(
XYJ  = 5 487,575 - 81 334,328  = - 75 846,753 cm4 

- Hình 3: thép góc 
  )3(

XJ  = 4987 + 3
2
3 F.b  = 4987 + (12,204)2.78,5 = 4987 + 11 691,606 

→  )3(
XJ  = 16 678,602 cm4 

  )3(
YJ  = 1613 + 3

2
3 F.a  = 1 613 + (21,27)2.78,5 = 1 613 + 35 514,412  

→  )3(
YJ  = 37 127,412 cm4 

  )3(
XYJ  = )3(

3y3xJ  + a3b3 F3 

Áp dụng công thức:  

   tg αmax = 
xmin

xy

JJ
J
−

 → Jxy = (Jmin – JX) tg αmax  

Vì tg αmax > 0 nên )3(
yx 33

J  < 0, do đó )3(
yx 33

J  của  

thép góc là:  
  )3(

yx 33
J  = (949 – 4987). 0,405 = - 1 635,39 cm4   Hình1.3b 

  )3(
XYJ  = )3(

yx 33
J  + a3b3F3 = - 1 635,39 + (21,27).(12,204).78,5 

→  )3(
XYJ  = - 1 635,39 + 20 376,957 = 18 741,567 cm 

Bảng kết quả tính toán 
Hình i

xJ  (cm4) i
yJ  (cm4) i

xyJ  (cm4) ai (cm) bi (cm) 

1 40 000 360 000 0 3,42 - 6,106 
2 18 151,464 18 151,464 5 487,575 -12,771 14,085 
3 4 987 1 613 1635,39 21,27 12,204 

 
i
XJ  (cm4) i

YJ  (cm4) 
i
XYJ  (cm4) 

84 739,883 374 035,68 - 25 059,024 
107 854,23 91 898,054 -75 846,753 
16 678,602 37 127,412 18 741,567 

3 

 

O3 

x 

y max 

maxα  

8,
31

 

3,85 
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c. Tính mô men quán tính trung tâm của toàn hình: 
  JX = ∑ i

XJ = 84 739,883 + 107 854,23 + 16 678,602  

 →  JX = 209 272,715 cm4  
  JY = ∑ i

YJ  = 374 035,68 + 91 898,054 + 37 127,412  

 →  JY = 583 328,384 cm4 

   JXY =∑ i
XYJ = -25 059,204 – 75 846,753 + 18 741,567  

 →   JXY = - 82 164,210 cm4  

3. Tính các mô men quán tính chính trung tâm: 

   Jmax,min = 2
XY

2
YXYX J

2
JJ

2
JJ

+⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +
±

+   

  Jmax,min = 
2

384,583328715,209272 +  

   2
2

)210,82164(
2

384,583328715,209272
−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

±  

   Jmax,min = 2
2

)210,82164(
2

374055,669-
2

792601,099
−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛±  

   Jmax = 67,600580204280,12396300,55 =+   

   Jmin = 192020,43204280,12-396300,55 =  

  tgαmax=- 
Ymax

XY

JJ
J
−

= - 
384,58332867,600580

210,82164
−

− = - 
29,17252
210,82164− = 4,7625 

4. Kết quả tính toán:  
    Jmax = 600580,67 cm4 
   Jmin = 192020,43 cm4 
   αmax ≅ 78008’5’’ 

Vòng Mo trên hình 1.4 được vẽ với: 

- Tâm: C (
2

384,583328715,209272 + ; 0 ) → C (396300,55; 0) 

- Bán kính: R = 2
2

)210,82164(
2

384,583328715,209272
−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −   

→  R = 204280,12 

 - Cực: P (JY, JXY) → P ( 583 328,384; - 82164,210)  
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Hình 1.4 

Vị trí hệ trục quán tính chính trung tâm được biểu diễn trên hình 1.5 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 

Hình1.5 

 396300,55  

αmax ≈  78008’5’’ 

JX = 209272,715   J
X

Y
=8

21
64

,2
10

  

P

JUV Jmax = 600580,67 cm4 

O JUC

 Jmin= 192020,43 cm4 

JY = 583 328,384  

Max 

Min

Y Max

Min 

26,58 cm

16
,1

06
 c

m
 

3

1

2

O

αmax  
X
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BÀI TẬP LỚN SỐ 2 

TÍNH DẦM THÉP 

BẢNG SỐ LIỆU BÀI TẬP LỚN SỐ 2 

STT P (KN) M (KNm) q (KN/m) a (m) b (m) c (m) 
 1  24  40  18  0,8   1,8  0,9 
 2  20  52  16  0,7  1,4  0.8 
 3  36  54  12  1,0  1,2  0,8 
 4  22  50  14  1,1  1,4  1,4 
 5  40  44  10  0,8  1,6  1,1 
 6  30  42  22  0,7  1,4  0,7 
 7  32  56  15  0,5  1,2  0,9 
 8  28  46  20  0,6  1,2  1,2 
 9  26  38  24  0,9  1,8  1,2 
 10  20  62  16  0,5  1,5  1,0 

Ghi chú: Sinh viên chọn những số liệu trong bảng số liệu phù hợp với hình vẽ 
của mình. 

YÊU CẦU VÀ THỨ TỰ THỰC HIỆN 

Yêu cầu: 

Hãy chọn số hiệu mặt cắt cho dầm làm bằng thép chữ I (INo) để thoả mãn điều 
kiện bền của dầm, biết [σ] = 210 MN/m2. 

Tính chuyển vị tại mặt cắt D. 

Các bước giải: 

1. Chọn sơ bộ mặt cắt: 

 Vẽ biểu đồ nội lực của sơ đồ tính với tải trọng đã cho (MX, QY) 

 Từ biểu đồ MX vẽ được, chọn mặt cắt nguy hiểm có | MX | max 

 Chọn kích thước mặt cắt theo điều kiện bền của ứng suất pháp:  

    WX ≥ [ ]σ
maxXM

 

Từ đó tra bảng thép để được số hiệu thép (N0 I) cần tìm. 
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2. Kiểm tra lại điều kiện bền khi có kể đến trọng lượng bản thân:  

 Vẽ biểu đồ nội lực trong trường hợp có kể đến trọng lượng bản thân dầm. 

 Chọn các mặt cắt nguy hiểm: từ biểu đồ MX và QY chọn ra 3 loại mặt cắt 
sau: 

  * Mặt cắt có |MX|max  

  * Mặt cắt có |QY|max 

  * Mặt cắt có MX và QY cùng lớn 

(đôi khi 3 loại mặt cắt này trùng nhau). 

 Kiểm tra bền cho dầm tại các điểm sau: 

  * Điểm có ứng suất pháp lớn nhất (tại các điểm trên biên của mặt cắt có 
|MX|max) 

    σmax = 
X

maxX

W

M
 ≤ [ ]σ  

  * Điểm có ứng suất tiếp lớn nhất (tại các điểm trên đường trung hoà của 
mặt cắt có |QY|max ): 

    τmax = C
X

C
XmaxY

bJ

SQ
 ≤ [ ]τ   

Theo thuyết bền ứng suất tiếp cực đại thì: [ ]τ  = [ ]
2
σ  

Theo thuyết bền thế năng biến đổi hình dáng thì: [ ]τ  = [ ]
3
σ  

  * Điểm có ứng suất pháp và ứng suất tiếp đều khá lớn (điểm tiếp giáp giữa 
thân và cánh trên mặt cắt có MX và QY cùng lớn): 

Theo thuyết bền ứng suất tiếp cực đại thì:  

    σtt = 2
ZY

2
z 4τ+σ  ≤  [ ]σ  

Theo thuyết bền thế năng biến đổi hình dáng thì:  

    σtt = 2
ZY

2
z 3τ+σ  ≤  [ ]σ  

 Nếu một trong các điều kiện bền trên không thoả mãn thì phải chọn lại số 
hiệu thép, và kiểm tra bền lại cho dầm. 
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3. Xác định ứng suất chính: 

 Tính ứng suất chính và phương chính tại 5 điểm đặc biệt trên mặt cắt có 
MX và QY cùng lớn (điểm trên 2 biên, điểm trên đường trung hoà, điểm tiếp giáp 
giữa thân và cánh) bằng phương pháp giải tích 

 Xác định ứng suất chính và phương chính tại 5 điểm đó bằng phương 
pháp vẽ vòng Mo.  

4. Tính chuyển vị:  

 Viết phương trình độ võng và góc xoay cho toàn dầm bằng phương pháp 
thông số ban đầu. 

 Tính chuyển vị đứng và góc xoay tại mặt cắt D. 
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SƠ ĐỒ TÍNH 
 

q 

M 

b  ca 

q 2P 
1

P 

D 

M 

P
q 

2P 

a b  c 

2

D 

a

4

b  c 

q P 
M 

2P 
D 

3
2P 

a b 
 P 

q M 

 c

D 

P 

a 

5

b c

2P M

D 

a

6

b c

2P 
M 

q P

D 

a b 
2P 

c
M 

P q 

7

D 
P

a b  c 

2P 
M 

q 
8

D 



22 

2P 

q 

a b  c 
P 

M 

12 

D 

 P a b  c

2P M q 

13 

D 

a b  c

P 

2P 

M 
q 

11 

D 

a b c

P

2P 

M q

14

D 

 P 
a  cb 

2P 

M q 
15

D 
P 

a b  c 
2P 

M q 

16

D 

a b  c
2P 

qM P 
9

D 

10

2P
a b  c 

P 

M 
q 

D 



23 

VÍ DỤ THAM KHẢO 
 

Đề bài: 

Chọn số hiệu thép chữ I (NoI) của mặt cắt ngang dầm dưới đây,  

Biết: [ ]σ  = 210 MN/m2, (xem hình 2.1). 

Tính độ võng và góc xoay tại mặt cắt D. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   

Bài làm: 

1. Chọn sơ bộ mặt cắt theo điều kiện bền của ứng suất pháp: 

1.1. Xác định phản lực gối tựa: 

  ΣMA = VB.7 + P. 2 + q. 2.1 – M – q. 4. 5 = 0 → VB = 
7

400404020 ++−−   

 →   VB = 54,286 KN 

  ΣMB = -VA.7 + P. 9 + q. 2. 8 - M + q. 4. 2 = 0 → VA = 
7

1604032090 +−+   

 →  VA = 75,714 KN 

Kiểm tra lại phản lực: 

 Σ Y = VA + VB – P – q. 2 – q. 4 = 75,714 + 54,286 – 10 – 20.2 – 20.4 = 0  

 →  VA và VB đã tính đúng. 

1.2. Viết phương trình nội lực: Chia dầm làm 3 đoạn 

- Đoạn CA: Chọn gốc toạ độ tại C và trục z hướng sang phải (0 ≤  Z1 ≤  2 m ) 

  QY = - P – q. Z1 → QY = - 10 – 20.Z1 → Phương trình bậc nhất 

 MX = - P.Z1 – q.
2

Z2
1  → MX = -10.Z1 – 10.Z1

2 → Phương trình bậc hai 

54,286 KN 

B 
D A C 

75,714 KN 

4 m 3 m 2 m 

q=20KN/m M=40KNmmq=20KN/m 
P=10KN 

H×nh 2.1
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* Tại Z1 = 0 (tại C):    QY = - 10 KN;  MX = 0 
* Tại Z1 = 1 m (tại giữa đoạn):  QY = - 30 KN;  MX = - 20 KNm 
* Tại Z1 = 2 m (tại A):    QY = - 50 KN;  MX = - 60 KNm 
- Đoạn AD: Chọn gốc toạ độ tại A và trục z hướng sang phải (0 ≤  Z2 ≤  3 m) 
  QY = - P – q.2 + VA = - 10 – 20.2 + 75,714  

 →   QY = 25,714 KN → Phương trình hằng số 
  MX = - P.(2+Z2) – q.2.(1+Z2) + VA.Z2 = - 10(2+Z2) – 40.(1+Z2) +75,714.Z2 

 →   MX = 25,714.Z2 - 60 → Phương trình bậc nhất 
* Tại Z2 = 0 (tại A):    QY = 25,714 KN;  MX = - 60 KNm 
* Tại Z2 = 3 m (tại D):    QY = 25,714 KN;  MX = 17,142 KNm 
- Đoạn DB: Chọn gốc toạ độ tại B và trục z hướng sang trái (0 ≤  Z3 ≤  4 m) 

  QY = - VB + q. Z3 → QY = - 54,286 + 20.Z3 → Phương trình bậc nhất 

  MX = VB.Z3 – q.
2

Z2
3  → MX = 54,286.Z3 – 10 Z3

2 → Phương trình bậc hai 

* Tại Z3 = 0 (tại B):    QY = - 54,286 KN;  MX = 0 
* Tại Z3 = 2 m (tại giữa đoạn):  QY = - 14,286 KN;  MX = 14,286 KNm 
* Tại Z3 = 4 m (tại D):    QY = 25,714 KN;  MX = 57,14 KNm  

1.3. Xác định vị trí có Mmax: Cho phương trình QY = 0 (ở đoạn DB), ta tìm 
được toạ độ mặt cắt có Mmax: (mặt cắt E) 

   - 54,286 + 20.Z3 = 0 → Z3 = 
20
286,54  → Z3 = 2,714 m  

Tính giá trị Mmax: 

    Mmax = 54,286. 2,714 – 10. 2714,2  → Mmax = 73,67 KNm 

Bảng kết quả tính toán nội lực: 

Đoạn Z (m) QY (KN) MX (KNm) 

CA 0 
2 

- 10 
- 50 

0 
- 60 

AD 0 
3 

25,714 
25,714 

- 60 
17,412 

DB 
4 

2,714 
0 

25,714 
0 

-54,286 

57,412 
73,67 

0 
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Vẽ biểu đồ nội lực 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

1.4. Sơ bộ chọn mặt cắt theo điều kiện bền của ứng suất pháp: 
Tại mặt cắt E trên hình vẽ có mô men lớn nhất: 

   maxXM  = + 73,67 KNm (xem hình 2.2) nên: 

   WX ≥  [ ]σ
maxXM

 = 23 m/KN10.210
KNm67,73  =3,5.10-4 m3 → WX ≥  350 cm3 

Tra bảng thép chữ I, chọn INo:27 có WX = 371 cm3 thoả mãn điều kiện trên và 
có các đặc trưng sau: 

   qbt = 31,5 Kg/m = 315 N/m = 0,315 KN/m; 
   h = 27 cm; b = 12,5 cm; d = 0,6 cm; t = 0,98 cm;  
   F = 40,2 cm2; WX = 371 cm3; SX = 210 cm3; JX = 5010 cm4; 

2. Kiểm tra lại điều kiện bền: (khi kể đến trọng lượng bản thân dầm)  

Sơ đồ tính của dầm khi có kể đến trọng lượng bản thân như sau: 

25,7125,71

2,714 m 
60 54,28

 (KN) 

 QY 
10 

50 

+

 MX 

Mmax = 73,67 
57,41

17,41 

H×nh 2.2

M=40KNm

E 

54,286 KN 75,714 KN 

Z1 
Z2 

Z3 

P =10KN 1 

1 

2 

2 

3

3
B DA C 

4 m3 m2 m

q=20KN/m q=20KN/m 

1 

 (KNm) 



26 

 
 
 
 
 
 
  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

 

2.1. Xác định phản lực gối tựa: (xem hình2.3) 

  ΣMA = VB.7 + P 2 + q.2.1 + qbt.2.1– M – q. 4. 5 – qbt.7.3,5 = 0  

→  VB = 55,3 KN 

  ΣMB = - VA.7 + P. 9 + q. 2.8 - M + q 4. 2 + qbt.9.4,5 = 0  

→  VA = 77,54 KN 

Kiểm tra lại phản lực: 

  ΣY = VA + VB – P–q.2 – q.4 – qbt.9  

   = 77,54 + 55,3 – 10 – 20.2 – 20.4 – 0,315.9 = 0 

→ VA và VB đã tính đúng. 

 Cách khác:  

- Tính trường hợp do riêng trọng lượng bản thân gây ra (xác định phản lực, vẽ 
biểu đồ nội lực) 

3 Z1 Z2 2 

26,91 25,96

10 

50,63 2,72  m (KN) 

 QY 

E

M=40KNm

vB=55,3 KN vA=77,54 KN 

1
2 

4 m 3 m 2 m 

D

q=20,315 KN/ m 
q=0,315 KN/m  

Z3 

3 
B A C 

q = 20,315KN/ m 

1 

1 

(KNm) 

Mmax =  75,25 KNm 
58,68

18,6 
MX 

60,63 

H×nh 2. 3H×nh 2.3

P =10 KN 



27 

- Cộng biểu đồ vừa vẽ với biểu đồ trên hình 2.2 sẽ được biểu đồ như trên    
hình 2.3. 

2.2. Viết phương trình nội lực: 

Chia dầm làm 3 đoạn, chọn trục z và gốc toạ độ cho mỗi đoạn tương tự như 
trên: 

- Đoạn CA: 0 ≤  Z1 ≤  2 m (gốc toạ độ tại C) 

  QY = - P – (q + qbt). Z1  → QY = - 10 – 20,315.Z1 

  MX = - P.Z1 – (q + qbt). 2
Z2

1   → MX = -10.Z1 – 
2
315,20 .Z1

2 

* Tại Z1 = 0 (tại C):   QY = - 10 KN;  MX = 0 

* Tại Z1 = m (tại giữa đoạn):  QY = - 30,315 KN;  MX = -20,157 KNm 

* Tại Z1 = 2m (tại A):   QY = - 50,63 KN;  MX = - 60,63 KNm 

- Đoạn AD: 0 ≤  Z2 ≤  3 m (gốc toạ độ tại A) 

QY = - P – q.2 – qbt.(2+ Z2) + VA = - 10 – 20.2 – 0,315.(2 + Z2) + 77,54  

 →  QY = 26,91 – 0,315.Z2 

  MX = - P.(2+Z2) – q.2.(1+Z2) + VA.Z2 – qbt.
( )

2
Z2 2

2+  

 →  MX = - 0,315. 
2

Z2
2 + 26,91.Z2 – 60,63 

* Tại Z2 = 0 (tại A):  QY = 26,91 KN;  MX = - 60,63 KNm 

* Tại Z2 = 2m:   QY = 26,28 KN;  MX = - 7,43 KNm 

* Tại Z2 = 3m (tại D):  QY = 25,965 KN;  MX = 18,68 KNm 

- Đoạn DB: 0 ≤  Z3 ≤  4 m ( gốc toạ độ tại B ) 

  QY = - VB + (q + qbt). Z3 → QY = - 55,3 + 20,315.Z3 

  MX = VB.Z3 – (q +qbt). 2
Z2

3  → MX = 55,3.Z3 – 
2
315,20 .Z3

2 

* Tại Z3 = 0 (tại B):   QY = - 55,3 KN;  MX = 0 

* Tại Z3 = 2 m (tại giữa đoạn):QY = - 14,67 KN;  MX = 69,93 KNm 

* Tại Z3 = 4 m (tại D):   QY = 25,96 KN;  MX = 58,68 KNm 
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2.3. Xác định vị trí có Mmax: 

- Cho phương trình QY = 0 (ở đoạn DB), ta tìm được toạ độ mặt cắt có Mmax: 
(mặt cắt E) 

   - 55,3 + 20,315.Z = 0  →  Z = 
315,20
3,55  → Z3 = 2,72 m  

- Tính giá trị Mmax 

  Mmax = 55,3. 2,72 – 20,315.
2
72,2 2

 →  Mmax = 75,25 KNm 

Bảng kết quả tính toán: 

 Đoạn  Z (m)  QY (KN) MX (KNm)

CA   0 
 2 

  - 10 
 - 50,63 

  0 
 - 60,63 

 AD   0 
 3 

  26,91  
 25,96 

  - 60,63 
 18,68  

 DB   4 
 2,72 

 0 

  25,96 
 0 

 55,3 

  58,68 
 75,25 

 0 

Vẽ biểu đồ nội lực: Các biểu đồ nội lực MX và QY biểu diễn trên hình 2.3 

2.4. Chọn mặt cắt nguy hiểm và kiểm tra bền:  

- Chọn ba mặt cắt nguy hiểm sau: 

 Mặt cắt H có Mx = + 75,25 KNm → kiểm tra điều kiện bền theo ứng suất 
pháp σmax cho các điểm trên biên. 

 Mặt cắt B có QY = +55,3 KN → kiểm tra điều kiện bền theo ứng suất tiếp 
τmax cho các điểm trên đường trung hoà. 

 Mặt cắt A ( trái ) có MX = - 60,63 KNm và QY = - 50,63 KN → kiểm tra theo 
thuyết bền thế năng hoặc thuyết bền ứng suất tiếp cho các điểm tiếp giáp giữa 
lòng và đế. 

- Kiểm tra bền: 

 Kiểm tra cho các điểm trên biên (điểm I hoặc K) tại mặt cắt H:  

    σmax = - σmin = [ ]σ≤
X

maxX

W

M
 → σmax = 610.371

25,75
−  = 202 900 KN/m2  
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    σmax = 202,9 MN/m2 < [ ]σ  = 210 MN/m2  

Thoả mãn điều kiện bền tại biên trên và biên dưới của mặt cắt. 

 Kiểm tra cho các điểm trên đường trung hoà (điểm O - có ứng suất tiếp) tại 
mặt cắt B theo thuyết bền thế năng: 

   τmax = [ ]τ≤C
X

C
XmaxY

b.J

S.Q
 = [ ]

3
σ  

 trong công thức trên, ta lấy bC = d trong bảng, thay số ta được: 

→  τmax = 
28

6

10.6,0.10.5010
10.210.3,55

−−

−

 = 38 600 KN/m2 

   τmax = 38,6 MN/m2 < [ ]
3
σ  = 121 MN/m2  

Thoả mãn điều kiện bền tại các điểm trên trục trung hòa của mặt cắt. Biểu đồ 
ứng suất của mặt cắt A (trái) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 Kiểm tra cho các điểm tiếp giáp giữa thân và cánh (điểm E hoặc F) tại mặt 
cắt A trái theo thuyết bền TNBĐHD: 

   σtd = [ ]σ≤τ+σ 22 3  
Ta có: 

  σE = E
X

X y.
J
M  = ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

−
−

t
2
h.

10.5010
63,60

8  = 2
8 10.98,0

2
27.

10.5010
63,60 −

− ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

−  

QY

1,318

1,318

151 

τmax = 35,4 

σmin = 163,5 

σmax = 163,5 

K

F 

O

E 
151  

I

MX 

27,5

27,5

σZ 
τZY 

X

Y

H×nh 2.4 (MN/m2)
(MN/m2) 
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    σE = 151 000 KN/m2 → σE = 151 MN/m2 

Tại điểm E có: 
2

y
dSS

2
E

X
C
X −=  và bC = d  

(Xem hình 2.5) 

Do đó:              Hình 2.5 

τE = - 
d.J

2
ydSQ

X

2
E

X
A
Y ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
−

 = 28

6
2

10.6,0.10.5010

10.
2
52,12.6,0210.63,50

−−

−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

 = - 27500 KN/m2 

→  τE = - 27,5 MN/m2,  

→  σtd = ( ) ( )22 5,273151 −+  = 158,33 MN/m2  

   σtd = 158,33 MN/m2 < [ ]σ  = 210 MN/m2 

Thoả mãn theo điều kiện bền của thuyết bền TNBĐHD. 

Kết luận: Chọn mặt cắt IN0 27 đảm bảo điều kiện bền cho toàn dầm. 

3. Xác định ứng suất chính:  

Dựa vào biểu đồ ứng suất trên hình 2.4, tính các ứng suất chính và phương  
chính cho các điểm đặc biệt trên mặt cắt A (trái) 

3.1. Bằng giải tích: 

- Điểm trên bên (I và K) 

  σmax,min= 
X

A
X

W

M
±  = 610.371

63,60
−

±  = ± 163 500 KN/m2 = ± 163,5 MN/m2 

Tại I có: σ1 = σmax = 163,5 MN/m2 (phân tố kéo đơn) I
maxα  = 00 

Tại K có: σ3 = σmin = - 163,5 MN/m2 (phân tố nén đơn) K
maxα = 00 

- Điểm tiếp giáp giữa lòng và đế (E và F): σmax,min = 2
2

22
τ+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ σ±

σ  

 

 

Ey  

X

Y

d  

E 
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 Điểm E: ở trên đã có 

   σE = - σF = 151 MN/m2 

   τE = τF = - 27,5 MN/m2 

   σmax,min = 2
2

22
τ+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ σ±

σ = ( )2
2

5,27
2

151
2

151
−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛±   

Do đó: σ1
E

 = 75,5+ 80,352 MN/m2 = 155,852 MN/m2 

   σ3
E

 = 75,5 - 80,352 MN/m2 = - 4,852 MN/m2 

tgαmax = 
minE

E

σ−σ
τ

−  = - 
)852,4(151

5,27
−−

−  = 0,177 → E
maxα  = 1006’ 

 Điểm F: 

    σmax,min = - ( )2
2

5,27
2

151
2

151
−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛±  

   σ1
F

 = -75,5+ 80,352 MN/m2 = 4,852 MN/m2 

    σ3
F

 = -75,5 - 80,352 MN/m2 = - 155,852 MN/m2 

   tg F
maxα  = - 

minF

F

σ−σ
τ  = - 

)852,155(151
5,27

−−−
−  = 5,67 → F

maxα  = 800  

Vậy: Tại điểm E có các ứng suất chính là:  

   σ1 = 155,85 MN/m2  

   σ3 = - 4,852 MN/m2 

   E
maxα  = 1006’ 

Tại điểm F có các ứng suất chính là:  

   σ1 = 4,852 MN/m2  

    σ3 = - 155,852 MN/m2 

    F
maxα  = 800 

 Điểm trên đường trung hoà (O): 
   σo = 0 

   τo = C
X

C
X

A
Y

b.J

S.Q
 = 

28

6

10.6,0.10.5010
10.210.63,50

−−

−−  = - 35 400 KN/m2 = -35,4 MN/m2 
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 Tại đường trung hoà có: σmax,min = 2
2

22
τ+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ σ±

σ = ± 35,4 MN/m2 

 Tại điểm O có các ứng suất chính là:  

   σ1 = 35,4 MN/m2  

   σ3 = - 35,4 MN/m2 

   O
maxα  = 450 

Vì phân tố tại ĐTH là phân tố trượt thuần tuý. 

3.2. Biểu diễn phân tố tại 5 điểm đặc biệt trên mặt cắt ngang và vẽ vòng Mo 
ứng suất cho 5 điểm đó: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Hình 2.6 
 

 
 

σ1 

σ1

αmax = 00 

τ

σ
σ3 

αmax = 450 

σ

τ σ1σ3

τ

σ

αmax = 00 

σ3

σ

τ σ1

αmax = 800 

αmax = 1005’ 
τ

σ

σ1 
σ3

MX=75,25 KNm 

σ1

σ3 

σ3 σ1

σ3 

σ3

σ1

σ3 

σ3 

σ1

σ1 

σ
σF 

τ

τF 

σ3 σ3 = σmin 
K 

E 

O 

I 

F 

σ1= σmax σ1 

σE

σE τE 

τE 

τO 

τO 

QY=50,63 KN 

σ1= σmaxσ1

σ3 = σmin
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4. Viết phương trình đường đàn hồi của trục dầm: 
  
 
 
 
  
 
 
 
 
 

 
 

Bảng thông số ban đầu  

Các thông số Đoạn CA (a=0) Đoạn AD (a=2) Đoạn DB (a=5) 
Δy 
Δϕ  
ΔM 
ΔQ 
Δq 
Δ q’ 

≠ 0 
≠ 0 
0 

- 10 
- 20,315 

0 

0 
0 
0 

77,54 
20 
0 

0 
0 
40 
0 

- 20 
0 

4.1. Phương trình độ võng của từng đoạn dầm: ( EJ = const ) 

   yn+1 = yn + Δya + Δy '
a  (Z – a) - 

EJ!2
)aZ.(M 2

.a −Δ  - 
EJ!3

)aZ.(Q 3
.a −Δ   

- 
EJ!4

)aZ.(q 4
.a −Δ

 - 
EJ!5

)aZ(q 5'
a −Δ  - …. 

- Thay các giá trị vào phương trình trên: 

* Đoạn CA: (0 ≤  Z ≤  2) 

   y1(Z) = y0 + ϕ 0. Z + 
EJ!3
Z10 3

 + 
EJ!4

Z315,20 4
 

   ϕ1(Z) = ϕ 0 + 
EJ!2
Z10 2

 + 
EJ!3

Z315,20 3
 

* Đoạn AD: (2 ≤  Z ≤  5)  

   y2(Z) = y1(Z) - 
EJ!3

)2Z(54,77 3−  - 
EJ!4

)2Z.(20 4−   

vA=77,54 KN 

M=40KNm

vB=55,3 KN 

1 4 m 3 m 2 m 

D

q=20,315KN/m 
q=0,315 KN/ m

P =10 KN 

B A C 

q=20,315KN/m 

H×nh 2.7
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 → y2(Z) = y0 + ϕ 0. Z + 
EJ!3
Z10 3

 + 
EJ!4

Z315,20 4
- 

EJ!3
)2Z(54,77 3−  - 

EJ!4
)2Z.(20 4−   

    ϕ2 (Z) = ϕ1(Z) - 
EJ!2

)2Z(54,77 2−  - 
EJ!3

)2Z.(20 3−   

 → ϕ2(Z) = ϕ 0 + 
EJ!2
Z10 2

 + 
EJ!3

Z315,20 3
 - 

EJ!2
)2Z(54,77 2−  - 

EJ!3
)2Z.(20 3−  

* Đoạn DB: (5 ≤  Z ≤  9) 

   y3 (Z) = y2 (Z) - 
EJ!2

)5Z(40 2−  + 
EJ!4

)5Z.(20 4−   

 → y3(Z) = y0 + ϕ 0. Z + 
EJ!3
Z10 3

 + 
EJ!4

Z315,20 4
- 

EJ!3
)2Z(54,77 3−  - 

EJ!4
)2Z.(20 4−  - 

 - 
EJ!2

)5Z(40 2−  + 
EJ!4

)5Z.(20 4−  

   ϕ3(Z) = ϕ2(Z) - 
EJ

)5Z(40 −  + 
EJ!3

)5Z.(20 3−   

 → ϕ3(Z) = ϕ 0 + 
EJ!2
Z10 2

 + 
EJ!3

Z315,20 3
 - 

EJ!2
)2Z(54,77 2−  - 

EJ!3
)2Z.(20 3−  

 - 
EJ

)5Z(40 −  + 
EJ!4

)5Z.(20 4−  

4.2. Xác định y0 và ϕ 0 từ các điều kiện biên sau: 

- Tại A ( Z = 2 ) có y1 = y2 = 0, thay số: 

  y2(Z) = y0 + ϕ 0. Z + 
EJ!3
Z10 3

 + 
EJ!4

Z315,20 4
- 

EJ!3
)2Z(54,77 3−  - 

EJ!4
)2Z.(20 4−  = 0 

y2(Z) = y0 + ϕ 0. 2 + 
EJ!3
2.10 3

 + 
EJ!4

2.315,20 4
 = 0  

 →  y0 + ϕ 0. 2 + 
EJ

87,26  = 0 

- Tại D (Z = 9) có y3 = 0  

  y0 + ϕ 0. Z + 
EJ!3
Z10 3

 + 
EJ!4

Z315,20 4
- 

EJ!3
)2Z(54,77 3−  - 

EJ!4
)2Z.(20 4−  - 

EJ!2
)5Z(40 2−   

 + 
EJ!4

)5Z.(20 4−  = 0 
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 → y0 + ϕ 0. 9 + 
EJ!3
9.10 3

 + 
EJ!4

9.315,20 4
- 

EJ!3
)29(54,77 3−  - 

EJ!4
)29.(20 4−  -

EJ!2
)59(40 2−   

 + 
EJ!4

)59.(20 4−  = 0 

  y0 + ϕ 0. 9 + 
EJ

333,213
EJ
320

EJ
833,2000

EJ
703,4432

EJ
613,5553

EJ
1215

+−−−+  = 0 

→  y0 + ϕ o. 9 + 
EJ

41,228  = 0  

Ta có hệ hai phương trình sau: 

y0 + ϕ 0. 2 + 
EJ

87,26  = 0   ϕ 0 = - 
EJ
791,28   

   y0 + ϕ 0. 9 + 
EJ

41,228  = 0   y0 = 
EJ
713,30   

4.3. Phương trình độ võng và góc xoay toàn dầm: 

   y1(Z) = 
EJ
713,30  - 

EJ
791,28  Z + 

EJ!3
Z10 3

 + 
EJ!4

Z315,20 4
 

   ϕ1(Z) = -
EJ
791,28  + 

EJ!2
Z10 2

 + 
EJ!3

Z315,20 3
 

 y2(Z) = 
EJ
713,30  - 

EJ
719,28 Z + 

EJ!3
Z10 3

 + 
EJ!4

Z315,20 4
- 

EJ!3
)2Z(54,77 3−  -

EJ!4
)2Z.(20 4−   

ϕ2(Z) = - 
EJ
719,28  + 

EJ!2
Z10 2

 + 
EJ!3

Z315,20 3
 - 

EJ!2
)2Z(54,77 2−  - 

EJ!3
)2Z.(20 3−  

   y3(Z) = 
EJ
713,30  - 

EEJ
719,28 Z + 

EJ!3
Z10 3

 + 
EJ!4

Z315,20 4
- 

EJ!3
)2Z(54,77 3−  -  

 - 
EJ!4

)2Z.(20 4−  - 
EJ!2

)5Z(40 2−  + 
EJ!4

)5Z.(20 4−  

   ϕ3(Z) = - 
EJ
719,28  + 

EJ!2
Z10 2

 + 
EJ!3

Z315,20 3
 - 

EJ!2
)2Z(54,77 2−  -  

 - 
EJ!3

)2Z.(20 3−  - 
EJ

)5Z(40 −  + 
EJ!4

)5Z.(20 4−  

4.4. Tính độ võng và góc xoay tại mặt cắt D: 

Tại mặt cắt D có Z = 5 m (thuộc đoạn 2), do đó thay vào phương trình ϕ2(Z) 
và y2(Z) ta có  
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  ϕ2(Z) = - 
EJ
719,28  + 

EJ!2
5.10 2

 + 
EJ!3

5.315,20 3
 - 

EJ!2
)25(54,77 2−  - 

EJ!3
)25.(20 3−  

  ϕ2(Z) = ( )
EJ

58,809093,34823,423125719,28
EJ
1

=−−++−  (Rad) 

y2(Z) = 
EJ
713,30  - 

EJ
719,28  + 

EJ!3
5.10 3

 + 
EJ!4

5.315,20 4
- 

EJ!3
)25(54,77 3−  - 

EJ!4
)25.(20 4−  

y2(Z) = ( )713,30
EJ
1  (m) 

Kết quả: 

   yD = ( )713,301
EJ

 (m) 

   ϕD = ( )58,801
EJ

 (Rad) 
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BÀI TẬP LỚN SỐ 3 

TÍNH CỘT CHỊU LỰC PHỨC TẠP 

BẢNG SỐ LIỆU BÀI TẬP LỚN SỐ 3 

STT b(m) A(m) l(m) P(KN) γ(KN/m3) q(KN/m2)  
 1 0,12 0,16  6  200  20  18  
 2 0,13 0,18  8  300  21  14  
 3 0,14 0,17  7  350  21  16  
 4 0,15 0,17  6  400  20  15  
 5 0,13 0,12   5  300  20  16  
 6 0,14 0,18  7  400  22  12  
 7 0,15 0,14  6  350  21  14  
 8 0,16 0,16  7  400  20  14  
 9 0,12 0,15  6  300  21  18  
 10 0,13 0,14  5  200  22  20  
 11 0,15 0,15  8  250  20  16  

Ghi chú: Sinh viên chọn những số liệu trong bảng số liệu phù hợp với hình vẽ 
của mình. 

YÊU CẦU VÀ THỨ TỰ THỰC HIỆN 

Yêu cầu: 

- Xác định nội lực tại mặt cắt đáy cột. 

- Vẽ biểu đồ ứng suất pháp tại mặt cắt đáy cột 

- Vẽ lõi của mặt cắt đáy cột.  

Biết rằng mỗi sơ đồ cột có 3 lực dọc lệch tâm (Pi trên hình vẽ ký hiệu điểm đặt 
là     ), l là chiều cao cột, γ là trọng lượng riêng của cột, q (KN/m2) là lực phân bố 
đều vuông góc với mặt phẳng chứa cạnh EF. 

Các bước giải: 

1. Vẽ hình chiếu trục đo của cột: 

 Từ sơ đồ hình chiếu bằng đã cho, vẽ hình chiếu trục đo của cột trên hệ trục 
toạ độ Đề Các. 

 Chú ý ghi đầy đủ kích thước và tải trọng đã cho. 

2. Xác định các đặc trưng hình học của mặt cắt ngang: 

 Xác định toạ độ trọng tâm của mặt cắt ngang C(XC, YC) 

⊗  



38 

 Xác định các mô men quán tính chính trung tâm: JX, JY  

 Xác định các bán kính quán tính chính trung tâm: iX, iY. 

3. Xác định nội lực và ứng suất tại mặt cắt đáy cột: 

 Xác định toạ độ các điểm đặt lực dọc lệch tâm Pi(X i
K , Y i

K ). 

 Tính các giá trị nội lực tại mặt cắt đáy cột, lần lượt do các tải trọng đã cho 
gây ra.  

 Xác định đường trung hoà và ứng suất pháp lớn nhất và nhỏ nhất tại mặt 
cắt đáy cột, từ đó vẽ biểu đồ ứng suất pháp phẳng tại mặt cắt đáy cột. 

 Xác định vị trí điểm đặt lực dọc lệch tâm K ( xK, yK ) tương đương tại mặt 
cắt đáy cột 

    xK =
Z

Y

N
M ;   yK = 

Z

X

N
M   

4. Xác định lõi của mặt cắt đáy cột  

    x = - 
a
i2y ;  y = - 

b
i2x   

5. Biểu diễn: 

 Biểu diễn nội lực tại mặt cắt đáy cột bằng hình chiếu trục đo 

 Biểu diễn vị trí hệ trục quán tính chính trung tâm 

 Biểu diễn điểm đặt lực dọc lệch tâm tại mặt cắt đáy cột 

 Biểu diễn đường trung hoà tại mặt cắt đáy cột 

 Vẽ biểu đồ ứng suất pháp phẳng tại mặt cắt đáy cột 

 Vẽ lõi của mặt cắt. 
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SƠ ĐỒ MẶT CẮT CỘT 
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E
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2b
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⊗ 
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E F
 

q

VÍ DỤ THAM KHẢO 
 

Đề bài: 

Cho mặt cắt cột chịu lực như hình vẽ, biết các lực lệch tâm P1=P2=P3=500KN, 
áp lực phân bố đều trên mặt EF là q = 15 KN/ m2, trọng lượng riêng của cột là       
γ = 20 KN/m3 và cột cao L = 4m (xem hình 3.1). 

Yêu cầu: 

- Vẽ biểu đồ ứng suất pháp tại mặt cắt đáy cột  

- Vẽ lõi của mặt cắt đáy của cột 

 
 
 
 
 
  
  
 
 
  
 
  
  
 

Bài làm 

1. Vẽ hình chiếu trục đo của cột: 

Từ mặt cắt cột đã cho trên hình 3.1, ta vẽ được hình chiếu trục đo của cột 
trong hệ trục toạ độ Đề Các như trên hình 3.2. 

2. Xác định các đặc trưng hình học của mặt cắt ngang cột: 

 Xác định toạ độ trọng tâm của mặt cắt đáy cột: Chọn hệ trục toạ độ ban 
đầu là x0y0 như hình3.2. 

   YC = 
F

S 0X

Σ
Σ

 = 

2
48.368.1820.48

)121820.(
2
48.36)920.(18.810.20.48

++

+++++
  

→   YC = 
864144960
4320041769600

++
++  = 

1968
56976   →  YC = 28,95 cm 

P1

P3 20 cm

18 cm

36 cm

8 cm 20 cm20 cm

P2

H×nh 3.1
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 Xác định các mô men quán tính chính trung tâm:  

Hệ trục XCY trên hình 3.3 là hệ trục quán tính chính trung tâm. Chia mặt cắt 
ngang cột thành 3 hình thành phần: 2 hình chữ nhật và 1 hình tam giác.  

  
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 

 

36 cm

x0

q = 15 KN/ m2 

48 cm 

P3 = 500 KN 

P2  

P1 = 500 KN  

4 m

20 cm

18 cm

O 

y0≡Y 

H×nh 3. 2

yC = 28,95 

H

G

I

D 

B 

45,05 

y0≡Y 

XC

P3 
20 cm

18 cm

36 cm

8 cm 20 cm20 cm 

F

P1

P2 

q

E  

H×nh 3.3
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   JX = +−++−+ 8.18.)2995,28(
12
18.820.48.)1095,28(

12
20.48 2

3
2

3
 

+ ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+++

2
36.48.95,28121820

36
36.48 2

3
 

→  JX = 32 000 + 344 774,785 + 3 888 + 0,346 + (62 208 + 382 804,186) 

→  JX = 825 675,3 cm4 

   JY = ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
++

12
24.36.2

12
8.18

12
48.20 333

 = 184 320 + 768 + 2.41472 

→  JY = 268 032 cm4 

   F = 1968 cm2 

 Xác định các bán kính quán tính chính trung tâm:  

   iX = 
F
JX = 

1968
3,825675   →  iX = 20,5 cm;  

   iY =
F
JY  = 

1968
268032

  →  iY = 11,7 cm 

3. Xác định nội lực và ứng suất tại mặt cắt đáy cột:  

 Xác định toạ độ các điểm đặt lực dọc lệch tâm Pi:  

Từ hình 3 ta có: 

   P1(24; 9,05);   P2 (24; -8,95);  P3 (-24; -28,95)  

 Xác định nội lực: 

    MX = ΣPi.y i
K  + qF

2
L  = (-500).9,05 + (-500).(-8,95) + 

+ (-500).(-28,95) -15. 48.10-2.4.200 

  MX = - 4 525 + 4 475 + 14 475 – 288.200 →  MX = - 43 175 KN.cm 

MY = ΣPi.x i
K  = (-500).24 + (-500).24 + (-500).(-24) →  MY = -12 000 KN.cm 

  NZ = -(Σ Pi + γ.L.ΣF) = 3.(-500) - 20.4.1968.10-4 →  NZ = - 1 515,74 KN 

 Xác định ứng suất tại mặt cắt đáy cột: 

Tính ứng suất tại các điểm góc trên mặt cắt ngang theo công thức: 
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   x.
J
M

y.
J
M

F
N

Y

Y

X

XZ
Z ±±±=σ   

Bảng kết quả tính toán: 

Điểm xi 
(cm) 

yi 
(cm) -

1968

74,1515
 ± y

3,825675

43175
± x

268032
12000

 σZ 
(KN/cm2)

E -24 -28,951 - 0,7702 1.51385 1,07450 1.81815 
B -24 -8,9510 - 0,7702 0.46810 1,07450 0.77240 
L -4 -8,9510 - 0,7702 0.46810 0,17910 -0.1230 
A 4 -8,9510 - 0,7702 0,46810 - 0,1791 -0.4812 
D -24 9,0490 - 0,7702 - 0.4732 1,07450 -0.1689 
I 0 45,049 - 0,7702 -2.3556 0 -3.1258 
H 24 9,0490 - 0,7702 - 0,4732 -1,07450 -2.3179 
N 4 9,0490 - 0,7702 - 0,4732 - 0,17910 -1.4225 
P -4 9,0490 - 0,7702 - 0,4732 0,17910 -1.0643 
G 24 -8,9510 - 0,7702 0,46810 -1,07450 -1.3766 
F 24 -28,951 - 0,7702 1,51385 -1,07450 -0.33085 

  Tại E: σmax = 1,81815 KN / cm2;  

  Tại I: σmin = - 3,1258 KN / cm2 

Phân vùng ứng suất tại mặt cắt đáy cột do MX và MY gây ra: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

Hình 3.4 

C

Z

I

X

MX 

E 

F

B 

D

G

H
A

N

P

L

y0≡Y 

+

+

+ 
+ MY 
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C

Từ hình vẽ và bảng kết quả tính toán, ta thấy ngay 2 điểm nguy hiểm là E & I 

 Xác định biểu đồ ứng suất pháp tại mặt cắt đáy cột: 

a) Biểu diễn nội lực tại mặt cắt đáy cột: 
 
 
 
 
 
 
  
  
 
 
 
 

Hình 3.5 
 

b) Xác định điểm đặt lực dọc lệch tâm K(xK, yK) 

   xK = 
Z

Y

N
M  = 

74,1515
12000

−
−  = 7,9 cm 

   yK = 
Z

X

N
M  = 

74,1515
43175

−
−  = 28,5 cm  

Điểm đặt lực dọc lệch tâm biểu diễn trên hình 3.6: K(7,9; 28,5) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 

Hình 3.6 

c) Xác định đường trung hoà: 

Phương trình ĐTH: 1
b
y

a
x

=+  

MX 

MY

NZ 

X

Z

y0≡Y 

y0≡Y 
P=1515,74 KN

28,5 cm

K

7,9 cm 

C

X

Z
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   a = 
K

2
Y

X
i−  = 

9,7
7,11 2−  = - 17,2021 cm   a = - 17,2 cm 

   b = 
K

2
X

Y
i−  = 

5,28
5,20 2−  = - 14,75 cm    b = - 14,7 cm 

Toạ độ ĐTH là: (-17,2; -14,7)cm 

Biểu diễn biểu đồ ứng suất pháp phẳng trên hình 3.7 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
  
 
 
 

 
 

Hình 3.7 

4 -Xác định lõi của mặt cắt  

Chọn 3 đường trung hoà giả thiết: Δ1, Δ2, Δ3 như hình 3.8 dưới đây,  
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 

Hình 3.8 

→ 

y0≡Y 

∆2

J

A

∆3 

∆1

H

G

I

D 

B X
C

E 

F

y0≡Y 

 §TH 

 17,2 cm 

 14,7 cm

J H

G

I

D 

B 

XC

E 
F

3,1262 KN/cm2 

1,8184 KN/cm2 

σZ 

-

+
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+ Đường Δ1:  

  Cắt trục Y tại điểm I(0; 45,05) nên có: b1 = 45,05 cm  

  Cắt trục X tại điểm A(xA; 0) nên sẽ có: a1 = xA.  

Tính XA theo tính chất đồng dạng của 2 tam giác là: ACI và HJI  

  
049,45

36
X
24

IC
IJ

CA
JH

A
=→=     xA = 

36
049,45.24  = 30,033 cm 

Vậy có:  a1 = 30,03 cm;  
   b1 = 45,05 cm  

+ Đường Δ2: song song với trục Y nên có:  
   a2 = 24 cm;  
   b2 = ∞ 

+ Đường Δ3: song song với trục X nên có:  
   a3 = ∞;  
   b3 = - 28,95 cm  

Dùng công thức: XK = - 
a
i2Y , YK = - 

b
i2X ; với: iX = 20,483 cm, iY = 11,67 cm 

để xác định các điểm trên lõi là 3 điểm đặt lực dọc lệch tâm tương ứng: K1, 
K2, K3. Từ hình vẽ trên, ta lập được bảng sau:  
 
  
 
 
 
 
 

Vì mặt cắt đối xứng qua trục Y, nên ta lấy thêm 2 điểm đối xứng với 2 điểm 
đặt lực dọc lệch tâm do đường Δ1 và đường Δ2 ở trên, được thêm 2 điểm K4 và 
K5. Nối 5 điểm đó lại, ta được lõi của mặt cắt có dạng như hình vẽ 9 dưới đây.. 

 

 

 

 

 

ĐTH giả thiết ai (cm) bi (cm) Điểm XKi (cm) YKi (cm) 

∆1 30,03 45,05 K1 - 4,54 - 9,31 

∆2 24 ∞ K2 - 5,67 0 

∆3 ∞ - 28,95 K3 0 14,49 
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Từ hình 3.6 ta thấy: điểm đặt lực dọc lệch tâm K nằm ngoài lõi nên biểu đồ 

ứng suất pháp trên hình 3.7 có hai dấu. Muốn biểu đồ ứng suất pháp chỉ có dấu  
(-) thì lực dọc lệch tâm tại mặt cắt đáy cột phải đặt vào lõi. 

 

X

Y

K5 

K4

K3

K2 

K1

C

Hình 3.9 
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BÀI TẬP LỚN SỐ 4 

TÍNH DẦM TRÊN NỀN ĐÀN HỒI 

BẢNG SỐ LIỆU BÀI TẬP LỚN SỐ 3 

STT a(m) b(m) c(m) J(m4) M(KNm) P(KN) q(KN/m) K(KN/m2)
 1  3  4  3 0,03516  70  150  58  60000 
 2  4  2  4 0,01800  40  120  36   40000 
 3  2  5  3 0,04267  80  170  60  40000 
 4  5  2  3 0,02289  60  120  44  60000 
 5  2  4  4 0,01800  50  80  40  50000 
 6  3  3  4 0,02858  30  90  48  50000 
 7  4  4  2 0,04267  90  160   62  60000 
 8  3  5  2 0,05118  90  170  70  50000 
 9  3  1  6 0,03652  70  140  56  40000 
 10  3  6  1 0,02843  50  100  45  60000 
 11  6  1  3 0,04016  80  160  54  40000 

Ghi chú: Sinh viên chọn những số liệu trong bảng số liệu phù hợp với hình vẽ 
của mình. 

YÊU CẦU VÀ THỨ TỰ THỰC HIỆN 

Yêu cầu: 

Vẽ biểu đồ nội lực (biểu đồ M và biểu đồ Q) của dầm đặt trên nền Winkler. Sơ 
đồ tính cho trên hình vẽ, môđun đàn hồi của dầm là E = 107 KN/m2. Yêu cầu lập 
bảng kết quả tính toán nội lực cho các mặt cắt liên tiếp cách nhau 1 m. 

Các bước giải: 

1. Tính sẵn các trị số cần sử dụng:  

Độ cứng: EJ, hệ số của dầm trên nền đàn hồi: m, m2, m3, m4 

2. Lập bảng thông số ban đầu:  

Lập bảng với 6 thông số cho các đoạn dầm. 

3. Viết phương trình mô men uốn và lực cắt của dầm: 

 Viết phương trình nội lực của dầm. 

 Lập bảng các hệ số Crưlốp tại các mặt cắt cần tính toán. 

 Lập phương trình nội lực của toàn dầm dưới dạng số. 
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 Lập điều kiện biên và giải hệ phương trình để tìm ra các ẩn số y0 và θ0. 

 Lập bảng kết quả tính toán nội lực (mô men và lực cắt) tại các mặt cắt cần 
tính toán. 

4. Vẽ biểu đồ nội lực: 

Dựa vào bảng kết quả tính toán ở trên, vẽ các biểu đồ nội lực. 
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SƠ ĐỒ TÍNH DẦM TRÊN NỀN ĐÀN HỒI

P 
2

q 
M 

2P 

a b c

# # # # # #

1 P 
q M 

2P 

a b ca b c

# # # # # #

q M P 2P

3

a b c

# # # # # #

q 
P 2P 

4
M 

a b c

# # # # # #

2P

a b c

# # # # # #

P 
5

q 
M 

6 P 2P
q M 

a b c

# # # # # #

P 2P
7

q M 

a b c

# # # # # #

P 2P 
q 

M 

a b c

# # # # # #

8

 2P 
9

q M P 

a b c

# # # # # #

P
2P10

M
q

a b c

# # # # # #
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q 
P 13 M

a b c 

# # # # # #

P2P 
q M 

a b c

# # # # # #

11
P

2P
q 

M

a b c 

# # # # # #

12

M

P2P14

q 

a b c

# # # # # #

2P
15

q
M 

P 

a b c 

# # # # # #

M

 2P 
16

P q 

a b c

# # # # # #
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VÍ DỤ THAM KHẢO 
 

Đề bài: 

Tính giá trị nội lực trên các mặt cắt (cách nhau 1 m) và vẽ biểu đồ nội lực cho 
dầm đặt trên nền Winkler như sơ đồ cho trên hình 4.1, cho biết: 

q = 80 KN/m b = 1 m  

M = 800 KNm J = 0,0426 m4 

P = 650 KN E = 107 KN/m2  

Hệ số nền K0 = 6.104 KN/m3  
  

 
  
 
 
 
 
 
 
  

 
 

Bài làm 

1. Tính sẵn các trị số cần sử dụng:  

   EJ = 0,0426.107 = 426.103 KNm2 

Tính các hệ số của dầm trên nền đàn hồi 

   m4 = 
EJ.4
bK0  = 

3

4

10.426.4
1.10.6  = 0,0352 

   m = 4 0352,0  = 0,433182 

   m2 = 0,18764 

    m3 = 0,081285 

Bảng thông số ban đầu: 

 

 

80 KN/m 

 650 KN 

800 KNm 

 650 KN 
100KNm 

A 
Z 

4m

# # # # # # 
4m3m

Y 
H×nh 4.1
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Các 
thông số 

Đoạn 1 
Taị A (Z = 0) 

Đoạn 2 
Tại B (Z =3m) 

Đoạn 3 
Tại C (Z =7 m) 

Δy 
Δϕ  
ΔM 
ΔP 
Δq 
Δq/ 

≠ 0 
≠ 0 
0 

- 650 
0 
0 

0 
0 
0 

- 650 
-80 
0 

0 
0 

- 100 
0 
0 
0 

 
 2. Viết phương trình nội lực cho từng đoạn: 

 a. Viết phương trình mô men uốn và lực cắt của dầm dài hữu hạn dưới dạng 
chữ: 

   M1 = mZ3
0

mZ2
0

mZ D.
m
.K

C.
m

y.K
B.

m
P ϕ

++  

   M2 = )3Z(m2)3Z(m1 C.
m
qB.

m
PM −− ++  

   M3 = )7Z(m2 A.MM −+  

   Q1 = mZ2
0

mZ
0

mZ C.
m
.K

B.
m
y.K

A.P
ϕ

++  

   Q2 = )3Z(m)3Z(m1 B.
m
qA.PQ −− ++  

   Q3 = )7Z(m3 D.M.m4Q −−  

b. Tính sẵn các hệ số của các số hạng trong các phương trình trên: 

   - 
m
P  = - 

43318,0
650  = - 1500,531 

m
K0  = 

43318,0
10.6 4

 = 13,851.104 

   - 
m
q  = - 

43318,0
80  = - 184.6807 2

0

m
K  = 2

4

43318,0
10.6  = 31,9753.104 

   - 2m
q  = - 243318,0

80  = - 426.3372 3
0

m
K  = 3

4

43318,0
10.6  = 73,8152.104  

   4.m.M = 4. 0,43318.(- 100) = -173,272  
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c. Thay các giá trị tính sẵn vào phương trình nội lực của dầm: 

   M1 = - 1500,531. Bmz + 31,9753.104.y0. Cmz + 73,8152.104. ϕ 0.Dmz  

   M2 = - 1500,531. Bmz + 31,9753.104.y0. Cmz + 73,8152.104. ϕ 0.Dmz –  

- 1500,531.Bm.(Z-3) – 426,3372.Cm(Z-3)  

   M3 = - 1500,531. Bmz + 31,9753.104.y0. Cmz + 73,8152.104. ϕ 0.Dmz –  

- 1500,531.Bm.(Z-3) – 426,3372.Cm.(Z-3) – 100.Am.(Z-7) 

   Q1 = - 650.Amz + 13,851.104.y0.Bmz +31,9753.104. ϕ 0.Cmz  

   Q2 = - 650.Amz + 13,851.104.y0.Bmz +31,9753.104.ϕ 0.Cmz - 650.Am(Z-3)  

 - 184,6807. Bm(Z-3)  

   Q3 = - 650.Amz + 13,851.104.y0.Bmz +31,9753.104.ϕ 0.Cmz - 650.Am(Z-3)  

 - 184,6807. Bm.(Z-3) – (-173,272).Dm.(Z-7)  

3. Viết điều kiện biên: 

Tại D (Z = 11m) ta có:  

    M3 = - 800 KNm  và  Q3 = 0 

4. Tính sẵn các hàm Crưlốp: 

 (Lập bảng tính sẵn các hàm Crưlốp cho các mặt cắt cần tính toán, cách 
nhau 1 m, với hệ số m = 0,43318)  

Z mZ AmZ BmZ CmZ DmZ 

 0 
 1 
 2 
 3 

 0 
 0,43318  
 0,86636 
 1,29954  

 1 
 0,9941 
 0,9062 
 0,5278 

 0 
 0,43267 
 0, 8501 
 1,1764 

 0 
 0,0937 
 0,3729 
 0,8177  

 0  
 0,0135 
 0,1080 
 0,3608 

 4 
 5 
 6 
 7 

 1,73272 
 2,16590 
 2,59909 
 3,03227 

- 0,4702  
- 2,4770 
- 5,7919 
- 10,3342 

 1,2182 
 0,6230 
- 1,1183 
- 4,5760 

 1,3518 
 1,7820 
 1,7265 
 0,5644 

 0,8299 
 1,5179 
 2,3049 
 2,8551 

 8 
 9 
 10 
 11 

 3,46545 
 3,89863 
 4,33182 
 4,76501 

 - 15,1787 
 - 17,9374 
 - 14,1328 
 3,0853 

- 10,1222 
- 17,4354 
- 24,7268 
- 27,7519 

- 2,5426 
- 8,4670 
- 17,6567 
- 29,2901 

2,5134 
0,2436 
- 5,2994 
- 15,4184  

(a) 

(a) 
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Thay điều kiện biên tại D vào phương trình nội lực (a) ở đoạn 3, ta có: 
   M3 = -1500,531.Bm.11 + 31,9753.104.y0.Cm.11 + 73,8152.104. ϕ 0.Dm.11 

- 1500,531.Bm.(11-3) – 426,3372.Cm(11-3) – 100.Amm(11-7) = - 800 

    Q3 = - 650.Am.11 + 13,851.104.y0.Bm.11 + 31,9753.104. ϕ 0.Cm.11  

– 650.Am.(11-3) - 184,6807.Bm.(11-3) + 173,272.Dm(11-7) = 0 

Thay giá trị của các hàm số Crưlốp lấy từ bảng trên vào phương trình (b), ta 
có: 

   M3 = - 1500,531.(- 27,7519) + 31,9753.104.y0.(- 29,2901) + 

    + 73,8152.104.ϕ 0.(- 15,4184) – 1500,531.(- 10,1222) +  

    – 426,3372.(- 2,5426) - 100.(-0,4702) = - 800 

   Q3 = - 650.(3,0853) + 13,851.y0.104.(-27,7519) + 

    + 31,9753.104.ϕ 0.(-29,2901) - 650.(-15,1787)  

    – 184,6807.(-10,1222) + 173,272.0,8229 = 0  

    936,5597.104.y0 + 1138,1123.104.ϕ 0 = 58762.286 

    384,392.104.y0 + 936,5597.104.ϕ 0 = 9872.6705 

5. Giải hệ phương trình: 

Từ phương trình thứ nhất của hệ phương trình (d) ở trên, ta có: 

   y0 = 4

4

10.5597,936
10.1123,1138286,58762 −  

Thay vào phương trình thứ hai của hệ (d), ta có: 

384,392.104. 4

4

10.5597,936
10.1123,1138286,58762 −  + 936,5597.104.ϕ 0 = 9872,6705 

24117.7926 – 467,1152.104 + 936,5597.104.ϕ 0 = 9872,6705 

→  469,4445. 104.ϕ 0 = -14245.1221  

   ϕ 0 = - 30.3446.10-4Rad 

y0 = 
4

4.4

10.5597,936
)10.3446,30(10.1123,1138286,58762 −−−  = 

410.5597,936
34535.5625286,58762 +  

(b) 

(c) 

(d) 
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→  y0 = 410.5597,936
93297.8485      y0 = 99.618 10-4 m 

Thay giá trị y0 và ϕ 0 vào, ta có phương trình nội lưc trong 3 đoạn của dầm đã 
cho như sau: 

   M1 = - 1500,531. BmZ + 31,9753.104.99,618.10-4 CmZ +  
+ 73,8152.104.(-30,3446.10-4).DmZ  

   Q1 = - 650.AmZ + 13,851.104.99,618.10-4.BmZ + 
+ 31,9753.104.(-30,3446.10-4).CmZ  

  M2 = - 1500,531. BmZ + 31,9753.104.99,618.10-4 CmZ + 

+ 73,8152.104.(-30,3446.10-4).DmZ – 1500,531.Bm.(Z-3) – 426,3372.Cm.(Z-3) 

  Q2 = - 650.AmZ + 13,851.104.99,618.10-4.BmZ + 
31,9753.104.(-30,3446.10-4).CmZ - 650.Am.(Z-3) – 184,6807. Bm.Z-3)  

   M3 = - 1500,531. BmZ + 31,9753.104.99,618.10-4 CmZ + 
    + 73,8152.104.(-30,3446.10-4).DmZ + 1500,531.Bm.(Z-3)  
    – 426,3372.Cm.(Z-3) – 100.Am.(Z-7) 

   Q3 = - 650.AmZ + 13,851.104.99,618.10-4.BmZ + 
    + 31,9753.104(- 30,3446.10-4)CmZ -  
     - 650.Am.(Z-3) – 184,6807. Bm.Z-3) + 173,272.Dm.(Z-7)  

Ta có phương trình nội lực của toàn dầm như sau: 

   M1 = - 1500,531. BmZ + 3185.315 CmZ - 2239.893.DmZ  

   Q1 = - 650.AmZ + 1379,804.BmZ - 970.278.CmZ  

   M2 = - 1500,531. BmZ + 3185.315 CmZ - 2239.893.DmZ  
 – 1500,531.Bm(Z-3) – 426,3372.Cm(Z-3)  

   Q2 = - 650.AmZ + 1379,804.BmZ - 970.278.CmZ  
- 650.Am(Z-3) – 184,6807 Bm(Z-3)  

    M3 = - 1500,531.BmZ + 3185.315 CmZ - 2239.893.DmZ 

– 1500,531.Bm(Z-3) - 426,3372.Cm(Z-3) – 100.Am(Z-7)  

   Q3 = - 650.AmZ + 1379,804.BmZ - 970.278.CmZ  
- 650.Am(Z-3) – 184,6807 Bm(Z-3) + 173,272 .Dm(Z-7)  
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BẢNG KẾT QUẢ TÍNH LỰC CẮT TẠI CÁC MẶT CẮT YÊU CẦU 
 

Đoạn  Z  mZ  - 650.AmZ   1379,804.BmZ - 970,278.CmZ  m( Z-3)  - 650Am(Z-3) -184,6807Bm(Z-3)  m.(Z-7) 173,272Dm(Z-7)  Q (KN) 

 0  0  - 650  0  0  -  -  -  -  - - 650 

 1 0,43318  - 646,165  597,000  - 90,915  -  -  -  -  - -140.08 

 2 0,86636  - 589,030  1172,971  - 361,817  -  -  -  -  - 222.124 

 
 

 I 
 

 3 1,29954  - 343,070  1623,201  - 793,396  -   -  -  -  - 486.735 

 3 1,29954  - 343,070  1623,201  - 793,396  0  - 650  0   -  - -163.265 

 4 1,73272  305,630  1680,877  - 1311,622  0,43318  - 646,165  - 79,906  -  -  -51.186 

 5 2,1659  1610,05  859,618  - 1729,035  0,86436  - 589,03  - 156,997  -  -  -5.394 

 6 2.59909  3764,735  - 1543,035  - 1675,185 1,29954  - 343,07  - 217,258  -  - -13.813 

 
 II 
 

 7 3,03227  6717,230  - 6313,983  - 547,625 1,73272  305,63  - 224,978  -  -  -63.726 

 7 3,03227  6717,230  - 6313,983  - 547,625 1,73272  305,63  - 224,978  0  0  -63.726 

 8 3,46545  9866,155  - 13966,652  2467,029  2,1659  1610,05  - 115,056  0,43318  2,339 -136.135 

 9 3,89863  11659,31  - 24057,435  8215,344  2,59909  3764,735  206,528  0,86636  18,713 -192.805 

 10 4,33182  9186,320  - 34118,138  17131,908  3,03227  6717,23  845,099 1,29954  62.517 -175.064 

 III 

 11 4,76501 - 2005,444  - 38292,183  28419,540  3,46545  9866,155  1869,375 1,73272  142.586  0.029 
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 BẢNG KẾT QUẢ TÍNH MÔ MEN TRÊN CÁC MẶT CẮT YÊU CẦU 
 

 Đoạn  Z  m Z -1500,531BmZ 3185,315CmZ - 2239,893DmZ  m.(Z-3) - 1500,531Bm(Z-3) - 426,3372Cm(Z-3) m.(Z-7) - 100Am(Z-7) M(KNm) 

 0  0  0  0  0  -  -  -  -   -  0 

 1  0,43318  - 649,235  298.464  - 30.239  -  -  -  -  - - 381.01 

 2  0,86636  - 1275,601  1187.804  - 241.908  -  -  -  -  - - 329.705 

I 

 3  1,29954  - 1765,225  2604.632  - 808.153  -  -  -  -  -  31.254 

 3  1,29954  - 1765,225  2604.632  - 808.153  0  0  0  -  -  31,254 

 4 1,73272  - 1827,947  4305.909  - 1858,950  0,43318  - 649,235  - 39,948  -  -  - 70.171 

 5 2,16659  - 934,831   5676.231  - 3399.934  0,86636  - 1275,601  - 158,981  -  -  - 93.116 

 6 2,59909  1678,044  5499.446  - 5162.729  1,29954  - 1765,225   - 348,616   -  -  - 99.08  

II 

 7 3,03227  6866,430  1797.792  - 6395.118  1,73272  - 1827,947  - 576.323  -  -  - 135.166 

 7 3,03227  6866,430  1797.792  - 6395.118  1,73272  - 1827,947  - 576.323  0  -100  - 235.166 

 8 3,46545  15188,675  -8098.982  - 5629.747  2,16659  - 934,831  - 759.733 0,43218  - 99,41 - 334.028  

 9 3,89863  26162,358 - 26970.062  - 545.638  2,59909  1678,044  - 736.071 0,86636  - 90,62 - 501.989 

 10 4,33182  37103,33 - 56242.151   11870.089  3,03227  6866,430  - 240.625 1,29954  - 52,78 - 695.707 

III 

 11 4,76501  41642,586 - 93298.195  34535.566  3,46545  15188,675   1084.005 1,73272  47,02 - 800.343 
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Biểu đồ nội lực: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Biểu đồ nội lực (để tham khảo):  
KET QUA TINH TOAN BANG MAY TINH:  

M NMC Y0 Teta0  
0.43318 23 0.00996 -0.00303 
 Z Y Teta M Q  
  0.0 0.0099615 -0.0030343    0.0000000 -650.0000000 
  1.0 0.0071266 -0.0027936 -380.8450000 -140.1870775 
  2.0 0.0051018 -0.0040241 -329.7900000  222.0708631 
  3.0 0.0037909 -0.0093300   31.1228000  486.7868019 
  3.0 0.0037909 -0.0093300   31.1228000 -163.2131981 
  4.0 0.0026245 -0.0198178  -70.1888000  -51.1123330 
  5.0 0.0016077 -0.0348689  -93.2355000   -5.1574182 
  6.0 0.0008065 -0.0516563  -98.7306000  -13.8467519 
  7.0 0.0002431 -0.0624000 -134.6650000  -63.6694719 
  7.0 0.0002431 -0.0624000 -234.6650000  -63.6694719 
  8.0 0.0001258 -0.0519507 -333.8200000 -135.8515721 
  9.0 0.0008060  0.0026625 -501.4780000 -192.7289675 

3 m 4 m 4 m 

80 KN/m 

 650 KN 

800 KNm 

 650 KN

100KNm 

A B C D 
Z 

M 

Q 

486,735

163,265 63,726 

235,166 
135,166 

800,343 

-- 

+ 

31,25
H×nh 4.2

(KN) 

(KNm) 
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 10.0 0.0026692  0.1309270 -694.8760000 -175.5120164 
 11.0 0.0061471  0.3602250 -800.0000000    0.0000000 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Biểu đồ M: 

     
Biểu đồ Q: 

 
Hình 4.4 

 

3 m 4 m 4 m 

80 KN/m 
 650 KN  650 KN 

100KNm 

A B C D

Y 

Z 

H×nh 4. 3

800KNm 
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PHẦN II 
 

ĐỀ VÀ HƯỚNG DẪN GIẢI 
 

BÀI TẬP LỚN CƠ HỌC KẾT CẤU 

 





BÀI TẬP LỚN SỐ 1 

TÍNH HỆ THANH PHẲNG TĨNH ĐỊNH 

BẢNG SỐ LIỆU BÀI TẬP LỚN SỐ 1 

Kích thước hình học (m) Tải trọng T
hứ tự 

L1 L2 L3
q(K

N/m) 
P 

(KN) 
M 

(KNm) 

1 8 12 10 30 80 150 

2 10 8 12 40 100 120 

3 12 10 8 50 120 100 

4 8 10 12 20 100 150 

5 10 12 8 40 80 150 

6 12 8 10 30 120 120 

7 8 8 10 50 100 150 

8 10 10 8 20 80 100 

9 12 12 10 40 120 150 

1
0 

10 12 12 30 100 120 

Ghi chú: Sinh viên chọn những số liệu trong bảng số liệu phù hợp với hình 
vẽ của mình. 

YÊU CẦU VÀ THỨ TỰ THỰC HIỆN 

I. Xác định nội lực trong hệ ghép tĩnh định: 

1.1. Xác định phản lực tại các gối tựa. 

1.2. Vẽ các biểu đồ nội lực: mô men uốn M, lực cắt Q và lực dọc N. 

1.3. Vẽ các đường ảnh hưởng: đahRA, đahMB, đahQB và đahQI khi lực thẳng 
đứng P = 1 di động trên hệ khi chưa có hệ thống mắt truyền lực. Dùng đah để 
kiểm tra lại các trị số RA, MB, QB, QI đã tính được bằng giải tích. 

1.4. Vẽ lại các đường ảnh hưởng: đahRA, đahMB, đahQB và đahQI khi lực 
thẳng đứng P = 1 di động trên hệ khi có hệ thống mắt truyền lực. 



1.5. Tìm vị trí bất lợi nhất của đoàn tải trọng gồm 4 lực tập trung di động trên 
hệ khi có mắt truyền lực để mô men uốn tại tiết diện K có giá trị tuyệt đối lớn 
nhất. 

II. Xác định một trong các chuyển vị sau của hệ tĩnh định:  

Chuyển vị đứng tại F, Chuyển vị ngang tại H, Chuyển vị góc xoay tại tiết diện 
R do tác dụng đồng thời của hai nguyên nhân tải trọng và chuyển vị cưỡng bức 
của gối tựa (xem hình vẽ).  

Biết:  J1 = 2J; J2 = 3J; E = 2. 108 (KN/m
2
);  

   J = 10
-6

. L1
4 (m

4
); Δ = 0,01. L1 (m); ϕ = Δ/L2.  



SƠ ĐỒ TÍNH HỆ TĨNH ĐỊNH 
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VÍ DỤ THAM KHẢO 

Đề bài: 
  Số đề: 4. 5. 3 

4  Số thứ tự của sơ đồ kết cấu 

5  Số liệu về kích thước hình học (hàng thứ 5): L1 = 10m; L2 = 12m; L3 = 
8m  

3  Số liệu về tải trọng (hàng thứ 3): q = 50KN/m; P =120 KN; M =100 KNm. 

Với các số liệu đã cho, sơ đồ tính của kết cấu được vẽ lại như sau (Hình 1):  
  

P=120K
 
 
 
 
 
 
 

 
 
  
 
 

Trình tự tính toán:  

1. Xác định nội lực trong hệ tĩnh định  

1.1 Xác định các phản lực gối tựa: 

 Đặt tên các gối tựa và các nút của khung (Hình 1.1). 

 Phân tích hệ chính phụ: Lập sơ đồ tầng (Hình 1.2) 

 Lần lượt tính toán từ hệ phụ đến hệ chính theo thứ tự sau: 

1.Tính dầm MN:  YM = 150 KN  Truyền phản lực xuống khung GEM 

     YN = 150 KN  Truyền phản lực xuống dầm AB 

2.Tính dầm AB: 

Σ MA = - YB.8 + P.6 - YN.3 = - YB.8 + 120.6 - 150.3 = 0  YB = 33,75 KN  

L 

T 

S 

BA
J 

N

2J 2J 

3J 

2J 

J 

P=120KN

I K NM
RG

Δ 
C D E 

q=50KN/m

M=100KNm 

q

3m 

q 6m 

3J 

6m 

Hình 1.1 

4m 2,5 4m 5m 3m 6m 3m 4m 2 2 2



Σ MB = YA. 8 - P.2 - YN.11 = YA. 8 - 120. 2 - 150.11 = 0  YA = 236,25 KN  

Kiểm tra lại kết quả tính YA và YB bằng phương trình ΣY = 0  Cho ta kết 
quả đúng. 

3. Tính khung GEM:  

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

Σ MG = - XE.6 + q.3. 6,5 + YM.8 = - XE. 8 + 50.3.6,5 + 150.8 = 0  

 XE = 362,5 KN  

ΣX = 0  XG = 362,5 KN  

ΣY = 0  YG = 300 KN  

Truyền phản lực XG và YG sang khung chính CD (lưu ý đổi chiều của phản lực) 

4. Tính khung CD: 

 Σ MC = - YD. 8 - P. 2,5 + q.5. 2 + M + YG. 8 + XG. 6 = 0 

  YD = 609,375 KN  

ΣX = 0  XC = 362,5 KN  

ΣY = 0  YC = 60,625 KN  

 

 

 

1.2. Dùng phương pháp mặt cắt xác định nội lực trong hệ:  

S 

T 

L 

G 

YC = 60,63 YD = 609,38

362,5 

300 

P=120KN 

C D 

q=50KN/m  

M=100KNm 

XC = 362,5 

YB= 33,75YA = 236,25 
XE = 362,5 

YG = 300 

XG = XE

G

P=120KN

I K 

BA 

YM = 150

NM

q=50KN/m 

YN = 150 

R

E 

150q=50KN/m

Hình 1.2 



1.2.1. Vẽ biểu đồ mô men M (Hình 1.3). 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 

1.2.2. Vẽ biểu đồ lực cắt Q: Dựa vào các liên hệ vi phân giữa mô men M và 

lực cắt Q, dùng công thức: 
L

 M 
   Q   Q 0

ABAB

Δ
±=  biểu đồ lực cắt Q (Hình 1.4) 

được suy từ biểu đồ mô men M. 
  
 
  
 
  
  

  
  

 
 
 

 

 

 

 

 

3. Vẽ biểu đồ lực dọc N: Biểu đồ lực dọc N (Hình 1.5) được suy từ biểu đồ 
lực cắt Q bằng cách tách các nút và xét cân bằng về lực. 

150

(KN) 
Q

120 

170 465

30 

362,5 

362,5 

300 

362,5

86,25 

33,75 

Hình 1.4 

125 
675 

2175 

1500 

225 
450 

180 

67,5 

2175 

2075 

4400 
4350 

300 

4050 

(KNm)
M

Hình 1.3 



 
 
 
 
 
  
 
  
 
 
 

4. Kiểm tra cân bằng các nút: S; T; L; G; R của khung CD khung GEM. 

♦ Về mô men: Nút G không cần kiểm tra vì có các mô men nội lực, ngoại lực 
bằng 0. 

Σ MS = 4350 - 300 - 4050 = 0 

Σ MT = 4400 - 4400 = 0 

Σ ML = 2075 + 100 - 2175 = 0 

Σ MR = 1500 + 675 - 2175 = 0 

♦Về lực: Từ kích thước hình học của khung ta có: Sinα = 0, 6; Cosα = 0, 8 
 
 
 
 
 
 

 

• Kiểm tra nút S: (Hình 1.6a) 

   ΣX = 325,625. 0,8 - 362,5 + 170. 0,6 = 0 

   ΣY = 60,625 - 120 - 170. 0,8 + 325,625. 0,6 = 0 

• Kiểm tra nút T: (Hình 1.6b) 

   ΣX = 30. 0,6 - 475,625. 0,8 + 104,375. 0,8 + 465. 0,6 = 0 

362,5 

475,625

(KN) 
N

60,625 

325,625 
104,375 

309,375 

609,375 

Hình 1.5 

4050

4350
300 

S 4400 
T

4400

2075

2175 

L 
100 

1500

2175 

R 

675 

325,625 

α 

60,625 

120 S 

Y 

170 

362,5 

X 

475,625
104,375 

465 

30

T

Y 

α

b)

X 
362,5 

309,375 

465 

104,375 

α
L 

Y 
a) c)

X 

Hình 1.6 



   ΣY = 465. 0,8 - 30. 0,8 - 104,375. 0,6 - 475,625. 0,6 = 0 

• Kiểm tra nút L (Hình 1.6c): 

   ΣX = 362,5 - 104,375. 0,8 - 465. 0,6 = 0 

   ΣY = 309,375 + 104,375. 0,6 - 465. 0,8 = 0 

• Kiểm tra nút G (Hình 1.7b): 

   ΣX = 362,5 - 362,5 = 0 

   ΣY = - 309,375 - 300 + 609,375 = 0 

♦ Kiểm tra tổng hợp một phần của khung (Hình 1.7a): 
 

a)           b) 

 
 

  

Hình 1.7 

   ΣX = 362,5 - 362,5= 0 

   ΣY = 60,625 + 309,375 - 120 - 50. 5 = 0 

   ΣMS= 4350 - 120. 2,5 + 50. 5. 2 + 100 - 2175 - 309,375. 8 = 0 

1.3. Vẽ các đường ảnh hưởng (đah) RA, MB, QB, QI: Khi lực thẳng đứng P =1 
di động trên hệ khi chưa có mắt truyền lực (Hình 1.8) ta nhận thấy các tiết diện 
cần vẽ đah đều thuộc hệ phụ của CD nên khi P = 1 di động trên khung chính CD 
thì đah sẽ trùng với đường chuẩn do đó ta chỉ quan tâm và vẽ đah thuộc hệ MN 
và AB. 

 

 

 

 

1. Vẽ các đahRA, đahMB, đahQB
T, đahQB

F và đahQI khi lực thẳng đứng P= 1 
di động trên hệ khi chưa có mắt truyền lực (Hình 1.8b,c,d,e,f): 

 
 

L

T 

309,375KN 

2175KNm4350KNm 

60,625KN 

P=120KN 

S 
362,5KN

q=50KN/m

M=100KNm X 362,5 

300 

362,5 

609,375 

309,375 

G 

Y 

G 
NM B I A K

P=120KN q=50KN/m
P=1  

a) 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

2. Dùng đah để kiểm tra lại các trị số RA, MB, QB và QI đã tính bằng giải tích:  

  RA =  ; KN 236,25    0,25  120  
2

6  375,1
50 =⋅+

⋅
⋅    MB = 0 

  QB
T
 = ; KN 33,75  -    0,75   120  -  

2
6  0,375

  50 =⋅
⋅

⋅   QB
F
 = 0 

  QI
T
 = ; KN 86,25     0,25    120  -  

2
6  0,375

  50 =⋅
⋅

⋅  

  QI
F
 = ; KN 33,75  -    0,75   120  -  

2
6  0,375

  50 =⋅
⋅

⋅  

So sánh với kết quả tính theo giải tích cho ta thấy kết quả tính theo hai cách 
là bằng nhau. 

3. Vẽ lại các đahRA, đahMB, đahQB
T, đahQB

F, đahQI và đahMk khi lực thẳng 
đứng P = 1 di động trên hệ khi có mắt truyền lực (Hình 1.9): 

 P=1 

G 
NM

B 
I 

A
K 

5,5m 5,5m 6m 5m 4m 4m 



  
 

 
 
 
 
  
 
 
 
  
 
 
 
  
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 

4. Tìm vị trí bất lợi nhất của hệ 4 lực tập trung P1; P2; P3; P4 di động trên hệ 
khi có mắt truyền lực để MK có giá trị tuyệt đối lớn nhất. 

Ta nhận thấy đahMK (Hình 1.10a) gồm 4 đoạn thẳng → tính các trị số tgαi 
ứng với các đoạn thẳng lần lượt từ trái qua phải:  

    tgα1 = - 0,25; tgα2 = 0,5; tgα3 = 0; tgα4 = - 0,5. 



Lần lượt cho đoàn tải trọng di động từ trái qua phải sao cho các lực tập 
trung lần lượt đặt vào các đỉnh I, II, III của đahMK (theo 5 sơ đồ trong hình 
1.10b.c.d.e.f).  

 Tìm vị trí có đạo hàm ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

Z

K

d
dM đổi dấu để xác định lực Pth. 
 

 
dz 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

 
 
 
 
 
 

♣ Thử lần 1: Cho P4 đặt vào đỉnh I của đahMK (sơ đồ 1) 

+ Khi P4 đặt ở bên trái đỉnh I ta có: 

  =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
T

Z

K

d
dM (P3 + P4). tgα1  = - (180 + 240). 0,25 = - 105 < 0 

+ Khi P4 đặt ở bên phải đỉnh I ta có: 

I

III II 1 1

đah MK (m) 1

4 

1,5 

P2 P1 P3 P4

P2P1 P3 P4

P2P1 P3 P4

P2P1 P3 P4 

P2P1 P3 P4

1

2

3 

4

5 

Hình 1.10 

P3 

G 
NM BI A K 

P=1 
P2 P1 P4

P1 = P2 = 120KN ; P3 = 180KN ; P4 = 240KN2m 4m 4m

5m 3m 6m 3m 4m 2m 2m 2m

a) 

b) 

c) 

d) 

e) 

f) 



   =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
 

d
dM

F 

Z

K  P3. tgα1 + P4. tgα2  = - 180. 0,25 + 240. 0,5 = 75 > 0 

Ta nhận thấy đạo hàm đổi dấu nên P4 đặt ở đỉnh I là Pth . Tính MK ứng với sơ 
đồ 1: 

   MK = - 180. 0,5 - 240. 1,5 = - 450 KNm  

♣ Thử lần 2: Cho P3 đặt vào đỉnh I của đahMK (sơ đồ 2) 

+ Khi P3 đặt ở bên trái đỉnh I ta có: 

 =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
T

Z

K

d
dM  (P2 + P3). tgα1 + P4. tgα2 = (120 + 180).0,25 + 240. 0,5 = 45 > 

0 

+ Khi P3 đặt ở bên phải đỉnh I ta có: 

  =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
F 

Z

K

d
dM  (P1 + P2). tgα1 + (P3 + P4). tgα2  

= - (120 +120). 0,25 + (180 +240). 0,5 = 150 > 0 

Ta nhận thấy đạo hàm không đổi dấu nên không cho giá trị MK cực trị. Tiếp 
tục dịch chuyển đoàn tải trọng sang bên phải.  

♣ Thử lần 3: Cho P4 đặt vào đỉnh II của đahMK (sơ đồ 3) 

+ Khi P4 đặt ở bên trái đỉnh II ta có: 

  =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
T

Z

K

d
dM  (P1 + P2). tgα1 + (P3 + P4). tgα2  

 = - (120 +120). 0,25 + (180 + 240). 0,5 = 150 > 0 

+ Khi P4 đặt ở bên phải đỉnh II ta có: 

 

    =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
F 

Z

K

d
dM  (P1 + P2 ). tgα1 + P3. tgα2 + P4. tgα3 

 = - (120 + 120). 0,25 + 180. 0,5 + 240. 0 = 30 > 0 

Ta nhận thấy đạo hàm không đổi dấu nên không cho giá trị MK cực trị. Tiếp 
tục dịch chuyển đoàn tải trọng sang bên phải.  

♣ Thử lần 4: Cho P3 đặt vào đỉnh II của đahMK (sơ đồ 4) 



+ Khi P3 đặt ở bên trái đỉnh II ta có: 

  =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
T

Z

K

d
dM  P1. tgα1 + (P2 + P3). tgα2 + P4. tgα3 

 = - 120. 0,25 + (120 +180). 0,5 + 240. 0 = 120 > 0 

+ Khi P3 đặt ở bên phải đỉnh II ta có: 

   =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
F 

Z

K

d
dM  P1. tgα1 + P2. tgα2 + P3. tgα3 + P4. tgα4 

 = - 120. 0,25 + 120. 0,5 + 180. 0 - 240. 0,5 = - 90 < 0 

Ta nhận thấy đạo hàm đổi dấu nên P3 đặt ở đỉnh II là Pth. Tính Mk ứng với 
sơ đồ 4 ta có: 

   Mk = - 120. 1,25 - 120. 1 + 180. 1 + 240. 1 = 150 KNm 

♣ Thử lần 5: Cho P3 đặt vào đỉnh III của đahMK (sơ đồ 5) 

+ Khi P3 đặt ở bên trái đỉnh III ta có: 

  =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
T

Z

K

d
dM  (P1 + P2). tgα2 + P3.tgα3 + P4.tgα4 

 = (120 + 120). 0,5 + 180. 0 - 240. 0,5 = 0  

+ Khi P3 đặt ở bên phải đỉnh III ta có: 

    =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
F 

Z

K

d
dM  P1. tgα2 + P2. tgα3 + P3. tgα4  

 = 120. 0,5 + 120. 0 + 180. 0,5 = - 30 < 0 

Ta nhận thấy đạo hàm đổi từ 0 sang dương nên P3 đặt ở đỉnh III là Pth. Tính 
Mk ứng với sơ đồ 5 ta có: 

   Mk = 0 + 120. 1 + 180. 1 - 240. 1 = 60 KNm 

Nếu dịch chuyển tiếp, đoàn tải trọng sẽ ra ngoài đahMk, quá trình thử có thể 
dừng lại được. 

So sánh hai trị số:   Mk
min

 = - 450 KNm 

      Mk
max

 = 150 KNm 

Ta có thể kết luận: Vị trí bất lợi nhất của hệ lực tập trung di động trên hệ khi 
có mắt truyền lực để mô men uốn tại tiết diện K có giá trị tuyệt đối lớn nhất là vị 
trí đặt tải theo sơ đồ 1. Ứng với sơ đồ này ta có:  



      max |MK| = 450 KNm. 

2. Tính chuyển vị trong hệ tĩnh định 

Theo yêu cầu của đề bài ta phải xác định chuyển vị góc xoay tại tiết diện R 
do hai nguyên nhân là tải trọng và gối tựa C dịch chuyển sang phải một đoạn là 
Δ. 

 Với:  J1 = 2J;  J2 = 3J;  E = 2. 10
8 (KN/m

2
);  

   J = 10
-6

. L1
4 (m

4
) = 10

-6
. 10

4
 = 10

-2
(m

4
)  

   Δ = 0,01. L1 (m) = 0,01. 10 = 0,1 (m).  

2.1. Lập trạng thái phụ “k”: 

1. Đặt một mô nen tập trung Mk = 1 vào tiết diện R cần xác định chuyển vị 
góc xoay. 

2. Tính hệ ở trạng thái "k": Ta có nhận xét Mk = 1 được đặt vào hệ khung 
GEM nên nó chỉ ảnh hưởng đến nội lực của khung GEM và khung chính CD của 
nó chứ không ảnh hưởng đến nội lực trong các hệ phụ MNAB của nó, vì vậy khi 
tính hệ ở trạng thái “k” ta chỉ cần quan tâm đến nội lực ở phần khung CDGEM. 

+ Xác định các phản lực: XE = XC = 
6
1 ; YC = YD = 

8
1  (chiều của phản lực 

xem hình 10). 

+ Vẽ biểu đồ ( k M ): (Hình 1.11). 

2.2. Tính hệ ở trạng thái " p ":  

 Dùng kết quả đã tính ở phần trên, để đễ theo dõi trong quá trình nhân biểu 
đồ ta vẽ lại phần biểu đồ ( ) trong khung CDGEM (Hình 1.11). PM

2.3. Dùng công thức Măcxoen-Mo tính chuyển vị cần tìm: 

1. Tính chuyển vị góc xoay tại R do tải trọng gây ra: ϕR(P): 

Vận dụng công thức nhân biểu đồ tính chuyển vị góc xoay tại nút R do tải 
trọng gây ra với lưu ý trong hệ dầm khung có thể bỏ qua ảnh hưởng của lực cắt 
và lực dọc. 

a) b) 1,5 
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2. Tính chuyển vị góc xoay tại R do gối tựa C dịch chuyển sang phải: ϕR(Δ) 

   ϕR(Δ) = i
m

n

1

i
k  .R Δ− ∑ = ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Δ−−

6
1

 = 0,017 (rad) 

3. Tính chuyển vị góc xoay tại R do cả hai nguyên nhân đồng thời tác dụng: 

   ϕR = ϕR(P) + ϕR(Δ) = 0,023 + 0,017 = 0,04 (rad). 

Kết quả mang dấu dương cho ta kết luận tiết diện R dưới tác dụng của hai 
nguyên nhân trên sẽ bị xoay đi 1 góc 0,04 (rad) thuận chiều kim đồng hồ (cùng 
chiều với MK = 1 đã giả thiết).  

 
 

 
 



BÀI TẬP LỚN CƠ HỌC KẾT CẤU SỐ 2 

TÍNH KHUNG SIÊU TĨNH THEO PHƯƠNG PHÁP LỰC 

 

BẢNG SỐ LIỆU CHUNG VỀ KÍCH THƯỚC VÀ TẢI TRỌNG 

Kích thước hình 
học (m) Tải trọng Thứ 

tự 

L1 L2 q (KN/m) P (KN) M (KNm) 

1 8 12 30 80 150 

2 10 8 40 100 120 

3 12 10 50 120 100 

4 8 10 20 100 150 

5 10 12 40 80 150 

6 12 8 30 120 120 

7 8 8 50 100 150 

8 10 10 20 80 100 

9 12 12 40 120 150 

10 10 12 30 100 120 

 
YÊU CẦU VÀ THỨ TỰ THỰC HIỆN 

1. Tính hệ siêu tĩnh do tải trọng tác dụng: 

1.1. Vẽ các biểu đồ nội lực: Mô men uốn Mp, lực cắt Qp, lực dọc Np
 trên hệ 

siêu tĩnh đã cho. Biết F = 10J/L1
2 (m

2
). 

 1. Xác định bậc siêu tĩnh và chọn hệ cơ bản (HCB). 

 2. Thành lập hệ phương trình chính tắc dạng chữ. 

 3. Xác định các hệ số và số hạng tự do của hệ phương trình chính tắc, 
kiểm tra các kết quả đã tính được. 

 4. Giải hệ phương trình chính tắc. 

  5. Vẽ biểu đồ mô men trên hệ siêu tĩnh đã cho do tải trọng tác dụng Mp. 
Kiểm tra cân bằng các nút và kiểm tra theo điều kiện chuyển vị. 



  6. Vẽ biểu đồ lực cắt Qp và lực dọc Np trên hệ siêu tĩnh đã cho.  

1.2. Xác định chuyển vị ngang của điểm I hoặc góc xoay của tiết diện K.  

  Biết: E = 2.10
8
 (KN/m

2
); J = 10

-6
. L1

4
 (m

4
). 

2. Tính hệ siêu tĩnh chịu tác dụng đồng thời của ba nguyên nhân (tải 
trọng, nhiệt độ thay đổi và gối tựa dời chỗ). 

2.1. Viết hệ phương trình chính tắc dạng số. 

2.2. Trình bày: 

  1. Cách vẽ biểu đồ mô men uốn M
cc

 do 3 nguyên nhân đồng thời tác dụng 
trên hệ siêu tĩnh đã cho và cách kiểm tra.   

  2. Cách tính các chuyển vị đã nêu ở mục trên. 

Biết:   

   Nhiệt độ thay đổi trong thanh xiên:  

   + Ở thớ trên là Ttr = +36
o
  

    + Ở thớ dưới là Td = +28
o
. 

  Thanh xiên có chiều cao tiết diện h = 0,1 m. 

  Hệ số dãn nở dài vì nhiệt độ α = 10
-5

. 

  Chuyển vị gối tựa:  

   + Gối D dịch chuyển sang phải một đoạn Δ1 = 0,001. L1 (m). 

    + Gối H bị lún xuống một đoạn Δ2 = 0,001. L2 (m). 

 
 



SƠ ĐỒ TÍNH KHUNG SIÊU TĨNH 
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VÍ DỤ THAM KHẢO 

Đề bài: 
  Số Đề: 10.5.8 

10  Số thứ tự của sơ đồ kết cấu 

5   Số liệu về kích thước hình học (hàng thứ 5): L1 = 10 m; L2 = 12 m.  

8   Số liệu về tải trọng (hàng thứ 8): q = 20 KN/m; P = 80 KN; M =100 
KNm.  

Với các số liệu đã cho, sơ đồ tính của kết cấu được vẽ lại như sau: (Hình 2.1). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

 

Trình tự tính toán: 

1. Tính hệ siêu tĩnh chịu tác dụng của tải trọng 

1.1. Vẽ các biểu đồ nội lực: mô men uốn Mp, lực cắt Qp và lực dọc Np. 

1. Xác định bậc siêu tĩnh: n = 3V - K = 3. 2 - 3 = 3. 

2. Chọn hệ cơ bản (HCB): Là hệ tĩnh định (Hình 2.2a) được suy từ hệ siêu 
tĩnh đã cho bằng cách loại bỏ bớt 3 liên kết thừa (2 liên kết tại A; 1 liên kết ngăn 
cản chuyển vị ngang tại D), sau đó thêm vào D và A ba ẩn lực X1; X2; X3. 

 

 

 

M=100 KNm 

B 
C 
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H 

D 

E 

P = 80 KN 
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2J 

q = 20 KN /m
K 

3J
J

6m 

J 

3J

12m 

Hình 2.1 8m 10m



3. Lập hệ phương trình chính tắc dạng chữ:  

   δ11 X1 + δ12 X2 + δ13 X3 + Δ1p = 0 

   δ21 X1 + δ22 X2 + δ23 X3 + Δ2p = 0 

   δ31 X1 + δ32 X2 + δ33 X3 + Δ3p = 0 

4. Xác định các hệ số δkm và các số hạng tự do Δkp của hệ phương trình: 

♣ Vẽ các biểu đồ mô men đơn vị:         ,        và         do lần lượt các ẩn lực  M2M1 M3

X1 = 1 (Hình 2.2b), X2 = 1 (Hình 2.2c) và X3 = 1 (Hình 2.2d) tác dụng trên HCB. 

♣ Vẽ biểu đồ mô men          do tải trọng tác dụng trên HCB (Hình 2.2e). 
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♣ Dùng công thức Măcxoen- Mo và phép nhân biểu đồ để tính các hệ số và 
các số hạng tự do của hệ phương trình chính tắc: 

  δ11 =                 = +⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ⋅⋅

⋅
+⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ⋅⋅

⋅
12

3
2

2
1012

EJ2
1

12
3
2

2
1212

EJ
1   

 
EJ

1464
18

3
2

2
1818

EJ3
1

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ⋅⋅

⋅
+  

  δ12 = δ21 =                   =
EJ
480

1012
2

618
EJ3
1

−=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ⋅⋅

+
−   

  δ22 =                   = ( )
EJ

67,566
EJ3

1700
10

3
2

2
1010

EJ2
1

101210
EJ3
1

==⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ⋅⋅

⋅
+⋅⋅  

  δ23 = δ32 =                   = 
EJ
540

12
2
1010

EJ2
1

10
2
1212

EJ3
1

−=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ⋅

⋅
−⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ⋅

⋅
−  

  δ33=                   = 

( )
EJ

1488
121012

EJ2
1

12
3
2

2
1212

EJ
1

12
3
2

2
1212

EJ3
1

=⋅⋅+⋅⋅
⋅

⋅+⋅⋅
⋅

⋅=   

  δ13 = δ31 =                  = 
EJ
240

12
3
1

6
2
1212

EJ3
1

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅+

⋅  

 

  Δ1p =                   = 

× M1 M1 

 × M1 M2 
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♣ Kiểm tra kết quả tính các hệ số δkm của hệ phương trình chính tắc: 

Vẽ biểu đồ mô men đơn vị tổng cộng (Hình 2.3): 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Kiểm tra các hệ số thuộc hàng thứ nhất của hệ phương trình: 
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Kiểm tra các hệ số thuộc hàng thứ hai của hệ phương trình: 

  Σδ2m= δ21 + δ22 + δ23 =                = 
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Kiểm tra các hệ số thuộc hàng thứ ba của hệ phương trình: 

  Σδ3m = δ31 + δ32 + δ33 =                  =  

o
PM ×   M2 

o
PM   × M3 

Ms M2  +  M3M1 += 

X2=1 

X3=1 X1 = 1 

6

MS

HCB 

8

12 12 2

Hình 2.3 
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Kiểm tra tất cả các hệ số của hệ phương trình chính tắc:  
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Kiểm tra các số hạng tự do của hệ phương trình chính tắc:  

  ΣΔkp = Δ1p + Δ2p + Δ3p =                   =  
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5.Giải hệ phương trình chính tắc: 

    1464X1 -       480X2 +  240X3 + 20880 = 0   X1 = - 2,225 KN 

     -480X1 + 566,67X2 -   540X3 -  19200 = 0   X2 = 41,914 KN 

      240X1 -       540X2 +1488X3 +   7680 = 0   X3 = 10,4 KN 

6. Vẽ biểu đồ mô men trên hệ siêu tĩnh đã cho do tải trọng tác dụng: 

 

Khi cộng các biểu đồ ta cần phải có sự thống nhất chung về dấu của các nội 
lực giữa các biểu đồ. Để đỡ nhầm lẫn ta có thể tự qui ước M > 0 khi căng dưới 
với các thanh ngang; căng phải với các thanh đứng và ngược lại. Ở đây chúng 
tôi lập bảng tính các mô men tại các đầu thanh với qui ước: người quan sát 
đứng ở trong khung HCBA; M > 0 căng về phía người quan sát; M < 0 căng về 
phía ngược lại.  

 

Đầu 
thanh 

 
  Mp

o Mp(KNm)

MED 26,7 0 0 0 26,7 

MEK 26,7 0 0 100 126,7 

M1.X1 M2.X2 M3.X3

Ms M  s
×

o
PM × Ms 

Mp M2 M3 X1+ o
PM X2 +  X3 + M1 = 



MCK 13,35 0 0 0 13,35 

MCH 13,35 419,14
- 

124,8 
0 307,69 

MHC 40,05 419,14 0
- 

960 
-500,81 

MCB 0 419,14
- 

124,8 
0 294,34 

MBC 0 0 
- 

124,8 
0 - 124,8 

MBA 0 0 
- 

124,8 
0 - 124,8 

∗ Kiểm tra cân bằng nút E về mô men: 

  ΣME = 100 + 26,7 - 126,7 = 0  

  
 

 
 

∗ Kiểm tra cân bằng nút B về mô men: 

  ΣMB = 124,8 - 124,8 = 0  

 
 
 

∗ Kiểm tra cân bằng nút C về mô men: 

  ΣMC = 307,69 - 13,35 - 294,34 = 0  

∗ Kiểm tra theo điều kiện chuyển vị: 
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 = - 0,61 (mm). 

Tính sai số theo biểu thức: ( )%
A

 BA  +
=δ   

ta có %545,0
04,2705

  08,392204,2705 
<=

−
=δ  là sai số trong giới hạn cho phép 

ta có thể coi chuyển vị đã tính là bằng 0, điều đó chứng tỏ biểu đồ Mp đã vẽ 
đúng. 

7. Vẽ biểu đồ lực cắt Qp
 và biểu đồ lực dọc Np: 

♣ Biểu đồ lực cắt Qp (Hình 2.5) được suy ra từ biểu đồ Mp dựa vào mối liên 

hệ vi phân giữa M và Q: Dùng công thức QAB = 
L

 M 
    0

ABQ
Δ

±  để lập bảng tính 

lực cắt tại các đầu thanh với sinα = 0,6; cosα = 0,8. 

Đầu 
thanh 

L
(m) 

0
ABQ  ± 

L
MΔ  Qp 

(KN) 

QDE = 
QED 

1
2 

0 (26,7 - 0)/12 
2,2

25 

QCK = 
QKC 6 0 - (13,35 - 0)/6 
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2,225 

QEK 1
0 

(20.10.0,8)/
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126,7/10 
67,

33 

QKE 1
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QCH = 
QHC 
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0 
(500,81 + 

307,69)/12 
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QCH = 
QHC 

1
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(500,81 + 

307,69)/12 
67,
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QCB = 
QBC 

1
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0 
- (294,34 + 

124,8)/10 
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41,914 

QBA = 
QAB 

1
2 

0 124,8/12 
10.
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♣ Biểu đồ lực dọc Np (Hình 2.6) được suy từ biểu đồ lực cắt Qp bằng cách 
xét cân bằng hình chiếu các ngoại lực và nội lực tại các nút E, K, C và B với    
sinα = 0,6; cosα = 0,8.  

♣ Xét cân bằng nút E:  

  ΣX = NEK. 0,8 + 67,33. 0,6 - 2,25 = 0  
   NEK = - 47,685 KN 

  ΣU = NED. 0,8 + 67,33 - 2,25. 0,6 = 0  
   NED = - 82,475 KN 

♣ Xét cân bằng nút K: 
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X C
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U
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( KN )

2,25

B 
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10,4

41,914
67,375 

2,25 

Hình 2.5 



  ΣX = NKE. 0,8 - 92,67. 0,6 - 2,25 = 0  
→  NKE = 72,315 KN 

  ΣU = NKC. 0,8 + 2,25. 0,6 + 92,67 = 0  →  NKC = - 117,525 KN 

♣ Xét cân bằng nút B: 

  ΣX = NBC - 80 + 10,4 = 0  →  NBC = 69,6 KN 
  ΣY = NBA + 41,914 = 0  →  NBA = - 41,914 KN 

♣ Xét cân bằng nút C: 

  ΣX = 69,6 - 67,375 - 2,25 = 0  

  ΣY = NCH + 117,525 - 41,914 = 0  →  NCH = - 75,611 KN 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

1.2. Tính chuyển vị góc xoay tại K:  

   Với E = 2. 10
8 KN/m

2
; J =10

-6
. L1

4
 (m

4
) = 10

-6
. 10

4
 = 10

-2
 (m

4
) 

1. Lập trạng thái phụ “k” trên hệ tĩnh định được suy ra từ hệ siêu tĩnh đã cho 
bằng cách loại bỏ 3 liên kết thừa. Ở đây chúng tôi chọn giống HCB (Hình 2.2). 

2. Vẽ biểu đồ mô men ở trạng thái phụ “k” (Hình 2.7). 

3. Dùng công thức nhân biểu đồ tính ϕK:  
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⎛ ⋅
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Vậy tiết diện K bị xoay một góc 0,00019 rad thuận chiều kim đồng hồ. 
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2. Tính hệ siêu tĩnh chịu tác dụng đồng thời của ba nguyên nhân (tải 
trọng, sự thay đổi nhiệt độ và gối tưa dời chỗ):  

2.1. Viết hệ phương trình chính tắc dạng số: 

1. Chọn hệ cơ bản giống như trên (Hình 2.8). 
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2. Lập hệ phương trình chính tắc dạng chữ: 

   δ11 X1 + δ12 X2 + δ13 X3 + Δ1p + Δ1t + Δ1Δ = Δ1 

   δ21 X1 + δ22 X2 + δ23 X3 + Δ2p+ Δ2t + Δ2Δ = 0 

   δ31 X1 + δ32 X2 + δ33 X3 + Δ3p + Δ3t +Δ3Δ = 0 

3. Xác định các số hạng tự do Δkt và ΔkΔ:  

    i
m

i
kk  R - Δ⋅=Δ ∑Δ   

    ∑∑ Ω⋅
Δ

⋅α±+Ω⋅⋅α=Δ  M  
h

   
   N   t  K

t
Kckt  

Với  Δ1 = 0,001.L1 = 0,001. 10 = 0,01 (m) 

    Δ2 = 0,001.L2 = 0,001. 12 = 0,012 (m) 

  tc = (36 + 28)/2 = 32
0
;  ⎜Δt⎜= 80;  α = 10-5;  h = 0,1 (m) 

Sử dụng các kết quả tính nội lực đơn vị của thanh xiên EK đã tính ở trên ta 



có: 0N N   ;  KN 1,35 - N 321 ===  

  
( )

0

0,044 10  4368   
2
10  12

1,0
 8 10

 10  1,35   3210

t3t2

5-
5

5
t1

=Δ=Δ

=⋅=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅⋅

+⋅−⋅=Δ
−

−

 

Phản lực đứng tại liên kết H được ghi trong các (Hình 2.3), (Hình 2.4) và 
(Hình 2.5). 

    Δ1Δ = - 2,25. Δ2 = - 2,25. 0,012 = - 0,027 

   Δ2Δ = - 1. Δ2 = - 0,012 

    Δ3Δ = 0  

4. Lập hệ phương trình chính tắc dạng số: 

   1464 X1 -       480 X2 +   240 X3 + 20880 + (0,044 - 0,027)EJ = 0,01EJ  

   -480 X1 + 566,67 X2 -    540 X3 - 19200 + 0 - 0,012EJ           = 0  

     240 X1 -       540 X2 + 1488 X3 + 7680 +  0 + 0                      = 0  

    1464 X1 -       480 X2 +   240 X3 + 34880 = 0  

 -     480 X1 + 566,67 X2 -    540 X3 -  43200 = 0  (**)  

     240 X1 -       540 X2 + 1488 X3 +   7680 = 0 

2.2. Trình bày cách tính: 

1. Mô men uốn Mcc trên hệ siêu tĩnh đã cho do tác dụng đồng thời của 3 
nguyên nhân: tải trọng, sự thay đổi nhiệt độ trong thanh xiên EK và sự dời chỗ 
của gối tựa D và H. 

♦ Giải hệ phương trình (**) ta được các nghiệm X1, X2, X3  

♦  

♦ Kiểm tra theo điều kiện chuyển vị ta dùng biểu thức: 

    vế phải của hệ phương trình +Δ−Δ− ∑∑
=

Δ
=

3

1k
k

3

1k
kt

     = - Δ1t - Δ1Δ - Δ2Δ + Δ1 = 0,005 

→ Nếu kết quả nhân biểu đồ thỏa mãn biểu thức trên thì biểu đồ Mcc được 
xem là đúng. 

Mcc M2 M3 X1+ o
PM = M1  X2 +  X3 +

Mcc   = Ms  × 



2. Cách tính chuyển vị góc xoay tại K:  

♦ Lập trạng thái phụ "k" như trên (Hình 2.7)  

♦ Tính hệ tĩnh định đã chọn ở trạng thái "k": Xác định phản lực tại D, H; vẽ 
biểu đồ mô men và xác định lực dọc trong thanh xiên EK. 

♦ ϕK(P; t0; Δ) =       + Δkt
0
 +ΔkΔ

0  Mcc 
o 

Mk  × 

Ở đây với trạng thái “k” đã chọn để tính góc xoay tại K ta có phản lực tại gối 
tựa D; phản lực đứng tại H; và nội lực mô men, lực dọc trong thanh xiên EK 

bằng 0 nên Δkt
0
 = ΔkΔ

0
 = 0.  

 

 



BÀI TẬP LỚN CƠ HỌC KẾT CẤU SỐ 3 

TÍNH KHUNG SIÊU TĨNH THEO PHƯƠNG PHÁP  

CHUYỂN VỊ VÀ PHƯƠNG PHÁP PHÂN PHỐI MÔ MEN. 

BẢNG SỐ LIỆU CHUNG VỀ KÍCH THƯỚC VÀ TẢI TRỌNG 

Kích thước hình 
học (m) 

Tải trọng 
Thứ 

tự 
L1 L2 q 

(KN/m) 
P 

(KN) 
M 

(KNm) 

1 8 12 30 80 150

2 10 8 40 100 120

3 12 10 50 120 100

4 8 10 20 100 150

5 10 12 40 80 150

6 12 8 30 120 120

7 8 8 50 100 150

8 10 10 20 80 100

9 12 12 40 120 150

10 10 12 30 100 120

YÊU CẦU VÀ THỨ TỰ THỰC HIỆN: 

1. Vẽ biểu đồ mô men uốn Mp của khung siêu tĩnh đã cho theo phương pháp 
chuyển vị. 

2. Vẽ biểu đồ mô men uốn Mp của khung siêu tĩnh đã cho theo phương pháp 
phân phối mô men. 

3. Vẽ biểu đồ lực cắt Qp, lực dọc Np trên hệ siêu tĩnh đã cho.  

4. Xác định chuyển vị ngang của điểm I hoặc góc xoay của tiết diện K.  



   Biết: E = 2.10
8
 (KN/m

2
); J = 10

-6
. L1

4
 (m

4
). 

 Chú ý:    

1. Vẽ xong biểu đồ mô men uốn Mp cần kiểm tra cân bằng các nút và cân 
bằng hình chiếu cho các biểu đồ lực cắt Qp, lực dọc Np. 

2. Cần so sánh kết quả tính nội lực giữa hai phương pháp. 

3. Cần hiểu rõ ý nghĩa của công thức tính chuyển vị và cách lập trạng thái 
phụ ''k'' để tính chuyển vị. 

SƠ ĐỒ TÍNH KHUNG SIÊU TĨNH 
(Bài tập lớn số 3) 

M P
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VÍ DỤ THAM KHẢO 

Đề bài: 
  Số đề: 10. 7. 5 

10  Số thứ tự của sơ đồ kết cấu 

7    Số liệu về kích thước hình học (hàng thứ 7): L1 = 8 m; L2 = 8 m.  

5    Số liệu về tải trọng (hàng thứ 5): q = 40KN/m; P = 80 KN.  

Với các số liệu đã cho, sơ đồ tính của kết cấu được vẽ lại như sau (Hình 
3.1): 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  

 
 

P = 80 KN 

Hình 3.2 

Z1P 

C 

D 

A 

B 

Z2
HCB 

P 

q  

P 

C 

6m 

4m 

4m Hình 3.1 

D 

J 

K 

2J 

2J 
q = 40 KN /m 

J 

B 

A 

8m 

2m 8m 

Trình tự tính toán: 

1. Dùng phương pháp chuyển vị vẽ biểu đồ mô men uốn MP do tải 
trọng tác dụng trên hệ siêu tĩnh đã cho: 



1.1. Xác định số ẩn số:  

   n = ng + nt = 1 + 1 = 2. 

1.2. Lập hệ cơ bản (HCB):  

Thêm vào nút B một liên kết mô men và một liên kết lực, tương ứng với 
chúng là các ẩn chuyển vị Z1 và Z2 (Hình 3.2). 

1.3. Lập hệ phương trình chính tắc:  

    r11 Z1 + r12 Z2 + R1p = 0 

    r21 Z1 + r22 Z2 + R2p = 0 

1.4. Dùng bảng tra vẽ các biểu đồ đơn vị:        ,       và        do lần lượt các ẩn 

Z1 = 1 (Hình 3.3), Z2 = 1 (Hình 3.4) và tải trọng (Hình 3.5) gây ra trên HCB.  

o
PM  

1.5. Tính các hệ số: r11; r12; r22 và các số hạng tự do R1p; R2p: 

+ Tách nút B ở các biểu đồ,         ,     và        xét cân bằng về mô men để xác 

định các phản lực mô men r11, r12 và R1p trong liên kết mô men được thêm vào B 

trên HCB. 

+ Xét cân bằng về lực của thanh BC ở biểu đồ       và       để xác định các 

phản lực thẳng r22 và R2p trong liên kết lực được thêm vào B trên HCB. 

M1 M2

o
PMM1 M2

o
PM2  M



  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 

 

0,5EJ

0,6EJB

r11

r11=1,1EJ

0,094EJ 

B 

r12

r12 = r21 = - 0,094EJ 

400

R1p

160 B

R1p= - 240

0,006EJ

0,024EJ 
C 

B r22 

r22=0,03EJ 

P
B 

C 

R2p 

25

R2p= 25

q 

Z1 = 1 Z2 = 1

0,6EJ 

M1 

B 

HCB 

0,25EJ 

0,5EJ 

Hình 3.3 

M2 

B 

0,094EJ

HCB 
0,094EJ

0,047EJ Hình 3.4 

*MP

( KNm ) 

400 160 

400 

160
100 

120

Hình 3.5 



1.6. Giải hệ phương trình chính tắc: 

          1,1EJ Z1 - 0,094EJ Z2 - 240 = 0   Z1 = 200,712/EJ 

    - 0,094EJ Z1 +  0,03EJ Z2 + 25  = 0   Z2 = - 204,436/EJ 

1.7. Vẽ biểu đồ mô men trên hệ siêu tĩnh đã cho (Hình 3.6): 

 

Khi cộng các biểu đồ ta cần phải có sự thống nhất chung về dấu của các nội 
lực giữa các biểu đồ. Để đỡ nhầm lẫn ta có thể tự qui ước M > 0 khi căng dưới 
với các thanh ngang; căng phải với các thanh đứng và ngược lại. Ở đây chúng 
tôi lập bảng tính mô men tại các đầu thanh với qui ước: người quan sát đứng ở 
trong khung khi đó M > 0 căng về phía người quan sát và M < 0 căng về phía 
ngược lại.  

Đầu 
thanh 

 
 Mp Mp 

MBK 0 0 - 160 - 160 

MBA - 100,356 - 19,217 0 
- 

119,573 

MBC 120,427 0 - 400 
- 

279,573 

MAB 50,178 19,217 0 69,395 

MDC 0 - 9,608 -120 
-

129,608 

 

 

Kiểm tra cân bằng nút B về mô men: 

ΣMB = 279,573 - 119,573 - 160 = 0  

  

 
 
 
 

129,608 

279,573 
119,573

160 
B 

D 

C

K 

A 

B 

160 279,573 

400

95,196 
160

(KNm) 

MP 

69,395 

119,573 

Hình 3.6 

M1. Z1 M2. Z2

Mp M2 Z1+ M1  =  Z2 + o
PM



 
 
 

  2. Dùng phương pháp phân phối mô men (PPMM) vẽ biểu đồ mô men 
uốn MP:  

Hệ siêu tĩnh đã cho có một nút cứng B có chuyển vị thẳng, trình tự tính như 
sau: 

2.1. Xác định số ẩn số: n = nt = 1. 

2.2. Lập hệ cơ bản (HCB) (Hình 3.7). 

2.3. hệ phương trình chính tắc:  

   r11 Z1 + R1p = 0 

2.4. biểu đồ đơn vị           do Z1 = 1 gây 
ra trên HCB (Hình 3.8). Khác với phương 
pháp chuyển vị ở đây mô men tại nút B đã 
cân bằng sau khi thực hiện sơ đồ PPMM      
(Hình 3.8). 

♣Xác định độ cứng đơn vị qui ước ρkj: 

  ρBA = iBA = 0,125EJ;  

P

B 

C 

D 

A 

P

q

Z1 

HCB 

Hình 3.7

M1

M1 

  EJ15,0
10
EJ2

4
3

4
3

BCBC i =⋅==ρ  

♣ Xác định các hệ số phân phối mô men μkj: 

  545,0
EJ15,0EJ125,0

EJ15,0
  ; 455,0

EJ15,0EJ125,0
EJ125,0

BCBA =
+

==
+

= μμ  

♣ Kiểm tra các hệ số PPMM: Σ μBj = μBA + μBC = 0,455 + 0,545 = 1 

 

 

 

 

 

 



 

 

♣ Lập sơ đồ PPMM để vẽ (Hình 3.8): Ở đây chúng tôi sử dụng kết quả biểu 
đồ   M1 M2

   tra bảng do Z2 =1 ở trên, đó là        (Hình 3.4) trong phần tính theo phương 
pháp chuyển vị). 
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Hình 3.8 

B

o
PM 

♣ Lập sơ đồ PPMM để vẽ         (Hình 3.9) 

Sử dụng kết quả biểu đồ tra bảng do tải trọng tác dụng ở trên, đó là Mp
o
   

(Hình 3.5) trong phần tính theo phương pháp chuyển vị. 
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2.5. Xác định các hệ số của phương trình chính tắc: 
 
 
 

 

0,006EJ 

0,015EJ 

C 

r11 B 

r11 = 0,021EJ

25 

R1pB 

20,475

P 

C 

R1p = 4,525 

 
 

2.6. Giải phương trình chính tắc:  

    0,021EJ. Z1 + 4,525 = 0    Z1 = - 215,476/EJ 

2.7. Vẽ biểu đồ mô men trên hệ siêu tĩnh: (Hình 3.10). 

   Mp  =  M1  . Z1+   Mpo 

Lập bảng tính các mô men tại các đầu thanh với qui ước: người quan sát 
đứng ở trong khung; M > 0 căng về phía người quan sát; M < 0 căng về phía 
ngược lại. Sau đó so sánh kết quả tính Mp giữa phương pháp chuyển vị và 
phương pháp phân phối mô men (sai số kết quả tính giữa 2 phương pháp được 
ghi trong bảng). 

Đầu 
thanh 

 Mpo Mp Sai số giữa hai 
PP 

MBK 0 - 160 - 160 0% 

MBA - 
10,989 

-
109,2 

- 
120,189 

0,5% 

MBC -
10,989 

-
269,2 

- 
280,189 

0,22% 

MAB 15,514 54,6 70,114 0,1% 

MDC -
10,127 

-120 
-

130,127 
0,4% 

M1. Z1 

 
 
 
 



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

3. Vẽ biểu đồ lực cắt Qp và biểu đồ lực dọc Np: 

3.1 Biểu đồ lực cắt Qp (Hình 3.11) được suy ra từ biểu đồ Mp. Ở đây chúng 
tôi dùng kết quả tính MP theo phương pháp chuyển vị (Hình 3.6) để tính lực cắt 
tại các đầu thanh dựa vào mối liên hệ vi phân giữa M và Q:  

3.2. Dùng công thức:  

   QAB = 
L

 M 
    Q0

AB
Δ

±    QBA = 
L

 M 
    Q0

BA
Δ

±  

Kết quả tính lực cắt tại các đầu thanh được ghi trong bảng sau: 

Đầu 
thanh 

L(m) 0
ABQ  ± 

L
MΔ  Qp 

QBK 
= QKB 2 0 - (160 - 0)/2 - 80 

QAB 
= QBA 8 0 

- 
(69,395+119,573)/8 

- 
23,621 

C 

D

B 

A 

160 280,189 

400

94,937
160

(KNm)

130,127 

MP

70,114

120,189 

Hình 3.10 



QBC 10 (40.10.0,8)/2 279,573/10 187,957

QCB 10 
- 

(40.10.0,8)/2 
279,573/10 

-
132,043 

QCE 
= QEC 4 0 95,196/4 23,799 

QED 

= QDE 4 0 
- (129,608 + 

95,196)/4 
-56,201 

 

3.3. Biểu đồ lực dọc Np (Hình 3.12) được suy từ biểu đồ lực cắt Qp bằng 
cách xét cân bằng hình chiếu các nội lực và ngoại lực tại các nút B và C với sinα 
= 0,6; cosα = 0,8. 

  
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
♣ Xét cân bằng nút B: 
 Σ X = NBC. 0,8 - 187,957. 0,6 + 23,62 = 0  

NBC = 111,443 KN 

Σ U = NBA. 0,8 + 187,957 + 80. 0,8 - 23,62. 0,6 = 0  

→ NBA = - 297,183 KN 

♣ Xét cân bằng nút C: 

C

K B 

A 

E 

D 
QP 

187,957 

23,621 

132,043 

80 

23,621

56,201 

(KN) 

Hình 3.11 
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B K 

111,443 
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297,231 

128,557 
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C 

Hình 3.12

X 
NBC

NBA  

α 
NBK = 0 B 80 187,957

23,62 

U

NCB 

NCD 

α 

132,043
X 

U

C 

23,62



Σ X = NCB. 0,8 + 132,043. 0,6 + 23,62 = 0  

NCB= - 128,557 KN 

Σ U = NCD. 0,8 + 23,62. 0,6 + 132,043 = 0  

NCD = - 182,769 KN 

 
 
 

4. Tính chuyển vị góc xoay tại K:  

Với  E = 2. 10
8
 KN/m

2
;  B MK = 1

K 
  J =10

-6
. L1

4 (m
4
) = 4096. 10

-6
 (m

4
) 

4.1. Lập trạng thái phụ “k” trên hệ 
tĩnh định được suy ra từ hệ siêu tĩnh 
đã cho bằng cách loại bỏ liên kết 
khớp tại C (Hình 3.13). C 

A 
4.2. Vẽ biểu đồ mô men ở trạng 

thái phụ “k” (Hình 3.14). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

4.3. Dùng công thức nhân biểu đồ tính ϕK: 

D 

'' k '' 

Hình 3.13 

1 

MK0 

Hình 3.14 
129,608 

D 

C
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A 

B 

279,573 160 

400

95,196 
160

(KNm) 

MP 

69,395 

119,573 

Hình 3.6 



 ϕK(P) =          ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ⋅

⋅
⋅

⋅
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅

⋅
= 1  

2
8    19,573

  -  1  
2

8  395,69
EJ
1

1  
2

2  160
EJ2
1  

ϕK(P) = - 0,00015 rad   

Vậy tiết diện K sẽ bị xoay một góc 0,00015 rad thuận chiều kim đồng hồ. 

×MP MK
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PGS. TS. ĐỖ KIẾN QUỐC
KHOA KỸ THUẬT XÂY DỰNG

BÀI GIẢNG CƠ HỌC KẾT CẤU

Định nghiã:

Cơ học kết cấu (CHKC) là môn khoa học Lý thuyết
– Thực nghiệm trình bày các phương pháp tính
toán kết cấu về độ bền, độ cứng và độ ổn định do 
các nguyên nhân khác nhau: tải trọng, nhiệt độ, 
lún, chế tạo không chính xác.

1. KHÁI NIỆM MÔN HỌC

MỞ ĐẦU 2



Phương pháp nghiên cứu:
Lý thuyết – Thực nghiệm:

Lý thuyết (LT): dự báo khả
năng làm việc của kết cấu.

Thực nghiệm (TN): phát
hiện tính chất vật liệu và kiểm
tra lý thuyết.

1. KHÁI NIỆM MÔN HỌC (TT)

MỞ ĐẦU 3

TN

LT

LT

LT

Cơ sở xây dựng
lý thuyết

Kiểm tra lý
thuyết

Nhiệm vụ chủ yếu:

Xây dựng các phương pháp tính toán nội lực, 
làm cơ sở để kiểm tra các điều kiện bền, cứng
và ổn định (hiện đại: tuổi thọ, độ tin cậy).

1. KHÁI NIỆM MÔN HỌC (TT)

MỞ ĐẦU 4



Vị trí môn học:
Quá trình thiết kế công trình bao gồm:

1. KHÁI NIỆM MÔN HỌC (TT)

MỞ ĐẦU 5

Tính nội lực Tính tiết diện Kiểm tra bền, cứng, ổn định

CHKC & chuyên môn CHKC Chuyên môn CHKC & chuyên môn

Khâu khó khăn và quan trọng nhất

Sơ đồ kết cấu

Sơ đồ tính = Sơ đồ công trình + các giả thiết đơn
giản hoá. 

2. SƠ ĐỒ TÍNH CỦA CÔNG TRÌNH

MỞ ĐẦU 6

E, A, I



Các giả thiết gồm:
- Thay thanh bằng trục thanh; bản & vỏ bằng mặt
trung gian.
- Tiết diện → E, A, I
- Liên kết → Lý tưởng (không ma sát, cứng, đàn
hồi…).
- Tải trọng đưa về trục thanh.
- Thêm giả thiết phụ nếu cần (nút khớp, tường
gạch, sàn bêtông…).

2. SƠ ĐỒ TÍNH CỦA CÔNG TRÌNH

MỞ ĐẦU 7

E, A, I

Lưu ý: Lực chọn sơ đồ tính cần phản ánh tốt sự
làm việc của công trình thật và phù hợp với khả
năng tính toán.

2. SƠ ĐỒ TÍNH CỦA CÔNG TRÌNH (TT)

MỞ ĐẦU 8

E, A, I

Hình 1



3. PHÂN LOẠI CÔNG TRÌNH

MỞ ĐẦU 9

c)  Khung d)  Vòm

a)  Dầm b)  Dàn

Theo sơ đồ tính:

3. PHÂN LOẠI CÔNG TRÌNH (TT)
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Theo sơ đồ tính (tt):
Hệ phẳng: cấu kiện và lực đều nằm trong mặt

phẳng.
Hệ không gian: Không phẳng

Trong thực tế chủ yếu là hệ không gian: dầm
trực giao, dàn không gian, kết cấu tấm vỏ …thí
dụ: nhà cao tầng, cầu, dàn khoang…Nhiều bài
toán không gian khi tính toán được đưa về sơ
đồ hệ phẳng.



3. PHÂN LOẠI CÔNG TRÌNH (TT)

MỞ ĐẦU 11

Theo phương pháp tính nội lực

Phương pháp lực:

Hệ tĩnh định: chỉ dùng phương trình cân bằng
là đủ để tìm nội lực.

Hệ siêu tĩnh: phải bổ sung điều kiện hình học
(chuyển vị, biến dạng)

3. PHÂN LOẠI CÔNG TRÌNH (TT)

MỞ ĐẦU 12

Theo phương pháp tính nội lực (tt)
Phương pháp chuyển vị:

Hệ xác định động: xác định được biến dạng của các
phần tử thuộc hệ chỉ từ điều kiện động học khi hệ bị
chuyển vị cưỡng bức.
Hệ siêu động: khi hệ chịu chuyển vị cưỡng bức, nếu chỉ
dùng điều kiện động học (hình học) thì không đủ xác
định biến dạng của các phần tử.

∆

a) Hệ xác định động

∆

b) Hệ siêu động



Tải trọng: 
Gây ra nội lực, chuyển vị cho mọi hệ. Một số cách phân
loại:

Theo vị trí : bất động
di động

Theo tính chất tác dụng: tĩnh: gia tốc nhỏ, bỏ
qua lực quán tính khi
xét cần bằng.
động: phải xét đến lực
quán tính trong
phương trình cân bằng.

Theo khả năng nhận biết: tiền định: P = P(t)
ngẫu nhiên: chỉ biết theo
qui luật xác suất

4. CÁC NGUYÊN NHÂN GÂY NỘI LỰC VÀ
CHUYỂN VỊ

MỞ ĐẦU 13

Nhiệt độ

Lún

Hai nguyên nhân này gây nội lực, chuyển vị trong hệ
siêu tĩnh, nhưng chỉ gây chuyển vị trong hệ tĩnh định.

4. CÁC NGUYÊN NHÂN GÂY NỘI LỰC VÀ
CHUYỂN VỊ (TT)

MỞ ĐẦU 14



Các giả thiết nhằm đơn giản hoá tính toán:

1- Vật liệu đàn hồi tuân theo định luật Hooke.

5. CÁC  GIẢ THIẾT VÀ NGUYÊN LÝ CỘNG 
TÁC DỤNG

MỞ ĐẦU 15

σ

ε

Các giả thiết nhằm đơn giản hoá tính toán (tt):

5. CÁC  GIẢ THIẾT VÀ NGUYÊN LÝ CỘNG 
TÁC DỤNG

MỞ ĐẦU 16

2- Biến dạng và chuyển vị bé (được dùng như khái
niệm vô cùng bé trong toán học). Cho phép dùng
sơ đồ không biến dạng. Dùng được các xấp xỉ:     
sinϕ ≈ tanϕ ≈ ϕ, cosϕ = 1 ……

Từ đó dẫn tới nguyên lí cộng tác dụng:
P1 P2

∆

P1

∆1

P2

∆2
= +

Hình 5

∆(P1, P2) = ∆(P1) + ∆(P2)



3. PHÂN LOẠI CÔNG TRÌNH
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3. PHÂN LOẠI CÔNG TRÌNH
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3. PHÂN LOẠI CÔNG TRÌNH
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3. PHÂN LOẠI CÔNG TRÌNH
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3. PHÂN LOẠI CÔNG TRÌNH
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3. PHÂN LOẠI CÔNG TRÌNH
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3. PHÂN LOẠI CÔNG TRÌNH
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3. PHÂN LOẠI CÔNG TRÌNH
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3. PHÂN LOẠI CÔNG TRÌNH
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3. PHÂN LOẠI CÔNG TRÌNH
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3. PHÂN LOẠI CÔNG TRÌNH
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3. PHÂN LOẠI CÔNG TRÌNH
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3. PHÂN LOẠI CÔNG TRÌNH

MỞ ĐẦU 29

3. PHÂN LOẠI CÔNG TRÌNH
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3. PHÂN LOẠI CÔNG TRÌNH

MỞ ĐẦU 31

3. PHÂN LOẠI CÔNG TRÌNH
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3. PHÂN LOẠI CÔNG TRÌNH
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3. PHÂN LOẠI CÔNG TRÌNH
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3. PHÂN LOẠI CÔNG TRÌNH
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3. PHÂN LOẠI CÔNG TRÌNH
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3. PHÂN LOẠI CÔNG TRÌNH
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3. PHÂN LOẠI CÔNG TRÌNH
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3. PHÂN LOẠI CÔNG TRÌNH

MỞ ĐẦU 39

3. PHÂN LOẠI CÔNG TRÌNH
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PGS. TS. ĐỖ KIẾN QUỐC
KHOA KỸ THUẬT XÂY DỰNG

BÀI GIẢNG CƠ HỌC KẾT CẤU

CHƯƠNG 1

1. Hệ bất biến hình (BBH)
Định nghĩa: Hệ BBH là hệ khi chịu tải trọng 
bất kì vẫn giữ được hình dáng ban đầu nếu bỏ
qua biến dạng đàn hồi.
Tính chất: có khả năng chịu lực trên hình 
dạng ban đầu  đáp ứng được yêu cầu sử
dụng.

1.1 CÁC KHÁI NIỆM

Chương 1: Cấu tạo hình học của hệ phẳng 2



2. Hệ biến hình (BH)
Định nghĩa: là hệ khi chịu tải trọng bất kì sẽ 
thay đổi hình dáng hữu hạn nếu coi các phần 
tử cứng tuyệt đối.
Tính chất: Không có khả năng chịu lực bất kì
trên hình dạng ban đầu  → không dùng được 
như là 1 kết cấu.

1.1 CÁC KHÁI NIỆM (TT)

Chương 1: Cấu tạo hình học của hệ phẳng 3

3. Hệ biến hình tức thời (BHTT)
Định nghĩa: là hệ thay đổi hình dáng hình học 
vô cùng bé nếu coi các phần tử cứng tuyệt 
đối (chính xác hơn: bỏ qua lượng thay đổi vô 
cùng bé bậc cao).
Thí dụ: với hình bên ta có độ dãn dài ∆L =       
= VCB bậc cao ≈ 0..
Tính chất: kết cấu mềm, nội lực rất lớn, nên 
không dùng trong thực tế.

1.1 CÁC KHÁI NIỆM (TT)

Chương 1: Cấu tạo hình học của hệ phẳng 4

P

δL L

2

2L
δ



4. Miếng cứng (MC)
Định nghĩa: MC là hệ phẳng BBH.
Thí dụ:

1.1 CÁC KHÁI NIỆM (TT)

Chương 1: Cấu tạo hình học của hệ phẳng 5

Hệ BBH

Miếng cứng

Ý nghĩa: giúp khảo sát tính chất hình học của 
1 hệ phẳng dễ dàng hơn (chỉ quan tâm tính 
chất cứng, không quan tâm cấu tạo chi tiết).

5. Bậc tự do (BTD)
- Bậc tự do  của 1 hệ là số thông số độc lập đủ xác 
định vị trí 1 hệ so với mốc cố định.
- Bậc tự do cuả 1 hệ là số chuyển vị khả dĩ độc lập 
so với mốc cố định.
Trong mặt phẳng, 1 điểm có 2 BTD (2 chuyển vị
thẳng), 1 m/c có 3 BTD (2 chuyển vị thẳng, 1 góc 
xoay).
Hệ BBH là hệ có BTD bằng 0, hệ BH có BTD khác 
0. Vì vậy, khái niệm BTD có thể dùng để k/s cấu 
tạo hình học. 

1.1 CÁC KHÁI NIỆM (TT)

Chương 1: Cấu tạo hình học của hệ phẳng 6



1. Liên kết đơn giản
Liên kết thanh: là thanh có khớp 2 đầu.

1.2 CÁC  LOẠI LIÊN KẾT (TT)

Chương 1: Cấu tạo hình học của hệ phẳng 7

Tương đương
liên kết thanh

Tính chất: khử 1 bậc tự do, phát sinh 1 phản lực
(nối 2 khớp).
1 m/c có 2 khớp thì tương đương 1 liên kết
thanh

1. Liên kết đơn giản (tt)
Liên kết khớp:
Tính chất: khử 2 BTD, phát 
sinh 2 thành phần phản lực 
theo 2 phương xác định.
Về mặt động học, 1 khớp 
tương đương với 2 liên kết 
thanh. 
Giao của 2 thanh tương 
đương với khớp giả tạo. Vị
trí của khớp giả tạo K thay 
đổi khi B dịch chuyển so 
với A → khớp tức thời.

1.2 CÁC  LOẠI LIÊN KẾT

Chương 1: Cấu tạo hình học của hệ phẳng 8



1. Liên kết đơn giản (tt)
Liên kết hàn:
Nối cứng 2 miếng cứng với nhau thanh 1 
miếng cứng lớn. Để đơn giản việc khảo sát 
cấu tạo hình học, nên gom lại ít số miếng 
cứng nhất và chỉ nên quan niệm liên kết chỉ
gồm thanh và khớp. Vì vậy phần sau sẽ
không bàn đến liên kết hàn nữa vì chỉ làm 
phức tạp.

1.2 CÁC  LOẠI LIÊN KẾT

Chương 1: Cấu tạo hình học của hệ phẳng 9

2. Khớp phức tạp
Là khớp nối nhiều miếng cứng với nhau.
Độ phức tạp của khớp phức tạp là số khớp đơn giản 
tương đương về mặt liên kết.

p = D - 1
p – độ phức tạp của khớp tương đương số khớp 
đơn giản

D – số miếng cứng nối vào khớp K.
Mục đích: qui đổi tất cả liên kết đã dùng trong hệ thanh 
thành số liên kết thanh tương đương.

1.2 CÁC  LOẠI LIÊN KẾT

Chương 1: Cấu tạo hình học của hệ phẳng 10

A

B
C

B

A
C =K K1

K2



1.2 CÁC  LOẠI LIÊN KẾT

Chương 1: Cấu tạo hình học của hệ phẳng 11

1.2 CÁC  LOẠI LIÊN KẾT

Chương 1: Cấu tạo hình học của hệ phẳng 12



1.2 CÁC  LOẠI LIÊN KẾT

Chương 1: Cấu tạo hình học của hệ phẳng 13

1.2 CÁC  LOẠI LIÊN KẾT

Chương 1: Cấu tạo hình học của hệ phẳng 14



1.2 CÁC  LOẠI LIÊN KẾT

Chương 1: Cấu tạo hình học của hệ phẳng 15

1.2 CÁC  LOẠI LIÊN KẾT

Chương 1: Cấu tạo hình học của hệ phẳng 16



1.2 CÁC  LOẠI LIÊN KẾT

Chương 1: Cấu tạo hình học của hệ phẳng 17

1. Điều kiện cần:
Là điền kiện về số lượng liên kết để nối các miếng cứng 
thành 1 hệ BBH.
a)Hệ bất kì

Hệ gồm D miếng cứng, nối vơi nhau bằng T thanh và K 
khớp đơn giản.

– Số bậc tự do: Coi 1 miếng cứng là cố định thì cần khử 
đi 3(D-1) = BTD bậc tự do.

– Số liên kết thanh qui đổi: T + 2K = LK
Lập hiệu số: 

n = LK – BTD = T + 2K – 3(D-1)
n < 0 : không đủ liên kết →BH
n = 0 : đủ liên kết
n > 0 : dư liên kết

1.3 NỐI CÁC MIẾNG CỨNG THÀNH HỆ BBH

Chương 1: Cấu tạo hình học của hệ phẳng 18

Phải xét thêm điều
kiện đủ để kết luận.



1. Điều kiện cần (tt):
b) Hệ nối đất

Hệ có D miếng cứng nối với đất bằng C thanh (qui đổi).
−Số BTD = 3D
−Số liên kết qui đổi: LK = T + 2K + C

Hiệu số:
n = T + 2K + C – 3D

n < 0 : không đủ liên kết → BH
n = 0 : đủ liên kết
n > 0 : dư liên kết

Qui đổi liên kết thanh :

1.3 NỐI CÁC MIẾNG CỨNG THÀNH HỆ BBH (TT)

Chương 1: Cấu tạo hình học của hệ phẳng 19

Phải xét thêm điều
kiện đủ để kết luận.

1 32

1. Điều kiện cần (tt):
c) Hệ dàn

Gồm các thanh thẳng, nối khớp 2 đầu.
Giả sử dàn có D thanh và M mắt. Coi 1 thanh là miếng 

cứng cố định thì chỉ còn lại D – 1 liên kết thanh, khử được 
2(M – 2) bậc tự do. Như vậy: 

n = D -1 - 2(M - 2) = D + 3 - 2M
Nếu hệ nối đất thì :

n = D + C - 2M

1.3 NỐI CÁC MIẾNG CỨNG THÀNH HỆ BBH (TT)

Chương 1: Cấu tạo hình học của hệ phẳng 20

< 0 : BH
≥ 0 : Xét điều kiện đủ

< 0 : BH
≥ 0 : Xét điều kiện đủ

D thanh
M mắt



2. Điều kiện đủ:
a) Hệ gồm 2 miếng cứng

Cần : dùng số liên kết qui đổi tối thiểu tương 
đương 3 thanh.
Đủ : + 3 thanh không đồng qui hoặc song 

song.
+ 1 thanh không đi qua khớp.

1.3 NỐI CÁC MIẾNG CỨNG THÀNH HỆ BBH (TT)

Chương 1: Cấu tạo hình học của hệ phẳng 21

2. Điều kiện đủ (tt):
b) Hệ gồm 3 miếng cứng

Cần : dùng số liên kết qui đổi tối thiểu tương 
đương 6 thanh
Đủ : 3 khớp thực hoặc giả tạo không thẳng 

hàng.

1.3 NỐI CÁC MIẾNG CỨNG THÀNH HỆ BBH (TT)

Chương 1: Cấu tạo hình học của hệ phẳng 22



2. Điều kiện đủ (tt):
c) Bộ đôi

Định nghĩa : bộ đôi là 2 liên kết thanh không 
thẳng hàng, nối 1 điểm vào 1 hệ đã cho.

Tính chất : thêm hoặc bớt bộ đôi không làm 
thay đổi tính chất hình học của hệ. Do đó, để
khảo sát tính chất hình học có thể dùng 
phương pháp phát triển bộ đôi hoặc loại trừ bộ 
đôi..

1.3 NỐI CÁC MIẾNG CỨNG THÀNH HỆ BBH (TT)

Chương 1: Cấu tạo hình học của hệ phẳng 23

2. Điều kiện đủ (tt):
d) Cách khảo sát tính chất hình học của 1 hệ

Cố gắng gom về ít miếng cứng nhất (2 hoặc 
3) và dùng điều kiện cần và đủ để kết luận. Với 
hệ đơn giản, có thể dùng ngay điều kiện đủ, cố
gắng lợi dụng tính chất của bộ đôi.

Nếu số miếng cứng nhiều hơn 3 thì phải 
dùng phương pháp tổng quát (và cũng phức 
tạp hơn) như tải trọng bằng 0, động học, thay 
thế liên kết.

1.3 NỐI CÁC MIẾNG CỨNG THÀNH HỆ BBH (TT)

Chương 1: Cấu tạo hình học của hệ phẳng 24



3. Một số thí dụ

1.3 NỐI CÁC MIẾNG CỨNG THÀNH HỆ BBH (TT)

Chương 1: Cấu tạo hình học của hệ phẳng 25

K

a) BHTT

I II

III

(1,2)

c) BHTT (gần BHTT: không tốt)

(1,3)

f) BHTT

I II

III

Bộ đôi

b) BBH
(2,3)

e) BHTT



PGS. TS. ĐỖ KIẾN QUỐC
KHOA KỸ THUẬT XÂY DỰNG

BÀI GIẢNG CƠ HỌC KẾT CẤU

CHƯƠNG 2

1. Hệ đơn giản

Hệ dầm: thanh thẳng, chịu uốn là chủ yếu
(thường N = 0).

2.1 PHÂN LOẠI VÀ ĐẶC ĐIỂM CHỊU LỰC CỦA 
HỆ KẾT CẤU

Chương 2: Xác định nội lực do tải trọng bất động 2



1. Hệ đơn giản

Hệ dầm:

2.1 PHÂN LOẠI VÀ ĐẶC ĐIỂM CHỊU LỰC CỦA 
HỆ KẾT CẤU

Chương 2: Xác định nội lực do tải trọng bất động 3

1. Hệ đơn giản

Hệ dầm:

2.1 PHÂN LOẠI VÀ ĐẶC ĐIỂM CHỊU LỰC CỦA 
HỆ KẾT CẤU

Chương 2: Xác định nội lực do tải trọng bất động 4



1. Hệ đơn giản (tt)

2.1 PHÂN LOẠI VÀ ĐẶC ĐIỂM CHỊU LỰC CỦA 
HỆ KẾT CẤU

Chương 2: Xác định nội lực do tải trọng bất động 5

Hệ khung: thanh gãy khúc, nội lực gồm M, Q, N.

1. Hệ đơn giản (tt)

2.1 PHÂN LOẠI VÀ ĐẶC ĐIỂM CHỊU LỰC CỦA 
HỆ KẾT CẤU

Chương 2: Xác định nội lực do tải trọng bất động 6

Hệ khung:



1. Hệ đơn giản (tt)

2.1 PHÂN LOẠI VÀ ĐẶC ĐIỂM CHỊU LỰC CỦA 
HỆ KẾT CẤU

Chương 2: Xác định nội lực do tải trọng bất động 7

Hệ khung:

1. Hệ đơn giản (tt)

2.1 PHÂN LOẠI VÀ ĐẶC ĐIỂM CHỊU LỰC CỦA 
HỆ TĨNH ĐỊNH

Chương 2: Xác định nội lực do tải trọng bất động 8

Hệ khung:



1. Hệ đơn giản (tt)
Hệ dàn:

2.1 PHÂN LOẠI VÀ ĐẶC ĐIỂM CHỊU LỰC CỦA 
HỆ KẾT CẤU(TT)

Chương 2: Xác định nội lực do tải trọng bất động 9

Đốt Mắt Biên trên

Biên dưới

Thanh xiên

Thanh đứng

Nhịp
Hình 2.3

Trong thực tế, mắt dàn là nút cứng → hệ siêu tĩnh phức tạp. Để
đơn giản hoá, dùng các giả thiết sau:

Mắt dàn là khớp lý tưởng.
Tải trọng chỉ tác dụng ở mắt dàn.
Trọng lượng không đáng kể ( bỏ qua uốn thanh).

Ưu điểm: tiết kiệm vật liệu → kết cấu nhẹ, vượt nhịp lớn.

Nội lực chỉ có
lực dọc N ≠ 0

1. Hệ đơn giản (tt)
Hệ dàn:

2.1 PHÂN LOẠI VÀ ĐẶC ĐIỂM CHỊU LỰC CỦA 
HỆ TĨNH ĐỊNH (TT)

Chương 2: Xác định nội lực do tải trọng bất động 10



1. Hệ đơn giản (tt)
Hệ dàn:

2.1 PHÂN LOẠI VÀ ĐẶC ĐIỂM CHỊU LỰC CỦA 
HỆ KẾT CẤU(TT)

Chương 2: Xác định nội lực do tải trọng bất động 11

1. Hệ đơn giản (tt)
Hệ dàn:

2.1 PHÂN LOẠI VÀ ĐẶC ĐIỂM CHỊU LỰC CỦA 
HỆ KẾT CẤU(TT)
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1. Hệ đơn giản (tt)
Hệ 3 khớp

2.1 PHÂN LOẠI VÀ ĐẶC ĐIỂM CHỊU LỰC CỦA 
HỆ KẾT CẤU(TT)

Chương 2: Xác định nội lực do tải trọng bất động 13

Nội lực: M, Q, N; Lực dọc nén: dùng vật liệu dòn.
Phản lực: có lực xô nên kết cấu móng bất lợi hơn.

2. Hệ ghép
Được nối bởi các hệ đơn giản. Thường có 2 loại
trong thực tế:

2.1 PHÂN LOẠI VÀ ĐẶC ĐIỂM CHỊU LỰC CỦA 
HỆ KẾT CẤU(TT)

Chương 2: Xác định nội lực do tải trọng bất động 14

Dầm tĩnh định nhiều nhịp

Khung tĩnh định nhiều nhịp



2. Hệ ghép (tt)

2.1 PHÂN LOẠI VÀ ĐẶC ĐIỂM CHỊU LỰC CỦA 
HỆ KẾT CẤU(TT)

Chương 2: Xác định nội lực do tải trọng bất động 15

Dầm tĩnh định nhiều nhịp

Khung tĩnh định nhiều nhịp

Về cấu tạo: gồm hệ chính và phụ.
Chính : BBH hoặc có khả năng chịu lực khi bỏ

kết cấu bên cạnh.
Phụ : BH hoặc không có khả năng chịu lực khi 

bỏ qua kết cấu bên cạnh.

2. Hệ ghép (tt)

2.1 PHÂN LOẠI VÀ ĐẶC ĐIỂM CHỊU LỰC CỦA 
HỆ KẾT CẤU(TT)

Chương 2: Xác định nội lực do tải trọng bất động 16

Dầm tĩnh định nhiều nhịp

Khung tĩnh định nhiều nhịp

Cách tính: từ phụ → chính; truyền lực từ phụ →
sang chính.



3. Hệ liên hợp (Xem sách)

Liên hợp các dạng kết cấu khác nhau như dầm –
vòm, dầm – dây xích, dàn – vòm …

2.1 PHÂN LOẠI VÀ ĐẶC ĐIỂM CHỊU LỰC CỦA 
HỆ KẾT CẤU(TT)
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3. Hệ liên hợp

2.1 PHÂN LOẠI VÀ ĐẶC ĐIỂM CHỊU LỰC CỦA 
HỆ KẾT CẤU(TT)
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3. Hệ liên hợp

2.1 PHÂN LOẠI VÀ ĐẶC ĐIỂM CHỊU LỰC CỦA 
HỆ KẾT CẤU(TT)
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3. Hệ liên hợp

2.1 PHÂN LOẠI VÀ ĐẶC ĐIỂM CHỊU LỰC CỦA 
HỆ KẾT CẤU(TT)
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4. Hệ có mắt truyền lực

Mắt truyền lực có tác dụng cố định vị trí tải trọng
tác dụng vào kết cấu chính.

2.1 PHÂN LOẠI VÀ ĐẶC ĐIỂM CHỊU LỰC CỦA 
HỆ KẾT CẤU(TT)

Chương 2: Xác định nội lực do tải trọng bất động 21

Hệ thống dầm truyền lực

Nhịp

Mắt truyền lực

4. Hệ có mắt truyền lực

2.1 PHÂN LOẠI VÀ ĐẶC ĐIỂM CHỊU LỰC CỦA 
HỆ KẾT CẤU(TT)

Chương 2: Xác định nội lực do tải trọng bất động 22



4. Hệ có mắt truyền lực

2.1 PHÂN LOẠI VÀ ĐẶC ĐIỂM CHỊU LỰC CỦA 
HỆ KẾT CẤU(TT)

Chương 2: Xác định nội lực do tải trọng bất động 23

4. Hệ có mắt truyền lực

2.1 PHÂN LOẠI VÀ ĐẶC ĐIỂM CHỊU LỰC CỦA 
HỆ KẾT CẤU(TT)

Chương 2: Xác định nội lực do tải trọng bất động 24



1. Nội lực:
M, Q, N

M : vẽ theo thớ căng.
Q & N : ghi dấu ( qui ước như SBVL).

2.2 NỘI LỰC TRONG HỆ DẦM & KHUNG ĐƠN GIẢN.

Chương 2: Xác định nội lực do tải trọng bất động 25

Q

N
M

Hình 2.7

2. Phương pháp vẽ:

Phương pháp mặt cắt :

Tính phản lực.

Chia đoạn (phụ thuộc q, P, trục thanh).

Lập biểu thức từng đoạn.

Vẽ

Chương 2: Xác định nội lực do tải trọng bất động 26

2.2 NỘI LỰC TRONG HỆ DẦM & KHUNG ĐƠN GIẢN (TT)



2. Phương pháp vẽ (tt):

Phương pháp đặc biệt :

Tính phản lực.

Chia đoạn.

Nhận xét dạng biểu đồ & điểm đặc biệt.

Tính điểm đặc biệt và vẽ biểu đồ.

Chương 2: Xác định nội lực do tải trọng bất động 27

2.2 NỘI LỰC TRONG HỆ DẦM & KHUNG ĐƠN GIẢN (TT)

3. Thí dụ:

Chương 2: Xác định nội lực do tải trọng bất động 28

Cho hệ có liên kết và chịu lực như hình vẽ. Hãy 
vẽ biểu đồ M, Q, N.

q
P= qa

a

a

2qa
2

2.2 NỘI LỰC TRONG HỆ DẦM & KHUNG ĐƠN GIẢN (TT)



3. Thí dụ (tt):

Chương 2: Xác định nội lực do tải trọng bất động 29

q
P= qa

a

a
VD = qaVA = 0

HA = qa

Phản lực:
HA = P = qa

2qa
2

Nội lực:

qa2

M Q N

qa

qa
qa

qa

2qa
2 2qa

8

Chú ý: nút
cân bằng

P = qaqa

qa
qa

Hình 2.10

qa2

2qa
2

2qa
2

2.2 NỘI LỰC TRONG HỆ DẦM & KHUNG ĐƠN GIẢN (TT)

1. Phương pháp tách mắt:
Nội dung:

Lần lượt tách mắt và viết phương trình cân
bằng lực để thu được các phương trình đủ
để tìm nội lực.
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d d dd

P

h

A B

1
2

3

N1

N2

α

2.3 TÍNH TOÁN HỆ DÀN (TT)



1. Phương pháp tách mắt (tt):
Trình tự & thủ thuật:

Trình tự: tách mắt sao cho mỗt mắt chỉ có
2 lực dọc chưa biết. 
Thủ thuật: lập 1 phương trình chứa 1 ẩn: 
loại bỏ lực kia bằng cách chiếu lên phương
trình vuông góc với nó.
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2.3 TÍNH TOÁN HỆ DÀN (TT)

d d dd

P

h

A B

1 2

3

N1

N2

α

A

1

N2

α
N1

y
x

1. Phương pháp tách mắt (tt):
Thí dụ: 
Cho hệ dàn có liên kết và chịu tải trọng như 
hình vẽ. Hãy xác định nội lực thanh N1, N2
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2.3 TÍNH TOÁN HỆ DÀN (TT)

d d dd

P

h

1
2

3

N1

N2

α



1. Phương pháp tách mắt (tt):
Thí dụ (tt): Giải
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2.3 TÍNH TOÁN HỆ DÀN (TT)

d d dd

P

h

A B

1 2

3

N1

N2

α

A PY 0:   N sinα  A  0   N   -   -2 2 sinα 2sinα
= + = ⇒ = =∑

1 2 1 2
PX 0:   N N cosα   0   N   -N cosα  - cotgα
2

= + = ⇒ = =∑

A =

1

N2

α
N1

y
x

P
2

1. Phương pháp tách mắt (tt):
Nhận xét:

Mắt có 2 thanh, không có tải trọng: N1=N2=0.
Mắt có 3 thanh: N1 = N2 = 0; N3 = 0
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2.3 TÍNH TOÁN HỆ DÀN (TT)

N1

N2

N3

α
N1 N2

Nhược điểm:
Dễ bị sai số truyền



2. Phương pháp mặt cắt đơn giản
Nội dung:
Cắt dàn ( không nhiều hơn 3 thanh). Lập 3 
phương trình cân bằng → giải 3 ẩn.

Chương 2: Xác định nội lực do tải trọng bất động 35

2.3 TÍNH TOÁN HỆ DÀN (TT)

d d dd
P

h

A= B
N1

N3

N2

J

P

IP
2

2. Phương pháp mặt cắt đơn giản (tt)
Thủ thuật:
Lập phương trình chứa 1 ẩn, bằng cách loại đi
2 lực chưa cần tìm.

Nếu 2 thanh song song: chiếu lên phương
vuông góc.
Nếu 2 thanh cắt nhau: lấy mômen với điểm
cắt.

Chương 2: Xác định nội lực do tải trọng bất động 36

2.3 TÍNH TOÁN HỆ DÀN (TT)

d d dd
P

h

A= B
N1

N3

N2

J

P

IP
2



2. Phương pháp mặt cắt đơn giản (tt)

Thí dụ: 

Cho hệ dàn có liên kết và chịu tải trọng như 
hình vẽ. Hãy xác định nội lực trong thanh N1, 
N2, N3.
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2.3 TÍNH TOÁN HỆ DÀN (TT)

d d dd
P

h

N1

N3

N2

J

P

I

2. Phương pháp mặt cắt đơn giản (tt)
Thí dụ: (Giải)
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2.3 TÍNH TOÁN HỆ DÀN (TT)

d d dd
P

h

A= B
N1

N3

N2

J

P

I
P
2

1

2

0   3
.20   

0      
sin sin

d
I

I

d
J

J

d

MAdM N
h h

MA dM N
h h

QAY N
α α

= ⇒ = − = −∑

= ⇒ = = −∑

= ⇒ = − = −∑

Nhận xét:
- Thanh biên : dấu và trị số ∼

- Thanh xiên : dấu và trị số ∼ Qd

dM
h



3. Phương pháp mặt cắt phối hợp
Nội dung:
Khi số ẩn lớn hơn 3  dùng 1 số mặt cắt phối hợp
để tạo đủ số phương trình. Trong thực tế
thường dùng nhiều lắm là 2 mặt cắt.
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2.3 TÍNH TOÁN HỆ DÀN (TT)

A= B

N2

N1

P

α

1

1

2-2

P
2

3. Phương pháp mặt cắt phối hợp (tt)
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2.3 TÍNH TOÁN HỆ DÀN (TT)

N2

N1

P

α

1

1

2-2

Thí dụ: 

Cho hệ dàn có liên kết và chịu tải trọng như hình 
vẽ. Hãy xác định nội lực trong thanh N1, N2, N3



3. Phương pháp mặt cắt phối hợp (tt)
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2.3 TÍNH TOÁN HỆ DÀN (TT)

A= B

N2

N1

P

α

1

1

2-2

P
2

1 2 2 1

A PY 0 N cosα N cosα A 0 N N
cosα 2cosα

= ⇒ − + = ⇒ − = =∑

1 2 1 2X 0 N sinα N sinα 0 N N= ⇒ + = ⇒ = −∑

M/c 1-1: 

M/c 2-2 (tách mắt):

→ 1

PN
4cosα

= −
α2

PN
4cos

=

Thí dụ (tt): Giải

1. Tính phản lực
Phân tích phản lực như hình vẽ. Mỗi phương trình
cân bằng chỉ chứa 1 ẩn:
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2.4 TÍNH TOÁN HỆ 3 KHỚP

d
B A

d
A B

Trai
C A

Phai
C A

M      0   V
M     0   V

M   0   Z

M   0   Z

= ⇒∑

= ⇒∑

= ⇒∑

= ⇒∑
β

B

A

Vd
A

VA

HA

ZA

ZB

VB
Vd

B

HB

P3

P1

P2
C

Sau đó, có thể phân tích phản lực theo phương
đứng và ngang. Nếu tải trọng thẳng đứng thì: 
HA = HB = H – Lực xô của hệ 3 khớp



2. Tính nội lực

-Vòm 3 khớp: thiết lập biểu thức nội lực theo tọa
độ z. Biểu đồ M,Q, N vẽ theo trục chuẩn năm
ngang. Riêng vòm thì qui ước N>0 là nén.

-Khung 3 khớp: vẽ biểu đồ nội lực theo điểm đặc
biệt.
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2.4 TÍNH TOÁN HỆ 3 KHỚP (TT)

β

B

A

Vd
A

VA

HA

ZA

ZB

VB
Vd

B

HB

P3

P1

P2
C

3. Thí dụ:
Cho hệ có liên kết và chịu tải trọng như hình vẽ. 
Hãy vẽ biểu đồ M, Q, N
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2.4 TÍNH TOÁN HỆ 3 KHỚP (TT)

q

a

a a

A B

C



3. Thí dụ (tt): Giải 

Chương 2: Xác định nội lực do tải trọng bất động 45

2.4 TÍNH TOÁN HỆ 3 KHỚP (TT)

q

a

a
qa

H= qa/2H

qa
a

A B

C

A B

C

M

A B

C

Q

A B

C

N

qa
qa

qa/2 qa/2

qa/2

qa qa

2qa
2

2qa
2

Trình tự tính
Tách hệ ghép ra các hệ đơn giản.
Tính hệ phụ.
Truyền lực từ hệ phụ sang chính và tính hệ
chính.
Ghép các biểu đồ lại.
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2.5 TÍNH TOÁN HỆ GHÉP



Thí dụ: 

Cho hệ ghép có liên kết và chịu tải trọng như hình 
vẽ. Hãy vẽ biểu đồ M, Q
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2.5 TÍNH TOÁN HỆ GHÉP (TT)

3 3 2 8 m

P = 40 kN q = 10 kN/m

Thí dụ:
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2.5 TÍNH TOÁN HỆ GHÉP (TT)

3 3 2 8 m

P = 40 kN q = 10 kN/m

P = 40 kN

q = 10 kN/m20 kN
20 kN

20 kN

Q20 
20 

45 

35 

60 
40 

80 

60 

M
(kN/m)

(kN)
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2.5 TÍNH TOÁN HỆ GHÉP (TT)

3 3 2 8 m

P = 40 kN q = 10 kN/m

60 
40 

80 

60 

M
(kNm)

40 kN q = 10 kN/m

75 80

Thí dụ (tt)
So sánh với dầm đơn giản:

Trình tự tính
Truyền lực từ dầm phụ xuống dầm chính.
Tính dầm chính.

Thí dụ:
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2.5 TÍNH TOÁN HỆ CÓ MẮT TRUYỀN LỰC

q



PGS. TS. ĐỖ KIẾN QUỐC
KHOA KỸ THUẬT XÂY DỰNG

BÀI GIẢNG CƠ HỌC KẾT CẤU

CHƯƠNG 3

1. Tải trọng di động và phương pháp tính

Tải trọng di động: có vị trí thay đổi → gây ra
nội lực thay đổi. 

Thí dụ: Xe lửa, ô tô, người, dầm cầu chạy…

Vấn đề cần giải quyết: Cần tìm Smax (nội lực, phản
lực …)

3.1 PHƯƠNG PHÁP ĐƯỜNG ẢNH HƯỞNG

Chương 3: Xác định nội lực do tải trọng di động 2

z

K

Hình 3.1



1. Tải trọng di động và phương pháp tính (tt)
Các phương pháp giải quyết:
Giải tích: lập biểu thức giải tích S(z) và khảo
sát cực trị: phức tạp không dùng.
Thí dụ: 

ứng với 5 vị trí của tải trọng

Đường ảnh hưởng: dùng nguyên lí cộng tác
dụng. Được dùng trong thực tế.

3.1 PHƯƠNG PHÁP ĐƯỜNG ẢNH HƯỞNG (TT)

Chương 3: Xác định nội lực do tải trọng di động 3
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2. Phương pháp đường ảnh hưởng

Định nghĩa:

Đồ thị của đại lượng S theo vị trí một lực tập
trung P=1 (không thứ nguyên) có phương
chiều không đổi, di động trên công trình. 

Kí hiệu: đah S hoặc “S”

3.1 PHƯƠNG PHÁP ĐƯỜNG ẢNH HƯỞNG (TT)

Chương 3: Xác định nội lực do tải trọng di động 4



2. Phương pháp đường ảnh hưởng (tt)

Trình tự vẽ “S”:

Đặt P=1 tại vị trí Z; coi như lực bất động.

Lập biểu thức S=S(z), thường gồm nhiều
biểu thức khác nhau cho nhiều đoạn
khác nhau.

Cho z biến thiên và vẽ đồ thị S=S(z).

3.1 PHƯƠNG PHÁP ĐƯỜNG ẢNH HƯỞNG (TT)

Chương 3: Xác định nội lực do tải trọng di động 5

2. Phương pháp đường ảnh hưởng (tt)

Qui ước:

Đường chuẩn vuông góc P=1 (hoặc // 
trục thanh)

Trung độ vuông góc đường chuẩn.

Trung độ (+) dựng theo chiều của P.

3.1 PHƯƠNG PHÁP ĐƯỜNG ẢNH HƯỞNG (TT)

Chương 3: Xác định nội lực do tải trọng di động 6



2. Phương pháp đường ảnh hưởng (tt)
Chú ý

Phân biệt sự khác nhau giữa đah S và
biểu đồ S.
Thứ nguyên tung độ đah =        

Thí dụ :

3.1 PHƯƠNG PHÁP ĐƯỜNG ẢNH HƯỞNG (TT)

Chương 3: Xác định nội lực do tải trọng di động 7

[S]
[P][M] F-L["M"]= = =L

[P] F

2. Phương pháp đường ảnh hưởng (tt)

Thí dụ: 

Vẽ đường ảnh hưởng “A”, “B”, “Mk”, “Qk”

3.1 PHƯƠNG PHÁP ĐƯỜNG ẢNH HƯỞNG (TT)

Chương 3: Xác định nội lực do tải trọng di động 8

a b

P = 1

K
A B

L

z



2. Phương pháp đường ảnh hưởng (tt)
Thí dụ (tt): 

Phản lực:

3.1 PHƯƠNG PHÁP ĐƯỜNG ẢNH HƯỞNG (TT)

Chương 3: Xác định nội lực do tải trọng di động 9

L-zA=
L

zB=
L

“A”
1

“B”
1

a b

P = 1

K
A B

L

z

z

2. Phương pháp đường ảnh hưởng (tt)
Thí dụ (tt): 

Nội lực:
Đah gồm 2 đoạn: đường trái và đường phải.
Xét cân bằng phần ít lực để đơn giản hơn
(phần không có lực P=1).

3.1 PHƯƠNG PHÁP ĐƯỜNG ẢNH HƯỞNG (TT)

Chương 3: Xác định nội lực do tải trọng di động 10
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a b

P = 1

K
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z
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2. Phương pháp đường ảnh hưởng (tt)
Thí dụ (tt): 

Nội lực:

3.1 PHƯƠNG PHÁP ĐƯỜNG ẢNH HƯỞNG (TT)

Chương 3: Xác định nội lực do tải trọng di động 11

p
k

p
k

L-z=A=Q
L

a=A.a= (L-z)M L

a z L≤ ≤

Đường phải

a

Qk
p

K

A

Mk
p

a b

P = 1

K
A B

L

z

z

2. Phương pháp đường ảnh hưởng (tt)
Thí dụ (tt): 

Nội lực (tt):

3.1 PHƯƠNG PHÁP ĐƯỜNG ẢNH HƯỞNG (TT)

Chương 3: Xác định nội lực do tải trọng di động 12
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L
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“Mk”

bđ. trái đ. phảia



2. Phương pháp đường ảnh hưởng (tt)
Thí dụ (tt): 

Nội lực (tt) :

3.1 PHƯƠNG PHÁP ĐƯỜNG ẢNH HƯỞNG (TT)

Chương 3: Xác định nội lực do tải trọng di động 13

1
“Qk”

1đ. trái

đ. phải

a b

P = 1

K
A B

L

z

Xét dầm đơn giản có đầu thừa vì là trường hợp
tổng quát của dầm đơn giản và dầm công xôn.

3.2 ĐƯỜNG ẢNH HƯỞNG TRONG DẦM TĨNH ĐỊNH 
ĐƠN GIẢN

Chương 3: Xác định nội lực do tải trọng di động 14

P = 1
L



1. Đường ảnh hưởng phản lực

3.2 ĐƯỜNG ẢNH HƯỞNG TRONG DẦM TĨNH ĐỊNH 
ĐƠN GIẢN

Chương 3: Xác định nội lực do tải trọng di động 15

B

A

L-zM 0  :  A=    
L

zM 0  :  B=
L

⎫= ⎪⎪
⎬
⎪=
⎪⎭

∑

∑

Vẽ đah với 2 tung độ tại A 
và B, tức là z= 0 và z= L

bậc 1

P = 1

A B

L

1

1

“A”

“B”

2. Đường ảnh hưởng nội lực (tt)
Tiết diện trong nhịp:

“Mk1”: trái giao phải dưới k1 cách vẽ nhanh.

3.2 ĐƯỜNG ẢNH HƯỞNG TRONG DẦM TĨNH ĐỊNH 
ĐƠN GIẢN (TT)

Chương 3: Xác định nội lực do tải trọng di động 16

“Mk1”

a đ. trái đ. phải

ab

K1A B

L

K3K2

c



2. Đường ảnh hưởng nội lực (tt)
Tiết diện trong nhịp (tt):

“Qk1”: trái song song phải vẽ nhanh.

3.2 ĐƯỜNG ẢNH HƯỞNG TRONG DẦM TĨNH ĐỊNH 
ĐƠN GIẢN (TT)

Chương 3: Xác định nội lực do tải trọng di động 17

“Qk1”

1

1đ. trái

đ. phải

ab

K1A B

L

K3K2

c

2. Đường ảnh hưởng nội lực (tt):
Tiết diện trong nhịp (tt):
Chú ý:         và

3.2 ĐƯỜNG ẢNH HƯỞNG TRONG DẦM TĨNH ĐỊNH 
ĐƠN GIẢN (TT)

Chương 3: Xác định nội lực do tải trọng di động 18
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2. Đường ảnh hưởng nội lực (tt):
Tiết diện đầu thừa:
Chú ý: giống dầm côngxôn.

3.2 ĐƯỜNG ẢNH HƯỞNG TRONG DẦM TĨNH ĐỊNH 
ĐƠN GIẢN (TT)

Chương 3: Xác định nội lực do tải trọng di động 19

ab

K1A B

L

K3K2

c

“Mk2” b

“Qk3”
1

“Mk3”
c

“Qk2” 1

Để vẽ đah thuộc hệ chính, thực hiện các bước
sau: 
1) Vẽ đah, coi P=1 di động trực tiếp trên hệ chính.
2) Giữ lại tung độ dưới mắt truyền lực.
3) Nối các tung độ bằng các đoạn thẳng.

3.3 ĐƯỜNG ẢNH HƯỞNG CỦA HỆ CÓ MẮT 
TRUYỀN LỰC

Chương 3: Xác định nội lực do tải trọng di động 20
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Chứng minh:

3.3 ĐƯỜNG ẢNH HƯỞNG CỦA HỆ CÓ MẮT 
TRUYỀN LỰC (TT)

Chương 3: Xác định nội lực do tải trọng di động 21

d

i i+1
d-z zR = ,R =
d d

Mk =Riyi + Ri+1yi+1
= bậc 1 đường thẳng.

Khi z=0 Mk = yi
z=d Mk = yi+1

a
yi yi+1

“Mk”

1

1

“Qk”

Ria
K Ri+1

i i+1
P = 1z

1. Đường ảnh hưởng thuộc hệ phụ
Khi P=1 di động trên hệ phụ: vẽ đah như đối với
hệ đơn giản.
Khi P=1 trên hệ chính: đah = 0.

3.4 ĐƯỜNG ẢNH HƯỞNG CỦA HỆ GHÉP 

Chương 3: Xác định nội lực do tải trọng di động 22

K2 K1K3
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2. Đường ảnh hưởng thuộc hệ chính
Khi P=1 trên hệ chính: hệ phụ không làm việc
xét riêng hệ chính.
Khi P=1 trên hệ phụ: đah là đường thẳng đi qua 
tung độ ứng dưới khớp nối hệ chính với phụ, và
tung độ =0 ứng dưới gối tựa đất của dầm phụ
(liên kết thẳng đứng).

3.4 ĐƯỜNG ẢNH HƯỞNG CỦA HỆ GHÉP (TT)

Chương 3: Xác định nội lực do tải trọng di động 23

K2 K1K3

“Qk2”

“Mk3”
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(0,1)

(1,2)
(0,2) (2,3)

L
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III

(0,3) → ∞

“Mk”

Chú ý:
Nếu hệ ghép phức tạp, có thể dùng phương pháp
động để vẽ dạng đah, sau đó tính 1 tung độ đặc
biệt và suy ra các tung độ khác.

3.4 ĐƯỜNG ẢNH HƯỞNG CỦA HỆ GHÉP (TT)

Chương 3: Xác định nội lực do tải trọng di động 24



K

O

(0,1)

(1,2)
(0,2) (2,3)

L

I II
III

(0,3) → ∞

“Mk”

Chú ý:
Thí dụ:

3.4 ĐƯỜNG ẢNH HƯỞNG CỦA HỆ GHÉP (TT)

Chương 3: Xác định nội lực do tải trọng di động 25

Phương pháp động vẽ đah:
• 3 khớp tương hỗ của 3 miếng cứng của 1 hệ BH 

thẳng hàng: (1,2) + (2,3) = (1,3).
• Tung độ ứng với khớp nối với đất thì bằng 0 

(không có chuyển vị đứng)

1. Đường ảnh hưởng phản lực
Phản lực được tính tương tự như trong dàn dầm.

3.5 ĐƯỜNG ẢNH HƯỞNG TRONG DÀN DẦM

Chương 3: Xác định nội lực do tải trọng di động 26
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2. Đường ảnh hưởng nội lực bằng phương pháp
mặt cắt đơn giản
M/c trong nhịp: N1 và N2

Cắt đốt chứa N1 và N2.
1/ P=1 bên trái đốt bị cắt: xét cân bằng phần
phải (ít lực)
2/ P=1 bên phải đốt bị cắt: xét phần trái.
3/ P=1 trong đốt cắt: đường nối.

3.5 ĐƯỜNG ẢNH HƯỞNG TRONG DÀN DẦM (TT)

Chương 3: Xác định nội lực do tải trọng di động 27

h  α

N1

N3 N4
N2

L = 4d 2d2d A B
C DE

2. Đường ảnh hưởng nội lực bằng phương pháp
mặt cắt đơn giản (tt)
M/c trong nhịp: N1

3.5 ĐƯỜNG ẢNH HƯỞNG TRONG DÀN DẦM (TT)

Chương 3: Xác định nội lực do tải trọng di động 28
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2. Đường ảnh hưởng nội lực bằng phương pháp
mặt cắt đơn giản (tt)
M/c trong nhịp: N2

3.5 ĐƯỜNG ẢNH HƯỞNG TRONG DÀN DẦM (TT)

Chương 3: Xác định nội lực do tải trọng di động 29
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N2

L = 4d 2d2d A B
C DE

đ. trái đ. phải

đ. nối

A
BC

D
“N2”

1
cosα

1
cosα

2. Đường ảnh hưởng nội lực bằng phương pháp
mặt cắt đơn giản (tt)
M/c đầu thừa: N3

1/ P=1 bên trái đốt bị cắt
2/ P=1 bên phải đốt bị cắt
3/ P=1 trong đốt cắt: đường nối.

3.5 ĐƯỜNG ẢNH HƯỞNG TRONG DÀN DẦM (TT)

Chương 3: Xác định nội lực do tải trọng di động 30
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3. Đah nội lực bằng phương pháp tách mắt
Lập biểu thức nội lực khi: 
1/ P=1 đặt tại mắt
2/ P=1 ngoài đốt cắt
3/ P=1 trong đốt cắt: đường nối.
Minh họa N4

3.5 ĐƯỜNG ẢNH HƯỞNG TRONG DÀN DẦM (TT)

Chương 3: Xác định nội lực do tải trọng di động 31
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N4 = -A

A

P = 1

P=1 ngoài đốt cắt

1. Tải trọng tập trung
Dùng nguyên lý cộng tác dụng

3.6 XÁC ĐỊNH ĐẠI LƯỢNG S BẰNG ĐAH

Chương 3: Xác định nội lực do tải trọng di động 32
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1. Tải trọng tập trung (tt)

3.6 XÁC ĐỊNH ĐẠI LƯỢNG S BẰNG ĐAH

Chương 3: Xác định nội lực do tải trọng di động 33

K

Pyt

yp

“Qk”

Chú ý:  Nếu “S” có bước nhảy:
St = P.yp

Sp = P.yt

2. Tải trọng phân bố
Trường hợp thường gặp: q = const

3.6 XÁC ĐỊNH ĐẠI LƯỢNG S BẰNG ĐAH (TT)

Chương 3: Xác định nội lực do tải trọng di động 34
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3. Momen tập trung
Thế M bằng ngẫu lực

3.6 XÁC ĐỊNH ĐẠI LƯỢNG S BẰNG ĐAH (TT)

Chương 3: Xác định nội lực do tải trọng di động 35
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Nếu “S” bị gãy:
St = Mtgαp

Sp = Mtgαt αpαt

M 

Thí dụ: Tính Mk,        và bằng phương pháp đah

3.6 XÁC ĐỊNH ĐẠI LƯỢNG S BẰNG ĐAH (TT)

Chương 3: Xác định nội lực do tải trọng di động 36
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Thí dụ (tt):
Tính Mk

3.6 XÁC ĐỊNH ĐẠI LƯỢNG S BẰNG ĐAH (TT)

Chương 3: Xác định nội lực do tải trọng di động 37
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Thí dụ (tt):
Tính

3.6 XÁC ĐỊNH ĐẠI LƯỢNG S BẰNG ĐAH (TT)

Chương 3: Xác định nội lực do tải trọng di động 38
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Thí dụ (tt):
Kiểm tra lại

3.6 XÁC ĐỊNH ĐẠI LƯỢNG S BẰNG ĐAH (TT)

Chương 3: Xác định nội lực do tải trọng di động 39
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3.7 ĐAH GỒM CÁC ĐOẠN THẲNG



Tính chất:
Có thể thay tác dụng của các tải trọng trên từng
phần thẳng của đah bằng hợp lực của chúng.
Chứng minh:

3.7 ĐAH GỒM CÁC ĐOẠN THẲNG

Chương 3: Xác định nội lực do tải trọng di động 41
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Theo định lý Varinhông

và zotgα = yo

→ S = Ryo
Chú ý: với tải trọng phân
bố cũng chứng minh
tương tự.

i i oP z = Rz∑ Pi PnP1

y1 yi yn

“S”

yo

αO

zo

zi
R

1. Đoàn tải trọng tiêu chuẩn và vị trị bất lợi
Là đoàn tải trọng dùng để thiết kế kết cấu, tuân
theo qui phạm về tải trọng, khoảng cách …
Vị trí bất lợi là vị trí của đoàn tải trọng gây ra
cực trị Smax(min)
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2. Biểu hiện giải tích của vị trí bất lợi

Với đah S và đoàn tải trọng tiêu chuẩn có thể lập
được biểu thức giải tích của S(z). Vị trí cho cực trị
của S như sau:

Nếu S(z) là hàm trơn:

Điều kiện: dS
dz

= 0
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2. Biểu hiện giải tích của vị trí bất lợi (tt)
Nếu S(z) là hàm không trơn và cực trị tại điểm gãy thì
biểu hiện cực trị như hình vẽ dưới đây:
Điều kiện cần

Nếu có cực đại tại điểm đang xét thì: 

Tương tự, nếu cực tiểu thì:    

Cực trị:
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' ' '
p t max∆S =S -S <0 S→

' ' '
p t min∆S =S -S >0 S→

'∆S 0≠
S

z

S’t > 0 S’p < 0 S’t > 0
S’p = 0 S’t = 0

S’p < 0

Cực đại



3. Đường ảnh hưởng đa giác

1- Cực trị của S chỉ có thể xảy ra khi có ít nhất một tải trọng
tập trung đặt tại đỉnh của đường ảnh hưởng.

S = ΣRiyi(z)

S’ = ΣRiyi’(z)

S’ = ΣRitgαi , tgαi = const 

Để cho cực trị thì cần thiết phải có St’ ≠ Sp’, do đó Ri phải có
thay đổi, tức là có ít nhất 1 lực tập trung đặt tại 1 đỉnh của
đường ảnh hưởng. Lực đó gọi là lực tới hạn Pth.
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α1

α2 α3

“S”

R1 Ri Rn

y1 yi
yn

3. Đường ảnh hưởng đa giác (tt)

2- Nếu Pth đặt tại đỉnh lồi thì có thể cho Smax; ngược lại, đặt
tại đỉnh lõm thì có thể cho Smin.

St’ = Σ Ritgαi + Pthtgαt

Sp’ = Σ Ritgαi + Pthtgαp

∆S’= Pth(tgαp - tgαt)

∆S’= Pth∆tgα <0, nếu đỉnh lồi → Smax

>0, nếu đỉnh lõm→ Smin
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4. Cách tìm Smax hoặc Smin trong thực tế
Nếu đoàn tải trọng ngắt được thì chỉ đặt lên đường
ảnh hưởng 1 dấu (dấu (+) để tìm Smax, dấu (-) để
tìm Smin).
Đặt tải trọng lớn lên các tung độ lớn, thường đặt
Pmax lên tung độ ymax (vì S =ΣPiyi).
Nếu cần có thể thử 1 số phương án đặt tải.
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5. Khái niệm biểu đồ bao
Định nghĩa: là biểu đồ thể hiện nội lực lớn nhất và nhỏ nhất
tại mỗi tiết diện, do đồng thời tĩnh tải và hoạt tải gây ra.
Thí dụ:
Xác định các tiết diện cần tính nội lực: 0, 1,… … , 6.
Vẽ biểu đồ do tĩnh tải.
Vẽ đường ảnh hưởng các tiết diện.
Tính nội lực do hoạt tải. 

= P.y2max

= P.y2min

Xác định các giá trị bao

= Mtĩnh + 

= Mtĩnh +
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5. Khái niệm biểu đồ bao (tt)
Thí dụ (tt):
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CHÆÅNG MÅÍ  ÂÁÖU 
§ 1. ÂÄÚI TÆÅÜNG NGHIÃN CÆÏU VAÌ NHIÃÛM VUÛ CUÍA MÄN HOÜC 
 

I. Âäúi tæåüng nghiãn cæïu vaì nhiãûm vuû cuía män hoüc: 
1. Âäúi tæåüng nghiãn cæïu: laì váût ràõn biãún daûng âaìn häöi, tæïc laì coï thãø thay âäøi hçnh 

daûng dæåïi taïc duûng cuía caïc nguyãn nhán bãn ngoaìi. 
2. Phaûm vi nghiãn cæïu: 
Phaûm vi nghiãn cæïu cuía män Cå hoüc kãút cáúu laì giäúïng män Sæïc bãön váût liãûu 

nhæng gäöm nhiãöu cáúu kiãûn liãn kãút laûi våïi nhau. Do váûy, trong kãút cáúu hay duìng tãn goüi 
laì hãû kãút cáúu. 

II. Nhiãûm vuû cuía män hoüc: 
Nhiãûm vuû chuí yãúu cuía män Cå hoüc kãút cáúu laì âi xaïc âënh näüi læûc, biãún daûng vaì 

chuyãøn vë trong cäng trçnh nhàòm xáy dæûng cäng trçnh thoía maîn caïc yãu cáöu: 
- Âiãöu kiãûn vãö âäü bãön:  Âaím baío cho cäng trçnh khäng bë phaï hoaûi dæåïi taïc duûng 

cuía caïc nguyãn nhán bãn ngoaìi 
- Âiãöu kiãûn vãö âäü cæïng: Âaím baío cho cäng trçnh khäng coï chuyãøn vë vaì biãún daûng 

væåüt quaï giåïi haûn cho pheïp nhàòm âaím baío sæû laìm viãûc bçnh thæåìng cuía cäng trçnh. 
- Âiãöu kiãûn vãö äøn âënh: Âaím baío cho cäng trçnh coï khaí nàng baío toaìn vë trê vaì 

hçnh daûng ban âáöu cuía noï dæåïi daûng cán bàòng trong traûng thaïi biãún daûng. 
Våïi yãu cáöu vãö âäü bãön, cáön âi xaïc âënh näüi læûc; våïi yãu cáöu vãö âäü cæïng, cáön âi 

xaïc âënh chuyãøn vë; våïi yãu cáöu vãö äøn âënh, cáön âi xaïc âënh læûc tåïi haûn maì kãút cáúu coï thãø 
chëu âæåüc. 

III. Caïc baìi toaïn män hoüc giaíi quyãút: 
1. Baìi toaïn kiãøm tra: ÅÍ baìi toaïn naìy, ta âaî biãút træåïc hçnh daûng, kêch thæåïc cuû 

thãø cuía caïc cáúu kiãûn trong cäng trçnh vaì caïc nguyãn nhán taïc âäüng.  
Yãu cáöu: kiãøm tra cäng trçnh theo ba âiãöu kiãûn trãn (âäü bãön, âäü cæïng & äøn âënh)  

coï âaím baío hay khäng? Vaì ngoaìi ra coìn kiãøm tra cäng trçnh thiãút kãú coï tiãút kiãûm nguyãn 
váût liãûu hay khäng? 

2. Baìi toaïn thiãút kãú: ÅÍ baìi toaïn naìy, ta måïi chè biãút nguyãn nhán taïc âäüng bãn 
ngoaìi. Yãu cáöu: Xaïc âënh hçnh daûng, kêch thæåïc cuía caïc cáúu kiãûn trong cäng trçnh mäüt 
caïch håüp lyï maì váùn âaím baío ba âiãöu kiãûn trãn. 

Âãø giaíi quyãút baìi toaïn naìy, thäng thæåìng, dæûa vaìo kinh nghiãûm hoàûc duìng 
phæång phaïp thiãút kãú så bäü âãø giaí thiãút træåïc hçnh daûng, kêch thæåïc cuía caïc cáúu kiãûn. Sau 
âoï tiãún haình giaíi baìi toaïn kiãøm tra nhæ âaî noïi åí trãn. Vaì trãn cå såí âoï nguåìi thiãút kãú âiãöu 
chènh laûi giaí thiãút ban âáöu cuía mçnh, tæïc laì âi giaíi baìi toaïn làûp. 

IV. Vë trê cuía män hoüc: 
Laì män hoüc kyî thuáût cå såí laìm nãön taíng cho caïc män hoüc chuyãn ngaình nhæ: kãút 

cáúu bã täng, kãút cáúu theïp & gäù, kyî thuáût thi cäng... 
Trang bë cho ngæåìi laìm cäng taïc xáy dæûng nhæîng kiãún thæïc hæîu êch. 
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§2. PHÆÅNG PHAÏP NGHIÃN CÆÏU 
I. Så âäö cäng trçnh: 
1. Khaïi niãûm: Så âäö cäng trçnh laì hçnh aính âån giaín hoïa maì váùn âaím baío phaín 

aính âæåüc chênh xaïc sæû laìm viãûc thæûc tãú cuía cäng trçnh vaì phaíi duìng âãø tênh toaïn âæåüc. 
2. Caïc yãúu täú aính hæåíng âãún viãûc choün så âäö tênh: 
- Hçnh daûng, kêch thæåïc cuía cäng trçnh. 
- Tyí lãû âäü cæïng cuía caïc cáúu kiãûn. 
- Táöm quan troüng cuía cäng trçnh. 
- Khaí nàng tênh toaïn cuía ngæåìi thiãút kãú. 
- Taíi troüng vaì tênh cháút taïc duûng cuía noï. 
- v.v.v 
3. Caïc bæåïc læûa choün så âäö tênh: 
a. Bæåïc 1: Âæa cäng trçnh thæûc vãö så âäö cäng trçnh: 
- Thay caïc thanh bàòng âæåìng truûc thanh. 
- Thay caïc baín vaì voí bàòng caïc màût trung gian. 
- Thay tiãút diãûn, váût liãûu bàòng caïc âaûi læåüng âàûc træng: diãûn têch (F), mämen quaïn 

tênh (J), mäâun âaìn häöi (E), hãû säú daîn nåí vç nhiãût (α) ... 
- Thay thiãút bë tæûa bàòng caïc liãn kãút lyï tæåíng. 
- Âæa taíi troüng taïc duûng lãn màût cáúu kiãûn vãö truûc cáúu kiãûn. 

 Vê duû: 
 
 

 
 
b. Bæåïc 2: Âæa så âäö cäng trçnh vãö så âäö tênh: 
Trong mäüt säú træåìng håüp, så âäö cäng trçnh âæa vãö chæa phuì håüp våïi khaí nàng tênh 

toaïn, ta loaûi boí nhæîng yãúu täú thæï yãúu âãø âån giaín baìi toaïn vaì âæa vãö så âäö tênh, tênh 
âæåüc. 

Vê duû: 

H.1 E, J, F, h, α...⇒

⇒
 (Bæåïc 1) 

(Bæåïc 2) 

⇒ 

H.2



 CÅ HOÜC KÃÚT CÁÚU I             Page 3 

   

§ 3. CAÏC GIAÍ THIÃÚT ÂÃØ TÊNH TOAÏN VAÌ NGUYÃN LYÏ CÄÜNG 
TAÏC DUÛNG 

I. Caïc giaí thiãút tênh toaïn: 
1. Âiãöu kiãûn váût lyï cuía baìi toaïn: 
Giaí thiãút ràòng váût liãûu laì âaìn häöi tuyãût âäúi vaì tuán theo 

âënh luáût Hook, nghéa laì quan hãû giæîa näüi læûc vaì biãún daûng laì 

quan hãû tuyãún tênh (
E
σε = ). 

Chuï yï: Nãúu cháúp nháûn giaí thiãút naìy thç baìi toaïn goüi laì  
âaìn häöi tuyãún tênh (tuyãún tênh váût lyï). Nãúu khäng cháúp nháûn giaí thiãút naìy thç baìi toaïn goüi 
laì âaìn häöi phi tuyãún (phi tuyãún váût lyï). 

2. Âiãöu kiãûn hçnh hoüc cuía baìi toaïn: 
Chuyãøn vë vaì biãún daûng âæåüc xem nhæ laì nhæîng âaûi 

læåüng vä cuìng beï. Do váûy khi tênh toaïn, xem cäng trçnh laì 
khäng coï biãún daûng. 

Chuï yï: Nãúu cháúp nháûn giaí thiãút naìy thç baìi toaïn goüi laì 
tuyãún tênh hçnh hoüc. Nãúu khäng cháúp nháûn giaí thiãút naìy thç baìi 
toaïn goüi laì phi tuyãún hçnh hoüc. 

II. Nguyãn lyï cäüng taïc duûng: 
1. Phaït biãøu: Mäüt âaûi læåüng nghiãn cæïu S (näüi læûc, phaín læûc, chuyãøn vë...) do mäüt 

säú caïc nguyãn nhán âäöng thåìi taïc duûng gáy ra seî bàòng täøng âaûi säú hay hay täøng hçnh hoüc 
cuía âaûi læåüng S do tæìng nguyãn nhán taïc duûng riãng reî gáy ra. 

Láúy täøng âaûi säú khi âaûi læåüng S laì âaûi læåüng 
vä hæåïng, láúy täøng hçnh hoüc khi âaûi læåüng S laì âaûi 
læåüng veïc tå. 
  Vê duû: Xeït dáöm chëu taïc duûng cuía 2 læûc P1 & 
P2 vaì âaûi læåüng nghiãn cæïu S laì phaín læûc VA trãn 
hçnh (H.5a) 

Xeït chênh dáöm âoï nhæng chëu taïc duûng riãng 
reî cuía 2 læûc P1, P2 trãn hçnh (H.5b) &  (H.5c). 

Theo nguyãn lyï cäüng taïc duûng: 
 21 AAA VVV += . 

 Vaì nãúu xeït toaìn diãûn, thç hãû (H.5a) bàòng 
täøng cuía hai hãû (H.5b) & (H.5c). 

2. Biãøu thæïc giaíi têch cuía nguyãn lyï cäüng taïc duûng: 
              S(P1, P2,..... Pn) = S(P1) + S(P2) +.....+ S(Pn)  
- S(P1, P2,..... Pn): laì âaûi læåüng S  do caïc nguyãn nhán P1, P2,..... Pn âäöng thåìi taïc 

duûng lãn hãû gáy ra. 
- S(Pk): laì âaûi læåüng S do riãng Pk taïc duûng lãn hãû gáy ra. 

H.3O ε

σ

H.4

∆ ≈ 0∆ ≈ 0

VA

VA1

P1

VA2

A
P2 B 

BA

A B 
P1 P2

H.5a

H.5b

H.5c



 CÅ HOÜC KÃÚT CÁÚU I             Page 4 

   

Goüi kS laì âaûi læåüng S do riãng Pk = 1 gáy ra. Tæïc laì S(Pk) = kS .Pk 
      Váûy S(P1, P2,..... Pn)  = nn PSPSPS ........ 2211 ++  
Chuï yï: Nguyãn lyï cäüng taïc duûng chè aïp duûng cho hãû tuyãún tênh váût lyï cuîng nhæ 

tuyãún tênh hçnh hoüc. 
 

§ 4. PHÁN LOAÛI CÄNG TRÇNH 
I. Phán loaûi theo så âäö tênh: 
1. Hãû phàóng: khi táút caí caïc 

cáúu kiãûn cuìng thuäüc mäüt màût phàóng 
vaì taíi troüng taïc duûng cuîng nàòm 
trong màût phàóng âoï. 

Caïc loaûi hãû phàóng: 
- Dáöm (H.6) 
- Daìn (H.7) 
- Voìm (H.8) 

- Khung (H.9) 
- Hãû liãn håüp (H.10) 

 
 
 
 

 
2. Hãû khäng gian: khi caïc cáúu kiãûn khäng cuìng nàòm trong mäüt màût phàóng, hoàûc 

cuìng nàòm trong mäüt màût phàóng nhæng taíi troüng taïc duûng ra ngoaìi màût phàóng âoï. 
Caïc loaûi hãû khäng gian: 
- Hãû dáöm træûc giao (H.11) 
- Khung khäng gian (H.12) 
- Daìn khäng gian (H.13) 
- Baín (H.14) 
- Voí (H.15) 

H.6b H.6a 

H.7a H.7b 

H.10b H.10a 

H.11

H.12 H.13 H.15H.14 

H.9a 
H.9b 

H.8a H.8b 
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II. Phán loaûi theo phæång phaïp tênh: 
1. Dæûa vaìo sæû cáön thiãút hay khäng phaíi sæí duûng âiãöu kiãûn âäüng hoüc khi xaïc 

âënh toaìn bäü caïc phaín læûc vaì näüi læûc trong hãû, ngæåìi ta chia ra hai loaûi hãû: 
a. Hãû ténh âënh: laì loaûi hãû maì chè bàòng caïc âiãöu kiãûn ténh hoüc coï thãø xaïc âënh 

âæåüc toaìn bäü näüi læûc vaì phaín læûc trong hãû. Vê duû caïc hãû trãn hçnh a tæì  (H.6) âãún (H.10). 
b. Hãû siãu ténh: laì loaûi hãû maì chè bàòng caïc âiãöu kiãûn ténh hoüc thç chæa âuí âãø xaïc 

âënh toaìn bäü caïc näüi læûc vaì phaín læûc maì coìn phaíi sæí duûng thãm âiãöu kiãûn âäüng hoüc vaì 
âiãöu kiãûn váût lyï. Vê duû caïc hãû trãn hçnh b tæì (H.6) âãún (H.10). 

2. Dæûa vaìo sæû cáön thiãút hay khäng phaíi sæí duûng âiãöu kiãûn cán ténh hoüc khi 
xaïc âënh biãún daûng trong hãû khi hãû chëu chuyãøn vë cæåîng bæïc, ngæåìi ta chia ra hai 
loaûi hãû: 

a. Hãû xaïc âënh âäüng: laì loaûi hãû 
khi chëu chuyãøn vë cæåîng bæïc, coï thãø 
xaïc âënh biãún daûng cuía hãû chè bàòng caïc 
âiãöu kiãûn âäüng hoüc (hçnh hoüc). Vê duû hãû 
cho trãn hçnh (H.16).  

 b. Hãû siãu âäüng: laì loaûi hãû khi chëu chuyãøn vë cæåîng bæïc, nãúu chè bàòng caïc âiãöu 
kiãûn âäüng hoüc thç chæa thãø xaïc âënh âæåüc biãún daûng cuía hãû maì cáön phaíi sæí duûng thãm 
âiãöu kiãûn ténh hoüc.Vê duû hãû cho trãn hçnh (H.17). 

III. Phán loaûi theo kêch thæåïc tæång âäúi cuía caïc cáúu kiãûn: 
 - Thanh: nãúu kêch thæåïc mäüt phæång khaï låïn hån hai phæång coìn laûi (H 18a). 
- Baín: nãúu kêch thæåïc cuía hai phæång khaï låïn hån phæång coìn laûi (H.18b). 
- Khäúi: nãúu kêch thæåïc cuía ba phæång gáön bàòng nhau (H.18c) 

 
 
 
 
 

IV. Phán loaûi theo khaí nàng thay âäøi hçnh daûng hçnh hoüc: 
- Hãû biãún hçnh. 
- Hãû biãún hçnh tæïc thåìi. 
- Hãû báút biãún hçnh. 

 
 
 
 
 
 
 

H.18a 
H.18b H.18c 

∆ 

B  C  

A' A

H.16 

∆ ∆

A B

C DC' D'

H.17 
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§ 5. CAÏC NGUYÃN NHÁN GÁY RA NÄÜI LÆÛC, BIÃÚN DAÛNG VAÌ 
CHUYÃØN VË 

I. Taíi troüng: gáy ra näüi læûc, biãún daûng vaì chuyãøn vë trong táút caí caïc loaûi hãû. 
Phán loaûi taíi troüng: 
- Theo thåìi gian taïc duûng: taíi troüng láu daìi (nhæ troüng læåüng baín thán cäng 

trçnh...) coìn âæåüc goüi laì ténh taíi vaì taíi troüng taûm thåìi (nhæ taíi troüng do gioï, do con ngæåìi 
âi laûi khi sæí duûng..) coìn âæåüc goüi laì hoaût taíi. 

- Theo sæû thay âäøi vë trê taïc duûng: taíi troüng báút âäüng vaì taíi troüng di âäüng. 
- Theo tênh cháút taïc duûng coï gáy ra læûc quaïn tênh hay khäng: taíi troüng taïc duûng 

ténh vaì taíi troüng taïc duûng âäüng. 
Ngoaìi ra, coìn phán loaûi taíi troüng theo hçnh thæïc taïc duûng cuía taíi troüng: taíi troüng 

táûp trung, taíi troüng phán bäú... 
II. Sæû thay âäøi nhiãût âäü: chênh laì sæû thay âäøi nhiãût âäü taïc duûng lãn cäng trçnh khi 

laìm viãûc so våïi luïc chãú taûo ra noï. 
Âäúi våïi hãû ténh âënh, taïc nhán naìy chè gáy ra biãún daûng vaì chuyãøn vë, khäng gáy 

ra näüi læûc, coìn âäúi våïi hãû siãu ténh thç gáy ra âäöng thåìi caí ba yãúu täú trãn. 
III. Chuyãøn vë cæåîng bæïc cuía caïc gäúi tæûa (luïn) vaì do chãú taûo làõp raïp khäng 

chênh xaïc. 
Âäúi våïi hãû ténh âënh, taïc nhán naìy chè gáy ra chuyãøn vë, khäng gáy ra biãún daûng 

vaì näüi læûc; coìn âäúi våïi hãû siãu ténh thç gáy ra âäöng thåìi caí ba yãúu täú trãn. 
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CHÆÅNG 1 

PHÁN TÊCH CÁÚU TAÛO HÇNH HOÜC CUÍA HÃÛ PHÀÓNG 
§ 1. CAÏC KHAÏI NIÃÛM 

I. Hãû báút biãún hçnh (BBH): laì hãû khäng coï sæû thay âäøi hçnh daûng hçnh hoüc dæåïi 
taïc duûng cuía taíi troüng nãúu xem caïc cáúu kiãûn cuía hãû laì tuyãût âäúi 
cæïng. 

Vê duû: Phán têch hãû hçnh veî (H.1.1a) 
Nãúu quan niãûm AB, BC, traïi âáút laì tuyãût âäúi cæïng, tæïc laì 

lAB, lBC, lCA = const thç tam giaïc ABC laì duy nháút, nãn hãû âaî cho 
laì hãû BBH. 
  - Mäüt hãû BBH mäüt caïch roî rãût goüi chung laì miãúng cæïng (táúm cæïng) 
  - Caïc loaûi miãúng cæïng: (H.1.1b) 

- Kyï hiãûu miãúng cæïng: (H.1.1c) 
 
 

* Chuï yï: Do hãû BBH coï khaí nàng chëu læûc taïc duûng nãn noï âæåüc sæí duûng laìm caïc 
kãút cáúu xáy dæûng vaì thæûc tãú laì chuí yãúu sæí  duûng loaûi hãû naìy. 

II. Hãû khäng báút biãún hçnh: 
1. Hãû biãún hçnh (BH): laì hãû coï sæû thay âäøi 

hçnh daûng hçnh hoüc mäüt læåüng hæîu haûn dæåïi taïc duûng 
cuía taíi troüng màûc duì xem caïc cáúu kiãûn cuía hãû laì 
tuyãût âäúi cæïng. 

Vê duû: Hãû ABCD cho trãn hçnh (H.1.2a) coï 
thãø âäø thaình hãû AB'CD, nãn hãû âaî cho laì hãû BH. 

* Chuï yï: Do hãû BH khäng coï khaí nàng chëu taíi troüng taïc duûng nãn caïc 
kãút cáúu xáy dæûng khäng sæí duûng loaûi hãû naìy. 
 Hãû BH trãn hçnh (H.1.2b) cho pheïp sæí duûng vç theo phæång âæïng, taíi 
troüng taïc duûng lãn hãû åí traûng thaïi cán bàòng. 

2. Hãû biãún hçnh tæïc thåìi (BHTT): laì hãû coï sæû thay âäøi hçnh daûng hçnh 
hoüc mäüt læåüng vä cuìng beï dæåïi taïc duûng cuía taíi troüng màûc duì xem caïc cáúu 
kiãûn cuía hãû laì tuyãût âäúi cæïng. 

Vê duû: Hãû ABC coï cáúu taûo nhæ trãn hçnh (H.1.3a), khåïp A coï thãø âi xuäúng mäüt 
âoaûn vä cuìng beï δ, nãn hãû âaî cho laì hãû BHTT. 

*Chuï yï: Caïc kãút cáúu xáy dæûng khäng sæí duûng 
hãû BHTT hay hãû gáön BHTT (laì hãû maì chè cáön thay âäøi 
mäüt læåüng vä cuìng beï hçnh daûng hçnh hoüc seî tråí thaình 
hãû BHTT, vê duû hãû BA'C trãn hçnh (H.1.3a) vç näüi læûc 

B C

A

H.1.1a 

H.1.1b 
H.1.1c 

A D

B

B' 

C
H.1.2a 

H.1.2b 

H.1.3a 

B C
A

A' δ
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trong hãû gáön BHTT ráút låïn. 
 Tháût váûy, xeït hãû trãn hçnh (H.1.3b). 
Læûc doüc trong hai thanh AB vaì AC laì N. 
  N = 

αsin.2
P

− . 

 Khi α → 0, hãû BAC tiãún âãún hãû  gáön 
BHTT. 

N = ∞→−
→

)
sin.2

(lim
0 αα

P . 

III. Báûc tæû do: laì säú caïc thäng säú âäüc láûp âuí âãø xaïc âënh vë trê cuía mäüt hãû so våïi 
mäüt hãû cäú âënh khaïc. 

Trong hãû phàóng, mäüt cháút 
âiãøm coï báûc tæû do bàòng 2 ( 
H.1.4a); mäüt miãúng cæïng coï báûc 
tæû do bàòng 3 (H.1.4b). 
 
 

 

§ 2. CAÏC LOAÛI LIÃN KÃÚT VAÌ TÊNH CHÁÚT CUÍA LIÃN KÃÚT 
I. Liãn kãút âån giaín: laì liãn kãút näúi hai miãúng cæïng våïi nhau. 
Caïc loaûi liãn kãút âån giaín 
1. Liãn kãút thanh: (liãn kãút loaûi mäüt) 
a. Cáúu taûo: Gäöm mäüt thanh thàóng khäng chëu taíi troüng coï 

hai khåïp lyï tæåíng åí hai âáöu. (H.1.5a) 
b. Tênh cháút cuía liãn kãút: 
+ Vãö màût âäüng hoüc: liãn kãút thanh khäng cho miãúng 

cæïng di chuyãøn theo phæång doüc truûc thanh, tæïc laì khæí âæåüc 
mäüt báûc tæû do 

+ Vãö màût ténh hoüc: taûi liãn kãút chè coï thãø phaït sinh mäüt 
thaình pháön phaín læûc theo phæång doüc truûc thanh (H.1.5b). 

* Kãút luáûn: liãn kãút thanh khæí âæåüc mäüt báûc tæû do vaì laìm phaït sinh mäüt thaình 
pháön phaín læûc theo phæång liãn kãút. 

* Træåìng håüp âàûc biãût: mäüt miãúng 
cæïng coï hai âáöu khåïp vaì khäng chëu taíi 
troüng thç coï thãø nhæ mäüt liãn kãút thanh, 
coï truûc thanh laì âæåìng näúi hai khåïp 
(H.1.5c). 

* Chuï yï: liãn kãút thanh laì måí räüng cuía khaïi niãûm gäúi di âäüng näúi âáút (H.1.5d). 
2. Liãn kãút khåïp: (liãn kãút loaûi 2) 
a. Cáúu taûo: Gäöm hai miãúng cæïng näúi våïi nhau bàòng mäüt khåïp lyï tæåíng (H.1.6a). 

O x 

y
M (xo,yo) 

xo

yo

H.1.4a H.1.4b 

yo

O

y

MC (xo,yo,α) 

xo x 

α 

H.1.5a (A) (B) 

H.1.5b 

N

N(A) (B)

H.1.5c 
Truûc thanh(A) (B) 

(A) 

R
H.1.5d 

 
α α 

α 

H.1.3b 

P

A

B C

A
N N

P
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b. Tênh cháút: 
+ Vãö màût âäüng hoüc: liãn kãút khåïp khäng cho miãúng cæïng 

chuyãøn vë thàóng (nhæng coï thãø xoay), tæïc laì khæí âæåüc hai báûc tæû 
do. 

+ Vãö màût ténh hoüc: taûi liãn kãút coï thãø phaït sinh mäüt thaình 
pháön phaín læûc coï phæång chæa biãút. Phaín læûc naìy thæåìng âæåüc 
phán têch thaình hai thaình pháön theo hai phæång xaïc âënh 
(H.1.6b). 

* Kãút luáûn: liãn kãút khåïp khæí âæåüc hai báûc tæû do vaì laìm 
phaït sinh hai thaình pháön phaín læûc. 

* Træåìng håüp âàûc biãût: hai liãn kãút thanh coï thãø xem laì 
mäüt liãn kãút khåïp (khåïp giaí taûo), coï vë trê 
taûi giao âiãøm âæåìng näúi hai truûc thanh 
(H.1.6c). 

* Chuï yï: liãn kãút khåïp laì måí räüng 
cuía khaïi niãûm gäúi cäú âënh näúi âáút 
(H.1.6d) 

3. Liãn kãút haìn: (liãn kãút loaûi 3) 
a. Cáúu taûo:  Gäöm hai miãúng cæïng näúi våïi nhau bàòng 

mäüt mäúi haìn (H.1.7a). 
b. Tênh cháút: 
+ Vãö màût âäüng hoüc: liãn kãút haìn 

khäng cho miãúng cæïng coï chuyãøn vë, tæïc laì 
khæí âæåüc 3 báûc tæû do. 

+ Vãö màût ténh hoüc: liãn kãút coï thãø laìm 
phaït sinh mäüt thaình pháön phaín læûc coï phæång 
vaì vë trê chæa biãút. Thæåìng âæa phaín læûc naìy 
vãö taûi vê trê liãn kãút vaì phán têch thaình ba 
thaình pháön ( yx RRM ,, )(H.1.7b) 

* Kãút luáûn: liãn kãút haìn khæí âæåüc ba báûc tæû do vaì laìm phaït 
sinh ba thaình pháön phaín læûc. 

* Chuï yï:  
 - Liãn kãút haìn tæång âæång våïi ba liãn kãút thanh hoàûc mäüt 

liãn kãút thanh vaì mäüt liãn kãút khåïp âæåüc sàõp xãúp mäüt caïch håüp lyï. 
 - Liãn kãút haìn laì måí räüng cuía khaïi 

niãûm liãn kãút ngaìm näúi âáút (H.1.7c) 
II. Liãn kãút phæïc taûp: laì liãn kãút näúi 

nhiãöu miãúng cæïng våïi nhau, säú miãúng cæïng 
låïn hån hai. 

(B) (A) 

Mäúi haìn 
H.1.7a 

Khåïp 

(A) (B) 

H.1.6a 

(A) Rx 

Ry 
R

H.1.6b 
yx RRR +=

(A)
(B
) 

(C) 

H.1.8a 

(A) (B) 

(D)

Mäúi haìn

(C)

H.1.8b 

H.1.6c (B) (A) 

Khåïp giaí (A) 

Ry 
Rx 

H.1.6d 

Ry 
(A) 

H.1.7b R

Rx 

R

M = R.d 

{ }

dRM
RRR

MRRR

yx

yx

.

,,

=
+=

d

Rx 

Ry 
 

H.1.7c 
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Vãö màût cáúu taûo, chè coï liãn kãút khåïp phæïc taûp (H.1.8a) vaì haìn phæïc taûp (H.1.8b). 
* Âäü phæïc taûp cuía liãn kãút: laì säú liãn kãút âån giaín cuìng loaûi, tæång âæång våïi 

liãn kãút âaî cho. Kyï hiãûu p. 
* Cäng thæïc xaïc âënh âäü phæïc taûp:    (1 - 1) 

 D: säú miãúng cæïng quy tuû vaìo liãn kãút.  
* Vê duû: Xaïc âënh âäü phæïc taûp cuía liãn kãút haìn trãn hçnh 

(H.1.8c) 
  p = D - 1 = 4 - 1 = 3. 

Coï nghéa laì liãn kãút haìn phæïc taûp âaî cho tæång âæång våïi 
ba liãn kãút haìn âån giaín. 
 
 

§.3 CAÏCH NÄÚI CAÏC MIÃÚNG CÆÏNG THAÌNH HÃÛ BÁÚT BIÃÚN 
HÇNH 

I. Näúi mäüt âiãøm (màõt) vaìo mäüt miãúng cæïng: 
a. Âiãöu kiãûn cáön: âãø näúi mäüt âiãøm vaìo miãúng cæïng cáön phaíi khæí hai báûc tæû do 

cuía noï. Nghéa laì cáön duìng hai liãn kãút 
thanh (H.1.9a). 

b. Âiãöu kiãûn âuí: hai liãn kãút 
thanh khäng âæåüc thàóng haìng. 

Hai liãn kãút thanh khäng thàóng 
haìng näúi mäüt âiãøm vaìo miãúng cæïng goüi 
laì bäü âäi (H.1.9a).  

* Tênh cháút cuía bäü âäi: khi thãm hay båït láön læåüt caïc bäü âäi thç tênh cháút âäüng 
hoüc cuía hãû khäng thay âäøi. Tênh cháút naìy âæåüc sæí duûng âãø phán têch cáúu taûo hçnh hoüc 
cuía hãû, vaì phán têch theo hai hæåïng sau: 

 + Phæång phaïp thu heûp miãúng cæïng: tæì hãû ban âáöu, láön læåüt loaûi boí dáön caïc bäü 
âäi âãø âæa vãö hãû âån giaín cuäúi cuìng. Nãúu hãû thu âæåüc laì BBH hay BH thç hãû ban âáöu 
cuîng BBH hay BH. Vê duû hãû trãn hçnh (H.1.9c) 

 
 
 
 

 
 

+ Phæång phaïp phaït triãøn miãúng cæïng: tæì miãúng cæïng ban âáöu, thãm láön læåüt caïc 
bäü âäi thç cuäúi cuìng thu âæåüc miãúng cæïng. Vê duû hãû trãn hçnh (H.1.9d) 
 
 

p = D - 1    

(A) (B)

(D)

Mäúi haìn 

(C) 

H.1.8c 

H.1.9a 

(A) 

Màõt 

Bäü âäi 

H.1.9b 

Hãû BHTT 

Loaûi boí caïc bäü âäi
1

1
2

2
3

34
4

5

5

Hãû BBH Hãû BBH 

H.1.9c 
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II. Caïch näúi hai miãúng cæïng: 
1. Âiãöu kiãûn cáön: Xem mäüt miãúng cæïng laì cäú âënh. Âãø näúi miãúng cæïng coìn laûi 

vaìo miãúng cæïng cäú âënh cáön khæí ba báûc tæû do cuía noï, nghéa laì cáön sæí duûng täø håüp caïc 
liãn kãút: 

+ Ba liãn kãút thanh (H.1.10a). 
  + Mäüt liãn kãút thanh cäüng mäüt liãn kãút khåïp (H.1.10b).  
  + Mäüt liãn kãút haìn (H.1.10c). 

 
 
 
 
2. Âiãöu kiãûn âuí: 
a. Nãúu sæí duûng ba liãn kãút thanh: yãu cáöu ba thanh khäng âæåüc âäöng quy hoàûc 

song song (H.1.10d, H.1.10e & H.1.10f). 
 
 
 
 
 
 
b. Nãúu sæí duûng mäüt liãn kãút thanh cäüng mäüt liãn kãút khåïp: yãu cáöu khåïp 

khäng âæåüc nàòm trãn âæåìng truûc thanh (H.1.10g). 
c. Nãúu sæí duûng liãn kãút haìn: thç âoï cuîng laì âiãöu kiãûn 

âuí. 
III. Caïch näúi ba miãúng cæïng: 
1. Âiãöu kiãûn cáön: xem mäüt miãúng cæïng laì cäú âënh. Âãø 

näúi hai miãúng cæïng coìn laûi vaìo miãúng cæïng cäú âënh cáön phaíi 
khæí saïu báûc tæû do, nghéa laì cáön phaíi sæí duûng täø håüp caïc liãn 
kãút: 

 + Ba liãn kãút khåïp (H.1.11a). 
 + Saïu liãn kãút thanh (H.1.11b). 
 + Hai liãn kãút haìn (H.1.11c). 
 + Mäüt liãn kãút thanh cäüng mäüt liãn kãút khåïp cäüng mäüt liãn kãút haìn (H.1.11d) . 
 + v.v.v. 

H.1.9d Thãm caïc bäü âäi 

1

1
2

2
3

3

4

4

5

5 

Hãû BBH Hãû BBH 

H.1.10a(A) (B) H.1.10b(A) (B) H.1.10c 

Mäúi haìn 
(A) (B) 

H.1.10d 

(A) (B) 

H.1.10e 

(A) (B) (B) (A) 

H.1.10f 

(BHTT) (BHTT) (BH) 

Hãû BHTT 
H.1.10g 

(A) 

(B) 
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2. Âiãöu kiãûn âuí: 
  + Nãúu caïc miãúng cæïng näúi láön læåüt våïi nhau: tråí vãö 
laûi baìi toaïn näúi hai miãúng cæïng. Vê duû (H.1.11e). 

 + Nãúu caïc miãúng cæïng näúi âäöng thåìi våïi nhau (nãúu 
loaûi boí mäüt miãúng cæïng báút kyì, hãû 
coìn laûi bë biãún hçnh): luïc naìy hãû cáön 
sæí duûng ba liãn kãút khåïp (thæûc hoàûc 
giaí taûo) tæång häù (H.1.11f). Vaì yãu 
cáöu caïc liãn kãút khåïp khäng cuìng 
nàòm trãn mäüt âæåìng thàóng 
(H.1.11g). 

IV. Caïch näúi nhiãöu miãúng cæïng: 
1. Âiãöu kiãûn cáön: 
a. Træåìng håüp hãû báút kyì khäng näúi âáút: 
Xeït mäüt hãû khäng näúi âáút gäöm D miãúng cæïng. Caïc liãn kãút giæîa caïc miãúng cæïng 

laì: T liãn kãút thanh, K liãn kãút khåïp âaî quy vãö khåïp âån giaín vaì H liãn kãút haìn âaî quy 
vãö haìn âån giaín. 

Xem mäüt miãúng cæïng laì cäú âënh. Näúi (D - 1) miãúng cæïng coìn laûi vaìo miãúng cæïng 
cäú âënh, nghéa laì cáön phaíi khæí 3.(D-1) báûc tæû do. Âoï laì yãu cáöu. 

Vãö khaí nàng: T , K, H khæí âæåüc T + 2.K + 3.H báûc tæû do. 
Nhæ váûy, âiãöu kiãûn cáön âãø hãû BBH laì 
                                                                              (1 - 2) 
 

* Caïc træåìng håüp cuía n: 
 + n = 0 vaì hãû âaî cho laì hãû BBH thç hãû laì hãû ténh. 

  + n > 0 vaì hãû âaî cho laì hãû BBH thç hãû laì hãû siãu ténh. 
  + n < 0 thç hãû laì hãû BH. 

b. Træåìng håüp hãû báút kyì coï näúi âáút: 
Xeït mäüt hãû näúi âáút gäöm D miãúng cæïng. Caïc liãn kãút giæîa caïc miãúng cæïng laì: T 

liãn kãút thanh, K liãn kãút khåïp âaî quy vãö khåïp âån giaín vaì H liãn kãút haìn âaî quy vãö haìn 
âån giaín. Liãn kãút giæîa hãû vaì traïi âáút gäöm C liãn kãút âaî quy vãö liãn kãút loaûi mäüt. 
 Xem traïi âáút laì cäú âënh. Näúi D miãúng cæïng coìn laûi vaìo trê âáút, nghéa laì phaíi khæí 
3.D báûc tæû do. Âoï laì yãu cáöu. 
 Vãö khaí nàng: T, K, H, C khæí âæåüc T + 2.K + 3.H + C báûc tæû do. 

 n = T + 2.K + 3.H - 3.(D -1) ≥ 0  

(C) (A) (B) 

H.1.11e 

(B) (A) 

(C) 

H.1.11a H.1.11b 
(A) 

(B) 

(C) 

H.1.11c 

(A) (B) 

(C) 
(C) 

(A) (B) 

H.1.11d 

(A) 

(B) 

(C) 

H.1.11f 
Hãû BHTT 

(A) 

(B) 

H.1.11g 

(C) 
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 Váûy âiãöu kiãûn cáön âãø hãû BBH laì 
                                                                      (1 - 3) 
 

* Caïc træåìng håüp cuía n: tæång tæû nhæ trãn 
* Caïc loaûi liãn kãút näúi âáút (H.1.12a): 
 
 
 
 
 
2. Âiãöu kiãûn âuí: 
Thæåìng sæí duûng tênh cháút cuía bäü âäi, caïch näúi hai hoàûc ba miãúng cæïng nhàòm thu 

heûp hoàûc phaït triãøn hãû âãún mæïc täúi âa cho pheïp. Nãúu kãút quaí thu âæåüc: 
+ Mäüt miãúng cæïng: hãû âaî cho laì BBH. 
+ Hai hoàûc ba miãúng cæïng: sæí duûng âiãöu kiãûn âuí cuía baìi toaïn näúi hai, ba miãúng 

cæïng âaî biãút âãø phán têch tiãúp. 
Vê duû: 

 * Ngoaìi ra coìn sæí duûng phæång phaïp taíi troüng bàòng khäng hoàûc phæång phaïp 
âäüng hoüc âãø khaío saït. Xem giaïo trçnh män Cå hoüc kãút cáúu - Lãöu Thoü Trçnh. 

 V. Træåìng håüp âàûc biãût: Hãû daìn. 
Hãû daìn laì hãû gäöm nhæîng thanh thàóng liãn kãút våïi nhau chè bàòng caïc khåïp åí hai 

âáöu mäùi thanh. 
 
 
 
 
 

* Âäúi våïi hãû daìn cuîng cho pheïp aïp duûng cäng thæïc (1 - 2) hoàûc (1 - 3) âãø khaío saït 
âiãöu kiãûn cáön. Tuy nhiãn, trong hãû daìn, caïc liãn kãút khåïp thæåìng laì khåïp phæïc taûp cáön 
quy âäøi vãö khåïp âån giaín. Caïch laìm nhæ váûy thæåìng dãù nháöm láùn. Dæåïi âáy seî trçnh baìy 
mäüt caïch khaïc thuáûn låüi hån maì khäng phaíi quan tám âãún âäü phæïc taûp cuía caïc liãn kãút 
khåïp. 

 n = T + 2.K + 3.H + C - 3.D ≥ 0  

Gäúi di âäüng 
C =1 

Gäúi cäú âënh 
C = 2 

Ngaìm træåüt 
C = 2 

Ngaìm 
C = 3 

H.1.12a 

H.1.12d 

Khäng phaíi hãû daìn 

Màõt 

Hãû daìn 

H.1.12b 

(A) 

(C) 

(B) 

(D
) 

(Phaït triãøn miãúng cæïng) 
H.1.12c 

Loaûi boí caïc bäü âäi

5 2 1
Hãû BBH 

4

5 
3

4
3 12

Hãû BBH
   (Thu heûp miãúng cæïng) 
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1. Træåìng håüp hãû daìn khäng näúi âáút: 
Xeït hãû daìn khäng näúi âáút gäöm D thanh daìn vaì M màõt.  
Xem mäüt thanh daìn laì miãúng cæïng cäú âënh, coìn laûi (D - 1) thanh. Vaì âi näúi (M - 

2) màõt coìn laûi vaìo miãúng cæïng cäú âënh, nghéa laì cáön phaíi khæí 2.(M - 2) báûc tæû do.  
Xem caïc thanh daìn laì caïc liãn kãút thanh. Nhæ váûy, (D -1) thanh coìn laûi coï khaí 

nàng khæí âæåüc (D -1) báûc tæû do. 
Váûy âiãöu kiãûn cáön âãø hãû BBH laì: 

                                                                       (1 - 4) 
 
2. Træåìng håüp hãû daìn näúi âáút: 

 Xeït hãû daìn gäöm D thanh daìn vaì M màõt. Ngoaìi ra hãû daìn coìn näúi âáút bàòng säú liãn 
kãút tæång âæång C liãn kãút loaûi mäüt. Näúi M màõt vaìo miãúng cæïng cäú âënh. Nghéa laì cáön 
khæí 2.M báûc tæû do. 

Xem caïc thanh daìn laì caïc liãn kãút thanh. Nhæ váûy, D thanh daìn coï khaí nàng khæí 
âæåüc D báûc tæû do. Ngoaìi ra caïc liãn kãút näúi âáút khæí âæåüc C báûc tæû do. 

Váûy âiãöu kiãûn cáön âãø hãû BBH laì: 
                                                 (1 - 5) 

 
* Chuï yï: - Caïc træåìng håüp cuía n vaì âiãöu kiãûn âuí váùn nhæ træåìng håüp täøng quaït. 

  

CAÏC VÊ DUÛ 
*Vê duû 1:Phán têch cáúu taûo hçnh hoüc cuía hãû cho trãn hçnh H.1.13a 

 1. Âiãöu kiãûn cáön: Hãû âaî cho thuäüc hãû báút kyì näúi âáút nãn âiãöu kiãûn cáön sæí duûng 
biãøu thæïc (1 - 3). Coï thãø giaíi baìi toaïn theo nhiãöu quan 
niãûm khaïc nhau: 
 a. Quan niãûm mäùi âoaûn thanh thàóng laì mäüt 
miãúng cæïng: 

Luïc naìy D = 5, T = 0, K = 1, H = 3, C = 4. Thay 
vaìo (1 - 3) 

         n = T + 2.K + 3.H + C - 3.D = 0 + 2.1 + 3.3 + 4 - 3.5 = 0 
⇒ Hãû âaî cho coï khaí nàng BBH. 
b. Quan niãûm mäùi thanh gaîy khuïc laì mäüt miãúng cæïng (quan niãûm säú miãúng 

cæïng täúi thiãøu): 
Luïc naìy D = 2 (ab, bce), T = 0, K = 1, H = 0, C = 4. Thay vaìo (1 - 3) 

         n = 0 + 2.1 + 3.0 + 4 - 3.2 = 0 
 ⇒ Hãû âaî cho coï khaí nàng BBH. 
 c. Quan niãûm traïi âáút laì mäüt miãúng cæïng: 
 Luïc naìy xem hãû laì khäng näúi âáút nãn âiãöu kiãûn cáön sæí duûng biãøu thæïc (1 - 2). 
 Luïc naìy D = 3 (ab, bce vaì traïi âáút), T = 2, K = 2, H = 0. Thay vaìo (1 - 2) 

n = (D - 1) - 2.(M - 2) = D - 2.M + 3 ≥ 0   

H.1.13a 

a

b

c
d

f

e

n = D - 2M + C 
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e 

a

H.1.13d 

b 

c d

f

(I) 

H.1.13e 

a

b

c

(II) 

d 

fe

O

          N = 2 + 2.2  + 3.0 - 3.(3 - 1) = 0 
⇒ Hãû âaî cho coï khaí nàng BBH. 
* Nháûn xeït: - Coï nhiãöu caïch quan niãûm miãúng cæïng khaïc nhau, vaì coï aính hæåíng 

âãún säú læåüng miãúng cæïng vaì caïc liãn kãút. 
              -  Nãn quan niãûm säú miãúng cæïng täúi thiãøu vç säú læåüng D, T, K, H seî êt 
nháút. 
 2. Âiãöu kiãûn âuí: Coï nhiãöu caïch quan niãûm. 

a. Âæa hãû vãö thaình baìi toaïn näúi hai miãúng cæïng: traïi âáút (II) vaì bce (I). Hai 
miãúng cæïng naìy näúi våïi nhau bàòng ba thanh ab, cd, ef (H.1.13b). Ba thanh naìy khäng 
âäöng quy hay song song nãn hãû âaî cho laì hãû BBH (hãû ténh âënh). 

b. Âæa hãû vãö thaình baìi toaïn näúi ba miãúng cæïng: 
Traïi âáút (II), bce (I) vaì ab (III). Ba miãúng cæïng naìy näúi nhau bàòng ba khåïp (1,2 åí 

xa vä cuìng), (2,3), (3,1). Ba khåïp naìy khäng thàóng haìng nãn hãû âaî cho laì hãû BBH 
(H.1.13c).  

 
 
 
 
 
 
 
 

* Læu yï: Khi khaío saït âiãöu cáön vaì âuí cho mäüt hãû, chè cáön sæí duûng mäüt quan niãûm 
laì âuí. 

* Vê duû 2:Näüi dung giäúng vê duû 1 nhæng thanh e-f nghiãng âi 45o (hçnh H.1.13d). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
1. Âiãöu kiãûn cáön: khäng thay âäøi so våïi vê duû 1. 
2. Âiãöu kiãûn âuí: Âæa hãû vãö thaình baìi toaïn näúi hai miãúng cæïng:  
Âoï laì traïi âáút (II) vaì bce (I). Hai miãúng cæïng naìy näúi våïi nhau bàòng ba thanh ab, 

cd, ef (H.1.13e). Ba thanh naìy âäöng quy taûi O nãn hãû âaî cho laì hãû BHTT. 
*Vê duû 3:Phán têch cáúu taûo hçnh hoüc cuía hãû cho trãn hçnh H.1.13f. 

(I) 

H.1.13c 

a

b 

c

(II) 

d

f
e

(III) (3,1)

(2,3
) 

(1,2)→  ∞

e

a

H.1.13b 

b
c d

f

(II) 

(I) 
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1. Âiãöu kiãûn cáön: Hãû âaî cho thuäüc hãû báút kyì näúi âáút. Sæí duûng biãøu thæïc (1 - 3) âãø 
khaío saït âiãöu kiãûn cáön. 

Quan niãûm hãû gäöm caïc miãúng cæïng: (A), (B), (C), (D), (E), (F). 
Váûy D = 6, T = 4, K = 3, C = 8, H = 0. Thay vaìo (1 - 3) 
 n = T + 2.K + 3.H + C - 3.D = 4 + 2.3 + 3.0 + 8 - 3.6 = 0. 
Hãû âaî cho coï khaí nàng BBH. 
2. Âiãöu kiãûn âuí: Âæa hãû vãö thaình baìi toaïn näúi ba miãúng cæïng (I), (II) & (III) nhæ 

trãn hçnh (H.1.13g). Ba miãúng cæïng naìy näúi våïi nhau bàòng ba khåïp (1,2), (2,3) & (3,1) 
khäng thàóng haìng nãn hãû âaî cho laì BBH (ténh âënh).  

*Vê duû 4:Phán têch cáúu taûo hçnh hoüc cuía hãû cho trãn hçnh (H.1.13h). 
1. Âiãöu kiãûn cáön: Hãû âaî cho thuäüc hãû 

báút kyì näúi âáút. Sæí duûng biãøu thæïc (1-3) âãø 
khaío saït âiãöu kiãûn cáön. 

Quan niãûm hãû gäöm caïc miãúng cæïng 
(A), (B), (C). 

Váûy D = 3, T = 2, K = 1, H = 0, C = 5. 
Thay vaìo (1 - 3) 

 n = T + 2.K + 3.H + C - 3.D = 2 + 2.1 + 3.0 + 5 - 3.3 = 0. 
Hãû âaî cho coï khaí nàng BBH. 
2. Âiãöu kiãûn âuí: 
Duìng phæång phaïp phaït triãøn miãúng cæïng: 

Váûy hãû âaî cho laì hãû BBH (hãû ténh âënh). 
* Vê duû 5:Phán têch cáúu taûo hçnh hoüc cuía hãû cho trãn hçnh (H.1.13i). 
1. Âiãöu kiãûn cáön: Hãû âaî cho thuäüc hãû báút kyì näúi âáút. Sæí duûng biãøu thæïc (1-3) âãø 

khaío saït âiãöu kiãûn cáön. 

(A) + Traïi âáút 
ngaìm (1) 

MC  +  (B) 
khåïp 2 

thanh 3 
MC  +  (C) 

3 thanh 
MC duy nháút. 

(4) vaì (5) 

H.1.13f 

(E) (F) 

(D) 

(C) (B) 

(A) 

H.1.13g 

(II) (III) 

(I) 

(1,2) (3,1) 
(2,3)

H.1.13h 

1
2 4

53

A B

C
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Quan niãûm hãû gäöm caïc miãúng cæïng (af), (eb), (bg), (fh), (hc). 
Váûy D = 5, T = 0, K = 5, H = 0, 

C = 5. Thay vaìo (1 - 3) 
n = T + 2.K + 3.H + C - 3.D  
= 0 + 2.5 + 3.0 + 5 - 3.5 = 0. 
Hãû âaî cho coï khaí nàng BBH. 
2. Âiãöu kiãûn âuí: 
Duìng phæång phaïp phaït triãøn miãúng cæïng: 

Váûy hãû âaî cho laì hãû BBH (hãû ténh âënh). 
* Vê duû 6:Phán têch cáúu taûo hçnh hoüc cuía hãû cho trãn hçnh (H.1.13j). 

1. Âiãöu kiãûn cáön: Hãû âaî cho thuäüc hãû daìn näúi âáút. Sæí duûng biãøu thæïc (1 - 5) âãø 
khaío saït âiãöu kiãûn cáön. 

Váûy D = 11, M = 7, C = 3. Thay vaìo (1 - 5)  
 n =  D - 2.M + C = 11 - 2.7 + 3 = 0 
Hãû âaî cho coï khaí nàng BBH. 
2. Âiãöu kiãûn âuí: 
Duìng phæång phaïp phaït triãøn miãúng cæïng (H.1.13k). 
 
 
 
Tæång tæû, (2-3-7-5) laì miãúng cæïng (II) 
 
 
H

ãû 

H.1.13i 

e

dc

f ga
b

k

h

(af) + Traïi âáút 
ngaìm (a) 

MC  +  (eb) 
khåïp e 

MC  +  (fh) 

khåïp f 
MC + (hc) 

(thanh bg) 

MC duy nháút. 
khåïp h 

thanh cd 

thanh k 

(1-4-6) 
bäü âäi (1-2) & (2-4)  

MC (I) 

(I) + (II) 
khåïp 2 

MC  +  Traïi âáút 
khåïp A 

MC duy nháút 
thanh B thanh 4-5 

1

6

4

2 3

7

5
H.1.13j 

1

6

4

2 3

7

5
(I) (II)H.1.13k 

A
B

A B
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âaî cho laì hãû BHTT (hãû ténh âënh). 
* Vê duû 7:Phán têch cáúu taûo hçnh hoüc cuía hãû cho trãn hçnh (H.1.13l) 
1. Âiãöu kiãûn cáön: Hãû âaî cho thuäüc hãû daìn näúi âáút. Sæí duûng biãøu thæïc (1 - 5) âãø 

khaío saït âiãöu kiãûn cáön. 
Váûy T = 18, M = 10, C = 4. Thay vaìo (1-5)  
 n =  D -2.M + C = 18 - 2.10 + 4 = 2 > 0. 
Hãû âaî cho coï khaí nàng BBH vaì thæìa liãn kãút. 

2. Âiãöu kiãûn âuí: 
Âæa hãû vãö thaình baìi toaïn näúi ba miãúng cæïng. 
+ Traïi âáút: (I). 
+ (1, 2, 5, 6, 9): (II). Dãù tháúy (II) thæìa mäüt liãn kãút thanh. 
+ Tæång tæû  (3, 4, 7, 8, 10) laì miãúng cæïng (III) cuîng thæìa mäüt liãn kãút thanh. 
Ba miãúng cæïng naìy näúi våïi nhau bàòng ba khåïp (1,2 åí xa vä cuìng), (2,3), (3,1). Ba 

khåïp naìy thàóng haìng (H.1.13m). 
Váûy hãû âaî cho laì BHTT. 
 

1 2 3 4

5 6 7 8

109
A B

H.1.13l 

(1,2) → ∞

(I) (II)

(III) 

(3,1) (2,3)
H.1.13m 
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CHÆÅNG MÅÍ  ÂÁÖU 
§ 1. ÂÄÚI TÆÅÜNG NGHIÃN CÆÏU VAÌ NHIÃÛM VUÛ CUÍA MÄN HOÜC 
 

I. Âäúi tæåüng nghiãn cæïu vaì nhiãûm vuû cuía män hoüc: 
1. Âäúi tæåüng nghiãn cæïu: laì váût ràõn biãún daûng âaìn häöi, tæïc laì coï thãø thay âäøi hçnh 

daûng dæåïi taïc duûng cuía caïc nguyãn nhán bãn ngoaìi. 
2. Phaûm vi nghiãn cæïu: 
Phaûm vi nghiãn cæïu cuía män Cå hoüc kãút cáúu laì giäúïng män Sæïc bãön váût liãûu 

nhæng gäöm nhiãöu cáúu kiãûn liãn kãút laûi våïi nhau. Do váûy, trong kãút cáúu hay duìng tãn goüi 
laì hãû kãút cáúu. 

II. Nhiãûm vuû cuía män hoüc: 
Nhiãûm vuû chuí yãúu cuía män Cå hoüc kãút cáúu laì âi xaïc âënh näüi læûc, biãún daûng vaì 

chuyãøn vë trong cäng trçnh nhàòm xáy dæûng cäng trçnh thoía maîn caïc yãu cáöu: 
- Âiãöu kiãûn vãö âäü bãön:  Âaím baío cho cäng trçnh khäng bë phaï hoaûi dæåïi taïc duûng 

cuía caïc nguyãn nhán bãn ngoaìi 
- Âiãöu kiãûn vãö âäü cæïng: Âaím baío cho cäng trçnh khäng coï chuyãøn vë vaì biãún daûng 

væåüt quaï giåïi haûn cho pheïp nhàòm âaím baío sæû laìm viãûc bçnh thæåìng cuía cäng trçnh. 
- Âiãöu kiãûn vãö äøn âënh: Âaím baío cho cäng trçnh coï khaí nàng baío toaìn vë trê vaì 

hçnh daûng ban âáöu cuía noï dæåïi daûng cán bàòng trong traûng thaïi biãún daûng. 
Våïi yãu cáöu vãö âäü bãön, cáön âi xaïc âënh näüi læûc; våïi yãu cáöu vãö âäü cæïng, cáön âi 

xaïc âënh chuyãøn vë; våïi yãu cáöu vãö äøn âënh, cáön âi xaïc âënh læûc tåïi haûn maì kãút cáúu coï thãø 
chëu âæåüc. 

III. Caïc baìi toaïn män hoüc giaíi quyãút: 
1. Baìi toaïn kiãøm tra: ÅÍ baìi toaïn naìy, ta âaî biãút træåïc hçnh daûng, kêch thæåïc cuû 

thãø cuía caïc cáúu kiãûn trong cäng trçnh vaì caïc nguyãn nhán taïc âäüng.  
Yãu cáöu: kiãøm tra cäng trçnh theo ba âiãöu kiãûn trãn (âäü bãön, âäü cæïng & äøn âënh)  

coï âaím baío hay khäng? Vaì ngoaìi ra coìn kiãøm tra cäng trçnh thiãút kãú coï tiãút kiãûm nguyãn 
váût liãûu hay khäng? 

2. Baìi toaïn thiãút kãú: ÅÍ baìi toaïn naìy, ta måïi chè biãút nguyãn nhán taïc âäüng bãn 
ngoaìi. Yãu cáöu: Xaïc âënh hçnh daûng, kêch thæåïc cuía caïc cáúu kiãûn trong cäng trçnh mäüt 
caïch håüp lyï maì váùn âaím baío ba âiãöu kiãûn trãn. 

Âãø giaíi quyãút baìi toaïn naìy, thäng thæåìng, dæûa vaìo kinh nghiãûm hoàûc duìng 
phæång phaïp thiãút kãú så bäü âãø giaí thiãút træåïc hçnh daûng, kêch thæåïc cuía caïc cáúu kiãûn. Sau 
âoï tiãún haình giaíi baìi toaïn kiãøm tra nhæ âaî noïi åí trãn. Vaì trãn cå såí âoï nguåìi thiãút kãú âiãöu 
chènh laûi giaí thiãút ban âáöu cuía mçnh, tæïc laì âi giaíi baìi toaïn làûp. 

IV. Vë trê cuía män hoüc: 
Laì män hoüc kyî thuáût cå såí laìm nãön taíng cho caïc män hoüc chuyãn ngaình nhæ: kãút 

cáúu bã täng, kãút cáúu theïp & gäù, kyî thuáût thi cäng... 
Trang bë cho ngæåìi laìm cäng taïc xáy dæûng nhæîng kiãún thæïc hæîu êch. 
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§2. PHÆÅNG PHAÏP NGHIÃN CÆÏU 
I. Så âäö cäng trçnh: 
1. Khaïi niãûm: Så âäö cäng trçnh laì hçnh aính âån giaín hoïa maì váùn âaím baío phaín 

aính âæåüc chênh xaïc sæû laìm viãûc thæûc tãú cuía cäng trçnh vaì phaíi duìng âãø tênh toaïn âæåüc. 
2. Caïc yãúu täú aính hæåíng âãún viãûc choün så âäö tênh: 
- Hçnh daûng, kêch thæåïc cuía cäng trçnh. 
- Tyí lãû âäü cæïng cuía caïc cáúu kiãûn. 
- Táöm quan troüng cuía cäng trçnh. 
- Khaí nàng tênh toaïn cuía ngæåìi thiãút kãú. 
- Taíi troüng vaì tênh cháút taïc duûng cuía noï. 
- v.v.v 
3. Caïc bæåïc læûa choün så âäö tênh: 
a. Bæåïc 1: Âæa cäng trçnh thæûc vãö så âäö cäng trçnh: 
- Thay caïc thanh bàòng âæåìng truûc thanh. 
- Thay caïc baín vaì voí bàòng caïc màût trung gian. 
- Thay tiãút diãûn, váût liãûu bàòng caïc âaûi læåüng âàûc træng: diãûn têch (F), mämen quaïn 

tênh (J), mäâun âaìn häöi (E), hãû säú daîn nåí vç nhiãût (α) ... 
- Thay thiãút bë tæûa bàòng caïc liãn kãút lyï tæåíng. 
- Âæa taíi troüng taïc duûng lãn màût cáúu kiãûn vãö truûc cáúu kiãûn. 

 Vê duû: 
 
 

 
 
b. Bæåïc 2: Âæa så âäö cäng trçnh vãö så âäö tênh: 
Trong mäüt säú træåìng håüp, så âäö cäng trçnh âæa vãö chæa phuì håüp våïi khaí nàng tênh 

toaïn, ta loaûi boí nhæîng yãúu täú thæï yãúu âãø âån giaín baìi toaïn vaì âæa vãö så âäö tênh, tênh 
âæåüc. 

Vê duû: 

H.1 E, J, F, h, α...⇒

⇒
 (Bæåïc 1) 

(Bæåïc 2) 

⇒ 

H.2
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§ 3. CAÏC GIAÍ THIÃÚT ÂÃØ TÊNH TOAÏN VAÌ NGUYÃN LYÏ CÄÜNG 
TAÏC DUÛNG 

I. Caïc giaí thiãút tênh toaïn: 
1. Âiãöu kiãûn váût lyï cuía baìi toaïn: 
Giaí thiãút ràòng váût liãûu laì âaìn häöi tuyãût âäúi vaì tuán theo 

âënh luáût Hook, nghéa laì quan hãû giæîa näüi læûc vaì biãún daûng laì 

quan hãû tuyãún tênh (
E
σε = ). 

Chuï yï: Nãúu cháúp nháûn giaí thiãút naìy thç baìi toaïn goüi laì  
âaìn häöi tuyãún tênh (tuyãún tênh váût lyï). Nãúu khäng cháúp nháûn giaí thiãút naìy thç baìi toaïn goüi 
laì âaìn häöi phi tuyãún (phi tuyãún váût lyï). 

2. Âiãöu kiãûn hçnh hoüc cuía baìi toaïn: 
Chuyãøn vë vaì biãún daûng âæåüc xem nhæ laì nhæîng âaûi 

læåüng vä cuìng beï. Do váûy khi tênh toaïn, xem cäng trçnh laì 
khäng coï biãún daûng. 

Chuï yï: Nãúu cháúp nháûn giaí thiãút naìy thç baìi toaïn goüi laì 
tuyãún tênh hçnh hoüc. Nãúu khäng cháúp nháûn giaí thiãút naìy thç baìi 
toaïn goüi laì phi tuyãún hçnh hoüc. 

II. Nguyãn lyï cäüng taïc duûng: 
1. Phaït biãøu: Mäüt âaûi læåüng nghiãn cæïu S (näüi læûc, phaín læûc, chuyãøn vë...) do mäüt 

säú caïc nguyãn nhán âäöng thåìi taïc duûng gáy ra seî bàòng täøng âaûi säú hay hay täøng hçnh hoüc 
cuía âaûi læåüng S do tæìng nguyãn nhán taïc duûng riãng reî gáy ra. 

Láúy täøng âaûi säú khi âaûi læåüng S laì âaûi læåüng 
vä hæåïng, láúy täøng hçnh hoüc khi âaûi læåüng S laì âaûi 
læåüng veïc tå. 
  Vê duû: Xeït dáöm chëu taïc duûng cuía 2 læûc P1 & 
P2 vaì âaûi læåüng nghiãn cæïu S laì phaín læûc VA trãn 
hçnh (H.5a) 

Xeït chênh dáöm âoï nhæng chëu taïc duûng riãng 
reî cuía 2 læûc P1, P2 trãn hçnh (H.5b) &  (H.5c). 

Theo nguyãn lyï cäüng taïc duûng: 
 21 AAA VVV += . 

 Vaì nãúu xeït toaìn diãûn, thç hãû (H.5a) bàòng 
täøng cuía hai hãû (H.5b) & (H.5c). 

2. Biãøu thæïc giaíi têch cuía nguyãn lyï cäüng taïc duûng: 
              S(P1, P2,..... Pn) = S(P1) + S(P2) +.....+ S(Pn)  
- S(P1, P2,..... Pn): laì âaûi læåüng S  do caïc nguyãn nhán P1, P2,..... Pn âäöng thåìi taïc 

duûng lãn hãû gáy ra. 
- S(Pk): laì âaûi læåüng S do riãng Pk taïc duûng lãn hãû gáy ra. 

H.3O ε

σ

H.4

∆ ≈ 0∆ ≈ 0

VA

VA1

P1

VA2

A
P2 B 

BA

A B 
P1 P2

H.5a

H.5b

H.5c
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Goüi kS laì âaûi læåüng S do riãng Pk = 1 gáy ra. Tæïc laì S(Pk) = kS .Pk 
      Váûy S(P1, P2,..... Pn)  = nn PSPSPS ........ 2211 ++  
Chuï yï: Nguyãn lyï cäüng taïc duûng chè aïp duûng cho hãû tuyãún tênh váût lyï cuîng nhæ 

tuyãún tênh hçnh hoüc. 
 

§ 4. PHÁN LOAÛI CÄNG TRÇNH 
I. Phán loaûi theo så âäö tênh: 
1. Hãû phàóng: khi táút caí caïc 

cáúu kiãûn cuìng thuäüc mäüt màût phàóng 
vaì taíi troüng taïc duûng cuîng nàòm 
trong màût phàóng âoï. 

Caïc loaûi hãû phàóng: 
- Dáöm (H.6) 
- Daìn (H.7) 
- Voìm (H.8) 

- Khung (H.9) 
- Hãû liãn håüp (H.10) 

 
 
 
 

 
2. Hãû khäng gian: khi caïc cáúu kiãûn khäng cuìng nàòm trong mäüt màût phàóng, hoàûc 

cuìng nàòm trong mäüt màût phàóng nhæng taíi troüng taïc duûng ra ngoaìi màût phàóng âoï. 
Caïc loaûi hãû khäng gian: 
- Hãû dáöm træûc giao (H.11) 
- Khung khäng gian (H.12) 
- Daìn khäng gian (H.13) 
- Baín (H.14) 
- Voí (H.15) 

H.6b H.6a 

H.7a H.7b 

H.10b H.10a 

H.11

H.12 H.13 H.15H.14 

H.9a 
H.9b 

H.8a H.8b 
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II. Phán loaûi theo phæång phaïp tênh: 
1. Dæûa vaìo sæû cáön thiãút hay khäng phaíi sæí duûng âiãöu kiãûn âäüng hoüc khi xaïc 

âënh toaìn bäü caïc phaín læûc vaì näüi læûc trong hãû, ngæåìi ta chia ra hai loaûi hãû: 
a. Hãû ténh âënh: laì loaûi hãû maì chè bàòng caïc âiãöu kiãûn ténh hoüc coï thãø xaïc âënh 

âæåüc toaìn bäü näüi læûc vaì phaín læûc trong hãû. Vê duû caïc hãû trãn hçnh a tæì  (H.6) âãún (H.10). 
b. Hãû siãu ténh: laì loaûi hãû maì chè bàòng caïc âiãöu kiãûn ténh hoüc thç chæa âuí âãø xaïc 

âënh toaìn bäü caïc näüi læûc vaì phaín læûc maì coìn phaíi sæí duûng thãm âiãöu kiãûn âäüng hoüc vaì 
âiãöu kiãûn váût lyï. Vê duû caïc hãû trãn hçnh b tæì (H.6) âãún (H.10). 

2. Dæûa vaìo sæû cáön thiãút hay khäng phaíi sæí duûng âiãöu kiãûn cán ténh hoüc khi 
xaïc âënh biãún daûng trong hãû khi hãû chëu chuyãøn vë cæåîng bæïc, ngæåìi ta chia ra hai 
loaûi hãû: 

a. Hãû xaïc âënh âäüng: laì loaûi hãû 
khi chëu chuyãøn vë cæåîng bæïc, coï thãø 
xaïc âënh biãún daûng cuía hãû chè bàòng caïc 
âiãöu kiãûn âäüng hoüc (hçnh hoüc). Vê duû hãû 
cho trãn hçnh (H.16).  

 b. Hãû siãu âäüng: laì loaûi hãû khi chëu chuyãøn vë cæåîng bæïc, nãúu chè bàòng caïc âiãöu 
kiãûn âäüng hoüc thç chæa thãø xaïc âënh âæåüc biãún daûng cuía hãû maì cáön phaíi sæí duûng thãm 
âiãöu kiãûn ténh hoüc.Vê duû hãû cho trãn hçnh (H.17). 

III. Phán loaûi theo kêch thæåïc tæång âäúi cuía caïc cáúu kiãûn: 
 - Thanh: nãúu kêch thæåïc mäüt phæång khaï låïn hån hai phæång coìn laûi (H 18a). 
- Baín: nãúu kêch thæåïc cuía hai phæång khaï låïn hån phæång coìn laûi (H.18b). 
- Khäúi: nãúu kêch thæåïc cuía ba phæång gáön bàòng nhau (H.18c) 

 
 
 
 
 

IV. Phán loaûi theo khaí nàng thay âäøi hçnh daûng hçnh hoüc: 
- Hãû biãún hçnh. 
- Hãû biãún hçnh tæïc thåìi. 
- Hãû báút biãún hçnh. 

 
 
 
 
 
 
 

H.18a 
H.18b H.18c 

∆ 

B  C  

A' A

H.16 

∆ ∆

A B

C DC' D'

H.17 
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§ 5. CAÏC NGUYÃN NHÁN GÁY RA NÄÜI LÆÛC, BIÃÚN DAÛNG VAÌ 
CHUYÃØN VË 

I. Taíi troüng: gáy ra näüi læûc, biãún daûng vaì chuyãøn vë trong táút caí caïc loaûi hãû. 
Phán loaûi taíi troüng: 
- Theo thåìi gian taïc duûng: taíi troüng láu daìi (nhæ troüng læåüng baín thán cäng 

trçnh...) coìn âæåüc goüi laì ténh taíi vaì taíi troüng taûm thåìi (nhæ taíi troüng do gioï, do con ngæåìi 
âi laûi khi sæí duûng..) coìn âæåüc goüi laì hoaût taíi. 

- Theo sæû thay âäøi vë trê taïc duûng: taíi troüng báút âäüng vaì taíi troüng di âäüng. 
- Theo tênh cháút taïc duûng coï gáy ra læûc quaïn tênh hay khäng: taíi troüng taïc duûng 

ténh vaì taíi troüng taïc duûng âäüng. 
Ngoaìi ra, coìn phán loaûi taíi troüng theo hçnh thæïc taïc duûng cuía taíi troüng: taíi troüng 

táûp trung, taíi troüng phán bäú... 
II. Sæû thay âäøi nhiãût âäü: chênh laì sæû thay âäøi nhiãût âäü taïc duûng lãn cäng trçnh khi 

laìm viãûc so våïi luïc chãú taûo ra noï. 
Âäúi våïi hãû ténh âënh, taïc nhán naìy chè gáy ra biãún daûng vaì chuyãøn vë, khäng gáy 

ra näüi læûc, coìn âäúi våïi hãû siãu ténh thç gáy ra âäöng thåìi caí ba yãúu täú trãn. 
III. Chuyãøn vë cæåîng bæïc cuía caïc gäúi tæûa (luïn) vaì do chãú taûo làõp raïp khäng 

chênh xaïc. 
Âäúi våïi hãû ténh âënh, taïc nhán naìy chè gáy ra chuyãøn vë, khäng gáy ra biãún daûng 

vaì näüi læûc; coìn âäúi våïi hãû siãu ténh thç gáy ra âäöng thåìi caí ba yãúu täú trãn. 
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CHÆÅNG 1 

PHÁN TÊCH CÁÚU TAÛO HÇNH HOÜC CUÍA HÃÛ PHÀÓNG 
§ 1. CAÏC KHAÏI NIÃÛM 

I. Hãû báút biãún hçnh (BBH): laì hãû khäng coï sæû thay âäøi hçnh daûng hçnh hoüc dæåïi 
taïc duûng cuía taíi troüng nãúu xem caïc cáúu kiãûn cuía hãû laì tuyãût âäúi 
cæïng. 

Vê duû: Phán têch hãû hçnh veî (H.1.1a) 
Nãúu quan niãûm AB, BC, traïi âáút laì tuyãût âäúi cæïng, tæïc laì 

lAB, lBC, lCA = const thç tam giaïc ABC laì duy nháút, nãn hãû âaî cho 
laì hãû BBH. 
  - Mäüt hãû BBH mäüt caïch roî rãût goüi chung laì miãúng cæïng (táúm cæïng) 
  - Caïc loaûi miãúng cæïng: (H.1.1b) 

- Kyï hiãûu miãúng cæïng: (H.1.1c) 
 
 

* Chuï yï: Do hãû BBH coï khaí nàng chëu læûc taïc duûng nãn noï âæåüc sæí duûng laìm caïc 
kãút cáúu xáy dæûng vaì thæûc tãú laì chuí yãúu sæí  duûng loaûi hãû naìy. 

II. Hãû khäng báút biãún hçnh: 
1. Hãû biãún hçnh (BH): laì hãû coï sæû thay âäøi 

hçnh daûng hçnh hoüc mäüt læåüng hæîu haûn dæåïi taïc duûng 
cuía taíi troüng màûc duì xem caïc cáúu kiãûn cuía hãû laì 
tuyãût âäúi cæïng. 

Vê duû: Hãû ABCD cho trãn hçnh (H.1.2a) coï 
thãø âäø thaình hãû AB'CD, nãn hãû âaî cho laì hãû BH. 

* Chuï yï: Do hãû BH khäng coï khaí nàng chëu taíi troüng taïc duûng nãn caïc 
kãút cáúu xáy dæûng khäng sæí duûng loaûi hãû naìy. 
 Hãû BH trãn hçnh (H.1.2b) cho pheïp sæí duûng vç theo phæång âæïng, taíi 
troüng taïc duûng lãn hãû åí traûng thaïi cán bàòng. 

2. Hãû biãún hçnh tæïc thåìi (BHTT): laì hãû coï sæû thay âäøi hçnh daûng hçnh 
hoüc mäüt læåüng vä cuìng beï dæåïi taïc duûng cuía taíi troüng màûc duì xem caïc cáúu 
kiãûn cuía hãû laì tuyãût âäúi cæïng. 

Vê duû: Hãû ABC coï cáúu taûo nhæ trãn hçnh (H.1.3a), khåïp A coï thãø âi xuäúng mäüt 
âoaûn vä cuìng beï δ, nãn hãû âaî cho laì hãû BHTT. 

*Chuï yï: Caïc kãút cáúu xáy dæûng khäng sæí duûng 
hãû BHTT hay hãû gáön BHTT (laì hãû maì chè cáön thay âäøi 
mäüt læåüng vä cuìng beï hçnh daûng hçnh hoüc seî tråí thaình 
hãû BHTT, vê duû hãû BA'C trãn hçnh (H.1.3a) vç näüi læûc 

B C

A

H.1.1a 

H.1.1b 
H.1.1c 

A D

B

B' 

C
H.1.2a 

H.1.2b 

H.1.3a 

B C
A

A' δ
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trong hãû gáön BHTT ráút låïn. 
 Tháût váûy, xeït hãû trãn hçnh (H.1.3b). 
Læûc doüc trong hai thanh AB vaì AC laì N. 
  N = 

αsin.2
P

− . 

 Khi α → 0, hãû BAC tiãún âãún hãû  gáön 
BHTT. 

N = ∞→−
→

)
sin.2

(lim
0 αα

P . 

III. Báûc tæû do: laì säú caïc thäng säú âäüc láûp âuí âãø xaïc âënh vë trê cuía mäüt hãû so våïi 
mäüt hãû cäú âënh khaïc. 

Trong hãû phàóng, mäüt cháút 
âiãøm coï báûc tæû do bàòng 2 ( 
H.1.4a); mäüt miãúng cæïng coï báûc 
tæû do bàòng 3 (H.1.4b). 
 
 

 

§ 2. CAÏC LOAÛI LIÃN KÃÚT VAÌ TÊNH CHÁÚT CUÍA LIÃN KÃÚT 
I. Liãn kãút âån giaín: laì liãn kãút näúi hai miãúng cæïng våïi nhau. 
Caïc loaûi liãn kãút âån giaín 
1. Liãn kãút thanh: (liãn kãút loaûi mäüt) 
a. Cáúu taûo: Gäöm mäüt thanh thàóng khäng chëu taíi troüng coï 

hai khåïp lyï tæåíng åí hai âáöu. (H.1.5a) 
b. Tênh cháút cuía liãn kãút: 
+ Vãö màût âäüng hoüc: liãn kãút thanh khäng cho miãúng 

cæïng di chuyãøn theo phæång doüc truûc thanh, tæïc laì khæí âæåüc 
mäüt báûc tæû do 

+ Vãö màût ténh hoüc: taûi liãn kãút chè coï thãø phaït sinh mäüt 
thaình pháön phaín læûc theo phæång doüc truûc thanh (H.1.5b). 

* Kãút luáûn: liãn kãút thanh khæí âæåüc mäüt báûc tæû do vaì laìm phaït sinh mäüt thaình 
pháön phaín læûc theo phæång liãn kãút. 

* Træåìng håüp âàûc biãût: mäüt miãúng 
cæïng coï hai âáöu khåïp vaì khäng chëu taíi 
troüng thç coï thãø nhæ mäüt liãn kãút thanh, 
coï truûc thanh laì âæåìng näúi hai khåïp 
(H.1.5c). 

* Chuï yï: liãn kãút thanh laì måí räüng cuía khaïi niãûm gäúi di âäüng näúi âáút (H.1.5d). 
2. Liãn kãút khåïp: (liãn kãút loaûi 2) 
a. Cáúu taûo: Gäöm hai miãúng cæïng näúi våïi nhau bàòng mäüt khåïp lyï tæåíng (H.1.6a). 

O x 

y
M (xo,yo) 

xo

yo

H.1.4a H.1.4b 

yo

O

y

MC (xo,yo,α) 

xo x 

α 

H.1.5a (A) (B) 

H.1.5b 

N

N(A) (B)

H.1.5c 
Truûc thanh(A) (B) 

(A) 

R
H.1.5d 

 
α α 

α 

H.1.3b 

P

A

B C

A
N N

P
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b. Tênh cháút: 
+ Vãö màût âäüng hoüc: liãn kãút khåïp khäng cho miãúng cæïng 

chuyãøn vë thàóng (nhæng coï thãø xoay), tæïc laì khæí âæåüc hai báûc tæû 
do. 

+ Vãö màût ténh hoüc: taûi liãn kãút coï thãø phaït sinh mäüt thaình 
pháön phaín læûc coï phæång chæa biãút. Phaín læûc naìy thæåìng âæåüc 
phán têch thaình hai thaình pháön theo hai phæång xaïc âënh 
(H.1.6b). 

* Kãút luáûn: liãn kãút khåïp khæí âæåüc hai báûc tæû do vaì laìm 
phaït sinh hai thaình pháön phaín læûc. 

* Træåìng håüp âàûc biãût: hai liãn kãút thanh coï thãø xem laì 
mäüt liãn kãút khåïp (khåïp giaí taûo), coï vë trê 
taûi giao âiãøm âæåìng näúi hai truûc thanh 
(H.1.6c). 

* Chuï yï: liãn kãút khåïp laì måí räüng 
cuía khaïi niãûm gäúi cäú âënh näúi âáút 
(H.1.6d) 

3. Liãn kãút haìn: (liãn kãút loaûi 3) 
a. Cáúu taûo:  Gäöm hai miãúng cæïng näúi våïi nhau bàòng 

mäüt mäúi haìn (H.1.7a). 
b. Tênh cháút: 
+ Vãö màût âäüng hoüc: liãn kãút haìn 

khäng cho miãúng cæïng coï chuyãøn vë, tæïc laì 
khæí âæåüc 3 báûc tæû do. 

+ Vãö màût ténh hoüc: liãn kãút coï thãø laìm 
phaït sinh mäüt thaình pháön phaín læûc coï phæång 
vaì vë trê chæa biãút. Thæåìng âæa phaín læûc naìy 
vãö taûi vê trê liãn kãút vaì phán têch thaình ba 
thaình pháön ( yx RRM ,, )(H.1.7b) 

* Kãút luáûn: liãn kãút haìn khæí âæåüc ba báûc tæû do vaì laìm phaït 
sinh ba thaình pháön phaín læûc. 

* Chuï yï:  
 - Liãn kãút haìn tæång âæång våïi ba liãn kãút thanh hoàûc mäüt 

liãn kãút thanh vaì mäüt liãn kãút khåïp âæåüc sàõp xãúp mäüt caïch håüp lyï. 
 - Liãn kãút haìn laì måí räüng cuía khaïi 

niãûm liãn kãút ngaìm näúi âáút (H.1.7c) 
II. Liãn kãút phæïc taûp: laì liãn kãút näúi 

nhiãöu miãúng cæïng våïi nhau, säú miãúng cæïng 
låïn hån hai. 

(B) (A) 

Mäúi haìn 
H.1.7a 

Khåïp 

(A) (B) 

H.1.6a 

(A) Rx 

Ry 
R

H.1.6b 
yx RRR +=
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(C)

H.1.8b 
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Vãö màût cáúu taûo, chè coï liãn kãút khåïp phæïc taûp (H.1.8a) vaì haìn phæïc taûp (H.1.8b). 
* Âäü phæïc taûp cuía liãn kãút: laì säú liãn kãút âån giaín cuìng loaûi, tæång âæång våïi 

liãn kãút âaî cho. Kyï hiãûu p. 
* Cäng thæïc xaïc âënh âäü phæïc taûp:    (1 - 1) 

 D: säú miãúng cæïng quy tuû vaìo liãn kãút.  
* Vê duû: Xaïc âënh âäü phæïc taûp cuía liãn kãút haìn trãn hçnh 

(H.1.8c) 
  p = D - 1 = 4 - 1 = 3. 

Coï nghéa laì liãn kãút haìn phæïc taûp âaî cho tæång âæång våïi 
ba liãn kãút haìn âån giaín. 
 
 

§.3 CAÏCH NÄÚI CAÏC MIÃÚNG CÆÏNG THAÌNH HÃÛ BÁÚT BIÃÚN 
HÇNH 

I. Näúi mäüt âiãøm (màõt) vaìo mäüt miãúng cæïng: 
a. Âiãöu kiãûn cáön: âãø näúi mäüt âiãøm vaìo miãúng cæïng cáön phaíi khæí hai báûc tæû do 

cuía noï. Nghéa laì cáön duìng hai liãn kãút 
thanh (H.1.9a). 

b. Âiãöu kiãûn âuí: hai liãn kãút 
thanh khäng âæåüc thàóng haìng. 

Hai liãn kãút thanh khäng thàóng 
haìng näúi mäüt âiãøm vaìo miãúng cæïng goüi 
laì bäü âäi (H.1.9a).  

* Tênh cháút cuía bäü âäi: khi thãm hay båït láön læåüt caïc bäü âäi thç tênh cháút âäüng 
hoüc cuía hãû khäng thay âäøi. Tênh cháút naìy âæåüc sæí duûng âãø phán têch cáúu taûo hçnh hoüc 
cuía hãû, vaì phán têch theo hai hæåïng sau: 

 + Phæång phaïp thu heûp miãúng cæïng: tæì hãû ban âáöu, láön læåüt loaûi boí dáön caïc bäü 
âäi âãø âæa vãö hãû âån giaín cuäúi cuìng. Nãúu hãû thu âæåüc laì BBH hay BH thç hãû ban âáöu 
cuîng BBH hay BH. Vê duû hãû trãn hçnh (H.1.9c) 

 
 
 
 

 
 

+ Phæång phaïp phaït triãøn miãúng cæïng: tæì miãúng cæïng ban âáöu, thãm láön læåüt caïc 
bäü âäi thç cuäúi cuìng thu âæåüc miãúng cæïng. Vê duû hãû trãn hçnh (H.1.9d) 
 
 

p = D - 1    
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Mäúi haìn 

(C) 

H.1.8c 

H.1.9a 

(A) 

Màõt 
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Hãû BHTT 

Loaûi boí caïc bäü âäi
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3

34
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II. Caïch näúi hai miãúng cæïng: 
1. Âiãöu kiãûn cáön: Xem mäüt miãúng cæïng laì cäú âënh. Âãø näúi miãúng cæïng coìn laûi 

vaìo miãúng cæïng cäú âënh cáön khæí ba báûc tæû do cuía noï, nghéa laì cáön sæí duûng täø håüp caïc 
liãn kãút: 

+ Ba liãn kãút thanh (H.1.10a). 
  + Mäüt liãn kãút thanh cäüng mäüt liãn kãút khåïp (H.1.10b).  
  + Mäüt liãn kãút haìn (H.1.10c). 

 
 
 
 
2. Âiãöu kiãûn âuí: 
a. Nãúu sæí duûng ba liãn kãút thanh: yãu cáöu ba thanh khäng âæåüc âäöng quy hoàûc 

song song (H.1.10d, H.1.10e & H.1.10f). 
 
 
 
 
 
 
b. Nãúu sæí duûng mäüt liãn kãút thanh cäüng mäüt liãn kãút khåïp: yãu cáöu khåïp 

khäng âæåüc nàòm trãn âæåìng truûc thanh (H.1.10g). 
c. Nãúu sæí duûng liãn kãút haìn: thç âoï cuîng laì âiãöu kiãûn 

âuí. 
III. Caïch näúi ba miãúng cæïng: 
1. Âiãöu kiãûn cáön: xem mäüt miãúng cæïng laì cäú âënh. Âãø 

näúi hai miãúng cæïng coìn laûi vaìo miãúng cæïng cäú âënh cáön phaíi 
khæí saïu báûc tæû do, nghéa laì cáön phaíi sæí duûng täø håüp caïc liãn 
kãút: 

 + Ba liãn kãút khåïp (H.1.11a). 
 + Saïu liãn kãút thanh (H.1.11b). 
 + Hai liãn kãút haìn (H.1.11c). 
 + Mäüt liãn kãút thanh cäüng mäüt liãn kãút khåïp cäüng mäüt liãn kãút haìn (H.1.11d) . 
 + v.v.v. 

H.1.9d Thãm caïc bäü âäi 
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Mäúi haìn 
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H.1.10g 
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2. Âiãöu kiãûn âuí: 
  + Nãúu caïc miãúng cæïng näúi láön læåüt våïi nhau: tråí vãö 
laûi baìi toaïn näúi hai miãúng cæïng. Vê duû (H.1.11e). 

 + Nãúu caïc miãúng cæïng näúi âäöng thåìi våïi nhau (nãúu 
loaûi boí mäüt miãúng cæïng báút kyì, hãû 
coìn laûi bë biãún hçnh): luïc naìy hãû cáön 
sæí duûng ba liãn kãút khåïp (thæûc hoàûc 
giaí taûo) tæång häù (H.1.11f). Vaì yãu 
cáöu caïc liãn kãút khåïp khäng cuìng 
nàòm trãn mäüt âæåìng thàóng (H.1.11g). 

IV. Caïch näúi nhiãöu miãúng 
cæïng: 

1. Âiãöu kiãûn cáön: 
a. Træåìng håüp hãû báút kyì khäng näúi âáút: 
Xeït mäüt hãû khäng näúi âáút gäöm D miãúng cæïng. Caïc liãn kãút giæîa caïc miãúng cæïng 

laì: T liãn kãút thanh, K liãn kãút khåïp âaî quy vãö khåïp âån giaín vaì H liãn kãút haìn âaî quy 
vãö haìn âån giaín. 

Xem mäüt miãúng cæïng laì cäú âënh. Näúi (D - 1) miãúng cæïng coìn laûi vaìo miãúng cæïng 
cäú âënh, nghéa laì cáön phaíi khæí 3.(D-1) báûc tæû do. Âoï laì yãu cáöu. 

Vãö khaí nàng: T , K, H khæí âæåüc T + 2.K + 3.H báûc tæû do. 
Nhæ váûy, âiãöu kiãûn cáön âãø hãû BBH laì 
                                                                              (1 - 2) 
 

* Caïc træåìng håüp cuía n: 
 + n = 0 vaì hãû âaî cho laì hãû BBH thç hãû laì hãû ténh. 

  + n > 0 vaì hãû âaî cho laì hãû BBH thç hãû laì hãû siãu ténh. 
  + n < 0 thç hãû laì hãû BH. 

b. Træåìng håüp hãû báút kyì coï näúi âáút: 
Xeït mäüt hãû näúi âáút gäöm D miãúng cæïng. Caïc liãn kãút giæîa caïc miãúng cæïng laì: T 

liãn kãút thanh, K liãn kãút khåïp âaî quy vãö khåïp âån giaín vaì H liãn kãút haìn âaî quy vãö haìn 
âån giaín. Liãn kãút giæîa hãû vaì traïi âáút gäöm C liãn kãút âaî quy vãö liãn kãút loaûi mäüt. 
 Xem traïi âáút laì cäú âënh. Näúi D miãúng cæïng coìn laûi vaìo trê âáút, nghéa laì phaíi khæí 
3.D báûc tæû do. Âoï laì yãu cáöu. 
 Vãö khaí nàng: T, K, H, C khæí âæåüc T + 2.K + 3.H + C báûc tæû do. 

 n = T + 2.K + 3.H - 3.(D -1) ≥ 0  

(C) (A) (B) 

H.1.11e 

(A) 

(B) 

(C) 

H.1.11f 
Hãû BHTT 

(A) 

(B) 

H.1.11g 

(C) 

(B) (A) 

(C) 

H.1.11a H.1.11b 
(A) 

(B) 

(C) 

H.1.11c 

(A) (B) 

(C) 
(C) 

(A) (B) 

H.1.11d 
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 Váûy âiãöu kiãûn cáön âãø hãû BBH laì 
                                                                      (1 - 3) 
 

* Caïc træåìng håüp cuía n: tæång tæû nhæ trãn 
* Caïc loaûi liãn kãút näúi âáút (H.1.12a): 
 
 
 
 
 
2. Âiãöu kiãûn âuí: 
Thæåìng sæí duûng tênh cháút cuía bäü âäi, caïch näúi hai hoàûc ba miãúng cæïng nhàòm thu 

heûp hoàûc phaït triãøn hãû âãún mæïc täúi âa cho pheïp. Nãúu kãút quaí thu âæåüc: 
+ Mäüt miãúng cæïng: hãû âaî cho laì BBH. 
+ Hai hoàûc ba miãúng cæïng: sæí duûng âiãöu kiãûn âuí cuía baìi toaïn näúi hai, ba miãúng 

cæïng âaî biãút âãø phán têch tiãúp. 
Vê duû: 

 * Ngoaìi ra coìn sæí duûng phæång phaïp taíi troüng bàòng khäng hoàûc phæång phaïp 
âäüng hoüc âãø khaío saït. Xem giaïo trçnh män Cå hoüc kãút cáúu - Lãöu Thoü Trçnh. 

 V. Træåìng håüp âàûc biãût: Hãû daìn. 
Hãû daìn laì hãû gäöm nhæîng thanh thàóng liãn kãút våïi nhau chè bàòng caïc khåïp åí hai 

âáöu mäùi thanh. 
 
 
 
 
 

* Âäúi våïi hãû daìn cuîng cho pheïp aïp duûng cäng thæïc (1 - 2) hoàûc (1 - 3) âãø khaío saït 
âiãöu kiãûn cáön. Tuy nhiãn, trong hãû daìn, caïc liãn kãút khåïp thæåìng laì khåïp phæïc taûp cáön 
quy âäøi vãö khåïp âån giaín. Caïch laìm nhæ váûy thæåìng dãù nháöm láùn. Dæåïi âáy seî trçnh baìy 
mäüt caïch khaïc thuáûn låüi hån maì khäng phaíi quan tám âãún âäü phæïc taûp cuía caïc liãn kãút 
khåïp. 

 n = T + 2.K + 3.H + C - 3.D ≥ 0  

Gäúi di âäüng 
C =1 

Gäúi cäú 
âënh 
C = 2

Ngaìm træåüt 
C = 2 

Ngaìm 
C = 3 

H.1.12a 

H.1.12d 

Khäng phaíi hãû daìn 

Màõt 

Hãû daìn 

H.1.12b 

(A) 

(C) 

(B) 

(D
) 

(Phaït triãøn miãúng cæïng) 
H.1.12c 

Loaûi boí caïc bäü âäi

5 2 1
Hãû BBH 

4

5 
3

4
3 12

Hãû BBH
   (Thu heûp miãúng cæïng) 
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1. Træåìng håüp hãû daìn khäng näúi âáút: 
Xeït hãû daìn khäng näúi âáút gäöm D thanh daìn vaì M màõt.  
Xem mäüt thanh daìn laì miãúng cæïng cäú âënh, coìn laûi (D - 1) thanh. Vaì âi näúi (M - 

2) màõt coìn laûi vaìo miãúng cæïng cäú âënh, nghéa laì cáön phaíi khæí 2.(M - 2) báûc tæû do.  
Xem caïc thanh daìn laì caïc liãn kãút thanh. Nhæ váûy, (D -1) thanh coìn laûi coï khaí 

nàng khæí âæåüc (D -1) báûc tæû do. 
Váûy âiãöu kiãûn cáön âãø hãû BBH laì: 

                                                                       (1 - 4) 
 
2. Træåìng håüp hãû daìn näúi âáút: 

 Xeït hãû daìn gäöm D thanh daìn vaì M màõt. Ngoaìi ra hãû daìn coìn näúi âáút bàòng säú liãn 
kãút tæång âæång C liãn kãút loaûi mäüt. Näúi M màõt vaìo miãúng cæïng cäú âënh. Nghéa laì cáön 
khæí 2.M báûc tæû do. 

Xem caïc thanh daìn laì caïc liãn kãút thanh. Nhæ váûy, D thanh daìn coï khaí nàng khæí 
âæåüc D báûc tæû do. Ngoaìi ra caïc liãn kãút näúi âáút khæí âæåüc C báûc tæû do. 

Váûy âiãöu kiãûn cáön âãø hãû BBH laì: 
                                                 (1 - 5) 

 
* Chuï yï: - Caïc træåìng håüp cuía n vaì âiãöu kiãûn âuí váùn nhæ træåìng håüp täøng quaït. 

  

CAÏC VÊ DUÛ 
*Vê duû 1:Phán têch cáúu taûo hçnh hoüc cuía hãû cho trãn hçnh H.1.13a 

 1. Âiãöu kiãûn cáön: Hãû âaî cho thuäüc hãû báút kyì näúi âáút nãn âiãöu kiãûn cáön sæí duûng 
biãøu thæïc (1 - 3). Coï thãø giaíi baìi toaïn theo nhiãöu quan 
niãûm khaïc nhau: 
 a. Quan niãûm mäùi âoaûn thanh thàóng laì mäüt 
miãúng cæïng: 

Luïc naìy D = 5, T = 0, K = 1, H = 3, C = 4. Thay 
vaìo (1 - 3) 

         n = T + 2.K + 3.H + C - 3.D = 0 + 2.1 + 3.3 + 4 - 3.5 = 0 
⇒ Hãû âaî cho coï khaí nàng BBH. 
b. Quan niãûm mäùi thanh gaîy khuïc laì mäüt miãúng cæïng (quan niãûm säú miãúng 

cæïng täúi thiãøu): 
Luïc naìy D = 2 (ab, bce), T = 0, K = 1, H = 0, C = 4. Thay vaìo (1 - 3) 

         n = 0 + 2.1 + 3.0 + 4 - 3.2 = 0 
 ⇒ Hãû âaî cho coï khaí nàng BBH. 
 c. Quan niãûm traïi âáút laì mäüt miãúng cæïng: 
 Luïc naìy xem hãû laì khäng näúi âáút nãn âiãöu kiãûn cáön sæí duûng biãøu thæïc (1 - 2). 
 Luïc naìy D = 3 (ab, bce vaì traïi âáút), T = 2, K = 2, H = 0. Thay vaìo (1 - 2) 

n = (D - 1) - 2.(M - 2) = D - 2.M + 3 ≥ 0   

 

H.1.13a 

a

b

c
d

f
e
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e 

a

H.1.13d 

b 

c d

f

(I) 

H.1.13e 

a

b

c

(II) 

d 

fe

O

          N = 2 + 2.2  + 3.0 - 3.(3 - 1) = 0 
⇒ Hãû âaî cho coï khaí nàng BBH. 
* Nháûn xeït: - Coï nhiãöu caïch quan niãûm miãúng cæïng khaïc nhau, vaì coï aính hæåíng 

âãún säú læåüng miãúng cæïng vaì caïc liãn kãút. 
              -  Nãn quan niãûm säú miãúng cæïng täúi thiãøu vç säú læåüng D, T, K, H seî êt 
nháút. 
 2. Âiãöu kiãûn âuí: Coï nhiãöu caïch quan niãûm. 

a. Âæa hãû vãö thaình baìi toaïn näúi hai miãúng cæïng: traïi âáút (II) vaì bce (I). Hai 
miãúng cæïng naìy näúi våïi nhau bàòng ba thanh ab, cd, ef (H.1.13b). Ba thanh naìy khäng 
âäöng quy hay song song nãn hãû âaî cho laì hãû BBH (hãû ténh âënh). 

b. Âæa hãû vãö thaình baìi toaïn näúi ba miãúng cæïng: 
Traïi âáút (II), bce (I) vaì ab (III). Ba miãúng cæïng naìy näúi nhau bàòng ba khåïp (1,2 åí 

xa vä cuìng), (2,3), (3,1). Ba khåïp naìy khäng thàóng haìng nãn hãû âaî cho laì hãû BBH 
(H.1.13c).  

 
 
 
 
 
 
 
 

* Læu yï: Khi khaío saït âiãöu cáön vaì âuí cho mäüt hãû, chè cáön sæí duûng mäüt quan niãûm 
laì âuí. 

* Vê duû 2:Näüi dung giäúng vê duû 1 nhæng thanh e-f nghiãng âi 45o (hçnh H.1.13d). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
1. Âiãöu kiãûn cáön: khäng thay âäøi so våïi vê duû 1. 
2. Âiãöu kiãûn âuí: Âæa hãû vãö thaình baìi toaïn näúi hai miãúng cæïng:  
Âoï laì traïi âáút (II) vaì bce (I). Hai miãúng cæïng naìy näúi våïi nhau bàòng ba thanh ab, 

cd, ef (H.1.13e). Ba thanh naìy âäöng quy taûi O nãn hãû âaî cho laì hãû BHTT. 
*Vê duû 3:Phán têch cáúu taûo hçnh hoüc cuía hãû cho trãn hçnh H.1.13f. 

(I) 

H.1.13c 

a

b 

c

(II) 

d

f
e

(III) (3,1)

(2,3
) 

(1,2)→  ∞

e

a

H.1.13b 

b
c d

f

(II) 

(I) 
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1. Âiãöu kiãûn cáön: Hãû âaî cho thuäüc hãû báút kyì näúi âáút. Sæí duûng biãøu thæïc (1 - 3) âãø 
khaío saït âiãöu kiãûn cáön. 

Quan niãûm hãû gäöm caïc miãúng cæïng: (A), (B), (C), (D), (E), (F). 
Váûy D = 6, T = 4, K = 3, C = 8, H = 0. Thay vaìo (1 - 3) 
 n = T + 2.K + 3.H + C - 3.D = 4 + 2.3 + 3.0 + 8 - 3.6 = 0. 
Hãû âaî cho coï khaí nàng BBH. 
2. Âiãöu kiãûn âuí: Âæa hãû vãö thaình baìi toaïn näúi ba miãúng cæïng (I), (II) & (III) nhæ 

trãn hçnh (H.1.13g). Ba miãúng cæïng naìy näúi våïi nhau bàòng ba khåïp (1,2), (2,3) & (3,1) 
khäng thàóng haìng nãn hãû âaî cho laì BBH (ténh âënh).  

*Vê duû 4:Phán têch cáúu taûo hçnh hoüc cuía hãû cho trãn hçnh (H.1.13h). 
1. Âiãöu kiãûn cáön: Hãû âaî cho thuäüc hãû 

báút kyì näúi âáút. Sæí duûng biãøu thæïc (1-3) âãø 
khaío saït âiãöu kiãûn cáön. 

Quan niãûm hãû gäöm caïc miãúng cæïng 
(A), (B), (C). 

Váûy D = 3, T = 2, K = 1, H = 0, C = 5. 
Thay vaìo (1 - 3) 

 n = T + 2.K + 3.H + C - 3.D = 2 + 2.1 + 3.0 + 5 - 3.3 = 0. 
Hãû âaî cho coï khaí nàng BBH. 
2. Âiãöu kiãûn âuí: 
Duìng phæång phaïp phaït triãøn miãúng cæïng: 

Váûy hãû âaî cho laì hãû BBH (hãû ténh âënh). 
* Vê duû 5:Phán têch cáúu taûo hçnh hoüc cuía hãû cho trãn hçnh (H.1.13i). 
1. Âiãöu kiãûn cáön: Hãû âaî cho thuäüc hãû báút kyì näúi âáút. Sæí duûng biãøu thæïc (1-3) âãø 

khaío saït âiãöu kiãûn cáön. 

(A) + Traïi âáút 
ngaìm (1) 

MC  +  (B) 
khåïp 2 

thanh 3 
MC  +  (C) 

3 thanh 
MC duy nháút. 

(4) vaì (5) 

H.1.13f 

(E) (F) 

(D) 

(C) (B) 

(A) 

H.1.13g 

(II) (III) 

(I) 

(1,2) (3,1) 
(2,3)

H.1.13h 

1
2 4

53

A B

C
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Quan niãûm hãû gäöm caïc miãúng cæïng (af), (eb), (bg), (fh), (hc). 
Váûy D = 5, T = 0, K = 5, H = 0, 

C = 5. Thay vaìo (1 - 3) 
n = T + 2.K + 3.H + C - 3.D  
= 0 + 2.5 + 3.0 + 5 - 3.5 = 0. 
Hãû âaî cho coï khaí nàng BBH. 
2. Âiãöu kiãûn âuí: 
Duìng phæång phaïp phaït triãøn miãúng cæïng: 

Váûy hãû âaî cho laì hãû BBH (hãû ténh âënh). 
* Vê duû 6:Phán têch cáúu taûo hçnh hoüc cuía hãû cho trãn hçnh (H.1.13j). 

1. Âiãöu kiãûn cáön: Hãû âaî cho thuäüc hãû daìn näúi âáút. Sæí duûng biãøu thæïc (1 - 5) âãø 
khaío saït âiãöu kiãûn cáön. 

Váûy D = 11, M = 7, C = 3. Thay vaìo (1 - 5)  
 n =  D - 2.M + C = 11 - 2.7 + 3 = 0 
Hãû âaî cho coï khaí nàng BBH. 
2. Âiãöu kiãûn âuí: 
Duìng phæång phaïp phaït triãøn miãúng cæïng (H.1.13k). 
 
 
 
Tæång tæû, (2-3-7-5) laì miãúng cæïng (II) 
 
 
          
 

H.1.13i 

e

dc

f ga
b

k

h

(af) + Traïi âáút 
ngaìm (a) 

MC  +  (eb) 
khåïp e 

MC  +  (fh) 

khåïp f 
MC + (hc) 

(thanh bg) 

MC duy nháút. 
khåïp h 

thanh cd 

thanh k 

(1-4-6) 
bäü âäi (1-2) & (2-4)  

MC (I) 

(I) + (II) 
khåïp 2 

MC  +  Traïi âáút 
khåïp A 

MC duy nháút 
thanh B thanh 4-5 

1

6

4

2 3

7

5
H.1.13j 

1

6

4

2 3

7

5
(I) (II)H.1.13k 
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A B
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Hãû âaî cho laì hãû BHTT (hãû ténh âënh). 
* Vê duû 7:Phán têch cáúu taûo hçnh hoüc cuía hãû cho trãn hçnh (H.1.13l) 
1. Âiãöu kiãûn cáön: Hãû âaî cho thuäüc hãû daìn näúi âáút. Sæí duûng biãøu thæïc (1 - 5) âãø 

khaío saït âiãöu kiãûn cáön. 
Váûy T = 18, M = 10, C = 4. Thay vaìo (1-5)  
 n =  D -2.M + C = 18 - 2.10 + 4 = 2 > 0. 
Hãû âaî cho coï khaí nàng BBH vaì thæìa liãn kãút. 

2. Âiãöu kiãûn âuí: 
Âæa hãû vãö thaình baìi toaïn näúi ba miãúng cæïng. 
+ Traïi âáút: (I). 
+ (1, 2, 5, 6, 9): (II). Dãù tháúy (II) thæìa mäüt liãn kãút thanh. 
+ Tæång tæû  (3, 4, 7, 8, 10) laì miãúng cæïng (III) cuîng thæìa mäüt liãn kãút thanh. 
Ba miãúng cæïng naìy näúi våïi nhau bàòng ba khåïp (1,2 åí xa vä cuìng), (2,3), (3,1). Ba 

khåïp naìy thàóng haìng (H.1.13m). 
Váûy hãû âaî cho laì BHTT. 
 

1 2 3 4

5 6 7 8

109
A B

H.1.13l 

(1,2) → ∞

(I) (II)

(III) 

(3,1) (2,3)
H.1.13m 
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CHÆÅNG 2 
XAÏC ÂËNH NÄÜI LÆÛC TRONG HÃÛ PHÀÓNG TÉNH ÂËNH CHËU 

TAÍI TROÜNG BÁÚT ÂÄÜNG 
§ 1. CAÏC KHAÏI NIÃÛM. 

 

I. Näüi læûc: 
1. Khaïi niãûm: Näüi læûc laì âäü biãún thiãn læûc liãn kãút cuía caïc pháön tæí bãn trong 

cáúu kiãûn khi cáúu kiãûn chëu taïc duûng cuía ngoaûi læûc vaì caïc nguyãn nhán khaïc. 
* Chuï yï: Khaïi niãûm vãö näüi læûc vaì phaín læûc laì coï thãø âäöng nháút våïi nhau nãúu 

quan niãûm tiãút diãûn laì mäüt liãn kãút haìn hoàûc liãn kãút tæång âæång näúi hai miãúng cæïng åí 
hai bãn tiãút diãûn. Vç váûy, sau naìy ta coï thãø âäöng nháút viãûc xaïc âënh näüi læûc våïi viãûc xaïc 
âënh phaín læûc trong caïc liãn kãút. 

2. Caïc thaình pháön näüi læûc: Män Cå hoüc kãút cáúu chuí yãúu xaïc âënh 3 thaình pháön 
näüi læûc: 

- Mämen uäún. Kyï hiãûu M. 
- Læûc càõt. Kyï hiãûu Q. 
- Læûc doüc. Kyï hiãûu N. 
3. Quy æåïc dáúu caïc thaình pháön näi læûc:  
- Mämen uäún quy æåïc xem laì dæång khi noï laìm càng thåï dæåïi vaì ngæåüc laûi 

(H.1a). 
- Læûc càõt quy æåïc xem laì dæång khi noï laìm cho pháön hãû xoay thuáûn chiãöu kim 

âäöng häö vaì ngæåüc laûi (H.1b). 
- Læûc doüc quy æåïc xem laì dæång khi noï gáy keïo vaì ngæåüc laûi (H.1c). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

*
 Chuï yï: 

- Caïch quy æåïc dáúu näüi læûc laì giäúng män Sæïc bãön váût liãûu. 
- Quy æåïc choün vë trê ngæåïi âæïng quan saït coï hæåïng nhçn tæì dæåïi lãn âäúi våïi 

thanh ngang; tæì phaíi sang traïi âäúi våïi thanh âæïng vaì thanh xiãn khi xeït dáúu näüi læûc 
(H.1d). 

4. Caïch xaïc âënh näüi læûc (phaín læûc): 

M > 0M > 0 M < 0 M < 0
H.1a 

Q > 0Q > 0 Q < 0 Q < 0
H.1b 

N > 0N > 0 N < 0 N < 0
H.1c H.1d 
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Näüi læûc (phaín læûc) âæåüc xaïc âënh bàòng phæång phaïp màût càõt. Caïc bæåïc tiãún 
haình nhæ sau: 

* Bæåïc 1: Thæûc hiãûn mäüt màût càõt qua tiãút diãûn cáön xaïc âënh näüi læûc (qua liãn kãút 
cáön xaïc âënh phaín læûc). Màût càõt phaíi chia hãû thaình hai pháön âäüc láûp. Giæî laûi mäüt pháön 
báút kyì. 

* Bæåïc 2: Thay thãú taïc duûng cuía pháön hãû bë loaûi boí bàòng caïc thaình pháön näüi læûc 
(phaín læûc) tæång æïng. Caïc thaình pháön naìy coï chiãöu chæa biãút, coï thãø giaí thiãút coï chiãöu 
dæång, vaì chuïng cuîng laì caïc âaûi læåüng cáön tçm. 

* Bæåïc 3: Thiãút láûp caïc âiãöu kiãûn cán bàòng dæåïi daûng caïc biãøu thæïc giaíi têch. 
Xem baíng caïc âiãöu kiãûn cán bàòng. 

Daûng hãû læûc Daûng âiãöu 
kiãûn cán bàòng Hãû læûc âäöng quy taûi O Hãû læûc song song Hãû læûc báút kyì 

Daûng I 

∑X = 0; ∑Y = 0.  
Yãu cáöu: Truûc X 
khäng âæåüc song 
song våïi truûc Y 

 ∑X = 0; ∑Y = 0; ∑MA 
= 0. 
Yãu cáöu: Truûc X 
khäng âæåüc song song 
våïi truûc Y 

Daûng II 

∑X = 0; ∑MA = 0. 
Yãu cáöu: Truûc X 
khäng âæåüc vuäng 
goïc våïi OA. 

∑X = 0; ∑MA = 0. 
Yãu cáöu: Truûc X 
khäng âæåüc vuäng 
goïc våïi phæång caïc 
læûc 

∑X = 0; ∑MA = 0; 
∑MB = 0;  
Yãu cáöu: Truûc X 
khäng âæåüc vuäng goïc 
våïi AB. 

Daûng III 

∑MA = 0; ∑MB = 0. 
Yãu cáöu: A, B, O 
khäng âæåüc thàóng 
haìng 

∑MA = 0; ∑MB = 
0. 
Yãu cáöu: A, B 
khäng âæåüc song 
song våïi phæång 
caïc læûc 

∑MA = 0; ∑MB = 0; 
∑MC = 0. 
Yãu cáöu: A, B, C 
khäng âæåüc thàóng 
haìng 

Baíng 1. Baíng caïc âiãöu kiãûn cán bàòng. 
* Bæåïc 4: Giaíi hãû phæång trçnh caïc âiãöu kiãûn cán bàòng seî xaïc âënh âæåüc caïc 

thaình pháön näüi læûc (phaín læûc). Nãúu kãút quaí mang dáúu dæång thç chiãöu cuía näüi læûc (phaín 
læûc) âuïng chiãöu âaî giaí âënh vaì ngæåüc laûi. 

* Vê duû: Xaïc âënh caïc thaình pháön phaín læûc vaì näüi læûc taûi tiãút diãûn k (H.2a). 
1. Xaïc âënh caïc thaình pháön phaín læûc: { }CAA VHV ,,  

∑X = 0    ⇒ HA + P = 0 ⇒ HA = -P = -2(T) < 0. 
∑MI = 0  ⇒ 4.VA + 4.P - 4.q.2 = 0. 

     ⇒ 4.VA + 4.2 - 4.1,2.2 = 0 ⇒ VA = 0,4(T) > 0. 
∑MA = 0  ⇒ -4.VC + 4.P + 4.q.2 = 0 
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           ⇒ -4.VC + 4.2 + 4.1,2.2 = 0 ⇒ VC = 4,4(T) > 0 
 * Kiãøm tra: ∑Y = 0 ⇒ VA + VC - 4.q = 0 ⇔ 0,4 + 4,4 - 4.1,2 = 0 (âuïng) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2. Xaïc âënh näüi læûc taûi tiãút diãûn k:{ }kkk NQM ,,  
Thæûc hiãûn màût càõt (1-1), giæî laûi vaì xeït cán bàòng pháön bãn phaíi (H.2b).  

  ∑Mk = 0  ⇒ Mk + 2.q.1 - 2.VC = 0  
     ⇒ Mk = 2.VC - 2.q.1 = 2.4,4 - 2.1,2.1 = 6,4(T.m) > 0. 

  ∑Y = 0    ⇒ Qk -2.q + VC = 0  
     ⇒ Qk = 2.q - VC = 2.1,2 - 4,4 = -2(T) < 0. 

 ∑X = 0    ⇒ Nk = 0(T) 
II. Biãøu âäö näüi læûc: 
1. Khaïi niãûm: Biãøu âäö näüi læûc laì âäö thë biãøu diãùn quy luáût biãún thiãn cuía näüi læûc 

doüc theo chiãöu daìi cáúu kiãûn. 
2. Caïc thaình pháön cuía biãøu âäö näüi læûc: 
- Âæåìng chuáøn: laì hãû truûc duìng âãø duûng caïc tung âäü. 
- Tung âäü: tung âäü cuía biãøu âäö näüi læûc taûi mäüt vë trê naìo âoï laì biãøu thë cho näüi 

læûc taûi tiãút diãûn tæång æïng. 
- Âæåìng biãøu âäö: laì âæåìng näúi caïc tung âäü. 

 3. Caïc quy æåïc khi veî biãøu âäö näüi læûc: 
 - Âæåìng chuáøn: thæåìng choün laì âæåìng truûc thanh. 
 - Tung âäü phaíi dæûng vuäng goïc våïi âæåìng chuáøn. 
 - Biãøu âäö mämen: tung âäü dæång dæûng vãö phêa dæåïi, tung âäü ám dæûng lãn trãn 
âæåìng chuáøn. Âiãöu naìy coï nghéa laì tung âäü dæûng vãö phêa thåï càng. 
 - Biãøu âäö læûc càõt: tung âäü dæång dæûng lãn trãn âæåìng chuáøn vaì ngæåüc laûi. 
 - Biãøu âäö læûc doüc: tung âäü dæång thæåìng dæûng lãn trãn dæåìng chuáøn vaì ngæåüc 
laûi. 
 - Ghi kyï hiãûu ⊕, ( Θ ) vaìo miãöm dæång (ám) cuía biãøu âäö læûc càõt vaì læûc doüc. 
 - Ghi tãn vaì âån vë trãn caïc biãøu âäö âaî veî âæåüc. 
 4. Caïch veî biãøu âäö näüi læûc: 

A
HA

P = 2T

kB

4m
 

x 

VA
I

q = 1,2T/m 

O

y VC

C

2m 2m

1

1

H.2a 

k

VC = 4,4

C

Mk 

Qk

Nk

q = 1,2T/m

H.2b
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 Theo män Cå hoüc kãút cáúu, veî biãøu âäö näüi læûc tiãún haình theo caïc bæåïc sau: 
 * Bæåïc 1: Xaïc âënh caïc thaình pháön phaín læûc (nãúu cáön). 
 * Bæåïc 2: Xaïc âënh näüi læûc taûi caïc tiãút diãûn âàûc træng. 
 - Tiãút diãûn âàûc træng: laì nhæîng tiãút diãûn chia hãû thaình nhæîng âoaûn thanh thàóng 
sao cho trãn âoaûn thanh âoï hoàûc laì khäng chëu taíi troüng hoàûc laì chè chëu taíi troüng phán 
bäú liãn tuûc. 
 Nhæ váûy, vë trê caïc tiãút diãûn âàûc træng thæåìng laì: åí nuït (nåi giao nhau caïc thanh) 
, åí vë trê læûc táûp trung, åí hai âáöu taíi troüng phán bäú, taûi vë trê caïc gäúi tæûa....Vê duû,û våïi hãû 
cho trãn hçnh (H.3a & H.3b), vë trê caïc tiãút diãûn âàûc træng laì nåi ghi kyï hiãûu bàòng caïc 
chæî hoa A, B, C, E, F. 

- Xaïc âënh näüi læûc: tiãún haình theo nguyãn tàõc âaî trçnh baìy. Tuy nhiãn, sau khi 
phán têch caïc âiãöu kiãûn cán bàòng, ta tháúy coï thãø xaïc âënh nhæ sau: 
 + Mämen uäún taûi tiãút diãûn k (Mk): coï giaï trë âæåüc xaïc âënh bàòng täøng mämen 
cuía taíi troüng taïc duûng lãn pháön hãû giæî laûi láúy âäúi våïi troüng tám tiãút diãûn k.  
 + Læûc càõt taûi tiãút diãûn k (Qk): coï giaï trë âæåüc xaïc âënh bàòng täøng hçnh chiãúu cuía 
caïc taíi troüng taïc duûng lãn pháön hãû âæåüc giæîa laûi lãn phæång vuäng goïc våïi tiãúp tuyãún 
truûc thanh taûi tiãút diãûn k (phæång cuía Qk). 
 + Læûc doüc taûi tiãút diãûn k (Nk): coï giaï trë âæåüc xaïc âënh bàòng täøng hçnh chiãúu cuía 
caïc taíi troüng taïc duûng lãn phán hãû âæåüc giæî laûi lãn phæång tiãúp tuyãún våïi truûc thanh taûi 
tiãút diãûn k (phæång cuía Nk). 
 - Dáúu cuía caïc âaûi læåüng trong biãøu thæïc xaïc âënh näüi læûc: 
 + Taíi troüng gáy càng thåï dæåïi taûi tiãút diãûn k seî cho Mk mang dáúu dæång vaì 
ngæåüc laûi. 
 + Taíi troüng taïc duûng lãn pháön bãn traïi coï chiãöu hæåïng lãn hay pháön bãn phaíi coï 
chiãöu hæåïng xuäúng seî cho Qk mang dáúu dæång vaì ngæåüc laûi. 
 + Taíi troüng gáy keïo taûi tiãút diãûn k seî cho Nk mang dáúu dæång vaì ngæåüc laûi. 
 * Bæåïc 3: Veî biãøu âäö näüi læûc. 
 Sæí duûng caïc liãn hãû vi phán âãø veî. Chi tiãút seî âæåüc trçnh baìy sau bæåïc 4. 
 * Bæåïc 4: Kiãøm tra laûi kãút quaí. 
 Giäúng män hoüc Sæïc bãön váût liãûu. 
 * Vê duû: Xaïc âënh näüi læûc taûi caïc tiãút diãûn k, m, n cuía hãû cho trãn hçnh (H.4a). 
 
 

DB C

q
P

A

H.3a H.3b

qP
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B
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 &. Sæí duûng caïc liãn hãû vi phán âãø veî biãøu âäö näüi læûc: 
1. Mäúi liãn hãû gæîa näüi læûc vaì taíi troüng: 
 

ds
dMQ

ds
dNq

ds
dQq p ==−= ;; τ  

 Mäúi liãn hãû vi phán cho ta tháúy taíi 
troüng q keïm Q & N mäüt báûc vãö màût toaïn 
hoüc; keïm M hai báûc vãö màût toaïn hoüc. 
 Màûc khaïc, våïi mäüt hãû âaî cho thç báûc 
cuía taíi troüng trãn mäùi âoaûn thanh laì hoaìn toaìn xaïc âënh, nghéa laì daûng âæåìng biãøu âäö 
(M), (Q), (N) cuîng hoaìn toaìn xaïc âënh. 
 2. Træåìng håüp trãn âoaûn thanh khäng chëu taíi troüng taïc duûng: (H.5b) 
 Tæïc laì q = 0. Nhæ váûy, (Q) & (N) trãn âoaûn naìy seî song song våïi âæåìng chuáøn;  

(M) seî laì âoaûn âæåìng thàóng âæåüc veî qua hai âiãøm. 

q q qP

qτ 

H.5a thanhq

thanhq

qqq

p

p

//

τ

⊥

+=

Ntr 

Qtr Qph 

Nph 

s

l

Mtr 
Mph 

α 

s/2

f

s/2
M 

Q

N

H.5c

l

α s

Mtr
 Mph 

Qtr 

Ntr 

Qph 

Nph 

H.5b
M 

Q

N

q

q

a b

P1 P2 

P3 k m

n

H.4a

n

P1 

H.4d

q P2 

Nn Qn 

Mn

P3 H.4.b 
k

q

P3 

P2 

Nk 
Qk

Mk

m 

P1
Mm

Qm 

Nm 
H.4.c

h

Mm = -P1.a 
 

Qm = -P1 
 

Nm = 0 

 Mn = P1.a - P2.b + P3.h - 
2

.. bbq  

Qn = -P3 
Nn = -P1 - P2 - q.b. 
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 Mäúi quan hãû näüi læûc åí 2 âáöu âoaûn thanh: trph
trph

phtr NN
s

MMQQ =
−

== ;  

3. Træåìng håüp trãn âoaûn thanh chëu taíi phán bäú âãöu: (H.5c) 
 Tæïc laì q = const. Nhæ váûy, (Q) & (N) trãn âoaûn naìy seî laì âoaûn âæåìng thàóng 
âæåüc veî qua hai âiãøm; (M) seî laì âæåìng parabol âæåüc veî qua ba âiãøm. 

          
8
. 2lqf =  (goüi laì tung âäü treo); f treo vuäng goïc våïi âæåìng chuáøn vaì theo chiãöu q. 

 Mäúi quan hãû giæîa mämen vaì læûc càõt taûi hai âáöu thanh: 

αα cos...
2
1;cos...

2
1 lq

s
MMQlq

s
MMQ

trph
ph

trph
tr −

−
=+

−
=  

4. Træåìng håüp trãn âoaûn thanh chëu taíi trong phán bäú hçnh tam giaïc: (H.5c 
& H.5d) 

Tæïc laì q coï daûng báûc nháút. Nhæ váûy, (Q) & (N) trãn âoaûn naìy seî laì âoaûn âæåìng 
parabol âæåüc veî qua ba âiãøm; (M) seî laì âæåìng báûc ba, cho pheïp veî qua ba âiãøm. 

 -
16
. 2lqf M = ; fM treo vuäng goïc våïi âæåìng chuáøn vaì treo theo chiãöu q. 

- αcos.
8
.lqfQ = , fQ treo vuäng goïc våïi âæåìng chuáøn vaì coï chiãöu sao cho taûi vë trê 

q = 0, tiãúp tuyãún våïi âæåìng biãøu âäö song song våïi âæåìng chuáøn. 

- αsin.
8
.lqf N = , fN treo vuäng goïc våïi âæåìng chuáøn vaì coï chiãöu sao cho taûi vë trê 

q = 0, tiãúp tuyãún våïi âæåìng biãøu âäö song song våïi âæåìng chuáøn. 
* Mäúi quan hãû giæîa mämen vaì læûc càõt taûi hai âáöu thanh: 
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- Khi taíi phán bäú tam giaïc coï âaïy bãn phaíi (H.5c): 

 ;cos..
3
1;cos..

6
1

αα lq
s

MMQlq
s

MMQ
trph

ph
trph

tr −
−

=+
−

=  

- Khi taíi phán bäú tam giaïc coï âaïy bãn traïi (H.5d): 

 ;cos..
6
1;cos..

3
1

αα lq
s

MMQlq
s

MMQ
trph

ph
trph

tr −
−

=+
−

=  

5. Træåìng håüp trãn âoaûn thanh chëu taíi trong phán bäú hçnh thang: 
Daûng âæåìng cuía caïc biãøu âäö khäng thay âäøi so våïi træåìng håüp taíi phán bäú hçnh 

tam giaïc. Coï thãø âæa vãö thaình täøng cuía hai baìi toaïn âaî biãút (H.5e). 

6. Træåìng håüp trãn âoaûn thanh chëu taíi troüng phán bäú quy luáût báút kyì: 
Duìng caïch treo biãøu âäö (H.5f). 
- Âäúi våïi (Q), (N), caïch thæûc hiãûn tæång tæû. 

* Caïc chuï yï: 
- Træåìng håüp taíi troüng 

phán bäú theo chiãöu daìi xiãn 
cuía truûc thanh, coï thãø âæa vãö 
theo phæång ngang bàòng 
caïch chia taíi troüng âoï cho 
cosα (H.6a). 

- Taûi vë trê chëu taíi 
troüng táûp trung, näüi læûc coï sæû thay âäøi: 

+ Mämen táûp trung (H.6b & H.6c) 
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+ Læûc táûp trung coï phæång vuäng goïc våïi truûc thanh (H.6d). 

+ Læûc táûp trung coï phæång truìng truûc thanh (H.6e). 
+ Læûc táûp trung coï phæång báút kyì: coï thãø âæa vãö täøng cuía hai baìi toaïn (H.6f). 

§ 2. DÁÖM, KHUNG ÂÅN GIAÍN. 
 

I. Dáöm âån giaín: 
1. Phán têch cáúu taûo hãû: 
a. Âënh Nghéa: Dáöm âån giaín laì hãû gäöm mäüt thanh thàóng näúi våïi traïi âáút bàòng 

säú liãn kãút tæång âæång våïi ba liãn kãút loaûi mäüt âãø taûo thaình hãû BBH. 
b. Phán loaûi: 
- Dáöm âån giaín hai âáöu khåïp. (H.7a) 
- Dáöm âån giaín coï âáöu thæìa. (H.7b) 
- Dáöm cäng xån. (H.7c) 
 
 
2. Xaïc âënh caïc thaình pháön phaín læûc: 
Trong hãû dáöm âån giaín, täön laûi ba thaình pháön phaín læûc. Caïch xaïc âënh âaî âæåüc 

trçnh baìy trong pháön xaïc âënh phaín læûc. Tuy nhiãn, âãø traïnh viãûc giaíi hãû phæång trçnh 
toaïn hoüc, nãn thiãút láûp sao cho trong mäùi phæång trçnh chè coï mäüt áøn säú. Caïch thæûc 
hiãûn nhæ sau: 

- Nãúu hai áøn coìn laûi âäöng quy taûi mäüt âiãøm I, phæång trçnh cáön thiãút láûp laì täøng 
mämen toaìn hãû âäúi våïi âiãøm I bàòng khäng. (ΣMI = 0) 
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- Nãúu hai áøn coìn laûi song song nhau, phæång trçnh cáön thiãút láûp laì täøng hçnh 
chiãúu toaìn hãû lãn phæång vuäng goïc phæång hai áøn song song bàòng khäng. (ΣZ = 0, Z 
coï phæång vuäng goïc våïi phæång hai áøn song song) 

- Nãúu hai áøn coìn laûi laì mäüt læûc vaì mäüt mämen, phæång trçnh cáön thiãút láûp laì 
täøng hçnh chiãúu lãn phæång vuäng goïc cuía áøn  læûc bàòng khäng. (ΣZ = 0, Z coï phæång 
vuäng goïc våïi phæång áøn læûc) 

* Minh hoüa: 
1. Xaïc âënh phaín læûc cuía hãû cho trãn 

hçnh (H.7d): 
 Caïc thaình pháön phaín læûc gäöm{ }BAA VHV ,,  
- HA: ∑X = 0   ⇒ f1(HA) = 0 ⇒ HA. 
- VA :∑MI = 0 ⇒ f2(VA) = 0 ⇒ VA. 
- VB :∑MA = 0 ⇒ f3(VB) = 0  ⇒ VB. 
2. Xaïc âënh phaín læûc cuía hãû cho trãn hçnh (H.7e): 
 Caïc thaình pháön phaín læûc gäöm{ }AAA MHV ,,  
- HA: ∑X = 0    ⇒ f4(HA) = 0 ⇒ HA. 
- MA :∑MA = 0 ⇒ f5(MA) = 0 ⇒ MA. 
- VA :∑Y = 0    ⇒ f6(VA) = 0  ⇒ VA. 
3. Xaïc âënh vaì veî caïc biãøu âäö näüi læûc: 
- Xaïc âënh näüi læûc taûi caïc tiãút diãûn âàûc træng: âaî trçnh baìy 
- Dæûng tung âäü biãøu âäö taûi caïc tiãút diãûn âàûc træng. 
- Veî biãøu âäö näüi læûc trãn tæìng âoaûn thanh theo caïc liãn hãû vi phán giæîa näüi læûc 

vaì ngoaûi læûc. 
4. Kiãøm tra laûi biãøu âäö näüi læûc: âaî trçnh baìy. 

CAÏC VÊ DUÛ VÃÖ DÁÖM ÂÅN GIAÍN 
* Vê duû 1:Veî caïc biãøu âäö näüi 

læûc cuía dáöm cho trãn hçnh (H.8a) 
 
1. Xaïc âënh caïc thaình 

pháön phaín læûc:{ }BAA VHV ,,  
- ΣX = 0 ⇒ HA = 0. 
- ΣMA = 0  
⇒ 8.VB - 6.30 - 10.4.2 = 0 
⇒ VB = 32,5 (> 0) 
- ΣMB = 0  
⇒ 8.VA - 2.30 - 10.4.6 = 0 
⇒ VA = 37,5 (> 0) 

 * Kiãøm tra: ΣY = 0  
⇔ - q.4 - P + VA + VB = 0 
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⇔ -4.10 - 30 + 37,5 + 32,5 = 0     (âuïng) 
 2. Xaïc âënh näüi læûc taûi caïc tiãút diãûn âàûc træng: 
 Taûi A: MA = 0; QA = +VA = 37,5; NA = HA = 0. 
 Taûi B: MB = 0; QB = - VB = -32,5; NB = 0. 
 Taûi C: MC = VA.4 - q.4.2 = 37,5.4 - 10.4.2 = 150 - 80 = 70. 
   QC = VA - q.4 = 37,5 - 10.4 = 2,5; NC = 0. 
 Taûi D: MD = +VB.2 = 32,5.2 = 65. 
  Taûi D coï læûc táûp trung nãn biãøu âäö (Q) coï bæåïc nhaíy. 
  QDC = +VA - q.4 = - 2,5; QDB = -VB = 32,5. 
 3. Veî caïc biãøu âäö näüi læûc cuäúi cuìng: 
 a. Biãøu âäö mämen (M): 
 - Trãn âoaûn AC coï q phán bäú âãöu nãn coï tung âäü treo: 

  20
8
4.10

8
. 22

===
lqf  

 - Trãn caïc âoaûn coìn laûi laì nhæîng âoaûn thàóng. 
 b. Biãøu âäö læûc càõt (Q): 
 - Laì nhæîng âoaûn âæåìng thàóng. 

c. Biãøu âäö læûc doüc (N): 
- Laì nhæîng âoaûn âæåìng thàóng. 
4. Kiãøm tra laûi caïc biãøu âäö âaî veî: Tæû kiãøm tra. 
* Vê duû 2:Veî caïc biãøu âäö näüi læûc cuía dáöm cho trãn hçnh (H.9a) 
 
Quy taíi troüng phán bäú âãöu vãö taïc 

duûng trãn âæåìng nàòm ngang: 
    qtâ = 309,2

30cos
2

cos
== o

q
α

. 

1. Xaïc âënh caïc thaình pháön phaín 
læûc: { }BAA VHM ,,  

- ΣX = 0     ⇒ HA = 0. 
- Σ 0=IM    

   ⇒ MA + M - 2.P - qtâ.2.1 = 0. 
   ⇒ MA + 3,5 - 2.3 - 2,309.2.1 = 0. 

⇒ MA = +7,118 (> 0) 
- ΣY = 0    ⇒ VB - P - qtâ.2 = 0  
        ⇒ VB - 3 - 2,309.2 = 0 
        ⇒ VB = +7,618 (> 0) 
2. Xaïc âënh näüi læûc taûi caïc tiãút 
diãûn âàûc træng: 
- Taûi A: MA = 7,118; Q A = 0; 

   NA = 0. 

 α = 30o

HA 

MA A VB

I
2m 2m 2m
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M = 3,5T.m
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- Taûi B: MB = 0; QB = -VB.cosα  
               = -7,618.cos30o = -6,597.  
    NB = VB.sinα = 7,618.sin30o = 3,809. 
- Taûi C:  MCA = 7,118; MCD = MA + M  = 7,118 + 3,5 = 10,618. 
              QCA = QCD = 0, NCA = NCD = 0. 
- Taûi D: MD = MA + M  = 10,618; QDC = 0; QDB = -P.cosα = -3.cos30o = -2,598. 
    NCD = 0; NDB = P.sinα = 3.sin30 = 1,5 
3. Veî caïc biãøu âäö näüi læûc cuäúi cuìng: 

 a. Biãøu âäö mämen (M): 
 - Trãn âoaûn DB coï qtâ phán bäú âãöu nãn coï tung âäü treo: 

  154,1
8

2.309,2
8
. 22

===
lqf

td

. 

 - Trãn caïc âoaûn coìn laûi laì nhæîng âoaûn thàóng. 
 b. Biãøu âäö læûc càõt (Q): 
 - Laì nhæîng âoaûn âæåìng thàóng. 

c. Biãøu âäö læûc doüc (N): 
- Laì nhæîng âoaûn âæåìng thàóng. 
4. Kiãøm tra laûi caïc biãøu âäö âaî veî: Tæû kiãøm tra. 
* Vê duû 3:Veî caïc biãøu âäö näüi læûc cuía dáöm cho trãn hçnh H.10 
* Nháûn xeït ràòng nãúu ta giæî laûi pháön bãn 

phaíi khi xeït cán bàòng mäüt pháön hãû thç khäng 
cáön quan tám âãún phaín læûc. 

1. Xaïc âënh näüi læûc taûi caïc tiãút diãûn 
âàûc træng: 

Taûi C: MC = 0; QC = P1 + P2.sin45o  
                QC = 2.(1 + sin45o) = 3,414;  
NC = - P2.cos45o = - 2.cos45o  = -1,414. 
Taûi B: MBC = -(P1 + P2.sin45o).2 = 
                 = -2.(1 + sin45o).2 = -6,828;  
MBA = MBC + M = -3,828;  
QB = P1 + P2.sin45o  = 3,414;  
NB = - P2.cos45o = -1,414. 
Taûi A: MA = -(P1 + P2.sin45o).4 + M +  
+ 2.q.1 = -(2 + 2.sin45o).4 + 3 + 2.2.1 = 
                  = -6,656;  
QA = P1 + P2.sin45o -2.q = 2 + 2.sin45o - 2.2 = -0,586; NA = -P2.cos45o = -1,414. 
2. Veî biãøu âäö näüi læûc cuäúi cuìng: 
a. Biãøu âäö mämen: 
- Trãn âoaûn AB coï taíi troüng q phán bäú âãöu, coï tung âäü treo: 
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 - Trãn caïc âoaûn coìn laûi laì nhæîng âoaûn thàóng. 
 b. Biãøu âäö læûc càõt (Q): 
 - Laì nhæîng âoaûn âæåìng thàóng. 

c. Biãøu âäö læûc doüc (N): 
- Laì nhæîng âoaûn âæåìng thàóng. 
4. Kiãøm tra laûi caïc biãøu âäö âaî veî: Tæû kiãøm tra.  
II. Khung âån giaín: 
1. Âënh nghéa: Khung âån giaín laì hãû gäöm mäüt thanh gaîy 

khuïc näúi våïi traïi âáút bàòng caïc liãn kãút tæång âæång ba liãn kãút loaûi 
mäüt taûo thaình hãû BBH. 

2. Xaïc âënh caïc thaình pháön phaín læûc: Gäöm ba thaình pháön 
vaì âæåüc xaïc âënh nhæ træåìng håüp dáöm âån giaín. 

2. Xaïc âënh vaì veî caïc biãøu âäö näüi læûc: 
Tæång tæû træåìng håüp dáöm âån giaín. 
3. Kiãøm tra laûi caïc biãøu âäö näüi læûc. (âaî trçnh baìy) 
 * Chuï yï:  
Nuït khung coï tênh cháút: täøng mämen ngoaûi læûc vaì näüi læûc taûi caïc âáöu thanh quy 

tuû vaìo nuït khung bàòng khäng (cán bàòng mämen nuït). Thæåìng sæí duûng tênh cháút naìy âãø 
kiãøm tra sæû cán bàòng mämen nuït cho kãút quaí tênh toaïn. 

Træåìng håüp âàûc biãût: mäüt nuït coï hai âáöu thanh quy 
tuû vaì khäng chëu mämen ngoaûi læûc, mämen näüi læûc taûi hai 
âáöu thanh âoï bàòng nhau vãö giaï trë vaì cuìng laìm càng thåï 
bãn trong hay bãn ngoaìi. 

 

CAÏC VÊ DUÛ VÃÖ KHUNG ÂÅN GIAÍN 
* Vê duû 1: Veî caïc biãøu âäö näüi læûc cuía dáöm cho trãn hçnh H.13a 
 
1. Xaïc âënh caïc thaình pháön phaín 

læûc:{ }DAA VHV ,,  
- ΣX = 0    ⇒ HA = 0. 
- ΣMI = 0  ⇒ 4.VA - 4.q.2 - 6.P = 0  

      ⇒ 4.VA - 4.2.2 - 6.3 = 0. 
      ⇒ VA = 8,5 (> 0) 

- ΣMA = 0⇒ -4.VD + 4.q.2 - 2.P = 0  
     ⇒ -4.VD + 4.2.2 - 2.3 = 0. 

       ⇒ VD = 2,5 (> 0) 
 * Kiãøm tra: ΣY = 0  
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     ⇔ - q.4 - P + VA + VD = 0 
                 ⇔  -2.4 - 3 + 8,5 + 2,5 = 0 (âuïng) 

 2. Xaïc âënh näüi læûc taûi caïc tiãút diãûn âàûc træng: 
 Taûi A:  MA = 0; QA = -HA = 0; NA = -VA = -8,5. 
 Taûi B:  MB = 0;QB = -P = -3; NB = 0. 
 Taûi C:  MCA = -3.HA = 0; MCB = -2.P = -6; MCD = -2.P -3.HA = -6; 

   QCA = -HA = 0; QCB = -P = -3; QCD = -P + VA = -3 + 8,5 = 5,5. 
   NCA = -VA = -8,5; NCB = 0; NCD = -HA = 0. 
Kiãøm tra sæû cán bàòng mämen nuït C (H.13b). 

 Taûi D: MD = 0, QD = -VD = -2,5; ND = 0. 
 3. Veî caïc biãøu âäö näüi læûc cuäúi cuìng: 

 a. Biãøu âäö mämen (M): 
 - Trãn âoaûn CD coï q phán bäú âãöu nãn coï tung 
âäü treo: 

  4
8
4.2

8
. 22

===
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 - Trãn caïc âoaûn coìn laûi laì nhæîng âoaûn thàóng. 
 b. Biãøu âäö læûc càõt (Q): 
 - Laì nhæîng âoaûn âæåìng thàóng. 

c. Biãøu âäö læûc doüc (N): 
- Laì nhæîng âoaûn âæåìng thàóng. 
4. Kiãøm tra laûi caïc biãøu âäö âaî veî: Tæû kiãøm tra. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
* Vê duû 2:Veî caïc biãøu âäö näüi læûc cuía dáöm cho trãn hçnh H.14a. 
 
1. Xaïc âënh caïc thaình pháön phaín læûc:{ }BCA HVV ,,  
- ΣX = 0⇒ HB = -P  
              ⇒ HB = -2 (< 0). 
- ΣMI = 0  ⇒ -8.VC + 4.P +  

 +  4.q.2 + 
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            ⇒ -8.VC + 4.2 + 4.1,2.2 +  

 + 



 + 4
3
4.

2
2,1.4  = 0     

             ⇒ VC = 3,8 (> 0) 
- ΣMC = 0  ⇒ 8.VA + 4.P - 

4.q.6 - 



 4.

3
2.

2
.4 q  = 0 

       ⇒ 8.VA + 4.2 - 

4.1,2.6 - 



 4.
3
2.

2
2,1.4  = 0. 

         ⇒ VA = 3,4 (> 0) 
 * Kiãøm tra: ΣY = 0 ⇔  VA + VC - 4.q -

2
.4 q = 0 

              ⇔  3,4 + 3,8 - 4.1,2 - 
2

2,1.4  = 0 (âuïng) 

 2. Xaïc âënh näüi læûc taûi caïc tiãút diãûn âàûc træng: 
  Taûi A: MA = 0; QA = VA = 3,4; NA = -P = -2. 
  Taûi B: MB = 0; QB = -HB = -(-2) = 2; NB = 0 
  Taûi D: MDA = 4.VA - 4.q.2 = 4.3,4 - 4.1,2.2 = 4. 
              MDB = -4.HB = -4.(-2) = 8. 
    MDE = 4.VA - 4.q.2 - 4.HB = 4.3,4 - 4.1,2.2 - 4.(-2) = 12 
* Kiãøm tra cán bàòng mämen nuït D: (tæû kiãøm tra) 
     QDA = VA - 4.q = 3,4 - 4.1,2 = -1,4 
   QDB = -HB = -(-2) = 2; QDE = VA - 4.q = -1,4. 
   NDA = -P = -2; NDB = 0; NDE = -P - HB = 0. 
  Taûi E:  MED = 0; MEC = 0; QED = -VC = -3,8; QEC = 0. 
    NED = 0; NEC = -VC = -3,8. 
3. Veî caïc biãøu âäö näüi læûc cuäúi cuìng: 

 a. Biãøu âäö mämen (M): 
 - Trãn âoaûn AD coï q phán bäú âãöu nãn coï 
tung âäü treo: 

  4,2
8
4.2,1

8
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- Trãn âoaûn DE coï q phán bäú tam giaïc 
nãn coï tung âäü treo: 

  2,1
16

4.2,1
16
. 22

===
lqf  

 - Trãn caïc âoaûn coìn laûi laì nhæîng âoaûn 
thàóng. 
 b. Biãøu âäö læûc càõt (Q): 
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- Trãn âoaûn DE coï q phán bäú tam giaïc nãn coï tung âäü treo: 
  6,01.

8
4.2,1cos.

8
.

=== αlqf  

 - Trãn caïc âoaûn coìn laûi laì nhæîng âoaûn thàóng. 
c. Biãøu âäö læûc doüc (N): 
- Trãn âoaûn DE coï q phán bäú tam 

giaïc nãn coï tung âäü treo: 

  00.
8

4.2,1sin.
8
.

=== αlqf  

 - Trãn caïc âoaûn coìn laûi laì nhæîng 
âoaûn thàóng. 

4. Kiãøm tra laûi caïc biãøu âäö âaî veî: 
Tæû kiãøm tra. 
* Vê duû 3:Veî caïc biãøu âäö näüi læûc cuía dáöm cho trãn hçnh H.15a 
 
Quy taíi troüng phán bäú âãöu vãö 

taïc duûng trãn âæåìng nàòm ngang: 
    qtâ = 346,1

30cos
2,1

cos
== o

q
α

. 

1. Xaïc âënh caïc thaình pháön 
phaín læûc:{ }CAA VHV ,,  

- ΣX = 0    ⇒ HA = 0. 
- ΣMI = 0   
⇒ 6.VA - 4.qtâ.4 + 2.P = 0  
⇒ 6.VA - 4.1,346.4 + 2.2 = 0. 
⇒ VA = 2,922 (> 0) 
- ΣMA = 0  ⇒ -6.VC + 4.qtâ.2 + 8.P = 0 ⇒ -6.VC + 4.1,346.2 + 8.2  = 0. 
         ⇒ VC = 4,461 (> 0) 

 * Kiãøm tra: ΣY = 0 ⇔ - qtâ.4 - P + VA + VC = 0 
              ⇔  -1,346.4 - 2 + 2,922 + 4,461 = 0 (âuïng) 
 2. Xaïc âënh näüi læûc taûi caïc tiãút diãûn âàûc træng: 
 Taûi A:  MA = 0; QA =VA.cosα = 2,922.cos30o = 2,530; NA = -VA.sinα = -1,461. 
 Taûi B:  MB = 2.VC - 4.P = 2.4,461 - 4.2 = 0,922. 
    QBA = VA.cosα - 4.qtq.cosα = -2,132; QBC = P - VC = -2,461. 
    NBA = -VA.sinα + 
4.qtâ.sinα = 1,231; NBC = 0. 
 Taûi C:   MC = -2.P = -2.2 = -4;  
                         QCB = -   VC + P = -
2,461;  
                         QCD = P = 2; NC = 2. 
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Taûi D:   MD = 0; QD = P = 2; ND = 0. 
Kiãøm tra sæû cán bàòng mämen nuït B: Tæû kiãøm tra 

 3. Veî caïc biãøu âäö näüi læûc cuäúi cuìng: 
 a. Biãøu âäö mämen (M): 
 - Trãn âoaûn AB coï qtâ phán bäú âãöu nãn coï tung âäü treo: 

  692,2
8

4.346,1
8
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 - Trãn caïc âoaûn coìn laûi laì nhæîng âoaûn thàóng. 
 b. Biãøu âäö læûc càõt (Q): 
 - Laì nhæîng âoaûn âæåìng thàóng. 

c. Biãøu âäö læûc doüc (N): 
- Laì nhæîng âoaûn âæåìng thàóng. 
 
 
 
 
 
 
 
4. Kiãøm tra laûi caïc biãøu âäö âaî veî: Tæû kiãøm tra. 
 

§3. HÃÛ BA KHÅÏP. 
 

 I. Phán têch cáúu taûo hãû: 
 1. Âënh nghéa: Hãû ba khåïp laì hãû gäöm hai miãúng cæïng 
näúi våïi nhau bàòng mäüt khåïp vaì liãn kãút våïi traïi âáút bàòng hai 
khåïp (gäúi cäú âënh) âãø taûo thaình hãû BBH. 

2. Tênh cháút cuía hãû ba khåïp: 
- Trong hãû luän täön taûi thaình pháön phaín læûc nàòm ngang ngay caí khi taíi troüng chè 

taïc duûng theo phæång thàóng âæïng. 
- Näüi læûc trong hãû ba khåïp (mämen uäún vaì læûc càõt) noïi chæng laì nhoí hån trong 

hãû âån giaín cuìng nhëp, cuìng chëu taíi troüng. 
3. Phán loaûi hãû ba khåïp: 
a. Voìm ba khåïp: Khi caïc miãúng cæïng cuía hãû laì nhæîng thanh cong (H.17a). 

Trong voìm ba khåïp, noïi chung phaït sinh âáöy âuí ba thaình pháön näüi læûc. 
b. Khung ba khåïp: Khi caïc miãúng cæïng cuía hãû laì caïc thanh gaîy khuïc (H.17b). 

Trong khung ba khåïp, noïi chung phaït sinh âáöy âuí ba thaình pháön näüi læûc.  
c. Daìn ba khåïp: Khi caïc miãúng cæïng cuía hãû laì nhæîng daìn phàóng ténh âënh 

(H.17c). Trong daìn ba khåïp, caïc thanh chè täön taûi læûc doüc. 

Q
(T) H.15c

2,530

2

2,4612,132

(T)
N H.15d

1,461

1,231

(B)(C)

H.16
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c. Hãû ba khåïp coï thanh càng: Hãû gäöm hai miãúng 
cæïng näúi våïi nhau bàòng mäüt khåïp vaì mäüt thanh càng, tiãúp 
âoï näúi våïi traïi âáút bàòng mäüt gäúi cäú âënh vaì mäüt gäúi di âäüng 
âãø taûo thaình hãû BBH (H.17d). Thanh càng coï taïc duûng tiãúp nháûn læûc xä ngang. 
 4. Æu, nhæåüc âiãøm cuía hãû ba khåïp: 
 a. Æu âiãøm:  
 - Tiãút kiãûm váût liãûu. 
 - Coï thãø væåüt qua âæåüc nhæîng nhëp låïn. 
 - Hçnh daïng kiãún truïc âeûp. 
 b. Nhæåüc âiãøm: 

- Khoï thi cäng. 
- Trong hãû luän täön taûi thaình pháön læûc xä ngang nãn kãút cáúu moïng phæïc taûp. Âãø 

khàõc phuûc âiãöu naìy, coï thãø sæí duûng hãû ba khåïp coï thanh càng. 
II. Xaïc âënh phaín læûc: 
Xeït hãû voìm ba khåïp nhæ trãn hçnh veî (H.18). Goüi BA RR ,  laì phaín læûc taûi gäúi tæûa 

A, B. BA RR ,  coï phæång báút kyì, coï thãø phán têch chuïng thaình hai thaình pháön theo hai 
phæång xaïc âënh. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
1. Phán têch theo phæång AB vaì phæång thàóng âæïng: 





 d

AAA VZR & ;  




 d

BBB VZR &  

 a. Xaïc âënh 
d
B

d
A VV & : 

  -ΣMB = 0  ⇒ f1(VA ) = 0 ⇒ VA. 
 -ΣMA = 0  ⇒ f2(VB ) = 0 ⇒ VB. 

H.17c

H.17a H.17b

H.17d
Thanh càng 

H.18

β

P1 

P2 P3 

h

A

C

B

d
BV
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HA

ZA 

VA 
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d
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Trong træåìng håüp taíi troüng chè taïc duûng theo phæång thàóng âæïng, dãù tháúy ràòng 
caïc thaình pháön d

B
d

A VV ,  giäúng nhæ caïc phaín læûc trong dáöm âån giaín tæång æïng. Vç váûy 
caïc phaín læûc naìy goüi laì phaín læûc dáöm vaì âæåüc kyï hiãûu nhæ åí trãn. 

b. Xaïc âënh BA ZZ , : 
Càõt qua C, giæî laûi pháön bãn traïivaì viãút phæång trçnh cán bàòng mämen âäúi våïi C. 

ΣMC = 0  ⇒ -ZA.h + tr
CM  = 0 ⇒ ZA = 

h
M tr

C . 

 Trong âoï, tr
CM laì täøng mämen cuía caïc læûc taïc duûng lãû pháön hãû bãn traïi C, khäng 

kãø ZA. Trong biãøu thæïc xaïc âënh tr
CM , caïc ngoaûi læûc laìm cho pháön hãû xoay thuáûn chiãöu 

kim âäöng häö quanh C láúy dáúu dæång. 

 Tæång tæû, xeït cán bàòng mämen cho pháön hãû bãn phaíi C⇒ ZA = 
h

M ph
C . ph

CM laì 

täøng mämen cuía caïc læûc taïc duûng lãn pháön hãû bãn phaíi C, khäng kãø ZB. Trong biãøu 
thæïc xaïc âënh ph

CM , caïc ngoaûi læûc laìm cho pháön hãû xoay ngæåüc chiãöu kim âäöng häö 
quanh C, láúy dáúu dæång. 

- Caïc thaình pháön BA ZZ ,  goüi laì phaín læûc voìm. 
 2. Phán têch theo phæång thàóng âæïng vaì phæång ngang: 

{ }AAA HVR & ;  { }BBB HVR &  
 a. Xaïc âënh BA HH , : 

Tæì quan hãû hçnh hoüc trãn hçnh veî.  HA = ZA.cosβ;  HB = ZB.cosβ. 
 - HA, HB goüi laì caïc læûc xä. 

- Trong træåìng håüp taíi troüng taïc duûng theo phæång âæïng, dãù tháúy H A = HB = H, 
nãn ZA = Z B = Z. 
  b. Xaïc âënh BA VV , : 
 Tæì quan hãû hçnh hoüc trãn hçnh veî. 
  VA = d

AV  + ZA.sinβ;  VB = d
BV  - ZB.sinβ. 

 Hay VA = d
AV  + HA.tgβ;  VB = d

BV  - HB.tgβ. 
 3. Xaïc âënh caïc phaín læûc toaìn pháön BA RR , : 
  AAA

d
AA HVZVR +=+=  

BBB
d
BB HVZVR +=+=  

Vãö giaï trë (âäü låïn): 22
AAA HVR += ; 22

BBB HVR +=  
 * Chuï yï: 
 - β > 0 nãúu gäúi B cao hån gäúi A vaì ngæåüc laûi. 

- Coï thãø xaïc âënh âæåüc { }BBAA HVHV &,,  thäng qua giaíi hãû phæång trçnh: 
+ Viãút phæång trçnh cán bàòng mämen toaìn hãû âäúi våïi gäúi B: 
 ΣMB = 0  ⇒ f1(VA, HA) = 0 (a) 
+ Taïch qua C, viãút phæång trçnh cán bàòng mämen cuía næîa hãû bãn traïi âäúi våïi C: 
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Σ tr
CM  = 0  ⇒ f2(VA, HA) = 0 (b) 

 Giaíi hãû phæång trçnh (a), (b) seî âæåüc { }AA HV ,  
 + Tæång tæû  

ΣMA = 0  ⇒ f3(VB, HB) = 0 (c) 
Σ ph

CM  = 0  ⇒ f4(VB, HB) = 0 (d) 
 Giaíi hãû phæång trçnh (c), (d) seî âæåüc { }BB HV ,  
 - Nãúu hãû ba khåïp sæí duûng caïc khåïp giaí taûo, phán têch caïc phaín læûc xuáút hiãûn taûi 
caïc liãn kãút âãø viãút phæång trçnh cán bàòng håüp lyï. Xem vê duû hãû trãn hçnh (H.19). 
 
 
 
 
 
 
 

- ΣU = 0   ⇒ f1(VA, HA) = 0 (1) 
- Σ trY  = 0 ⇒ f2(VA, HA) = 0 (2) 

 Giaíi hãû (1), (2) xaïcâënh âæåüc (VA, HA). Vaì âãø xaïc âënh (RB, MB), phán têch phaín 
læûc âãø thiãút láûp càûp phæång trçnh tæång tæû. 
 III. Xaïc âënh näüi læûc taûi caïc tiãút diãûn âàûc træng vaì veî biãøu âäö näüi læûc: 
  ÅÍ âáy âi trçnh baìy cho hãû voìm vaì khung ba khåïp. 

 1. Biãøu thæïc mämen uäún (Mk):  
Giaí sæí cáön xaïc âënh mämen uäún taûi tiãút diãûn k cuía voìm ba khåïp chëu taíi troüng 

taïc duûng thàóng âæïng nhæ trãn hçnh veî. (H.20a) 
 Duìng màût càõt qua k, giæî laûi vaì xeït cán bàòng pháön bãn traïi. 
  Mk = d

AV .zk - P1.a - ZA.hk   (a) 

B

C 

A

VA 
HA MB

RB

P1 

u

H.19a

VA

HA

A

P1 

H.19b

C

HC 

MC 

y

a

A

AZA

P1

P1 

Bh

P2

H.20a 

β
P3

B
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 d
AV

k 

d
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y
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f
k
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a
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 d
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d
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d
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d
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d
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d
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Qk = d
kQ .cosαk - H.(sinαk - tgβ.cosαk) 

Mk = d
kM  - H.yk. 

Nk = - d
kQ .sinαk - H.(cosαk + tgβ.sinαk) 

Mk =Mk = d
kM  - H.yk. 

Qk = d
kQ .cosαk - H.sinαk. 

Nk = - d
kQ .sinαk - H.cosαk. 

 Goüi d
kM laì mämen uäún taûi tiãút diãûn k trãn dáöm âån giaín cuìng nhëp, cuìng chëu taíi 

troüng. 
 Dãù tháúy 

  d
kM  = d

AV .zk - P1.a (b) 

 Ta biãút:  ZA = 
βββ coscoscos

HHH BA == ; maì yk = 
βcos

kh  

 Suy ra ZA.hk = H.yk   (c) 
 Tæì (a), (b), (c) suy ra:  

Biãøu thæïc chæïng toí ràòng mämen uäún trong voìm ba khåïp nhoí hån mämen uäún 
trong dáöm âån giaín cuìng nhëp, cuìng chëu taíi troüng mäüt læåüng H.yk. Vaì nãúu kheïo choün 
hçnh daûng cuía voìm (yk) sao cho d

kM  = H.yk thç mämen uäún taûi moüi tiãút diãûn âãöu bàòng 
khäng. Luïc naìy trong voìm chè täön taûi læûc doüc nãn tiãút kiãûm váût liãûu. 

2. Biãøu thæïc læûc càõt (Qk):  
Tæång tæû nhæ trãn nhæng âi thiãút láûp phæång trçnh hçnh chiãúu lãn phæång Qk 

(phæång vuäng goïc våïi tiãúp tuyãún truûc voìm taûi tiãút diãûn k). 
  
 
Trong âoï 
- d

kQ : læûc càõt taûi tiãút diãûn k trong dáöm âån giaín tæång æïng cuìng nhëp, cuìng chëu 
taíi troüng. 

  - Qk: læûc càõt trong voìm taûi tiãút diãûn k. 
  - α: goïc håüp båíi tiãúp tuyãún våïi truûc voìm taûi tiãút diãûn k våïi phæång ngang. 
3. Biãøu thæïc læûc doüc (Nk): 
Tæång tæû nhæ xaïc âënh læûc càõt nhæng âi thiãút láûp phæång trçnh hçnh chiãúu lãn 

phæång Nk (phæång cuía tiãúp tuyãún truûc voìm taûi tiãút diãûn k). 
  
* Chuï yï: 
- β > 0 khi gäúi B cao hån gäúi A vaì ngæåüc laûi. 
- αk > 0 khi y'(zk) > 0 vaì ngæåüc laûi. 
- yk = y(zk) - zk.tgβ. 
- Khi β = 0 (gäúi A & B cuìng cao âäü) 

  
 
 
 

 - Caïc biãøu thæïc trãn âæåüc thiãút láûp cho taíi troüng taïc duûng theo phæång thàóng 
âæïng. 
 3. Veî caïc biãøu âäö näüi læûc cuäúi cuìng:  

- Âäúi våïi khung ba khåïp: Tiãún haình giäúng hãû dáöm, khung âån giaín. 
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- Âäúi våïi voìm ba khåïp: Sau khi choün vaì xaïc âënh näüi læûc taûi caïc tiãút diãûn trãn 
kãút cáúu. Caïc tiãút diãûn thæåìng choün laì caïc tiãút diãûn âàûc træng vaì mäüt säú tiãút diãûn trung 
gian âãø tàng tênh chênh xaïc. Biãøu âäö näüi læûc âæåüc veî gáön âuïng bàòng caïch näúi caïc tung 
âäü liãn tiãúp bàòng caïc âoaûn thàóng.  

Quaï trçnh tênh toaïn coï thãø láûp thaình baíng sau: (Baíng tham khaío) 
Tiãút 
diãûn 

zk yk tgαk = y'(zk) sinαk cosαk 
d
kM  d

kQ  Mk Qk Nk 

- - - - - - - - - - - 
Baíng 2. Baíng phán têch näüi læûc trong voìm ba khåïp. 

* Chuï yï: Coï thãø choün âæåìng chuáøn laì âæåìng nàòm ngang khi veî biãøi âäö näüi læûc. 
* Chuï thêch: Âäúi våïi hãû daìn voìm ba khåïp, caïch tênh âæåüc thæûc hiãûn nhæ sau: 
+ Xaïc âënh phaín læûc taûi caïc gäúi tæûa theo caïch âaî trçnh baìy åí trãn. 
+ Näüi læûc trong caïc thanh daìn chè laì læûc doüc. Xem caïch xaïc âënh trong baìi hãû 

daìn. 

CAÏC VÊ DUÛ VÃÖ HÃÛ BA KHÅÏP. 
* Vê duû 1: Xaïc âënh näüi læûc taûi tiãút diãûn k cuía voìm ba khåïp cho trãn hçnh veî (H21) 
Cho biãút phæång trçnh truûc voìm 

laì parabol y(z) = mlzzl 10;).(
5
1

=−  

1. Caïc säú liãûu suy ra tæì âãö baìi: 
- zk =3m; yk = y(3) = 4,2m; β = 0.  

         - tgαk = y'(3) = 3).2(
5
1

=− Zzl =  0,8. 

⇒ sinαk = 

   = 624,0
8,01

8,0
1 22

=
+

=
+ k

k

tg

tg

α

α  

⇒ cosαk = 
   = 780,0

8,01
1

1
1

22
=

+
=

+ ktgα
 

2. Xaïc âënh caïc thaình pháön phaín læûc: { }BABABA
d

B
d

A HHVVZZVV ,,,,,,,  
Do β = 0 vaì taíi troüng chè taïc duûng theo phæång thàóng âæïng nãn 

BABAB
d

BA
d

A HHZZVVVV ===== ,, . 
a. Xaïc âënh VA, HA: 
        ΣMB = 0   ⇒ 10.VA - 5.8 - 5.2.2,5 = 0 ⇒ VA = 6,5 (> 0). 
       Σ tr

CM  = 0  ⇒ 5.VA - 5.HA - 5.3 = 0 ⇒ 5.HA = 5.6,5 - 5.3⇒ HA = 3,5 (> 0). 
b. Xaïc âënh VB, HB: 
        ΣMA = 0   ⇒ -10.VB + 5.2 + 5.2.7,5 = 0 ⇒ VB = 8,5 (> 0). 
       Σ ph

CM  = 0  ⇒ -5.VB + 5.HB + 5.2.2,5 = 0 ⇒ 5.HB = 5.8,5 - 5.2.2,5. 

H.21 

2m 5m2m1m
10m 

y

z
VA

HA 
A

VB 

HBB

P = 5T

αk 
 

k
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C
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⇒ HB = 3,5 (> 0). 
 * Kiãøm tra: ΣX = 0 ⇒ HA - HB = 0 ⇒ 3,5 - 3,5 = 0 (âuïng) 
          ΣY = 0 ⇒ VA + VB - P - 5.q = 0 ⇒ 6,5 - 8,5 - 5 - 5.2 = 0 (âuïng) 
 * Kãút luáûn: 5,6== d

AA VV ; 5,8== d
BB VV ; ZA = ZB = HA = HB = H = 3,5. 

 3. Xaïc âënh näüi læûc taûi caïc tiãút k: 
  Mk =Mk = d

kM  - H.yk = 6,5.3 - 5.1 - 3,5.4,2 = - 0,2 ( d
kM  = 6,5.3 - 5.1). 

Qk = d
kQ .cosαk - H.sinαk = (6,5 - 5).0,780 - 3,5.0,624 = -1,014. 

Nk = - d
kQ .sinαk - H.cosαk  = -(6,5 - 5).0,624 - 3,5.0,780 = -3,666. 

 * Vê duû 2: Näüi dung vaì hçnh veî giäúng vê duû 1 nhæng P nghiãng 1 goïc 450(H.22a) 
 
 Caïc säú liãûu suy ra tæì baìi toaïn 
giäúng vê duû trãn. 

1.Xaïc âënh caïc thaình pháön 
phaín læûc: 
  { }BABABA

d
B

d
A HHVVZZVV ,,,,,,,  

Do β = 0 nãn 
BBAAB

d
BA

d
A HZHZVVVV ==== ;,,

. ΣMB = 0⇒ 10.VA - P.sin45o.8 + 
         + P.cos45o.3,2 - 5.q.2,5 = 0. 
             ⇒ 10.VA - 5.sin45o.8 + 
          + 5.cos45o.3,2 - 5.2.2,5 = 0  
             ⇒ VA = 4,197(>0) 
         Σ tr

CM  = 0 ⇒ 5.VA - 5.HA - P.sin45o.3 -P.cos45o.(5 - 3,2) = 0. 
               ⇒ 5.4,197 - 5.HA - 5.sin45o.3 - 5.cos45o(5 - 3,2) = 0 

   ⇒ HA = 0,802. 
ΣMA = 0⇒ -10.VB + P.sin45o.2 + P.cos45o.3,2 + 5.q.7,5 = 0. 
    ⇒ 10.VB + 5.sin45o.2 + 5.cos45o.3,2 + 5.2.7,5 = 0. 
               ⇒ VB = 9,338 (> 0). 

         Σ ph
CM  = 0 ⇒  

  -5.VB + 5.HB + 5.q.2,5 = 0. 
     ⇒ -5.9,338 + 5.HB + 5.2.2,5 = 0 
     ⇒ HB = 4,338. 

* Kiãøm tra: ΣX = 0  
     ⇒ HA - HB + P.cos45o = 0  
     ⇒ 0,802 - 4,338 - 5.cos45o = 0 

 (âuïng) 
      ΣY = 0  
      ⇒ VA + VB - P.sin45o - 5.q = 0. 

5m
 

2m
10m
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      ⇒ 4,197 + 9,338 - 5.sin45o - 2.5 = 0 (âuïng) 
* Kãút luáûn: 197,4== d

AA VV ; 338,9== d
BB VV ; ZA = HA = 0,802; ZB = HB = 3,338. 

2. Xaïc âënh näüi læûc taûi tiãút diãûn k: 
Vç coï taíi troüng taïc duûng khäng theo phæång thàóng âæïng nãn khäng sæí duûng caïc 

biãøu thæïc thiãút láûp sà ôn åí trãn. ÅÍ âáy, cáön phaíi âi thiãút láûp caïc phæång trçnh cán bàòng 
nhæ trong træåìng håüp täøng quaït xaïc âënh näüi læûc. 

+ Mk = 7.VB - 4,2.HB -5.q.4,5 = 7.9,338 - 4,2.4,338 - 5.2.4,5 = 2,146. 
+ Qk = -VB.cosαk + 5.q.cosαk - HB.sinαk  
         = -9,338.0,780 +5.2.0,780 - 4,338.0,624 = -2,190. 
+ Nk = VB.sinαk - 5.q.sinαk - HB.cosαk = 9,338.0,624 - 5.2.0,624 - 4,338.0,78 = 
            = - 3,797. 
* Vê duû 3: Veî caïc biãøu âäö näüi læûc cuía hãû voìm ba khåïp. Phæång trçnh cuía truûc 

voìm coï daûng parabol y(z) = ).(..4
2 zlz

l
f

− ; cho f = 4m, l = 10m (H.23a) 

  
Näüi læûc trong hãû voìm ba khåïp 

coï hai gäúi A, B cuìng cao âäü vaì chëu taíi 
troüng taïc duûng theo phæång thàóng âæïng 
âæåüc xaïc âënh bàòng biãøu thæïc: 

Mk = Mk = d
kM  - H.yk. 

Qk = d
kQ .cosαk - H.sinαk. 

Nk = - d
kQ .sinαk - H.cosαk. 

 Âãø veî biãøu âäö näüi læûc, ta seî tênh näüi læûc taûi caïc tiãút diãûn A, 1, 2, 3, 4, 5, C, 6, 7, 
8, 9 vaì B. Kãút quaí tênh toaïn thãø hiãûn trong baíng tênh (B.3). Caïc biãøu âäö näüi læûc thãø hiãûn 
trãn hçnh veî (H.23b). 
 

4,
7

1,
0

1,
5

1,
5

1,
0

1,
5 3,
5

3,
5

1,
5

0,
0

M
(T.m)

H.23b

0,
2

0,
7 0,
5

1,
2

1,
71,
5

1,
8

1,
9

1,
9

1,
1

0,
66 0,
7

2,
0

1,
8

1,
5

1,
9

1,
9

2,
0

1,
1

0,
6

0,
4

0,
2

3,
6

3,
9

4,
0

3,
8

(T)
Q

N
(T)

C

HA

A

VB

B HB 

P = 5T

y

5x1m2x1m 

VA 
z

2x1m
2x0,5m

1
8

6 5 
 4 7

9

4m

10m

P = 5T

C

VB

B HB

5m

HA

VA 

A

y

z

H.23a

2,5m2,5m

4m



 CÅ HOÜC KÃÚT CÁÚU 1 Page 42 

 

Tiãút 
diãûn 

zk 
(m) 

yk 

(m) 
tgαk = 
y'(zk) 

sinαk cosαk 
d
kM  

(T.m) 

d
kQ  

(T) 
Mk 

(T.m) 

Qk 

(T) 

Nk 

(T) 

A 0 0 1,60 0,848 0,529 0 3,75 0 0,66 -4,01 
1 1,0 1,44 1,28 0,788 0,615 3,75 3,75 1,50 1,08 -3,92 
2 2,0 2,56 0,96 0,721 0,692 7,50 3,75 3,50 1,47 -3,78 
3tr 2,5 3,00 0,80 0,624 0,781 9,37 3,75 4,69 1,95 -3,56 
3ph 2,5 3,00 0,80 0,624 0,781 9,37 -1,25 4,69 -1,95 -0,44 
4 3,0 3,36 0,64 0,539 0,642 8,75 -1,25 3,50 -1,88 -0,65 
5 4,0 3,84 0,32 0,305 0,952 7,50 -1,25 1,50 -1,68 -1,10 
C 5,0 4,00 0 0 1,000 6,25 -1,25 0 -1,25 -1,56 
6 6,0 3,84 -0,32 -0,305 0,952 5,00 -1,25 -1,00 -0,71 -1,87 
7 7,0 3,36 -0,64 -0,539 0,842 3,75 -1,25 -1,50 -0,81 -2,00 
8 8,0 2,56 -0,96 -0,721 0,692 2,50 -1,25 -1,50 -0,25 -2,00 
9 9,0 1,44 -1,28 -0,788 0,615 1,25 -1,25 -1,00 0,46 -1,95 
B 10 0 -1,60 -0,848 0,529 0 -1,25 0 0,67 -1,89 

 B3. Baíng minh hoüa tênh toaïn 
* Vê duû 4: Veî caïc biãøu âäö näüi læûc cuía hãû trãn hçnh veî (H.24a). 

  
 1. Xaïc âënh caïc thaình pháön 
phaín læûc:{ }BBAA HVHV ,,,  

ΣMB = 0  ⇒ -1.HA + 5.VA - 
            -  4.q.5 - 3.P + M = 0 
⇒ -1.HA + 5.VA - 

- 4.2.5 - 3.4 + 3,2 = 0 
  ⇒ -HA +5.VA -48,8 = 0 (a) 
 Σ tr

CM  = 0 ⇒ -4.HA + 2.VA - 
- 4.q.2 = 0  

⇒ -4.HA + 2.VA - 4.2.2 = 0. 
 ⇒ -4.HA + 2.VA -16 = 0 (b) 
 Tæì (a), (b) giaíi ra VA = 9,955; HA = 0,977. 

ΣMA = 0  ⇒ -1.HB - 5.VB + 2.P + M = 0 
     ⇒ -1.HB - 5.VB + 2.4 + 3,2 = 0 
     ⇒ -HB - 5.VB + 11,2 = 0 (c) 

 Σ ph
CM  = 0 ⇒ 3.HB - 3.VB + M = 0  

       ⇒ 3.HB - 3.VB + 3,2 = 0.(d) 
 Tæì (c), (d) giaíi ra VB = 2,044; HB = 0,977. 
 * Kiãøm tra:  

ΣX = 0 ⇒ HA - HB = 0 (âuïng) 
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ΣY = 0 ⇒ VA + VB - P - 4.q = 0 (âuïng) 
 2. Xaïc âënh näüi læûc taûi caïc tiãút diãûn âàûc træng: 
 Taûi A: MA = 0; QA = -HA = - 0,977; NA = -VA = -9,955. 
 Taûi D: MD = 0; QD = 0; ND =0. 
 Taûi E: MED = -2.q.1 = -2.2.1 = -4; MEA = -4.HA = -4.0,977 = -3,911. 
  MEC = -2.q.1 - 4.HA = -2.2.1 - 4.0.977 = -7,908. 
  QED = -2.q = -2.2 = -4; QEA = -HA = -0,977;  

QEC = -2.q + VA = -2.2 + 9,955 = 5,955. 
NED = 0; NEA = -VA = -9,955; NEC = -HA = -0,977. 

 Taûi C: MC = 0; QCE = VA - 4.q = 9,955 - 2.4 = 1,955; QCF = -VB = -2,044. 
  NC = -HA = -0,977. 
 Taûi B: MB = 0; QB = HB = 0,977; NB = -VB = -2,044. 
 Taûi F: MFB = 3.HB = 3.0,977 = 2,91; MFC = - 3.HB - M = -3.0,977 - 3,2 = -6,11. 
  QFB = HB = 0,977; QFC = -VB = -2,044. 
  NFB = -VB = -2,044; NFC = -HB = -0,977. 

3. Veî caïc biãøu âäö näüi læûc cuäúi 
cuìng: 
 a. Biãøu âäö mämen (M): 
 - Trãn âoaûn DE & EC coï q phán bäú 
âãöu nãn coï tung âäü treo: 

  1
8
2.2

8
. 22

===
lqf  

 - Trãn caïc âoaûn coìn laûi laì nhæîng 
âoaûn thàóng. 
 b. Biãøu âäö læûc càõt (Q): 
 - Laì nhæîng âoaûn âæåìng thàóng. 

c. Biãøu âäö læûc doüc (N): 
- Laì nhæîng âoaûn âæåìng thàóng. 
4. Kiãøm tra laûi caïc biãøu âäö âaî veî: Tæû kiãøm tra. 

&. Phán têch træåìng håüp hãû ba khåïp coï thanh càng: 
 1. Træåìng håüp taíi troüng khäng taïc duûng lãn thanh càng: Trong thanh càng 
chè xuáút hiãûn læûc doüc. 
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4 
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 a. Xaïc âënh phaín læûc: 
 - Caïc thaình pháön VA, VB HA: Xaïc âënh nhæ trong træåìng håüp dáöm, khung âån 
giaín. 
 - Thaình pháön læûc doüc NDE: Duìng màût càõt qua khåïp C vaì thanh càng. Xeït cán 
bàòng mämen cuía mäüt pháön báút kyì âäúi våïi khåïp C. 

Σ tr
CM  = 0 hay Σ ph

CM  = 0  
 *Nháûn xeït: 
 - VA, VB âoïng vai troì nhæ d

B
d

A VV , . 
- NED âoïng vai troì nhæ ZA, ZB. 
- Hãû giäúng hãû ba khåïp A*CB*. 
b. Xaïc âënh näüi læûc: 
Theo nguyãn tàõc chung xaïc âënh näüi læûc 

âaî trçnh baìy. 
* Chuï yï: Nãúu thanh càng laì miãúng cæïng 

gaîy khuïc: Læûc xuáút hiãûn trong thanh càng laì 
læûc âi qua hai khåïp åí hai âáöu, ngæåüc chiãöu 
nhau, bàòng nhau vãö giaï trë. 

2. Træåìng håüp taíi troüng taïc duûng lãn 
thanh càng: Trong thanh càng xuáút hiãûn caí ba 
thaình pháön näüi læûc M, Q, N. 

a. Xaïc âënh phaín læûc: 
- Caïc thaình pháön VA, VB, HA: giäúng nhæ 

trong dáöm, khung âån giaín. 
- Caïc thaình pháön taûi khåïp D, E: âæåüc 

xaïc âënh qua hai bæåïc. 
+ Bæåïc 1: Taïch riãng ED ra khoíi hãû vaì 

xeït cán bàòng noï.  
Phán têch phaín læûc taûi D vaì E theo hai 

phæång: phæång DE (ZD, ZE) vaì phæång âæïng 
(VD, VE). 

Viãút caïc phæång trçnh cán bàòng mämen 
âäúi våïi D vaì E seî giaíi ra âæåüc VD, VE. 

+ Bæåïc 2: Xeït cán bàòng cuía pháön hãû 
ABC (sau khi âaî taïch boí thanh DE). 

Truyãön phaín læûc taûi D vaì E taûi hai âáöu 
thanh càng vaìo (coï chiãöu ngæåüc laûi). 

Thæûc hiãûn màût càõt qua khåïp C. Giæî laûi vaì xeït cán bàòng tæìng pháön cuía hãû. 
Σ tr

CM  = 0 ⇒ ZD vaì Σ ph
CM  = 0 ⇒ ZE.  

 b. Xaïc âënh & veî biãøu âäö näüi læûc: Theo nguyãn lyï chung. 
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* Vê duû 5: Veî caïc biãøu âäö näüi læûc cuía hãû trãn hçnh veî (h.27a). 
 

 1. Xaïc âënh caïc thaình pháön phaín læûc:{ }BAA VHV ,,  
- ΣX = 0    ⇒ HA = 0. 
- ΣMB = 0  ⇒ 8.VA - 3.4 -2.4.6 = 0 ⇒ VA = 7,5.(> 0) 
- ΣMA = 0   
⇒ -8.VB + 3.4 + 2.4.2  = 0 
⇒ VB = 3,5 (> 0). 
 * Kiãøm tra: ΣY = 0  
  ⇔ - q.4 - P + VA + VB = 0 
  ⇔  -2.4 - 3 + 7,5 + 3,5 = 0 

(âuïng) 
 * Xaïc âënh læûc doüc trong 
thanh DE: NDE 

Σ ph
CM  = 0  

⇒ 2.NDE - 4.VB  = 0 
 ⇒ NDE = 1,75  
(> 0, gáy keïo) 

2. Xaïc âënh näüi læûc taûi caïc 
tiãút diãûn âàûc træng: 
 Trong thanh DE chè täön taûi 
læûc doüc NDE = 1,75. 
 Taûi A:  MA = 0; QA = VA = 7,5; NA = 0. 
 Taûi F:  MFA = 2.VA - 2.q.1 = 11; MFD = -2.NDE = -3,5. 
   MFC = 2.VA - 2.q.1 - 2.NED = 7,5. 
   QFA = VA -2.q = 7,5 - 2.2 = 3,5; NFA = 0. 
   QFD = - NED = -1,75; NFD = 0. 
   QFC = VA - 2.q = 3,5; NFC = -NDE = -1,75. 

Taûi C:  MC = 0; QCF = -VB + P = -3,5 + 3 = -0,5; QCG = -VB = -3,5. 
  NC = - NED = -1,75. 
Taûi G:  MGC = 2.VB - 2.NDE = 3,5.2 - 1,75.2 = 3,5; MGE = 2.NED = 3,5. 
  MGB = 2.VB  = 7. 
  QGC = - VB = -3,5; NGC = -NED = -1,75; QGE = NED = 1,75; NGE = 0. 
   QGB -VB = 3,5; NGB = 0. 
Taûi D: MD = 0; QDF = -NED = -1,75; NDF = 0. 
Taûi E:  ME = 0; QEG = NED = 1,75; NEG = 0; 
Kiãøm tra sæû cán bàòng mämen nuït F & G: dãù tháúy thoía maîn. 

 3. Veî caïc biãøu âäö näüi læûc cuäúi cuìng: 
 a. Biãøu âäö mämen (M): 
 - Trãn âoaûn AF & FC coï q phán bäú âãöu nãn coï tung âäü treo: 
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===
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 - Trãn caïc âoaûn coìn laûi laì nhæîng 
âoaûn thàóng. 
 b. Biãøu âäö læûc càõt (Q): 
 - Laì nhæîng âoaûn âæåìng thàóng. 

c. Biãøu âäö læûc doüc (N): 
- Laì nhæîng âoaûn âæåìng thàóng. 
4. Kiãøm tra laûi caïc biãøu âäö âaî veî: Tæû kiãøm tra. 
Vê duû 5: Veî caïc biãøu âäö näüi læûc cuía hãû trãn hçnh veî (H.28a) 

 1. Xaïc âënh caïc thaình 
pháön phaín læûc: 

 - Dãù tháúy VA = VB = 6; HA 
= 0. 
 - Xaïc âënh caïc phaín læûc taûi 
vë trê miãúng cæïng näúi thanh càng. 
Taïch thanh càng GH. Caïc thaình 
pháön phaín læûc gäöm: (VG, HG, VH, 
HH). 

+ Xeït cán bàòng thanh càng 
GH: 

Dãù tháúy VG = VH = 6. 
+ Xeït cán bàòng pháön hãû bãn 

dæåïi:  
Duìng màût càõt 1 - 1, xeït cán 

bàòng pháön bãn traïi: 
Σ tr

CM  = 0 ⇒ 4.VA - 
2.VG - 2.HG = 0 ⇒ HG = 6. 
Tæång tæû, xeït cán bàòng 

pháön bãn phaíi: 
Σ ph

CM  = 0 ⇒ HH = 
6. 

 2. Xaïc âënh näüi læûc taûi caïc tiãút diãûn âàûc træng: 
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 Âãø thuáûn låüi cho viãûc xaïc âënh näüi læûc, ta taïch riãng hãû ra laìm hai pháön âäüc láûp 
nhæ luïc xaïc âënh phaín læûc liãn kãút trong caïc thanh càng. 
 Taûi A: MA = 0; QA = VA = 6; NA = 0. 
 Taûi F: MF = 0; QF - P  = -2; NF = 0. 
 Taûi G: MGF = -2.P = -2.2 = -3; MGH = -2.P = -4; MGD = 0. 
  QGF = -P = -2; QGH = VG - P = 6 - 2 = 4; Q GD = -HD = -6. 
  NGF = 0; NGH = -HG -6; NGD = -VG = -6. 
 Taûi D: MDA = 2.VA = 2.6 = 12; MDH = 2.HG = 2.6 =12; MDC = 2.VA - 2.HG =0. 
  QDA = VA =6; QDG = -HG = -6; QDC = VA - VG =0. 
  NDA = 0; NDG = -VG = -6; NDC = HG = 6. 
 Taûi C: MC = 0; QC = VA - VG = 0; NC = HG = 6. 
 Tæång tæû cho caïc tiãút diãûn coìn laûi. 

3. Veî caïc biãøu âäö näüi læûc cuäúi 
cuìng: 
 a. Biãøu âäö mämen (M): 
 - Trãn âoaûn GH coï q phán bäú âãöu 
nãn coï tung âäü treo: 

  4
8
4.2

8
. 22

===
lqf  

 - Trãn caïc âoaûn coìn laûi laì nhæîng âoaûn thàóng. 
 b. Biãøu âäö læûc càõt (Q): 
 - Laì nhæîng âoaûn âæåìng thàóng. 

c. Biãøu âäö læûc doüc (N): 
- Laì nhæîng âoaûn âæåìng thàóng. 
4. Kiãøm tra laûi caïc biãøu âäö âaî veî: Tæû kiãøm tra. 
IV. Truûc håüp lyï cuía voìm ba khåïp: 
1. Âàût váún âãö: Mämen uäún taûi tiãút diãûn k trong voìm ba khåïp âæåüc xaïc âënh 

bàòng biãøu thæïc: 
  Mk(z) = d

kM  - H.yk. 
 Nãúu ta kheïo choün hçnh daûng cuía voìm (yk) sao cho H.yk = d

kM thç Mk(z) = 0. Vaì 

Qk(z) = 0 vç Qk(z) = 0
)(

=
dz

zdM k . 
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Luïc naìy trong voìm chè täön taûi læûc doüc Nk nãn tiãút kiãûm váût liãûu chãú taûo voìm. 
Tháût váûy, bàòng caïch so saïnh sæû phán bäú æïng suáút phaïp trãn tiãút diãûn voìm trong hai 
træång håüp. 

+ Træåìng håüp M = 0, æïng suáút phán bäú âãöu. Váût liãûu taûi moüi tiãút diãûn âæåüc sæí 
duûng nhæ nhau nãn phaït huy hãút khaí nàng laìm viãûc cuía váût liãûu. Nghéa laì tiãút kiãûm váût 
liãûu. 

 
 
 

  
 
 

Ngoaìi ra, læûc doüc trong voìm thæåìng gáy neïn nãn nãúu chè coï N ≠ 0, ta coï thãø sæí 
duûng nhæîng loaûi váût liãûu chëu neïn täút nhæng reî tiãön nhæ bã täng, gaûch, âaï... 
 *Kãút luáûn:Truûc håüp lyï cuía voìm laì truûc âæåüc choün sao cho mämen uäún taûi táút caí 
caïc tiãút diãûn cuía voìm âãöu bàòng khäng. 
 2. Caïc daûng truûc voìm håüp lyï: 
 a. Træåìng håüp taíi troüng thàóng âæïng khäng phuû thuäüc vaìo hçnh daûng cuía 
voìm: 
 Khi maì sæû thay âäøi cuía troüng læåüng baín 
thán vaì caïc taïc duûng bãn ngoaìi khi truûc voìm 
thay âäøi laì khäng âaïng kãø . Vê duû hãû trãn hçnh 
H.30, caïc læûc P1, P2, q truyãön qua hãû thäúng caïc 
thanh âæïng lãn voìm laì khäng thay âäøi khi truûc 
voìm thay âäøi. 

Nhæ váûy, d
kM  seî khäng thay âäøi. Suy ra: 

  yk = 
H

M d
k  (a) 

b. Træåìng håüp taíi troüng thàóng âæïng phuû thuäüc daûng truûc voìm: 
Luïc naìy khäng thãø sæí duûng biãøu thæïc (a) vç d

kM  phuû thuäüc vaìo yk. Do yk thay 
âäøi thç taíi troüng thay âäøi nãn d

kM  seî thay âäøi. 
Láúy vi phán hai láön biãøu thæïc (a) 

 
H
q

dz
yd

=2

2

 (b) 

Giaíi phæång trçnh (b) seî xaïc âënh âæåüc yk nhæng noïi chung laì ráút phæïc taûp. 
c. Træåìng håüp taíi troüng taïc duûng vuäng goïc våïi truûc voìm: Nhæ caïc cäng 

trçnh laìm viãûc trong mäi træåìng cháút loíng, cháút khê. 
Âi khaío saït cán bàòng mäüt âoaûn vä cuìng beï cuía truûc voìm håüp lyï. 

M 
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σmax 
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Láúy täøng mämen âäúi våïi tám O 
  ∑Mo = 0 ⇒ N.ρ - (N + dN).ρ = 0 ⇒ dN = 0 

⇒ N = const. 
Láúy täøng hçnh chiãúu lãn phæång U: 

 ∑U = 0 ⇒ 0.
2

sin.
2

sin. =−+ dsqdNdN αα  

 Do dα laì VCB nãn 
22

sin αα dd
=  

 ⇒ N.dα - q.ds = 0. 

Màûc khaïc: ds = ρ.dα. Nãn 
q
N

=ρ . 

Træåìng håüp q = const (phán bäú âãöu) 
 ⇒ ρ = const (cung troìn) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

ds

Odα 

ρ

u

N

N+dN 

H.31 
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§ 4. HÃÛ DAÌN 
 I. Phán têch hãû: 
 1. Âënh nghéa: laì hãû gäöm caïc thanth thàóng liãn kãút våïi nhau chè bàòng caïc khåïp 
lyï tæåíng åí hai âáöu mäùi thanh âãø taûo thaình hãû BBH. 
 2. Cáúu taûo cuía daìn: 

- Khoaíng caïch giæîa hai gäúi tæûa goüi laì nhëp daìn. 
 - Caïc khåïp cuía daìn goüi laì caïc màõt daìn. 
 - Caïc thanh daìn nàòm trãn âæåìng biãn daìn goüi laì caïc thanh biãn (gäöm biãn trãn 
vaì biãn dæåïi). 
 - Caïc thanh daìn nàòm bãn trong biãn goüi laì caïc thanh buûng (gäöm thanh âæïng vaì 
thanh xiãn). 
 - Khoaíng caïch giæîa hai màõt daìn thuäüc cuìng mäüt âæåìng biãn goüi laì âäút. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 2. Caïc giaí thiãút âãø tênh daìn: 
 - Màõt daìn phaíi nàòm taûi giao âiãøm cuía truûc caïc thanh daìn vaì laì khåïp lyï tæåíng (coï 
thãø xoay tæû do, khäng ma saït). 
 - Boí qua troüng læåüng baín thán cuía caïc thanh daìn. 
 - Taíi troüng chè taïc duûng lãn màõt daìn. 
 Váûy caïc thanh daìn laìm viãûc nhæ caïc liãn kãút thanh, nghéa laì chè täön taûi læûc doüc. 
 4. Âàûc âiãøm cuía hãû daìn: 
 - Tiãút kiãûm váût liãûu. 
 - Troüng læåüng baín thán beï. 
 - Coï thãø væåüt qua âæåüc nhæîng nhëp låïn. 
 - Khoï thi cäng, làõp dæûng. 
 II. Xaïc âënh näüi læûc trong caïc thanh daìn: 
 Coï nhiãöu phæång phaïp khaïc nhau. ÅÍ âáy chè trçnh baìy phæång phaïp giaíi têch vaì 
phæång phaïp âäö giaíi. 
 1. Phæång phaïp giaíi têch: 
 a. Phæång phaïp taïch màõt: Näüi dung cuía phæång phaïp laì âi khaío saït sæû cán 
bàòng cuía tæìng màõt âæåüc taïch ra khoíi daìn. Thæûc ra, âáy laì træåìng håüp âàûc biãût cuía 
phæång phaïp màût càõt våïi hãû læûc khaío saït laì hãû læûc âäöng quy.  

H.32

nhëp daìn
âäút 

Màõt Biãn trãn

Biãn dæåïi

Thanh âæïng

Thanh xiãn
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 Caïc bæåïc tiãún haình nhæ sau: 
 - Xaïc âënh caïc thaình pháön phaín læûc (nãúu cáön). 

- Láön læåüt taïch caïc màõt ra khoíi daìn bàòng caïc màût càõt quanh màõt. 
- Thay thãú taïc duûng cuía thanh daìn bë càõt bàòng læûc doüc trong thanh âoï. Luïc âáöu, 

caïc læûc doüc chæa biãút, giaí thiãút coï chiãöu dæång (veî hæåïng ra ngoaìi màõt). 
- Khaío saït sæû cán bàòng cuía tæìng màõt: Læûc taïc duûng lãn màõt gäöm ngoaûi læûc táûp 

trung (nãúu coï) vaì læûc doüc trong caïc thanh daìn. Âáy laì hãû læûc âäöng quy nãn thæåìng sæí 
duûng hai phæång trçnh hçnh chiãúu theo hai phæång khäng song song. 





=Σ
=Σ

0
0

Y
X

 

- Khaío saït cán bàòng cho táút caí caïc màõt, seî âæåüc hãû thäúng caïc phæång trçnh. Giaíi 
hãû phæång trçnh seî xaïc âënh âæåüc caïc læûc doüc cáön tçm. Nãúu kãút quaí mang dáúu dæång thç 
læûc doüc gáy keïo (âuïng chiãöu âaî giaí âënh) vaì ngæåüc laûi. 

* Minh hoüa: Taïch vaì xeït cán bàòng màõt säú 7 cuía hãû daìn trãn hçnh (H.33a). 
 
 
 
 
 
 
 

Hai phæång trçnh cán bàòng hçnh chiãúu theo hai phæång coï thãø thiãút láûp: 
∑X = 0 ⇒ N7-8 + N7-4.cosα - N7-6 - N7-2.cosα = 0. 
∑X = 0 ⇒ N7-3 + N7-2.sinα + N7-4.sinα - P = 0. 

* Âãø traïnh giaíi hãû phæång trçnh toaïn hoüc, ta âi thiãút láûp âiãöu kiãûn cán bàòng sao 
cho trong mäùi phæång trçnh chè chæïa mäüt áøn säú. Caïch tiãún haình nhæ sau: 

- Taïch màõt theo thæï tæû sao cho taûi mäùi màõt chè coï täúi âa hai áøn säú chæa biãút. 
- Âãø tçm læûc doüc trong thanh chæa biãút thæï nháút, ta thiãút láûp phæång trçnh cán 

bàòng hçnh chiãúu lãn phæång vuäng goïc våïi thanh chæïa læûc doüc chæa biãút thæï hai. 
* Minh hoüa: Tråí laûi vê duû cho trãn hçnh 

(H.33a) ta coï thãø taïch màõt theo thæï tæû: 1 →  6 
→  2 →   3...Chàôn haûn, taïch màõt 1: 

∑X = 0 ⇒ N1-2.sinα + 1,5.P = 0  
     ⇒ N1-2 = 

αsin
5,1

−  (< 0, gáy neïn). 

∑Z = 0 ⇒ N1-6.sinα - 1,5.P.cosα = 0  

       ⇒ N1-6 = 
α

α
sin

cos..5,1 P (> 0, gáy keïo). 

 * Caïc hãû quaí ruït ra tæì phæång phaïp taïch màõt: 
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 + Hãû quaí 1: Nãúu mäüt màõt chè coï hai thanh khäng thàóng haìng (bäü âäi) vaì khäng 
chëu taíi troüng taïc duûng thç læûc doüc trong hai thanh âoï bàòng khäng (Cán bàòng màõt trãn 
hçnh H.34a, N1 = N2 = 0). 
 + Hãû quaí 2: Nãúu mäüt màõt coï ba 
thanh, trong âoï coï hai thanh thàóng haìng vaì 
khäng chëu taíi troüng taïc duûng thç näüi læûc 
trong thanh khäng thàóng haìng bàòng khäng;  
trong hai thanh thàóng haìng thç bàòng nhau vãö giaï trë vaì cuìng gáy keïo hay gáy neïn (Cán 
bàòng màõt trãn hçnh H.34b, N3 = 0, N1 = N2). 
 * Chuï yï: Khê tênh daìn, nãn sæí duûng hai hãû quaí trãn âãø loaûi boí nhæîng thanh daìn 
khäng laìm viãûc ngay tæì âáöu. 
 * Vê duû: Xaïc âënh læûc doüc cuía caïc thanh daìn trong hãû daìn trãn hçnh (H.35a) 

A Ïp duûng hãû quaí 1 & 2, loaûi boí caïc thanh daìn khäng laìm viãûc: (6-5), (6-10), (10-
9), (10-5), (9-8), (9-5), (5-4) & (5-2). Kãút quaí âæåüc hãû trãn hçnh (H.35b) 
 - Taïch màõt säú 8: 





−=⇒=Σ
=⇒=Σ

−

−
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 - Taïch màõt säú 4: 







>=⇒=−⇒=Σ

<−=⇒=−−⇒=Σ

−−

−−

)0(045cos.45sin0

)0(
2
2.045sin.0
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 *Kãút luáûn: N7-8 = N8-9 = N9-10 = N5-9 = N5-10 = N6-10 = N4-5 = N5-6 = N5-2 = 0. 

       N7-8 = 0, N4-8 = -P, N4-1 = 
2
2.P

− , N4-3 = P. 

* Ghi chuï: Phæång phaïp taïch màõt coï æu âiãøm laì âån giaín, dãù aïp duûng, nhæng dãù 
màõt sai láöm dàõt dáy. 

b. Phæång phaïp màût càõt âån giaín: 
Näüi dung: Âi xaïc âënh læûc doüc trong caïc thanh daìn thuäüc mäüt màût càõt - càõt daìn 

ra laìm hai pháön âäüc láûp, trong âoï säú thaình pháön læûc doüc chæa biãút khäng låïn hån ba.  
Caïc bæåïc tiãún haình nhæ sau: 
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N2 
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- Xaïc âënh caïc thaình pháön phaín læûc (nãúu cáön) 
- Thæûc hiãûn "màût càõt âån giaín" qua thanh daìn cáön xaïc âënh læûc doüc. Yãu cáöu: 

màût càõt phaíi chia daìn ra laìm hai pháön âäüc láûp. Giæî laûi vaì xeït cán bàòng mäüt pháön báút kyì. 
- Thay thãú taïc duûng cuía thanh daìn bë càõt bàòng læûc doüc trong thanh âoï. Luïc âáöu, 

caïc læûc doüc chæa biãút, giaí thiãút coï chiãöu dæång. 
- Thiãút láûp caïc âiãöu kiãûn cán bàòng: Luïc naìy, ta coï thãø thiãút láûp ba phæång trçnh 

cán bàòng. 
- Giaíi hãû thäúng ba phæång trçnh, seî xaïc âënh âæåüc læûc doüc cáön tçm. Kãút quaí vãö 

dáúu cuía näüi læûc, tæång tæû phæång phaïp taïch màõt. 
 
 
 
 
 
 
 
 
* Minh hoüa:  
- Màût càõt 1 - 1 trãn hçnh (H.36a) laì "màût càõt âån giaín". Caïc thaình pháön læûc doüc 

cáön xaïc âënh thuäüc màût càõt laì N2-3, N2-8, N7-8. 
- Màût càõt 2 - 2 trãn hçnh (H.36a) càõt qua bäún thanh chæa biãút læûc doüc N3-4, N8-4, 

N8-5, N8-9, nãn khäng phaíi laì "màût càõt âån giaín". 
* Âãø traïnh phaíi giaíi hãû thäúng phæång trçnh, cáön thiãút láúp sao cho trong phæång 

trçnh chè coï mäüt áøn säú. Caïch thæûc hiãûn nhæ sau: 
- Nãúu læûc doüc trong hai thanh chæa biãút coìn laûi âäöng quy tai mäüt âiãøm, thç láúy  

täøng cán bàòng mämen âäúi våïi âiãøm âäöng quy âoï. 
- Nãúu læûc doüc trong hai thanh chæa biãút coìn laûi song song nhau, thç láúy täøng hçnh 

chiãúu lãn phæång vuäng goïc våïi phæång cuía hai thanh song song âoï. 
* Vê duû1: Xaïc âënh læûc doüc trong thanh (2-3), (2-8) cuía hãû daìn trãn hçnh 

(H.36a). 
- Xaïc âënh N2-3: 

Σ trM 8  = 0 ⇒ 2a.VA - a.P + a.N2-3 = 0 ⇒ N2-3 = -2.1,5.P + P = -2.P (< 0). 
 - Xaïc âënh N2-8: 

 ∑Y = 0 ⇒ VA - P - N2-8.cos45o = 0 ⇒ N2-8 = P.
2
2 (>0) 

Nháûn xeït ràòng, våïi màût càõt 2 - 2 trãn hçnh (H.36a), coï thãø xaïc âënh N3-4 bàòng 
caïch viãút phæång trçnh cán bàòng mämen våïi màõt 8. 

* Vê duû 2: Xaïc âënh læûc doüc cuía caïc thanh daìn (1-3), (5-4), (3-6) trong hãû daìn 
trãn hçnh (H.36b). 
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Âáy laì hãû daìn 
ba khåïp. Caïc thaình 
pháön phaín læûc xaïc âënh 
theo caïch cuía hãû ba 
khåïp, kãút quaí trãn hçnh 
veî. 

Theo hãû quaí hai, 
N2-3 = 0. 

 
 
 
Thæûc hiãûn màût càõt 1-1: 

Σ trM 4  = 0 ⇒ -2a.HA - N1-3.a. 2 = 0⇒ N1-3 = )0(2..2 <−=− PH A . 
Σ trM 3  = 0 ⇒ a.N5-4 + a.VA - a.HA = 0 ⇒ a.N5-4 + a.1,5.P - a.P = 0. 
      ⇒ N5-4 = -0,5.P (< 0) 

Thæûc hiãûn màût càõt 2-2: 

Σ trY  = 0 ⇒ N3-6.cos45o - P + VA = 0 ⇒ 0.5,1
2
2.63 =+−− PPN  

    ⇒ N3-6 = )0(
2

<−
P  

c. Phæång phaïp màût càõt phäúi håüp: 
* Näüi dung: Tçm caïch thiãút láûp säú læåüng caïc phæång trçnh cán bàòng chæïa caïc áøn 

säú cáön tçm bàòng säú læåüng áøn säú. 
Phæång phaïp naìy âæåüc xáy dæûng dæû trãn 

nháûn xeït sau: Khi thiãút láûp mäüt phæång trçnh cán 
bàòng cho mäüt màût càõt, noïi chung chè coï thãø loaûi træì 
täúi âa hai læûc doüc. 

Nhæ váûy, âãø tçm näüi læûc trong n thanh daìn, 
thç cáön phaíi thiãút láûp n phæång trçnh. Nghéa laì duìng 
n màût càõt âäüc láûp sao cho mäùi màût càõt coï càõt qua 
caïc thanh cáön xaïc âënh læûc doüc vaì qua täúi âa thãm 
hai thanh khaïc næîa. Näüi læûc trong hai thanh naìy seî 
bë loaûi boí khi thiãút láûp phæång trçnh cán bàòng. 

Giaíi hãû thäúng n phæång trçnh, n áøn säú seî xaïc 
dënh âæåüc caïc læûc doüc cáön tçm. 

*Vê duû: Xaïc âënh læûc doüc trong thanh daìn (1-6)& (2-7) cuía hãû daìn trãn hçnh 
(H.37) 

- Våïi màût càõt 1-1:  
∑MI = 0 ⇒ f1(N1-6, N2-7) = 0  
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⇒ 0
2
.3.

2
.3. 6172 =− −−

aNaN    (a) 

- Våïi màût càõt 2-2:  
∑M3 = 0 ⇒ f2(N1-6, N2-7) = 0  
⇒ 0.2.. 6172 =−− −− aPaNaN    (b) 

 Giaíi hãû (a), (b), âæåüc N1-6 = N2-7 = -P (gáy neïn) 
2. Phæång phaïp âäö giaíi: 
Y Ï âäö cuía phæång phaïp: Thæûc hiãûn caïc pheïp veî hçnh hoüc vaì dæûa vaìo hçnh veî âoï 

coï thãø xaïc âënh âæåüc näüi læûc trong caïc thanh daìn. Táút nhiãn, mæïc âäü chênh xaïc cuía kãút 
quaí phuû thuäüc vaìo mæïc âäü chênh xaïc vaì quy mä cuía hçnh veî song noïi chung coï thãø âaïp 
æïng âæåüc yãu cáöu thæûc tãú thiãút kãú. 

a. Cå såí cuía phæång phaïp: 
Dæûa trãn nguyãn lyï cuía män Cå hoüc lyï thuyãút: Âiãöu kiãûn cáön vaì âuí âãø hãû læûc 

âäöng quy âæåüc cán bàòng laì âa giaïc læûc cuía hãû læûc âoï phaíi kheïp kên. 
Minh hoüa nguyãn lyï: 
 
 
 
 
 
 
Xeït mäüt váût ràõn cán bàòng dæåïi taïc duûng cuía hãû ba læûc âäöng quy { }321 ,, FFF  

(H.38a). Tæïc laì: 0221 =++ FFF . Ta âi veî âa giaïc læûc cuía hãû læûc naìy. 
+ 1F : âæåüc biãøu diãùn bàòng veïc tå AB (coï phæång, chiãöu cuía læûc 1F vaì coï âäü låïn 

biãøu thë trë säú cuía læûc 1F theo mäüt tyí lãû xêch tæû choün). 
+ Tæång tæû, 2F  âæåüc biãøu diãùn bàòng veïc tå BC . 
Theo âiãöu kiãûn kheïp kên cuía âa giaïc læûc thç veïc tå CA chênh laì 3F .  
Tæïc laì: 0=++ CABCAB . (H.38b) 
Nháûn xeït 1: Nãúu trong hãû ba læûc naìy coï 1 læûc âaî biãút (chà ôn haûn læûc 1F ), hai læûc 

coìn laûi måïi chè biãút phæång ( 2F 3F ), thç theo âiãöu kiãûn kheïp kên cuía âa giaïc læûc, ta 
hoaìn toaìn coï thãø xaïc âënh âæåüc chuïng.  

Tháût váûy, dæûng veïc tå AB tæåüng træng cho læûc 1F . Qua B keí âæåìng thàóng song 
song våïi læûc 2F . Qua A keí âæåìng thàóng song song våïi læûc 3F . Goüi C laì giao âiãøm cuía 
hai âæåìng naìy. Theo âiãöu kiãûn kheïp kên cuía âa giaïc læûc thç BC tæåüng træng cho læûc 2F ,  
CA  tæåüng træng cho læûc 3F (H.38c). 

Måí räüng: Våïi mäüt hãû læûc âäöng quy vaì cán bàòng trong âoï coï hai thaình pháön måïi 
chè biãút phæång, thç hoaìn toaìn coï thãø xaïc âënh âæåüc chuïng theo tênh cháút kheïp kên cuía 
âa giaïc læûc. 
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Nháûn xeït 2: Khi taïch màõt daìn, hãû læûc taïc duûng lãn màõt laì hãû læûc âäöng quy, cán 
bàòng vaì näüi læûc trong caïc thanh daìn nãúu chæa biãút thç cuîng coï phæång âaî biãút (phæång 
cuía caïc thanh daìn chæïa noï). Váûy, nãúu taûi mäùi màõt cuía daìn chè coï hai thaình pháön chæa 
biãút thç coï thãø xaïc âënh âæåüc chuïng. 

Váûn duûng nháûn xeït säú 2 vaìo âãø xaïc âënh læûc doüc cuía caïc thanh daìn trãn hçnh veî 
(H.39a) 

Taïch tæìng màõt cuía daìn theo thæï tæû 
sao cho taûi mäùi màõt chè coï täúi âa hai læûc 
doüc chæa biãút. Veî âa giaïc læûc seî xaïc âënh 
âæåüc chuïng. 

*. Taïch màõt A: 
- Læûc taïc duûng lãn màõt A: 
 + AA VH , : âaî biãút 
 + AFAB NN , : måïi chè biãút phæång. 
- Veî âa giaïc læûc cho hãû læûc { }AFABAA NNHV ,,,  theo tyí lãû xêch tæû choün (H.39b) 
- Trë säú vaì dáúu cuía caïc læûc cáön xaïc âënh: 

+ Âoaûn c-d, d-a: biãøu thë trë säú cuía ABAF NN ,  (theo tyí lãû xêch âaî veî). 
+ Chiãöu cuía læûc: Âæïng taûi màõt A quan saït trãn âa giaïc læûc, caïc veïc tå dacd ,  

hæåïng vaìo màõt daìn nãn AFAB NN ,  laì læûc gáy neïn. 
*. Taïch màõt F: 
- Læûc taïc duûng lãn màõt F gäöm: 
 + Læûc AFN : âaî biãút (tênh åí trãn). 

  + Læûc EFFB NN , : chè måïi biãút phæång. 
 - Veî âa giaïc læûc cho hãû læûc { }FBAFFE NNN ,, . Xem hçnh veî (H.39c). 
 - Trë säú vaì dáúu cuía caïc læûc: 

 + Âoaûn e-g, g-f: biãøu thë trë säú cuía læûc EFFB NN ,  (theo tyí lãû xêch âaî veî). 
 + Chiãöu cuía læûc: veïc tå gf hæåïng vaìo màõt F nãn FEN  gáy neïn, veïc tå eg  

hæåïng ra khoíi màõt F nãn FBN  gáy keïo. 
Tiãún haình tæång tæû cho caïc màõt khaïc theo nguyãn tàõc trãn, ta seî xaïc âënh âæåüc 

näüi læûc trãn toaìn daìn. 
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 Nháûn xeït 3: Våïi mäùi màõt cuía daìn cáön phaíi veî mäüt âa giaïc læûc. Caïc âa giaïc naìy 
laûi råìi raûc nhau nãn coï nhiãöu læûc phaíi veî âãún hai láön, gáy täún cäng sæïc vaì âiãöu quan 
troüng laì laìm giaím âäü chênh xaïc (do màõc sai säú cäüng däön). Âãø khàõc phuûc nhæåüc âiãøm 
naìy, ngæåìi ta veî gäüp caïc âa giaïc læûc trãn mäüt hçnh veî. Hçnh veî naìy goüi laì giaín âäö näüi 
læûc hay coìn goüi laì giaín âäö Maxwell - Crãmona. 
 b. Giaín âäö Maxwell - Cremona: 
 Âãø veî giaín âäö näüi læûc, cáön thäúng nháút mäüt säú quy æåïc vaì tiãún haình theo caïc 
bæïoc sau: 
 * Bæåïc 1: Xaïc âënh phaín læûc taûi caïc gäúi tæûa: Thæåìng tiãún haình theo phæång 
phaïp giaíi têch âaî biãút. 
 * Bæåïc 2: Phán miãön bãn ngoaìi vaì bãn trong daìn. 

- Miãön bãn ngoaìi daìn: laì nhæîng miãön nàòm bãn ngoaìi chu vi daìn vaì âæåüc giåïi 
haûn båíi caïc ngoaûi læûc. Miãön bãn ngoaìi daìn âæåüc âaïnh bàòng caïc chæî  caïi a, b, c...thuáûn 
chiãöu kim âäöng häö quanh chu vi daìn.  

- Miãön bãn trong daìn: laì nhæîng miãön âæåüc gåïi haûn bàòng caïc thanh daìn. Miãön 
bãn trong daìn âæåüc âaïnh bàòng caïc chæî säú liãn tuûc 1, 2, 3... 
 - Caïch âoüc tãn ngoaûi læûc: tãn cuía ngoaûi læûc âæåüc âoüc bàòng hai chè säú biãøu thë hai 
miãön hai bãn ngoaûi læûc vaì âoüc thuáûn chiãöu kim âäöng häö quanh chu vi daìn. 

Vê duû: Læûc VA âoüc laì a-b. 
 - Caïch âoüc tãn näüi læûc: tãn cuía näüi læûc âæåüc âoüc bàòng hai chè säú biãøu thë hai 
miãön hai bãn thanh. Muäún âoüc näüi læûc trong mäüt thanh, âæïng taûi màõt coï chæïa thanh âoï 
vaì âoüc tãn cuía hai miãön hai bãn thanh thuáûn theo chiãöu kim âäöng häö quanh màõt âang 
âæïng. 
        Vê duû:læûc doüc trong thanh FB nãúu âæïng taûi F âoüc laì 2-1; nãúu âæïng taûi B âoüc laì 1-
2. 
 Chuï yï: - tãn näüi læûc phuû thuäüc vaìo vë trê âæïng 
  - mäùi miãön sau naìy chênh laì mäüt âènh cuía âa giaïc læûc trãn giaín âäö. 
 * Bæåïc 3:Veî âa giaïc læûc cuía ngoaûi læûc theo tyí lãû xêch tæû choün. Khi veî, khäng 
duìng dáúu veïc tå (muîi tãn) âãø biãøu diãùn læûc maì ghi trãn âoï hai chè säú tæång æïng våïi 
caïch âoüc tãn ngoaûi læûc. Chè säú âáöu biãøu thë gäúc, chè säú sau biãøu thë ngoün. 
 Chuï yï: âa giaïc læûc phaíi tæû kheïp kên. 

* Bæåïc 4: Veî âa giaïc læûc cuía näüi læûc. 
Nguyãn tàõc chung: âãø xaïc âënh mäüt âènh (cuía 1 miãön) naìo âoï trãn âa giaïc læûc ta 

cáön biãút træåïc hai âènh (cuía hai miãön lán cáûn) trãn âa giaïc. Tæì hai âènh âaî biãút, keí hai 
âæåìng thàóng song song våïi hai thanh daìn gåïi haûn båíi miãön âaî biãút vaì miãön cáön tçm. 
Giao âiãøm chênh laì âènh (cuía 1 miãön) cáön tçm. 

Vê duû: Xaïc âënh âènh 1 (miãön 1) trãn âa giaïc.  
Hai miãön lán cáûn âaî biãút trãn âa giaïc laì a, c. Qua a, keí âæåìng song song våïi AB, 

qua c keí âæåìng song song våïi AF. Giao âiãøm chênh laì 1. 
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* Bæåïc 5:Xaïc âënh giaï trë vaì chiãöu cuía näüi læûc trong caïc thanh daìn. 
- Muäún xaïc âënh näüi læûc trong thanh i-k, ta chè viãûc âo chiãöu daìi cuía âoaûn i-k 

tæång æïng trãn giaín âäö theo tyí lãû xêch væìa veî. 
- Muäún xaïc âënh dáúu cuía näüi læûc trong thanh i-k, ta chè viãûc âæïng taûi taûi màõt coï 

chæïa thanh i-k vaì âoüc tãn cuía näüi læûc trong thanh thuáûn theo chiãöu kim âäöng häö quanh 
màõt âang âæïng. Quan saït trãn giaín âäö, nãúu noï coï chiãöu hæåïng vaìo màõt laì læûc gáy neïn 
vaì ngæåüc laûi. 
 Vê duû: læûc doüc trong thanh FB. 
 + Giaï trë chênh laì âoaûn 1-2 trãn giaín âäö. 
 + Dáúu: Nãúu âæïng taûi F thç seî âoüc laì 2-1 vaì quan saït trãn giaín âäö tháúy hæåïng ra 
xa màõt F nãn laì læûc gáy keïo. 

 *Chuï yï: 
 - Âäúi våïi nhæîng daìn maì khäng thãø thæûc 
hiãûn taïch màõt âãø veî (do coï khäng âaím baío viãûc 
taïch màõt sao cho säú áøn khäng væåüt quaï 2), ta coï 
thãø sæí duûng caïc phæång phaïp giaíi têch âãø xaïc 
âënh træåïc læûc doüc trong mäüt säú caïc thanh daìn 
træåïc khi veî. 
 - Nãúu ngoaûi læûc nàòm bãn trong daìn, tçm caïch âæa ra ngoaìi chu vi daìn træåïc khi 
thæûc hiãûn. Vê duû hãû trãn hçnh (H.39f). 
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 § 5. HÃÛ GHEÏP 
 I. Phán têch hãû: 

1. Âënh nghéa: laì hãû gäöm nhiãöu hãû liãn kãút våïi nhau bàòng caïc liãn kãút våïi nhau 
bàòng caïc liãn kãút khåïp hoàûc thanh räöi näúi våïi traïi âáút bàòng caïc gäúi tæûa âãø taûo thaình hãû 
BBH. 

2. Vê duû: 
 
  
 
 

 Nhæ váûy, coï thãø xem hãû âaî cho gäöm caïc hãû ABC, CDE, EF laì nhæîng hãû dáöm 
âån giaín. 
 
 
 
 

 

Nhæ váûy, coï thãø xem hãû âaî cho gäöm caïc hãû ABC, CDE, EF laì nhæîng hãû khung 
âån giaín. 

 

E
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BA FH.40a 

thanh B 
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MC  +  (CDE) 
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thanh D 
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3 thanh 
MC duy nháút. 
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thanh D 
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MC + (CDE) 

ba khåïp 
MC duy nháút. 

C, D, E 

thanh B 
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Nhæ váûy, coï thãø xem hãû âaî cho gäöm caïc hãû ABC (dáöm âån giaín), CDE (hãû ba 
khåïp). 

 
 
 
 
 

Nhæ váûy, coï thãø xem hãû âaî cho gäöm caïc hãû ABC, CD laì nhæîng hãû daìn. 
* Nháûn xeït: 
- Coï thãø xáy dæûng hãû gheïp bàòng caïch phaït triãøn miãúng cæïng. 
- Theo chiãöu phaït triãøn miãúng cæïng, ta loaûi boí miãúng cæïng træåïc thç hãû coìn laûi seî 

bë BH. 
3. Cáúu taûo cuía hãû gheïp: 
- Hãû chênh: laì hãû maì nãúu loaûi boí nhæîng hãû lán cáûn noï váùn BBH.  
Vê duû: Caïc hãû âáöu tiãn trong så âäö phaït triãøn hãû cuía caïc hãû åí trãn. 
- Hãû phuû: laì hãû maì nãúu loaûi boí caïc hãû lán cáûn thç noï bë BH. 
Vê duû: Caïc hãû træì hãû âáöu tiãn trong så âäö phaït triãøn hãû cuía caïc hãû åí trãn.  
* Hãû trung gian: laì hãû phuû nhæng laì hãû chênh cuía hãû khaïc. 
Vê duû: Hãû CDE trong hãû trãn hçnh (H.40a & H.40b). 
II. Nguyãn tàõc laìm viãûc cuía hãû gheïp: 
- Taíi troüng taïc duûng lãn hãû chênh chè gáy ra näüi læûc trong hãû chênh, khäng gáy ra 

näüi læûc trong hãû phuû. Luïc naìy, do hãû quaí biãún daûng cuía hãû chênh, hãû phuû chè bë nghiãng 
âi maì khäng biãún daûng nãn khäng xuáút hiãûn näüi læûc. 

- Taíi troüng taïc duûng lãn hãû phuû thç gáy ra näüi læûc trong caí hãû phuû vaì hãû chênh. 
Taíi troüng seî truyãön aïp læûc tæì hãû phuû lãn hãû chênh thäng qua liãn kãút näúi giæîa hãû phuû vaì 
hãû chênh. 

III. Tênh toaïn hãû gheïp: 
Caïc bæåïc tiãún haình nhæ sau: 
* Bæåïc 1:Phán têch cáúu taûo hãû, xaïc âënh hãû chênh, hãû phuû, hãû trung gian. 
* Bæåïc2:Taïch hãû gheïp ra thaình nhiãöu hãû taïch biãût, sàõp xãúp theo thæï tæû: hãû phuû 

træåïc, hãû chênh sau. Âäúi våïi hãû phuû, thay thãú liãn kãút âäúi våïi hãû chênh cuía noï bàòng liãn 
kãút tæång âæång näúi âáút. 

* Bæåïc 3: Giaíi láön læåüt caïc hãû theo thæï tæû: hãû phuû tæåïc, hãû chênh sau. Khi tênh 
hãû chênh, phaíi truyãön phaín læûc tæì hãû phuû (cuía noï) vaìo. Truyãön taûi vë trê liãn kãút giæîa hãû 
phuû våïi hãû chênh, coï giaï trë bàòng phaín læûc khi tênh cho hãû phuû vaì coï chiãöu ngæåüc laûi. 
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 khåïp C 

MC duy nháút. 
thanh D thanh B 
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Sau khi giaíi cho táút caí caïc hãû thaình pháön, gheïp caïc biãøu âäö näüi læûc laûi våïi nhau, 
seî âæåüc kãút quaí cáön tçm. 

CAÏC VÊ DUÛ VÃÖ HÃÛ GHEÏP 
 

* Vê duû 1:Veî caïc biãøu âäö näüi læûc cuía hãû cho trãn hçnh (H.41a) 
 1. Phán têch hãû: 

 
Hãû âaî cho laì hãû gheïp, hãû chênh ABCD (hãû khung âån giaín) & hãû phuû BE (hãû 

dáöm âån giaín). 
 2. Giaíi láön læåüt caïc hãû âån giaín: 
 a. Hãû phuû BE (H.41b): 
  - Xaïc âënh phaín læûc { }EBB VHV ,, : Dãù tháúy HB = 0; VB = VE = 2,1

2
2.

=
q . 

  - Xaïc âënh näüi læûc taûi caïc tiãút diãûn âàûc træng: 
 Taûi B: MB = 0; QB = VB = 1,2; NB = 0. 

  Taûi E: ME = 0; QE = -VE = -1,2; NE = 0. 
  - Veî caïc biãøu âäö näüi læûc (M1), (Q1), (N1): 

      + Biãøu âäö mämen: tung âäü treo f = 6,0
8
2.2,1

8
. 22

==
lq . 

    + Biãøu âäö læûc càõt: laì âoaûn âæåìng thàóng. 
    + Biãøu âäö læûc doüc: laì âoaûn âæåìng thàóng. 

 b. Hãû chênh ABCD (H.41c): 
  - Xaïc âënh phaín læûc { }DAA VHV ,, :  
  ∑X  = 0 ⇒ HA = 0. 
  ∑MD = 0 ⇒ 4.VA - 2.q.3 - 2.P - 2.VB = 0. 
  ⇒ 4.VA - 2.1,2.3 - 2.2 - 1,2.2 = 0  

⇒ VA = 3,4 (>0). 

2m2m

C
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B

y
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P = 2T

2m
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E

q = 1,2T/m

H.41a
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q = 1,2
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0,6
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Q1 N1 

 khåïp B 
MC duy nháút. 

thanh E 

(ABCD) + T. âáút 
khåïp A 
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  ∑MA = 0 ⇒  
⇒ -4.VD + 2.q.1 + 2.P + 2.VB = 0. 

  ⇒ -4.VD + 2.1,2.1 + 2.2 + 2.1,2 = 0. 
  ⇒ VD = 2,2 (>0) 
        Kiãøm tra: Dãù tháúy thoía phæång trçnh ∑Y = 0.   
  - Xaïc âënh näüi læûc taûi caïc tiãút diãûn âàûc 
træng: 
    Taûi A:  MA = 0; QA = VA = 3,4;  

  NA = 0. 
  Taûi B:   MBA = 2.VA - 2.q.1 = 2.3,1 - 1,2.2.1 = 4,4. 
     MBC = -2.VD = -2.2,2 = -4,4 

     QBA = VA - 2.q = 3,4 - 2.1,2 = 1; NBA = 0. 
     QBC = 0; NBC = -VD = -2,2. 
  Taûi C:  MCB = -2.VD = -2.2,2 = -4,4; QCB = 0; NCB = -VD = -2,2. 
    MCD = 2.VD = 2.2,2 = 4,4; QCD = -VD = -2,2; NCD = 0. 
  Taûi D:  MD = 0; QD = -VD = -2,2; ND = 0. 
 - Veî caïc biãøu âäö näüi læûc (M2), (Q2), (N2) (H.41d): 

    + Biãøu âäö mämen: Trãn AB coï tung âäü treo 
8
2.2,1

8
. 22

==
lqf  = 0,6. 

   + Biãøu âäö læûc càõt laì nhæîng âoaûn thàóng. 

   + Biãøu âäö læûc càõt laì nhæîng âoaûn thàóng. 
 3. Veî gäüp caïc biãøu âäö näüi læûc (H.41e): 

* Vê duû 2:Veî caïc biãøu âäö näüi læûc cuía hãû cho trãn hçnh (H.42a) 
Hãû âaî laì hãû gheïp cuía 3 hãû : 
- Hãû 3 khåïp ABEFGH, caïc khåïp laì H, G vaì khåïp giaí taûo båíi hai thanh AE & 

BF. Âáy laì hãû phuû. 
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 - Hãû dáöm LMD, laì hãû phuû. 
 - Hãû khung CHKL, laì hãû chênh. 
 Quaï trçnh tênh toaïn trçnh baìy trãn hçnh (H.42b). 
 Kãút quaí biãøu âäö näüi læûc trãn toaìn hãû trãn hçnh (H.42c, d, e). 
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* Vê duû 3: Xaïc âënh læûc doüc trong thanh daìn (3-8), (1-7) cuía hãû daìn cho trãn 

hçnh (H.43a) 
 Hãû daìn âaî cho coï thãø xem nhæ hãû gheïp vaì phán têch thaình hãû chênh vaì phuû nhæ 
trãn hçnh veî. 
 - Duìng màût càõt 1-1 taïch màõt 3 
 ∑Y = 0  
        ⇒ -N3-8.sin45o + V3 = 0  

⇒ N3-8 = )0(
22

2..5,0 >=
PP  

 - Duìng màût càõt "âån giaín" 
2-2 trãn hãû chênh 

∑Yph = 0  
⇒ N1-7.cos45o - P - P -  
  - 0,5.P = 0  

⇒ PN .5,2
2
2.71 =−  

 ⇒ N1-7 = )0(
2

.5
>

P  
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§6. HÃÛ COÏ HÃÛ THÄÚNG TRUYÃÖN LÆÛC 
 

I. Phán têch cáúu taûo hãû: 
1. Âënh nghéa: laì nhæîng 

hãû maì taíi troüng khäng taïc duûng 
træûc tiãúp lãn kãút cáúu chëu læûc 
chênh maì phaíi thäng qua mäüt hãû 
thäúng truyãön læûc. 

2. Âàûc âiãøm cuía hãû coï hãû thäúng truyãön læûc: 
- Cäú âënh âæåüc vë trê âàût læûc. 
- Giaím nheû troüng læåüng cuía caïc kãút cáúu chëu læûc chênh. 
- Baío vãû caïc kãút cáúu chëu læûc chênh traïnh bë hæ hoíng trong quaï trçnh chëu taíi. 
Chuï yï: Caïc kãút cáúu hãû coï hãû thäúng truyãön læûc thæåìng gàûp saìn nhaì, maïi nhaì, kãút 

cáúu màût cáöu.... 
II. Tênh hãû coï hãû thäng truyãön læûc: 
- Phán dáöm doüc phuû: laìm viãûc nhæ nhæîng dáöm âån giaín kã lãn caïc gäúi tæûa taûi vë 

trê caïc màõt truyãön læûc. 
- Pháön kãút cáúu chëu læûc chênh: chëu aïp læûc tæì dáöm doüc phuû thäng qua caïc màõt 

truyãön læûc. 
Caïc bæåïc tênh toaïn nhæ sau: 
* Bæåïc 1: Xem caïc dáöm doüc phuû nhæ nhæîng dáöm âån giaín kã lãn caïc gäúi tæûa taûi 

caïc màõt truyãön læûc vaì chëu taíi troüng tæång æïng. Hãû naìy âaî biãút caïch tênh. 
* Bæåïc 2: Tênh kãút cáúu chëu læûc chênh. 
- Truyãön phaín læûc tæì dáöm doüc phuû vaìo (giäúng hãû gheïp).  
- Tênh kãút cáúu chëu læûc chênh nhæ nhæîng hãû thäng thæåìng âaî biãút. 
Minh hoüa: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

qP Dáöm doüc phuû

Dáöm chênh
Màõt truyãön læûcH.44a

qP P P

PPP
q

V1 V3 V5 V8 V9V6V4V2

Bæåïc1 

Bæåïc1 

H.44b

V9V6 + V8V4 + V5V2 + V3
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* Nháûn xeït: Do taíi troüng truyãön vaìo kãút cáúu chëu læûc chênh nhæîng læûc táûp trung, 
nãn biãøu âäö mämen trong kãút cáúu chëu læûc chênh coï daûng âa giaïc coìn biãøu âäö læûc càõt coï 
daûng hçnh thang. 

* Vê duû: Veî caïc biãøu âäö näüi læûc cuía hãû coï hãû thäúng truyãön læûc(H.44c) . 
1. Tênh caïc dáöm doüc phuû: laì nhæîng dáöm âån giaín, tênh âæåüc dãù daìng. ÅÍ âáy 

chè xaïc âënh phaín læûc cuía noï. 
2. Tênh kãút cáúu chëu læûc chênh: laì dáöm âån giaín chëu taíi troüng laì aïp læûc tæì caïc 

dáöm doüc phuû truyãön vaìo. Kãút quaí thãø hiãûn trãn hçnh veî. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

q=1,2T/m

2m 2m 2m2m 2m 2m

M = 2,4T.m P=2T 

P=2T M = 2,4T.mq=1,2T/m
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2,4T 3T 0,4T 1T
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2,7 1
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H.44c M 
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(T)
Q
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CHÆÅNG 3   
  XAÏC ÂËNH NÄÜI LÆÛC TRONG HÃÛ PHÀÓNG TÉNH ÂËNH CHËU 

TAÍI TROÜNG DI ÂÄÜNG. 
 

§ 1. CAÏC KHAÏI NIÃÛM. 
 I. Taíi troüng di âäüng vaì nguyãn tàõc tênh hãû chëu taíi troüng di âäüng: 

1. Taíi troüng di âäüng: laì taíi troüng coï vë trê thay âäøi taïc duûng lãn cäng trçnh nhæ 
taíi troüng cuía âoaìn xe, âoaìn ngæåìi di chuyãøn trãn cáöu... 

Khi taíi troüng di âäüng trãn hãû, âaûi læåüng nghiãn cæïu S (näüi læûc, phaín læûc, chuyãøn 
vë...) seî thay âäøi.  Do âoï, khi nghiãn cæïu hãû chëu taíi troüng di âäüng, ta phaíi gaíi quyãút hai 
nhiãûm vuû: 

- Xaïc âënh vë trê báút låüi hay coìn goüi laì vë trê âãø tênh cuía taíi troüng di âäüng trãn 
cäng trçnh laì vë trê cuía taíi troüng âãø sao cho æïng våïi vë trê âoï, âaûi læåüng nghiãn cæïu S coï 
giaï trë låïn nháút hay nhoí nháút. 

- Xaïc âënh trë säú âãø tênh hay coìn goüi laì giaï trë âãø tênh laì trë säú låïn nháút vãö trë 
tuyãût âäúi cuía âaûi læåüng nghiãn cæïu S æïng våïi vë trê âãø tênh cuía taíi troüng di âäüng. 

2. Nguyãn tàõc chung âãø tçm vë trê báút låüi vaì giaï trë âãø tênh: 
- Giaí thiãút khoaíng caïch giæîa caïc taíi troüng di âäüng trãn cäng trçnh laì khäng âäøi 

vaì vë trê cuía chuïng âæåüc xaïc âënh theo mäüt toüa âäü chaûy z. 
- Thiãút láûp biãøu thæïc cuía âaûi læåüng nghiãn cæïu S theo vë trê cuía taíi troüng di âäüng 

(theo toüa âäü z) bàòng caïc nguyãn tàõc nhæ âaî biãút trong pháön hãû chëu taíi troüng báút âäün. S 
laì haìm säú theo z S(z). 

- Tçm cæûc trë cuía haìm S(z). Giaï trë låïn nháút hoàûc nhoí nháút cuía caïc cæûc trë laì giaï 
trë âãø tênh. Vë trê zo tæång æïng cuía âoaìn taíi troüng laì vë trê âãø tênh. 

Haìm S(z) thæåìng laì haìm nhiãöu âoaûn vaì khäng liãn tuûc vãö giaï trë cuîng nhæ âaûo 
haìm cuía noï nãn viãûc tçm caïc cæûc trë khoï khàn. Ngæåìi ta sæí duûng phæång phaïp âæåìng 
aíng hæåíng âãø nghiãn cæïu. 

II. Âënh nghéa âæåìng aính hæåíng: 
Âæåìng aính hæåíng cuía âaûi læåüng nghiãn cæïu S laì âäö thë biãøu diãùn quy luáût biãún 

thiãn cuía âaûi læåüng S taûi mäüt vë trê xaïc âënh trãn cäng trçnh theo vë trê cuía mäüt læûc táûp 
trung bàòng âån vë, khäng thæï nguyãn, coï phæång vaì chiãöu khäng âäøi di âäüng trãn cäng 
trçnh gáy ra. Kyï hiãûu â.a.h.S 

III. Caïc quy æåïc khi veî âæåìng aính hæåíng: 
- Âæåìng chuáøn thæåìng choün coï phæång vuäng goïc våïi læûc P =1 di âäüng (hoàûc 

truûc caïc cáúu kiãûn). 
- Caïc tung âäü dæûng vuäng goïc våïi âæåìng chuáøn. 
- Caïc tung âäü dæång dæûng theo chiãöu cuía taíi troüng di âäüng vaì ngæåüc laûi. 
- Ghi caïc kyï hiãûu (⊕), (Θ) vaìo miãön dæång, ám cuía â.a.h.S. 
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VA 

l 

A

HA 

VB 

B

P = 1

a

z

)( al
l
a

−
âæåìng phaíi âæåìng traïi 

â.a.h.Mk

H.3.1a 

H.3.1b 

k

IV. Nguyãn tàõc veî âæåìng aính hæåíng: 
Caïc bæåïc tiãún haình nhæ sau: 
*Bæåïc 1: Cho mäüt læûc P = 1 di âäüng trãn cäng trçnh. Vë trê cuía noï caïch gäúc hãû 

truûc toüa âäü choün tuyì yï mäüt âoaûn z. 
* Bæåïc 2: Xaïc âënh biãøu thæïc cuía âaûi læåüng nghiãn cæïu S tæång æïng våïi vë trê 

cuía læûc P coï toüa âäü z bàòng caïc phæång phaïp tênh våïi taíi troüng báút âäüng âaî quen biãút, 
âæåüc S(z). S(z) goüi laì phæång trçnh âæåìng aính hæåíng. 

*Bæåïc 3: Veî âäö thë cuía haìm säú S(z) seî âæåüc â.a.h.S 
*Vê duû: Veî âæåìng aính hæåíng mämen uäún taûi tiãút diãûn k (H.3.1a) 
1. Xaïc âënh Mk(z): 
a. Xaïc âënh phaín læûc: 
∑MB = 0 ⇒ VA.l - P.(l - z) = 0   
⇒ 

l
zlVA
)( −

= . 

∑MA = 0 ⇒VB.l - P.z = 0  
⇒ 

l
zVB = . 

 b. Xaïc âënh Mk(z): 
 - Khi P = 1 di âäüng bãn traïi k (0 ≤ z ≤ a) 

  Mk(z) = VB.(l - a) = ).( al
l
z

− . 

 - Khi P = 1 di âäüng bãn phaíi tiãút diãûn k (a ≤ z ≤ l) 

  Mk(z) = VA.z  = a
l

zl .)( − . 

 2. Veî â.a.h.Mk: 
 - Khi P = 1 di âäüng bãn traïi k (0 ≤ z ≤ a) 
  Mk(z) = ).( al

l
z

−  coï daûng báûc nháút, âæåüc veî qua 2 âiãøm: 

  + z = 0 ⇒ Mk(0) = 0. 
  + z = a ⇒ Mk(a) = ).( al

l
a

−  (> 0) 

 - Khi P = 1 di âäüng bãn phaíi tiãút diãûn k (a ≤ z ≤ l) 

Mk(z) = a
l

zl .)( − coï daûng báûc nháút âæåüc veî qua 2 âiãøm: 

  + z = a ⇒ Mk(a) = ).( al
l
a

−  (> 0) 

  + z = l ⇒ Mk(l) = 0. 
 Kãút quaí trãn hçnh (H.3.1b) 

IV. YÏ nghéa vaì thæï nguyãn cuía tung âäü âæåìng aính hæåíng: 
1. YÏ nghéa cuía tung âäü âæåìng aính hæåíng cuía âaûi læåüng S:  
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Tung âäü âæåìng aính hæåíng âaûi læåüng S taûi mäüt tiãút diãûn naìo âoï biãøu thë giaï trë 
cuía âaûi læåüng S do læûc P = 1 âàût ngay taûi tiãút diãûn âoï gáy ra. 

2. So saïnh yï nghéa cuía tung âäü âæåìng aính hæåíng cuía âaûi læåüng S våïi biãøu 
âäö näüi læûc: 

Trong chæång 2, ta biãút ràòng: tung âäü biãøu âäö näüi læûc taûi mäüt tiãút diãûn biãøu thë  
giaï trë cuía näüi læûc taûi ngay tiãút diãûn âoï do caïc taíi troüng coï vë trê khäng âäøi taïc duûng trãn 
toaìn hãû gáy ra.  

Nhæ váûy, biãøu âäö näüi læûc cho tháúy quy luáût phán bäú cuía näüi læûc trãn táút caí caïc 
tiãút diãûn cuía hãû; coìn âæåìng aính hæåíng cuía âaûi læåüng S cho tháúy quy luáût biãøn thiãn cuía 
âaûi læåüng nghiãn cæïu S taûi mäüt vë trê xaïc âënh naìo âoï do læûc táûp trung P = 1 di âäüng 
trãn cäng trçnh gáy ra. 

3. Thæï nguyãn tung âäü âæåìng aính hæåíng: 
 
 
 
 

Váûy, nãúu thæï nguyãn cuía læûc laì kN, cuía chiãöu daìi laì m thç tung âäü âæåìng aính 
hæåíng phaín læûc coï thæï nguyãn 

kN
kN (tæïc laì hæ säú), mämen uäún laì m

kN
mkN

=
. . 

 V. Daûng âæåìng aính hæåíng: 
Trong hãû ténh âënh, âæåìng aính hæåíng phaín læûc vaì näüi læûc laì nhæîng âoaûn thàóng 

tæång æïng våïi mäùi miãúng cæïng thaình pháön cuía hãû nãúu miãúng cæïng âoï khäng chæïa  âaûi 
læåüng nghiãn cæïu S.  

Nãúu miãúng cæïng thaình pháön chæïa âaûi læåüng nghiãn cæïu S thç âæåìng aính hæåíng 
thuäüc miãúng cæïng naìy gäöm hai âoaûn thàóng giåïi haûi taûi vë trê tæång æïng dæåïi tiãút diãûn 
chæïa âaûi læåüng S. Luïc naìy, âoaûn âæåìng bãn traïi goüi laì âæåìng traïi vaì âoaûn coìn laûi goüi laì 
âæåìng phaíi. 

Vê duû cho trãn 
H.3.1c, ABC laì miãún cæïng 
thaình pháön coï chæïa âaûi 
læåüng S; CDE, EF laì 
miãúng cæïng thaình pháön 
khäng chæïa âaûi læåüng S 

 
 

§2. ÂÆÅÌNG AÍNH HÆÅÍNG TRONG HÃÛ DÁÖM, KHUNG 
ÂÅN GIAÍN. 

 I. Dáöm cäng xån: 
 1. Phán têch: 

Thæï nguyãn tung âäü âæåìng aính hæåíng = 
Thæï nguyãn âaûi læåüng S 

Thæï nguyãn læûc P 

A B

H.3.1c

EC D Fk 

â. phaíi â. traïi 

P = 1

â.a.h.Mk
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 a. Khi âáöu thæìa bãn phaíi: (H.3.2a) 
 - Xaïc âënh Mk(z), Qk(z), Nk(z): 
 + Khi P = 1 di âäüng bãn traïi tiãút diãûn k (b ≤ z ≤ l): 
    Mk(z) = 0, Qk(z) = 0, Nk(z) = 0. 
 + Khi P = 1 di âäüng bãn phaíi tiãút diãûn k (0 ≤ z ≤ b): 

 Mk(z) = -P.(b - z) = -(b - z) 
 Qk(z) = +P.cosα = cosα. 
 Nk(z) = -P.sinα = -sinα. 
- Veî â.a.h.Mk, â.a.h.Qk, â.a.h.Nk: Cho z biãøn thiãn vaì veî. (H.3.2a) 
b. Khi âáöu thæìa bãn traïi: 
Tæång tæû, kãút quaí thãø hiãûn trãn hçnh veî (H.3.2b) 

2. Nháûn xeït vaì caïch veî nhanh âæåìng aính hæåíng: 
a. Â.a.h.Mk:  
* Nháûn xeït: â.a.h Mk coï daûng hçnh tam giaïc. 
- Taûi muït thæìa Mk = -b (b laì khoaíng caïch tæì muït thæìa âãún âãún tiãút diãûn k theo 

phæång ngang). 
- Taûi tiãút diãûn k: Mk = 0. 
- Â.a.h.Mk luän mang dáúu ám. 
- Trãn âoaûn tæì k âãún âáöu ngaìm, â.a.h.Mk truìng våïi âæåìng chuáøn. 
*  Caïch veî nhanh: 
- Taûi muït thæìa dæûng tung âäü y = -b. 
- Taûi k dæûng tung âäü y = 0. 
- Näúi hai tung âäü naìy bàòng âoaûn âæåìng thàóng seî âæåüc â.a.h.Mk trãn âoaûn tæì muït 

thæìa âãún tiãút diãûn k.  
- Trãn âoaûn coìn laûi, â.a.h.Mk veî truìng âæåìng chuáøn. 

P = 1

l 

k
b 

H.3.2a

z

A
B

α 

b

cosα 

sinα 

â.a.h.Mk

â.a.h.Qk

â.a.h.Nk

b
l 

z

H.3.2b

A
α 

P = 1

sinα 

cosα 

b

B

â.a.h.Qk 

â.a.h.Mk 

â.a.h.Nk 

k 
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b. Â.a.h.Qk: 
* Nháûn xeït: â.a.h.Qk coï daûng hçnh chæî nháût. 
- Tung âäü y = +cosα khi âáöu thæìa bãn phaíi. 
- Tung âäü y = -cosα khi âáöu thæìa bãn traïi. 
- Trãn âoaûn tæì k âãún âáöu ngaìm, â.a.h.Qk truìng våïi âæåìng chuáøn. 
* Caïch veî nhanh: 
- Trãn âoaûn tæì muït thæìa âãún tiãút diãûn k, dæûng âoaûn âæåìng thàóng song song 

âæåìng chuáøn coï tung âäü y = +cosα khi âáöu thæìa bãn phaíi; y = -cosα khi âáöu thæìa bãn 
traïi. 

- Trãn âoaûn coìn laûi, â.a.h.Qk veî truìng âæåìng chuáøn. 
c. Â.a.h.Nk: 
* Nháûn xeït:â.a.h.Nk coï daûng hçnh chæî nháût. 
- Tung âäü y = -sinα. 
- Trãn âoaûn tæì k âãún âáöu ngaìm, â.a.h.Nk truìng våïi âæåìng chuáøn. 
* Caïch veî nhanh: 
 - Trãn âoaûn tæì muït thæìa âãún tiãút diãûn k, dæûng âoaûn âæåìng thàóng song song 

âæåìng chuáøn coï tung âäü y = -sinα. 
- Trãn âoaûn coìn laûi, â.a.h.Nk veî truìng âæåìng chuáøn. 
*Chuï yï: α láúy > 0 khi âáöu B cao 

hån âáöu A vaì ngæåüc laûi. 
Vê duû: Veî â.a.h näüi læûc taûi tiãút 

diãûn k vaì â.a.h phaín læûc gäúi tæûa A cuía 
hãû cho trãn H.3.2c 

- â.a.h näüi læûc taûi tiãút diãûn k veî 
theo caïch veî nhanh. 

- â.a.h phaín læûc tai gäúi A âæåüc veî 
theo â.a.h näüi læûc tiãút diãûn taûi ngaìm: 

+ â.a.h.VA ≡ â.a.h.Qn 
+ â.a.h.MA ≡ â.a.h.Mn 
+ â.a.h.HA ≡ (-1)â.a.h.Nn 

 
 
 
 
 
 
II. Âæåìng aính hæåíng trong dáöm âån giaín coï âáöu thæìa: (H.3.3) 
1. Âæåìng aính hæåíng phaín læûc: 
a. Phán têch: 

b
l 

H.3.2c

â.a.h.Nk

â.a.h.Qk

â.a.h.Mk

A
P = 1 

1

b

B k

b

1
â.a.h.HA

â.a.h.VA

â.a.h.MA

VA 
HA 

MA 

HA 

MA 

VA 

A 

Nn 
Qn 

Mn 

H.3.2d 
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- Xaïc âënh VA, HA, VB: 
∑MB = 0 ⇒VA.l - P.(l - z) = 0 ⇒ 

l
zlVA
)( −

= . 

∑MA = 0 ⇒VB.l - P.z = 0 ⇒ 
l
zVB = . 

∑Z = 0    ⇒ HA = 0. 
 - Veî â.a.h phaín læûc: Cho z biãøn thiãn vaì veî (H.3.3) 
 b. Nháûn xeït vaì caïch veî nhanh: 
 * Nháûn xeït: 

- Â.a.h.VA, â.a.h.VB laì mäüt âoaûn thàóng duy nháút, coï tung âäü y = +1 taûi gäúi tæûa 
chæïa âaûi læåüng nghiãn cæïu, tung âäü y = 0 taûi gäúi tæûa coìn laûi. 
  - Â.a.h.HA truìng våïi âæåìng chuáøn. 
 * Caïch veî nhanh: 
 - Â.a.h.VA, â.a.h.VB:  
 + Dæûng tung âäü y = + 1 taûi gäúi tæûa chæïa âaûi læåüng veî â.a.h. 
 + Dæûng tung âäü y = 0 taûi gäúi tæûa coìn laûi. 
 + Näúi hai tung âäü naìy bàòng mäüt âoaûn âæåìng thàóng seî âæåüc â.a.h cáön veî. 
 - Â.a.h.HA: veî truìng âæåìng chuáøn. 
 2. Âæåìng aính hæåíng näüi læûc: 
 a. Træåìng håüp tiãút diãûn nàòm bãn trong nhëp: 
 a1. Phán têch: 
 - Xaïc âënh näüi læûc taûi tiãút diãûn k: 
 + Khi P = 1 di âäüng bãn traïi tiãút diãûn k (-l1 ≤ z ≤ a): 

  Mk = ).().( al
l
zalVB −=− . 

  Qk = αα cos.cos.
l
zVB −=− . 

  Nk = αα sin.sin.
l
zVB = . 

 + Khi P = 1 di âäüng bãn phaíi tiãút diãûn k (a ≤ z ≤  l + l2): 

  Mk = 
l

zlaaVA
).(. −

= . 

  Qk = αα cos.)(cos.
l

zlVA
−

= . 

  Nk = αα sin.)(sin.
l

zlVA
−

−=−  . 

 - Veî â.a.h näüi læûc: Cho z biãún thiãn vaì veî (H.3.3) 
 a2. Nháûn xeït vaì caïch veî nhanh: 
 * Â.a.h.Mk:  
 - Nháûn xeït: 
 + Âæåìng traïi vaì âæåìng phaíi càõt nhau taûi vë trê tæång æïng dæåïi tiãút diãûn k. 
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 + Nãúu keïo daìi âæåìng phaíi âãún gäúi tæûa A, coï tung âäü y = +a (a laì khoaíng caïch 
tæìa k âãún gäúi tæûa A theo phæång ngang) 
 + Nãúu keïo daìi âæåìng traïi âãún gäúi tæûa B, coï tung âäü y = + (l - a). 
 + Taûi vë trê gäúi tæûa, coï tung 
âäü y = 0. 
 + Â.a.h.Mk khäng phuû thuäüc 
goïc α. 
 -Caïch veî nhanh: 
 + Dæûng tung âäü y = 0 taûi vë 
trê caïc gäúi tæûa (caïc tung âäü naìy goüi 
laì caïc âiãøm khäng). 
 + Taûi gäúi tæûa A, dæûng tung 
âäü y = + a. Näúi tung âäü naìy våïi 
âiãøm khäng taûi B bàòng âæåìng 
thàóng, âæåüc âæåìng phaíi. 
 + Qua k, dæûng âæåìng thàóng 
âæïng càõt âæåìng phaíi, xaïc âënh âæåüc 
pháön thêch duûng cuía âæåìng phaíi vaì 
âiãøm chung cuía âæåìng phaíi våïi 
âæåìng traïi. 
 + Näúi âiãøm chung væìa xaïc 
âënh våïi âiãøm khäng taûi A, seî xaïc 
âënh âæåüc pháön thêch duûng cuía 
âæåìng traïi. 
 * Â.a.h.Qk: 
 - Nháûn xeït: 
 + Âæåìng traïi vaì âæåìng phaíi 
song song nhau. 
 + Taûi vë trê gäúi tæûa, coï tung âäü y = 0. 
 + Taûi vë trê tiãút diãûn k, coï bæåïc nhaíy bàòng cosα. 
 - Caïch veî nhanh: 
 + Dæûng tung âäü y = 0 taûi vë trê caïc gäúi tæûa (caïc tung âäü naìy goüi laì caïc âiãøm 
khäng). 
 + Taûi A, dæûng tung âäü y = +cosα. Näúi tung âäü naìy våïi âiãøm khäng taûi B bàòng 
âæåìng thàóng, seî âæåüc âæåìng phaíi. 

+ Taûi B, dæûng tung âäü y = -cosα. Näúi tung âäü naìy våïi âiãøm khäng taûi A bàòng 
âæåìng thàóng, seî âæåüc âæåìng traïi. 
 + Qua k, dæûng âæåìng thàóng âæïng càõt âæåìng phaíi vaì âæåìng traïi, seî xaïc âënh âæåüc 
pháön thêch duûng cuía chuïng. 

P = 1

l 

k
HA

aVA H.3.3

z

A B 
VBz

y 

α 

l1 l2 

1

1

â.a.h.VA 

â.a.h.VB 

â.a.h.HA

a

l
ala )( −

â. traïi 

â. phaíi 
â.a.h.Mk

cosα 

cosα 

sinα 

sinα 

(l - a)

â.a.h.Qk

â.a.h.Nk

αcos)(
l

al −

αsin
l
a

αcos
l
a

αsin)(
l

al −



 CÅ HOÜC KÃÚT CÁÚU 1 Page 74 

 * Â.a.h.Nk: 
 - Nháûn xeït: 
 + Âæåìng traïi vaì âæåìng phaíi song song nhau. 
 + Taûi vë trê gäúi tæûa, coï tung âäü y = 0. 
 + Taûi vë trê tiãút diãûn k, coï bæåïc nhaíy bàòng sinα. 

- Caïch veî nhanh: 
 + Dæûng tung âäü y = 0 taûi vë trê caïc gäúi tæûa (caïc tung âäü naìy goüi laì caïc âiãøm 
khäng). 
 + Taûi A, dæûng tung âäü y = - sinα. Näúi tung âäü naìy våïi âiãøm khäng taûi B bàòng 
âæåìng thàóng, seî âæåüc âæåìng phaíi. 

+ Taûi B, dæûng tung âäü y = +sinα. Näúi tung âäü naìy våïi âiãøm khäng taûi A bàòng 
âæåìng thàóng, seî âæåüc âæåìng traïi. 

+ Qua k, dæûng âæåìng thàóng âæïng càõt âæåìng phaíi vaì âæåìng traïi, seî xaïc âënh âæåüc 
pháön thêch duûng cuía chuïng. 

Læu yï ràòng våïi nhæîng 
nháûn xeït trãn, coìn coï nhæîng 
caïch khaïc âãø veî nhanh 
âæåìng phaíi, âæåìng traïi 
âæåìng aính hæåíng näüi læûc. 

b. Træåìng håüp tiãút 
diãûn thuäüc âáöu thæìa: giäúng 
dáöm cäng xån. 

* Chuï yï: Goïc α láúy > 
0 khi gäúi tæûa A cao hån gäúi 
tæûa B vaì ngæåüc laûi. 

Vê duû1:Veî â.a.h 
mämen, læûc càõt taûi tiãút diãûn k 
, m & A cuía hãû trãn hçnh 
(H.3.4a). 

Tiãút diãûn k & m thuäüc 
âáöu thæìa nãn veî theo â.a.h 
trong dáöm cängxån. 

Vê duû 2: Veî â.a.h näüi læûc taûi tiãút diãûn k cuía hãû trãn hçnh (H.3.4b) 
Âæåìng aính hæåíng näüi læûc taûi tiãút diãûn k cuía hãû coï thãø veî theo âæåìng aính hæåíng 

näüi læûc taûi tiãút diãûn trong nhëp cuía dáöm âån giaín nhëp 3a 
Vê duû 3: Veî â.a.h mämen uäún, læûc càõt taûi tiãút diãûn k vaì mämen uäún phaín læûc gäúi 

tæûa A cuía hãû trãn hçnh (H.3.4c) 
- Âæåìng aính hæåíng näüi læûc taûi tiãút diãûn k cuía hãû coï thãø veî theo âæåìng aính hæåíng 

näüi læûc taûi tiãút diãûn trong nhëp cuía dáöm âån giaín coï gäúi traïi åí xa vä cuìng vaì gäúi B 
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- Âæåìng aính hæåíng mämen uäún cuía gäúi A coï thãø veî theo âæåìng aính hæåíng näüi 
læûc taûi tiãút diãûn saït gäúi A. 

III. Âæåìng aính hæåíng trong hãû khung âån giaín: 
Xeït mäüt khung vaì dáöm âån giaín tæång æïng. 
* Nháûn xeït: 
- Â.a.h phaín læûc vaì näüi læûc trong thanh 

CDEF veî theo âæåìng aính hæåíng trong dáöm âån 
giaín tæång æïng. 

- Â.a.h näüi læûc trong thanh AD & BE veî dæûa 
vaìo liãn hãû giæîa näüi læûc trong thanh âoï våïi VA, VB. 

- Nãúu khung åí nhæîng daûng khaïc, tçm caïch 
thiãút láûp phæång trçnh âæåìng aính hæåíng hoàûc quy 
vãö nhæîng hãû tæång âæång âaî biãút caïch veî âãø veî. 

 
Vê duû1: Veî â.a.h näüi læûc taûi tiãút diãûn k, m, n cuía hãû trãn hçnh (H.3.5b) 
- â.a.h näüi læûc taûi tiãút diãûn k veî theo â.a.h näüi læûc taûi tiãút diãûn âáöu thæìa. 
- â.a.h näüi læûc taûi tiãút diãûn m veî theo â.a.h näüi læûc taûi tiãút diãûn trong nhëp dáöm 

âån giaín tæång æïng. 
- â.a.h näüi læûc taûi tiãút diãûn n veî theo â.a.h phaín læûc taûi gäúi tæûa A: 
+ â.a.h.Mn ≡ (h).â.a.h.HA ≡ âæåìng chuáøn. 
+ â.a.h.Qn ≡ (-1).â.a.h.HA ≡ âæåìng chuáøn. 
+ â.a.h.Nn ≡ (-1).â.a.h.VA. 
Chuï yï: tæì sæû cán bàòng mämen nuït khung ta luän coï: 
 â.a.h.Mn + â.a.h.Mk ≡ â.a.h.Mm 

Vê duû2: Veî â.a.h mämen uäún vaì læûc càõt taûi tiãút diãûn k, m, n cuía hãû trãn hçnh 
(H.3.5c) 

- Tiãút diãûn k thuäüc âáöu thæìa. 
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- Tiãút diãûn m veî theo â.a.h tiãút diãûn trong nhëp dáöm âån giaín nhëp 3a. 
- Tiãút diãûn n veî theo â.a.h.VA (â.a.h.HA ≡ âæåìng chuáøn). 

§3. ÂÆÅÌNG AÍNH HÆÅÍNG TRONG HÃÛ BA KHÅÏP. 
I. Âæåìng aính hæåíng phaín læûc: (H.3.6a) 
1. Âæåìng aính hæåíng d

B
d

A VV , : laì âæåìng aính hæåíng phaín læûc trong dáöm âån giaín 
tæång æïng cuìng nhëp. 

2. Âæåìng aính hæåíng cuía læûc xä H: 
Xuáút phaït tæì biãøu thæïc: Mk(z) = k

d
k yHM .−  

Cho k ≡ C ⇒ MC = 0 ⇒ 0. =− C
d
C yHM  ⇒ H = 

f
M

y
M d

C

C

d
C = . 

           Hay    â.a.h.H ≡ 
f
1 .â.a.h. d

CM . 

3. Âæåìng aính hæåíng phaín læûc voìm Z: 
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    Ta coï H = Z.cosβ ⇒ Z = 
βcos

H .  

    Hay     â.a.h.Z = 
βcos

1 .â.a.h.H 

 4. Âæåìng aính hæåíng phaín 
læûc âæïng VA, VB: 
 Ta coï VA = d

AV  + H.tgβ;  
VB = d

BV  - H.tgβ 
 Hay    â.a.h.VA ≡ â.a.h. d

AV  + 
       + tgβ.â.a.h.H. 

           â.a.h.VB  ≡ â.a.h. d
BV  - 

         - tgβ.â.a.h.H 
 II. Âæåìng aính hæåíng näüi læûc: 
 1. Âæåìng aính hæåíng mämen 
uäún taûi tiãút diãûn k: (H.3.6b) 
 a. Phán têch: 
 Xuáút phaït tæì biãøu thæïc:  

Mk = k
d
k yHM .− . Suy ra: 

     â.a.h.Mk ≡ â.a.h. d
kM  - (â.a.h.H).yk 

b. Nháûn xeït vaì caïch veî 
nhanh: 

* Nháûn xeït: 
- Taûi gäúi tæûa, tung âäü âæåìng 

aính hæåíng bàòng khäng. 
- Nãúu biãút âæåüc âæåìng phaíi coï 

thãø veî âæåüc âæåìng aính hæåíng Mk. 
- Âæåìng phaíi âi qua ba âiãøm:  
 + Taûi A, âæåìng phaíi coï tung 

âäü y = zk (zk laì khoaíng caïch tæì k âãún 
gäúi A theo phæång ngang). 

 + Taûi B, âæåìng phaíi coï tung 

âäü y = ky
f
l

.2− . 

 + Âiãøm khäng d (laì giao âiãøm 
cuía âæåìng phaíi våïi âæåìng chuáøn) laì 
âiãøm æïng dæåïi âiãøm D (laì giao âiãøm 
cuía Ak våïi BC). 

* Caïch veî nhanh: 
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- Veî âæåìng phaíi træåïc bàòng caïch xaïc âënh hai âiãøm thuäüc âæåìng phaíi. Âiãøm taûi 
A vaì âiãøm khäng d thæåìng sæí duûng âãø xaïc âënh âæåìng phaíi. 

 - Sau khi xaïc âënh âæåüc pháön thêch duûng cuía âæåìng phaíi, veî âæåìng traïi vaì 
âæåìng näúi nhæ sau: 

+ Âæåìng näúi laì âoaûn thàóng kãú tiãúp tung âäü bàòng khäng taûi B. 
+ Âæåìng traïi veî qua tung âäü bàòng khäng taûi A vaì âiãøm chung våïi âæåìng phaíi taûi 

k 
2. Âæåìng aính hæåíng læûc càõt taûi tiãút diãûn k: (H.3.6c) 
a. Phán têch: 
Ta âaî biãút ràòng:  
Qk= −k

d
kQ αcos.  

)cos..(sin kk tgH αβα −−  
Ta suy ra 

 â.a.h.Qk ≡ cosαk.(â.a.h. d
kQ ) - 

                             - m. â.a.h.H.    
      Våïi m = sinαk - tgβ.cosαk  
 b. Nháûn xeït vaì caïch veî 
nhanh âæåìng aính hæåíng Qk: 
 * Nháûn xeït: 
 - Tung âäü bàòng khäng taûi 
caïc gäúi tæûa. 
 - Âæåìng traïi vaì âæåìng 
phaíi song song nhau. 

- Nãúu biãút âæåüc âæåìng 
phaíi, coï thãø veî âæåüc âæåìng aính 
hæåíng Qk. 

- Âæåìng phaíi âi qua ba 
âiãøm: 

 + Taûi A, coï tung âäü y = 
+ cosαk. 

 + Taûi B, coï tung âäü y = 

m
f
l

.2− . 

 + Âiãøm khäng d (laì giao âiãøm cuía âæåìng phaíi våïi âæåìng chuáøn) laì âiãøm tæång 
æïng dæåïi âiãøm D (laì giao âiãøm cuía BC våïi âæåìng thàóng qua A vaì song song våïi tiãúp 
tuyãún truûc voìm taûi k). 

* Caïch veî nhanh: 
- Veî âæåìng phaíi træåïc bàòng caïch xaïc âënh hai âiãøm thuäüc âæåìng phaíi. Âiãøm taûi 

A vaì âiãøm khäng d thæåìng sæí duûng âãø xaïc âënh âæåìng phaíi. 
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 - Sau khi xaïc âënh âæåüc pháön thêch duûng cuía âæåìng phaíi, veî âæåìng traïi vaì 
âæåìng näúi nhæ sau: 

 + Âæåìng näúi laì âoaûn thàóng kãú tiãúp tung âäü bàòng khäng taûi B. 
 + Âæåìng traïi veî song song våïi âæåìng phaíi vaì âi qua tung âäü bàòng khäng taûi A. 
3. Âæåìng aính hæåíng læûc doüc taûi tiãút diãûn k: (H.3.6d) 
a. Phán têch: 
Ta âaî biãút ràòng: Nk = - )sin..(cossin. kkk

d
k tgHQ αβαα +− . Ta suy ra 

 â.a.h.Nk = -sinαk.(â.a.h. d
kQ ) - n. â.a.h.H.    

  Våïi m = cosαk + tgβ.sinαk  
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b. Nháûn xeït vaì caïch veî nhanh âæåìng aính hæåíng Nk: 
 * Nháûn xeït: 
 - Tung âäü bàòng khäng taûi caïc gäúi tæûa. 
 - Âæåìng traïi vaì âæåìng phaíi song song nhau. 

- Nãúu biãút âæåüc âæåìng phaíi, coï thãø veî âæåüc âæåìng aính hæåíng Qk. 
- Âæåìng phaíi âi qua ba âiãøm: 
 + Taûi A, coï tung âäü y = -sinαk. 

 + Taûi B, coï tung âäü y = n
f
l

.2− . 

+ Âiãøm khäng d (laì giao âiãøm cuía âæåìng phaíi våïi âæåìng chuáøn) laì âiãøm tæång 
æïng dæåïi âiãøm D (laì giao âiãøm cuía BC våïi âæåìng thàóng qua A vaì vuäng goïc våïi tiãúp 
tuyãún truûc voìm taûi k). 

* Caïch veî nhanh: 
- Veî âæåìng phaíi træåïc bàòng caïch xaïc âënh hai âiãøm thuäüc âæåìng phaíi. Âiãøm taûi 

A vaì âiãøm khäng d thæåìng sæí duûng âãø xaïc âënh âæåìng phaíi. 
 - Sau khi xaïc âënh âæåüc pháön thêch duûng cuía âæåìng phaíi, veî âæåìng traïi vaì 

âæåìng näúi nhæ sau: 
 + Âæåìng näúi laì âoaûn thàóng kãú tiãúp tung âäü bàòng khäng taûi B. 

   + Âæåìng traïi veî song song våïi âæåìng phaíi vaì âi qua tung âäü bàòng khäng taûi A. 
 * Caïc chuï yï: 
 - Goïc β láúy dáúu dæång khi gäúi B cao hån gäúi A vaì ngæåüc laûi. 
 - Træåìng håüp âaûi læåüng cáön veî 
âæåìng aính hæåíng thuäüc miãúng cæïng BC 
(H.3.6e): Nãúu láúy âäúi xæïng qua truûc 
thàóng âæïng seî tråí laûi baìi toaïn ban âáöu. 
Sau âoï, suy ra kãút quaí trãn hãû ban âáöu 
bàòng caïch láúy âäúi xæïng ngæåüc tråí laûi. 
Tuy nhiãn, våïi âæåìng aính hæåíng læûc càõt 
cáön nhán thãm våïi hãû säú -1 (âäøi chiãöu tuìn 
âäü). 
 - Coï thãø måí räüng cho nhæîng hãû coï 
cáúu taûo tæång tæû hãû ba khåïp våïi caïc khåïp 
coï thãø laì khåïp thæûc hay khåïp giaí taûo 
(H.3.6f). 
 - Træåìng håüp hãû ba khåïp coï thanh càng 
(H.3.6g): 
 + Nãúu âaûi læåüng nghiãn cæïu nàòm ngoaìi phaûm 
vi thanh càng (AD, BE), veî theo âæåìng aính hæåíng 
trong dáöm âån giaín. 

k kA
B B A
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H.3.6e 

H.3.6f

C
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zk P = 1

zk â.a.h.Mk
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 + Nãúu âaûi læåüng nghiãn cæïu thuäüc phaûm vi thanh càng (CEF), veî theo âæåìng 
aính hæåíng trong hãû ba khåïp A*CB*. 
 + Nãúu læûc di âäüng P = 1 di âäüng trãn thanh càng, âæåìng aính hæåíng laì âoaûn 
thàóng âæåüc veî qua hai tung âäü taûi hai âáöu thanh càng. Âoï cuîng chênh laì tung âäü cuía 
âæåìng aính hæåíng khi P di âäüng trãn miãúng cæïng. Nhæ váûy, trong træåìng håüp naìy, ta âi 
veî âæåìng aính hæåíng khi cho læûc P = 1 di âäüng trãn miãúng cæïng, sau âoï giæî laûi hai tung 
âäü taûi hai âáöu thanh càng, räöi näúi hai tung âäü âoï bàòng 1 âoaûn âæåìng thàóng seî xaïc âënh 
âæåüc âæåìng aính hæåíng cáön veî. 
 *Vê duû 1: Veî â.a.h näüi læûc taûi tiãút diãûn k & m cuía hãû trãn hçnh (H.3.6h) 
 -Tiãút diãûn k âæåüc veî theo â.a.h näüi læûc trong hãû 3 khåïp 
 -Tiãút diãûn m coï thãø âæåüc veî theo â.a.h phaín læûc VA & HA 

 

 
*Vê duû 2: Veî â.a.h mämen uäún  taûi tiãút diãûn 1, 2 & 3 cuía hãû trãn hçnh (H.3.6k) 

 - Âáy laì hãû 3 khåïp coï thanh càng DE våïi P = 1 di âäüng trãn caïc miãúng cæïng. 
 - Caïc â.a.h.M1, M2, M3 tuán theo âiãöu kiãûn cán bàòng mämen nuït khung. 

*Vê duû 3: Veî â.a.h mämen uäún taûi tiãút diãûn 1, 2 & 3 cuía hãû trãn hçnh (H.3.6i) 
- Âáy laì hãû 3 khåïp coï thanh càng DE våïi P = 1 di âäüng trãn thanh càng. 
- Caïc â.a.h.M1, M2, M3 tuán theo âiãöu kiãûn cán bàòng mämen nuït khung. 
*Vê duû 4: Veî â.a.h mämen uäún vaì læûc càõt taûi tiãút diãûn k  cuía hãû trãn hçnh 
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- â.a.hMk, Qk coï thãø âæåüc veî theo âæåìng aính hæåíng trong hãû 3 khåïp: 1 khåïp taûi 
I vaì 2 khåïp taûi gäúi di âäüng C.  
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§ 4. ÂÆÅÌNG AÍNH HÆÅÍNG TRONG HÃÛ DAÌN  
 ÅÍ âáy chè trçnh baìy caïch veî âæåìng aính hæåíng trong hãû daìn dáöm. 

I. Âæåìng aính hæåíng phaín læûc: 
 Caïch xaïc âënh vaì veî giäúng nhæ trong hãû dáöm âån giaín. Xem minh hoüa cho hãû 
daìn dáöm trãn hçnh (H.3.7a) & (H.3.7e). 
 II. Âæåìng aính hæåíng læûc doüc trong caïc thanh daìn: 
 1. Phæång phaïp taïch màõt: 
 * Näüi dung: Taïch màõt coï chæïa thanh cáön veî âæåìng aính hæåíng læûc doüc vaì âi thiãút 
láûp phæång trçnh âæåìng aính hæåíng cuía noï æïng våïi caïc træåìng håüp cuía læûc táûp trung P = 
1 di âäüng trãn daìn: âæïng ngay taûi màõt âang xeït, di âäüng ngoaìi phaûm vi caïc âäút bë càõt 
vaì di âäüng trãn caïc âäút bë càõt. 
 Xeït hãû daìn trãn hçnh (H.3.7a). 
Ta trçnh baìy caïch veî âæåìng aính 
hæåíng læûc doüc trong caïc thanh 2 - 11 
, 4 - 9 & 2 - 12. 
 a. â.a.h.N11-2: 
 Taïch màõt 11 vaì thiãút láûp 
phæång trçnh âæåìng aính hæåíng æïng 
våïi caïc træåìng håüp cuía læûc P = 1 di 
âäüng: 
 - P = 1 âàût ngay taûi màõt bë càõt 
(z = 0) (H.3.7b): 
 ∑Y = 0 ⇒ N11-2 + VA - P = 0  
 Luïc naìy VA = 1 

Suy ra N11-2 = P - VA = 0. 
 - Khi P = 1 di âäüng ngoaìi 
phaûm vi caïc âäút bë càõt (z = -d hoàûc d 
≤ z ≤ 4d) (H.3.7c): 

∑Y = 0 ⇒ N11-2 + VA = 0  
⇒ N11-2 = -VA. 

 ⇒ â.a.h.N11-2 ≡ (-1).â.a.h.VA. 
 - Khi P = 1 di âäüng trãn caïc âäút 
bë càõt (-d ≤ z ≤ d): âæåìng aính hæåíng 
trãn caïc âäút naìy laì nhæîng âoaûn âæåìng 
thàóng näúi liãön caïc tung âäü æïng dæåïi mäùi 
màõt cuía âäút bë càõt. 
 b. â.a.h.N4-9: 
 Tæång tæû, taïch màõt 9: 
 - P = 1 âàût ngay taûi màõt 9 (z = 2d) (H.3.7d): 
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∑Y = 0 ⇒ N4-9 - P = 0 ⇒ N4-9 = P = 1. 
 - P = 1 di âäüng ngoaìi phaûm vi caïc âäút bë càõt (-d ≤ z ≤ d hoàûc 3d ≤ z ≤ 4d): 
  ∑Y = 0 ⇒ N4-9 = 0. (Hãû quaí 2) 
 Coï nghéa laì â.a.h.N4-9 trãn âoaûn naìy truìng våïi âæåìng chuáøn. 
 - Khi P = 1 di âäüng trãn caïc âäút bë càõt (2d ≤ z ≤ 4d): âæåìng aính hæåíng trãn caïc 
âäút naìy laì nhæîng âoaûn âæåìng thàóng näúi liãön caïc tung âäü æïng dæåïi mäùi màõt cuía âäút bë 
càõt. 

c. â.a.h.N2-12: 
 Tæång tæû, dãù tháúy khi P = 1 âàût taûi màõt 12 thç N2-12 = 2 ; khi P = 1 di âäüng bãn 
ngoaìi âäút bë càõt thç N2-12 = 0. 
 2. Phæång phaïp màût càõt âån giaín: 
 * Näüi dung: Thæûc hiãûn "màût càõt âån giaín" qua thanh cáön veî âæåìng aính hæåíng 
vaì âi thiãút láûp phæång trçnh âæåìng aính hæåíng cuía noï æïng våïi caïc træåìng håüp cuía læûc P 
= 1 di âäüng trãn daìn: bãn traïi âäút bë càõt, bãn phaíi âäút bë càõt vaì trãn âäút bë càõt. 

Xeït hãû daìn trãn hçnh (H.3.7e). Ta trçnh baìy caïch veî âæåìng aính hæåíng læûc doüc 
trong caïc thanh 2 - 3, 11 - 10 & 4-10. 
 a. â.a.h. N2-3:  
 Thæûc hiãûn màût càõt (1 - 1) qua thanh 2 - 3 vaì thiãút láûp phæång trçnh âæåìng aính 
hæåíng N2-3 æïng våïi caïc træåìng håüp cuía læûc P = 1 di âäüng: 
 - P = 1 di âäüng bãn traïi âäút bë càõt (0 ≤ z ≤ d):  
  ∑ 012 =trM  ⇒ N2-3.h - P.(2d - z) = 0 

  ⇒ N2-3 = 
h

zd )2( −   

 Cho z biãún thiãn, veî âæåüc â.a.h.N2-3. 
- P = 1 di âäüng bãn phaíi âäút bë càõt (2d ≤ z ≤ 6d): 

∑ 012 =trM  ⇒ N2-3.h = 0 ⇒ N2-3 = 0. 
 Nhæ váûy, trãn âoaûn naìy, â.a.h.N2-3 veî truìng våïi âæåìng chuáøn. 

- P = 1 di âäüng trãn âäút bë càõt (d ≤ z ≤ 2d): âæåìng aính hæåíng trãn âäút naìy laì 
âoaûn âæåìng thàóng näúi liãön caïc tung âäü æïng dæåïi mäùi màõt cuía âäút bë càõt. 

b. â.a.h. N10-11:  
Thæûc hiãûn màût càõt (2 - 2) qua thanh 11 - 10 vaì thiãút láûp phæång trçnh âæåìng aính 

hæåíng N10-11 æïng våïi caïc træåìng håüp cuía læûc P = 1 di âäüng: 
- P = 1 di âäüng bãn traïi âäút bë càõt (0 ≤ z ≤ 3d):  

  ∑ 04 =phM  ⇒ N10-11.h - VB.2d = 0 

  ⇒ N2-3 = 
h

dVB 2.   

⇒  â.a.h.N10-11 ≡ .2








h
d â.a.h.VB  

 - P = 1 di âäüng bãn phaíi âäút bë càõt (4d ≤ z ≤ 6d): 
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∑ 04 =trM  ⇒ -N10-11.h + VA.d = 0  

⇒ N10-11 = 
h

dVA .     

            ⇒ â.a.h.N10-11≡ 







h
d .â.a.h.VA 

 - P = 1 di âäüng trãn âäút bë càõt 
(3d ≤ z ≤ 4d): âæåìng aính hæåíng trãn 
âäút naìy laì âoaûn âæåìng thàóng näúi liãön 
caïc tung âäü æïng dæåïi mäùi màõt cuía 
âäút bë càõt. 

c. â.a.h. N4-10:  
 Tæång tæû nhæ træåìng håüp 
â.a.h.N10-11 vaì phæång trçnh âæåìng 
cáön thiãút láûp cho mäùi træåìng håüp cuía 
P = 1 di âäüng luïc naìy laì ∑Y = 0. 
 * Chuï thêch: 

- Trong phæång phaïp màõt càõt 
âån giaín, âiãøm láúy mämen khi viãút 
phæång trçnh cán bàòng goüi laì tám 
mämen. Âæåìng traïi vaì âæåìng phaíi 
càõt nhau taûi tám mämen 
 - Trong træåìng håüp khäng thãø duìng âæåüc phæång phaïp taïch màõt hay màût càõt âån 
giaín âãø veî, coï thãø sæí duûng phæång phaïp màût càõt phäúi håüp hoàûc veî træåïc mäüt säú âæåìng 
aính hæåíng coï liãn quan, räöi tæì nhæîng mäúi liãn hãû vãö näüi læûc suy ra âæåìng aính hæåíng 
cáön veî. 

- Trong mäüt säú baìi toaïn phæïc taûp, coï thãø veî âæåìng aính hæåíng bàòng caïch: Âàût P 
= 1 láön læåüt trãn caïc màõt vaì âi xaïc âënh tung âäü âæåìng aính hæåíng cáön veî tæång æïng. 
Sau âoï, näúi caïc tung âäü naìy bàòng caïc âoaûn âæåìng thàóng trong phaûm vi mäùi âäút seî âæåüc 
âæåìng aính hæåíng cáön veî. 
 - Khi sæí duûng phæång phaïp màût càõt âån giaín âãø veî âæåíng aính hæåíng læûc doüc, coï 
thãø sæí duûng caïch veî âæåìng aính hæåíng cuía näüi læûc trong dáöm âån giaín. Caïch tiãún haình 
nhæ sau: 
 a. Nãúu hai thanh coìn laûi cuía màût càõt giao nhau taûi tám mämen I: 

 Biãøu thæïc xaïc âënh læûc doüc coï thãø viãút dæåïi daûng: N = 
r

M I '± . 

 + MI’ laì mämen uäún trong dáöm âån giaín tæång æïng taûi I' (I' laì vë trê tæåïng æïng 
dæåïi tám mämen I).  

 + r laì khoaíng caïch tæì tám mämen I âãún phæång cuía læûc doüc N.   

  + Biãøu thæïc láúy dáúu (+) khi læûc doüc N dæång taïc duûng lãn pháön hãû bãn traïi quay 
ngæåüc chiãöu kim âäöng häö quanh I vaì ngæåüc laûi. Tæì âáy suy ra caïch veî nhanh â.a.h.N: 
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veî â.a.h.MI' trong dáöm âån giaín phuû tråü räöi nhán våïi mäüt læåüng 
r
1

± . Pháön thêch duûng 

cuía âæåìng traïi, âæåìng phaíi laì thuäüc âæåìng xe chaûy vaì nàòm bãn traïi vaì bãn phaíi âäút bë 
càõt; trong phaûm vi âäút bë càõt duìng âæåìng näúi. 

b. Nãúu hai thanh coìn laûi cuía màût càõt song song nhau: 

Biãøu thæïc xaïc âënh læûc doüc coï thãø viãút dæåïi daûng: N = 
γsin

Q
± . 

+ Q laì læûc càõt trong dáöm âån giaín tæång æïng cuìng phæång våïi hai thanh song 
song vaì láúy taûi vë trê báút kyì æïng dæåïi âäút bë càõt thuäüc âæåìng xe chaûy. 

+ γ laì goïc nghiãn cuía thanh cáön veî âæåìng aính hæåíng so våïi phæång cuía hai 
thanh song song. 

+ Biãøu thæïc láúy dáúu (+) khi læûc doüc N dæång taïc duûng lãn pháön bãn traïi hæåïng 
xuäúng dæåïi so våïi hai thanh song song. 
Tæì âáy suy ra caïch veî nhanh 
â.a.h.N: veî â.a.h.Q trong dáöm 
âån giaín phuû tråü (láúy taûi tiãút 
diãûn báút kyì æïng dæåïi âäút bë càõt 
thuäüc âæåìng xe chaûy) räöi nhán 

våïi mäüt læåüng 
λsin

1
± . Pháön 

thêch duûng cuía âæåìng traïi, 
âæåìng phaíi laì thuäüc âæåìng xe 
chaûy vaì nàòm bãn traïi vaì bãn 
phaíi âäút bë càõt. Trong phaûm vi 
âäút bë càõt duìng âæåìng näúi. 

Vê duû: Veî â.a.h.N8-7 & 
â.a.h.N3-7 (H.3.7f) 

 
 

§ 5. ÂÆÅÌNG AÍNH HÆÅÍNG TRONG HÃÛ GHEÏP 
I. Nguyãn tàõc chung: 
- Phán têch cáúu taûo hçnh hoüc cuía hãû, xaïc âënh âáu laì hãû phuû, hãû chênh, hãû trung 

gian. 
- Phán chia hãû thaình nhæîng hãû âån giaín, hãû phuû tæûa lãn hãû chênh. 
II. Caïch veî âæåìng aính hæåíng: 
1. Âaûi læåüng cáön veî âæåìng aính hæåíng thuäüc hãû phuû: 
a. Phán têch: 

 Xeït hãû gheïp trãn hçnh veî (H.3.8a), veî â.a.h.Mk. 
 - Khi P = 1 di âäüng trãn hãû phuû EF: coï thãø xem EF nhæ dáöm âån giaín âäüc láûp vaì 
dãù daìng veî âæåüc â.a.h.Mk. 
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- Khi P = 1 di âäüng 
trãn caïc pháön hãû coìn laûi: 
theo tênh cháút cuía hãû gheïp 
(hãû chênh khäng gáy ra aïp 
læûc lãn hãû phuû), nãn 
â.a.h.Mk veî truìng våïi 
âæåìng chuáøn. 

b. Quy tàõc veî: 
- Khi P = 1 di âäüng 

trãn hãû phuû coï chæïa âaûi 
læåüng cáön veî âæåìng aính hæåíng: ta xem hãû phuû nhæ mäüt hãû âån giaín laìm viãûc âäüc láûp 
vaì veî âæåìng aính hæåíng theo caïch âaî biãút. 

- Khi P = 1 di âäüng trãn hãû chênh vaì caïc hãû khäng liãn quan: âæåìng aính hæåíng 
tæång æïng veî truìng âæåìng chuáøn. 

2. Âaûi læåüng cáön veî âæåìng aính hæåíng thuäüc hãû chênh hoàûc hãû trung gian: 
a. Phán têch: 
Xeït hãû gheïp trãn hçnh veî 

(H.3.8b), veî â.a.h.Mi. 
- Khi P = 1 di âäüng trãn hãû 

chênh AB: luïc naìy, caïc hãû phuû 
khäng laìm viãûc, coï thãø loaûi boí 
chuïng, xem AB nhæ dáöm cängxån 
vaì veî âæåüc â.a.h.Mi. 

- Khi P = 1 di âäüng trãn hãû 
BCD: âæåìng aính hæåíng Mi laì âoaûn 
âæåìng thàóng veî qua hai âiãøm: tung 
âäü bàòng khäng dæåïi gäúi tæûa C vaì tung âäü chung våïi hãû chênh AB taûi muït B. 

- Khi P = 1 di âäüng trãn hãû DE: tæång tæû nhæ trãn hãû BCD. 
b. Quy tàõc veî: 
- Khi P = 1 di âäüng trãn hãû coï chæïa âaûi læåüng cáön veî âæåìng aính hæåíng: cä láûp 

hãû âoï vaì veî âæåìng aính hæåíng. 
- Khi P = 1 di âäüng trãn nhæîng hãû kãú tiãúp: 
+ Nãúu hãû kãú tiãúp laì hãû chênh so våïi hãû âang xeït: âæåìng aính hæåíng veî truìng våïi 

âæåìng chuáøn. 
+ Nãúu hãû kãú tiãúp laì hãû phuû so våïi hãû âang xeït: âæåìng aính hæåíng seî laì âoaûn 

thàóng kãú tiãúp vaì âi qua tung âäü bàòng khäng taûi vë trê gäúi tæûa näúi âáút thàóng âæïng hoàûc 
khåïp âáöu tiãn thuäüc mäüt hãû chênh khaïc. 

Vê duû1:Veî â.a.h.Mk, â.a.h.Qm, â.a.h.Mi, â.a.h.Nn (H.3.8c) 
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Vê duû2:Veî â.a.h.Mk, â.a.h.Mm (H.3.8d) 

 
Vê duû3:Veî â.a.h.Mk (H.3.8e) 
Vê duû4:Veî â.a.h.Mk (H.3.8f) 

 

§ 6. ÂÆÅÌNG AÍNH HÆÅÍNG TRONG HÃÛ COÏ HÃÛ THÄÚNG 
TRUYÃÖN LÆÛC 

ÅÍ âáy chè quan tám veî âæåìng aính hæåíng âaûi læåüng S thuäüc kãút cáúu chëu læûc 
chênh. Nguyãn tàõc veî laì âi phán têch vaì so saïnh sæû laìm viãûc cuía hãû khäng coï hãû thäúng 
truyãön læûc våïi hãû coï hãû thäúng truyãön læûc chëu taíi troüng P = 1 di âäüng: 

- Âæåìng aính hæåíng gäöm caïc âoaûn âæåìng thàóng, mäùi âoaûn tæång æïng våïi tæìng 
dáöm doüc phuû. 

- Khi P = 1 âàût trãn caïc màõt truyãön læûc gáy ra aính hæåíng nhæ khi âæïng træûc tiãúp 
trãn kãút cáúu chëu læûc chênh 

Caïc bæåïc tiãún haình nhæ sau: 

P = 1k

a

BA D

a a a a/2 a/2

i

C E

m 
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a
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1 â.a.h.Qm

a/2
â.a.h.Mi

1
â.a.h.Nn
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 * Bæåïc 1: Veî â.a.h.S våïi giaí thiãút P = 1 di âäüng truûc tiãúp trãn kãút cáúu chëu læûc 
chênh. 

* Bæåïc 2: Giæî laûi caïc tung âäü cuía â.a.h.S væìa veî taûi nhæîng vë trê dæåïi caïc màõt 
truyãön læûc.  Caïc tung âäü naìy cuîng chênh laì caïc tung âäü â.a.h.S khi P = 1 di âäüng trãn 
hãû thäúng truyãön læûc. 
 * Bæåïc 3: Láön læåüt näúi caïc tung âäü væìa giæî laûi åí trãn trong phaûm vi tæìng âäút 
bàòng caïc âoaûn thàóng, seî âæåüc â.a.h.S cáön veî. 
 * Chuï yï: Khi P = 1 âàût taûi màõt tæûa trãn traïi âáút, tung âäü â.a.h.S taûi vë trê naìy 
bàòng khäng. 

 Vê duû:Veî â.a.h.Mk (H.3.9) 
 

 
 
 
 
 
 
 

 

§ 6. XAÏC ÂËNH GIAÏ TRË CUÍA ÂAÛI LÆÅÜNG NGHIÃN CÆÏU 
ÆÏNG VÅÏI CAÏC DAÛNG TAÍI TROÜNG KHAÏC NHAU BÀÒNG 

ÂÆÅÌNG AÍNH HÆÅÍNG CUÍA NOÏ. 
. 
 I. Taíi troüng táûp trung: 
 Giaí sæí trãn cäng trçnh chëu caïc læûc táûp trung P1, P2, ...Pn cuìng phæång taïc duûng. 
Goüi y1, y2, ...yn laì caïc tung âäü tæång æïng dæåïi caïc taíi troüng táûp trung cuía âæåìng aính 
hæåíng cuía âaûi læåüng nghiãn cæïu S trãn cäng trçnh 
do læûc táûp trung P = 1 cuìng phæång våïi caïc læûc 
táûp trung P1, P2, ...Pn di âäüng trãn cäng trçnh gáy 
ra (H.3.10a). 
 Yãu cáöu: Xaïc âënh giaï trë cuía âaûi læåüng S 
do caïc læûc táûp trung gáy ra bàòng âæåìng aính hæåíng 
cuía noï. 
 Theo yï nghéa tung âäü âæåìng aính hæåíng, giaï trë cuía âaûi læåüng S do riãng Pi gáy 
ra: 
  Si = Pi.yi. 
 Theo nguyãn lyï cäüng taïc duûng, suy ra: 

  S = ∑Si = ∑
=

n

i
ii yP

1
.  

P = 1

k
a

a â.a.h.Mk

H.3.9

P1 P2 Pi Pn

â.a.h.S

y1 y2 yi yn

H.3.10a
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 * Chuï thêch: 
 - Pi > 0 khi cuìng chiãöu våïi P =1 duìng âãø veî â.a.h.S 
vaì ngæåüc laûi. 
 - Dáúu cuía yi láúy theo dáúu cuía âæåìng aính hæåíng. 
 - Træåìng håüp â.a.h.S coï bæåïc nhaíy taûi vë trê tæång 
æïng læûc Pi (H.3.10b) thç âaûi læåüng S do riãng Pi gáy ra seî 
coï hai giaï trë tæång æïng våïi bãn traïi vaì bãn phaíi tiãút diãûn 
coï bæåïc nhaíy: 
  ph

ii
tr
i yPS .=  vaì tr

ii
ph

i yPS .=  
 *Vê duû: Cho hãû coï så âäö tênh nhæ trãn hçnh veî (H.3.10c). Yãu cáöu: Tênh mämen 
vaì læûc càõt taûi tiãút diãûn k theo hai caïch: 
 - Sæí duûng biãøu âäö (M) vaì (Q). 
 - Sæí duûng â.a.h.Mk vaì â.a.h.Qk. 
 a. Sæí duûng biãøu âäö näüi læûc: 
 Caïc biãøu âäö (M), (Q) âæåüc veî trãn 
hçnh (H.3.10c). Tæì âoï, suy ra: 
 Mk = 11,2(T.m), tr

kQ  = 1,8(T),  
ph

kQ  = -1,2(T) 
 b. Sæí duûng â.a.h.Mk, â.a.h.Qk: 
 - Caïc â.a.h.Mk, â.a.h.Qk âæåüc veî 
trãn hçnh 
 - Xaïc âënh Mk:  

   Mk = ∑
=

3

1
.

i
ii yP = P1.1,2 + P2.2,4 + P3.0.8 = 

        = 2.1,2 + 3.2,4 + 2.0,8 = 11,2(T.m) 
 - Xaïc âënh Qk: Do â.a.h.Qk coï bæåïc 
nhaíy taûi vë trê læûc táûp trung P2 nãn Qk do P2 
gáy ra seî coï 2 giaï trë. 
 tr

kQ  = P1.(-0,2) + P2.0,6 + P3.0,2 = 
       = 2.(-0,2) + 3.0,6 + 2.0,2 = 1,8(T.m) 

 ph
kQ = P1.(-0,2) + P2.(-0,4) + P3.0,2 =  

      = 2.(-0,2) + 3.(-0,4) + 2.0,2 = -1,2(T.m) 
 * Nháûn xeït: Kãút quaí cuía hai caïch tênh laì nhæ nhau. 
 II. Taíi troüng phán bäú: 
 Giaí sæí trãn cäng trçnh chëu taíi troüng phán bäú coï cæåìng âäü q(z). Âæåìng aính 
hæåíng âaûi læåüng S do P = 1 cuìng phæång våïi læûc phán bäú q(z) di âäüng trãn cäng trçnh 
coï phæång trçnh y = y(z) (H.3.10d). 
 Yãu cáöu: Xaïc âënh giaï trë cuía âaûi læåüng S do q(z) gáy ra bàòng âæåìng aính hæåíng 
cuía noï. 
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Pi 
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 Xeït aính hæåíng cuía mäüt phán täú taíi troüng 
coï chiãöu daìi dz. Xem phán täú naìy nhæ mäüt læûc táûp 
trung våïi giaï trë q(z).dz. Goüi y laì tung âäü âæåìng 
aính hæåíng tæång æïng dæåïi phán täú taíi troüng 
q(z).dz. 
 Suy ra: dS = q(z).dz.y(z) 

 Suy ra: Sa-b = ∫
b

a

dzzqzy ).().(    

      Træåìng håüp taíi troüng phán bäú âãöu (q = const):
  Sa-b = b

aq ω.        
 b

aω laì diãûn têch pháön biãøu âäö âæåìng aính hæåíng bãn dæåïi taíi troüng phán bäú âãöu 
trãn âoaûn [ ]ba, . 
 * Chuï thêch: 
 - q coï giaï trë dæång khi noï cuìng chiãöu våïi læûc P =1 duìng âãø veî â.a.h.S 
 - Dáúu cuía b

aω  láúy theo dáúu cuía âæåìng aính hæåíng. 
 *Vê duû: Xaïc âënh Mk & Qk bàòng 
âæåìng aính hæåíng cuía noï. Hãû coï så âäö cho 
trãn hçnh (H.3.10e)  
 - Caïc â.a.h.Mk & â.a.h.Qk âæåüc veî 
trãn hçnh veî. 
 - Xaïc âënh Mk  

Mk = q.ϖ = ++
− )

2
4.1.()

2
2.1.( qq   

    )
2

2.1.(−
+ q  = 0 

- Xaïc âënh Qk: 
    Qk = +

−
+ )

2
2.5,0.()

2
2.5,0.( qq  

          0)
2

2.5,0.()
2

2.5,0.( =
−

++ qq  

III. Mämen táûp trung: 
 Giaí sæí trãn cäng trçnh chëu taïc duûng cuía 
mämen táûp trung M vaì âaûi læåüng nghiãn cæïu S coï 
âæåìng aính hæåíng âaî biãút (H.3.10f).  

Yãu cáöu: Xaïc âënh giaï trë cuía âaûi læåüng S do M 
gáy ra bàòng âæåìng aính hæåíng cuía noï. 
 Thay thãú M bàòng càûp ngáùu læûc P = )0( →∆

∆
z

z
M  

 Theo cäng thæïc cho træåìng håüp taíi táûp trung, ta coï: 
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 S = [ ] 





∆
−∆+

=−∆+
→∆→∆ z

zyzzyMzyPzzyP
zz

)()(lim)(.)(.lim
00

= M.y'(z) 

  S = M.tgα.    
 Træåìng håüp trãn cäng trçnh coï nhiãöu mämen táûp trung: M1, M2,....Mn. 
  S = ii

n

i
tgM α.

1=
Σ  

 * Chuï thêch: 
 - M láúy dáúu dæång khi coï chiãöu thuáûn chiãöu kim âäöng häö.     
 - tgα coï dáúu dæång khi âæåìng aính hæåíng âäöng biãún 
khi qua âiãøm âàût M. 
 - Nãúu âæåìng aính hæåíng coï âiãøm gaîy tæång æïng taûi 
âiãøm âàût mämen M (H.3.10g), âaûi læåüng S seî coï hai giaï trë 
tæång æïng bãn traïi vaì bãn phaíi âiãøm gaîy: 

 Str = M.tgαph
 ;     Sph = M.tgαtr

 

* Vê duû: Xaïc âënh Mk bàòng âæåìng aính hæåíng cuía noï. Hãû coï så âäö cho trãn hçnh 
(H.3.10.h) 

- Veî â.a.h.Mk nhæ trãn hçnh. 
- Xaïc âënh Mk: 
Mk do caí læûc táûp trung vaì mämen táûp 

trung taïc duûng. Taûi M, â.a.h.Mk bë gaîy khuïc 
nãn Mk seî coï hai giaï trë: 

phtr
k tgMyPM α.. += = 

        = 2.1 + (-3,2).(
2
1

− ) = 3,6(T.m)

 trph
k tgMyPM α.. += = 

         = 2.1 + (-3,2)(
2
1 ) = 0,4(T.m) 

 

§ 7. CAÏCH DUÌNG ÂÆÅÌNG AÍNH HÆÅÍNG ÂÃØ XAÏC ÂËNH 
VË TRÊ BÁÚT LÅÜI CUÍA ÂOAÌN TAÍI TROÜNG VAÌ GIAÏ TRË ÂÃØ 

TÊNH. 
. Baín cháút cuía baìi toaïn laì âi tçm cæûc trë cuía haìm S(z). Giaï trë låïn nháút trong säú 
caïc cæûc âaûi (hay nhoí nháút trong säú caïc cæûc tiãøu) laì giaï trë âãø tênh. Vë trê cuía âoaìn taíi 
troüng tæång æïng laì vë trê báút låüi nháút. 
 I. Âæåìng aính hæåíng coï daûng âæåìng cong trån tru mäüt dáúu: 
 Khi âoï phæång trçnh âæåìng aính hæåíng S vaì âaûo haìm cuía noï laì nhæîng haìm liãn 
tuûc. Do váûy, haìm S = f(z) biãøu thë sæû biãún thiãn cuía âaûi læåüng S theo vë trê cuía taíi troüng 
di âäüng vaì âaûo haìm cuía noï S’(z) cuîng seî liãn tuûc. Âäúi våïi loaûi baìi toaïn naìy, sau khi âaî 
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xaïc âënh âaûi læåüng S theo vë trê cuía taíi troüng di âäüng S(z), viãûc xaïc âënh vë trê báút låüi 
chênh laì âi giaíi baìi toaïn tçm cæûc trë cuía haìm säú thäng thæåìng. 
 II. Taíi troüng táûp trung trãn âæåìng aính hæåíng coï daûng âa giaïc mäüt dáúu: 
 ÅÍ âáy chè trçnh baìy cho træåìng håüp âæåìng aính hæåíng coï dáúu dæång. Træåìng håüp 
âæåìng aính hæåíng coï dáúu ám, caïch thæûc hiãûn tæång tæû. 
 Khi xaïc âënh vë trê báút låüi nháút cuía taíi troüng di âäüng âäúi våïi âæåìng aính hæåíng âa 
giaïc, coï thãø dæûa vaìo caïc tênh cháút sau: 
 * Tênh cháút 1: Vë trê báút låüi nháút chè coï thãø xaíy ra khi mäüt trong säú caïc taíi troüng 
táûp trung di âäüng trãn âæåìng aính hæåíng, truìng våïi mäüt âènh läöi naìo âoï cuía âæåìng aính 
hæåíng. 
 * Tênh cháút 2: Khi âaî coï mäüt taíi troüng táûp trung taûi mäüt âènh läöi cuía âæåìng aính 
hæåíng cuía âaûi læåüng S, muäún S âaût cæûc trë thç khi dåìi âoaìn taíi troüng sang traïi mäüt âoaûn 
∆z vaì sang phaíi mäüt âoaûn ∆z âiãöu kiãûn sau phaíi thoaí maîn: 
 
 
 
 
 

Trong âoï: 
- Ri laì håüp læûc cuía caïc taíi 

troüng åí âoaûn thàóng thæï i cuía âæåìng 
aính hæåíng 

- αi laì goïc nghiãng cuía âoaûn 
thàóng thæï i cuía âæåìng aính hæåíng; αi 
láúy dáúu dæång khi âæåìng aính hæåíng 
âäöng biãún.  
 Tæì caïc phán têch trãn, ta coï trçnh tæû xaïc âënh vë trê báút låüi nháút cuía âoaìn taíi troüng 
táûp trung trãn âæåìng aính hæåíng âa giaïc mäüt dáúu nhæ sau: 
 - Âàût mäüt taíi troüng táûp trung vaìo âènh läöi naìo âoï cuía âæåìng aính hæåíng 

 - Dëch chuyãøn âoaìn taíi troüng sang traïi mäüt âoaûn ∆z vaì tênh ∑
=

n

i
iitgR

1
α ; cuîng laìm 

tæång tæû nhæ váûy khi dëch chuyãøn âoaìn taíi troüng sang phaíi mäüt âoaûn ∆z. 
 - Kiãøm tra âiãöu kiãûn (*) sau hai láön dëch chuyãøn. Nãúu khäng thoaí maîn thç âáy 
khäng phaíi laì vë trê báút låüi nháút, nãúu thoaí maîn thç âáy coï khaí nàng laì vë trê báút låüi nháút, 
cáön phaíi tênh giaï trë cuía âaûi læåüng S taûi vê trê naìy. Caïch tênh âaî trçnh baìy trong muûc xaïc 
âënh âaûi læåüng S bàòng âæåìng aính hæåíng cuía noï.  

- Quaï trçnh làûp laûi nhæ váûy cho táút caí taíi troüng táûp trung vaì caïc âènh läöi cuía 
âæåìng aính hæåíng. Giaï trë låïn nháút trong säú caïc âaûi læåüng S tênh âæåüc laì giaï trë âãø tênh. 
Vë trê cuía âoaìn taíi troüng tæång æïng laì vë trê báút låüi nháút.  

∑
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n

i
iitgR

1
α

> 
> 0 
= 

Chuyãøn tæì sang 
< 
= 0 
< 

(khi z = z0 - ∆z) (khi z = z0 + ∆z) 

∑
=

n

i
iitgR

1
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αi < 0
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* Vê duû: Tçm giaï trë âãø tênh cuía âaûi læåüng S coï â.a.h.S nhæ trãn hçnh (H.3.11c). 
Så âäö taíi di âäüng cho trãn hçnh (H.3.11b) 
 - Tênh tgα cuía caïc goïc nghiãng: 

9
4;

4
1

4
34;

4
3

321 −==
−

== ααα tgtgtg

1. Tênh thæí láön thæï nháút: 
 Choün taíi P = 9,5(T) âàût vaìo âènh läöi 
coï tung âäü y = 4 (H.3.11d) 
 + Cho âoaìn taíi troüng dëch chuyãøn 
vãö bãn traïi 1 âoaûn ∆z: 

∑
=

n

i
iitgR

1
α  =  

 = 3,5tgα1 + 9,5tgα2 + (3 + 7)tgα3 = 
  = 0

9
5)

9
4.(10

4
1.5,9

4
3.5,3 >=−++  

 + Cho âoaìn taíi troüng dëch chuyãøn 
vãö bãn phaíi 1 âoaûn ∆z: 

∑
=

n

i
iitgR

1
α = 3,5tgα2 + (9,5 + 10)tgα3 

    = 0
9
125,70)

9
4.(5,19

4
1.5,3 <−=−+  

 Nhæ váûy, âiãöu kiãûn (*) âæåüc thoaí maîn. Vë trê naìy cho ta mäüt cæûc âaûi. Tênh Smax 

  Smax = 3,5.3 + 9,5.4 + 278,58
9
4.7

9
20.3 =+  

 2. Tênh thæí láön thæï 2: 
 Âàût taíi troüng P = 3(T) vaìo âènh coï tung âäü y = 4 (H.3.11e). 
` + Cho âoaìn taíi troüng dëch chuyãøn vãö bãn traïi mäüt âoaûn ∆z: 

  ∑
=

n

i
iitgR

1
α = 9,5tgα1 + 3tgα2 + 7tgα3 = 

   = 0
9
875,42)

9
4.(7

4
1.3

4
3.5,9 >=−++  

` + Cho âoaìn taíi troüng dëch chuyãøn vãö bãn phaíi mäüt âoaûn ∆z: 

  ∑
=

n

i
iitgR

1
α = 3,5tgα1 + 9,5tgα2 + 10tgα3 = 

   = 0
9
5)

9
4.(10

4
1.5,9

4
3.5,3 >=−++  

 So saïnh våïi âiãöu kiãûn (*), vë trê naìy khäng täön taûi Smax 
Vãö màût nguyãn tàõc, do coï 4 læûc vaì 2 âènh läöi nãn cáön thæí âàût taíi 8 láön. Tuy 

nhiãn, coï thãø dæûa vaìo caïc nháûn xeït sau âãø loaûi båït nhæîng láön thæí khäng cáön thiãút: 
 - Trong 2 láön thæí trãn thç læûc táûp trung 3,5(T) & 9,5(T) cuîng âaî âæåüc âàût vaìo 
âènh läöi coï tung âäü y = 3. 

4m4m 4m 

4m 

3,0T

4m 4m 

3,5T 9,5T
H.3.11e

7,0T

4 20/93 4/9

H.3.11b

3,0T9,5T3,5T 7,0T
H.3.11d

4m 4m 9m

9,5T3,5T 3,0T 7,0T

4m 4m 4m 

α1 

α2 H.3.11c α3
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 - Nãúu tiãúp tuûc dëch chuyãøn âoaìn taíi trong sang bãn traïi hay bãn phaíi so våïi 2 láön 
thæí åí trãn thç taíi troüng seî væåüt ra ngoaìi âæåìng aính hæåíng hoàûc âi vaìo vuìng tung âäü beï 
nãn aính hæåíng seî giaím xuäúng. 
 Toïm laûi vë trê báút låüi cuía âoaìn taíi trong laì trãn hçnh (H.3.11d) vaì giaï trë âãø tênh 
laì Smax = 58,278. 
 III. Taíi troüng táûp trung trãn âæåìng aính hæåíng coï daûng tam giaïc: 
 Giaí sæí âæåìng aính hæåíng tam giaïc cho nhæ trãn hçnh (H.3.11f). Nhæ âaî biãút laì vë 
trê báút låüi cuía âoaìn taíi troüng chè xaíy ra khi coï mäüt læûc táûp trung naìo âoï âàût taûi âènh läöi. 
Goüi læûc táûp trung âàût taûi âènh tam giaïc laì Pth; håüp læûc cuía caïc læûc bãn traïi vaì bãn phaíi 
Pth laì Rtr vaì Rph. Láön læåüt cho âoaìn taíi troüng dëch chuyãøn vãö bãn traïi vaì bãn phaíi 1 âoaûn 
∆z. Âiãöu kiãûn (*) âæåüc viãút laûi: 
 
 
 
 
 Tæì hçnh veî thç tgα1 = c/a; tgα2 = -c/b. 
 Thay vaìo vaì biãún âäøi, ta âæåüc âiãöu kiãûn cáön vaì âuí âãø xáøy ra vë trê báút låüi cuía 
âoaìn taíi troüng: 
 - Khi dëch chuyãøn âoaìn taíi troüng vãö bãn traïi thç thoaí maîn âiãöu kiãûn (i) 
 - Khi dëch chuyãøn âoaìn taíi troüng vãö bãn phaíi thç thoaí maîn âiãöu kiãûn (ii) 
 
 
 
 
 

 * Coï thãø tçm vë trê báút låüi cuía 
âoaìn taíi troüng bàòng âäö giaíi nhæ sau: 
 Taûi âiãøm B trãn hçnh (H.3.11f) 
láön læåüt dæûng caïc veïc tå biãøu thë cho 
caïc læûc P1, P2 ....P6 theo thæï tæû tæì B âãún 
A trãn mäüt âæåìng thàóng báút kyì khäng 
truìng våïi âæåìng chuáøn. Goüi E laì muït 
cuäúi cuìng. Näúi AE vaì tæì D keí âæåìng 
thàóng song song våïi AE càõt BE taûi F. 
Âiãøm F thuäüc veïc tå biãøu thë læûc naìo 
thç læûc âoï laì Pth cáön âàût åí âènh tam giaïc 
âãø coï vë trê báút låüi. 
 Tháût váûy, tæì caïc quan hãû tyí lãû 
cuía caïc âoaûn bë chàõn trãn hçnh veî, ta 
deî daìng tháúy âæåüc âiãöu kiãûn (i) vaì (ii). 

21 .).( αα tgRtgPR phthtr ++
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> 0     vaì 
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*Chuï thêch: 
- Caïch thæûc hiãûn trãn chè âuïng khi táút caí caïc taíi troüng thuäüc phaûm vë âæåìng aính 

hæåíng. 
- Nãúu chiãöu daìi âoaìn taíi troüng væåüt ra ngoaìi phaûm vi âæåìng aính hæåíng thç cáön 

phaíi tênh thæí nhiãöu láön våïi caïc læûc Pth khaïc nhau. Luïc naìy coï thãø täön taûi nhiãöu Pth nãn 
cuîng coï thãø coï nhiãöu Smax. Giaï trë âãø tênh laì maxSmax. 

- Khi sæí duûng phæång phaïp âäö giaíi, nãúu âiãøm F thuäüc ranh giåïi cuía hai læûc thç 
caí hai læûc âoï âãöu coï thãø laì Pth. 
 IV. Taíi troüng phán bäú âãöu trãn âæåìng aính hæåíng âån trë báút kyì: 
 1. Chiãöu daìi taíi troüng låïn hån chiãöu daìi âæåìng aính hæåíng: (H.3.11g) 
  Smax = q.ω; ω laì diãûn têch toaìn bäü âæåìng aính hæåíng. 
 
 
  
 
 
  
 
 

2. Chiãöu daìi taíi troüng beï hån chiãöu daìi âæåìng aính hæåíng: (H.3.11h) 
 Trong træåìng håüp naìy, vë trê báút låüi nháút cuía âoaìn taíi troüng chè xaíy ra khi tung 
âäü âæåìng aính hæåíng taûi âáöu traïi vaì âáöu phaíi cuía âoaìn taíi troüng bàòng nhau. 
 Cm: Âaûi læåüng S tæång æïng våïi vë trê z cuía âoaìn taíi troüng: 
  S = q. z

cz−ω  

 Âãø S âaût cæûc trë thç 0. ==
dz
dq

dz
dS ω  , tæïc laì 0=

dz
dω . 

 Theo hçnh veî (H.3.11h) thç dω = yph.dz - ytr.dz = dz.(yph - ytr) 

 Âãø dω = 0 thç yph = ytr (âccm). 
*  Chuï yï: 
Nãúu âæåìng aính hæåíng coï 2 dáúu thç phaíi âàût riãng cho tæìng pháön coï âáúu dæång 

hoàûc dáúu ám âãø tênh Smax, Smin. 
 Vê duû: Tçm Mmax, Mmin taûi màût càõt k cuía dáöm coï muït thæìa trãn hçnh (H.3.11i). 
Biãút taíi troüng di âäüng phán bäú âãöu coï chiãöu daìi d = 1,6m vaì cæåìng âäü q = 1,2(T/m). 
 Veî â.a.h.Mk 

a. Tçm Mmin: cáön âàût q vaìo miãön â.a.h.Mk mang dáúu ám. Dãù tháúy miãön bãn traïi 
cho Mmin vaì vë trê báút låüi nháút khi q åí saït muït thæìa. 

Mmin = q. 6,1
oω  = ).(44,1)6,1.

2
25,025,1.(2,1 mT−=

+
−  

 b. Tçm Mmax:  
Âàût q vaìo miãön â.a.h.Mk mang dáúu dæång. Cáön xaïc âënh z âãø ytr = yph 

q 

â.a.h.Sω
H.311g 

q 

H.311h 

c
z

dz dz 

yph 
ytr 

â.a.h.S
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 Tæì caïc tam giaïc âäöng daûng, ta coï: 

5,2
4

9375,0
;

5,19375,0
dzyzy phtr −−

==  

 Thay ytr = yph vaìo, suy ra:  
4z = 1,5(4 - d) 

Giaíi ra z = 0,9. Suy ra:  

ytr = yph = 0,9375. =
5,1
z 0,5625. 

Tæì âáy tênh âæåüc: 
Mmax = q. 5,2

9,0ω  





 +

+
+

= 1).
2

9375,05625,0(6,0).
2

9375,05625,0(.2,1

             = 1,44(T.m) 
      V. Khaïi niãûm vãö taíi troüng tæång âæång: 

Khi thiãút kãú kãút cáúu chëu taíi troüng di 
âäüng, ta thæåìng làûp laûi nhiãöu láön viãûc tçm vë trê báút låüi vaì giaï trë âãø tênh cuía mäüt âoaìn 
taíi troüng tiãu chuáøn naìo âoï trãn mäüt säú daûng âæåìng aính hæåíng coï hçnh daûng giäúng 
nhau song chè khaïc vãö âäü låïn. Âãø cho viãûc tênh toaïn âæåüc thuáûn låüi ngæåìi ta tçm caïch 
thay thãú caïc âoaìn taíi troüng tiãu chuáøn bàòng taíi troüng phán bäú âãöu coï chiãöu daìi phuí kên 
âæåìng aính hæåíng, coï cæåìng âäü qtâ âãø sao cho âaûi læåüng S do qtd gáy ra âuïng bàòng giaï 
trë âãø tênh cuía âaûi læåüng S do taíi troüng tiãu chuáøn âàût åí vë trê báút låüi nháút. Taíi troüng 
phán bäú âãöu nhæ váy goüi laì taíi troüng tæång âæång. 

Váûy taíi troüng tæång âæång laì taíi troüng phán bäú âãöu phuí kên chiãöu daìi âàût taíi 
cuía âæåìng aính hæåíng vaì sinh ra giaï trë cuía âaûi læåüng S chênh laì giaï trë âãø tênh cuía âaûi 
læåüng S do âoaìn taíi troüng tiãu chuáøn âæåüc thay thãú  âàût åí vë trê báút låüi nháút gáy ra. 

Tæì âay suy ra Stênh = ω.qtâ. 
Màûc khaïc, khi phán têch ngæåìi ta nháûn tháúy, taíi troüng tæång âæång chè phuû 

thuäüc vaìo chiãöu daìi, hçnh daûng cuía âæåìng aính hæåíng maì khäng phuû thuäüc vaìo âäü låïn 
tung âäü âæåìng aính hæåíng. 

Do váûy, våïi mäùi loaûi taíi troüng tiãu chuáøn, våïi mäùi chiãöu daìi vaì daûng âæåìng aính 

hæåíng, ngæåìi ta âaî tçm ra âæåüc mäüt Stênh, tiãúp âoï tênh âæåüc qtâ = 
ω
tinhS , vaì táûp håüp sà ôn 

caïc qtâ vaìo trong mäüt baíng tra. Khi tênh toaïn ta chè cáön thæûc hiãûn: 
- Càn cæï vaìo taíi troüng vaì daûng âæåìng aính hæåíng âang xeït, tçm baíng taíi troüng 

tæång âæång tæång æïng. 
- Càn cæï vaìo chiãöu daìi âæåìng aính hæåíng âang xeït, tra tçm qtâ. 
- Tênh Stênh = ω.qtâ. 
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ds 

ds+εds 

H.4.1.b
ds 

ψ ds O

2
dsγ

H.4.1.a 
ds 

H.4.1.c

2
dsγ

1 2 3

H.4.2

P

CHÆÅNG 4  
  XAÏC ÂËNH CUYÃØN VË TRONG HÃÛ THANH PHÀÓNG ÂAÌN HÄÖI 

TUYÃÚN TÊNH. 
 § 1. KHAÏI NIÃÛM VÃÖ BIÃÚN DAÛNG & CHUYÃØN VË. 

 I. Biãún daûng: 
1. Khaïi niãûm: Biãún daûng laì sæû thay âäøi hçnh daûng cuía phán täú dæåïi taïc duûng 

cuía caïc nguyãn nhán nhæ taíi troüng, biãún thiãn nhiãût âäü, chuyãøn vë cæåîng bæïc cuía caïc 
gäúi tæûa... 

2. Caïc thaình pháön biãún daûng: 
Biãún daûng cuía mäüt phán täú thanh trong hãû thanh phàóng coï chiãöu daìi ds gäöm 3 

thaình pháön: 
- Biãún daûng goïc xoay ψds: laì goïc xoay tæång âäúi giæîa 2 tiãút diãûn åí 2 âáöu phán 

täú (H.4.1.a); ψ laì goïc xoay tyí âäúi. 
- Biãún daûng doüc truûc εds: laì khoaíng co daîn giæîa 2 tiãút diãûn åí hai âáöu phán täú 

theo phæång doüc truûc thanh (H.4.1.b); ε laì biãún daûng doüc truûc tyí âäúi. 
- Biãún daûng træåüt γds: laì âäü træåüt tæång âäúi giæîa 2 tiãút diãûn åí 2 âáöu phán täú 

(H.4.1.c); γ laì goïc træåüt tyí âäúi. 
 
 
 
 
 
 
  
 
* Chuï yï: Quy æåïc chiãöu dæång cuía biãún daûng tæång æïng våïi chiãöu trãn hçnh veî. 
II. Chuyãøn vë: 
1. Khaïi niãûm: Chuyãøn vë laì sæû thay âäøi vë trê cuía tiãút diãûn dæåïi taïc duûng cuía caïc 

nguyãn nhán nhæ taíi troüng, biãún thiãn nhiãût âäü, chuyãøn vë cæåîng bæïc cuía caïc gäúi tæûa... 
Khi hãû biãún daûng, háöu hãút caïc tiãút diãûn âãöu coï vë trê måïi. Nhæ váûy, coï thãø noïi 

chuyãøn vë laì hãû quaí cuía sæû biãún daûng. 
Taûi 1 tiãút diãûn cuía hãû coï thãø coï 1 trong 3 khaí nàng sau: 
- Coï biãún daûng nhæng khäng coï chuyãøn vë. Vê duû 

tiãút diãûn 1 trãn hçnh (H.4.2) 
- Coï biãún daûng vaì chuyãøn vë. Vê duû tiãút diãûn 2 trãn 

hçnh (H.4.2) 
- Coï chuyãøn vë nhæng khäng coï biãún daûng. Vê duû 

tiãút diãûn 3 trãn hçnh (H.4.2) 
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2. Caïc thaình pháön chuyãøn vë: 
Taûi mäüt tiãút diãûn báút kyì coï thãø coï 3 thaình pháön chuyãøn vë: 2 chuyãøn vë thàóng 

theo hai phæång khaïc nhau vaì mäüt chuyãøn vë 
goïc xoay. 

Tháût váûy, trong hãû truûc Oxy, xeït 1 tiãút 
diãûn k (H.4.3) âæåüc xaïc âënh båíi caïc toüa âäü 
(xk, yk, αk). Sau khi hãû bë biãún daûng, tiãút diãûn 
k coï vë trê måïi laì k’ âæåüc xaïc âënh båíi caïc toüa 
âäü ( ''' ,, kkk yx α ).  

Nhæ váûy chuyãøn vë taûi tiãút diãûn k gäöm 
ba thaình pháön: 

+ Chuyãøn vë thàóng theo phæång x: ∆x = kk xx −'  
+ Chuyãøn vë thàóng theo phæång y: ∆y = kk yy −'  
+ Chuyãøn vë goïc xoay: ∆α = kk αα −'  
3. Kyï hiãûu chuyãøn vë: 
Thæåìng âæåüc kyï hiãûu bàòng chæî ∆ vaì keìm theo hai chè säú: chè säú thæï nháút chè vë 

trê vaì phæång cuía chuyãøn vë; chè säú thæï hai chè nguyãn nhán gáy ra chuyãøn vë. 
∆km âoüc laì chuyãøn vë tæång æïng våïi vë trê vaì phæång k do nguyãn nhán m gáy ra. 
Khi nguyãn nhán m gáy ra chuyãøn vë bàòng âån vë thç goüi laì chuyãøn vë âån vë. 

Khi âoï ∆ âæåüc thay bàòng δ. δkm âoüc laì chuyãøn vë tæång æïng våïi vë trê vaì phæång k do 
nguyãn nhán m bàòng âån vë gáy ra. 

 

 § 2. CÄNG CUÍA NGOAÛI LÆÛC & BIÃØU THÆÏC CÄNG. 
I. Nguyãn lyï baío toaìn nàng læåüng: 
Xeït 1 thanh chëu keïo âuïng tám nhæ trãn hçnh veî (H.4.4.a). 

Tàng dáön taíi troüng gáy keïo bàòng caïch thãm dáön caïc taíi troüng vä cuìng 
beï dP (âãø khäng gáy ra læûc quaïn tênh). Quan saït ta nháûn tháúy: 

- Thanh bë keïo daîn ra, tæïc laì thãú nàng cuía ngoaûi læûc UP giaím 
xuäúng. Vaì biãún daûng trong hãû tàng lãn, tæïc laì thãú nàng biãún daûng âaìn 
häöi U trong thanh tàng lãn. 

- Quan hãû giæîa læûc taïc duûng vaì biãún daûng laì tuyãún tênh, tæïc laì 
tuán theo giaí thiãút 1 (H.4.4.b). 

Theo nguyãn lyï baío toaìn nàng læåüng, âäöng thåìi boí qua aính 
hæåíng cuía pháön nàng læåüng do caïc hiãûn tæåüng tæì, nhiãût, âiãûn... thç 
UP = U. Nghéa laì: Thãú nàng cuía ngoaûi læûc UP chuyãøn hoïa thaình 
thãú nàng biãún daûng U têch luyî trong hãû nãúu sæû biãún daûng khäng 
laìm phaï våî sæû cán bàòng cuía hãû. 

Màûc khaïc, nàng læåüng âæåüc âo bàòng cäng: 

dP 

H.4.4.a 

∆

P

O
H.4.4.b 

x

y

O

xk

x'k 

∆α 

αk 

α'k 

H.4.3 

k’k

y k
 

y’ k
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+ UP = T: cäng cuía ngoaûi læûc âæåüc sinh ra trãn chuyãøn vë cuía âiãøm âàût ngoaûi 
læûc. Cäng T > 0 vç chuyãøn vë cuìng chiãöu våïi âiãøm âàût læûc P. 

+ U = A*: cäng cuía näüi læûc âæåüc sinh ra trãn nhæîng biãún daûng âaìn häöi trong hãû. 
A* < 0 vç näüi læûc coï xu hæåïng ngàn caín biãún daûng trong hãû. 

Tæì UP = U. Suy ra    T = -A* = U (4 - 1) 
Nhæ váûy: vãö trë säú, thãú nàng biãún daûng âaìn häöi têch luyî trong hãû bàòng cäng T 

cuía ngoaûi læûc gáy ra biãún daûng hay bàòng cäng A* cuía näüi læûc sinh ra trãn nhæîng biãún 
daûng âaìn häöi nhæng traïi dáúu. 

II. Cäng cuía ngoaûi læûc (T): 
Cäng laì têch säú cuía læûc våïi trë säú chuyãøn vë cuía âiãøm âàût læûc theo phæång læûc taïc 

duûng. 
Nhæ âaî noïi åí trãn, quan hãû giæîa læûc taïc duûng vaì 

chuyãøn laì tuyãún tênh (H.4.5). Xeït åí thåìi âiãøm læûc taïc duûng P 
= X vaì chuyãøn vë ∆ = δ, tàng thãm taíi troüng taïc duûng dP laìm 
cho chuyãøn vë tàng thãm mäüt læåüng dδ. Læûc X seî sinh mäüt 
cäng phán täú: 

dT = X.dδ 

 Suy ra T = ∫
∆

0

. δdX  = ∆..
2
1 P (chênh laì diãûn têch tam giaïc OAB) 

 Trong træåìng håüp coï nhiãöu læûc taïc duûng P1, P2,..., Pn. Nãúu goüi ∆1, ∆2,..., ∆n laì 
chuyãøn vë cuäúi cuìng tæång æïng theo phæång P1, P2,..., Pn do caïc læûc âoï âäöng thåìi taïc 
duûng gáy ra thç: 

  T = ∑
=

∆
n

i
iiP

1
.

2
1  (4 - 2) 

 Nhæ váûy: Trong hãû âaìn häöi tuyãún tênh, cäng cuía caïc ngoaûi læûc táûp trung âäöng 
thåìi taïc duûng ténh bàòng mäüt næîa täøng caïc têch säú cuía caïc ngoaûi læûc våïi giaï trë cuía 
chuyãøn vë cuäúi cuìng tæång æïng. 

 
 
 
 
 
* Chuï yï: 
- Cäng täøng cäüng khäng phuû thuäüc vaìo thæï tæû taïc duûng cuía ngoaûi læûc. 
- Cäng cuía ngoaûi læûc khäng tuán theo nguyãn lyï cäüng taïc duûng. 
 

 
 
 

H.4.5
O

∆

P A

B

X

δ

P1 P2 
M

∆ 1 ∆ 2 
ϕ

H.4.6 

T = )...(
2
1

2211 ϕMPP +∆+∆  
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§ 3. CÄNG CUÍA NÄÜI LÆÛC - THÃÚ NÀNG CUÍA HÃÛ THANH. 
  

I. Cäng cuía näüi læûc (A*): laì cäng cuía caïc näüi læûc sinh ra trãn nhæîng biãún daûng 
âaìn häöi cuía hãû.  

Taïch ra khoíi hãû mäüt phán täú thanh coï chiãöu daìi ds (H.4.7.a). Læûc taïc duûng lãn 
phán täú gäöm: 

+ Ngoaûi læûc: q(z) âæåüc quy vãö thaình læûc táûp trung q(z).ds 
+ Näüi læûc: åí âáöu traïi laì (M, Q, N); åí âáöu phaíi laì (M + dM, Q + dQ, N + dN). 

Giaí thiãút chiãöu dæång cuía chuïng nhæ trãn hçnh veî. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
* Caïc nháûn xeït: 
- Do xeït cán bàòng riãng cho phán täú nãn coï thãø xem M, Q, N, M + dM, Q + dQ, 

N + dN laì caïc ngoaûi læûc. Vç thãú, coï thãø sæí duûng biãøu thæïc cäng cuía ngoaûi læûc âãø xaïc 
âënh, sau âoï suy ra cäng cuía näüi læûc theo mäúi quan hãû: A* = -T 

- Vç chè phán têch cho mäüt phán täú thanh nãn cäng âæåüc goüi laì cäng phán täú. 
Khi âoï ta thay A* = dA*, T = dT. Suy ra dA* = -dT. 

- Phán täú ds coï chiãöu daìi laì ráút beï nãn cho pheïp boí qua caïc âaûi læåüng vä cuìng beï 
q(z).ds, dM, dQ, dN khi tênh cäng (H.4.7.b). 

- Caïc læûc M, Q, N sinh cäng trãn nhæîng biãún daûng âäüc láûp nãn cho pheïp tênh 
cäng riãng reî do tæìng thaình pháön räöi cäüng kãút quaí laûi våïi nhau. 

II. Xaïc âënh caïc thaình pháön biãún daûng: 

- Thaình pháön biãún daûng goïc xoay ψds (H.4.8.a): 

ds 

H.4.8.a 

Oψ ds
 

ds + εds

H.4.8.b

ds 

H.4.8.c

2
dstbγ

2
dstbγ

ds 

ρψ ds 
 

M M N N
QQ

tbγ

tbγ

ψ ds 
 

H.4.7.a

ds 

N

Q

M 

q(z) 
q(z).dz 

Q + dQ

N + dN 

M + dM 

ds 
Q

H.4.7.b

M

Q

M

N⇒ N



 CÅ HOÜC KÃÚT CÁÚU 1 Page 103 

Theo SBVL   ψ = 
JE

M
.

1
=

ρ
 

- Thaình pháön biãún daûng doüc truûc εds (H.4.8.b): 

Theo SBVL  ε = 
FE

N
.

 

- Thaình pháön biãún daûng træåüt γtbds (H.4.8.c): 
Theo SBVL  γtb = 

FG
Q
.

.υ  

Våïi υ laì hãû säú kãø âãún sæû phán bäú khäng âãöu cuía æïng suáút tiãúp. Hãû säú υ chè phuû 
thuäüc vaìo hçnh daûng cuía tiãút diãûn: tiãút diãûn hçnh chæî nháût (υ = 1,2), tiãút diãûn hçnh troìn 
(υ = 1,18), tiãút diãûn hçnh vaình khàn (υ = 2)... 

III. Biãøu thæïc cäng cuía näüi læûc: 

- Do mämen M gáy ra: dTM = 
JE
dsMdsMdsMdsM
..2
.

2
..

2
..

2
..

2
1 2

==





 +

ψψψ  

 - Do læûc doüc N gáy ra: dTN = 
FE
dsNdsNdsNdsN
..2
.

2
..

2
..

2
...

2
1 2

==





 +

εεε  

 - Do læûc càõt Q gáy ra: dTQ = 
FG
dsQdsQds

Q
ds

Q tbtbtb

..2
..

2
..

2
.

.
2
.

..
2
1 2

υ
γγγ

==





 +  

Suy ra  dT = dTM + dTN + dTQ = 
FG
dsQ

FE
dsN

JE
dsM

..2
..

..2
.

..2
. 222

υ++  

Suy ra  dA*
 = -dT = - 








++

FG
dsQ

FE
dsN

JE
dsM

..2
..

..2
.

..2
. 222

υ  

 A* = ∫ ∑∫∑∫∑∫ 







++−=

FG
dsQ

FE
dsN

JE
dsMdA

..2
..

..2
.

..2
. 222

* υ  

ÅÍ âáy dáúu ∑ laì láúy täøng trãn caïc âoaûn thanh sao cho caïc biãøu thæïc dæåïi dáúu têch 
phán laì liãn tuûc vãö màût toaïn hoüc. 

IV. Thãú nàng cuía hãû thanh: 
Tæì biãøu thæïc (4 - 1), suy ra biãøu thæïc thãú nàng âaìn häöi cuía hãû thanh: 

U = - A* = ∑∫∑∫∑∫ ++
FG
dsQ

FE
dsN

JE
dsM

..2
..

..2
.

..2
. 222

υ  (4 - 3) 

*Caïc chuï yï: 
- Thãú nàng cuía hãû luän dæång. 
- Biãøu thæïc thãú nàng (4 - 3) chè aïp duûng cho hãû gäöm 

nhæîng thanh thàóng hoàûc cong våïi âäü cong beï (
5
1

≤
r
h ) (H.4.9). 

 
 
 
 
 

r

O
H.4.9 

h 
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§ 4. VÁÛN DUÛNG BIÃØU THÆÏC THÃÚ NÀNG ÂÃØ XAÏC ÂËNH 
CHUYÃØN VË. 

 
I. Caïch têch træûc tiãúp tæì biãøu thæïc thãú nàng: 
Caïch naìy chè aïp duûng khi trãn hãû chè coï mäüt læûc táûp trung vaì cáön tçm chuyãøn vë 

tæång æïng våïi vë trê vaì phæång cuía læûc âoï. 
Tæì U = T = ∆..

2
1 P . Suy ra  ∆ = 

P
U.2   

Váûy ∆ = 







++ ∑∫∑∫∑∫ FG

dsQ
FE
dsN

JE
dsM

P ..2
..

..2
.

..2
..2 222

υ  (4 - 4) 

Vê duû: Xaïc âënh chuyãøn vë thàóng âæïng taûi A. Cho biãút E.J = const. Boí qua aính 
hæåíng cuía læûc doüc vaì læûc càõt.(H.4.10) 

Biãøu thæïc mämen uäún doüc truûc thanh:  
M(z) = -P.z 

Thay vaìo: ∆ = 
JE

lP
JE

dzzP
P

l

o ..3
.

..2
.).(.2 32

=
−

∫  

II. Caïch xaïc âënh theo âënh lyï Castigliano: 
Phaït biãøu âënh lyï: Âaûo haìm riãng thãú nàng biãún daûng âaìn häöi theo læûc Pk naìo âoï 

seî bàòng chuyãøn vë tæång æïng våïi phæång vaì vë trê cuía læûc Pk âoï. 
  ∆k = 

kP
U

∂
∂  

Thay biãøu thæïc (4 -3) vaìo 

∆k = 







++

∂
∂ ∑∫∑∫∑∫ FG

dsQ
FE
dsN

JE
dsM

P
U

k ..2
..

..2
.

..2
. 222

υ  

∆k = 







∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂ ∑∫∑∫∑∫ ds

P
Q

FG
Qds

P
N

FE
Nds

P
M

JE
M

kkk

.
.

..
.

.
.

υ  (4 - 5) 

Xeït tråí laûi vê duû trãn 

∆k = 
JE

lPdzz
JE
zPds

P
M

JE
M l

k ..3
.).(

.
).(.

.

3

0

=−
−

=
∂
∂

∫∫  > 0 

* Chuï yï: 
- Nãúu ∆k > 0 thç chuyãøn vë cuìng chiãöu våïi Pk  vaì ngæåüc laûi 
- Nãúu taíi troüng taïc duûng laì phán bäú coï thãø thay thãø bàòng nhiãöu læûc táûp trung âãø 

tênh. 
- Træåìng håüp Pk laì mämen táûp trung thç chuyãøn vë tæång æïng laì goïc xoay. 
- Nãúu cáön tçm chuyãøn vë taûi vë trê vaì theo phæång báút kyì thç coï thãø âàût thãm læûc 

Pk tæång æïng våïi vë trê vaì phæång cáön tçm chuyãøn vë. Sau khi xaïc âënh âæåüc ∆k, cho Pk 
= 0 seî âæåüc kãút quaí cáön tçm. 

 

H.4.10

A B

P

z 
l 
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 § 5. CÄNG KHAÍ DÉ CUÍA NÄÜI LÆÛC VAÌ NGOAÛI LÆÛC - 
CAÏC BIÃØU THÆÏC CÄNG KHAÍ DÉ 

 

I. Cäng khaí dé: 
1. Âënh nghéa: Cäng khaí dé (coìn goüi laì cäng aío) laì cäng sinh ra båíi caïc læûc trãn 

nhæîng biãún daûng vaì chuyãøn vë vä cuìng beï do nhæîng nguyãn nháút báút kyì naìo âoï sinh ra. 
Caïc chuyãøn vë vaì biãún daûng vä cuìng beï âæåüc goüi laì chuyãøn vë khaí dé vaì biãún 

daûng khaí dé. 
2. So saïnh cäng thæûc vaì cäng khaí dé: 
Cäng thæûc: Nguyãn nhán gáy ra chuyãøn vë vaì biãún daûng chênh laì caïc læûc sinh 

cäng gáy ra. 
Cäng aío: Nguyãn nhán gáy ra chuyãøn vë vaì biãún daûng laì báút kyì vaì coï thãø laì taíi 

troüng hay biãún thiãn nhiãût âäü hay chuyãøn vë cæåîng bæïc cuía caïc gäúi tæûa... 
Vê duû minh hoüa: 
Xeït mäüt hãû âaìn häöi åí 

hai traûng thaïi: 
- Traûng thaïi thæï nháút 

chëu læûc Pk goüi laì traûng thaïi 
“k” (H.4.11.a). 

- Traûng thaïi thæï hai 
chëu caïc nguyãn nhán báút kyì 
goüi laì traûng thaïi “m” 
(H.4.11.b). 

Goüi ∆km laì chuyãøn vë khaí dé tæång æïng våïi læûc Pk trãn hãû åí traûng thaïi “m”. 
Theo âënh nghéa thç têch säú Pk. ∆km laì cäng khaí dé cuía læûc Pk trãn chuyãøn vë khaí 

dé tæång æïng åí traûng thaïi “m”. Kyï hiãûu: Tkm. 
Váûy  Tkm = Pk.∆km 
II. Cäng khaí dé cuía ngoaûi læûc (Tkm): 
Tæì vê duû minh hoüa åí trãn, coï thãø âënh nghéa cäng khaí dé cuía ngoaûi læûc nhæ sau: 
Cäng khaí dé cuía caïc ngoaûi læûc åí traûng thaïi “k” trãn nhæîng chuyãøn vë khaí dé åí 

traûng thaïi “m” bàòng täøng caïc têch säú giæîa caïc læûc taïc duûng åí traûng thaïi “k” våïi nhæîng 
chuyãøn vë khaí dé tæång æïng åí traûng thaïi “m”. 

Tkm = ∑ ∆
i

ikmikP .  (4 - 6) 

 III. Cäng khaí dé cuía näüi læûc 
( *

kmA ): 
 Taïch riãng mäüt phán täú thanh 
cuía hãû åí hai traûng thaïi “k”, “m”. 
 - ÅÍ traûng thaïi “k”: chè quan tám 

Pk 

Pm 

Z t2m 

t1m 

 

"k" 

"m" 
∆km

H.4.11.b 

H.4.11.a  

ds 

H.4.12.a
Mk 

Nk 
Qk Qk 

Nk 
Mk 
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caïc thanh pháön Mk, Nk, Qk åí hai âáöu phán täú vaì xem laì caïc ngoaûi læûc nhæ trong træåìng 
håüp cäng cuía näüi læûc (H.4.12.a). 
 - ÅÍ traûng thaïi “m”: Chè quan tám caïc thaình pháön biãún daûng nhæ sau: 
 Ä Caïc thaình pháön biãún daûng ψm, εm, γtbm do caïc näüi læûc Mm, Nm, Qm gáy ra. 

Tæång tæû træåìng håüp cäng cuía näüi læûc: ψm = 
JE

M m

.
; εm = 

FE
Nm

.
; γmtb = 

FG
Qm

.
.υ  

ÄCaïc thaình pháön biãún daûng do sæû biãún thiãn nhiãût âäü gáy ra (H.4.13.a&b) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Goüi t2m, t1m laì sæû biãún thiãn nhiãût âäü cuía thåï dæåïi vaì thåï trãn cuía phán täú. Cho 

ràòng sæû biãún thiãn nhiãût âäü doüc theo chiãöu cao cuía phán täú tuán theo quy luáût âæåìng 
thàóng (báûc nháút). Biãún thiãn nhiãût âäü doüc truûc thanh (H.4.13.a): 

 tcm = 
ba

btat mm

+
+ .. 21  

Nãúu tiãút diãûn laì hçnh chæî nháût, tæïc laì a = b = 
2
h  thç  

tcm = 
2

21 mm tt +  

 Giaí sæí t2m > t1m > 0 vaì tiãút diãûn åí âáöu 1-1 cuía phán täú laì cäú âënh. Goüi α laì hãû säú 
daîn nåí vç nhiãût. Luïc naìy phán täú seî coï hai thaình pháön biãún daûng (H.4.13.b): 
 + Biãún daûng doüc truûc: εtm.ds = α.tcm.ds 
 + Biãún daûng goïc xoay giæîa hai tiãút diãûn åí hai âáöu phán täú:  

  ψtm.ds = dstt
hh

dstdst
mm

mm )..(
....

12
12 −=

− ααα  

ds 

H.4.12.b

Oψmds 
 

ds + εmds 

H.4.12.c

ds 

H.4.12.d

2
dstbmγ

2
dstbmγ

ds 

ρ
2
dsmψ

Mm Mm
Nm Nm 

QmQm

2
dsmψ  γtbm 

γtbm 

ds 

t1m 
 

t2m 

tcm b

a 
 

h 
 

H.4.13.a 

1 2

1 2 αt2mds 
 

αtcmds 
m 

αt1mds 
 3

3

ψtmds 

H.4.13.b
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 Váûy cäng khaí dé cuía näüi læûc cuía mäüt phán täú ds åí traûng thaïi “k” trãn caïc biãún 
daûng khaí dé åí traûng thaïi “m”: 

  dTkm = ++++ dsNdsNdsMdsM mkmkmkmk ...
2
1...

2
1...

2
1...

2
1 εεψψ  

   dsNdsMdsQdsQ tmktmktbmktbmk .......
2
1...

2
1 εψγγ ++++  

Hay  dTkm = +++ dsQdsNdsM tbmkmkmk ......
2
1 γεψ dsNdsM tmktmk .... εψ +  

Thay táút caí caïc biãún daûng âaî tênh âæåüc vaìo: 

dTkm = +++ dsQmQ
FG

dsNN
FE

dsMM
JE kmkmk ...

.
...

.
1...

.
1 υ  

     dstNdstt
h

M cmkmmk ...).(. 12 αα
+−+  

 Suy ra *
kmdA = -dTkm = +++− dsQQ

FG
dsNN

FE
dsMM

JE mkmkmk ...
.

...
.
1...

.
1[ υ  

]...).(. 12 dstNdstt
h

M cmkmmk αα
+−+  

Suy ra *
kmA = ∫ *

kmdA = +++− ∑∫∑∫∑∫ ds
FG
QQds

FE
NNds

JE
MM mkmkmk

.

.
.
.

.
.

[ υ  

   ].)( 12 ∑∫∑∫ +−+ dsNtdsMtt
h kcmkmm αα   (4 - 7) 

IV. Nguyãn lyï cäng khaí dé aïp duûng cho hãû âaìn häöi (S. D. Poisson 1833): 
1. Nguyãn lyï cäng khaí dé cho váût ràõn: Nãúu mäüt hãû cháút âiãøm naìo âoï cuía váût 

ràõn cán bàòng dæåïi taïc duûng cuía caïc læûc thç täøng cäng khaí dé cuía caïc læûc trãn nhæîng 
chuyãøn vë khaí dé tæång æïng bàòng khäng 

 Tkm = 0 
2. Nguyãn lyï cäng khaí dé cho hãû âaìn häöi: 
Nãúu mäüt hãû biãún daûng âaìn häöi cä láûp cán bàòng dæåïi taïc duûng cuía caïc læûc thç 

täøng cäng khaí dé cuía caïc ngoaûi læûc Tkm trãn nhæîng chuyãøn vë khaí dé tæång æïng vaì cäng 
khaí dé cuía näüi læûc *

kmA  trãn nhæîng biãún daûng âaìn häöi khaí dé tæång æïng phaíi bàòng khäng 
Tkm + *

kmA  = 0 

 Hay =∆∑
i

ikmikP . +++ ∑∫∑∫∑∫ ds
FG
QQds

FE
NNds

JE
MM mkmkmk

.

.
.
.

.
.

υ  

       ∑∫∑∫ +−+ dsNtdsMtt
h kcmkmm .)( 12 αα   (4 - 8) 

 

§ 6. CAÏC ÂËNH LYÏ TÆÅNG HÄÙ TRONG HÃÛ ÂAÌN HÄÖI 
 
I. Âënh lyï tæång häù vãö cäng khaí dé cuía ngoaûi læûc (Âënh lyï E.Betti 1872): 
Xeït mäüt hãû âaìn häöi tuyãún tênh åí hai traûng thaïi: 
- Traûng thaïi “m”: chëu caïc læûc taïc duûng Pim (i = 1... n) 
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- Traûng thaïi “k”: chëu caïc læûc taïc duûng Pjk (j = 1...p) 
Theo biãøu thæïc (4 - 8): 
- Cäng khaí dé cuía læûc åí traûng thaïi “m” trãn nhæîng chuyãøn vë khaí dé tæång æïng åí 

traûng thaïi “k”: 

Tmk = =∆∑
=

n

i
imkimP

1
. ∑∫∑∫∑∫ ++ ds

FG
QQds

FE
NNds

JE
MM kmkmkm

.
.

.
.

.

.
υ  

- Cäng khaí dé cuía hãû åí traûng thaïi “k” trãn nhæîng chuyãøn vë khaí déa tæång æïng åí 
traûng thaïi “m”: 

Tkm =  =∆∑
=

p

j
ikmikP

1
. ∑∫∑∫∑∫ ++ ds

FG
QQds

FE
NNds

JE
MM mkmkmk

.

.
.
.

.
.

υ  

Suy ra  Tkm = Tmk (4 - 9) 
* Phaït biãøu:Trong hãû âaìn häöi tuyãún tênh, cäng khaí dé cuía ngoaûi læûc åí traûng thaïi 

“k” trãn nhæîng chuyãøn vë khaí dé tæång æïng åí traûng thaïi “m” tæång häù bàòng cäng khaí dé 
cuía ngoaûi læûc åí traûng thaïi “m” trãn nhæîng chuyãøn vë khaí dé tæång æïng åí traûng thaïi “k”. 

* Chuï yï: 
- Hai traûng thaïi “k”, “m” phaíi xáøy 

ra trãn cuìng mäüt hãû. 
- Chuyãøn vë åí traûng thaïi naìy phaíi 

coï vë trê vaì phæång tæång æïng våïi taíi 
troüng åí traûng thaïi kia (H.4.14). 

kk
i

imkim MPP 111
1

... ϕ+∆=∆∑
=

 m
j

jkmjk PP 22
1

.. ∆=∆∑
=

 

Theo âënh lyï tæång häù thç mkk PMP 22111 ... ∆=+∆ ϕ  
II. Âënh lyï tæång häù vãö caïc chuyãøn vë âån vë (Âënh lyï J. Maxwell 1864): 
Xeït mäüt hãû âaìn häöi våïi hai traûng thaïi 

(H.4.15): 
- Traûng thaïi “m” chè chëu mäüt læûc táûp 

trung Pm. 
- Traûng thaïi “k” chè chëu mäüt læûc táûp 

trung Pk. 
Theo âënh lyï E.betti thç 

 kmkmkm PP ∆=∆ ..  

Suy ra 
m

km

k

mk

PP
∆

=
∆  (a) 

Goüi δkm = 
m

km

P
∆ . Âaûi læåüng naìy chênh laì chuyãøn vë âån vë tæång æïng våïi phæång 

vaì vë trê Pk do Pm = 1 gáy ra. 

P1 

∆2m 

 

M 

∆1k 
ϕ1k 

H.4.14 

P2 
"k"

"m" 

Pm

∆ mk 

H.4.15 

"m"

"k" 
Pk 

∆km 
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Tæång tæû cho δmk = 
k

mk

P
∆ . 

Tæì (a) suy ra δkm = δmk (4 - 10) 
Phaït biãøu:Trong hãû âaìn häöi tuyãún tênh, chuyãøn vë âån vë tæång æïng våïi vë trê vaì 

phæång cuía læûc Pk do læûc Pm = 1 gáy ra tæång hä ù bàòng chuyãøn vë âån vë tæång æïng våïi 
vë trê vaì phæång cuía læûc Pm do læûc Pk = 1 gáy ra. 

III. Âënh lyï tæång häù vãö caïc phaín læûc âån vë (Âënh lyï L. Rayleigh 1875): 
Xeït mäüt hãû âaìn häöi våïi hai traûng thaïi (H.4.16): 
- Traûng thaïi “m” 

chè chëu mäüt chuyãøn vë 
cæåîng bæïc ∆m taûi liãn kãút 
m. 

- Traûng thaïi “k” 
chè chëu mäüt chuyãøn vë 
cæåîng bæïc ∆k taûi liãn kãút 
k. 

Goüi Rkm laì phaín læûc taûi liãn kãút k do chuyãøn vë ∆m gáy ra vaì Rmk laì phaín læûc taûi 
liãn kãút m do chuyãøn vë ∆k gáy ra. 

Theo âënh lyï E.Betti thç Rkm.∆k = Rmk.∆m 

Suy ra
k

mk

m

km RR
∆

=
∆

(b) 

 Goüi rkm = 
m

kmR
∆

. Âáy chênh laì phaín læûc âån vë taûi liãn kãút k do chuyãøn vë cæåîng 

bæïc bàòng âån vë taûi liãn kãút m gáy ra. 

 Tæång tæû cho rmk = 
k

mkR
∆

 

Tæì (b) suy ra rkm = rmk (4 - 11) 
Phaït biãøu: Trong hãû âaìn häöi tuyãún tênh, phaín læûc âån vë taûi liãn kãút k do chuyãøn 

vë cæåîng bæïc bàòng âån vë taûi liãn kãút m tæång hä ù bàòng phaín læûc âån vë taûi liãn kãút m do 
chuyãøn vë cæåîng bæïc bàòng âån vë taûi liãn kãút k gáy ra. 

IV. Âënh lyï tæång häù vãö chuyãøn vë âån vë vaì phaín læûc âån vë (Âënh lyï A. A. 
Gvozdiev 1927): 

Xeït mäüt hãû âaìn häöi tuyãún tênh våïi hai traûng thaïi (H.4.17): 
- Traûng thaïi “m” chè chëu læûc Pm. 
- Traûng thaïi “k” coï mäüt liãn kãút k cuía hãû chëu chuyãøn vë cæåîng bæïc ∆k. 
Goüi Rkm laì phaín læûc taûi liãn kãút k do Pm gáy ra (åí traûng thaïi “m”) vaì ∆mk laì 

chuyãøn vë tæång æïng våïi vë trê vaì phæång cuía læûc Pm do ∆k gáy ra (åí traûng thaïi “k”) 
Theo âënh lyï E.Betti thç Pm.∆mk + Rkm.∆k = 0 

Suy ra 
k

mk

m

km

P
R

∆
∆

−= (c) 

H.4.16 

"k"

"m"

∆k 

∆m

Rmk 

Rkm
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Goüi 
m

km
km P

Rr =
•

. Âáy chênh laì phaín læûc âån vë taûi liãn kãút k do Pm = 1 gáy ra. 

      
 
 

k

mk
mk

∆
∆

=
•

δ . Âáy chênh laì chuyãøn vë âån vë taûi vë trê vaì phæång cuía læûc Pm do 

chuyãøn vë ∆k = 1 gáy ra. 

Theo (c) suy ra: mkkmr
••

−= δ . (4 - 12) 
Phaït biãøu: Trong hãû âaìn häöi tuyãún tênh, phaín læûc âån vë taûi liãn kãút k do læûc Pm 

bàòng âån vë gáy ra tæång hä ù bàòng chuyãøn vë âån vë tæång æïng phæång vaì vë trê læûc Pm 
do chuyãøn vë cæåîng bæïc bàòng âån vë taûi liãn kãút k gáy ra nhæng traïi dáúu. 

 

 § 7. CÄNG THÆÏC TÄØNG QUAÏT XAÏC ÂËNH CHUYÃØN VË 
CUÍA HÃÛ THANH 

(Cäng thæïc Maxwell - Morh 1874) 
 
I. Thiãút láûp cäng thæïc: 
Xeït mäüt hãû thanh 

âaìn häöi tuyãún tênh chëu taïc 
duûng cuía caïc nguyãn 
nhán: caïc taíi troüng Pm, 
chuyãøn vë cæåîng bæïc taûi 
caïc liãn kãút Zm, sæû biãún 
thiãn nhiãût âäü t2m & t1m. 
Caïc tiãút diãûn trong hãû seî 
chuyãøn vë. Vê duû hãû cho 
trãn hçnh (H.4.18.a). Traûng thaïi naìy cuía hãû goüi laì traûng thaïi “m”.  

 Yãu cáöu: tçm chuyãøn vë thàóng âæïng taûi tiãút diãûn k. 
Caïch tiãún haình: 
Taûo traûng thaïi khaí dé “k” bàòng caïch trãn hãû âaî cho âàût læûc Pk tæång æïng våïi vë trê 

vaì phæång cáön tçm chuyãøn vë, chiãöu tuyì yï choün (H.4.18.b). 

∆k 
 

H.4.17  

Rkm

"k"

"m"

∆mk 

Pm 

"m" 

"k" 
∆km 

H.4.18.b Rjk 

Pk 

Pm 
k

Zjm 

H.4.18.a 
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Aïp duûng cäng thæïc cäng khaí dé cho læûc åí traûng thaïi “k” trãn chuyãøn vë khaí dé åí 
traûng thaïi “m”: 

Pk.∆km + ∑
j

jmjk ZR .  = +++ ∑∫∑∫∑∫ ds
FG
QQds

FE
NNds

JE
MM mkmkmk

.

.
.
.

.
.

υ  

∑∫∑∫ +−+ dsNtdsMtt
h kcmkmm .)( 12 αα  

         Chia hai vãú cho Pk vaì âäöng thåìi kyï hiãûu: 
k

jk
jk

k

k
k

k

k
k

k

k
k

P
R

R
P
Q

Q
P
N

N
P
M

M ==== ;;;  

Noïi caïch khaïc jkkkk RQNM ,,,  chênh laì Mk, Nk, Qk, Rk tæång æïng do Pk = 1 ráy 
ra trãn hãû åí traûng thaïi “k”.  

Thay vaìo ta âæåüc cäng thæïc täøng quaït xaïc âënh chuyãøn vë trong hãû thanh âaìn 
häöi: 

∆km = ∑−
j

jmjk ZR . + +++ ∑∫∑∫∑∫ ds
FG
QQ

ds
FE
NNds

JE
MM mkmkmk

.

.
.
.

.

.
υ  

                ∑∫∑∫ +−+ dsNtdsMtt
h

kcmkmm .)( 12 αα     (4 - 13) 

II. Caïc chuï yï: 
+ Cäng thæïc Morh chè aïp duûng cho hãû gäöm nhæîng thanh thàóng hoàûc cong våïi âäü 

cong beï (
5
1

≤
r
h ). 

+ Khi tênh hãû åí traûng thaïi “k” chè cáön âaût læûc Pk = 1. 
+ Nãúu cáön tçm chuyãøn vë thàóng thç Pk laì læûc táûp trung; nãúu tçm chuyãøn vë goïc 

xoay thç Pk laì mämen táûp trung. 
+ Nãúu kãút quaí ∆km > 0 thç chuyãøn vë laì cuìng chiãöu våïi læûc Pk âaî giaí âënh vaì 

ngæåüc laûi. 
+ Zjm laì chuyãøn vë taûi liãn kãút j cuía hãû åí traûng thaïi “m”. 
+ jkR laì phaín læûc taûi liãn kãút j tæång æïng våïi chuyãøn vë Zjm do læûc Pk = 1 gáy ra åí 

traûng thaïi “k”. 
+ Têch jmjk ZR .  láúy dáúu dæång khi jkR  vaì Zjm cuìng chiãöu nhau. 
+ Mm, Nm, Qm laì caïc biãøu thæïc giaíi têch cuía näüi læûc åí traûng thaïi “m” 
+ kkk QNM ,,  laì caïc biãøu thæïc giaíi têch cuía näüi læûc åí traûng thaïi “k” do Pk = 1 gáy 

ra. 
+ Cäng thæïc Morh cuîng aïp duûng âæåüc cho hãû siãu ténh. 

 
 

§ 8. VÁÛN DUÛNG CÄNG THÆÏC MORH VAÌO CAÏC BAÌI TOAÏN 
CHUYÃØN VË 

I. Hãû dáöm vaì khung chëu taíi troüng: 
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Trong hãû dáöm vaì khung chëu, aính hæåíng cuía biãún daûng âaìn häöi doüc truûc vaì træåüt 
laì ráút nhoí so våïi biãún daûng uäún. Vaì trong tênh toaïn thæåìng cho pheïp boí qua aính hæåíng 
cuía chuïng. Luïc naìy cäng thæïc (4 - 13) coï daûng: 

∆km = ∑∫ ds
JE
MM mk

.

.  (4 - 14) 

*Vê duû 1: Xaïc âënh chuyãøn vë thàóng âæïng taûi taûi B. Cho biãút âäü cæïng cuía thanh 
dáöm E.J = const. 

1. Tênh hãû åí traûng thaïi “m”: (H.4.19.a) 
 Mm(z) = -P.z  [0 ≤ z ≤ l]  

2. Taûo vaì tênh hãû våïi traûng thaïi “k”: 
(H.4.19.b) 

)(zM k  = -Pk.z = -z  [0 ≤ z ≤ l] 
 3. Xaïc âënh yB: 

yB = ∆km = ∑∫ ds
JE
MM mk

.

.  = 

     = 0
.3

.
.3

.
.

)).(.( 3

0

3

0

>==
−−

∫ JE
lP

JE
zPdz

JE
zzP ll

 

 Kãút luáûn: Chuyãøn vë cuìng chiãöu Pk (hæåïng xuäúng). 
 *Vê duû 2: Xaïc dënh chuyãøn vë nàòm ngang taûi B (H.4.20.a). Cho biãút âäü cæïng cuía 
caïc thanh laì nhæ nhau vaì E.J = const. 
  
 
 
 
 
  
 
 
 
 
  

1. Tênh hãû åí traûng thaïi “m”: (H.4.20.a) 

 - Trong thanh BC: Mm(z) = 
2
.

2
.. 2zqzlq

−   [0 ≤ z ≤ l]   (gäúc taûi B) 

 - Trong thanh AB: Mm(z) = 0 
 2. Taûo vaì tênh hãû våïi traûng thaïi “k”: (H.4.20.b) 
 - Trong thanh BC: )(zM k = ).(1 zl −   [0 ≤ z ≤ l]   (gäúc taûi B) 
 - Trong thanh AB: )(zM k = ).(1 zl −   [0 ≤ z ≤ l]   (gäúc taûi B) 
 3. Xaïc âëng xB: 

l 
 H.4.19.a  

zA

P

B

Pk = 1

z 
 

H.4.19.b  

"m"

"k" 

2
.lq

l

2
.lq

H.4.20.a A
0

B 
C

q 

l

z 
 

"m" 

-1 
A H.4.20.b 

-1

"k"

z 
 

1

Pk = 1 

z z 
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  xB = ∑∫ ∫ =
−−

=
l

mk dz
JE

zlzqzlqds
JE
MM

0

2

..2
)(1)....(

.

.  

              = 0
.24

.
4

..
3
2

2
..

..2

4

0

4
3

2

>=







+−

JE
lqzzlzl

JE
q l

 

 * Kãút luáûn: Chuyãøn vë laì cuìng chiãöu våïi Pk (hæåïng sang phaíi) 
 II. Hãû daìn khåïp chëu taíi troüng: 
 Trong hãû daìn, caïc thanh chè täön taûi læûc doüc. Nãn cäng thæïc (4 - 13) coï daûng: 

∆km = ∑∫ ds
FE
NN mk

.

.    

Caïc âaûi læåüng kN , Nm, E.F thæåìng bàòng const âäúi våïi tæìng thanh daìn. Suy ra: 

∆km = ∑∑ ∫ =
i

i
i

imik

i i

imik l
FE
NN

ds
FE
NN

.
.
.

.
.  (4 - 15) 

* Vê duû: Xaïc âënh chuyãøn vë nàòm ngang taûi màõt daìn 
säú 5. Cho biãút âäü cæïng trong caïc thanh daìn laì nhæ nhau vaì 
E.F = const. 

1.Traûng thaïi “m”: (H.4.21.a). 
Xaïc âënh imN . Kãút quaí thãø hiãûn trong Baíng 4.1 
2. Traûng thaïi “k”: (H.4.21.b) 
Xaïc âënh ikN . Kãút quaí thãt hiãûn trong Baíng 4.1 
3. Xaïc âënh x5: 

x5 = ∆km = ∑
i

i
i

imik l
FE
NN

.
.
.   

Kãút quaí tênh toaïn âåüc thãø hiãûn trong Baíng 4.1  
Diã ùn taí Baíng 4.1: 
+ Cäüt (1) ghi caïc thanh daìn. 
+ Cäüt (2) ghi chiãöu daìi caïc thanh daìn. 
+ Cäüt (3) ghi giaï trë 

FE.
1  (åí âáy laì nhæ nhau cho caïc 

thanh daìn) 
+ Cäüt (4) ghi læûc doüc trong caïc thanh daìn imN . 
+ Cäüt (5) ghi læûc doüc trong caïc thanh daìn ikN  

+ Cäüt (6) ghi kãút quaí i
i

imik l
FE
NN

.
.
.  cho tæìng thanh daìn. 

Kãút quaí x5 laì täøng cuía caïc haìng trong cäüt (6): 

x5 = ∆km = )2611(
.
..

.
.

+=∑ FE
dPl

FE
NN

i
i

i

imik > 0 

 

3

-1 

H.4.21.b 

21

2-2 

Pk = 1
65

4

"k"

2

d 

1

3

H.4.21.a 

P
4

P "m"
65

-3P
-2P 

3P

d 
d 
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Thanh li FE.
1  imN  ikN  i

i

imik l
FE
NN

.
.
.  

(1) (2) (3) (4) (5) (6) 
1 - 2 d 1/E.F 2P 1 2.P.d/E.F 
1 - 3 d 1/E.F 3P 2 6.P.d/E.F 
3 - 2 d. 2  1/E.F -2P 2  - 2  4 2 .P.d/E.F 
4 - 2 d 1/E.F -P -1 P.d/E.F 
3 - 4 d 1/E.F 0 0 0 
3 - 6 d. 2  1/E.F P 2  2  2 2 .P.d/E.F 
4 - 6 d 1/E.F -P -1 P.d/E.F 
5 - 6 d 1/E.F -P -1 P.d/E.F 
5 - 3 d 1/E.F 0 0 0 

 Baíng 4.1 Baíng tênh chuyãøn vë cuía hãû daìn 
 III. Hãû ténh âënh chëu chuyãøn vë cæåîng bæïc taûi caïc gäúi tæûa: 
 Nguyãn nhán naìy khäng gáy ra näüi læûc trong hãû ténh âënh nãn N = M = Q = 0. 
Luïc naìy biãøu thæïc (4 - 13) âæåüc viãút laûi: 

∆km = ∑−
j

jmjk ZR .  (4 - 16) 

Caïc âaûi læåüng trong biãøu thæïc âaî dæåüc giaí thêch trong pháön caïc chuï yï cuía cäng 
thæïc Morh. 

* Vê duû: Xaïc âënh âäü voîng taûi B vaì goïc xoay taûi C. 

1. Traûng thaïi “m”: (H.4.22.a) 
2. Traûng thaïi “k”: (H.4.22.b) âãø xaïc âënh yB vaì (H.4.22.c) âãú xaïc âënh ϕC. 
3. Xaïc âënh yB & ϕC: 

yB = ∑−
j

jmjk ZR . = -[-MA.ϕ - VA.∆] = -[2a.ϕ -1.∆] = ∆ - 2a.ϕ. 

ϕC = ∑−
j

jmjk ZR . = -[-MA.ϕ - VA.∆] = -[-2.ϕ + ∆.1
a

] = 
a
∆

−ϕ.2  

* Nháûn xeït: Coï thãø xaïc âënh âæåüc chuyãøn vë bàòng caïc âiãöu kiãûn hçnh hoüc 
(H.4.22.d). 

yB = ∆ - 2a.ϕ 

A C
B

D

2a a

∆ 

ϕ

"m" 

H.4.22.a 

Pk = 1

"k1"VA = 1 

MA= -2a

H.4.22.b 

a
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ϕC = =
∆

− By
a
∆

−ϕ.2  

IV. Hãû ténh âënh chëu biãún thiãn nhiãût âäü: 
Nguyãn nhán naìy cuîng khäng gáy ra näüi læûc trong hãû ténh âënh nãn: 

∆km =  ∑∫∑∫ +− dsNtdsMtt
h

kcmkmm .)( 12 αα     

 Nãúu α, h, t2m, t1m = const trãn tæìng âoaûn thanh thç 
∆km =  ( ) ( )∑∑ Ω+Ω− kcmkmm NtMtt

h
.)( 12 αα    (4 - 17) 

Trong âoï: 
+ t2m, t1m vaì tcm laì biãún thiãn nhiãût âäü thåï dæåïi, thåï trãn vaì thåï giæîa cuía thanh. 
+ ( )kMΩ  laì diãûn têch cuía biãøu âäö ( )kM  trãn tæìng âoaûn thanh. 
+ ( )kNΩ  laì diãûn têch cuía biãøu âäö ( )kN  trãn tæìng âoaûn thanh. 
+ ( )kMΩ , ( )kNΩ  láúy dáúu theo dáúu cuía biãøu âäö ( )kM , ( )kN . 
* Vê duû: Xaïc âënh âäü voîng taûi tiãút diãûn k cuía hãû cho trãn hçnh (H.4.23.a) 
Cho biãút α = 1,2.10-5oC-1; hAB = 30cm; hBC = 20cm. 

- Âäü biãún thiãn nhiãût âäü doüc truûc caïc thanh: 

tcAB = Co30
2

2040
=

+ ; tcBC = Co25
2

2030
=

+  

 - Traûng thaïi “m”: (H.4.23.a) Caïc näüi læûc Mm, Nm, Qm khäng täön taûi. 
 - Traûng thaïi “k”: (H.4.23.b & c) Caïc biãøu âäö ( )kM  & ( )kN  âæåüc veî trãn 
(H.4.23.b & c). 

- Xaïc âënh âäü voîng taûi k: 

VA =-1/a "k2"

MA= 2 Mk = 1

H.4.22.c

ϕ∆

H.4.22.d

ϕ

ϕ

yB 

l/2 
 

H.4.23.a A

"m"

B C

"k" 

H.4.23.b

0

1/2 

1/2

l/2 
 

30o

20o

40o20o

Pk = 1 

"k" 

H.4.23.c

0

1/2 

Pk = 1 

1/2 

kM

0,25l 

0,5

kN

k 

l  
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 yk = ( ) ( )∑∑ Ω+Ω− kcmkmm NtMtt
h

.)( 12 αα  

      = lllll ..5,1..25,6)5,0.(30.
2

.25,0).3020.(
2,0

2 αααα
−−=−+−  

V. Hãû daìn ténh âënh coï chiãöu daìi caïc thanh chãú taûo khäng chênh xaïc: 
* Nháûn xeït: Coï thãø âæa nguyãn nhán naìy vãö sæû biãún thiãn nhiãût âäü doüc truûc 

thanh. Tháût váûy, âãø thay âäøi chiãöu daìi caïc thanh daìn mäüt læåüng ∆ ta chè viãûc thay âäøi tc 
âãø sao cho ∆ = α.l.tc. Nhæ váûy ta tråí laûi baìi toaïn hãû chëu nguyãn nhán laì sæû biãún thiãn 
laì nhiãût âäü våïi chuï yï laì kM  = 0. 

∆km =  ( ) ∑∑∑ ∆==Ω
i

iiki
i

ikciikcm NlNtNt ..... αα    (4 - 18) 

∆i > 0 khi thanh daìi hån so våïi yãu cáöu (coìn goüi laì âäü däi) vaì ngæåüc laûi (coìn goüi 
laì âäü huût). 

* Vê duû: Xaïc âënh chuyãøn 
vë nàòm ngang taûi màõt säú 5 cuía hãû 
daìn trãn hçnh (H.4.24.a) 

 
Traûng thaïi “k” âæåüc taûo 

trãn hçnh (H.4.24.b). ÅÍ âáy cáön 
xaïc âënh ikN  trong hai thanh (4 - 
2) & (4 - 6).  

164 −=−N , 124 −=−N  
Chuyãøn vë nàòm ngang taûi 

màõt säú 5. 
X5 = ∆km = ∑ ∆

i
iikN . =  

= 0
2

)).(1()
2

.(1).()
2

.( 2464 >
∆

=∆−−+
∆

+−=∆−+
∆

+ −− NN   

Kãút luáûn: Chuyãøn vë theo chiãöu Pk (hæåïng sang phaíi) 
 

 § 9. CAÏCH TÊNH TÊCH PHÁN TRONG CÄNG THÆÏC 
CHUYÃØN VË BÀÒNG PHEÏP “NHÁN BIÃØU ÂÄÖ VÃRÃSAGHIN” 

 
 I. Thiãút láûp cäng thæïc: 

Trong cäng thæïc Morh (4 - 13) nãúu xeït hãû chè gäöm nhæîng thanh thàóng chëu 
nguyãn nhán laì taíi troüng vaì E.J, E.F, G.F = const trãn tæìng âoaûn thanh thç coï thãø âæåüc 
viãút laûi: 

∆km = ∑ ∫∑ ∫∑ ∫ ++ dzQQ
FG

dzNN
FE

dzMM
JE mkmkmk .

.
.

.
1.

.
1 υ    (4 - 19) 

33

H.4.24.a H.4.24.b 
d

2
1

2

-1 
-2 

1
2

6 5

4

"m" Pk = 1 "k" 

4

5 6
6' 

∆/2 

2' 
∆

d
d
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Luïc naìy, sau dáúu têch phán naìo cuîng laì têch cuía hai haìm säú, pheïp “ nhán biãøu 
âäö” Vãrãxaghin cho pheïp thay thãú viãûc tênh têch phán cuía têch hai haìm säú bàòng caïch 
thuáûn tiãûn hån. Näüi dung nhæ sau: 

Nãúu mäüt trong hai haìm säú dæåïi dáúu têch phán coï báûc nhoí hån hay bàòng mäüt vãö 
màût toaïn hoüc (haìm coìn laûi coï báûc báút kyì) thç: 

ydzzBzA
z

z

.)().(
2

1

Ω=∫   (4 - 20) 

Trong âoï Ω laì diãûn têch cuía biãøu âäö coï báûc báút kyì láúy trãn âoaûn [z1, z2].  
      y laì tung âäü trãn biãøu âäö coï báûc nhoí hån hay bàòng mäüt taûi vê trê tæång 

æïng våïi troüng tám diãûn têch Ω. 
Tháût váûy, trong biãøu thæïc têch phán (4-20), 

giaí sæí A(z) coï báûc báút kyì, âäö thë cuía A(z) âæåüc veî 
nhæ trãn hçnh (H.4.25.a); B(z) coï báûc nhoí hån hay 
bàòng mäüt, âäö thë cuía noï âæåüc veî trãn hçnh 
(H.4.225.b). Keïo daìi âäö thë B(z) âãún càõt truûc z taûi 
C, goüi hoaình âäü cuía âiãøm C laì zo, goïc cuía B(z) so 
våïi truûc z laì α. Khi âoï coï thãø biãøu thë B(z) nhæ 
sau: 

 B(z) = (z - zo).tgα 
Thay vaìo trong dáúu têch phán: 

 ∫∫ −=
2

1

2

1

).).(()().(
z

z
o

z

z

dztgzzzAdzzBzA α  

Thay A(z)dz = dΩ vaì âæa hàòng säú ra ngoaìi dáúu têch phán 

∫∫ Ω−=
2

1

2

1

).()().(
z

z
o

z

z

dzztgdzzBzA α  

 + ∫ Ω
2

1

.
z

z

dz  chênh laì mämen ténh cuía diãûn têch Ω âäúi våïi truûc tung, noï chênh bàòng 

diãûn têch Ω nhán våïi khoaíng caïch zG tæì troüng tám G cuía diãûn têch Ω âãún truûc tung. 

 + ∫ Ω
2

1

.
z

z
o dz  = zo.Ω 

  Váûy 

  Ω−=∫ )..()().(
2

1

oG

z

z

zztgdzzBzA α  

 Màûc khaïc dã ù tháúy (zG - zo).tgα = yG: laì tung âäü cuía âäö thë B(z) láúy taûi vë trê 
tæång æïng dæåïi troüng tám diãûn têch Ω. Váûy 

G

z

z

ydzzBzA .)().(
2

1

Ω=∫  (âpcm) 

 Viãút laûi (4 - 20) theo “pheïp nhán biãøu âäö” 

α 

zo
B(z)

A(z) 

O

H.4.25.b 

z

A

G

dz
z2 z1

Ω
dΩ 
 

z1 O

B

z2 z

yG 

zG

C

z
H.4.25.a 
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 ∆km = )).(()).(()).(( mkmkmk QQNNMM ++  
 II. Caïc chuï yï khi nhán biãøu âäö: 
 + Pheïp “ nhán biãøu âäö” chè aïp duûng cho hãû gäöm nhæîng thanh thàóng. 
 + Tung âäü y bàõt buäüc phaíi láúy trãn biãøu âäö coï báûc ≤ 1 coìn diãûn têch Ω âæåüc láúy 
trãn biãøu âäö coï báûc báút kyì. 
 + Nãúu Ω, y cuìng dáúu thç kãút quaí “nhán biãøu âäö” coï dáúu dæång vaì ngæåüc laûi. 
 + Nãúu âæåìng biãøu âäö cuía biãøu âäö láúy tung âäü bë gaîy khuïc thç chia thaình nhiãöu 
âoaûn khäng gá ùy khuïc âãø nhán, sau âoï cäüng kãút quaí laûi våïi nhau. (Vê duû H.4.26) 
  Ω.y = (ω1.y1) + (-ω2.y2) 
 + Khi biãøu âäö láúy diãûn têch Ω laì phæïc taûp (viãûc xaïc âënh diãûn têch vaì vë trê cuía 
troüng tám khoï khàn) thç nãn chia thanh nhiãöu hçnh âån giaín âãø tênh vaì sau âoï cäüng caïc 
kãút quaí laûi våïi nhau. (Vê duû H.4.27) 
  Ω.y = (ω1.y1) + (-ω2.y2) + (-ω3.y3) + (-ω4.y4) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 * Vê duû 1: Xaïc âënh âäü voîng taûi B 
(H.4.28.a).Chè xeït biãún daûng uäún. Cho biãút E.J 
= const. 
 
 1. Traûng thaïi “m”: Veî (Mm). Kãút quaí 
trãn hçnh (H.4.28.b) 
 2. Traûng thaïi “k”: Veî ( )kM . Kãút quaí 
trãn hçnh (H.4.28.c) 
 3. Xaïc âënh yB: 
  yB = =)).(( mk MM  

   0
3
..

.
1.

3
2.

2
...

.
1 3

>==
lP

JE
lllP

JE
 

  
* Vê duû 2: Xaïc âënh chuyãøn vë thàóng âæïng taûi B (H.4.29.a). Chè xeït biãún daûng 

uäún. Cho biãút E.J = const. 
 

 1. Traûng thaïi “m”: Veî (Mm). Kãút quaí trãn hçnh (H.4.29.b) 

l

A

"k" 

H.4.28.c 

"m"

Pk = 1 

B

H.4.28.a  

P

l

P.l

mM

kM

H.4.28.b 

C2ϖ2 
 

C1 

ϖ1

y2

y1
H.4.26 y1

H.4.27 

C4 

y4 

ϖ4 

C3 ϖ3 

C2 

y2

ϖ1

C1 

y3 

ϖ2
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 2. Traûng thaïi “k”: Veî ( )kM . Kãút quaí trãn hçnh (H.4.29.c) 
 3. Xaïc âënh yB: 
  yB = )).(( mk MM  
 Âãø dã ù “nhán”, ta phán têch (Mm) thaình täøng cuía (M1) våïi (M2) nhæ trãn hçnh 
(H.4.29.d & H.4.29.e). Suy ra: 

  yB = =)).(( mk MM 0
.
..

24
5

4
..

2
.1.

.
1..

3
2.

2
.1.

.
1 2

>=−
JE
lPlPl

JE
lPl

JE
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

* Vê duû 3: Xaïc âënh goïc xoay  taûi B 
(H.4.30.a). Chè xeït biãún daûng uäún. Cho biãút E.J = 
const. 
 
 1. Traûng thaïi “m”: Veî (Mm). Kãút quaí trãn 
hçnh (H.4.30.b) 
 2. Traûng thaïi “k”: Veî ( )kM . Kãút quaí trãn 
hçnh (H.4.30.c) 
 3. Xaïc âënh ϕB: 
  ϕB = =)).(( mk MM  

 0
..45

.1.
15
8.

16
...

3
2.

.
1 32

<−=−=
JE

lqlql
JE

 

 
* Vê duû 4: Xaïc âënh chuyãøn vë thàóng âæïng 

taûi k (H.4.31.a). Chè xeït biãún daûng uäún. Cho biãút E.J = const. 
 
 1. Traûng thaïi “m”: Veî (Mm). Kãút quaí trãn hçnh (H.4.31.b) 
 2. Traûng thaïi “k”: Veî ( )kM . Kãút quaí trãn hçnh (H.4.31.c) 
 3. Xaïc âënh yk: 
  yk = =)).(( mk MM  

Pk = 1

kM

l

H.4.29.c  
"k"

l 
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H.4.29.a 

P
A B

4
.lPM =
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Pl
4
3  

H.4.29.b 
4
Pl  

H.4.29.d 
M1

P.l

H.4.29.e 4
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§ 10. CAÏCH TÊNH CHUYÃØN VË TÆÅNG ÂÄÚI GIÆÎA HAI TIÃÚT 

DIÃÛN CUÍA HÃÛ. 
  

Khi hãû âaìn häöi chëu taïc duûng cuía caïc nguyãn nhán ngoaìi thç caïc tiãút diãûn trong 
hãû noïi chung seî täön taûi chuyãøn vë. Baìi toaïn chuyãøn vë cuía caïc tiãút diãûn trong hãû ta âaî 
giaíi quyãút. Caïc chuyãøn vë naìy coìn goüi laì chuyãøn vë tuyãût âäúi.  

Thãú thç coï mäüt váún âãö âàût ra laì giæîa hai tiãút diãûn cuía hãû chuyãøn vë so våïi nhau 
nhæ thãú naìo?, bàòng bao nhiãu?. Chuyãøn vë so våïi nhau giæîa hai tiãút diãûn theo mäüt 
phæång naìo âoï cuía hãû goüi laì chuyãøn vë tæång âäúi. Tæång tæû nhæ chuyãøn vë tuyãût âäúi, 
chuyãøn vë tæång âäúi cuîng täön taûi chuyãøn vë thàóng vaì chuyãøn vë goïc xoay tæång âäúi. 

Nhæ váûy, nãúu cáön tçm chuyãøn vë tæång âäúi giæîa hai tiãút diãûn theo phæång naìo 
âoï, ta chè cáön tçm chuyãøn vë tuyãût âäúi theo phæång âoï cho tæìng tiãút diãûn räöi láúy hiãûu kãút 
quaí våïi nhau. Coï nghéa laì traûng thaïi “k” cáön taûo vaì tênh hai láön. Qua phán têch ta dã ù 
tháúy thay vç váûy, coï thãø taûo traûng thaïi ‘k” mäüt láön bàòng caïch âàût ngay mäüt càûp læûc Pk = 
1 theo phæång tçm chuyãøn vë, ngæåüc chiãöu nhau ngay tæì âáöu. Vaì dé nhiãn caïc quaï trçnh 
xaïc âënh chuyãøn vë váùn tiãún haình nhæ træåìng håüp täøng quaït. 

* Vê duû: Xaïc âënh chuyãøn vë thàóng tæång âäúi giæîa hai tiãút diãûn B & C theo 
phæång näúi liãn hai âiãøm âoï (H.4.32.a). Cho biãút E.J = const vaì nhæ nhau cho táút caí 
caïc thanh. Chè xeït aính hæåíng cuía biãún daûng uäún. 
 
 1. Traûng thaïi “m”: Veî (Mm). Kãút quaí trãn hçnh (H.4.32.b) 
 2. Traûng thaïi “k”: Veî ( )kM . Kãút quaí trãn hçnh (H.4.32.c) 
 3. Xaïc âënh ∆B-D: 

 ∆B-D = 0
.

.
48

2
2
2.

3
1.

2
.

2
..

.
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2
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Chuyãøn vë thàóng hæåïng vaìo nhau. 
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CHƯƠNG 5: TÍNH HỆ SIÊU TĨNH BẰNG PHƯƠNG PHÁP LỰC 
ß1. KHÁI NIỆM VỀ HỆ SIÊU TĨNH - BẬC SIÊU TĨNH 

 
I. Hệ siêu tĩnh: 
1. Định nghĩa: Hệ siêu tĩnh là những hệ mà chỉ với các phương trình cân 

bằng tĩnh học không thôi thì chưa đủ để xác định toàn bộ các phản lực và nội lực 
trong hệ. Nói cách khác, đó là hệ bất biến hình và có liên kết thừa. 

 

2. Ví dụ: Xét hệ trên hình (H.5.1a) 
- Phần hệ BC là tĩnh định vì có thể 

xác định được ngay nội lực bằng các 
phương trình cân bằng tĩnh học. 

 

- Phần hệ AB chưa thể xác định 
được phản lực chỉ bằng các phương trình 
cân bằng tĩnh học (4 phản lực VA, HA, MA, 
VB nhưng chỉ có 3 phương trình) nên cũng chưa thể xác định được nội lực. 

Vậy theo định nghĩa, hệ đã cho là hệ siêu tĩnh. 
II. Tính chất của hệ siêu tĩnh: 
1. Tính chất 1: 
Nội lực, biến dạng và chuyển vị trong hệ siêu tĩnh nói chung là nhỏ hơn so 

với hệ có cùng kích thước và tải trọng tác dụng. 
 

Hệ tĩnh định Hệ siêu tĩnh 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

8

2

max

qlM = , ymax = yC = 
EJ
ql 4

384
5    

12

2

max

qlM = , ymax= yC = 
EJ
ql 4

384
1  

 

2. Tính chất 2: Trong hệ siêu tĩnh có xuất hiện nội lực do các nguyên nhân: 
biến thiên nhiệt độ, chuyển vị cưỡng bức của các gối tựa và do chế tạo, lắp ráp 
không chính xác gây ra. 

a. Nguyên nhân biến thiên nhiệt độ: 
Hệ tĩnh định Hệ siêu tĩnh 
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Các liên kết không ngăn cản biến 
dạng của dầm nên không làm xuất 
hiện phản lực và nội lực 

Các liên kết tại A, B ngăn cản biến 
dạng của dầm nên làm xuất hiện 
phản lực và nội lực. 

b. Nguyên nhân chuyển vị cưỡng bức của các gối tựa: 
Hệ tĩnh định Hệ siêu tĩnh 

 
 
 
 
 
 

 
 

Các liên kết khộng ngăn cản 
chuyển vị  tại gối B nên dầm chỉ bị 
nghiên đi mà không biến dạng nên 
không làm xuất hiện phản lực và 
nội lực 

Các liên kết tại A, B có xu hướng 
ngăn cản chuyển vị tại gối C làm cho 
dầm bị uốn cong do đó làm xuất hiện 
phản lực và nội lực 

c. Nguyên nhân chế tạo, lắp ráp không chính xác:(H.5.1h) 
Dầm tĩnh định AB nếu được ráp 

thêm thanh CD vào sẽ trở thành hệ siêu 
tĩnh. Nếu thanh CD do chế tạo hụt 1 đoạn 
∆ thì khi ráp vào, nó sẽ bị kéo dãn ra đồng 
thời dầm AB sẽ bị uốn cong nên sẽ làm 
phát sinh phản lực và nội lực trong hệ. 

3. Tính chất 3: 
Nội lực trong hệ siêu tĩnh phụ thuộc 

vào độ cứng của các cấu kiện trong hệ (EJ, 
FF, GF…) 

*Nhận xét: Hệ siêu tĩnh chịu lực tốt 
hơn hệ tĩnh định. 

III. Bậc siêu tĩnh: 
1. Định nghĩa: Bậc siêu tĩnh là số các liên kết thừa tương đương với liên kết 

loại 1 ngoài số liên kết cần thiết để cho hệ bất biến hình. Ký hiệu n 
2. Cách xác định: 
Có thể sử dụng các công thức liên hệ giữa số lượng các miếng cứng và các 

liên kết giữa chúng trong phần cấu tạo hình học của hệ để xác định. 
n = T + 2K + 3H + C – 3D   (Cho hệ bất kỳ có nối đất) 
n = T + 2K + 3H – 3(D - 1)  (Cho hệ bất kỳ không nối đất) 
n = D – 2M + C   (Cho hệ dàn có nối đất) 
n = D – 2M + 3   (Cho hệ dàn không nối đất) 

 Ví dụ: Xác định bậc siêu tĩnh của hệ trên hình (H.5.1i & H.5.1j) 
 
 
 
 
 
  

H.5.1f 

HA = 0 

VA = 0 

A B 

VB = 0 

∆ 

H.5.1g 

A 

VA ≠ 0 

C 
∆ 

B 

VB ≠ 0VC ≠ 0

H.5.1h

A 

VA ≠ 0 

B 
∆ 

VB ≠ 0 

C 

D 

VC ≠ 0

H.5.1i

1 2 3 

4 
5 

6 

H.5.1j
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 - Hệ trên hình (H.5.1i) có n = 0 + 2.0 + 3.0 + 6 – 3.1 = 3 
 - Hệ trên hình (H.5.1j) có n = 11 – 2.6  + 3 = 2. 

Cách phân tích các chu vi kín của hệ: 
 Xét 1 chu vi hở trên hình (H.5.1k). Đây là hệ tĩnh định.  
 
 
 
 
 
 
 - Nếu nối chu vi đó bằng 1 liên kết thanh (H.5.1l) thì hệ thu được là hệ siêu 
tĩnh bậc 1 (n = 1). 
 - Nếu nối chu đó bằng 1 liên kết khớp (H.5.1m) thì hệ thu được là hệ siêu 
tĩnh bậc 2 (n = 2) 
 - Nếu nối chu vi đó bằng một liên kết hàn (H.5.1n) thì hệ thu được có bậc 
siêu tĩnh bằng 3 (n = 3). Hệ lúc này còn được gọi là chu vi kín. 
 Phân tích ngược lại ta thấy 1chu vi kín có bậc siêu tĩnh bằng 3, nếu thêm vào 
1 khớp đơn giản thì bậc siêu tĩnh sẽ giảm đi 1. Vậy nếu gọi V là số chu vi kín, K là 
số liên kết khớp đơn giản của hệ thì bậc siêu tĩnh của hệ được tính bằng công thức: 
  n = 3V – K  (5-1) 

Ví dụ: Xác định bậc siêu tĩnh của các hệ cho trên hình vẽ bên dưới. 
 

 
 
 
 
 

 - Hệ trên hình (H.5.1o) có n = 3.1 – 0 = 3 
 - Hệ trên hình (H.5.1p) có n = 3.2 – 5 = 1 
 - Hệ trên hình (H.5.1u) có n = 3.3 – 7 = 2 
 - Hệ trên hình (H.5.1v) có n = 3.4 – 0 = 12 

 
Chú ý: Cần quan niệm trái đất là 1 

chu vi hở (miếng cứng tĩnh định) trong 
biểu thức (5 - 1) 
 Nếu quan niệm hệ gồm 4 chu vi kín 
như trên hình vẽ (H.5.1x) thì bậc siêu tĩnh 
của hệ n = 12. Đây là quan niệm sai vì trái 
đất tạo thành 1 chu vi kín. Quan niệm hệ 
gồm 3 chu vi kín như trên hình (H.5.1y) là 
quan niệm đúng. Và n = 3.3 – 0 = 9 

 
 
 
 
 

1 

1 

k 
P P P P P P 

H.5.1k H.5.1l H.5.1m 

P P 

MỐI HÀN 

H.5.1n 

H.5.1o H.5.1p

H.5.1v 

H.5.1u 

H.5.1x H.5.1y
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ß2. NỘI DUNG CỦA PHƯƠNG PHÁP LỰC 
 

 I. Hệ cơ bản của phương pháp lực: 
 Hệ cơ bản của phương pháp lực là hệ được suy ra từ hệ đã cho bằng cách loại 
bỏ một số hay tất cả các liên kết thừa. 
 + Nếu loại bỏ tất cả các liên kết thừa thì hệ cơ bản sẽ là hệ tĩnh định. (thường 
sử dụng cách này) 
 + Nếu loại bỏ một số các liên kết thừa thì hệ cơ bản là hệ siêu tĩnh bậc thấp 
hơn. 
 Yêu cầu: Hệ cơ bản phải là hệ bất biến hình và nên thuận tiện cho việc tính 
tính toán. 

Ví dụ: Lập hệ cơ bản phương pháp lực của hệ siêu tĩnh trên hình (H.5.2.1) 
Hệ đã cho có bậc siêu tĩnh n = 3. Với hệ cơ bản là tĩnh định có thể được tạo 

như trên các hình (H.5.2.2abc) 
 
 
             (…) 
 
 
 Nhận xét: Với một hệ siêu tĩnh đã cho, có thể có vô số hệ cơ bản được tạo ra. 

II. Hệ phương trình cơ bản của phương pháp lực: 
Khi tính hệ siêu tĩnh, ta không tính trực tiếp trên hệ đó mà tính hệ cơ bản của 

nó. Tuy nhiên, hệ cơ bản và hệ ban đầu là có sự khác nhau. Để hệ cơ bản làm việc 
giống hệ siêu tĩnh ban đầu của nó ta cần so sánh và bổ sung thêm các điều kiện. 
 Ta đi so sánh hệ siêu tĩnh (H5.2.3) và hệ cơ bản của nó (H5.2.4) 

Hệ siêu tĩnh Hệ cơ bản 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

-Tại D tồn tại các phản lực {VD, HD, MD}. 
-Tại D không tồn tại chuyển vị 

-Tại D không tồn tại phản lực 
-Tại D nói chung là tồn tại chuyển vị 
{∆xD, ∆yD, ∆ϕD} 

 

Vậy để cho hệ cơ bản làm việc giống hệ siêu tĩnh ban đầu thì trên hệ cơ bản 
cần: 

+ Đặt thêm vào D các lực (X1, X2, X3) tương đương thay thế (HD, VD, MD). 
+ Thiết lập điều kịên chuyển vị tại D do (X1, X2, X3, P) gây ra bằng không: 
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=∆

0),,,(
0),,,(
0),,,(

321

321

321

PXXX
PXXXy
PXXXx

D

D

D

ϕ
 

H.5.2.1 H.5.2.2a H.5.2.2b H.5.2.2c
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Tổng quát: Cho hệ siêu tĩnh chịu các nguyên nhân: tải trọng (P), biến thiên 
nhiệt độ (t), chuyển vị cưỡng bức tại các gối tựa (Z) và chọn hệ cơ bản bằng cách 
loại bỏ n liên kết thừa. Để hệ cơ bản làm việc giống hệ siêu tĩnh ban đầu, trên hệ cơ 
bản cần: 
 + Đặt thêm các lực (X1, X2,....., Xn) tương ứng vị trí và phương các liên kết bị 
loại bỏ, có chiều tùy ý. Những lực này chưa biết và giữ vai trò ẩn số. 
 

 + Thiết lập điều kiện chuyển vị tương ứng vị trí và phương các liên kết bị 
loại bỏ do các nguyên nhân (X1, X2..... Xn, P, t, Z) = 0 (chính xác hơn là bằng như 
trên hệ siêu tĩnh ban đầu). Điều kiện này có thể viết dưới dạng: 
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 (5-2) 

 Hệ (5-2) gọi là hệ phương trình cơ bản của phương pháp lực. 
 *Chú ý: 
 - Nếu tạo hệ cơ bản bằng 
cách loại bỏ liên kết giữa miếng 
cứng và miếng cứng thì trên hệ cơ 
bản phải đặt vào những cặp lực 
lực trực đối nhau tại các liên kết bị 
loại bỏ và điều kiện chuyển vị 
chính là chuyển vị tương đối giữa 
2 tiết diện 2 bên liên kết bị loại bỏ bằng không. Ví dụ hệ cơ bản (H.5.2.6) của hệ 
trên hình (H.5.2.5) 
 

 - Trường hợp liên kết trong hệ chịu chuyển vị cưỡng bức và khi tạo hệ cơ 
bản ta loại bỏ liên kết này. Ví dụ xét hệ siêu tĩnh trên hình (H.5.2.7) và hệ cơ bản 
của nó trên hình (H.5.2.8).  
    
 
 
 
 
 
 

Lúc này chuyển vị tại B theo phương X1 sẽ bằng chuyển vị cưỡng bức. Hệ 
phương trình cơ bản sẽ là:  

∆X1(X1, P, t, Z) = -a.  
Lấy dấu âm trước a khi X1 ngược chiều chuyển vị cưỡng bức. 
 

 - Cũng trong trường hợp chuyển vị cưỡng bức nhưng nếu tạo hệ cơ bản bằng 
cách bỏ liên kết này, ví dụ hệ cơ bản tạo trên hình (H.5.2.9).  

Có thể xem đây là trường hợp loại bỏ liên kết giữa miếng cứng và miếng 
cứng nên trên hệ cơ bản ta đặt thêm cặp X1. Dù rằng tại tiết diện bị cắt m, n có tồn 
tại chuyển vị do liên kết bị chuyển vị cưỡng bức nhưng chuyển vị tương đối của 
chúng theo phương X1 vẫn bằng không nên hệ phương trình cơ bản:  

 ∆X1(X1, P t, Z) = 0 

X1 
H.5.2.9A 

(t, Z)

B 
P 

n 
m 

X1 

X1 

H.5.2.7

P 

(t, Z) 
a 

A 

B 

H.5.2.8A 

(t, Z)

B 
P 

H.5.2.5

P 

H.5.2.6

P 

X1 

X1 

X2 

X2 

X3 X3 
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III. Hệ phương trình chính tắc của phương pháp lực: 
Xét phương trình thứ k của hệ phương trình cơ bản: 

∆Xk(X1, X2.... Xn, P, t, Z) = 0 
Áp dụng nguyên lý cộng tác dụng, khai triển: 
 ∆Xk(X1) + ∆Xk(X2) + ... ∆Xk(Xn) + ∆Xk(P) + ∆Xk(t)+ ∆Xk(Z) = 0 
Gọi δkm là chuyển vị tương ứng với vị trí và phương Xk do riêng Xm = 1 gây 

ra trên hệ cơ bản, ta có: 
  ∆Xk(Xm) =  δkm.Xm 

Gọi ∆kp, ∆kt, ∆kZ lần lượt là chuyển vị tương ứng vị trí và phương Xk do riêng 
P, t, Z gây ra trên hệ cơ bản, ta có: 

∆Xk(P) = ∆kP, ∆Xk(t) = ∆kt, ∆Xk(Z) = ∆kZ 
Cho m = n,1 và thay tất cả vào, ta được: 

δk1X1 + δk2X2 + ...+ δknXn + ∆kP + ∆kt + ∆kZ = 0 
Cho k = n,1  ta được hệ phương trình: 
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Hệ phương trình (5-3) gọi là hệ phương trình chính tắc của phương pháp lực 
với các ẩn số (X1,X2,...Xn). 

Trong đó: 
δkk gọi là hệ số chính, δkk > 0 
δkm (k ≠ m) gọi là hệ số phụ, δkm = δmk 
∆kp, ∆kt, ∆kZ là các số hạng tự do. 
 

IV. Xác định các hệ số của hệ phương trình chính tắc: 
Như đã nói trong phần hệ phương trình chính tắc, ý nghĩa của các hệ số và 

các số hạng tự do là chuyển vị trên hệ cơ bản do các nguyên nhân tương ứng gây ra. 
Vậy việc xác định chúng là đi thực hiện bài toán tìm chuyển vị. 

1. Hệ số chính và phụ:(δkm)  
+ Trạng thái "m": tính hệ cơ bản chịu nguyên nhân Xm = 1. Xác định nội lực 

mM , mm QN ,  
+ Tạo trạng thái "k": đặt lực Pk = 1 tương ứng phương và vị trí của lực Xk 

trên hệ cơ bản. Xác định nội lực kM , kk QN , . Áp dụng công thức Maxwell-Morh: 

δkm = ∑∫∑∫∑∫ ++ ds
Q

Qds
EF
NNds

E
MM m

k
m

k
m

k
GF

..
J

. ν  (5-4) 

Nếu cho phép áp dụng phép "nhân biểu đồ" Vêrêxaghin: 
δkm = ))(())(())(( kmkmkm QQNNMM ++  (5-5) 

2. Số hạng tự do: 
a. Do tải trọng: (∆kp) 
+ Trạng thái "m": Tính hệ cơ bản chịu tải trọng. Xác định nội lực: 

o
P

o
P

o
P QNM ,,  

+ Tạo trạng thái "k": tương tự lúc xác định δkm. 
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Áp dụng công thức Maxwell-Morh: 

∆kP = ∑∫∑∫∑∫ ++ dsQQds
EF
NNds

E
MM

o
P

k

o
P

k

o
P

k
GF

..
J

. ν  (5-6) 

       Nếu cho phép áp dụng phép "nhân biểu đồ" Vêrêxaghin: 
∆kP = ))(())(())(( o

Pm
o
Pm

o
Pm QQNNMM ++   (5-7) 

b. Do biến thiên nhiệt độ (∆kt): 
+ Trạng thái "m": là hệ cơ bản chịu nguyên nhân biến thiên nhiệt độ. Nếu hệ 

cơ bản là tĩnh định, nguyên nhân này sẽ không gây ra nội lực. Công thức thiết lập 
dưới đây chỉ xét cho trường hợp này. 

 

+ Trạng thái "k": tương tự lúc xác định δkm 
Áp dụng công thức Maxwell-Morh: 

  ∑∫∑∫ +−=∆ dsNtdsMtt
h

kcmkmmkt αα )( 12  (5-8) 

 Trong trường hợp α, h, t2m, t1m, tcm = const trên từng đoạn thanh thì: 

  ∑∑ Ω+Ω−=∆ )()()( 12 kcmkmmkt NtMtt
h

αα  (5-9) 

Ý nghĩa cụ thể và dấu của các đại lượng, xem trong chương chuyển vị. 
c. Do chuyển vị cưỡng bức của các gối tựa: (∆kz) 
- Trạng thái "m": là hệ cơ bản chịu nguyên nhân là chuyển vị cưỡng bứccủa 

các gối tựa. Nếu hệ cơ bản là tĩnh định, nguyên nhân này không gây ra nội lực. 
Công thức thiết lập dưới đây chỉ xét cho trường hợp này. 
 - Trạng thái "k": tương tự khi xác định δkm, nhưng chỉ xác định jkR . 

Áp dụng công thức Maxwell-Morh: 
  ∆kZ = jjk

ZR .∑−  (5-10)   
Ý nghĩa cụ thể và dấu của các đại lượng, xem trong chương chuyển vị. 
*Chú ý: Nếu lực Xk lấy bằng 1 thì có thể lấy Xk thay thế cho Pk = 1 khi tạo 

trạng thái "k" để xác định các hệ số. 
V. Cách tìm nội lực trong hệ siêu tĩnh: 
a. Cách tính trực tiếp: 
Sau khi giải hệ phương trình chính tắc xác định các ẩn số Xk (k = n,1  ), ta 

xem chúng như các ngoại lực tác dụng lên hệ cơ bản cùng với các nguyên nhân tác 
dụng lên hệ siêu tĩnh ban đầu. Giải hệ cơ bản chịu các nguyên nhân này sẽ tìm được 
các nội lực của hệ. Vì hệ cơ bản thường là hệ tĩnh định nên có thể sử dụng các 
phương pháp đã quen biết để tìm nội lực. 

b. Cách áp dụng nguyên lý cộng tác dụng: 
Xét 1 đại lượng nghiên cứu S nào đó (nội lực, phản lực, chuyển vị, biểu đồ 

nội lực...). Theo cách tính trực tiếp nói trên, ta có thể thay thế việc xác định S trên 
hệ siêu tĩnh bằng cách xác định đại lượng S trên hệ cơ bản chịu nguyên nhân tác 
dụng lên hệ siêu tĩnh ban đầu và các lực Xk đồng thời tác dụng. 
  S = S(X1, X2,... Xn, P, t, Z ) 
 Áp dụng nguyên lý cộng tác dụng: 
  S = S(X1) + S(X2) + ... S(Xn) + S(P) + S(t) + S(Z) 

Gọi kS  là đại lượng S do riêng Xk = 1gây ra trên hệ cơ bản, ta có: 
  S(Xk) = kS .Xk 
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Gọi o
Z

o
t

o
P SSS ,,  lần lượt là đại lượng  S do riêng P, t, Z gây ra trên hệ cơ bản, 

thế thì:  
   S(P) = o

PS , S(t) = o
tS , S(Z) = o

ZS  
 Cho k = n,1  thay tất cả vào ta được: 

o
Z

o
t

o
pnn SSSXSXSXSS +++++= ......... 2211  (5-11) 

Chú ý:  
- Đại lượng S có thể được xác định ngay nếu có sẵn kS , o

Z
o
t

o
P SSS ,,  

- Nếu đại lượng S là phản lực hay nội lực và hệ cơ bản là tĩnh định thì các đại 
lượng o

Z
o
t

o
P SSS ,,  sẽ không tồn tại. 

       Sau đây ta sẽ vận dụng biểu thức (5-11) để vẽ các biểu đồ nội lực. 
a. Biểu đồ mômen uốn (M): 
Đối với những hệ dầm và khung gồm những thanh thẳng, trong các bước tính 

toán trung gian, người ta thường bỏ qua ảnh hưởng của lực dọc và lực cắt đến 
chuyển vị. Do đó, khi xác định các hệ số người ta không vẽ các biểu đồ (Q), (N) mà 
chỉ vẽ biểu đồ mômen (M). Trong những trường hợp này, biểu đồ mômen của hệ 
được vẽ theo biểu thức (5-11) là tiện lợi nhất. Thay đại lượng S bằng biểu đồ (M) ta 
được: 

)()()().......().().()( 2211
o
Z

o
t

o
pnn MMMXMXMXMM +++++=  (5-12) 

 b. Biểu đồ lực cắt (Q): 
Như phân tích trên, sẽ không thuân 

lợi nếu vẽ biểu đồ (Q) theo biểu thức (5-
11). Sau đây sẽ trình bày cách vẽ biểu đồ 
lực cắt theo biểu đồ (M) đã vẽ. Để tiện lợi 
cho việc áp dụng, ta đi thiết lập công thức 
tổng quát xác định lực cắt ở 2 đầu 1 đoạn 
thanh thẳng ab tách ra từ hệ chịu tải trọng 
phân bố liên tục hướng theo 1 phương bất 
kỳ và có qui luật bất kỳ như trên hình vẽ 
(H.5.2.10) 

Tải trọng tác dụng được mô tả trên 
(H.5.2.10). Trong đó q, Mtr, Mph đã biết, 
Qtr, Ntr, Qph, Nph chưa biết, giả thiết có 
chiều dương theo vị trí người quan sát nhìn 
sao cho tải trọng phân bố q hướng xuống. 

Từ các điều kiện cân bằng mômen với điểm b và a, ta suy ra: 

αωλα

αωµα

cos.cos

cos.cos

q

trph
ph

q

trph
tr

l
MMQ

l
MMQ

−
−

=

+
−

=
 (5-13) 

Trong đó:  
ωq: là hợp lực của tải phân bố q trên đoạn thanh ab. 
λl, µl: lần lượt là khoảng cách từ hợp lực ωq đến đầu trái và phải của thanh 

ab theo phương nằm ngang. 
Nếu tải trọng tác dụng lên thanh ab là phân bố đều: 

Mph Nph 

Qph 
Mtr 

Qtr 

Ntr 

H.5.2.10

a 

l 

q 

b 

ωq

λl µl 

α 
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q = const thì ωq = ql, 
2
1

== µλ  

Thay vào biểu thức (5-13) 

  
αα

αα

cos
2
1cos

cos.
2
1cos

ql
l

MMQ

ql
l

MMQ

trph
ph

trph
tr

−
−

=

+
−

=
  (5-14) 

Nếu trên đoạn thanh ab không chịu tải trọng: q = 0 thì ωq= 0. Thay vào biểu 
thức (5-13): 

  αcos
l

MMQQ
trph

phtr −
==    (5-15) 

Sau khi xác định được lực cắt từ hai đầu mỗi đoạn thanh cũng chính là tại 
các tiết diện đặc trưng, tiến hành vẽ biểu đồ lực cắt dựa vào dạng đường của nó như 
trong phần vẽ biểu đồ nội lực của hệ tĩnh định. 

c. Biểu đồ lực dọc: 
Cũng tương tự cho biểu đồ (Q), biểu đồ lực dọc (N) được vẽ bằng cách suy 

ra từ biểu đồ lực cắt. Cách thực hiện như sau: 
 Tách và xét cân bằng hình chiếu cho mỗi nút của hệ sao cho tại mỗi nút có 
không quá 2 lực dọc chưa biết. Khi khảo sát cân bằng, ngoài tải trọng tác dụng lên 
nút còn có nội lực tại các đầu thanh quy tụ vào nút bao gồm: mômen uốn (đã biết 
nhưng không cần quan tâm), lực cắt (đã biết, lấy trên biểu đồ lực cắt), lực dọc (chưa 
biết, giả thiết có chiều dương) 

Ngoài ra, khi xác định lực dọc cũng có thể vận dụng mối quan hệ giữa lực 
dọc tại hai đầu thanh từ điều kiện của thanh được vẽ trên hình (H.5.2.10). 

αω sin.q
trph NN +=   (5-16) 

Từ phương trình (5-16) cho thấy nếu trên đoạn thanh không chịu tải trọng 
hoặc tải trọng tác dụng vuông góc với trục thanh thì lực dọc tại 2 đầu sẽ bằng nhau 
và cùng gây kéo hoặc gây nén. 

Sau khi xác định được lực dọc tại 2 đầu mỗi đoạn thanh, tiến hành vẽ biểu đồ 
lực dọc như trong phần vẽ biểu đồ nội lực của hệ tĩnh định. 
 

CÁC VÍ DỤ VỀ PHƯƠNG PHÁP LỰC 
Ví dụ 1: Vẽ các biểu đồ nội lực trên hình (H.5.2.11). Cho biết độ cứng trong  

thanh đứng là EJ, trong thanh ngang là 2EJ. Chỉ xét ảnh hưởng của biến dạng uốn. 
1. Bậc siêu tĩnh: 

  n = 3V - K = 3.1 - 2 = 1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

H.5.2.12

X1 X1 = 1 

H.5.2.13

3 

1M  

3 

H.5.2.11

4m 

q = 1,2T/m 

P = 2T 

A B 

C D 

3m
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2. Hệ cơ bản và hệ phương trình chính tắc: 
- Hệ cơ bản: tạo trên hình vẽ (H.5.2.12) 
- Hệ phương trình chính tắc: 

01111 =∆+ pXδ  
3. Xác địnhcác hệ số của hệ phương trình chính 

tắc: 
- Vẽ các biểu đồ )(),( 1

o
pMM : (H.5.2.13 & 14)  

J
363.4.3.

J2
12.3.

3
2.

2
3.3.

EJ
1)).(( 1111 EE

MM =+



==δ  

J
6,453.4,2.4.

3
2

2
4.6

J2
16.

3
2.

2
3.3.

EJ
1)).(( 11 EE

MM o
pp =



 ++==∆  

Thay vào phương trình chính tắc:  

0266,1
36

6,450
J
6,45.

J
36

11 <−=
−

=→=+ X
E

X
E

 

4. Vẽ các biểu đồ nội lực: 
a. Mômen: )().()( 11

o
pMXMM +=  

11).( XM : lấy tung độ trên biểu đồ )( 1M nhân 
với giá trị X1 = -1,266. Dấu "-" có nghĩa là ta phải đổi 
dấu của tung độ sau khi nhân vào. Kết quả trên hình vẽ  
(H5.2.15). Sau đó lấy tổng đại số các tung độ trên 2 
biểu đồ 11)( XM và )( o

pM sẽ được biểu đồ (M). Kết quả 
trên hình vẽ (H.5.2.16) 

b. Lực cắt: Được vẽ bằng cách suy ra từ (M) 
- Trên đoạn AC: q = 0 

733,01.
3

02,2cos =
−

=
−

== α
l

MMQQ
trph

phtr  

- Trên đoạn BD: q = 0 

266,11.
3

08,3cos =
−

=
−

== α
l

MMQQ
trph

phtr  

- Trên đoạn CD: q = const 
 

9,04.2,1.
2
11.

4
)2,2(8,3cos

2
1cos =+

−−
=+

−
= αα ql

l
MMQ

trph
tr  

  9,34.2,1.
2
11.

4
)2,2(8,3cos

2
1cos −=−

−−
=−

−
= αα ql

l
MMQ

trph
ph  

Dựng các tung độ vừa tính và vẽ biểu đồ (Q) như trên hình vẽ (H5.2.17) 
c. Lực dọc: Suy ra từ các biểu đồ lực cắt: (Q) 
- Tách nút C: 





−=−=→=Σ

−=−=→=Σ
9,00

266,10

12

21

QNY
PQNX

 

- Tách D: 

H.5.2.14

2,4 

6 
6 

o
PM

H.5.2.15

11)( XM  

3,8 3,8

N1 

N2 

Q2 = 0,733 

Q1 = 0,9
P = 2 

C 

H.5.2.19
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−=−=→=Σ
−=−=→=Σ

9,30
266,10

34

43

QNY
QNX

 

N1 giống N3 theo quan hệ lực dọc tại 2 đầu 
mỗi đoạn. Suy ra lực dọc tại A và C theo N2 và N4. 

Kết quả biểu đồ (N) được vẽ trên hình vẽ 
(H5.2.18) 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
Ví dụ 2: Vẽ các biểu đồ nội lực của hệ trên hình vẽ (H.5.2.21). Cho biết độ 

cứng trong thanh đứng là 2EJ, trong các thanh ngang là EJ. Chỉ xét đến ảnh hưởng 
của biến dạng uốn. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1. Bậc siêu tĩnh:  
n = 3V - K = 3.2 - 4 = 2 

2. Hệ cơ bản và hệ phương trình chính tắc: 
- Hệ cơ bản: tạo trên hình vẽ.(H.5.2.22) 
- Hệ phương trình chính tắc: 





=∆++
=∆++

0
0

2222121

1212111

P

P

XX
XX

δδ
δδ

 

3. Xác định các hệ số của hệ phương trình chính tắc: 
-Vẽ các biểu đồ  )(),(),( 21

o
pMMM  

 
 
 
 
 
 
 
-Xác định các hệ số:  

D N3 

N4 

Q4 = 1,266

Q3 = 3,9 

H.5.2.20

3m 

H.5.2.21

A 

P = 2T 

q = 1,2T/m 

B 
C 

3m 

D 

H.5.2.22

X2X1 

4m
 

H.5.2.16

2,2

2,4

3,8

H.5.2.17

Q
3,9

1,266

0,9

0,733
(T)(T.m)

M

H.5.2.180,9
(T)
N

3,9

1,266

H.5.2.23X1 = 1 X2 = 1 

1M  2M  
H.5.2.24

3 

3 

3 

3 

3 3 

H.5.2.25

1,35 
5,4

13,4 

o
PM
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J
273.4.3.

J2
13.

3
2.

2
3.3.

J
1))(( 1111 EEE

MM =+==δ  

J
27))((

J
183.4.3.

J2
1))((

112222

212112

E
MM

EE
MM

===

−=−===

δδ

δδ
 

J
4,563.4.

2
4,54,13.

J2
1))(( 11 EE

MM o
PP =

+
==∆  

J
55,68

2
3.35,1.3.

3
2.

J
13.

3
2.

2
3.4,5.

J
1))(( 122 EEE

MM P
o
PP −=+−∆−==∆  

Thay vào hệ phương trình chính tắc sau khi đã bỏ đi EJ dưới mẫu số: 





=−+−
=+−

055,68.27.18
04,56.18.27

21

21

XX
XX

 Giải ra được 




>=
<−=

0063,2
0713,0

2

1

X
X

 

4. Vẽ các biểu đồ nội lực: 
a. Mômen: )().().()( 2211

o
PMXMXMM ++=  

Kết quả thể hiện trên hình vẽ (H.5.2.28) 
b. Lực cắt: Suy ra từ biểu đồ (M) 
- Trên đoạn BC: q = 0  

     → 713,01.
3

0139,2
−=

−−
== Phtr QQ  

- Trên đoạn AC: q = 0  

→ 21.
4

)072,5(928,2
=

−−
== Phtr QQ  

- Trên đoạn CD: q = const. 

537,11.3.2,1.
2
11.

3
789,00

=+
−

=trQ  

063,21.3.2,1.
2
11.

3
789,00

−=−
−

=phQ  

Kết quả vẽ biểu đồ lực cắt thể hiện trên hình vẽ (H.5.2.29) 
c. Lực dọc (N):Suy ra từ 

biểu đồ (Q) 
* Tách và xét cân bằng 

B. 
* Tách và xét cân bằng 

C. 
Sau đó suy ra lực dọc tại 

các đầu thanh còn lại và vẽ được biểu đồ (N) như trên hình vẽ (H.5.2.31). 
 
 
 
 
 
 
 
 

H.5.2.26 2,139 

11)( XM  

2,139 

H.5.2.27 6,189 

6,189 

6,189 

22 )( XM  

P = 2T 

B 

Q1 = 0,713 

N1

VB 

H.5.2.30a

Q4 = 2 

H.5.2.30b 

C 

N4 

N3 
N2 = 2 

Q2 = 0,713 Q3 = 1,537

5,072 
H.5.2.28

2,139 2,928 

1,35

M 

0,789

(T.m) 
2 H.5.2.29

2,063 

1,537 

(T) 
Q 

0,713 

H.5.2.31

2 

2,25 

N 

(T) 
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Ví dụ 3:Vẽ các biểu đồ nội lực trên hình vẽ (H.5.2.32).  
Số liệu: α = 1,2.10-5.C-1; thanh ngang có độ cứng 2EJ, h = 0,4m; thanh đứng 

là EJ, h = 0,3m; EJ = 1080T.m2 
       
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

1. Bậc siêu tĩnh:  
n = 3K - V = 3.2 - 4 = 2 

2. Hệ cơ bản và hệ phương trình chính tắc: 
- Hệ cơ bản: tạo trên hình vẽ (H.5.2.33). 
- Hệ phương trình chính tắc: 





=∆++
=∆++

0
0

2222121

1212111

t

t

XX
XX

δδ
δδ

 

3. Xác định các hệ số của hệ phương trình chính tắc: 
-Vẽ các biểu đồ )(),(),(),( 2211 NMNM  
Kết quả thể hiện trên các hình vẽ (H.5.2.34 → H.2.2.37)  

J
5,313.3.3.

EJ2
12.3.

3
2.

2
3.3.

J
1))((

J
25,6

J4
273.

2
3.3.

J2
1))((

J
363.4.3.

J
12.3.

3
2.

2
3.3.

J2
1))((

2222

212112

1111

EE
MM

EEE
MM

EEE
MM

=+



==

−
=−=−===

=+



==

δ

δδ

δ

 

 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 

)(..)()( 11121 NtMtt
h ct ΩΣ+Ω−Σ=∆ αα  =  

H.5.2.38 

0,199 

11)( XM  
0,199 

0,199 

H.5.2.39

0,4470,447 
0,447 

22 )( XM  H.5.2.36

X2 = 1

3 
3 3 

3 

2M  

X2 = 1
2N  

H.5.2.37 
 1 

H.5.2.32

3m 

A B 

C D 

F E 

10OC 

20OC 

20OC 

20OC 

40OC 

H.5.2.33

X1

X2

3m
3m

H.5.2.34

X1 = 1
1M  

3 
3 

3 

3 
H.5.2.35

1N  

3 

3 

X1 = 1 

3 

3 

10OC 
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              00135,05,112)
2
3.3)(4020(

4,0
)

2
3.3)(2010(

4,0
−=−=+−+−−= ααα  

)(..)()( 22122 NtMtt
h ct ΩΣ+Ω−Σ=∆ αα  

       00396,0330)3.1.(
2

2010.)
2
3.3)(2010(

3,0
)3.3)(2010(

4,0
−=−=

+
+−+−= αααα  

Thay vào hệ phương trình chính tắc: 

        








=−−
−

=−−

000396,0
J
5,31.

J
25,6

000135,0
J
25,6.

J
36

21

21

X
E

X
E

X
E

X
E Thay EJ = 1080 vào, giải ra 





=
=

148,0
0663,0

2

1

X
X

 

4. Vẽ biểu đồ nội lực: 
a. Mômen: 2211 ).().()( XMXMM +=  

Ở đây )(),(),( o
Z

o
t

o
P MMM  không tồn tại 

Kết quả thể hiện trên hình vẽ (H.5.2.40) 
b. Biểu đồ lực cắt và lực dọc: tương tự ví dụ trước. Kết quả trên hình vẽ 

(H.5.2.41 & H.5.2.42). 
* Chú ý: Ở đây có thể vẽ ngay biểu đồ (N) bằng cách: 

2211 ).().()( XNXNN +=  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Ví dụ 4:Vẽ các biểu đồ nội lực của hệ cho trên hình vẽ (H.5.2.43).  
Cho biết độ cứng trong các thanh ngang là EJ, thanh đứng là 2EJ và EJ = 

1080T.m2, ∆1 = 0,03m, ∆2 = 0,02m, ϕ = 0,005radian 
 
 
 
 
 
 
 
 
1. Bậc siêu tĩnh: n = 3V - K = 3.2 - 4 = 2 
2. Hệ cơ bản và hệ phương trình chính tắc: 
- Hệ cơ bản: tạo trên hình vẽ.(H5.2.44) 
- Hệ phương trình chính tắc: 

H.5.2.40

0,248

0,199 

0,199 

0,447 0,447 

(T.m) 
M 

H.5.2.41

Q 
(T) 

0,066

0,066

0,149 0,149 
0,066 

H.5.2.42

N 
(T) 

0,149

0,066 

3m 3m 

B 

H.5.2.43

C 

A 

D 

3m

∆1 ∆2 
ϕ 

H.5.2.44

X2
X1 

X1
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[ ] [ ] 015,002,0.005,0.3... 2222 =+−−=∆+−=Σ−=∆ DAjjZZ RRZR ϕ





−=∆−=∆++
=∆++

03,0
0

12222121

1212111

Z

Z

XX
XX

δδ
δδ

 

3. Xác định các hệ số của hệ phương trình chính tắc: 
-Vẽ ))(( 21 MM , xác định các jkR . Xem hình (H.5.2.45 & H.5.2.46). 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

J
5,22))((

J
5,133.3.3.

J2
1))((

J
5,223.3.3.

J2
13.

3
2.

2
3.3.

J
1))((

2222

212112

1111

E
MM

EE
MM

EEE
MM

==

====

=+==

δ

δδ

δ

 

[ ] [ ] 005,002,0.1005,0.3... 21111 −=+−−=∆+−=Σ−=∆ DAjjZ RRZR ϕ  
 

Thay 
vào hệ phương trình chính tắc: 









−=++

=−+

03,0015,0.
J
5,22.

J
5,13

0005,0.
J
5,13.

J
5,22

21

21

X
E

X
E

X
E

X
E  

4. Vẽ biểu đồ nội lực: 
- Biểu đồ momen:    2211 ).().()( XMXMM +=  
- Biểu đồ lực cắt (Q) và lực dọc (N): vẽ giống 

các ví dụ trước. Kết quả trên hình vẽ (H.5.2.50 & 
H.5.2.51). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

H.5.2.49

10,8 

3,6 

7,2 

M 
(T.m) 

H.5.2.50

3,6 

6 

H.5.2.51

2,4 

(T) 
Q N 

(T) 

H.5.2.47

7,2 

11)( XM  

22 )( XM  H.5.2.48

10,8 

X1 = 1 H.5.2.45

X1 = 1 

RA1 = 3 

RD1 = 1 

1M  

3 

X2 = 1 H.5.2.46

RA2 = 3 

RD2 = 0 
2M  

3 
3 
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ß3. XÁC ĐỊNH CHUYỂN VỊ TRONG HỆ SIÊU TĨNH 
 

I. Nguyên tắc chung: 
Công thức tính chuyển vị Maxwell-Morh là công thức tổng quát áp dụng cho 

cả hệ tĩnh định và hệ siêu tĩnh. Trong công thức này, ta phải tính hệ với 2 trạng thái: 
-Trạng thái "m": là trạng thái ban đầu của hệ. 
-Trạng thái "k": được tạo ra bằng cách đặt lực Pk = 1 tương ứng với vị trí và 

phương chuyển vị ở trên sơ đồ tính ban đầu của hệ. 
Chẳng hạn, để xác định chuyển vị ngang tại C của hệ trên hình H.5.3.1 
- Ở trạng thái "m" ta tính hệ siêu tĩnh ban đầu (H.5.3.2) 
- Ở trạng thái "k" ta tính hệ siêu tĩnh đó 1 lần nữa do Pk  = 1gây ra (H.5.3.3) 
 
 
 
 
 
 
 
 

Sau khi tính giải nội lực, thực hiện công thức Morh hoặc nhân biểu đồ 
Vêrêxaghin sẽ được kết quả. 

Nhận xét:Ta phải tính hệ siêu tĩnh 2 lần, khối lượng tính toán nặng nề. 
II. Cách sử dụng hệ cơ bản: 
Không mất tính tổng quát, ta phân tích cho bài toán xác định chuyển vị của 

hệ trên hình (H.5.3.1). Giả sử chọn hệ cơ bản của nó trên hình (H.5.3.4). (X1, X2, 
X3) là nghiệm của hệ phương trình chính tắc. 

 

Khi giải hệ trên hình (H.5.3.1) 
bằng hệ cơ bản trên hình (H.5.3.4) 
thì 2 hệ này là tương đương nhau. 
Nghĩa là nội lực, biến dạng và 
chuyển vị của 2 hệ là như nhau. Ta 
thử đi tìm chuyển vị trên hệ cơ bản. 
Để tìm chuyển vị trên hình (H.5.3.4), 
ở trạng thái "m" ta cũng cần phải giải 
tìm X1, X2, X3, nghĩa là tương đương 
với trạng thái "m" trên hình 
(H.5.3.2). Tuy nhiên ở trạng thái "k" được tạo ra trên (H.5.3.5) thì tính khá dễ dàng 
vì là hệ tĩnh định. Lúc này, nội lực ở trạng thái “k” được ký hiệu:

o

k

o
k

o
k QNM ,,  

 

Vậy, khi tính chuyển vị trong hệ siêu tĩnh, ta tạo trạng thái k trên hệ cơ bản 
thay vì trên hệ siêu tĩnh ban đầu. Biểu thức Maxwell-Morh trong trường hợp hệ 
chịu các nguyên nhân (P, t, Z): 

 

∫ ∫

∫∫∫

Σ+−Σ+Σ−

−Σ+Σ+Σ=∆

dsNtdsMtt
h

ZR

ds
E
QQds

E
NNds

E
MM

o
kcm

o
kmmjm

o
jk

m
o

km
o
km

o
k

km

α
α

υ

)(

JFJ

12

 (5-17) 

H.5.3.1A B 

C 
P 

D 

H.5.3.2

P 

(Mm) 
"m" 

H.5.3.3

Pk = 1 

)( kM  

"k" 

A 
X1 

H.5.3.4

C 
P 

B 

X2 X3 

D 

o
kM  

H.5.3.5

"k" 

P 
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Nếu cho phép áp dụng "nhân biểu đồ" Vêrêxaghin và các đại lượng α , h, t2m, 
t1m, tcm = const trên từng đoạn: 

))(())(())(( m

o

km
o
km

o
kkm QQNNMM ++=∆  

)()()( 12
o
kcm

o
kmm NtMtt

h
ΩΣ+Ω−Σ+ αα   (5-18) 

Ý nghĩa của các đại lượng, xem ở chương chuyển vị của hệ thanh. 
* Chú ý: 
- Các đại lượng xác định ở trạng thái "k" có ký hiệu chỉ số không kèm theo là 

biểu thị cho việc tạo trên hệ cơ bản. 
- Vì có nhiều cách tạo hệ cơ bản nên trạng thái "k" sẽ có nhiều sơ đồ tính, ta 

nên chọn hệ cơ bản để tạo sao cho việc tính toán và nhân biểu đồ được dễ dàng. 
 

Ví dụ: -Vẽ các biểu đồ nội lực và xác định chuyển vị đứng tại k (H.5.3.6). 
Cho α = 1,2.10-5(oC-1), độ cứng  chống uốn trong thanh ngang là 2EJ, trong 

thanh đứng là EJ; chiều cao thanh ngang là h = 0,4m; thanh đứng là h = 0,3m; EJ = 
1080T.m2; ∆1 = 0,02m; ∆2 = 0,03m. Chỉ xét ảnh hưởng của biến dạng uốn. 

1. Bậc siêu tĩnh: n = 3V - K = 3.2 - 5 = 1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

    

2. Hệ cơ bản và hệ phương trình chính 
tắc: 

- Hệ cơ bản: tạo trên hình vẽ.(H.5.3.7) 
- Hệ phương trình chính tắc: 

03,0111111 =∆+∆+∆+ ZtpXδ  
3. Xác định các hệ số của hệ phương 

trình chính tắc: 
-Vẽ )(),(),( 11

o
pMNM , xác định các 1jR . 

J
92.3.

3
2.

2
3.3.

J2
1))(( 1111 EE

MM =



==δ  

J
05,43.

2
1.7,2.3.

3
2.

J2
1))(( 11 EE

MM o
pp ===∆

 )(..)()( 11121 NtMtt
h ct ΩΣ+Ω−Σ=∆ αα           

 )
2
3.3)(4020(

4,0
)

2
3.3)(2010(

4,0
−−+−−=

αα  

 00135,05,112 −=−= α  
 

3m 

∆1 

A 

3m 

H.5.3.6

B C 
3m

 

∆2 

D 

40oC 

 

20oC 
10oC 20oC 

k 

1,5m 

q = 2,4T/m 

H.5.3.7

X1 

2 0 

1 

1 

X1=1 

H.5.3.9  

H.5.3.8

X1 = 1 3 3 

1M  

1 

0 2 

H.5.3.10 o
PM

2,7 
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[ ] [ ] 04,002,0.2.. 1111 −=−=∆−=Σ−=∆ cjmjt RZR  

Thay vào: 03,004,000324,0
J
05,4

J
9 1 =−−=+

EE
X  

Thay EJ và giải X1 = 8,339 > 0 
4. Vẽ các biểu đồ nội lực: 
a. Mômen: )().()( 11

o
pMXMM +=  

Lực cắt và lực dọc: Tương tự các ví dụ trên. Kết quả thể hiên trên hình vẽ 
(H.5.3.12 & H.5.3.13). 

 
 
 
 
 
 
 
 
5. Xác định chuyển vị đứng tại k: 
- Trạng thái "m": Biểu đồ mômen (Mm) đã vẽ ở trên. 
- Trạng thái "k": vẽ )(),( o

k
o
k NM trên 1 hệ cơ bản chọn như trên hình (H.5.3.14 

& H.5.3.15) 
 
 
 
 
 
 
 
 

-  Xác định chuyển vị đứng tại k: 

[ ]

0)(839,0
4,0
5,22005,0

J
036,7

)
2

3.75,0)(4020(
4,0

03,0.05,002,0.5,0
2
017,25.

2
3.75.0.

J2
1

)()()())(( 12

>=−−=

−++−−=

ΩΣ+Ω−Σ+Σ−=

mm
E

E

NtMtt
h

ZRMMy o
kcm

o
kmmjm

o
jkm

o
kk

α

α

αα

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

H.5.3.14

0,5 0,5 

Pk = 1

0,75o
kM  

0 H.5.3.15

o
kN  

Pk = 1

H.5.3.11 

2,7 
M 

(T.m) 
25,017 

H.5.3.12 

Q 

(T) 

8,339 

11,939 

4,739 

H.5.3.13 

(T) 
N 

11,939 
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ß4. KIỂM TRA KẾT QUẢ TÍNH TOÁN CỦA  
PHƯƠNG PHÁP LỰC 

 
Do phải thực hiện nhiều phép tính trung gian khi giải hệ siêu tĩnh nên dễ mắc 

phải những sai số lớn hoặc sai lầm trong kết quả cuối cùng. Để tránh những sai số 
lớn ta phải tính chính xác các phép tính trung gian. Để tránh những sai lầm ta cần 
kiểm tra kết quả. 

I. Kiểm tra quá trình tính toán: 
1. Kiểm tra các biểu đồ đơn vị )( kM và biểu đồ )( o

pM :  
- Sử dụng các liên hệ vi phân và điều kiện cân bằng của từng phần hệ tách ra 

để kiểm tra. 
- Vẽ biểu đồ )( sM do các lực X1 = X2 = ... Xn = 1 đồng thời tác dụng lên hệ 

cơ bản gây ra. Kiểm tra mối quan hệ: 
)(...)()()( 21 ns MMMM +++≡    (5-19) 

2. Kiểm tra các hệ số: (δkm) 

∑∑

∑

= =

=

=

=++=

n

k

n

m
kmss

n

i
kiknkkks

MM

MM

1 1

1
21

))((

...))((

δ

δδδδ
 (5-20) 

Chứng minh các điều kiện kiểm tra: 
- Theo ý nghĩa của biểu đồ ( sM ) và các biểu đồ ( kM ) nên theo nguyên lý 

cộng tác dụng, điều kiện (5-19) phải thỏa mãn. 
- Thay (5-19) vào 2 điều kiện bên dưới và khai triển sẽ có 2 điều kiện (5-20). 
3. Kiểm tra các số hạng tự do: 
a. Kiểm tra: (∆kp) 
Biểu thức kiểm tra: 

∑
=

∆=
n

k
kP

o
Ps MM

1
))((   (5-21) 

Thay (Ms) từ điều kiện (5-19) vào và triển khai ta được điều kiện (5-21). 
b. Kiểm tra: (∆kt) 
Biểu thức kiểm tra: 

∑
=

∆=Ω−Σ+ΩΣ
n

k
ktssc Mtt

h
Nt

1
12 )()()(. α

α  (5-22) 

Trong đó )( sMΩ , )( sNΩ lần lượt là diện tích biểu đồ mômen và lực dọc do 
X1 = X2 = ... Xn = 1 đồng thời tác dụng lên hệ cơ bản gây ra. Theo nguyên lý cộng 
tác dụng: 

)(...)()()(
)(...)()()(

21

21

ns

ns

NNNN
MMMM

Ω+Ω+Ω=Ω

Ω+Ω+Ω=Ω
 

Thay vào ta sẽ chứng minh được điều kiện (5-23) 
c. Kiểm tra: (∆kZ) 
Biểu thức kiểm tra: kZjmjs ZR Σ∆=Σ− .  (5-24) 
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Trong đó jsR là phản lực tại liên kết j do X1 = X2 = ... Xn = 1 đồng thời tác 
dụng lên hệ cơ bản gây ra. 

Chứng minh tương tự các biểu thức trên. 
4. Kiểm tra việc giải hệ phương trình chính tắc: 
Do việc làm tròn số khi tính toán giải hệ phương trình chính tắc nên khi thay 

thế ngược các lực Xk đã tìm được vào thì các phương trình thường khác không. 
Người ta đánh giá sai số của mỗi phương trình dưới dạng sai số tương đối ε. 

[ ]εε ≤
−

= %100.
A

BA  (5-25) 

Trong đó:  A, B là tập hợp các số liệu của mỗi phương trình cần kiểm tra 
dưới dạng A – B, [ε] sai số tương đối cho phép. 

II. Kiểm tra kết quả cuối cùng: 

Biểu thức kiểm tra:
kZkts

kZktk

MM
MM

Σ∆−Σ∆−=

∆−∆−=

))((
))((

 (5-26) 

Chứng minh điều kiện kiểm tra: 

    

kZktk

kZkt
o
pnnk

kZkt
o
pknnkkk

kZktkpnknkk

MM

MXMXMXMM

MMXMMXMMXMM

XXX

∆−∆−=⇔

∆−∆−=++⇔

∆−∆−=+++⇔

=∆+∆+∆+++

))((

))(...)((

))(())(...())(())((

0...

2211

2211

2211 δδδ

 

kZktsMM Σ∆−Σ∆−=))(( : chứng minh tương tự. 
Ví dụ: Vẽ biểu đồ mômen và kiểm tra lại kết quả tính của hệ trên H.5.4.1. 

Cho độ cứng trong tất cả các thanh là EJ = const. 
1. Vẽ biểu đồ mômen (M): 

Bậc siêu tĩnh n = 2 
Hệ cơ bản được tạo trên hình H.5.4.2. 
Các hệ số được xác định: 

J3
82.

3
2.

2
2.2.

J
1))((

3

1111 E
aaaa

E
MM ===δ  

J
2.

2
2.2.

J
1))((

3

212112 E
aaaa

E
MM ==== δδ  

J3
7.2..

J
1.

3
2.

2
..

J
1 3

22 E
aaaa

E
aaa

E
=+=δ  

3

11 J
.5,1)..

2
2(

J
1))((

E
PaPaaaa

E
MM o

pp −=
+

−==∆

 

J
..

J
1))((

3

12 E
PaPaaa

E
MM o

pp −=−==∆  

Hệ phương trình chính tắc sau khi đã quy 
đồng và bỏ 3EJ dưới mẫu số: 





=−+
=−+
0376

05,468
3

2
3

1
3

3
2

3
1

3

PaXaXa
PaXaXa  Giải ra 





−=
=

PX
PX

15,0
675,0

2

1  

a 
H.5.4.1

a 

P 

a

H.5.4.2 X1 

X2 
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Vẽ biểu đồ mômen (M): )().().()( 2211
o
PMXMXMM ++=   Xem hình 

(H.5.4.6) 
2. Kiểm tra kết quả: 
- Kiểm tra biểu đồ: )()()( 21 sMMM ≡+ :  

thấy đúng 
)( sM vẽ trên hình (H.5.4.7) 

-Kiểm tra các hệ số: 
Nhân 2 biểu đồ: 

J3
142.

3
2.

2
2.2.

J
1))((

3

1 E
aaaaa

E
MM s =



 +=  

Mặc khác: 
J3

14
J

2
J3

8 333

1211 E
a

E
a

E
a

=+=+ δδ  

 (đúng) 
Nhân 2 biểu đồ: 

 

aaa
E

aaaa
E

MM s .
3
2.

2
..

J
1.2.

2
)3(.

J
1))(( 2 +

+
=

       
J3

13 3

E
a

=  

Mặc khác: 
J3

13
J3

7
J

2 333

2221 E
a

E
a

E
a

=+=+ δδ  (đúng) 

Nhân 2 biểu đồ: 

[ ]
J

9
J3

27
3EJ
26

J3
3.229.2

J6
2.

3
2.

2
..

J
1))((

3333
222

E
a

E
aa

E
aaaa

E
aaaa

E
MM ss ==+=+++=  

Mặc khác: 
J

9
J3

13
J3

14 333

22211211 E
a

E
a

E
a

=+=+++ δδδδ   (đúng) 

-Kiểm tra số hạng tự do: 
Nhân 2 biểu đồ: 

J
.5,2..

2
)23(.

J
1))((

3

E
PaPaaaa

E
MM o

Ps −=
+

−=  

Mặc khác: 

J
5,2

JJ
5,1 333

21 E
Pa

E
Pa

E
Pa

pp −=−−=∆+∆  (đúng) 

- Kiểm tra kết quả cuối cùng: 
Nhân 2 biểu đồ: 

 
 
 
 
 
 
 

H.5.4.3

X1 = 1 2a 
a 

1M  

H.5.4.4
X2 = 1

a 
a 

2M  

P 

H.5.4.5
o
PM  

Pa 

Pa 

sM  

3a 

H.5.4.7

X2 = 1 

a 

X1 = 1
2a 

H.5.4.6

0,15Pa 0,2Pa 0,525Pa 
Pa 

0,475Pa 

M 
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[ ]PaaPaaPaaPaa
E
aPaaa

E
MM s 2,0.2475,0.3475,0.2.22,0.3.2

J6
15,0.

3
2.

2
..

J
1))(( +−−+−=

   [ ] 0525,0.15,0.215,0..2525,0.2.2
J6

=+−−+ PaaPaaPaaPaa
E
a  

*Chú ý: 
- Các biểu thức điều kiện kiểm tra vẫn đúng trong trường hợp có kể đến ảnh 

hưởng của lực cắt và lực dọc. 
- Khối lượng tính toán kiểm tra còn nhiều. 
- Khi điều kiện kiểm tra thỏa mãn thì cũng chưa thể loại trừ được khả năng 

xảy ra sai lầm. 
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ß5. MỘT SỐ ĐIỀU CẦN CHÚ Ý KHI TÍNH HỆ SIÊU TĨNH 
BẬC CAO 

 
I.Các biện pháp nâng cao độ chính xác của kết quả tính toán: 
- Chọn phương pháp tính cho số lượng ẩn số là ít nhất (phương pháp lực, 

phương pháp chuyển vị, phương pháp hỗn hợp và liên hợp... ) 
- Khi sử dụng phương pháp lực nên chọn hệ cơ bản để sao cho các ẩn Xk ít 

ảnh hưởng đến kết quả cuối cùng. 
- Dùng các biện pháp nhằm giảm bậc của hệ phương trình chính tắc. (sẽ trình 

bày ở dưới) 
II. Các biện pháp làm giảm nhẹ khối lượng tính toán: 
1. Các biện pháp giảm bậc của hệ phương trình chính tắc: 
- Chọn phương pháp tính cho số ẩn số là ít nhất (đã nói ở trên) 
- Khi chọn hệ cơ bản của phương trình lực, ta chọn hệ cơ bản là hệ siêu tĩnh 

bậc thấp thay vì chọn hệ cơ bản tĩnh định. 
- Nên sử dụng tính chất đối xứng của hệ nếu hệ là hệ đối xứng 
2. Các biện pháp đơn giản hoá cấu trúc của hệ phương trình chính tắc: 
Hệ phương trình chính tắc có cấu trúc đơn giản khi chúng có nhiều hệ số phụ 

bằng không. Để đạt được mục đích này, ta có thể thực hiện các cách sau: 
- Sử dụng tính chất đối xứng của hệ nếu hệ đối xứng. 
- Chọn hệ cơ bản hợp lý bằng cách chia hệ thành nhiều bộ phân độc lập. Vì 

lúc này, các biểu đồ đơn vị sẽ phân bố cục bộ. Việc xác định các hệ số của phương 
trình chính tắc sẽ đơn giản và triển vọng có nhiều hệ số phụ bằng không. Mặc khác, 
việc làm này còn làm giảm nhẹ khối lượng tính toán ở các khâu: xác định nội lực, 
xác định các hệ số và số hạng tự do, giải hệ phương trình chính tắc. 

 

Xét hệ siêu tĩnh trên 
hình (H.5.5.1), ta nêu ra 2 
cách để chọn hệ cơ bản so 
sánh: 

+ Với hệ cơ bản chọn 
trên hình (H.5.2.2), nội lực 
trên hệ này nói chung sẽ 
phân khối trên toàn hệ. Do 
đó, việc xác định các hệ số 
và số hạng tự do mất nhiều 
công sức. Các hệ số phụ đều 
khác không. 

+ Với hệ cơ bản chọn 
trên hình (H.5.5.3), các biểu 
đồ đơn vị chỉ phân bố trên 1 
hoặc 2 bộ phận lân cận của 
hệ. Do đó, việc vẽ biểu đồ 
nội lực, xác định các hệ số 
và số hạng tự do sẽ đơn 
giản, có nhiều hệ số phụ 
bằng không.  

H.5.5.1
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H.5.5.2 
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X4 
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δδδδ
δδδδδδδδδδδδ  

- Sử dụng các thanh tuyệt đối cứng để thay đổi vị trí và phương các ẩn số 
(nghiên cứu ở phần sau). 
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ß6. CÁCH VẬN DỤNG TÍNH CHẤT ĐỐI XỨNG CỦA HỆ 
ĐỐI XỨNG 

 
Hệ đối xứng là hệ có kích thước, hình dạng hình học, độ cứng và kiên kết đối 

xứng qua 1 trục (H.5.6.1) 
I. Biện pháp sử dụng cặp ẩn số đối xứng và phản xứng: 
 
 
 
 
 
 
 
Xét hệ siêu tĩnh đối 

xứng chịu tải trọng tác dụng 
như trên hình (H.5.6.2). Chọn 
hệ cơ bản cũng có tính chất 
đối xứng như trên hình 
(H.5.6.3). Có 2 loại ẩn số: 

- Cặp ẩn số đối xứng 
X4 và phản xứng X3. 

- Cặp ẩn số chỉ có vị 
trrí đối xứng X1 và X2. 

Để triệt để sử dụng 
tính đối xứng của hệ, ta phân 
tích X1, X2 thành hai cặp: cặp 
đối xứng Y1 và cặp phản ứng 
Y2 như trên hình vẽ (H.5.6.4).Tức là: 





=+
=+

221

121

XYY
XYY









−
=

+
=

→

2

2
21

2

21
1

XXY

XXY
 

Các ẩn số lúc này là (Y1, Y2 , X3, X4) 
Hệ phương trình chính tắc có dạng: 











=∆++++
=∆++++
=∆++++
=∆++++

0
0
0
0

4444343242141

3434333232131

2424323222121

1414313212111

P

P

P

P

XXYY
XXYY
XXYY
XXYY

δδδδ
δδδδ
δδδδ
δδδδ

 

Mặc khác, đối với hệ đối xứng có tính chất sau: 
- Hệ đối xứng chịu nguyên nhân tác dụng đối xứng (phản ứng) thì biểu đồ 

mômen  sẽ đối xứng  (phản ứng). Suy ra: )(),( 41 MM sẽ đối xứng; )(),( 32 MM sẽ 
phản ứng. 

- Kết quả nhân biểu đồ phản ứng với biểu đồ đối xứng sẽ bằng không. Suy 
ra: 

EJ 
EF 
GF 

H.5.6.1

EJ 
EF 
GF 

P 

H.5.6.2

H.5.6.3

X1 X2 X3 

X3 

X4 

X4 

H.5.6.4 

Y1 

X4 

X3 
X4 

X3 

Y1 
Y2 

Y2 
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03443422431132112 ======== δδδδδδδδ  
Thay vào, ta được: 
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 (a) (chứa cặp ẩn đối xứng) 





=∆++
=∆++

0
0

3333232

2323222

P

P

XY
XY

δδ
δδ

 (b) (chứa cặp ẩn phản xứng) 

* Kết luận: Với hệ đối xứng có bậc siêu tĩnh bằng n, nếu áp dụng các cặp ẩn 
số đố xứng và phản xứng ta có thể đưa hệ phương trình chính tắc về hai hệ phương 
trình độc lập: 1 hệ gồm n1 phương trình chứa ẩn đối xứng, 1 hệ gồm n2 phương trình 
chứa ẩn phản xứng với n1 + n2 = n. 

* Các trường hợp đặc biệt: 
1. Khi nguyên nhân bên ngoài tác dụng đối xứng: 
Xét lại hệ đã phân tích ở trên thì lúc này )( o

PM sẽ đối xứng. Suy ra 
032 =∆=∆ PP . Thay vào hệ (b) thì được Y2 =  X3 = 0  

Vậy 1 hệ đối xứng chịu nguyên nhân tác dụng đối xứng thì các ẩn phản xứng 
= 0  

2. Khi nguyên nhân bên ngoài tác dụng phản xứng: 
Xét lại hệ đã phân tích ở trên thì tương tự ta sẽ có được Y1 =  X4 = 0  
Vậy khi hệ đối xứng chịu nguyên nhân tác dụng phản xứng thì các ẩn đối 

xứng = 0  
II. Biện pháp biến đổi sơ đồ tính: 
* Các đặc điểm của hệ đối xứng: 
- Một hệ đối xứng chịu nguyên nhân bất kỳ bao giờ cũng có thể phân tích 

thành tổng của 2 hệ: hệ đối xứng chịu nguyên nhân tác dụng đối xứng với hệ đối 
xứng chịu nguyên nhân phản xứng. 

Ví dụ: Hệ trên hình H.5.6.5 bằng tổng hai hệ trên hình H.5.6.6 với H.5.6.7. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
- Trong hệ đối xứng chịu nguyên nhân đối xứng thì chuyển vị, mômen uốn, 

lực dọc sẽ đối xứng, còn lực cắt có tính phản ứng. 
- Trong hệ đối xứng chịu nguyên nhân phản ứng thì chuyển vị, mômen, lực 

dọc sẽ phản xứng, còn lực cắt có tính đối ứng. 
Như vậy với các đặc điểm này, nếu biết được kết quả của một nửa hệ đối 

xứng thì có thể suy ra kết quả trên toàn hệ. Ta đi tìm 1 nửa hệ tương đương. 
1. Hệ đối xứng chịu nguyên nhân tác dụng đối xứng: 
a. Trường hợp trục đối xứng không trùng với trục thanh nào của hệ : 
Xét tiết diện C và C' nằm bên trái và bên phải của trục đối xứng của hệ trên 

hình (H.5.6.8). Do chuyển vị của hệ là đối xứng nên tại C không thể có chuyển vị 

H.5.6.5
∆ 

P P 

q 

M M 

H.5.6.6
∆/2 

q/2 

P P 

q/2 

∆/2 ∆/2 ∆/2 
H.5.6.7

q/2 q/2 

M M 
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xoay và thẳng theo phương vuông góc 
trục đối xứng. Tuy nhiên, chuyển vị 
thẳng theo phương trục đối xứng có thể 
được. Điều này chứng tỏ C làm việc như 
1 ngàm trượt. 

Vậy trên sơ đồ tính 1 nửa hệ 
tương đương ta chỉ việc đặt vào C 1 
ngàm trượt dưới dạng 2 liên kết thanh có phương song song nhau và vuông góc với 
trục đối xứng như trên hình vẽ (H.5.6.9) 

 

*Kết luận: Khi tính hệ đối xứng chịu nguyên nhân tác dụng đối xứng và có 
trục đối xứng không trùng với trục thanh nào của hệ, ta đặt thêm vào hệ các ngàm 
trượt dưới dạng 2 liên kết thanh song song và vuông góc với trục đối xứng tại 
những tiết diện trùng với trục đối xứng rồi thực hiện tính toán trên một nửa hệ  và 
suy ra kết quả trên toàn hệ. 

b. Trường hợp trục đối xứng trùng với 1 số trục thanh của hệ. 
Xét hệ trên hình (H.5.6.10). Đưa về hệ tương đương đối xứng và có trục đối 

xứng không trùng với trục 
thanh nào của hệ bằng cách 
thay thế mỗi thanh AB, CD 
bằng 2 thanh có độ cứng giảm 
đi một nửa, hai đầu A1A2, 
B1B2, C1C2, D1D2 là vuông 
góc với trục đối xứng và có 
độ cứng bằng vô cùng 
(H.5.6.11). Đến đây ta trở lai 
trường hợp trục đối xứng 
không trùng với trục thanh. 

 

Một nửa hệ tương 
đương như trên hình 

(H.5.6.12). Nhưng tại A1, B1, 
C1, D1 không tồn tại chuyển 
vị góc xoay và chuyển vị 
thẳng theo phương vuông góc 
trục đối xứng mà chỉ có thể 
chuyển vị theo phươngdọc 
trục thanh. Nghĩa là, các 
thanh A1B1, C1D1 làm việc 
như 1 liên kết thanh (liên kết 
loại 1) (H.5.6.13). 

 

Kết luận: Khi tính hệ 
đối xứng chịu nguyên nhân 
tác dụng đối xứng và có trục 
đối xứng trùng với một số 
trục thanh của hệ, ta cần đặt 
thêm vào hệ các ngàm trượt dưới dạng 2 liên kết thanh có phương song song với 
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nhau và vưông góc với trục đối xứng tại những tiết diện trùng với trục đối xứng 
đồng thời thay thế các thanh trùng với trục đối xứng bằng các liên kết thanh (liên 
kết loại 1) có độ cứng giảm đi 1 nửa rồi thực hiện tính toán trên 1 nửa hệ và sau đó 
suy ra kết quả trên toàn hệ. Khi suy ra kết quả nội lực trên toàn hệ, đối với thanh 
trùng với trục đối xứng lực dọc lấy gấp 2 lần so với khi giải 1 nửa hệ còn lực cắt và 
mômen lấy bằng không. 

 

Trong trường hợp bỏ qua biến dạng dọc trục trong các thanh trùng với trục 
đối xứng và các thanh này bị ngăn cản chuyển vị theo phương dọc trục thanh (một 
đầu nối đất), ta có thể thay thế các ngàm trượt bằng ngàm (H.5.6.14) 

2. Hệ đối xứng chịu nguyên nhân tác dụng phản xứng: 
a. Trường hợp trục đối xứng không trùng với trục thanh nào của hệ: 
Xét tiết diện C và C' nằm 

bên trái và bên phải trục đối 
xứng của hệ trên hình 
(H.5.6.15). Do chuyển vị của hệ 
là phản xứng nên tại C không 
thể có chuyển vị theo phương 
trục đối xứng. Tuy nhiên, 
chuyển vị góc xoay và chuyển vị theo phương vuông góc với trục đối xứng có thể 
được. Điều này chứng tỏ C làm việc như 1 gối di động. Vậy trên sơ đồ tính một 
phần 2 hệ tương đương ta chỉ việc đặt vào C 1 gối di động có phương của trục đối 
xứng (H.5.6.16). 
 

Kết luận: Khi tính hệ đối xứng chịu nguyên nhân tác dụng phản ứng và có 
trục đối xứng không trùng với trục thanh nào của hệ ta đưa về 1 nửa hệ tương 
đương bằng cách đặt thêm vào hệ các gối di động có phương của trục đối xứng tại 
những tiết diện trùng với trục đối xứng rồi thực hiện tính toán trên 1 nửa hệ và sau 
đó suy ra kết quả trên toàn hệ. 

b. Trường hợp trục đối xứng trùng với một số trục thanh của hệ: 
 Cũng lý luận tương tự như trường hợp hệ chịu nguyên nhân tác dụng đối 
xứng ở trên, ta đưa bài toán trở về trường hợp trục đối xứng không trùng với trục 
thanh nào của hệ. 

Với hệ cho 
trên hình (H.5.6.17), 
hệ tương đương của 
nó ở trên hình 
(H.5.6.18) và hệ trên 
hình (H.5.6.19) là 1 
nửa hệ tương đương. 

 

Kết luận: Khi 
tính hệ đối xứng chịu 
nguyên nhân tác dụng 
phản ứng và có trục 
đối xứng trùng với 
trục thanh nào đó của 
hệ, ta đưa về 1 nửa hệ 
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tương đương bằng cách đặt thêm 
vào hệ các gối di động có phương 
trục đối xứng tại những tiết diện trục 
đối xứng bằng các thanh có độ cứng 
giảm đi 1 nửa rồi tính toán trên 1 
phần 2 và suy ra kết quả trên toàn 
hệ. 
 

Khi suy ra kết quả nội lực 
trên toàn hệ, đối với các thanh trùng 
với trục đối xứng, lực dọc lấy bằng 
không còn mômen và lực cắt lấy gấp 
2 lần so với khi tính trên nửa hệ. 

Trong trường hợp bỏ qua ảnh 
hưỏng biến dạng dọc trục thì ta có 
thể bỏ bớt 1 gối di động trong 2 gối 
ở hai đầu thanh (H.5.6.20). 

* Chú thích: 
Trường hợp tiết diện trùng với trục đối xứng không phải là liên kết hàn, bằng 

cách phân tích sự làm việc tại các tiết diện này tương tự như ở trên ta có thể thay thế 
bằng các liên kết tương ứng khi tính trên 1 nửa hệ. 

 

Chẵn hạn, hệ trên 
hình (H.5.6.21)  

+ Nếu nguyên nhân 
tác dụng đối xứng thì 1 
nửa hệ tương đương trên 
hình (H.5.6.22). 

+ Nếu nguyên nhân 
tác dụng phản xứng thì 1 
nửa hệ tương đương trên 
hình (H.5.6.23). 

 

Ví dụ: Vẽ các biểu đồ nội lực của hệ trên hình (H.5.6.24). Cho độ cứng trong 
tất cả các thanh là EJ = const. Chỉ xét ảnh hưởng của biến dạng uốn.   

 Hệ đã cho thuộc loại hệ đối xứng chịu nguyên nhân tác dụng phản xứng. Một 
nửa hệ trái tương đương của hệ đã cho được tạo ra trên hình (H.5.6.25). Đây là hệ 
siêu tĩnh bậc 1. Tiến hành các bước giải sẽ vẽ được biểu đồ (M), (Q), (N). Sau đó 
suy ra kết quả của nửa hệ phải theo các đặc điểm của hệ đối xứng. Kết quả thể hiện 
trên hình vẽ (H.5.6.26 → H.5.6.31) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

H.5.6.19

EJ1/2 
EF1/2 
GF1/2 

 

B1 

EJ2/2 
EF2/2 
GF2/2 

C1 

D1 

P 

H.5.6.20

A1 

EJ1/2 
EF1/2 
GF1/2 

P 

D1 

C1 

EJ2/2 
EF2/2 
GF2/2 

B1 

H.5.6.23H.5.6.21 H.5.6.22

a 

H.5.6.24

P 

a a a 

P 

a

a a 

P 

H.5.6.25 a
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Pa 

Pa/2 

Pa/2 
H.5.6.26

(M) 
(nửa hệ trái) 

H.5.6.29
Pa/2 

Pa/2 

Pa 

Pa/2 

Pa/2 Pa 

(M) 
(toàn hệ) 

H.5.6.27

P/2 

P 

(Q) 
(nửa hệ trái) 

P/2 H.5.6.30

P P 

P/2 

(Q) 
(toàn hệ) 

P 

H.5.6.28

(N) 
(toàn hệ) 

H.5.6.31

P 

P 

(N) 
(nửa hệ trái) 
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ß7. SỬ DỤNG CÁC THANH TUYỆT ĐỐI CỨNG ĐỂ THAY ĐỔI 
VỊ TRÍ VÀ PHƯƠNG CÁC ẨN SỐ NHẰM ĐƠN GIẢN HOÁ 

CẤU TRÚC CỦA HỆ PHƯONG TRÌNH CHÍNH TẮC 
 

Mục đích của biện pháp là sử dụng các thanh tuyệt đối cứng nhằm thay đổi 
vị trí và phương của các ẩn số để sao cho hệ phương trình chính tắc có nhiều hệ số 
phụ bằng không. 

Xét hệ trên hình 
(H.5.7.1). Để giải hệ ta có thể 
chọn hệ cơ bản  như trên hình 
(H.5.7.2) 
  Ta biến đổi hệ trên 
hình (H.5.7.1) bằng cách thực 
hiện mặt cắt 1-1, hàn 2 thanh tuyệt đối cứng vào 2 tiết diện C và C'. Nếu nối 2 thanh 
tuyệt đối cứng bằng ba liên kết loại 1 theo điều kiện nối 2 miếng cứng tạo thành hệ 
bất biến hình thì hệ mới sẽ tương  đương với hệ ban đầu (H.5.7.3, H.5.7.4...) 

 
 
 
 
 
 
Nếu ta chọn hệ cơ bản bằng cách cắt các 

liên kết nối giữa các thanh tuyệt đối cứng (H.5.7.5, 
H.5.7.6…) thì so với các hệ cơ bản trên hình 
(H.5.7.2), vị trí và phương của các ẩn số đã thay 
đổi. Điều đó có nghĩa là các hệ số cũng thay đổi. 
Rõ ràng là có nhiều cách lập hệ tương đương nên 
cũng nhiều cách thay đổi vị trí và phương của các ẩn số. Và ta thực hiện sao cho hệ 
phương trình  chính tắc càng có nhiều hệ số phụ bằng không càng tốt. 

Ví dụ: Chọn hệ số cơ bản sao cho tất cả các hệ số phụ bằng không của khung 
trên hình (H.5.7.7). Cho độ cứng EJ là không đổi trên toàn hệ. 

Hệ tương đương trên hình (H.5.7.8), hệ cơ bản tạo nên hình (H.5.7.9) 
Các biểu đồ )(),(),( 321 MMM vẽ trên hình (H.5.7.10 → H.5.7.12). 

)(),( 31 MM là đối xứng; )( 2M phản xứng nên 032232112 ==== δδδδ . 

Để 0))(( 133113 === MMδδ  thì hc
3
2

=  vì khi đó trọng tâm lấy trên )( 1M  ứng 

với tung độ = 0 trên )( 2M . 
 

 
 
 
 
 
 
 

P 
C' C 

H.5.7.1

1 

1 

H.5.7.2 

P 

X2 

X1 X3 X3 X2 

X1 

H.5.7.3

P C C' 

H.5.7.4

C' C P 

 HÀN 

H.5.7.5

 X1 

X2

X1 

X2 
X3 X3  

H.5.7.6

P 

X2 
X3 

X1 X1 

X2

X3
(...) 

H.5.7.8

P 

l/2 l 

H.5.7.7

P 

l/2 

hh

c

H.5.7.9

X2 X2 

X1 X1 

X3 X3 



 CƠ HỌC KẾT CẤU II Page 32 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

H.5.7.10

X1 = 1 X1 = 1 

1M  
h h 

H.5.7.11

X2 = 1 X2 = 1

2M  

l/2 
l/2 

H.5.7.12

X3 = 1 X3 = 1

c 
c 

c 

c 
c 

(h-c) (h-c) 
3M  
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ß8. HỆ DÀN SIÊU TĨNH 
 

I. Bậc siêu tĩnh: 
n = D - 2M + 3 (Đối với hệ dàn không nối đất) 
n = D - 2M + C (Đối với hệ dàn nối đất) 

II. Hệ cơ bản và hệ phương trình chính tắc: 
Như trong trường hợp tổng quát của phương pháp lực. 
III. Xác định các hệ số của hệ phương trình chính tắc: 
Do trong hệ dàn chỉ tồn tại lực dọc nên các hệ số chỉ kể đến thành phần biến 

dạng dọc trục. 
1. Các hệ số chính và phụ: 

∑∫ =Σ=
i

i
imikmk

km l
E

NN
ds

E
NN

.
F

.
F i

δ  

2. Các số hạng tự do: 
a. Do tải trọng: 

i
i

o
ipik

o
pk

kP l
E

NN
ds

E
NN

∑∫ =Σ=∆
iFF

 

b. Do biến thiên nhiệt độ: 
∑ ∑=Ω=∆

i i
iikciikcikt lNtNt .)( αα  

c. Do chế tạo chiều dài thanh không chính xác: 
i

i
ikk N ∆=∆ ∑∆ .  

∆i : độ dôi của thanh dàn thứ i. Nếu là chế tạo ngắn hơn chiều dài (còn gọi là 
độ hụt) thì ∆i lấy dấu âm. 

d. Do chuyển vị cưỡng bức của các gối tựa: 
j

j
jkkZ ZR∑−=∆

)(

 

Trong các công thức trên: 
o
iPimik NNN ,, : lực dọc trong thanh dàn thứ i do Xk = 1 và Xm = 1, P gây ra trên 

hệ cơ bản. 
EFi , li : độ cứng và chiều dài thanh thứ i 
α : hệ số dãn nở vì nhiệt độ. 

jkR : phản lực tại liên kết j do Xk = 1 gây ra trên hệ cơ bản. 
Zj : chuyển vị cưỡng bức tại liên kết j. 

IV. Xác định lực dọc trong các thanh dàn: 
Lực dọc trong thanh dàn thứ i: 

o
iZ

o
i

o
it

o
ipniniii NNNNXNXNXNN ++++++= ∆...... 2211  

Trong đó: o
iZ

o
i

o
it

o
ip NNNN ,,, ∆  lần lượt là lực dọc trong thanh dàn thứ i do các 

nguyên nhân P, t, ∆, Z gây ra trên hệ cơ bản. Nếu hệ cơ bản là tĩnh định thì 
0,, =∆

o
iZ

o
i

o
pt NNN . 

 
Ví dụ: Xác định lực dọc trong các thanh dàn trên hình (H.5.8.1) cho biết độ 

cứng trong các thanh dàn là EF = const. 
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1. Bậc siêu tĩnh: n = D – 2M + C = 10 - 6.2 + 4 = 2 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
2. Hệ cơ bản và hệ phương trình chính tắc: 
- Hệ cơ bản (H.5.8.2). Ở đây ta xem các thanh 

56, 34 là các liên kết thanh và cắt nó. 
- Hệ phương trình chính tắc: 

        




=∆++
=∆++

0
0

2222121

1212111

P

P

XX
XX

δδ
δδ

 

3. Xác định các hệ số của hệ phương trình chính 
tắc: 

∑=
i

i
imik

km l
E

NN
.

Fi

δ   k, m = 2,1  

i
i

o
ipik

kP l
E

NN
∑=∆ .

Fi

  i : thanh thứ i. 

Sơ đồ để xác định o
ipii NNN ,, 21  được tạo trên các hình vẽ (H.5.8.3, H.5.8.4 & 

H.5.8.5) 
Lực dọc được xác định theo các cách trong bài hệ dàn. 
Kết quả tính toán được thể hiện trong bảng tính (B.5.8.1) 
Hệ phương trình chính tắc: 





=++++−
=−+−++

0)221(.)243(.)242(
0)221(.)242(.)285(

21

21

PaXaXa
PaXaXa  

Ở đây do các thanh có độ cứng bằng EF nên ta không đưa vào trong tính toán 
cho gọn. 

Giải phương trình: 





−=
=

PX
PX

436,0
014,0

2

1  

4. Xác định lực dọc trong các thanh dàn: 
o
ipiii NXNXNN ++= 2211  

 Xem kết quả trong bảng tính (B.5.8.1) 

2 

5 

1 

3 
4 

6 

a 

P = 2T 

H.5.8.1

a
a

H.5.8.2

3 

1 

5 

2 

6 

4 

X1 X1 

X2 

X2 

5 

1 

3 

H.5.8.3

2 

X1 = 1X1 = 1
6 

4 
3 

1 

5 

2 

H.5.8.4

4 

6 

X2 = 1 

H.5.8.5

3 

1 

5 

2 

6 

4 
P = 2T 
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Thanh li 1iN  2iN  o
ipN  11 ii NN li 21 ii NN li 22 ii NN li o

ipi NN 1 l o
ipi NN 2 li Ni 

5-6 a 1 0 0 a 0 0 0 0 0,014P 
6-4 a 1 0 0 a 0 0 0 0 0,014P 
6-3 2a  2−  0 0 2 2a  0 0 0 0 -0,019P 
5-4 2a  2−  0 0 2 2a  0 0 0 0 -0,019P 

5-3 a 1 0 0 a 0 0 0 0 0,014P 
3-4 a 0 1 0 0 0 0 0 0 -0,436P 
4-2 a 1 1 0 a a 0 0 0 -0,422P 
4-1 2a  2  - 2  0 22a  - 22a  22a  0 0 0,636P 

3-2 2a  2  - 2  -P 2  22a  - 22a  22a  - 22aP  22aP  -0,777P 

3-1 a 1 1 P a a a Pa Pa 0,578P 
Tổng a)285( +

 
a)242( −  a)243( +  Pa)221( −

 
Pa)221( +

 
 

 

B.8.1 Bảng tính lực dọc trong các thanh dàn 
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ß9. DẦM LIÊN TỤC 
I. phân tích hệ: 
1. Khái niệm: Dầm liên tục là hệ gồm 1 thanh thẳng nối với trái đất bằng số 

gối tựa lớn hơn hai để tạo thành hệ bất biến hình. 
2. Phân loại dầm liên tục: 
- Dầm liên tục hai đầu khớp (H.5.9.1) 
- Dầm liên tục có đầu thừa (H.5.9.2) 
- Dầm liên tục có đầu ngàm (H.5.9.3) 
 
 
 
 
3. Bậc siêu tĩnh: 
Cách 1: n = 3V – K 
Ví dụ: Dầm liên tục trên hình (H.5.9.4) 

có n = 3.3 – 7 = 2. 
Cách 2: n = C – 3 
C là số liên kết nối đất tương đương 

quy về liên kết loại 1. 
Ví dụ: Dầm liên tục trên hình (H.5.9.5) 

có n = 7 – 3 = 4. 
 

Trường hợp cho phép bỏ qua ảnh hưởng của biến dạng đàn hồi dọc trục và 
tải trọng chỉ tác dụng vuông góc với trục dầm thì gối cố định chỉ có hiệu quả như 
gối di động. Khi đó bậc siêu tĩnh được tính bằng biểu thức: 
   n = Ctg + N 

Ctg: số gối tựa trung gian (không kể hai gối ngoài cùng), không cần phân biệt 
là gối cố định hay di động. 

N: số liên kết ngàm, không cần phân 
biệt là ngàm trượt hay ngàm. 

Ví dụ: Dầm liên tục trên hình (H.5.9.6) 
có n = 2 + 2 = 4. 

II. Cách tính dầm liên tục bằng phương pháp phương trình ba mômen: 
Bài toán dầm liên tục là một trường hợp của hệ siêu tĩnh nên ta có thể vận 

dụng phương pháp lực để tính toán. Tuy nhiên, để phục vụ cho việc tính toán được 
nhanh chóng và đơn giản ta đi cụ thể hoá hệ phương trình chính tắc của nó. 

 

Xét một dầm liên tục hai đầu khớp gồm (n + 1) nhịp, có độ cứng EJ không 
đổi trên từng nhịp, chịu tác dụng của các nguyên nhân tải trọng, biến thiên nhiệt độ, 
chuyển vị cưỡng bức của các gối tựa (H.5.9.7). 
 

1. Hệ cơ bản: 
Chọn hệ cơ bản bằng cách loại bỏ các liên kết ngăn cản chuyển vị góc xoay 

tương đối của hai tiết diện 2 bên gối tựa trung gian (thay thế liên kết hàn bằng liên 
kết khớp (H.5.9.8)).  

2. Hệ phương trình chính tắc:  
Xét phương trình i của hệ phương trình cơ bản 

0...... 11112211 =∆+∆+∆++++++ ++−− iZitiPniniiiiiiiiiii MMMMMM δδδδδδ  

H.5.9.1

H.5.9.2 H.5.9.3

H.5.9.4

H.5.9.5

H.5.9.6
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li 

EJ 2 
0 1 2 i-1 

l1 l2 li-1 

Z i
-1Z 1

 

t2(i-1) 

t1(i-1) 

t11 

t21 H.5.9.7i i+1 n n+1 
EJn 

li+1 ln ln+1

Z n
+1t2(i+1) 

t1(i+1) 

M
 

M1 M2M2 Mi-1 Mi-1 Mi Mi Mi+1 Mi+1 MnMn 

H.5.9.8

Mi  

H.5.9.9

t2(i+1) 

t1(i+1) 

i+1 EJi+1 

Z i
+1

Mi+1 Mi+1 

H.5.9.10

li+1 

Z i
-1

i-1 
Mi-1 Mi-1 i 

t2i 

t1i 

EJi 

Z i
 

Mi Mi 

li 

Mi-1 = 1 Mi-1 = 1 

H.5.9.11

)( 1−iM

1 1 

1 H.5.9.12

)( iM

Mi = 1 Mi = 1 

1 
1/li+1 1/li 1/li 1/li+1 

Mi+1 = 1 

1 

Mi+1 = 1 

H.5.9.13

)( 1+iM  

1 

H.5.9.14

ωi Ci Ciωi+1

ai ai+1 bi+1bi

)( o
PM  
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Phương trình này biểu thị điều kiện góc xoay tương đối của 2 tiết diện ở hai 
bên gối tựa thứ i bằng không. 

 

Ta biết kikiik δδδ ,= ở đây là chuyển vị góc xoay tương đối của hai tiết diện 
hai bên gối tựa thứ k do riêng Mi = 1 gây ra trên hệ cơ bản. Mặt khác, Mi chỉ gây ra 
biến dạng trên nhịp i và (i + 1) (H.5.9.9). Điều đó có nghĩa là: 
  0,, )1()1( ≠+− iiiiii δδδ , còn kiδ  (k ≠ (i - 1), i, (i + 1)) = 0 

Thay vào phương trình trên: 
01111 =∆+∆+∆+++ ++−− iZitiPiiiiiiiii MMM δδδ . 

3. Xác định các hệ số của hệ phương trình chính tắc: 
a. Xác định các hệ số chính và phụ: 

ii
1)1( J6

1.
3
2.

2
.1

.
J
1))((

E
ll

E
MM ii

iiii === −−δ  

1i

1

i

1

1ii J3J3
1.

3
2.

2
.1

.
J
11.

3
2.

2
.1

.
J
1))((

+

++

+

+=+==
E
l

E
ll

E
l

E
MM iiii

iiiiδ  

1i

11

1i
1)1( J6

1.
3
1.

2
.1

.
J
1))((

+

++

+
++ ===

E
ll

E
MM ii

iiiiδ  

b. Xác định các số hạng tự do: 
- Do tải trọng: (∆iP) 

1i1

11

i1

1
1

1ii J
.

J
1...

J
11..

J
1))((

++

++

+

+
+

+

+=+==∆
El

b
El
a

l
b

El
a

E
MM

i

ii

i

ii

i

i
i

i

i
i

o
piiP

ωω
ωω  

ωi: diện tích của ( o
PM ) trên nhịp thứ i, dấu của ωi được lấy theo dấu của 

( o
PM ). 

ai, bi :khoảng cách từ trọng tâm diện tích của biểu đồ ( o
PM ) đến gối tựa trái 

và phải của nhịp i. 
-Do biến thiên nhiệt độ: (∆it) 
Trên hệ cơ bản không tồn tại lực dọc nên: 

2
.1

).(
2
.1

)()()( 1
)1(1)1(2

1
1212

+
++

+

−+−=Ω−Σ=∆ i
ii

i

i
ii

i
iit

ltt
h

ltt
h

Mtt
h

ααα  

α: Hệ số dãn nở vì nhiệt. 
hi: chiều cao thứ dầm ở nhịp thứ i. 
- Do chuyển vị cưỡng bức của các gối tựa: (∆iZ) 

1

11
1

11
1 .1.1.1.1

+

+−
+

++
−

−
+

−
=








−++−−=Σ−=∆

i

ii

i

ii
i

i
i

i
i

i
i

i
jjiiZ l

ZZ
l

ZZ
Z

l
Z

l
Z

l
Z

l
ZR  

Trong đó: Zi là độ lún của gối tựa thứ i, theo biểu thức thì Zi lấy dấu dương 
khi chuyển vị đi xuống. 

Thay tất cả các hệ số vào phương trình trên: 

+++++ +
+

+

+

+
−

i

ii
i

i
i

ii
i

i

l
a

E
M

E
lM

E
l

E
lM

E
l ω

.
J
1.

J6
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J3J3
(.

J6 i
1

1i

1

1i

1

i
1

i

 

0
2

).(
2

).(
.

.
J
1

1

11
)1(1)1(2

1
12

1

11

1i

=
−

+
−
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Chọn 1 J0 làm chuẩn (thường chọn J của nhiều nhịp có J giống nhau của 
dầm). Và đặt: 
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i
ii J

Jl 0.=λ : gọi là chiều dài quy ước của nhịp i. 

Thay vào phương trình: 
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Trường hợp dầm có tiết không đổi trên toàn nhịp:J1 = J2 =... Jn = J = const. 
Lấy J0 = J và thay vào ta được:  
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Cho i = 1, n  ta được hệ phương trình chính tắc 
Giải hệ phương trình chính tắc sẽ xác định được (M1, M2, ..., Mn). 
 

4. Vẽ cácbiểu đồ nội lực: 
- Với biểu đồ mô men (M): mỗi nhịp của dầm ta đã biết được mômen uốn tại 

2 gối tựa. Nối 2 tung độ này bằng 1 đoạn thẳng và treo biểu đồ )( o
pM của nhịp tương 

ứng vào. 
-Với biểu đồ lực cắt (Q), lực dọc (N): Vẽ như trong trường hợp tổng quát 

của phương pháp lực. 
 

Ví dụ: Vẽ các biểu đồ nội lực của hệ trên hình (H.5.9.15) 
1. Bậc siêu tĩnh: 

n = Ctg + N = 2 + 0 = 2 
2. Tạo hệ cơ bản, đánh số các gối tựa, vẽ biểu đồ mômen do tải trọng gây ra 

trên hệ cơ bản: (H.5.9.16 & H.5.9.17) 
3. Viết các phương trình ba mômencho các gối tựa trung gian. 

  i = 1:      06)(2
22

22

11

11
02212101 =








+++++

Jl
b

Jl
aJMMM ωω

λλλλ  

 

i = 2:     06)(2
33

33

22

22
03323212 =








+++++

Jl
b

Jl
aJMMM

ωω
λλλλ  

4. Xác định các đại lượng trong phương trình 3 mômen: M0 = M3 = 0 

Chọn J0 = J, tính mmm
J
Jl

i
ii 3;3;6 321

0 ===→= λλλλ  

366.9.
3
2.

3
2

11 === flω ; a1= b1 = 3; 5,22
2

6.5,7
2 ==ω ; a2 = b2 = 3 

5,22
2

6.5,7
3 ==ω ; a3 = b3 = 3 

Thay vào phương trình ba mômen: 
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i = 1 0
2.6

3.5,22
.6

3.3663180.6 21 =



 ++++
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JMM  

i =2 0
2.6

3.5,22
2.6

3.5,2260.312.3 21 =



 ++++

JJ
JMM  





−=+
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5,224
25,476

21

21

MM
MM

   → 




<−=
<−=

0815,3
0239,7

2

1

M
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5. Vẽ biểu đồ nội lực: 
a. Biểu đồ mômen: treo biểu đồ (H.5.9.18) 
b. Biểu đồ lực cắt: suy ra từ biểu đồ mômen. 

Trên đoạn AB:  793,46.2.
2
1

6
0239,7

=+
−−

=trQ  

    2,76.2.
2
1

6
0239,7

−=−
−−

=PhQ  

6m

A CB

2EJ

D

3m 3m 3m 3m

EJ 2EJFE

P1 = 5T P2 = 5Tq = 2T/m

0 1 2 3
M1M1 M2M2

P2 = 5TP1 = 5Tq = 2T/m

7,57,59

7,5
7,59

3,8157,239

4,793 3,3 3,135

7,2
1,7 1,865

H.5.9.17
o
PM  

M 

H.5.9.18

(T.m) 

(T) 

H.5.9.19

Q 

N 
H.5.9.20

H.5.9.15

H.5.9.16
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Trên đoạn BE: 3,3
3

)939,7(972,1
=

−−
== Phtr QQ  

Trên đoạn EC: 7,1
3

972,1815,3
−=

−−
== Phtr QQ  

Trên đoạn CF: 135,3
3

)815,3(592,5
=

−−
== Phtr QQ  

Trên đoạn FD: 864,1
3

592,50
−=

−
== Phtr QQ  

Kết quả thể hiện trên hình vẽ (H.5.9.19) 
c. Biểu đồ lực dọc (N): trùng với đường chuẩn. 
 

* Các trường hợp khác của dầm liên tục: 
a. Dầm liên tục có thừa: (H5.9.21) 
- Phần đầu thừa là tĩnh định 

nên có thể xác định và vẽ biểu đồ 
nội lực bằng các phương trình cân 
bằng tĩnh học. 

 

- Thực hiện cắt bỏ đầu 
thừa, đưa tải trọng về thành các 
lực tập trung tại gối tựa biên 
(H.5.9.22). Có hai quan niệm về 
mômen gối tựa này: 

+ Xem là ngoại lực thì cần 
kể nó khi vẽ biểu đồ )( o

PM   
+ Xem là mômen tại các gối tựa trong phương trình 3 mômen, thì chúng là 

M0 và Mn+1. Trong hệ trên hình (H.5.9.22) thì M0 = -P.c và Mn+1 = 
2

2
qd

− . 

Đến đây ta trở lại bài toán dầm liên tục 2 đầu khớp. 
 

b. Dầm liên tục có đầu ngàm:(H.5.9.23) 
Thay thế ngàm hoặc 

ngàm trượt bằng một nhịp có độ 
cứng EJ = ∞ có chiều dài tuỳ ý 
hoặc chiều dài bằng không và 
được liên kết với trái đất bằng 
số liên kết tương đương với 
ngàm hoặc ngàm trượt. 
(H.5.9.24) 

 

Sau khi thực hiện như 
trên, ta đưa dầm về thành hai đầu khớp và trở lại bài toán đã biết. 

 

Ví dụ: Vẽ biểu đồ mômen cuốn của hệ trên hình vẽ (H.5.9.25). Cho biết EJ = 
1080T.m2; ϕ = 0,005radian; ∆1 = 0,03m; ∆2 = 0,02m; h2EJ = 0,4m; hEJ = 0,3m. 

 

Đưa hệ về hệ tương đương 2 đầu khớp như trên hình vẽ (H.5.9.26) 
1. Bậc siêu tĩnh: 

n = Ctg + N = 2 + 0 = 2 (tính trên hệ tương đương) 

H.5.9.21 d 

0 n+1 
P q 

c 

P 

n+1 0 H.5.9.22

P = q.d 

2
. 2dqM =

M = P.c

H.5.9.23

H.5.9.24

0 
n+1 

l1 = 0 ln+1 = 0

EJ1 = ∞
  

EJn+1 = ∞
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2. Tạo hệ cơ bản, đánh số các gối tựa, vẽ biểu đồ )( o
PM . Kết quả trên hình  

(H5.9.27& H5.9.28) 
Ở đây ta xem M = -P.2 = -4 là mômen M3 trong phương trình 3 mômen. 
3.Viết phương trình 3 mômen cho các gối tựa trung gian: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

P1 = 2T q = 1,2T/m

2,42
6,401

5,752

4

2
2,4

4,838
0,038

24,038 2,038

o
PM  

H.5.9.28

(T.m) 

H.5.9.29

M 

Q 

H.5.9.30

(T) 

H.5.9.31

N 

M2 M2M1 M1
210

q = 1,2T/m P2 = 2T

E
2EJ

2m

EJ

DC

4m2m2m

B

P1 = 2T

A 40°C

20°C

∆
1

∆2

ϕ

∆2∆1

20°C

40°C

P1 = 2T P2 = 2T
q = 1,2T/m

M = 4T.m
EJ = ∞

l = 0

3 H.5.9.27

H.5.9.25

H.5.9.26

ϕ.
l 
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    Ở đầu bài cho biết mhC E 3,0);(10.2,1 J
105 == −−α ; h2EJ = 0,4m; EJ = 1080T.m2 

4. Xác định các đại lượng trong phương trình 3 mômen: 
M0 = 0; M3 = -4; t23 = 400C; t13 = 200C  
Z0 = -0,005l1 ; Z2 = 0,03; Z0 = 0,02; Z1 = 0 

ω1= 0; mba 2;44.2.
2
1

222 ====ω ; mba 2;4,64,2.4.
3
2

333 ====ω   

Chọn J0 = J, tính 
i

ii J
Jl 0.=λ  

 → λ1 = 0; λ2 = 4; λ3 = 2 
Thay vào: 

i = 1:    +



 +++++

J
JMM

.4
2.4064)40(20.0 21  

[ ] 0
4

003,0
l

00,005.l-
J600J6

1

l =






 −
+

−
+++ EE  

→ 8M1 + 4M2 = -12 - 0,015EJ = -28,2 

i = 2: +



 ++−+++

JJ
JMM

2.4
2.4,6

.4
2.46)4.(2)24(24 21                         

0
4

03,002,0
4
0,03-0J6

2
4)2040(

0,4
0J6 =



 −

++





−++ EE α  

→ 4M1 + 12M2 = 8 - 21,6 - 600EJ + 0,06EJ = 43,424 









>=
<−=

→
=+
−=+

→
0752,5
0401,6

424,43124
2,2848

2

1

21

21

M
M

MM
MM

 

5. Vẽ biểu đồ nội lực: 
a. Biểu đồ mômen (M): treo biểu đồ (H5.9.29) 
b. Biểu đồ lực cắt, lực dọc (H5.9.30 & H5.9.31) 
 

III. Tính dầm liên tục bằng phương pháp tiêu cự mômen: 
* Mục đích: Là đi vận dụng khéo léo phương pháp phương trình 3 mômen 

để tính dầm liên tục nhiều nhịp chịu tải trọng chỉ tác dụng lên 1 nhịp mà không phải 
giải hệ phương trình chính tắc. Nếu trường hợp tải trọng tác dụng lên nhiều nhịp thì 
có thể áp dụng nguyên lý cộng tác dụng để đưa về thành tổng của nhiều bài toán, 
mỗi bài toán tải trọng chỉ tác dụng lên 1 nhịp. 

Ví dụ: Hệ trên hình (H.5.9.32) có thể phân tích thành hai trường hợp như trên 
hình (H.5.9.33 & H.5.9.34) 
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Với dầm liên tục nhiều nhịp chịu tải trọng tác dụng lên một nhịp (Ví dụ dầm 
trên hình (H.5.9.33) & H.5.9.34), ta có những nhận xét sau: 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
a. Đường đàn hồi (đường đứt nét) lượn theo hình sóng trên những nhịp kế 

tiếp nhau. 
 

b. Trên những nhịp không chịu tải trọng tác dụng thì mômen uốn tại hai gối 
tựa liên tiếp luôn trái dấu nhau, mômen uốn tại gốc tựa gần nhịp chịu tải trọng hơn 
sẽ có giá trị tuyệt đối lớn hơn. Trên những nhịp này biểu đồ mômen uốn là đoạn 
thẳng cắt đường chuẩn tại 1 điểm gọi là tiêu điểm mônmen. 

+ Những tiêu điểm nằm bên trái nhịp chịu tải trọng gọi là tiêu điểm trái. Ký 
hiệu Fi. 

+ Những tiêu điểm nằm bên phải nhịp chịu tải trọng gọi là tiêu điểm phải. Ký 
hiệu F'i  

Ở đây i là chỉ số nhịp thứ i. 
 

c. Ta định nghĩa: tỷ số dương và lớn hơn đơn vị của 2 mômen uốn tại 2 gối 
tựa liên tiếp của nhịp không chịu tải trọng tác dụng là tỷ số tiêu cự mômen. 
 + Đối với nhịp nằm bên trái của nhịp chịu tải trọng: 

  
1−

−=
i

i
i M

Mk : gọi là tỷ số tiêu cự trái. 

+ Đối với nhịp nằm bên phải của nhịp chịu tải trọng: 

  
i

i
i M

Mk 1' −−= : gọi là tỷ số tiêu cự phải 

Dễ thấy nếu biết được tỷ số tiêu cự mômen thì sẽ biết được vị trí của tiêu 
điểm mômen và ngược lại.  

 

d. Ta sẽ vẽ được biểu đồ mômen nếu biết được 2 yếu tố: 
+ Mômen uốn tại 2 gối tựa của nhịp chịu tải trọng. 
+ Các tỷ số tiêu cự mômen. 
1. Xác định tỷ số tiêu cự : 
a. Tỷ số tiêu cự trái: (ki) 
Xét 2 nhịp thứ i và (i-1) nằm bên trái của nhịp chịu tải trọng tác dụng. Viết 

phương trình 3 mômen cho gối (i-1): 
0.)(2. 1121 =+++ −−−− iiiiiii MMM λλλλ  

(∆i-1P = 0 do trên các nhịp này không chịu tải trọng tác dụng) 

n+1ni+1ii-1210

F1

F2 F'i

F'i+1

F'n

F'n+1

F1

F2

Fi-1

Fi F'n
F'n+1

H.5.9.32

H.5.9.33

H.5.9.34
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Chia 2 vế của phương trình cho Mi-1  ta được: 

0)(2.
1

1
1

2
1 =+++

−
−

−

−
−

i

i
iii

i

i
i M

M
M
M

λλλλ  

Mặt khác: 
2

1
1

1

,
−

−
−

−

−=−=
i

i
i

i

i
i M

Mk
M
Mk  

Thay vào, rút gọn ta được:  









++=

−

−

1

1 122
ii

i
i k

k
λ

λ  (5-27) 

Công thức (5-12) có tính truy hồi nghĩa là có thể xác định được ki nếu biết 
được ki-1. 

+ Nếu gối tựa đầu tiên là khớp: (H.5.9.35) 

∞=−=−=
0

1

0

1
1

M
M
Mk  

+ Nếu gối tựa đầu tiên là ngàm: (H.5.9.36) 
Đưa về hệ tương đương có gối tựa đầu tiên là 

khớp (H.5.9.37), ta có k0 = ∞. Từ công thức (5-12) ta 
tính được: 

  







−+=

01

0
1

122
k

k
λ
λ  

  21202
1

=





∞
−+=

λ
 

b. Tỷ số tiêu cự phải: (k'i) 
Tương tự, ta thiết lập được: 









−+=

+

+

1

1

'
122'
ii

i
i k

k
λ

λ  (5-28) 

Công thức truy hồi (5-13) được xác định theo chỉ số tiêu cự phải của nhịp 
cuối cùng: 

+ Nếu gối tựa cuối cùng là khớp: k'n+1 = ∞ 
+ Nếu gối tựa cuối cùng là ngàm: k'n+1 = 2 
 

2. Xác định mômen uốn tại 2 gối tựa của nhịp chịu tải trọng tác dụng: 
Giả sử tải trọng tác dụng lên nhịp thứ i, mômen cần xác định là Mi-1, Mi. 

Bằng cách phân tích phương trình 3 mômen cho 2 gối tựa thứ i và (i - 1) ta dược kết 
quả: 

1'
'

.
6

1'
'

.
6

2
0

1 −
−

−=
−

−
−=−

ii

iii

i

i

ii

iii

iii

i
i kk

akb
lkk

akb
Jl

JM ω
λ

ω   (5-29) 

1'
.

6
1'

.
6

2
0

−
−

−=
−

−
−=

ii

iii

i

i

ii

iii

iii

i
i kk

bka
lkk

bka
Jl

JM ω
λ

ω   (5-30) 

Chú ý: 
- Nếu tải trọng tác dụng lên nhịp đầu tiên và gối tựa đầu tiên là khớp: 

M0 = 0; '
1

1
2

1

1

1

11
2
1

1

11

111
2

1
1 .6

1'
.6

1'
.6

k
a

lk
ba

lkk
bka

l
M

i

ωωω
−=

−∞
−∞

−=
−

−
−=  

M0 M1 

H.5.9.35

M1 
M0 

M0
M1 M-1 

l = 0 

H.5.9.37

H.5.9.36
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- Nếu tải trọng tác dụng lên nhịp cuối cùng và gối tựa cuối cùng là khớp: 
( ∞=+1'nk ) 

Mn+1= 0; 
1

1
2

1

1

11

111
2

1

1 .
6

1'
'

.
6

+

+

+

+

++

+++

+

+ −=
−

−
−=

n

n

n

n

nn

nnn

n

n
n k

b
lkk

akb
l

M ωω  

3. Vẽ biểu đồ nội lực: 
a. Biểu đồ mômen: 
- Trên nhịp chịu tải trọng tác dụng: dựng tung độ của 2 gối tựa của nhịp và 

treo biểu đồ )( o
PM vào. 

- Bên trái của nhịp chịu tải trọng: là những đoạn thẳng kế tiếp qua tung độ tại 
các gối tựa được xác định: 

i

i
i k

MM −=−1  

- Những nhịp bên phải của nhịp chịu tải trọng: là những đoạn thẳng kế tiếp 
qua tung độ tại các gối tựa được xác định: 

i

i
i k

MM
'

1−−=  

b. Biểu đồ lực cắt: Được vẽ bằng cách suy ra từ biểu đồ mômen. 
c. Biểu đồ lực dọc: Thường trùng với đường chuẩn. 
 

Ví dụ: Vẽ biểu đồ nội lực của hệ cho trên hình (H.5.9.38) 
 

1. Tạo hệ cơ bản đánh số các gối tựa, vẽ biểu đồ )( o
PM , xác định các đại 

lượng: 
ω1 = ω3 = ω4 =0 

3
324.4.

3
2

3
2

2 === lfω  

Chọn J0 = J, tính 
i

ii J
Jl 0.=λ  

→ λ1 = 3m; λ2 = 2m; λ3 =  λ4 = 3m. 
2. Xác định các tỷ số tiêu cự mômen: 
a. Tỷ số tiêu cự trái: 









−+=

−

−

1

1 122
ii

i
i k

k
λ

λ  

Thay k1 = ∞ và tính truy hồi: 

  512
2
322 =





∞
−+=k ; 2,3

5
12

3
223 =



 −+=k ; 68,3

2,3
12

3
324 =





−+=k  

b. Tỷ số tiêu cự phải: 









−+=

+

+

1

1

'
122'
ii

i
i k

k
λ

λ  

Thay k'4 = ∞ và tính truy hồi: 

 412
3
32'3 =





∞
−+=k ; 625,4

4
12

3
22'2 =



 −+=k ; 498,3

625,4
12

3
22'1 =





−+=k  

3. Xác định mômen uốn tại 2 gối tựa của nhịp chịu tải trọng: 
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311,1
1625,4.5
2625,4.2.
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446,1
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4. Vẽ các biểu đồ nội lực: 
a. Biểu đồ mômen: Kết quả trên hình (H.5.9.40) 
b. Biểu đồ lực cắt: Suy ra từ (M). (H.5.9.41). 
c. Biểu đồ lực dọc: Trùng với đường chuẩn. 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
        
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

H.5.9.39

H.5.9.38

o
PM  

M 
(T.m) 

(T) 

H.5.9.41

Q 

H.5.9.40

N 

H.5.9.42

4320

q = 2T/m

EJEJ

3m

E

2EJ

C DB

4m3m

A

3m

EJ

1

q = 2T/m

4

4

1,311 1,446

0,361
3,966

0,437

4,033

0,602

0,120
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ß10. TÍNH DẦM LIÊN TỤC TẠI ĐẶT TRÊN CÁC 
GỐI TỰA ĐÀN HỒI 

 
I. Khái niệm: là những dầm liên tục đặt trên các gối tựa có khả năng chuyển 

vị theo phương vuông góc với trục dầm như cột có chiều dài hữu hạn hệ dầm đỡ 
dầm đang xét (H.5.10.2), dầm trên các gối phao (H.5.10.3)... 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Gọi ki là hệ số đàn hồi của gối tựa thứ i. Về ý nghĩa, ki là chuyển vị của gối 

tựa thứ i khi gối chịu lực dọc bằng đơn vị. Ví dụ, hệ số đàn hồi của cột thứ i có tiết 

diện Fi, chiều cao di sẽ là ki = 
iF

.1
E

d i . Vậy nếu phản lực tại gối tựa thứ i là Ri thì 

chuyển vị tại gối tựa này là kiRi. Ta biểu thị các gối tựa bằng các lò xo với hệ số ki. 
 

III. Phương trình năm mômen: 
1. Hệ cơ bản: 
Không mất tính tổng quát, ta xét các nhịp thứ (i - 2), (i - 1), i, (i + 1), (i + 2) 

của một dầm liên tục đặt trên các gốc tựa đàn hồi như trên hình (H.5.10.4). Tương 
tự bài toán dầm liên tục, tạo hệ cơ bản bằng cách loại bỏ liên kết ngăn cản chuyển vị 
góc xoay tương đối của 2 tiết diện 2 bên gối tựa trung gian (thay hàn bằng khớp) 
(H.5.10.6) 

2. Hệ phương trình chính tắc: 
Xét phương trình thứ i của hệ phương trình chính tắc:  

0....2211 =∆+++ iPninii MMM δδδ  
Nhận xét rằng: kikiik δδδ ;= là chuyển vị góc xoay tương đối của 2 tiết diện ở 

2 bên gối tựa thứ k do Mi = 1 gây ra. Với cách chọn hệ cơ bản như trên thì Mi chỉ 
gây ra biến dạng tại nhịp thứ  (i - 1), i, (i + 1), (i + 2) (H.5.10.9) và chỉ gây ra 
chuyển vị góc xoay tại các gối tựa (i - 2), (i - 1), i, (i + 1), (i + 2). Điều này có ý 
nghĩa 0,,,, )2()1()1()2( ≠++−− iiiiiiiiii δδδδδ còn các hệ số δki (k ≠ i - 2, i - 1, i, i + 1) = 0. 

Vậy ta viết phương trình thứ i: 
0)2(1)1(1)1(2)2( =∆+++++ +++−−−− iPiiiiiiiiiiiiiii MMMMM δδδδδ  

Phương trình này gọi là phương trình năm mômen. 
3. Xác định các hệ số của hệ phương trình chính tắc: 
Các hệ số này ngoài ảnh hưởng của biến dạng uốn còn phải kể đến biến dạng 

dọc trục trong các gối tựa đàn hồi. 

∑+=
m

m
mkmikiik E

dNNMM
mF

..))((δ  

H.5.10.1

GỐI PHAO H.5.10.3    H.5.10.2
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Trong đó: ))(( ki MM  lần lượt là biểu đồ mômen uốn do Mi  = 1, Mk = 1 tác 
dụng lên hệ cơ bản gây ra. 
 mkmi NN ,  lần lượt là  lực dọc (phản lực) trong gối tựa thứ m do Mi = 1 và Mk 
= 1 tác dụng lên hệ cơ bản gây ra. 

ai+1 bi+1biai

ωi
Ri-2 Ri-1 Ri Ri+1 Ri+2

Ci
Ci+1ωi+1

di
-1

di
-2

i-2 i-1 i i+1 i+2

i+2i+1ii-1i-2

ki-2 ki-1 ki ki+1 ki+2

Mi-2Mi-2 Mi-1 Mi-1 Mi Mi Mi+1 Mi+1 Mi+2 Mi+2

li+2li+1lili-1

di
+

2

di
+

1

di

H.5.10.5

H.5.10.6

)( 2−iM  
H.5.10.7

H.5.10.8
)( 1−iM  

H.5.10.9

H.5.10.10

)( iM  

)(
o
PM  

H.5.10.4

Mi-2 = 1

1 1
1/li-11/li-2

Mi-1 = 1

1 1
1/li-1 1/li1/li-1

Mi = 1

1
1/li+11/li

1

1/li

1/li 1/li+1

1/li-1
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Thay chỉ số i trong hệ số )1( −iiδ  bằng (i-1) ta sẽ được )1( −iiδ . 

)11()11(
J6 211

1

111i

1
)1(

+++

+

+++

+
+ +−++=

iii

i

iii

ii
ii lll

k
lll

k
E
l

δ  

Thay chỉ số i = (i + 2) trong hệ số )2( −iiδ  ta sẽ được )2( +iiδ  

21

1
)2( . ++

+
+ =

ii

i
ii ll

k
δ  

Số hạng tự do của hệ phương trình chính tắc: 

∑+=∆
m

mo
mPmi

o
PiiP E

dNNMM
mF

..))((  

)( o
PM là biểu đồ mômen uốn do tải trọng gây ra trên hệ cơ bản. 

:)( P
mN lực dọc (phản lực) trong gối tựa m do P gây ra trên hệ cơ bản. 
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Các đại lượng ωi, ai, bi có ý nghĩa như trong phần phương trình 3 mômen. 
Thay các hệ số ta được phương trình 5 mômen dưới dạng khai triển. 
Trong trường hợp dầm có độ cứng EJ = const, chiều dài các nhịp bằng nhau 

(bằng l), các gối tựa có hệ số đàn hồi là như nhau thì phương trình 5 mômen có 
dạng: 

+−+++−+ +−− 112 )41()64()41( iiii MMMM αααα      

0)2()(6
111122 =+−++++ +−+++ iiiiiiii RRRlba

l
M αωωα  

Trong đó: kE .
l

J6
2=α  

Sau khi thiết lập và giải hệ thống phương trình 5 mômen, ta sẽ xác định và vẽ 
biểu đồ nội lực như đã trình bày trong phần dầm liên tục. 
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ß11. TÍNH HỆ SIÊU TĨNH CHỊU TẢI TRỌNG DI ĐỘNG 
 
 I. Đường ảnh hưởng cơ bản: là đường ảnh hưởng của các ẩn Xk, là các ẩn 

số thay thế cho các liên kết bị loại bỏ khi tạo hệ cơ bản. 
 

1. Hệ cơ bản:  
Tạo hệ cơ bản bằng cách loại bỏ các liên kết thừa và thay thế bằng các ẩn số 

Xk như trong phần hệ cơ bản của phương pháp lực. 
 

2. Hệ phương trình chính tắc: 
Để vẽ đường ảnh hưởng ta giả thiết trên công trình chỉ có 1 lực P = 1 di động 

theo 1 tọa độ z. Lực này bằng đơn vị và duy nhất tác dụng nên số hạng tự do chỉ còn 
∆kP và  được thay bằng δkP. Do đó, hệ phương trình chính tắc có dạng: 











=+++

=+++
=+++

0...
......

0...
0...

2211

22222121

11212111

nPnnnnn

Pnn

Pnn

XXX

XXX
XXX

δδδδ

δδδδ
δδδδ

 

3. Xác định các hệ số của hệ phương trình chính tắc:  
a. Hệ số chính và phụ: (δkm). 
δkm không phụ thuộc vào lực P = 1 di động và được xác định như hệ chịu tải 

trọng bất động: ))(( mkkm MM=δ . 
b. Số hạng tự do: (δkP) 
δkP  do P = 1 động gây ra nên sẽ thay đổi theo tọa độ chạy z của lực P di 

động. Khi xác định δkP ta nên chia nhiều trường hợp của lực P = 1 di động với mỗi 
trường hợp P di động trên một phần tử thuộc hệ. Với mỗi trường hợp ta vẽ được 
một "dạng "của )( o

PM . 
))(( o

PkkP MM=δ  
4. Giải hệ phương trình chính tắc: 
Sử dụng phương pháp hệ số ảnh hưởng. Trong phương trình này các ẩn Xk 

được biểu diễn qua các số hạng tự do (δkP) và hệ số ảnh hưởng: 
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++=
++=

nPnnPnPnn

nPnPP

nPnPP
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X
X

δβδβδβ

δβδβδβ
δβδβδβ
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2211

22221212
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Trong đó βik: là hệ số ảnh hưởng, được xác định theo công thức sau: 

D
Dikki

ik .)1( 1±+−=β  

D là định thức của hệ số chính và phụ của hệ phương trình chính tắc: 

nnnn

n

n

D

δδδ

δδδ
δδδ

...
...

...

...

21

22221

11211

=  

Dik là định thức được suy ra từ định thức D bằng cách loại bỏ hàng thứ i cột  
thứ k (hoặc hàng k cột i) 
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Sau khi xác định được Xk (là hàm theo tọa độ chạy z của P = 1 di động ), cho 
z biến thiên sẽ vẽ được đ.a.h.Xk. 

 

II. Đường ảnh hưởng phản lực, nội lực, chuyển vị: 
Sau khi tìm được các đường ảnh hưởng cơ bản, áp dụng nguyên lý cộng tác 

dụng ta có thể vẽ đường ảnh hưởng của đại lượng S (nội lực, phản lực, chuyển vị…) 
theo biểu thức sau: 

đ.a.h.S = 1S .(đ.a.h.X1) + 2S .(đ.a.h.X2) +... nS .(đ.a.h.Xn) + đ.a.h.So (5-31) 
Trong đó: kS là giá trị của S do riêng Xk = 1 gây ra trên hệ cơ bản. 

        đ.a.h.Xk: là các ảnh hưởng cơ bản. 
        đ.a.h.So: đường ảnh hưởng của S trên hệ cơ bản. Nếu hệ cơ bản chọn là 
tĩnh định thì đ.a.h.So được vẽ như trong phần cơ học kết cấu I. 
 

* Chú ý: Do phương trình đường ảnh hưởng S(z) là hàm bậc cao theo z nên 
trong cách vẽ thực hành người ta sử dụng phương pháp điểm chia và lập thành bảng 
tính. Có thể tham khảo nội dung của bảng (B.5.11.1) bên dưới. 

 

B.5.11.1 Bảng tính đ.a.h.S trong hệ siêu tĩnh 
 

Điểm z đ.a.h.X1 đ.a.h.X2 ... đ.a.h.Xn đ.a.h.So đ.a.h.S 
… … … … … … ……  

 

Ví dụ: Vẽ đường ảnh hưởng mômen uốn tại tiết diện k của hệ trên hình vẽ 
(H.5.11.1). Cho EJ trong các thanh bằng hằng số trên toàn hệ. 

1. Vẽ đường ảnh hưởng cơ bản:  
a. Bậc siêu tĩnh: 

n = 3V - K = 3.3 - 7 = 2 
b. hệ cơ bản và hệ phương trình chính tắc: 
- Hệ cơ bản: (H.5.11.2) 
- Hệ phương trình chính tắc: 
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c. Xác định các hệ số của hệ phương trình chính tắc: 
- Hệ số chính và phụ δkm: 

J
22).1.

3
2.

2
3.1.

J
1(11 EE

==δ  

J2
11.

3
1.

2
3.1.

J
1

2112 EE
=== δδ  

)(
J

2
1122 δδ ==

E
 

- Xác định số hạng tự do δkP: 
Chia đường xe chạy ra làm ba đoạn (phần tử) AB, BC, CD. Ứng với mỗi 

phần tử ta chọn gốc tọa độ tại đầu trái. Ứng với mỗi phần tử, ta vẽ được )( o
PM tương 

ứng (H.5.11.5→ H.5.11.7) 
+ Khi P = 1di động trên AB (z∈[0;3]) 
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)9(.

J
1

3
)3(

3
1.

2
1.3.

3
)3(.

J
1))((

2

111
zz

E
zzz

E
MM o

PP
−

=
+−

==δ  



 CƠ HỌC KẾT CẤU II Page 53 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

0))(( 122 == o
PP MMδ  

+ Khi P = 1di động trên BC (z∈[0;3]) 

18
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P = 1z

z(l - z)
l C

a b
a = 13(l + z); b = 13(2l - z)

z(l - z)
l

z P = 1

z(l - z)
l

P = 1z
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+ Khi P = 1di động trên CD (z∈[0;3]) 
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d. Giải hệ phương trình chính tắc: 
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Thay vào phương trình: 
+ Khi P = 1di động trên AB (z∈[0;3]) 
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+ Khi P = 1 di động trên BC (z∈[0;3]) 
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Cho z biến thiên trên từng đoạn ta có thể vẽ được các đường ảnh hưởng cơ 
bản. 

2. Đường ảnh hưởng mômen uốn tại k: 
đ.a.h. o

kM  = k1M (đ.a.h.X1) + 2M k (đ.a.h.X2) + đ.a.h. o
kM  

đ.a.h. o
kM  được vẽ trên hình (H.5.11.8) 

  k1M  = 
3
1 ; 2M k = 0 

 Ta lập bảng tính toán: Chia đường xe chạy ra làm 12 đoạn, mỗi đoạn dài 
0,75m. 
 

Phầntử z(m) đ.a.h.X1 đ.a.h.X2 k1M đ.a.h.X1 2M k đ.a.h.X2 đ.a.h. o
kM  đ.a.h.Mk 

0 0 0 0 0 0 0 
0,75 -0,187 0,047 -0,063 0 0,75 0,687 
1,5 -0,3 0,075 -0,1 0 0,75 0,65 

2,25 -0,263 0,066 -0,088 0 0,375 0,287 
AB 

3 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 

0,75 -0,216 -0,122 -0,072 0 0 0,072 
1,5 -0,225 -0,225 -0,075 0 0 -0,075 

2,25 -0,122 -0,216 -0,041 0 0 -0,041 
BC 

3 0 0 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 0 0 

0,75 0,066 -0,187 0,022 0 0 0,022 
1,5 0,075 -0,3 0,025 0 0 0,025 

2,25 0,047 -0,263 0,016 0 0 0,016 
CD 

3 0 0 0 0 0 0 
Bảng 5.12. Bảng tính  đ.a.h cơ bản và đ.a.h.Mk 
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ß12. BIỂU ĐỒ BAO NỘI LỰC 
 

Theo thời gian tác dụng lên công trình, tải trọng được chia thành 2 loại: 
+ Tải trọng lâu dài: Nội lực do nó gây ra không đổi. 
+ Tải trọng tạm thời: Nội lực do nó gây ra sẽ thay đổi. 
Tải trọng tác dụng lên công trình gồm 2 loại trên nên nội lực sẽ thay đổi 

trong suốt quá trình tồn tại của công trình. Do đó, khi thiết kế cần phải xác định các 
giá trị đại số lớn nhất và nhỏ nhất của nội lực tại tất cả các tiết diện của hệ. Nếu biểu 
diễn nó lên trên một đồ thị sẽ được biểu đồ gọi là biểu đồ bao nội lực. 

I. Định nghĩa biểu đồ bao nội lực: 
Biểu đồ bao nội lực là biểu đồ mà mỗi tung độ của nó biểu thị giá trị đại số 

của nội lực lớn nhất hoặc nhỏ nhất do tải trọng lâu dài và tải trọng tạm thời có thể 
có gây ra tại tiết diện tương ứng. 

II. Cách thực hiện: 
Để đơn giản, ta xem tải trọng tạm thời tác dụng đồng thời lên từng nhịp của 

hệ và tiến hành các bước sau: 
Bước 1: Vẽ biểu đồ nội lực do tải trọng lâu dài tác dụng lên toàn hệ gây ra 

(Sld) 
Bước 2: Lần lượt vẽ các biểu đồ nội lực do tải trọng tạm thời gây ra sao cho 

mỗi trường hợp tải trọng tạm thời chỉ tác dụng lên một nhịp của hệ (Stt) 
Bước 3: Vẽ biểu đồ bao nội lực bằng cách xác định tung độ lớn nhất (nhỏ 

nhất) tại các tiết diện của hệ. Biểu thức xác định có thể được viết: 
)(max +Σ+= k

tt
k
ld

k SSS  
)(min −Σ+= k

tt
k
ld

k SSS  
k: chỉ tiết diện xác định tung độ biểu đồ bao. 

)(+Σ k
ttS , )(−Σ k

ttS : lấy tổng các trường hợp nội lực tại k do tải trọng tạm thời 
gây ra mang dấu dương hay âm. 
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CHƯƠNG 6. PHƯƠNG PHÁP CHUYỂN VỊ. 
ß1. CÁC KHÁI NIỆM. 

 
I. Các giả thiết của phương pháp chuyển vị: 
- Giả thiết 1: Các nút của hệ được xem là tuyệt đối cứng. Do đó, khi biến 

dạng, các đầu thanh qui tụ vào mỗi nút sẽ có chuyển vị thẳng và góc xoay là như 
nhau. 
 Giả thiết này làm giảm số lượng ẩn số. 

- Giả thiết 2: Bỏ qua ảnh hưởng của biến dạng trượt khi xét biến dạng của 
các cấu kiện bị uốn. 

Giả thiết này không làm thay đổi số lượng ẩn số nhưng làm cho bảng tra nội 
lực các cấu kiện mẫu đơn giản hơn. 

- Giả thiết 3: Bỏ qua ảnh hưởng của biến dạng đàn hồi dọc trục khi xét biến 
dạng của các cấu kiện chịu uốn. (biến dạng dọc trục vì nhiệt độ không được phép bỏ 
qua) 

Giả thiết này làm giảm số lượng ẩn số. 
Ngoài ra, còn tuân theo giả thiết vật 

liệu, tuân theo địng luật Hook, biến dạng và 
chuyển vị là những đại lượng vô cùng bé. 

 

* Kết luận: Trước và sau khi biến dạng, 
khoảng cách giữa 2 nút ở hai đầu thanh theo 
phương ban đầu của thanh là không thay đổi 
trừ trường hợp thanh có biến dạng dọc trục vì 
nhiệt độ hoặc thanh có hai đầu khớp với độ 
cứng EF khác vô cùng (H.6.1.1). 

 

II. Hệ xác định động và hệ siêu động: 
1. Hệ xác định động: là những hệ khi chịu 

chuyển vị cưỡng bức, ta có thể xác định được các 
chuyển vị tại các đầu thanh chỉ bằng điều kiện 
động học (hình học). 

 

Xét hệ trên hình vẽ (H.6.1.2) khi B chịu 
chuyển vị cưỡng bức thì các đầu thanh quy tụ vào 
C chỉ tồn tại 2 thành phần chuyển vị thẳng (u, v). 
Ta có thể  xác định được hai thành phần này chỉ 
bằng điều kiện động học (hình học). Vậy hệ đã cho 
là hệ xác định động. 

2. Hệ siêu động: là những hệ khi chịu 
nguyên nhân là chuyển vị cưỡng bức ta chưa thể 
xác định được tất cả các chuyển vị tại các đầu 
thanh chỉ bằng điều kiện động học (hình học) mà 
phải sử dụng thêm điều kiện cân bằng. 

Ví dụ: Khi liên kết thanh chuyển vị ngang ∆ 
(H.6.1.3), bằng điều kiện động học có thể xác định 
được chuyển vị thẳng tại A và B (chuyển vị ngang 
bằng ∆, chuyển vị đứng bằng 0). Tuy nhiên, chưa 

B A 

l 

A' B' 
l 

H.6.1.1 

∆1

B B' 
A 

C 

C1 

∆ 2
 

C' 

u 

v

H.6.1.2

H.6.1.3

∆ 

C D 

A B A' B' 

∆ 

ϕB ϕA 
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thể xác định được góc xoay (ϕA, ϕB). Vậy hệ là hệ siêu động. 
* Chú ý: 
- Khái niệm về hệ siêu động hay xác định động là phụ thuộc vào các giả thiết 

chấp nhận. 
- Hệ siêu động (xác định động) có thể là hệ tĩnh định hay siêu tĩnh. Ta chỉ tập 

trung nghiên cứu hệ siêu động đồng thời là siêu tĩnh. 
III. Bậc siêu động: 
1. Khái niệm: Bậc siêu động của hệ siêu động chính là số lượng các chuyển 

vị độc lập chưa biết của các nút và các khớp không nối đất trong hệ. Ký hiệu n. 
  n = n1 + n2 (6-1) 

n1: số chuyển vị xoay độc lập chưa biết của các nút, n1 chính bằng số nút 
trong hệ. 

n2: số chuyển vị thẳng độc lập chưa biết của các nút và các khớp không nối 
đất. 

2. Cách xác định: 
a. Xác định n1: Bằng cách tính số lượng nút trong hệ. Nút là nơi giao nhau 

giữa các phần tử và được nối bằng liên kết hàn. Trong đó, phần tử là một cấu kiện 
mẫu tức là có biểu đồ nội lực cho trước và được lập sẵn thành bảng. 

Đối với môn Cơ học kết cấu, phần tử là 1 đoạn thanh thẳng thỏa mãn các 
điều kiện: 

- Độ cứng không đổi. 
- Được nối với các phần tử khác hoặc trái đất chỉ bằng liên kết ở 2 đầu. 
Ví dụ: Xác định n1 của các hệ cho trên hình vẽ (H.6.1.4). 
 
 
 
 
 
 
 
b. Xác định n2: Bằng cách tính số lượng các chuyển vị thẳng độc lập chưa 

biết tại các nút và các khớp không nối đất. Để xác định, ta thay các nút, ngàm nối 
đất bằng các liên kết khớp để được 1 hệ mới. 

 

Nếu hệ mới là bất biến hình thì n2 = 0; nếu hệ mới là biến hình hay gần biến 
hình tức thời thì n2 chính là số liên kết thanh vừa đủ thêm vào để hệ trở thành hệ bất 
biến hình. 

Ví dụ: Xác định n2 của các hệ cho trên hình vẽ (H.6.1.5 → H.6.1.7). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2 1 

a) 

H.6.1.4

b) 

1 

c) 

1 2 

3 4 

n1 = 2 n1 = 1 n1 = 4 n1 = 4 

4 3 

2 1 

d) 

→ → → n2 = 1

H.6.1.5

→ n2 = 0→

H.6.1.6
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*Chú ý: Khái niệm về bậc siêu động có thể thay đổi và phụ thuộc vào các 

yếu tố: 
- Các giả thiết chấp nhận: chẳng hạn nếu phủ nhận giả thiết 3 thì n1 không 

đổi còn n2 tăng lên. 
- Sơ đồ rời rạc hoá chấp nhận (H.6.1.8). 
- Các cấu kiện mẫu mà người thiết kế sẵn có (H.6.1.9): 
+ Nếu quan niệm mỗi phần tử là 1 thanh thẳng có độ cứng không đổi (AB, 

BC, CD, DE, EF) thì n = n1 + n2 = 4 + 3 = 7. 
+ Nếu quan niệm mỗi phần tử là 1 thanh thẳng 

(AEC, CD, DFB) thì n = 2 + 1 = 3. 
 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

→ → n2 = 3→

H.6.1.7

C D

E F

BA

H.6.1.9

n1 = 5
a)

H.6.1.8

b)
n1 = 8
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ß2. NỘI DUNG CỦA PHƯƠNG PHÁP CHUYỂN VỊ 
 

I. Hệ cơ bản của phương pháp chuyển vị: 
1. Định nghĩa: Hệ cơ bản của phương pháp chuyển vị là hệ được suy ra từ 

hệ đã cho bằng cách đặt các liên kết phụ thêm vào hệ nhằm ngăn cản chuyển vị của 
các nút và các khớp không nối đất 

 

- Nếu các liên kết thêm vào khử được tất cả chuyển vị của các nút và các 
khớp không nối đất thì hệ cơ bản là hệ xác định động. 

- Nếu các liên kết chỉ khử được 1 phần chuyển vị của các nút thì hệ cơ bản là 
hệ siêu động nhưng có bậc siêu động thấp hơn. 

Yêu cầu: Hệ cơ bản chỉ tồn tại những cấu kiện mẫu, tức là có biểu đồ nội lực 
cho sẵn trong bảng. 

2. Các loại liên kết phụ thêm: 
a. Liên kết mômen: Là loại liên kết chỉ ngăn 

cản chuyển vị góc xoay, không ngăn cản chuyển vị 
thẳng. Trong liên kết này chỉ phát sinh 1 thành phần 
phản lực mômen. Ký hiệu (H.6.2.1). 

 

b. Liên kết lực (liên kết thanh): Liên kết này 
chỉ ngăn cản chuyển vị dọc theo trục thanh (trục liên 
kết). Trong liên kết thanh chỉ phát sinh 1 thành phần 
phản lực dọc theo trục thanh. 

Ký hiệu: (H.6.2.2) 
3. Các ví dụ tạo hệ cơ bản: 
 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 

Nhận xét: 
- Khác với hệ cơ bản của phương pháp lực, hệ cơ bản của phương pháp 

chuyển vị là duy nhất nếu các yếu tố ảnh hưởng đến bậc siêu động là xác định. 
 

- Hệ cơ bản của phương pháp chuyển vị thực chất là những cấu kiện rời rạc 
và làm việc độc lập nhau. 

 

II. Hệ phương trình cơ bản của phương pháp chuyển vị: 
Do đặt các liên kết phụ thêm vào nên hệ cơ bản có những yếu tố khác với hệ 

siêu động ban đầu. Vì vậy ta cần so sánh sự khác nhau đó và bổ sung thêm các điều 
kiện để hệ cơ bản làm việc giống với hệ ban đầu. 

 

Giả sử xét hệ siêu động trên hình (H.6.2.4a) và hệ cơ bản của nó (H.6.2.4b). 

H.6.2.3b

→

→

H.6.2.3a

→

H.6.2.3c

H.6.2.1

a) b)

R

R 

b) a) 

H.6.2.2
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- Về chuyển vị: 
Tại C và D có tồn tại chuyển vị 
ngang và góc xoay. 
- Về mặt phản lực: 
Tại C và D không tồn tại phản lực. 

 
Tại C và D không tồn tại chuyển vị. 
 
Tại C và D tồn tại phản lực (R1, R2, 
R3) tại các liên kết phụ thêm. 

Vậy để cho hệ cơ bản làm việc giống hệ siêu động ban đầu, trên hệ cơ bản 
cần: 

- Tạo ra các chuyển vị cưỡng bức (Z1, Z2, Z3) tương ứng với các liên kết phụ 
thêm vào. 

- Thiết lập điều kiện phản lực tại các liên kết phụ thêm vào do các nguyên 
nhân (Z1, Z2, Z3, P) bằng không. Các điều kiện này được viết dưới dạng: 









=
=
=

0),,,(
0),,,(
0),,,(

3213

3212

3211

PZZZR
PZZZR
PZZZR

 

Từ điều kiện này ta có thể giải ra được (Z1, Z2, Z3). 
 

Tương tự như vậy ta mở rộng cho 1 hệ siêu động bất kỳ chịu các nguyên 
nhân bên ngoài (P, t, Z). Tạo hệ cơ bản bằng cách đặt n liên kết phụ thêm vào. Để 
cho hệ cơ bản làm việc giống hệ ban đầu thì trên hệ cơ bản cần: 

- Tạo ta các chuyển vị cưỡng bức (Z1, Z2,..., Zn) tương ứng với các liên kết 
phụ thêm vào. Các chuyển vị này có chiều tùy ý, tuy nhiên thường chọn xoay theo 
chiều kim đồng hồ, thẳng theo chiều từ trái sang phải. Các chuyển vị này đóng vai 
trò là ẩn số. 

- Thiết lập điều kiện phản lực tại các liên kết phụ thêm vào do các nguyên 
nhân (Z1, Z2,... Zn, P, t, Z) = 0. 

Điều kiện thứ 2 được viết: 
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   Hệ phương trình này gọi là hệ phương trình cơ bản của phương pháp chuyển 
vị. 
 

III. Hệ phương trình chính tắc của phương pháp chuyển vị: 
Xét phương trình thứ k của hệ phương trình cơ bản: 
 Rk(Z1, Z2,... Zn, P, t, Z) = 0. 
Khai triển phương trình này theo nguyên lý cộng tác dụng: 
 Rk(Z1) + Rk(Z2) + ... Rk(Zn) + Rk(P) + Rk(t) + Rk(Z) = 0. 
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Gọi rkm là phản lực tại liên kết phụ thêm thứ k do riêng chuyển vị cưỡng bức 
tại liên kết phụ thêm thứ m Zm = 1 gây ra trên hệ cơ bản. 

Suy ra:  Rk(Zm) = rm.Zm 
Gọi RkP, Rkt, RkZ: lần lượt là phản lực tại liên kết phụ thêm thứ k do nguyên 

nhân ngoài P, t, Z gây ra trên hệ cơ bản. 
Suy ra: Rk(P) =  RkP, Rk(t) =  Rkt, Rk(Z) = RkZ 
Thay tất cả vào phương trình khai triển ta được: 
 0...2211 =+++++ kZktkPnknkk RRRZrZrZr  
Cho nk ,1=  ta được hệ phương trình chính tắc của phương pháp chuyển vị: 
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Trong hệ phương trình này: 
- rkk: gọi là hệ số chính, rkk > 0; - rkm: (k ≠ m) gọi là hệ số phụ, rkm = rmk 
- RkP, Rkt, RkZ: gọi là số hạng tự do. 
IV. Bảng tra nội lực cho một số phần tử: 
1. Nguyên nhân tải trọng: 
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2. Nguyên nhân biến thiên nhiệt độ: 
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3. Nguyên nhân là chuyển vị cưỡng bức: 
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V. Xác định các hệ số của hệ phương trình chính tắc: 
1. Vẽ các biểu đồ mômen uốn trong hệ cơ bản xác định động: 
a. Biểu đồ ( kM ): Là biểu đồ mômen uốn do riêng nguyên nhân Zk = 1 gây ra 

trên hệ cơ bản.  
a.1. Trường hợp Zk là chuyển vị góc xoay: 
Nguyên nhân này chỉ gây ảnh hưởng cục bộ tại liên kết chịu Zk, nghĩa là chỉ 

có các thanh có đầu quy tụ vào nút đó mới chịu ảnh hưởng. Do vậy biểu đồ ( kM ) 
được vẽ bằng cách rời rạc hệ cơ bản và tra bảng cho các phần tử chịu chuyển vị góc 
xoay tại đầu thanh. 

a.2. Trường hợp Zk là chuyển vị thẳng: 
Khi một nút chuyển vị thẳng sẽ gây ra chuyển vị thẳng tại nhiều nút trong hệ, 

do đó sẽ gây ra nội lực trong nhiều thanh. Mặc khác chỉ có chuyển vị thẳng tương 
đối theo phương vuông góc với trục thanh mới gây ra nội lực. 

 

a.2.1  Khi hệ chỉ gồm các thanh đứng song song:  
Nếu bỏ qua ảnh hưởng của biến dạng dọc trục thanh, khi 1 nút nào đó 

chuyển vị thẳng thì các thanh ngang và nghiêng sẽ tịnh tiến nghĩa là các thanh phần 
chuyển vị tương đối theo phương vuông góc với trục thanh bằng không, còn các 
thanh đứng trong phạm vi mỗi tầng sẽ có chuyển vị tương đối như nhau theo 
phương vuông góc với trục thanh (H.6.2.5a & b). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

a.2.2.Khi hệ có các thanh đứng không song song: 
Thành phần chuyển vị thẳng cần tìm nói chung sẽ tồn tại trong tất cả các 

thanh, giá trị của chúng sẽ khác nhau trong mỗi thanh đứng. Các thành phần nay có 
thể tìm bằng cách lập sơ đồ chuyển vị. 

* Cơ sở của việc lập sơ đồ: Chuyển vị thẳng tại 1 nút sẽ biết nếu như biết 
được ít nhất 1 chuyển vị tại 2 đầu thanh đối diện qui tụ vào nút. Xem sự phân tích 
trên hình (H.6.1.2) 

 

* Mục đích của việc lập sơ đồ chuyển vị là biểu diễn sự thay đổi vị trí của 
các đầu thanh lên sơ đồ mà trên đó ta có thể xác định được chuyển vị thẳng tương 
đối tại các đầu thanh. Ta tìm hiểu cách lập sơ đồ qua hệ cho trên hình vẽ (H.6.2.6a). 
Trong đó, giả sử nút 1 chịu chuyển vị δ. 

 

Bước 1: Chọn 1 điểm O làm gốc và tượng trưng cho các điểm không có 
chuyển vị. Vậy nếu gọi A, B, C là tượng trưng cho các điểm a, b, c trên sơ đồ 
chuyển vị thì A, B, C trùng với O. 

 

Bước 2: Qua O kẻ 1 đoạn OI = δ theo phương và chiều của chuyển vị nút 1, 
có độ lớn theo tỷ lệ xích tuỳ chọn. Điểm I  là tượng trưng cho chuyển vị của nút 1 
trên sơ đồ chuyển vị. 
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a b c
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H.6.2.6a

 
 
 
 
 
 
 
 
 
Bước 3: Xác định điểm II tượng trưng 

cho nút 2 trên sơ đồ chuyển vị. 
 

Nút 2 có 2 đầu thanh đối diện đã biết trên sơ đồ chuyển vị là 1→ I, b → B. 
Qua I kẻ đường thẳng vuông góc với thanh 12, qua B kẻ đường thẳng vuông góc 
với thanh 2b.  Giao điểm chính là II. 

 

 Bước 4: Xác định điểm III tượng trưng cho nút 3 trên sơ đồ chuyển vị. 
 Tương tự bước 3, qua II kẻ đường thẳng vuông góc với thanh 23, qua C kẻ 
dường thẳng vuông góc với thanh 3c. Giao điểm là điểm III. 
 

 Bước 5: Xác định kết quả. Để xác định chuyển vị thẳng tương đối theo 
phương vuông góc với trục thanh của thanh ik ta chỉ việc đo chiều dài của đoạn IK 
tương ứng trên sơ đồ chuyển vị hoặc giải các tam giác với các góc và các cạnh đã 
biết trên sơ đồ chuyển vị. 
 * Sau khi đã xác định chuyển vị thẳng, ta vẽ biểu đồ ( kM ) bằng cách rời rạc 
và tra bảng cho từng cấu kiện. 
 b. Biểu đồ ( o

PM ): Là biểu đồ mômen uốn do tải trọng gây ra trên hệ cơ bản. 
( o

PM ) được vẽ bằng cách rời rạc và tra bảng cho từng cấu kiện. 
 c. Biểu đồ ( o

tM ): Là biểu đồ mômen uốn do biến thiên nhiệt độ gây ra trên 
hệ cơ bản.  
 Phân tích nguyên nhân này ra làm hai thành phần: 
 - Thành phần biểu thị sự thay đổi nhiệt độ của thớ trên và thớ dưới trong 
phạm vi mỗi cấu kiện và được đặc trưng bằng ∆t = t2 - t1. Thành phần này gây ra 
( o

tM ∆ ). 
 

 - Thành phần biểu thị sự thay đổi nhiệt độ dọc trục thanh và được đặc trưng 
bằng tc. Thành phần này gây ra ( o

tcM ). 
 Theo nguyên lý cộng tác dụng: 
  )()()( o

t
o
tc

o
t MMM ∆+=  

 - ( o
tM ∆ ) là do ∆t gây ra. Nhưng sự chênh lệch nhiệt độ ∆t chỉ làm cho thanh 

bị uốn cong mà không thay đổi chiều dài. Điều này có nghĩa ∆t chỉ gây ra mômen 
uốn trong thanh đó mà không ảnh hưởng đến các thành phần tử khác. Vậy ( o

tM ∆ ) 
được vẽ bằng cách rời rạc hệ và tra bảng cho cái phần tử chịu ∆t. 
 

 - ( o
tcM ) do tc gây ra. Mặc dù tc không làm cho thanh bị uốn cong nhưng làm 

thay đổi chiều dài. Điều này gây ra chuyển vị thẳng tại các nút và gây ra nội lực 
trong hệ. So sánh với trường hợp hệ chịu nguyên nhân Zk  là chuyển vị thẳng thì có 
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sự tương tự nhưng ở đây sự chuyển vị của các nút do sự thay đổi chiều dài của các 
thanh. Vậy ta cũng đi lập sơ đồ chuyển vị (còn gọi là giản đồ Williot) như khi lập 
cho Zk là chuyển vị thẳng nhưng cần bổ sung sự chuyển vị các nút do sự thay đổi 
chiều dài trong mỗi thanh. 
 

  Ta sẽ tìm hiểu cách lập sơ đồ chuyển vị qua hệ trên hình  (H.6.2.7.a). 
 Biến dạng dọc trục của thanh ik được xác định bằng biểu thức 
 cikikik tll α=∆  
 + α hệ số dãn nở vì nhiệt 
 + tcik, lik là biến thiên nhiệt độ dọc trục và chiều dài thanh ik 
 Trong ví dụ này giả sử biến dạng trong các thanh tương ứng là ∆la3, ∆l23, 
∆l21, ∆l1c (giãn ra) và ∆l2b: (co ngắn lại) 
 Các bước thực hiện như sau: 
 Bước 1: Chọn 1 điểm O làm chuẩn, O tượng trưng cho những điểm không có 
chuyển vị. Như vậy nếu gọi A, B, C, D là tượng trưng cho các điểm a, b, c, d trên sơ 
đồ chuyển vị thì A, B, C, D trùng với O. 
 

 Bước 2: Xác định điểm I tượng trưng cho nút 1 trên sơ đồ chuyển vị.  
 Ta nhận thấy nút 1 chỉ có thể chuyển vị theo phương dọc trục thanh 1c nên 
trên giản đồ ta dựng 1 đoạn I = ∆l1c. 
 

 Bước 3: Xác định điểm II tượng trưng cho nút 2 trên sơ đồ chuyển vị. 
 Nút 2 có 2 đầu thanh đối diện dã biết trên sơ đồ chuyển vị là b → B; 1 → I. 
 + Qua 1 kẻ 1 đoạn ∆l12 (độ giãn của thanh 12) được 21 
 + Qua B kẻ 1 đoạn ∆l2b (độ co ngắn của thanh 2b) được 22 
 + Qua 21 kẻ đường vuông góc với thanh 12. 
 + Qua 22 kẻ đường vuông góc với thanh 2b. 
 Giao điểm của 2 đường này là II. 
 

 Bước 4: Xác định điểm III tượng trưng cho nút 3 trên sơ đồ chuyển vị. 
 Nút 3 có 2 đầu thanh đối diện đã biết trên sơ đồ chuyển vị là 2 → II, a→ A. 
Ta thực hiện tương tự như bước 3. 

 

 Bước 5: Xác định kết quả. 
 Muốn tìm chuyển vị tương đối 
theo phương vuông góc với trục thanh 
của thanh ik, ta chiếu đoạn IK tương 
ứng trên giản đồ lên phương cần tìm. 
 
 

 Sau khi đã xác định được 
chuyển vị thẳng tương đối theo phương 
vuông góc với trục thanh ta sẽ tra bảng vẽ được ( o

tcM ). 
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 d. Biểu đồ ( o
ZM ): là biểu đồ mômen uốn do chuyển vị cưỡng bức tại các gối 

tựa gây ra trên hệ cơ bản.  
 Phân tích nguyên nhân này ra làm 2 loại: chuyển vị thẳng (∆) và chuyển vị 
góc xoay (ϕ) . 
 Theo nguyên lý cộng tác dụng: 
 )()()( ooo

Z MMM ∆+= ϕ  
 )( oMϕ : do nguyên nhân (ϕ) gây ra, vẽ tương tự biểu đồ ( kM ) do Zk là chuyển 
vị góc xoay. 
 )( oM ∆ : do nguyên nhân (∆) gây ra, vẽ tương tự biểu đồ ( kM ) do Zk là chuyển 
cị thẳng. Tất nhiên là có thể lập sơ đồ chuyển vị nếu cần. 
 

 2. Xác định các hệ số của hệ phương trình chính tắc:  
 a. Trường hợp liên kết k là liên kết mômen: 
 - Xác định rkm: Tách nút k trên biểu đồ mômen ( mM ) và xét cân bằng mômen 
nút. 
 - Xác định RkP, Rkt, RkZ. Tương tự, tách nút k trên các biểu đồ mômen tương 
ứng và xét cân bằng mômen nút. 
 

 b. Trường hợp liên kết k là liên kết lực: 
 Tương tự như ở trên bằng cách thực hiện 1 mặt cắt qua liên kết k trên biểu đồ 
mômen tương ứng nhằm tách ra khỏi hệ một bộ phận và xét cân bằng lực. 
 

 * Chú ý: 
 - Chiều dương của phản lực lấy  theo chiều của chuyển vị cưỡng bức đặt 
thêm vào trên hệ cơ bản. 
 

 - Khi liên kết k là liên kết mômen, thì chỉ cần xác định mômen  quanh nút k 
là đủ để viết phương trình cân bằng mômen. Khi liên kết k là liên kết lực thì ta chỉ 
cần xác định các lực cắt hoặc lực dọc vừa đủ để tham gia phương trình cân bằng 
hình chiếu. 
 

 VI. Vẽ biểu đồ nội lực: 
 Sau khi giải hệ phương trình chính tắc sẽ xác định được (Z1, Z2,... Zn) và có 
thể giải hệ theo cách tính trực tiếp hay theo nguyên lý cộng tác dụng như phương 
pháp lực. Trong vẽ thực hành người ta thường sử dụng phương pháp cộng tác dụng 
để vẽ biểu đồ mômen: 
 )()()()...()()()( 2211

o
Z

o
t

o
Pnn MMMZMZMZMM +++++=  

 Biểu đồ lực cắt được suy ra từ biểu đồ mômen và biểu đồ lực dọc được suy 
ra từ biểu đồ lực cắt như trong phương pháp lực. 
 

 CÁC VÍ DỤ VỀ PHƯƠNG PHÁP CHUYỂN VỊ 
 

 Ví dụ: Vẽ các biểu đồ nội lực của hệ cho trên hình (H.6.2.8a). Cho biết độ 
cứng trong các thanh là EJ  = const và chỉ xét biến dạng uốn. 
 

 * Hệ đối xứng chịu nguyên nhân đối xứng, ta lập sơ đồ tính một nữa hệ 
tương đương như trên hình (H.6.2.8b) và đi giải bài toán trên một nửa hệ tương 
đương. 
 

 1. Bậc siêu động: 
  n = n1 + n2 = 1 + 0 = 1 
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 2. Hệ cơ bản và hệ phương trình chính tắc: 
 - Hệ cơ bản: (H.6.2.8c) 
 - Hệ phương trình chính tắc: 

 r11Z1 + R1P = 0 
 3. Xác định các hệ số của hệ phương trình chính tắc: 
 - Vẽ các biểu đồ ( 1M ), ( o

PM ): kết quả trên hình vẽ (H.6.2.8d & H.6.2.8e). 
  
 
 
 
 
 
 
 
 - Xác định các hệ số: 
  * r11: Tách nút B trên ( 1M ) và  xét cân bằng nút. 

 Kết quả r11 = 
a

J5E  

  * R1P: Tách nút B trên ( o
PM ) và  xét cân bằng nút. 

 Kết quả R1P = 
3

2qa
−  

 Thay vào hệ phương trình chính tắc: 

 0
J15

0
3a

J5 3

1

2

1 >=→=−
E

qaZqaZE  

 4. Vẽ các biểu đồ nội lực: 
 a. Biểu đồ mômen: 
  )()()( 11

o
PMZMM +=  

  
 
 
 
 
 
 
 
 

a

H.6.2.8a 

2a 

q 

a 

H.6.2.8b

a

C B 

A 

q 

H.6.2.8c

Z1 

Z1 = 1

H.6.2.8d

1M  

a
EJ4

a
EJ2  

a
EJ  

H.6.2.8e

o
PM

8

2qa  
3

2qa  

6

2qa  15

2qa  

15
2 2qa  

15
4 2qa  

11)( XM  

H.6.2.8f

r11 

a
EJ  

a
EJ4

3

2qa
−

R1P

qa
15
6  

qa 

Q 

H.6.2.8k H.6.2.8l

N 

qa 

qa
15
6  

H.6.2.8g 

M 

8

2qa  
2

15
4 qa  

2

15
5,3 qa  

2

15
2 qa  
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 b. Biểu đồ lực cắt: được suy ra từ biểu đồ mômen. Kết quả trên hình vẽ 
(H.6.2.8k). 
 c. Biểu đồ lực dọc: suy ra từ biểu đồ lực cắt. Kết quả trên hình vẽ (H.6.2.8l). 
 

 Sau khi đã có kết quả trên 1 nửa hệ, ta suy ra kết quả trên toàn hệ theo tính 
chất của hệ đối xứng chịu nguyên nhân đối xứng. 
 

 Ví dụ 2: Vẽ biểu đồ nội lực của hệ trên hình (H.6.2.9a). Cho biết độ cứng 
trong thanh đứng là 2EJ, trong các thanh ngangg là EJ. Chỉ xét ảnh hưởng của biến 
dạng uốn. 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 1. Bậc siêu động: 
  n = n1 + n2 = 1 + 1 = 2 
 2. Hệ cơ bản và hệ phương trình chính tắc: 
 - Hệ cơ bản: (H.6.2.9b) 
 - Hệ phương trình chính tắc: 

  




=++
=++

0
0

2222121

1212111

P

P

RZrZr
RZrZr

 

 3. Xác định các hệ số của hệ phương trình chính tắc: 
 - Vẽ các biểu đồ ( 1M ),( 2M ), )( o

PM : kết quả trên hình vẽ (H.6.2.9c → 
H.6.2.9e). 
  
 
 
 
 
 
 

 - Xác định các hệ số: 
 * r11: Tách nút C trên ( 1M ), r11 = 4EJ 
 * r12 = r21: Tách nút C trên ( 2M ) 
   r12 = r21 = 0,75EJ 
 * r22 cắt 1 phần hệ trên ( 2M ) 
(H.6.2.9g). 
       Q được suy ra từ ( 2M ). Q = Qtr 
trên đoạn AC: 

  Q J375,0
4

J)75,0(--J75,0 EEE
==  

D

3m

C
B

P = 2T

A
H.6.2.9a

3m
4m

M = 4T.m

H.6.2.9b

Z2
Z1

Z1 = 1

H.6.2.9c 1M  

EJ 

EJ 
2EJ 

EJ 

Z2 = 1

H.6.2.9d
EJ

4
3  

EJ
4
3  

2M  

M = 4T.m 

P = 2T 

o
PMH.6.2.9e

2EJ 

EJ 

r11 

EJ 

r12 

EJ
4
3  

H.6.2.9f

M = 4

R1P
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 Chiếu lên phương X → r22 = Q = 0,375EJ 
 * R1P: tách nút C trên )( o

PM  
  → R1P = - M = -4 
 * R2P: cắt 1 phần hệ trên )( o

PM (H.6.2.9h). Chiếu lên phương X 
  → R2P = -P = -2 
  
 
 
 
 
  
 Thay vào hệ phương trình chính tắc: 

  




=−+−
=−−

02J.Z375,0J.Z75,0
04J.Z75,0J.Z4

21

21

EE
EE

 




=
=

J/733,11
J/2,3

2

1

EZ
EZ

 

 4. Vẽ các biểu đồ nội lực: 
 a. Biểu đồ mômen: )()()()( 2211

o
PMZMZMM ++=  

 Kết quả thể hiện trên hình vẽ (H.6.2.9k) 
 b. Biểu đồ lực cắt: Suy ra từ (M) 
 c. Biểu đồ lực dọc: Suy ra từ (Q). 
 

  
 
 
 
  
 
 
 

 Ví dụ 3: Vẽ các biểu đồ nội lực của hệ 
cho trên hình vẽ (H.6.2.10a). Cho biết độ cứng 
trong các thanh là như nhau EJ = 2000T.m2; h = 
0,4m; α = 1,2.105.0C-1. Chỉ xét ảnh hưởng của 
biến dạng uốn. 
 * Chiều dài trong thanh BC: 

   )(3
30cos
1.

2
33

0 mlBC ==  

 1. Bậc siêu động: 
  n = n1 + n2 = 1 + 0 = 1 
 2. Hệ cơ bản và hệ phương trình chính tắc: 
 - Hệ cơ bản (H.6.2.10b) 
 - Hệ phương trình chính tắc:  
  r11.Z1 + R1t = 0 
 3. Xác định các hệ số của hệ phương trình chính tắc:  
 a. Vẽ các biểu đồ ( 1M ), )( o

tM  
 + ( 1M ) do Z1 = 1 gây ra trên hệ cơ bản (H.6.2.10c) 

H.6.2.9g 

r22 

N 
Q 

H.6.2.9h

Q = 0 

R2P

N 

P = 2 

M = 4 

4m 

A 

C 

3m

2/33  

10°C 

ϕ 

10°C 
30°C

20°C B 

H.6.2.10a

H.6.2.9k H.6.2.9l H.6.2.9m
21,0661,066

25,6

3,2

2,4
3,2

(T.m)
M

(T)
Q N

(T)
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∆lAB

B'

B1

30°∆l BC

⊥AB

O≡A'≡C'

⊥ΒC

H.6.2.10e

B2

 + )()()( o
t

o
tc

o
t MMM ∆+=  

  
 
 
 
 
 
 
 
 * )( o

tM ∆ Rời rạc hệ và tra bảng cho các cấu kiện chịu nguyên nhân biến thiên 
nhiệt độ ở thớ trên và thớ dưới (H.6.2.10d) 
 * )( o

tcM : do biến thiên nhiệt độ dọc trục gây ra chuyển vị thẳng tại nút. Ta sẽ 
đi xác định chuyển vị thẳng tương đối theo phương vuông góc với trục thanh bằng 
sơ đồ chuyển vị (giản đồ Williot) 
 + Biến thiên chiều dài trong các thanh: 

  mmtll cABABAB 72,0
2

2010.4.10.2,1.. 5 =
+

==∆ −α  (dãn dài ra) 

mmtll cBCBCBC 72,0
2

3010.3.10.2,1.. 5 =
+

==∆ −α

 (dãn dài ra) 
 + Lập sơ đồ chuyển vị: (H.6.2.10e) 
 + Chuyển vị thẳng tương đối theo phương 
vuông góc với thanh AB là chiếu đoạn A’B' lên 
phương cần tìm chuyển vị. Đo bằng đoạn B1B'. 
 + Tương tự đối với thanh BC là bằng đoạn 
B'B2. Bằng quan hệ hình học dễ thấy: 

 )(687,2
15
72,0

15 00 mm
tgtg

lBC
BCAB ==

∆
=∆=∆  

 + Rời rạc hệ và tra bảng theo các chuyển vi 
thẳng tương đối theo phương vuông góc với trục 
thanh (H.6.2.10f). 
 b. Xác định các hệ số: 
  * r11: r11 = 2EJ 
  * R1t = R1tc + R1∆t 

    + R1∆t: R1∆t = 1,2 
    + R1tC: R1tc = 0,224 
  → R1t = 1,424 
 Thay vào phương trình: 

 0
J
712,00424,1J.Z2 11 <

−
=→=+

E
ZE  

 
 
 
 
 4. Vẽ biểu đồ nội lực: 

H.6.2.10b

Z1
Z1 = 1

H.6.2.10c

1M  

EJ 
0,5EJ 

EJ 6,0)( 12 =− ttEJ
h
α  

8,1)(
2
3

12 =− tt
h
α  

)( o
tM ∆  H.6.2.10d

015,26
2 =∆ AB
ABl
EJ

2,015 

791,1.3
2 =∆ BC
BCl
EJ  

)( o
tcM  

H.6.2.10f 
r11

EJ
EJ 0,6

1,8

R1∆t R1tc

1,791
2,015H.6.2.10g
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H.6.2.10h

0,703

2,259

0,703

M
(T.m)

 a. Mômen:  )()()()( 11
o
t

o
tc MMZMM ∆++=  (Xem H.9.10h) 

 b. Biểu đồ lực cắt (Q), và biểu đồ lực dọc 
(N), vẽ tương tự các ví dụ trước. 
 

 Ví dụ 4: Vẽ các biểu đồ nội lực của hệ cho 
như trên hình vẽ (H.6.1.2.11a). Các số liêu bài toán 
tương tự ví dụ 3. Cho ϕ = 0,005rad; ∆1 = ∆2 = 
0,02m. 
 

 Hệ có sơ đồ giống ví dụ 3 nhưng chịu 
nguyên nhân là chuyển vị cưỡng bức thay vì 
nhiệt độ nên trong phương trình chính tắc chỉ 
khác số hạng tự do (dùng R1Z, thay vì R1t). 
Vậy ta cần xác định số hạng tự do.   

 + Vẽ biểu đồ:   
  )()()( ooo

Z MMM ∆+= ϕ  
 * Biểu đồ ( oM ϕ ): (H.6.2.11b ) 
 * Biểu đồ( oM ∆ ): Lập sơ đồ chuyển vị. 
 Từ sơ đồ chuyển vị (H.6.2.11c), xác 
định được chuyển vị thẳng tương đối theo phương 
vuông góc với trục thanh: 
 0

2
0

1 60.45sin.B'A' tgAB ∆+∆==∆  
        )(05464,0 m=  

  )(04,0
60cos

'' 0
2 mCBBC =

∆
==∆  

 * Rời rạc hệ, tra bảng, vẽ được ( oM ∆ )  
 + Xác định số hạng tự do:  
 * R1Z = R1ϕ - R1∆ 
 Từ ( oM ϕ ) xác định được R1ϕ = -5 
 Từ ( oM ∆ ) xác định được R1∆ = 26,666 - 40,98 = -14,314 
 Suy ra R1Z = -19,314 
 Thay vào phương trình chính tắc, giải ra được: Z1 = 9,657/EJ > 0 
 Vẽ biểu đồ )()()()( 11

oo MMZMM ∆++= ϕ  
 Biểu đồ lực cắt và lực dọc vẽ tương tự các ví dụ trước. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

H.6.2.11a 

B 

30°

ϕ 

2/33  

3m

C 
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4m 

∆ 1
 

∆2 

ϕ 

H.6.2.11b

52
=ϕ

ABl
EJ  

104
=ϕ

ABl
EJ  

)( oMϕ  

)( oM ∆  

98,406
2 =∆ AB
ABl
EJ  

40,98 

H.6.2.11d

ϕ 666,263
2 =∆BC
BCl
EJ  

O≡A' 

∆2 

∆ 1
 =

 ∆
2

C' 

B' 

60°

45° 

H.6.2.11c
(T.m)

M

36,323

46,151

36,323

H.6.2.11e



 CƠ HỌC KẾT CẤU II Page 73 

ß3. XÁC ĐỊNH CHUYỂN VỊ TRONG HỆ SIÊU ĐỘNG. 
 

 1. Chuyển vị tại các nút:  
 Đó chính là các chuyển vị Zk tương ứng tìm được khi giải hệ phương trình 
chính tắc. 
 2. Chuyển vị tại các tiết diện bên trong phần tử:  
 Có thể được xác định theo 1 trong 3 cách sau: 
 a. Ngay từ đầu, coi tiết diện có chuyển vị cần tìm như 1 nút của hệ. Như vậy, 
ta đưa bài toán xác định chuyển vị tại tiết diện bất kỳ về bài toán tìm chuyển vị tại 
nút và thực hiện như đã nêu ở trên. Biện pháp này đơn giản nhưng làm tăng số 
lượng ẩn số. 
 

 b. Sau khi giải bài toán, đã biết được nội lực và chuyển vị ở 2 đầu mỗi phần 
tử, ta có thể xác định chuyển vị tại tiết diện bất kỳ bên trong phần tử theo các 
phương pháp đã biết như phương pháp thông số ban đầu, cách xác định chuyển vị 
trong chương chuyển vị… 
 

 c. Sau khi xác định được nội lực trong hệ siêu động, ta xem hệ là hệ siêu tĩnh 
với nội lực đã biết và áp dụng cách xác định chuyển vị trong hệ siêu tĩnh như đã biết 
trong chương phương pháp lực. Trong tính toán thường sử dụng cách này. 
 
 

 Ví dụ: Xác định độ võng tại tiết diện k của hệ trên hình vẽ (H.6.3.1a). Cho EJ 
trên toàn hệ bằng 1000T.m2, chiều cao tiết diện các thanh h = 0,3m; hệ số dãn nở vì 
nhiệt α = 1,2.105.0C-1; góc xoay ϕ = 0,005rad. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 1. Vẽ biểu đồ mômen uốn: 
 a. Bậc siêu động: 

 n = n1 + n2 = 1 + 0 = 1 
 b. Hệ cơ bản và hệ phương trình chính 
tắc: 
 - Hệ cơ bản (H.6.3.1b) 
 - Hệ phương trình chính tắc:  

 r11.Z1 + R1P + R1t + R1Z = 0 
 c. Xác định các hệ số của hệ phương trình chính tắc: 
 - Vẽ các biểu đồ ( 1M ), )( o

PM , )( o
tM , )( o

ZM  
 + )()()( o

t
o
tc

o
t MMM ∆+=  

 * )( o
tcM : nguyên nhân tc trong thanh AC chỉ gây ra chuyển vị thẳng tương đối 

theo phương vuông góc trục thanh của thanh BC. Dễ thấy: 

4m

2m

H.6.3.1a
B

A
C

3m

D

2m

k
10°C

20°C

ϕ

q

H.6.3.1b

Z1

Z1 = 1   

H.6.3.1c

EJ EJ 

EJ 

0,5EJ 

0,5EJ 
1M  
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H.6.3.1h

1,35
2,12

3,69

9,075

0,415 1,57
M

(T.m)

 mmtll CCACBC 72,0
2

2010.4.10.2,1.. 5
A =

+
==∆ −α  

+ )()()( ooo
Z MMM ∆+= ϕ  

 Ở đây ( oM ∆ ) không tồn tại. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 - Xác định các hệ số: Từ các biểu đồ đã vẽ, tính được: 
  * r11 = 3EJ; R1P = -1,35;  
  * R1t = R1tC + R1∆t = 
    -0,54 - 0,8 = -1,34 
  * R1Z = R1ϕ = 5 
 Thay vào hệ phương trình: 
  3EJ.Z1 - 1,35 - 1,34 + 5 = 0 

  → Z1 = 
J

77,0
E

−  

 d. Vẽ biểu đồ mômen: 
  )()()()()()( 11

oo
t

o
tC

o
P MMMMZMM ϕ++++= ∆  

 2. Xác định độ võng tại k: 
- Trạng thái "m" đã được giải với biểu đồ (M) ở trên  

 - Trạng thái "k" tạo trên hệ cơ bản của phương pháp lực và xác định )( o
kM , 

)( o
kN , )( o

jkR  
 - Độ võng tại k: 
   
 
 
 
 
 
 
 
 

o
PM  

H.6.3.1d

1,35 1,35 

10°C 

20°C 

)( o
tcM  

H.6.3.1f

0,54 

54,06
2 =∆ BC
BCl
EJ

8,0)( 12 =− EJtt
h
α  

H.6.2.1e
)( o

tM ∆  
ϕ 10.4

=ϕ
BCl
EJ  

5 

H.6.3.1g 

)( oMϕ  

H.6.3.1k 

Pk = 1 

1 

0 

0,5 

0,5 )(
o
kM  )(

o
kN0,5 

0,5 

0 0,5 

Pk = 1

H.6.3.1l
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 )()()(.))(( 12
o
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o
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o
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o
kk NtMtt

h
ZRMMy ΩΣ+Ω−Σ+Σ−= αα  

       0
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E
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 Chuyển vị cùng chiều với Pk. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 CƠ HỌC KẾT CẤU II Page 76 

ß4: TÍNH HỆ CÓ NÚT KHÔNG CHUYỂN VỊ THẲNG 
CHỈ CHỊU TẢI TRỌNG LÀ CÁC LỰC TẬP TRUNG TẠI NÚT 

 
 Chẳng hạn hệ cho trên hình (H.6.4.1) là thỏa mãn yêu cầu bài toán. 
 

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Với những loại hệ này thì khi tạo hệ cơ bản của phương pháp chuyển vị ta 
chỉ đặt thêm các liên kết mômen. Mặc khác, tải trọng chỉ là những lực tập trung tại 
nút nên biểu đồ )( o

PM  không tồn tại và do đó RkP cũng không tồn tại. 
 Vậy hệ phương trình chính tắc tổng quát cho trường hợp này: 
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=++
=++

0...
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0...

2211

2222121

1212111

nnnnn
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 Đây là hệ phương trình thuần nhất, đẳng cấp và người ta chứng minh chỉ có 
nghiệm duy nhất Z1 = Z2 =... Zn = 0 
 Suy ra biểu đồ mômen của hệ: 
  )()...()()()( 2211

o
Pnn MZMZMZMM +++=  sẽ không tồn tại 

 Suy ra biểu đồ lực cắt của hệ không tồn tại. 
 Nội lực trong hệ chỉ tồn tại lực dọc, hệ làm việc như 1 hệ dàn với các nút và 
các ngàm được thay bằng các khớp lý tưởng (H.6.4.1c) 
 Kết luận: Khi tính hệ có nút không chuyển vị thẳng và chỉ chịu tải trọng là 
các lực tập trung tại nút, ta có thể thay thế các nút và ngàm bằng các liên kết khớp 
và tính toán như 1 hệ dàn thông thường. 
   

 
 
 
 
 
 
 
 
 

H.6.4.2 H.6.4.3H.6.4.1
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ß 5. TÍNH HỆ SIÊU ĐỘNG CHỊU TẢI TRỌNG DI ĐỘNG 
 
 Cũng tương tự như phương pháp lực, ta chỉ nghiên cứu cách vẽ đường ảnh 
hưởng. 
 I. Đường ảnh hưởng cơ bản: Là ảnh hưởng của các ẩn Zk khi P = 1di động 
trên hệ cơ bản gây ra: 
 1. Hệ phương trình chính tắc: 
 Tương tự phương pháp lực, số hạng tự do được thay bằng rkP: 

  











=+++

=+++
=+++

0...
...

0...
0...

2211

22222121

11212111

nPnnnnn

Pnn

Pnn

rZrZrZr

rZrZrZr
rZrZrZr

 

 

 2. Xác định các hệ số của hệ phương trình chính tắc:  
 a. Hệ số chính và phụ (rkm): Các hệ số này là không thay đổi và được xác 
định như trường hợp tải trọng bất động. 
 

 b. Số hạng tự do (rkP): Là phản lực tại liên kết k do P = 1di động trên hệ gây 
ra. Điều này có nghĩa là rkP sẽ thay đổi theo các vị trí của P. 
 

 Do hệ cơ bản của phương pháp chuyển vị thực chất là những cấu kiện làm 
việc độc lập nhau nên người ta đã lập sẵn bảng tra nội lực, phản lực tại các đầu 
thanh (Xem bảng B.6.5.1 → 3). Dựa vào bảng tra đó ta có thể xác định được rkP 
theo các vị trí của P = 1. 
 

 c. Giải hệ phương trình chính tắc: 
 Tương tự phương pháp lực, ta sử dụng phương pháp hệ số ảnh hưởng: 
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++=
++=

nPnnPnPnn
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rrrZ

rrrZ
rrrZ

βββ

βββ
βββ

...
...

...
...

2211
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 βik là hệ số ảnh hưởng:  
D

Dikki
ik .)1( 1±+−=β  

 D là định thức hệ số chính và phụ của hệ phương trình chính tắc: 
  ikrD =  với i, k ∈[1; n] 
 Dik là định thức suy ra từ định thức D bằng cách loại bỏ hàng i cột k (hoặc 
hàng k cột i). 
 Sau khi xác định được Zk, cho P = 1 di động, sẽ vẽ được đ.a.h.Zk. 
 

 II. Đường ảnh hưởng của nội lực, phản lực và chuyển vị: 
 Sau khi xác định được đường ảnh hưởng Zk, áp dụng nguyên lý cộng tác 
dụng ta có thể vẽ đường ảnh hưởng của đại lượng S (nội lực, phản lực, hay chuyển 
vị) tại 1 tiết diện bất kỳ theo biểu thức: 
 

 đ.a.h.S = 1S (đ.a.h.Z1) + 2S (đ.a.h.Z2) +... nS (đ.a.h.Zn) + đ.a.h.S0 

 - kS là giá trị của đại lượng S do Zk = 1 gây ra trên hệ cơ bản. 
 - đ.a.h.S0 là đ.a.h.S do P = 1 di động trên hệ cơ bản gây ra. (đ.a.h này có thể 
vẽ theo bảng tra B.6.5.1 → 3) 
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 * Chú ý: Quá trình tính toán có thể lập thành bảng tương tự như đã nêu trong 
phương pháp lực. 
 

 Ví dụ: Vẽ đường ảnh hưởng mômen uốn đ.a.h.Mk của hệ cho trên hình 
(H.6.5.1) 
 

 Chia đường xe chạy ra làm 14 đoạn, mỗi đoạn dài 1m và đánh số thứ tự các 
điểm chia như trên hình (H.6.5.2) 
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1.Bậc siêu động: n = n1 + n2 = 2 + 0 = 2 
- Hệ cơ bản và hệ phương trình chính tắc: 
- Hệ cơ bản (H.6.5.3) 
2. Hệ phương trình chính tắc: 

  




=++
=++

0
0

2222121

1212111

P

P

rZrZr
rZrZr

 

3. Xác định các hệ số của hệ phương trình chính tắc: 
Vẽ biểu đồ )(),( 21 MM  

  J
12
37J

3
41

4
3

11 EEr =



 ++=  

  J
3
2

2112 Err ==  

  J
3

13J12
3
4

22 EEr =



 ++=  

- Xác định số hạng tự do: 
+ Khi P = 1di động trên AB, sơ đồ cấu kiện mẫu ta có 

  lMr AP )2)(1(
2
1

1 ξξξ −−=−=  

  r2P = 0 
Lần lượt cho ξ = 0; 0,25; 0,5; 0,75; 1 ta sẽ có các giá trị tương ứng của r1P 

khi P = 1 di động trên AB. 
+ Khi P = 1di động trên BC: tương tự. 
 lMr AP

2
1 )1( ξξ −−==  

 lMr BP )1(2
2 ξξ −=−=  

Lần lượt cho ξ = 0; 
6
1 ; 

6
2 ;

6
3 ;

6
4 ;

6
5 ;1(ứng với điểm chia trên BC) ta sẽ tìm 

được các giá trị tương ứng của r1P, r2P khi P di động. 
+ Khi P = 1di động trên CD: tương tự. 
 r1P = 0 
 lMr AP

2
2 )1( ξξ −−==  

Cho ξ các giá trị 0; 0,25; 0,5; 0,75; 1 ta sẽ tìm được các số hạng tự do trên 
đoạn này. 

4. Giải hệ phương trình chính tắc: 
- Xác định các hệ số ảnh hưởng 

 
D

Dikki
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- Giải hệ phương trình chính tắc: 
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Thực hiện tính toán theo các biểu thức trên. Kết quả được thể hiện trong 
bảng: (B.6.5.3) 

5. Vẽ đường ảnh hưởng Mk: 
 đ.a.h.Mk = 1kM (đ.a.h.Z1) + 2kM (đ.a.h.Z2) + đ.a.h. o

kM  
- 1kM  lấy trên ( 1M ) tại tiết diện k 

 
3
J

1
EM k =  

- Tương tự: 
3
J

2
EM k −=  

- đ.a.h o
kM  là đường ảnh hưởng mômen uốn tại tiết diện k do P = 1 di động 

gây ra trên hệ cơ bản. Ở bài toán này P = 1 chỉ gây ra ảnh hưởng đến k khi nó di 
động trên BC. Tra sơ đồ cấu kiện mẫu ta sẽ xác định được. Kết quả trong bảng 
(B.6.5.4) 

B.6.5.4 Bảng tính các tung độ đường ảnh hưởng Zk & Mk 
 

Tung độ (đ.a.h.Zi). EJ Thanh Điểm r1P r2P Z1 Z2 
đ.a.h. o

kM  đ.a.hMk 

AB 

0 
1 
2 
3 
4 

0 
0,6562 
0,75 

0,4687 
0 

0 
0 
0 
0 
0 

0 
-0,220 
-0,252 
-0,157 

0 

0 
0,034 
0,039 
0,024 

0 
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0 
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0 
0 

0 
-0,084 
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-0,060 

0 

BC 
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7 
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9 

10 

0 
-0,694 
-0,888 
-0,75 
-0,444 
-0,139 

0 

0 
0,139 
0,444 
0,75 

0,888 
0,694 

0 

0 
0,240 
0,321 
0,290 
0,195 
0,082 

0 

0 
-0,069 
-0,152 
-0,217 
-0,235 
-0,173 

0 

0 
0,083 
0,333 
0,75 

0,333 
0,083 

0 

0 
0,186 
0,491 
0,919 
0,476 
0,168 

0 

CD 
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12 
13 
14 
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0 
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0 
0 

0 
-0,562 
-0,5 

-0,1875 
0 

0 
-0,029 
-0,026 
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0 
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CHƯƠNG 9 TÍNH HỆ SIÊU TĨNH BẰNG PHƯƠNG PHÁP 
 ĐÚNG DẦN 

 
Cách tính hệ siêu tĩnh bằng phương pháp chuyển vị hay phương pháp lực cho 

ta các kết quả có độ chính xác cao. Tuy nhiên, việc tính theo các phương pháp này 
có gây ra những khó khăn nhất định đặc biệt là khi số lượng các ẩn số càng lớn 
nhưng với những công cụ tính toán thông thường. 

 

 Để giải quyết khó khăn này, người ta tìm cách giải bài toán với kết quả gần 
đúng bằng những cách tính đơn giản và kết quả gần đúng đó là chấp nhập được khi 
thiết kế kết cấu. Một trong các cách tính đó là phương pháp tính đúng dần. 
 

 Đặc điểm của phương pháp này là ta chỉ cần thực hiện phép tính theo một 
trình tự nhất định, lặp đi lặp lại nhiều lần cho đến khi thỏa mãn yêu cầu độ chính 
xác là được. 
 

 Nội dung của phương pháp tính đúng dần nói chung được trình bày dưới 
dạng phân phối mômen hay phân phối biến dạng theo hình thức này hoặc hình thức 
khác. 
 

 Sau đây, ta đi tìm hiểu 2 phương pháp đúng dần, đó là phương pháp H.Cross 
và phương pháp G.Kani. 
 

ß 1. PHƯƠNG PHÁP H.CROSS 
 
 I. Khái niệm: 
 Phương pháp H.Cross là hình thức khác của phương pháp chuyển vị, trong 
đó việc giải hệ phương trình chính tắc được thực hiện theo phương pháp đúng dần 
mang ý nghĩa vật lý. 
 * Ưu điểm của phương pháp: 
 - Tính toán đơn giản. 
 - Chỉ yêu cầu phải giải 1 số lượng phương trình rất ít so với số lượng các 
phương trình theo phương pháp "chính xác" và có trường hợp không cần phải giải 
hệ phương trình. 
 * Nhược điểm của phương pháp: Chỉ áp dụng có hiệu quả cho những hệ có 
nút không chuyển vị thẳng. 
 

 II. Quy ước cách đọc tên và xét dấu của nội lực: 
 1. Quy ước khi đọc tên của nội lực: 
   Ta dùng ký hiệu cho nội lực tương ứng như đã 
biết nhưng kèm theo hai chỉ số:   
 - Chỉ số thứ thứ nhất biểu thị vị trí của tiết diện 
chứa thành phần nội lực. 
 - Chỉ số thứ hai kết hợp với chỉ số thứ nhất biểu thị 
thanh chứa nội lực đó. 
 Ví dụ: MAB: mômen tại tiết diện A thuộc thanh AB. 
  QAC: đọc là lực cắt tại tiết diện A thuộc 
thanh AC. 
 2. Quy ước dấu: 
 - Mômen uốn tại nút được xem là dương khi nó làm cho thớ giữa của thanh 
quay theo chiều kim đồng hồ và ngược lại. Xem ví dụ trên hình (H.9.1.2a). 

H.9.1.1

A 

P 

B 
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 - Lực cắt được xem là dương làm cho thành phần thanh chịu lực quay theo 
chiều kim đồng hồ và xem là âm khi nó quay ngược chiều kim đồng hồ (giống 
SBVL) (H.9.1.2b). 
 
 
 
 
 
 
 
 III. Sự phân phối mômen xung quanh một nút: 
 Xét một hệ chỉ gồm có một nút không có chuyển vị thẳng và chịu mômen tập 
trung tại nút như trên hình (H.9.1.3a). Ta đi xác định mômen uốn MAB, MAC, MAD 
tại các đầu thanh quy tụ tại nút A và mômen MBA, MCA, MDA tại các đầu đối diện 
với nút A. 
 

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Chọn cách giải hệ bằng phương pháp chuyển vị: 
 - Chọn hệ cơ bản trên hình (H.9.1.3b), hệ phương trình chính tắc có dạng: 
  r11Z1 + R1P = 0 
 - Xác định các hệ số của hệ phương trình chính tắc: 
 + Các biểu đồ ( 1M ) và )( o

PM vẽ trên hình (H.9.1.3.c & H.9.1.3d). 
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H.9.1.3d

M 

)( o
PM  

B 

A 

C D 

EJAC 
lAC 

EJAB 

lAB 

EJAD 

lAD 

M 

H.9.1.3a
H.9.1.3b

Z1 



 CƠ HỌC KẾT CẤU II Page 95 

  
 
 
 
 
 
 
  

 Gọi: 
AB

AB

l
JERAB =  - độ cứng đơn vị quy ước 

của thanh AB (thanh có đầu đối diện là ngàm). 

        
AC

AC

l
J

4
3 ERAC =  - độ cứng đơn vị quy 

ước của thanh AC (thanh có đầu đối diện là khớp). 

        
AD

AD

l
J

4
1 ERAD = - độ cứng đơn vị quy ước của thanh AD (thanh có đầu đối 

diện là ngàm trượt song song với trục thanh). 
 

 Suy ra: r11  = 4.(RAB + RAC + RAD) = 4 ∑R 
 * R1P:    
  R1P = -M. 
 Thay vào phương trình chính tắc: 

      4.(RAB + RAC + RAD).Z1 - M = 0
R

M
RRR

MZ
ADACAB Σ

=
++

=⇒
4)(41  

 - Vẽ biểu đồ mômen (M): 
       o

PMZMM += 11)()( . Kết quả thể hiện trên hình (H.9.1.3e). 
 

 Từ đây, ta xác định được giá trị mômen uốn tại các đầu thanh quy tụ tại nút 
A: 

            M
R

RM AB
AB .

Σ
= ,  M

R
RM AC

AC .
Σ

= , M
R

RM AD
AD .

Σ
=  

 - Các mômen uốn MAB, MAC, MAD là do mômen M phân phối vào nút A nên 
gọi là mômen phân phối. Và nếu xét dấu theo qui ước H.Cross thì: 

            M
R

RM AB
AB .

Σ
−= ,  M

R
RM AC

AC .
Σ

−= , M
R

RM AD
AD .

Σ
−=  

 - Mômen uốn tại các đầu thanh đối diện với nút A: 

       ABBA MM .
2
1

+= ; MCA = 0.MAC; MDA = -1.MAD. 

 Các mômen này gọi là mômen truyền. 
 ♦ Tổng quát: Khi nút A gồm nhiều thanh quy tụ, ta có: 
 + Mômen phân phối tại đầu A thuộc thanh AX: 
  MAX = -γAX.M. 
 + Mômen truyền: 
  MXA = βXA.MAX. 
 Trong đó: γAX - hệ số phân phối của  thanh AX. 

(M) 
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R

RAX
AX Σ

=γ . 

 RAX: là độ cứng đơn vị quy ước của thanh AX, phụ thuộc vào liên kết đầu 
đối diện với nút. 
 ∑R: tổng độ cứng đơn vị quy ước của các thanh quy tụ tại nút A. 
 βXA: hệ số truyền của thanh AX. 
 * Chú ý: Mômen M tập trung tại nút trong các biểu thức trên được lấy dấu 
dương khi xoay cùng chiều kim đồng hồ và ngược lại. 
 

B.9.1.1 Bảng độ cứng đơn vị vi ước và các hệ số truyền 
Liên kết đầu đối diện nút RAX βXA 

- Khớp 
l
J

4
3 E  0 

- Ngàm trượt 
l
J

4
1 E  -1 

- Ngàm 
l
JE  +1/2 

- Tự do 0 0   

 Ví dụ 1: Xác định mômen phân phối và mômen truyền của hệ cho trên hình 
(H.9.1.4a). Cho biết độ cứng trong tất cả các thanh là EJ = const.   

 1. Xác định độ cứng đơn vị quy ước: 

  RAB = 
4

EJ
l
EJ

AB

= ; RAC = 
4

EJ
l
EJ
AC

= ;  

  RAD = 
43

.
4
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3 EJEJ

l
EJ
AD

== ; RAE = 
43
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4
3.

4
3 EJEJ

l
EJ
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==  

 2. Xác định hệ số phân phối và mômen phân phối: 
 - Hệ số phân phối: 
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 Mômen phân phối:  MAX = -γAX.M. 
 → MAB = - 0,25.(-4) = 1; MAC = - 0,25.(-4) = 1; 
      MAD = - 0,25.(-4) = 1; MAE = - 0,25.(-4) = 1 
 3. Xác định hệ số truyền và mômen truyền: 

 - Hệ số truyền: βBA = βCA = 
2
1 ; βDA = βEA = 0. 

 - Mômen truyền: MXA = βXA.MAX. 

 → MBA = 
2
1 .1 = 0,5; MCA = 

2
1 .1 = 0,5; MDA = MEA = 0. 

 Kết quả tính toán có thể được vẽ trên biểu đồ (M) (H.9.1.4b) 
 

 IV. Cách tính hệ có nút không chuyển vị thẳng: 
 Ta phân tích cách tính hệ trên hình (H.9.1.5a). Tuy nhiên, cách lập luận vẫn 
mang tính tổng quát cho hệ bất kỳ có nút không chuyển vị thẳng. 
 

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Giả sử ngăn cản chuyển vị xoay của tất cả các nút bằng cách đặt thêm vào 
mỗi nút một liên kết mômen, ta sẽ thu được một hệ mới 
chính là hệ cơ bản của phương pháp chuyển vị 
(H.9.1.5b). Tại mỗi nút bị chốt, sẽ phát sinh những phản 
lực mômen gọi là ngẫu lực chèn. Ngẫu lực chèn phải cân 
bằng với mômen uốn tại các dầu thanh quy tụ tại nút đó. 
 Ví dụ: Với nút B: 
  MB + MBA + MBE + MBC = 0. 

H.9.1.5a
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 Suy ra: MB = -(MBA + MBE + MBC). 
 Vậy ngẫu lực chèn tại một nút sẽ bằng tổng đại số mômen uốn tại các đầu 
thanh quy tụ tại mỗi nút đang xét do tải trọng gây ra trên hệ có nút bị chốt nhưng 
trái dấu. 
 Nhận xét:.- Các ngẫu lực chèn chính là RkP của phương pháp chuyển vị. 
 

 Tiếp tục biến đổi nút bị chốt bằng cách thay các liên kết mômen bằng các 
ngẫu lực chèn tương ứng tại mỗi nút ta sẽ được hệ tương đương trên hình 
(H.9.1.5c). Hệ này khác với hệ ban đầu là hệ có thêm các ngẫu lực chèn tại các nút. 
 

 Xét một hệ phụ lấy từ hệ ban đầu, trong đó chỉ chịu các ngẫu lực đặt tại các 
nút.  Các ngẫu lực này có giá trị bằng ngẫu lực chèn nhưng ngược chiều và được gọi 
là mômen nút cứng (H.9.1.5d). 
 Theo nguyên lý cộng tác dụng thì: 
 

Hệ ban đầu 
H.9.1.5a = 

Hệ ban đầu + ngẫu lực 
chèn tại các nút cứng 

(H.9.1.5c) 
+ 

Hệ ban đầu chỉ chịu 
mômen nút cứng 

(H.9.1.5d) 
 

 Như vậy, thay vì đi giải bài toán với hệ trên hình (H.9.1.5.a), ta đi giải bài 
toán trên hình (H.9.5.1b) hoặc (H.9.5.1c) và (H.9.5.1d). 
 - Đối với hệ trên hình (H.9.5.1c) ta dễ dàng xác định được nội lực, đó chính 
là nội lực do tải trọng gây ra trên hệ cơ bản của phương pháp chuyển vị là biểu đồ 

)( o
PM  của phương pháp chuyển vị. 

 

 - Đối với hệ trên hình (H.9.5.1d), ta tìm cách tính đúng dần. Cách thực hiện 
như sau: 
 + Lần lượt tháo từng chốt. Khi tháo từng chốt thì mômen nút cứng sẽ phân 
phối vào nút đó và truyền vào các nút lân cận như đã trình bày trong bài toán sự 
phân phối mômen xung quanh một nút. Và nút này sẽ xoay đến vị trí cân bằng mới. 
 

 + Chốt lại nút này và chuyển sang nút khác và thực hiện tương tự. 
 Quá trình cứ tiến hành như vậy và lặp lại nhiều lần cho đến khi ta tháo tất cả 
các chốt thì các nút không xoay nữa (mômen tại các nút đã cân bằng).Thực chất vẫn 
chưa cân bằng nhưng giá trị của mômen uốn không cân bằng là không đáng kể. Lúc 
này, ta dừng quá trình thực hiện và trạng thái đó là trạng thái cần tìm. 
 

 Mômen uốn tại các đầu thanh tương ứng chính là tổng đại số mômen phân 
phối và mômen truyền tích luỹ trong các chu trình. 
 - Muốn tìm mômen uốn tại các đầu thanh nào của hệ đã cho ban đầu, ta lấy 
tổng đại số mômen do tải trọng gây ra trên hệ có các nút bị chốt với mômen uốn do 
mômen nút cứng gây ra trên các đầu thanh tương ứng. 
 
 Ví dụ 2: Vẽ biểu đồ mômen uốn của dầm liên tục trên hình (H.9.1.6.a). Cho 
biết độ cứng trong tất cả các thanh là EJ = const. 
 1. Xác định độ cứng đơn vị quy ước của các thanh: 
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 2. Xác định hệ số phân phối từng đầu thanh quy tụ vào nút: 
 - Tại nút B: 

  36,0
)

3
EJ

16
3(

16
3

=
+

= EJ

EJ

BAγ ; .64,0
)

3
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3(

3 =
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 - Tại nút C: 
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 - Tại nút D: 
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 3. Xác định mômen nút cứng M* tại các đầu thanh do tải trọng gây ra: 
 Tra bảng cho các phần tử chịu tải trọng và xét dấu theo qui ước H.Cross. 
   *

BAM  = -2,25(T.m); *
BCM  = 0,9(T.m); *

CBM     = -0,9(T.m); 
  *

CDM  = 1(T.m); *
DCM  = -1(T.m); *

DEM  = 1,35(T.m). 
 4. Phân phối và truyền mômen: 
 Quá trình phân phối và truyền mômen được lập thành bảng. Bảng có thể 
được lập như sau: 
 * Hàng thứ nhất ghi ký hiệu các nút và các đầu thanh có liên kết ngàm. 
 * Hàng thứ hai ghi ký hiệu những đầu thanh quy tụ tại nút tương ứng. Nút có 
bao nhiêu thanh quy tụ thì có bấy nhiêu cột. 
 * Hàng thứ ba ghi các hệ số phân phối tương ứng với các đầu thanh quy tụ 
vào nút. 
 * Hàng thứ tư ghi trị số mômen nút cứng tại các đầu thanh. 
 * Các hàng tiếp theo ghi kết quả phân phối và truyền mômen lần lượt tương 
ứng với các nút được tháo chốt. 
 Với ví dụ trên quá trình được thực hiện như sau: 
 Chu trình 1: 
 - Tháo chốt nút B: 
       + Mômen không cân bằng: 

*
BM = -2,25 + 0,9 = -1,35(T.m). 

 + Mômen phân phối: Mômen truyền: 
 MBA = (-0,36).(-1,35) = 0,486(T.m) MAB = 0.   

 MBC = (-0,64).(-1,35) = 0,864(T.m) 432,0864,0.
2
1

==CBM  

 - Chốt nút B, tháo chốt nút C: 
       + Mômen không cân bằng: 

*
CM = -0,9 + 1 + 0,432 = 0,532(T.m). 

 + Mômen phân phối: Mômen truyền: 
 MCB = (-0,571).0,532) = -0,3037(T.m) MBC = -0,1519(T.m) 
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 MCD = (-0,429).0,532 = -0,2282(T.m) MDC = -0,1141(T.m) 
 - Chốt nút C, tháo chốt nút D: 
       + Mômen không cân bằng: 

*
DM = -1 + 0,35 - 0,1141 = 0,2359(T.m). 

 + Mômen phân phối: Mômen truyền: 
 MDC = (-0,5).0,2359) = -0,1179(T.m) MCD = -0,0589(T.m) 
 MDE = (-0,5).0,2359 = -0,1179 (T.m) MED = 0. 
 Chu trình 2: 
 - Tháo chốt nút B: 
 + Mômen không cân bằng: 
       *

BM = -0,1519(T.m). 
 * Nhận xét: Khi tháo chốt ở các nút trong chu kỳ thứ (i) nào đó thì nguyên 
nhân làm cho nút không cân bằng là các mômen truyền từ các nút khác tới trong 
chu trình thứ (i-1) chứ không phải do mômen phân phối. 
 + Mômen phân phối: Mômen truyền: 
 MBA = (-0,36).(-0,1519) = 0,0546(T.m) MAB = 0.   
 MBC = (-0,64).(-0,1519) = 0,0972(T.m) MCB = 0,0486(T.m) 
 - Chốt nút B, tháo chốt nút C: 
       + Mômen không cân bằng: 

*
CM = 0,0486 - 0,0589 = -0,0103(T.m). 

 + Mômen phân phối: Mômen truyền: 
 MCB = (-0,571).(-0,0103) = 0,0058(T.m) MBC = 0,0029(T.m) 
 MCD = (-0,429).(-0,0103) = 0,0044(T.m) MDC = 0,0022(T.m) 
 - Chốt nút C, tháo chốt nút D: 
       + Mômen không cân bằng: 

*
DM = 0,0022(T.m). 

 + Mômen phân phối: Mômen truyền: 

 MDC = (-0,5).0,0022= -0,0011(T.m)        MCD =
2
1 .(-0,0011) = -0,0005(T.m) 

 MDE = (-0,5).0,0022= -0,0011 (T.m) MED = 0. 
 Chu trình 3: 
 - Tháo chốt nút B 
       + Mômen không cân bằng: 

*
BM = 0,0029(T.m). 

 + Mômen phân phối: Mômen truyền: 
 MBA = -0,36.0,0029 = -0,0010(T.m) MAB = 0.   
 MBC = -0,64.0,0029 = -0,0018(T.m) MCB = -0,0009(T.m) 
 - Chốt nút B, tháo chốt nút C: 
       + Mômen không cân bằng: 

*
CM = -0,0009 - 0,0005 = -0,0014(T.m). 

 + Mômen phân phối: Mômen truyền: 
 MCB = (-0,571).(-0,0014) = 0,0008(T.m) MBC = 0,0004(T.m) 
 MCD = (-0,429).(-0,0014) = 0,0006(T.m) MDC = 0,0003(T.m) 
 - Chốt nút C, tháo chốt nút D: 
       + Mômen không cân bằng: 
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*
DM = 0,0003(T.m). 

 + Mômen phân phối: Mômen truyền: 
 MDC = (-0,5).0,0003= -0,00015(T.m) MCD = -0,00007(T.m) 
 MDE = (-0,5).0,0003= -0,00015(T.m) MDC = 0. 
 Các mômen phân phối đã khá nhỏ, ta có thể dùng quá trình tại đây. Kết quả 
tính toán ta thể hiện trên bảng (B.9.1.2). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Nút 
(Ngàm) A B C D E 

Đầu AB BA BC CB CD DC DE ED 
γ  0,36 0,64 0,571 0,429 0,5 0,5  

M*  -2,25 0,9 -0,9 1 -1 1,35  
B 0 0,486 0,864 0,432     
C   -0,1519 -0,3037 -0,2282 -0,1141   
D     -0,0589 -0,1179 0,1179 0 
B 0 0,05476 -0,0972 0,0486     
C   0,0029 0,0058 0,0044 0,0022   
D     -0,0005 -0,0011 -0,0011 0 
B 0 -0,0010 -0,0018 -0,0009     
C   0,0004 0,0008 0,0006 0,0003   
D     -0,00007 -0,00015 -0,00015 0 

Mcc 0 -1,7102 1,7108 -0,7174 0,7173 -1,230 1,230 0 
B.9.1.2 Bảng phân phối mômen. 

 

 Mômen uốn tại các đầu thanh trong hệ ban đầu sẽ bằng mômen uốn trong hệ 
có các nút bị chốt ghi ở hàng thứ 4 trên bảng cộng với mômen uốn trong hệ chịu các 
mômen nút cứng đặt tại nút cứng là tổng cá giá trị ghi từ hàng thứ 5 trở xuống. 
 

 5. Vẽ biểu đồ nội lực: 
 Sau khi đã biết mômen uốn tại các đầu thanh ta vẽ được biểu đồ (M) theo 
cách đã biết như phương pháp treo biểu đồ chẳng hạn (H.9.1.6b). 
 

 6. Kiểm tra cân bằng nút: 
 Nút B: -1,7102 + 1,7108 = 0,0006 ≈ 0. 
 Nút C: -0,7174 + 0,7173 = -0,0001 ≈ 0. 

3m
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B DC
E
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q = 1,2T/m
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1,35 2
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M

H.9.1.6b
(T.m)
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 Nút D: -0,1230 + 0,1230 = 0. 
 * Chú ý: 
 - Ta luôn kiểm tra kết quả trong quá trình tính toán: 
       + Tổng hệ số phân phối xung quanh một nút bằng đơn vị. 
       + Tổng mômen phân phối bằng mômen nút cứng nhưng trái dấu. 
 

 - Theo kinh nghiệm, ta nên tháo chốt nút có mômen không cân bằng lớn nhất 
làm nút khởi đầu. 
 

 - Trong trường hợp hệ chịu tác dụng của sự thay đổi nhiệt độ hay chuyển vị 
cưỡng bức của các gối tựa, cũng tính tương tự với cách tính trên, riêng ở bước xác 
định mômen nút cứng M*, ta thực hiện giống như lúc vẽ biểu đồ )( o

ZM , )( o
tM của 

phương pháp chuyển vị. 
 

 V. Tính hệ có nút chuyển vị thẳng: 
 Để đơn giản, ta đi tìm hiểu cách tính hệ trên hình (H.9.1.7a).Tuy nhiên, cách 
lập luận vẫn tổng quát, áp dụng cho hệ bất kỳ. 
 

 Đưa hệ đã cho về hệ có nút không chuyển vị thẳng bằng cách đặt thêm hai 
liên kết thanh vào ngang mức 
hai tầng (H.9.1.7b). 
 Để hệ mới làm việc 
giống hệ ban đầu, ta cần gây ra 
các chuyển vị cưỡng bức ∆1, 
∆2 tương ứng với vị trí và 
phương của liên kết thanh mới 
thêm vào và thiết lập điều kiện 
phản lực trong các liên kết 
thanh này bằng không: R1 = 0; 
R2 = 0.(*). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 Áp dụng nguyên lý cộng tác dụng, ta đưa hệ trên hình (H.9.1.7b) về ba hệ 
thành phần: 
 - Hệ có nút không chuyển vị thẳng và chịu tải trọng (H.9.1.7c). 
 - Hệ có nút không chuyển vị thẳng, không chịu tải trọng nhưng tại liên kết 
đặt thêm vào tại tầng một chịu chuyển vị cưỡng bức ∆1(H.9.1.7d). 
 - Hệ có nút không chuyển vị thẳng, không chịu tải trọng, nhưng tại liên kết 
đặt thêm vào tầng hai chịu chuyển vị cưỡng bức ∆2 (H.9.1.7e). 
 Viết lại điều kiện (*): 

∆ 2

∆ 1=

H.9.1.7a H.9.1.7b

H.9.1.7c

∆ 1

H.9.1.7d

∆ 2

H.9.1.7e

= + +
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 Trong đó: 
 RkP: phản lực tại liên kết k đặt thêm vào do tải trọng gây ra trong hệ có nút 
không chuyển vị thẳng. 

mkR ∆ : phản lực tại liên kết k thêm vào do chuyển vị cưỡng bức tại liên kết m 
có giá trị bằng ∆m gây ra. 

Mặc khác, các chuyển vị ∆m là chưa biết, để thuận lợi cho việc tính toán, ta 
biểu thị: 
  ∆m = km.δm 
 δm: chuyển vị tại liên kết m, δm có thể chọn tuỳ ý (thường chọn bằng đơn vị), 
còn km chưa biết giữ vai trò ẩn số. 
 Nếu gọi rkm là phản lực tại liên kết k do δm gây ra thì Rk∆m = rkm.km. 
 Thay vào hệ phương trình trên ta được: 
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 Biểu đồ mômen cuối cùng trong hệ: 
  )..().()()()()()( 221121 MkMkMMMMM PP ++=++= ∆∆  
 

- )( mM là biểu đồ mômen uốn do chuyển vị δm gây ra trên hệ có nút không 
chuyển vị thẳng; )( o

PM là biểu đồ mômen uốn do tải trọng gây ra trên hệ có nút 
không chuyển vị thẳng. 
 + Biểu đồ (MP) ta dễ dàng vẽ được theo hệ có nút không có chuyển vị thẳng 
và chỉ chịu tải trọng như ở phần phương pháp chuyển vị. 
 + Biểu đồ )( mM  cũng thực hiện như vẽ biểu đồ (MP) nhưng ở đây nguyên 
nhân tác dụng là chuyển vị cưỡng bức là δm. 
 

  Vấn đề còn lại là đi xác định k1, k2. Cách thực hiện như sau: 
 - Sau khi vẽ được biểu đồ (MP), )( mM , ta sẽ xác định được rkm, RkP bằng cách 
thực hiện mặt cắt, tách ra một hệ và xét cân bằng như lúc xác định các hệ số của 
phương pháp chuyển vị tại liên kết thanh đặt thêm vào. Sau đó giải hệ trên ta sẽ 
được k1, k2. 
 

 Trong trường hợp tổng quát, hệ có n nút chuyển vị độc lập: 
 - Phương trình thứ i của hệ xác định các ki: 
  .,1;0..........2211 11

nikrkrkrR niniiiP ==++  
 - Và .)....(..........).()()( 11 nnP kMkMMM ++=  
 * Chú ý: 
 - Trường hợp hệ có thanh đứng không song song hay chịu tác dụng của 
nguyên nhân biến thiên nhiệt độ, chuyển vị cưỡng bức của các gối tựa, nguyên tắc 
tính toán vẫn không thay đổi. Tuy nhiên, cần chú ý vận dụng sơ đồ chuyển vị hay 
giản đồ Williot khi xác định các mômen nút cứng. 
 - Nếu chọn δk = δm thì rkm = rmk. 
 Ví dụ : Vẽ biểu đồ nội lực của hệ cho trên hình (H.9.1.8a). Cho biết độ cứng 
trong các thanh đứng là EJ, trong các thanh ngang là 2EJ. 
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4m

4m

H.9.1.8a

B

ED

A

4m

F

C

q = 2,4T/m 

 1. Xác định độ cứng đơn vị quy 
ước của các thanh:  

  
4
JERRR CFBEAD === ;

  .
2
J

4
J2

F
EERR EDE ===   

 2. Xác định hệ số phân phối: 
  Nút D: 

 3333,0

4
J

2
EJ

4
EJ

=
+

= EDAγ ;

 .6666,0

4
J

2
EJ

2
EJ

=
+

= EDEγ        

  Nút E: 
                   

 4,0

2
EJ

4
J

2
EJ

2
EJ

=
++

= EEDγ ; 4,0

2
EJ

4
J

2
EJ

2
EJ

F =
++

= EEγ ; .2,0

2
EJ

4
J

2
EJ

4
EJ

=
++

= EEBγ       

  

  Nút F: 3333,0

4
J

2
EJ

4
EJ

=
+

= EFCγ ; .6666,0

4
J

2
EJ

2
EJ

FE =
+

= Eγ      

 3. Tính hệ có nút không chuyển vị thẳng chịu tải trọng. (H.9.1.8b) 
 - Xác định mômen nút cứng: 

  )..(2,3
12

4.4,2
12

22
** mTqlMM EDDE ===−=  

- Lập bảng phân phối mômen (B.9.1.3) 
 - Dựa vào kết quả của bảng tính, ta có thể vẽ được ( o

PM ). 
 - Xác định phản lực R1P: Thực hiện cắt ra khỏi hệ 1 phần như trên hình vẽ 
(H.9.1.8c). Lực cắt tại các đầu thanh bị cắt được suy ra từ biểu đồ mômen ( o

PM ).  
  → R1P = 0,367 – 0,522 – 0,122 = -0,277. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

H.9.1.8c

q = 2,4T/m

R1P

0,1220,3670,522

q = 2,4T/m

C

F

A

D E

B

H.9.1.8b
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Nút 
(Ngàm) A B D E F C 

Đầu 
thanh AD BE DA DE ED EB EF FE FC CF 

γ   0,3333 0,666 0,4 0,2 0,4 0,6666 0,3333  
M*    3,2 -3,2      
D -0,533  -1,066 -2,133 -1,066      
E  0,426  0,853 1,706 0,853 1,706 0,853   
F       -0,284 -0,568 -0,284 -0,142
D -0,142  -0,284 -0,568 -0,284      
E  0,056  0,113 0,227 0,113 0,227 0,113   
F       -0,037 -0,075 -0,037 -0,018
D -0,018  -0,037 -0,075 -0,037      
E  0,007  0,014 0,029 0,014 0,029 0,014   
F       -0,004 -0,009 -0,004 -0,002
D -0,022  -0,004 -0,009 -0,004      

Mcc -0,695 0,489 -1,395 1,395 -2,629 0,98 1,637 0,328 -0,325 -0,162
 

B.9.1.3 Bảng phân phối mômen do tải trọng 
 4. Tính hệ có nút không chuyển vị thẳng chịu chuyển vị cưỡng bức: 
 - Hệ số phân phối và hệ số truyền đã xác định ở mục 3. 
 - Xác định mômen nút cứng: 
 Chốt tất cả các nút và tra bảng cho các phần tử chịu chuyển vị cưỡng bức 
(H.9.1.8d): 

  12
*** .

l
6EJ δ=== FCEBDA MMM  

 Nếu chọn δ = 
J6

2

E
l  thì 1*** === FCEBDA MMM  

 Suy ra được: 2/1*** === CFBEAD MMM . 
- Lập bảng phân phối mômen (B.9.1.4) 

 - Dựa vào kết quả của bảng tính, ta có thể vẽ được ( 1M ). 
 - Xác định phản lực r11: 
 Thực hiện cắt ra khỏi hệ 1 phần như trên hình vẽ (H.9.1.8d). Lực cắt tại các 
đầu thanh bị cắt được suy ra từ biểu đồ mômen ( 1M ).  
 → r11 = 0,261 + 0,345 + 0,251 = 0,857. 
 5. Thay tất cả vào phương trình xác định k: 
  r11k1 + R1P = 0 → 0,877.k1 - 0,277 = 0 → k1 = 0,323. 
 
 
 
 
 
 
 
 

δ 1

H.9.1.8d
0,261 0,345 0,251

r11

H.9.1.8e
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Nút 
(Ngàm) A B D E F C 

Đầu 
thanh AD BE DA DE ED EB EF FE FC CF 

γ   0,333 0,666 0,4 0,2 0,4 0,666 0,333  
M* 0,5 0,5 1   1   1 0,5 
D -0,166  -0,333 -0,666 -0,333      
E  -0,066  -0,133 -0,266 -0,133 -0,266 -0,133   
F        -0,577 -0,288 -0,144 
D 0,022  0,044 0,088 0,044      
E  0,024  0,048 0,097 0,048 0,097 0,048   
F       -0,015 -0,031 -0,015 -0,007 
D -0,008  -0,015 -0,031 -0,015      
E  0,003  0,006 0,012 0,006 0,012 0,006   
F       -0,002 -0,004 -0,002 -0,001 

Mcc 0,348 0,461 0,696 -0,688 -0,461 0,921 -0,462 -0,687 0,659 0,348 
B.9.1.4 Bảng phân phối mômen do δ1 

 

 6. Xác định mômen uốn tại các đầu thanh của hệ ban đầu: 
 

Đầu 
thanh AD BE DA DE ED EB EF FE FC CF 

o
PM  -0,695 0,489 -1,395 1,395 -2,629 0,98 1,637 0,328 -0,325 -0,162 

1M  0,348 0,461 0,696 -0,688 -0,461 0,921 -0,462 -0,687 0,659 0,348 
1M .k1 0,112 0,149 0,225 -0,222 -0,149 0,297 -0,149 -0,222 0,213 0,112 

Mcc -0,583 0,638 -1,170 1,173 -2,778 1,277 1,488 0,106 -0,112 -0,50 
B.9.1.5 Bảng xác định mômen trên hệ. 

 Sau khi đã xác định được mômen 
uốn tại các đầu thanh, ta có thể vẽ được 
biểu đồ (M). Xem hình (H.9.1.8f). 
 

 Sau khi đã vẽ được biểu đồ (M), 
tiến hành biểu đồ lực cắt (Q) và lực dọc 
theo nguyên tắc đã biết. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

H.9.1.8f

4,8

1,17

0,583
0,638

2,778
1,488

1,277

0,50

0,122

(T.m)
M
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           MA = -ξ(1 - ξ)2l;  MB = -ξ2(1 - ξ)l 
           rA = (1 - ξ)2(1 + 2ξ);  rB = ξ2(3 - 2ξ)l 
           Mk = (1 - ξ)2[η(1 + 2ξ) - ξ]l  khi η ≤ ξ 
           Mk = ξ2[(1 - η)(3 - 2ξ) – (1 - ξ)]l khi η ≥ ξ 
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Chương 1 
 

LÝ  THUYẾT ĐÀN HỒI 
Tóm tắt 

Phương trình cân bằng: 
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trong đó  X, Y, Z – lực khối. 

Phương trình biến dạng: 
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 Điều kiện tương  hợp (liên tục): 

⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

∂∂
∂

=
∂
∂

+
∂
∂

∂∂

∂
=

∂
∂

+
∂

∂
∂∂

∂
=

∂

∂
+

∂
∂

zxzx

zyyz

yxxy

xzxz

yzzy

xyyx

γεε

γεε

γεε

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

 và   

⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
−

∂
∂

+
∂

∂

∂
∂

=
∂∂

∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
+

∂
∂

−
∂

∂

∂
∂

=
∂∂

∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
+

∂
∂

+
∂

∂
−

∂
∂

=
∂∂

∂

zyxzyx

zyxyzx

zyxxzy

xyxzyzz

xyxzyzy

xyxzyzx

γγγε

γγγε

γγγε

2

2

2

2

2

2

    (1.3) 

Công thức chuyển của tensor ứng suất. Nếu ký hiệu  ma trận các cosin góc giữa hai hệ trục là 
[c],  tensor  ứng suất điểm trong hệ tọa độ Oxyz là [σ], tensor ứng suất trong hệ tọa độ mới [σ∗] tính  
theo công thức: 

[ ] [ ][ ][ ]Tcc σσ =*          (1.4) 
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với   [ ] [ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

zyzxz

yzyxy

xzxyx

zzzyzx

yzyyyx

xzxyxx

ccc
ccc
ccc

c
σττ
τστ
ττσ

σ;

***

***

***

 

Ứng suất chính  xác định từ  phương trình: 

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

=−++
=+−+
=++−

0)(
0)(
0)(

mlk
mlk
mlk

zyzxz

zyyxy

zxyxx

σσττ
τσστ
ττσσ

        (1.5) 

hoặc dưới dạng ma trận: 

}0{=
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−

m
l
k

zzyzx

yzyyx

xzxyx

σσττ
τσστ
ττσσ

      (1.6) 

trong đó tổng bình phương các cosin bằng đơn vị  k2  + l 2  + m2  = 1. Lời giải  hệ phương 
trình: 

σ3  - σ2J1 +  σJ2 – J3  =  0.        (1.7) 

trong đó J1 = σx  + σy  + σz        

J2 = σyσz + σzσx + σxσy - τyx
2 - τzx

2 -  τxy
2       (1.8) 

J3  =   σxσyσz  +   2τxyτyzτxz   -  τxy
2σz  -  τyz

2σx  -  τzx
2σy      (1.9) 

Các đại lượng J1,  J2,  J3  được gọi bất biến thứ nhất, bất biến thứ hai, và bất biến thứ ba của 
tenso ứng suất. 

Trường hợp ứng suất  phẳng, trong hệ tọa độ xOy ứng suất chính tính theo công thức: 

22
4
1

2,1 )(
2 xyyx

yx τσσ
σσ

σ +−±
+

=       (1.10) 

Hướng trục ứng suất chính tính từ  công thức: 

yx

xy
ntg

σσ
τ

θ
−

=
2

2          (1.11) 

Ứng suất cắt lớn nhất: 

2
21

minmax,
σσ

τ
−

±=            (1.12) 

xy

yx
stg

τ
σσ

θ
−

= 22          (1.13) 

Vòng tròn Mohr xây dựng  từ phương trình: 
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2
2

2

22 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
− yxyx σσ

τ
σσ

σ        (1.14) 

Định luật Hooke áp dụng cho vật liệu đẳng hướng với mô đun đàn hồi E, hệ số Poisson ν. 

( )[ ]
( )[ ]
( )[ ]

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪

⎬

⎫

+−=

+−=

+−=

yxzz

zxyy

zyxx

E

E

E

σσνσε

σσνσε

σσνσε

1

1

1

  và    

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪

⎬

⎫

=

=

=

zxzx

yzyz

xyxy

G

G

G

τγ

τγ

τγ

1

1

1

       (1.15) 

trong đó   
)1(2 ν+

=
EG            (1.16) 

Nếu ký hiệu:  zyxe εεε ++=   có thể viết: 

( )( )

( )( )

( )( ) ⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

+
+

−+
=

+
+

−+
=

+
+

−+
=

zz

yy

xx

EeE

EeE

EeE

ε
ννν

νσ

ε
ννν

νσ

ε
ννν

νσ

1211

1211

1211

          (1.17) 

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

+=
+=
+=

zz

yy

xx

Ge
Ge
Ge

ελσ
ελσ
ελσ

2
2
2

           (1.18) 

trong đó   ( )( )νν
νλ

211 −+
=

E  mang tên gọi hằng số Lamé. 

Hàm ứng suất Airy Φ(x,y) :   ∇4Φ(x,y) =  0. 

;;;
2

2

2

2

2

yxyx xyyx ∂∂
Φ∂

−=
∂
Φ∂

=
∂
Φ∂

= τσσ  

Ví dụ 1: Thành lập hàm ứng suất cho dầm dài L, hình 1.1, mặt cắt ngang hình chữ nhật cạnh đứng 2c, 
chiều rộng b,  chịu tác động tải phân bố đều q = const. 

Điều kiện biên như sau: 

a)  Tại x = 0: 

σx  =  0;    τxy  = 0. 

b)  Tại x = L:     

q

   
Hình 1.1 



 7

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

=

=

=

∫

∫

∫

−

−

−

2
2
1

0

qLybdy

bdy

qLbdy

c

c
x

c

c
x

c

c
xy

σ

σ

τ

 

c)  Tại y = c: 

0; =−= xyy b
q τσ  

d)  Tại y = -c: 

σy  =  0;    τxy  = 0. 

Những nhận xét ban đầu:   

-  Điều kiện đầu tiên của  a) trong trường hợp cụ thể  không thể thỏa mãn.  

-  Từ tính chất đối xứng của mặt cắt ngang và  
b
q

y −=σ   tại y = c và  σy  =  0 tại y = -c, có 

thể rút ra σy sẽ là hàm lẻ của y. 

-  Hàm  σx  cũng là hàm lẻ của y. 

Hàm Airy nên  viết dưới dạng: 

Φ = Axy  +Bx2  + Cx2y + Dy3 +Exy3 +Fx2y3 +Gy5 

Có thể  thấy rằng:    ∇4Φ(x,y) =  24Fy  + 120Gy = 0. 

Từ phương trình cuối  suy ra   F = -5G. 

Ứng suất tính theo công thức sau: 

32
2

2

203066 GyyGxExyDy
xx +−+=
∂
Φ∂

=σ  

3
2

2

1022 GyCyB
yy ++=
∂
Φ∂

=σ  

)3032( 22
2

GxyEyCxA
yxxy −++−=
∂∂
Φ∂

−=τ  

Từ công thức tính  τxy  có thể viết: 

Thỏa mãn điều kiện τxy  = 0  tại  x  = 0:  A + 3Ey2  = 0, từ đó  A = E = 0. 

Thoả mãn τxy  = 0   tại y = ±c  có thể thấy: 

0  =  -(2Cx  - 30Gc2x),  hay là   C = 15Gc2. 

Giải phương trình xác định  σy, thỏa mãn điều kiện biên cho phép xác định B, G: 



 8

333 20210302 GcBGcGcB
b
q

+=−+=−  

333 202103020 GcBGcGcB −=+−=  

Từ  đó có thể nhận được: 

340
;

4 bc
qG

b
qB −=−=  

Biết rằng momen quán tính mặt cắt  ngang tính bằng 3
3
2 bcI = , biểu thức  của B và G sẽ có dạng: 

I
qG

I
qcB

60
;

6

3

−=−=  

Hằng C tính theo G sẽ là:  C = 15Gc2  =  - (qc2)/(4I) 

Từ phương trình xác định σx  có thể viết: 

3232

32
6203066 y

I
qyx

I
qDyGyyGxExyDyx −+=+−+=σ  

Thay biểu thức  cuối vào điều kiện  biên tại  x = L có thể thấy: 

232

2
1

32
6 qLybdyy

I
qyx

I
qDy

c

c

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+∫

+

−

 

Từ đó có thể viết:   D =  
I

qc
30

2

 

Trường ứng suất  có dạng sau: 

( )
( )

( )
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪

⎬

⎫

−=

−+−=

−+=

22

323

322

2

32
6

3
25

10

ycx
I

q

yycc
I

q

y
I

qycx
I

q

xy

y

x

τ

σ

σ

 

Ví dụ 2:  Phương trình chuyển vị  dầm trình bày tại hình 1.2  có dạng: 

( )
( )[ ]⎪

⎭

⎪
⎬

⎫

−−−−=

−−=

xLyxLx
EJ
Pyx

yxLx
EJ
Pyyxu

222

22

33
6

),(

36
6

),(

υ

υ

v
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Y

X

 
Hình  1.2 

Xác định chuyển vị  điểm tại trục  y = 0 và xác định trường ứng suất. 

Chuyển vị theo phương thẳng đứng tại y = 0: 

( ) ( )xL
EJ

PxxLx
EJ
Px −−=−−= 3

6
3

6
)0,(

2
32v  

Góc xoay  dầm tính theo công thức ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

=
y
u

xxy
v

2
1θ , mang dạng sau: 

( ) ( ) ( )222222 336
6

336
6

336
62

1 yxLx
EJ
PyxLx

EJ
PyxLx

EJ
P

xy υυυθ −−−=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −−−−−−=  

Tại y = 0 góc xoay sẽ là: 

( )236
6

)0,( xLx
EJ
Pxxy −−=θ  

Biến dạng trong dầm tính theo: 

( ) ( )yxL
EJ
P

y
yxL

EJ
P

x
u

yx −−=
∂
∂

=−=
∂
∂

=
υεε v;  

( ) ( ) 0336
6

336
6

2222 =−−+−−−

=
∂
∂

+
∂
∂

=

yxLx
EJ
PyxLx

EJ
P

y
u

xxy

υυ

γ v

 

Trường ứng suất tính theo cách sau: 

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

=

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −+−−

−
=

−=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−−

−
=

0

0)()(
1

)()()(
1

2

2

2

xy

y

x

yxL
EJ
PyxL

EJ
PE

yxL
J
PyxL

EJ
PyxL

EJ
PE

τ

υυ
υ

σ

υ
υ

σ
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Ví dụ 3: Sử dụng phương trình cân bằng trong “lý thuyết đàn hồi” thành lập hàm ứng suất σy , τxy 
dầm, tiết diện dầm hình chữ nhật  2c x b, trong đó b – chiều rộng dầm, 2c – chiều cao dầm, chịu tải 
trọng phân bố đều  cường độ q(x) = const. 

Ứng suất σx tính tại  mặt cắt bất kỳ   
của dầm, tại vị trí x, tính theo công thức: 

y
J

xM
x

)(
=σ         (a) 

trong đó   M = 2
2
1 qx−                   (b)       

        Hình  1.3 

       Hình 1.3 

Nếu bỏ qua trọng lượng bản thân, lực khối dầm sẽ không được nhắc tới. Từ phương trình cân 
bằng  đầy đủ: 

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

=+
∂

∂
+

∂

∂

=+
∂

∂
+

∂
∂

0

0

By
yxy

Bx
xyx

f
yx

f
yx
στ

τσ

 có thể viết:        (c) 

xy
J
q

y
xy −=

∂

∂τ
           (d) 

Tiến hành tích phân phương trình đạo hàm riêng  này  sẽ nhận được: 

)(
2

'2 xfxy
J

q
xy =−=τ              (e) 

Để ý rằng, trường hợp không có ứng suất cắt tại mép trên  và mép dưới của dầm, τxy  =  0 tại 
y = c và  y = -c, hàm f(x) sẽ phải là: 

x
J

qcxf
2

)(
2

=            (f) 

Từ  đây có thể viết:  )(
2

'22 ycx
J

q
xy −−=τ           (g) 

Từ phương trình thứ hai của (c )  vớ FBy  = 0   có thể viết: 

)(
2

22 yc
J

q
y

y −−=
∂

∂σ
  

Sau tích phân có thể nhận được: 

)()3(
6

22 xFycy
J

q
y +−−=σ         (h) 

Điều kiện biên  tại  y = c: b
q

y −=σ . Momen quán tính  qua trục trung hòa mang giá trị    J = 12
)2( 3cb . 

Từ đây xác định F(x) = 
J

qc
3

3

−  

q
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Hàm σy giờ có thể viết: 

( )323 32
6

yycc
J

q
y −+−=σ  

Ví dụ 4: Dùng phương trình từ  điều kiện  tương hợp (liên tục)  xác định chuyển vị trong mặt phẳng 
xOy dầm  công xôn nêu tại ví dụ 2.  Mặt cắt dầm trong trường hợp này là hình  chữ nhật, dày, độ 
cứng EJ, hệ số Poisson ν. 

Y

X

 
Hình  1.4 

Momen uốn dầm tính theo công thức: 

M = -P(L – x)   0 < x < L         (a) 

Các hàm ứng suất tính theo công thức quen thuộc sau: 

)( xLy
J
Py

J
M

x −=−=σ          (b) 

σy  =   0; 

τxy  = 0. 

Từ định luật Hooke có thể viết  các phương trình biến dạng: 

( ) )(1 xLy
EJ
P

E yxx −=−= νσσε  

( ) )(1 xLy
EJ
P

E xyy −−=−=
ννσσε  

0)1(2
=

+
= xyxy E

τνγ           (c) 

Quan hệ biến dạng - chuyển vị  cho phép viết: 

)( xLy
EJ
P

x
u

x −==
∂
∂ ε  

)( xLy
EJ
P

y y −−==
∂
∂ νεv          (d) 
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Tiến hành tích phân hai phương trình đạo hàm riêng  dạng (d) có thể nhận được: 

)()2(
2

yfxLxy
EJ
Pu +−=  

)()(
2

2 xFxLy
EJ
P

+−−=
ν

v  

Hàm f(y) là hàm chỉ của y, hàm F(x) chỉ của x.  

Sau tích phân, tiến hành thay vào hàm biến dạng góc  
y
u

xxy ∂
∂

+
∂
∂

=
vγ  chúng ta có thể viết: 

y
yfxLx

EJ
P

x
xFy

EJ
P

y
u

xxy ∂
∂

+−+
∂

∂
+=

∂
∂

+
∂
∂

=
)()2(

2
)(

2
2νγ v  

Thay biểu thức cuối vào (c )  sẽ nhận được phương trình: 

2

2
)()2(

2
)( y

EJ
P

y
yfxLx

EJ
P

x
xF ν

−
∂

∂
=−+

∂
∂        (e) 

Phương trình (e) chỉ  thỏa mãn khi cả hai vế  là const, vídụ  cả hai bằng C1. 

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

−=−
∂

∂

=−+
∂

∂

1
2

1

2
)(

)2(
2

)(

Cy
EJ
P

y
yf

CxLx
EJ
P

x
xF

ν  

Giải hệ phương trình này có thể viết: 

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

+−−=

++−−=

31

3

21
2

6
)(

)3(
6

)(

CyC
EJ

Pyyf

CxCxLx
EJ
PxF

ν
       (f) 

Hàm u và v giờ đây có dạng: 

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

++−−−−=

+−−−=

21
2

2

31
3

)3(
6

)(
6

6
)2(

2

CxCxLx
EJ
PxL

EJ
Py

CyCy
EJ
PxLxy

EJ
Pu

ν

ν

v
      (g) 

Thỏa mãn điều kiện biên sau đây:  tại x  =  y  = 0:  u  =  v  =  θxy  = 0, các hằng số phải là  C1 
= C2 = C3 = 0. Từ đó có thể viết: 

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

−−−=

−−=

)3(
6

)(

)2(
2

22

3

xLx
EJ
PxLy

y
eEJ

PxLxy
EJ
Pu

2EJ
P

-v
ν

ν
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Ví dụ 5:  Cho trước thép tròn đường kính  φ16mm, chịu  lực kéo dọc trục P = 40kN. Lực P gây ứng 
suất cắt  τ  tại mặt cắt ab, giá trị của τ  bằng  60% ứng suất pháp σ tại mặt ab  đó. Xác định góc 
nghiêng mặt ab. 

Lời giải: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                            Hình 1.5 

Ứng  suất pháp tính tại tiết diện trục thép tròn: 

MPa
d

P 200
4/16.

40000
4/ 220 ===

ππ
σ  

Ứng suất  tính tại mặt cắt xiên   ab: 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

=

=

α
σ

τ

ασσ

2sin
2

cos
0

2
0

 

Từ điều kiện đề ra   τ  =  0,6σ hay là  σ0sinαcosα  =  0,6 σ0 cos2α  có thể viết: 

6,0
cos
sin

== α
α
α tg  

Từ đó   có thể xác định  α  = 31°. 
Ví dụ 6:  Trạng thái ứng suất tại điểm P biểu diễn bằng tensor ứng suất: 

MPaij

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−

−
=

3507
0107
7714

σ . 

Xác định ứng suất pháp và ứng suất tiếp tại mặt qua điểm, song song với mặt miêu tả bằng 
phương trình   2x  -  y  +3z  = 9. 

Lời giải: 

Cosin pháp tuyến  mặt 2x  -  y  +3z  - 9 = 0  tính  như sau: 
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⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

=
+−+

=

−
=

+−+

−
=

=
+−+

=

14
3

3)1(2
3

14
1

3)1(2
)1(

14
2

3)1(2
2

222

222

222

m

l

k

        (a) 

Ứng suất pháp tính theo công thức: 

mklmklmlk zxyzxyzyx τττσσσσ 222222 +++++=        (b) 

trong đó, từ tensor ứng suất  đọc được  σx =   14,  σy  = 10, σz  = 35;  τxy  =  7,  τzx  =  -7,  τyz = 0.  Kết 
quả ứng suất pháp, tính theo (b) sẽ là   σ  =   19,21 MPa. 

Ứng suất tiếp tính theo công thức: 

( ) ( ) ( ) 22222 σστττστττστ −++++++++= mlkmlkmlk zyzzxzxyxyzxxyx         (c) 

Sau khi thay các giá trị ứng suất và k, l, m vào vế phải phương trình (c), ứng suất tiếp được  
tính như sau: 

τ =  14,95MPa. 

Ví dụ 7:  Trạng thái ứng suất tại điểm P, ghi trong hệ tọa độ Oxyz  như sau: 

MPaij

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−

−−
=

522
246
268

σ  

Tính trạng thái ứng suất này trong hệ tọa độ Ox’y’z’, qua hai bước:lần đầu trục Oz xoay góc θ  
= 45°, sau đó hệ trục vừa hình thành xoay  quay trục Ox góc φ  = 30°. 

Lời giải: 

Sau lần xoay quanh trục Oz, hệ  tọa độ  mới có mối liên hệ với hệ tọa độ Oxyz theo quan hệ: 

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−=

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

z
y
x

z
y
x

100
0cossin
0sincos

"
"
"

θθ
θθ

, với   θ  = 45° 

Lần  xoay hệ  trục sau thể hiện bằng quan hệ: 

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

"
"
"

cossin0
sincos0

001

'
'
'

z
y
x

z
y
x

φφ
φφ , với   φ  = 30° 

Từ đó: 
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[ ]{ }XC
z
y
x

z
y
x

x=
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−=

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

φφφφφ
φφφφφ

θφ

cossincossinsin
sincoscoscossin

0sincos

'
'
'

, 

Công thức tính chuyển ứng suất từ hệ tọa độ Oxyz sang hệ tọa độ O’x’y’z’ có dạng: 
[ ] T

xijxij CC ][' σσ =  

Sau khi thay    θ  = 45°,    φ  = 30° các thành phần  ma trận [Cx] tính như sau: 

[ ]
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
−=

2
3

4
2

4
2

2
1

4
6

4
6

2
2

2
2 0

xC  

Các thành phần ứng suất  điểm đang xét trong hệ tọa độ  O’x’y’z’ sẽ là: 

MPa

x

4
2
20)2(2

0
2
222

2
2

2
26205

2
2.4

2
2.8

22

'

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
××−×+

+×⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
×+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
×+×−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=σ

 

MPaxx

xxyx

20,5
4
60

2
1

2
22

4
60

2
1

2
22

4
6

2
2

4
6

2
26

2
10)5(

4
6

2
24

4
6

2
28''

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=τ

 

MPaxx

xxxz

3
4
20

2
3

2
22

4
20

2
3

2
22

4
2

2
2

4
2

2
26

2
30)5(

4
2

2
24

4
2

2
28''

−=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=τ

MPa

y

8,4
2
1

4
6)2(2

2
1

4
6)2(2

4
6

4
662

2
15

4
6.4

4
6.8

222

'

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−×−×+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
×−×+

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−×+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛×−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=σ
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MPa

xzy

71,2
4
2

2
1

4
6

2
32

4
2

2
1

2
3

4
62

4
6

4
2

4
6

4
26

2
3

2
1)5(

4
6

2
24

4
6

4
28''

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+×−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=τ

MPa

z

2,8
4
3

4
2)2(2

4
3

4
222

4
2

4
262

2
3

2
35

4
2.4

4
2.8

22

'

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
×−×+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−××+

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
×+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
×−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=σ

 

Kết quả tính như sau: 

MPaij

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−−
−

−
=

2,87,23
7,28,42,5
32,54

'σ  

Ví dụ 8:  Xác định trục chính và ứng suất chính phần tử  chiïu  tác động ứng suất sau:  σx  =   500 
kG/cm2, σy  =  300 kG/cm2, τxy  =  100 kG/cm2. 

Lời giải: 

Công thức tính ứng suất chính: 

2
2

2,1 22 xy
yxyx τ

σσσσ
σ +⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
±

+
=  

Thay các giá trị đã cho vào biểu thức trên sẽ nhận được: 

4,5414,141400100
2

300500
2

300500 2
2

1 =+=+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

+
+

=σ  kG/cm2; 

6,2584,141400100
2

300500
2

300500 2
2

1 =−=+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

−
+

=σ  kG/cm2; 

Góc nghiêng trục chính so với trục Ox, Oy tính theo công thức: 

yx

xytg
σσ

τ
θ

−
−=

2
2  

Trường hợp này   tg2θ  = -1  và do vậy  2θ =  -45°;    θ = -22 ½ ° 

Ví dụ 9:   Biết trước giá trị  biến dạng điểm trong mặt phẳng 2D sau đây: 

εx  =  0,002;   εy =  -0,001;  γxy  =  0,003. 

Xác định hướng chính và biến dạng chính. 

Lời giải: 
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Góc xoay hướng chính tính theo công thức: 

2
)001,0()002,0(

)003,0(22
2 =

−
=

−
=

yx

xytg
εε

γ
θ  

Từ đó:  2θ  =  63,4°     và    243,4° 

θ  =  31,7°     và    (31,7 + 90)° 

Biến dạng chính: 

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

−
−

−
+

=

+
−

+
+

=

θγθ
εεεε

ε

θγθ
εεεε

ε

2sin2cos
22

2sin2cos
22

'

'

xy
yxyx

y

xy
yxyx

x
 

Sau thay thế bằng số công thức cuối  có dạng: 

εx’=    0,00385   và    εy’=   -0,00285. 

 Ví dụ 9: Bộ cảm biến  dạng rectangular rosette, ba  cảm biến bố trí trong nhánh ¼ vòng tròn, góc  
giữa chúng 45°, hình  1.6, ghi nhận  biến dạng điểm đo như sau:      εx  = 200μ;   ε45  = 900μ;   εy = 
1000μ 

Xác định giá trị  và hướng ứng suất chính, giá trị ứng suất cắt lớn nhất tại điểm đo.  Biết rằng 
E = 200 GPa, ν  = 0,285. 

x
A

B
C

x

45

45

 
                      Hình  1.6 

Lời giải: 

Biến dạng góc tính từ công thức: 

μεεεγ 600100020090022 45 =−−×=−−= yxxy  

Ứng suất tại điểm tính từ  quan hệ biến dạng – ứng suất: 

( ) [ ] 266
2

9

2 /10.6,10510.1000285,0200
)285,0(1

10.200
1

mNE
yxx =×+

−
=+

−
= −νεε

ν
σ  

( ) [ ] 266
2

9

2 /10.1,23010.200285,01000
)285,0(1

10.200
1

mNE
xyy =×+

−
=+

−
= −νεε

ν
σ  
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Ứng suất tiếp: 

266
9

/10.7,4610.600
)285,01(2

10.200
)1(2

mNE
xy =

+
=

+
= −

ν
τ  

Góc xoay hướng chính tính theo công thức: 

5,1
)10.1000()10.200(

)10.600(22
2 66

6

−=
−

=
−

= −−

−

yx

xytg
εε

γ
θ  

Từ đó:  θ  =  -18,4°     và    71,6° 

Ứng suất pháp  tính theo công thức: 

Với   θ  =  -18,4°      

MPasìnxy
yxyx 0,902cos

22
=+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
+

+
= θτθ

σσσσ
σ  

Có thể viết:   σ2 = 90,0 MPa. 

Trường hợp θ  = 71,6° tính được  σ1 = 245,7 MPa. 

Ứng suất tiếp lớn nhất, tính cho trường hợp trạng thái ứng suất phẳng, σ3  = 0: 

MPa8,122
2

07,245
2

31
max =

−
=

−
=

σσ
τ  

Ví dụ  10:   

Tấm đua-ra dày t = 2mm được nẹp bằng 4 nẹp cứng tại bốn mép. Các nẹp nối với nhau bằng 
khớp xoay.  Tại vị trí C đặt lực P = 25 kN, hình 1.7 

Xác định: 

• Thay đổi góc γ các góc tấm, 

• Chuyển vị Δc theo chiều đứng, 

• Ứng suất chính trong tấm, 

• Thay đổi chiều dài AC và BD. 

Biết rằng  E = 7.104 MPa; ν  = 0,34. 

Lời giải: 
Tải trọng P phải cân bằng lực cắt cạnh BC, bắt tấm  chịu cắt thuần túy.  

P  =  τ.A  =  τ.t.l 

Từ đó có thể  tính: 

MPaPa 5010.5
25,0.10.2

10.5,2 7
3

4

=== −τ  
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Hình 1.7 

G  ( ) MPaPa 410
10

10.6,210.6,2
34,012

10.7
==

+
=  

Biến dạng góc tính bằng công thức  rad
G

310.92,1 −==
τγ  

mmmlC 48,010.8,4. 4 ===Δ −γ  

Ứng suất chính: 

σ1  =   τ  = 50 MPa; 

σ2  =   -τ  =  -50 MPa; 

Thay đổi chiều dài đoạn AB và BD: 

( ) mm
E

l
ll AC

ACAC 338,0211 =−==Δ νσσε  

mmlBD 338,0−=Δ  
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Bài tập 

1.    Xác định biến dạng trong lòng vật thể thỏa mãn phương trình chuyển vị: 

u = A1x2 + B1y2 +C1z2 

v = A2x2 + B2y2 +C2z2 

w = A3x2 + B3y2 +C3z2 

Ai,  Bi,  Ci,   i= 1, 2, 3     là   const 

Biến dạng này có thỏa mãn điều kiện tương thích hay không? 

2.     Biến dạng đo được biểu diễn bằng các hàm sau: 

εx  =  A(x2  +  z2);       εy  =  0;   εz  =  Az2 

γyz  =    0;    γzx  =    2Axz;    γxy  =    0;     

Xác định  chuyển vị tương ứng. 

3.    Trong ví dụ 3 chúng ta đã không xét đến ảnh hưởng lực cắt. Bài toán đang nêu tại hình 1.2 này 
được xem xét đầy đủ hơn, tính đến ảnh hưởng lực cắt.  Mặt cắt ngang dầm hình chữ  nhật, cạnh đứng 
2c.  Chuyển vị dầm được miêu tả   bằng hàm u và v dạng sau: 

( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( )[ ]⎪

⎭

⎪
⎬

⎫

++−−−×−=

+++−−×=

xcxLxxLy
EJ
Pyx

yycxLxy
EJ
Pyyxu

222

32

1333
6

),(

21323
6

),(

νν

νν

v
 

Xác định σx  σy  τxy  của dầm.   Xây dựng hàm  v(x, 0)  và  θ(x, 0). 

4.    Dầm ngắn chịu nén, chịu ứng suất pháp –100MPa,  ứng suất tiếp  40 MPa. Xác định góc nghiêng 
mặt tính toán, so với trục dầm.  Tính ứng suất pháp và ứng  suất cắt lớn nhất. 

5.   Biết rằng  tấm thép hình vuông chịu ứng suất như sau:  σx  =   150MPa, σy  = 50MPa.  Tính  ứng 
suất pháp và ứng suất  tiếp trên mặt cắt ab nghiêng góc -α so với Ox.  

6.   Tấm hình chữ  nhật  kích thước  300x100 mm dày t = 10mm, chịu tác động ứng suất:  σx  =   
120MPa, σy  = 60MPa.  Tính thay đổi kích thước  tấmdo biến dạng. Mô đun đàn hồi vật liệu 2.105  
MPa,  hệ số Poisson ν = 0,25. 

7.   Phần tử  hình vuông  chịu ứng suất:  σx  =   -200MPa, σy  = 100MPa,τxy  =  -120 MPa. Xác định 
hướng trục chính, ứng suất chính. 

8.   Trạng thái ứng suất phẳng tại điểm biểu thị trong hệ tọa độ xOy  như sau: 

MPa
94
43

−
−

 

Xác định giá trị  các thành phần ứng suất của điểm trong hệ tọa độ x’Oy’ xoay theo chiều kim 
đồng hồ 45°. Giải bằng hai cách: (1) sử dụng công thức  chuyển  và (2) sử dụng vòng tròn Mohr. 

9.   Trạng thái ứng suất xác định như sau:  σx =  14 MPa,   σy=  - 10MPa,  τxy  = 5MPa.  Xác định ứng 
suất chính, trục chính. 
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10.   Trạng thái ứng suất xác định như sau:  σx =  14 MPa,   σy=  - 10MPa,         τxy  = - 5MPa.  Xác 
định ứng suất chính, trục chính. 

11.   Trạng thái ứng suất xác định như sau:  σx =  - 14 MPa,   σy=  + 10MPa,  τxy  =    - 5MPa.  Xác 
định ứng suất chính, trục chính. 

12.   Ứng suất tại điểm  trong lòng vật thể  mang giá trị thể hiện tại tensor ứng suất: 
021
201
113

 

Xác định trục chính, ứng suất chính và giá trị lớn nhất ứng suất cắt.  

13.   Khối sáu mặt làm từ  nhôm chịu tác động các ứng suất sau:  σx  =   -40MPa, σy  = 100MPa,  σz  
=   60MPa.   

Xác định: 

• Ứùng suất cắt lớn nhất. 

• Ứng suất bát diện σoct. 

• Ứng suất bát diện τoct. 

• Thế  năng đơn vị u0 do biến dạng khối vật liệu. 

Mô  đun đàn hồi vật liệu E = 7.104MPa, hệ số Poisson  ν = 0,35. 

Hướng dẫn: 

Ứng suất chính:   

σ1  =  100 MPa;  σ2 =  60MPa; σ3  =  -40 ΜΡa. 

2
31

max
σσ

τ
−

=  

( ) ( ) ( )2
13

2
32

2
213

1 σσσσσστ −+−+−=oct  ;   
3

321 σσσ
σ

++
=oct  

( )321
21 σσσνε ++

−
=

EV  

( )[ ] 35
1213220 /10.1,12

2
1 mJ
E

u =++−++= σσσσσσνσσσ  

14.   Ứng suất tại điểm  trong lòng vật thể  mang giá trị thể hiện tại tensor ứng 

suất:
37186
18376

6621

−
−

−−
MPa, mô đun đàn hồi vật liệu E = 200GPa, hệ số Poisson ν = 0,3. Xác định biến 

dạng  chính.  Xác định biến dạng góc.  

15.  Kết quả đo biến dạng  điểm vật thể trong  trạng thái ứng suất phẳng  đưa đến kết quả: εx  = -90μ,  
εy  = -30μ,  γxy  =  120. Biết rằng E = 209 GPa, ν = 0,29, lập tensor ứng suất và tensor biến dạng  tại 
điểm khảo sát này. 
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16.   Biết rằng tensor biến dạng tại điểm có dạng: 410
542
401

213
−×

−
−−

−
, E = 70GPa, ν = 0,33. Viết 

tensor ứng  suất cho điểm đang khảo sát. 

17.   Biết trước các giá trị  của các thành phần  tensor biến dạng  ghi trong hệ tọa độ xOy, xác định  
các thành phần tensor biến dạng  của cùng trạng thái trong hệ tọa độ rOs, như biểu diễn tại hình   . 

a/   εx  = 200μ,  εy =  400 μ,   γxy  = 400 μ,    

 ψ  = 30°.  Tìm  εr,  εs,  γrs 

b/   εx  = -400μ,  εy =  0,   γxy  = 300 μ,    

 ψ  = -30°.  Tìm  εr,  εs,  γrs 

c/   εx  = 0,  εy =  0,   γxy  = 300 μ,    

ψ =  45°.  Tìm  εr,  εs,  γrs    

d/   εx  =1,2.10-3,  εy =  0,8.10-3,   γxy  =-0,8.10-3                  Hình 1.8 

ψ  = 120°.  Tìm  εr,  εs,  γrs 

d/   εx  =0,2.10-3,  εy =  0,1.10-3,   γxy  =  0,05.10-3    

ψ  = 45°.  Tìm  εr,  εs,  γrs 

e/   εx  =1,2.10-3,  εy =  0,8.10-3,   γxy  =-0,8.10-3    

ψ  = 120°.  Tìm  εr,  εs,  γrs 

18.   Trạng thái ứng suất phẳng ghi lại như sau :     εx  = -90μ,  εy =  -30μ,   γxy  =  120μ.  Biết rằng  E 
= 209GPa, υ= 0,29,  xác định các thành phần còn lại của  tensor biến dạng và tensor ứng suất. 

a) sử dụng phương trình chuyển giải bài toán 

b) sử dụng vòng tròn Mohr xử lý bài toán. 

19.    Đánh giá độ bền kết cấu chịu tác động  ứng suất trong không gian 3D sau đây: σx  =   90MPa, 
σy  = 70MPa,  σz  =   -30MPa.  Biết rằng ứng suất giới hạn σcr  = 120MPa. 

Hướng dẫn:   

Tiêu chuẩn bền Tresca: 

max( ⏐σ1  - σ2⏐,  ⏐σ2 - σ3⏐,  ⏐σ3 - σ1⏐) =  σY 

Tiêu chuẩn bền von Mises  (lý thuyết Maxell-Huber-Hencky-von Mises) có dạng:  σeq  =   σY.  Trong 
đó ứng suất tương đương viết như sau: 

( ) ( ) ( )
2

2
13

2
32

2
21 σσσσσσ

σ
−+−+−

=eq   

Trường hợp  σ3  =  0 tiêu chuẩn này mang dạng:       Yσσσσσ =+− 2
221

2
1  

Lời giải: 

x

y

s

r

ψ
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Theo tiêu chuẩn Tresca: 

creq
Y σ

σσ
σ ≡<

−
=

22
31  

Theo tiêu chuẩn von Mises: 

( ) ( ) ( ) creq MPa σσσσσσσσ <=−+−+−= 112
2

1 2
13

2
32

2
21  

20.   Xác định chiều dày t của bình  lặn  trụ, đường kính ngoài D = 80mm, chịu áp lực nước  bên 
ngoài p = 30 MPa.  Nhận ứng suất giới hạn 160 MPa. 

Lời giải: 

Ứng suất chính thành bình tính theo công thức: 

tttt
pD 6,0;5,0;2,1

2
10830

2 32

2

1 ===
××

==
−

σσσ  

Từ tiêu chuẩn bền  von Mises có thể tính: 

( ) ( ) ( )[ ] MPa
tt creq 16004,16,02,106,002,15,01 222 =≤=−+−+−= σσ  

Từ đây có thể tính:   t = 6,5.10-3 m  = 6,5mm. 

21.    Trục thép đường kính  15mm làm từ vật liệu có  ứng suất chảy  320 MN/m2, chịu tác động 
momen men quay Q.  Xác định giá trị giới hạn momen quay theo tiêu chuẩn bền Tresca  và theo tiêu 
chuẩn bền von Mises. 

22.   Bình thành mỏng, đường kính bình  1m,  chịu áp lực  trong  700 kN/m2. Ứng suất chảy vật liệu 
làm bình 250 MN/m2.   

Xác định chiều dày thành bình theo tiêu chuẩn bền ứng suất cắt lớn nhất (tiêu chuẩn Tresca) 
và theo tiêu chuẩn  von Mises. 

23.  Xác định momen  xoắn giới hạn cho trục thép  đường kính trục 10mm: a) theo tiêu chuẩn bền  
Tresca và b)  tiêu chuẩn von Mises. Giới hạn  bền vật liệu [σ] = 140 MPa. 

Trả lời:  Theo tiêu chuẩn Tresca  MT =  13,7 N.m; theo tiêu chuẩn von Mises MT  = 15,9 N.m. 
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Chương 2 
 

 CÁC PHƯƠNG PHÁP NĂNG LƯỢNG 
2.1  Tóm tắt 

Trong trạng thái  cân bằng,  công  do ngoại lực  gây ra  phải bằng công biến dạng dạng (strain 
energy), dạng thế năng tích tụ.  Những nguyên lý năng lượng  dựa  trên định  luật bảo toàn năng 
lượng, dùng hữu hiệu trong cơ học kết cấu  có thể chia làm bốn nhóm: 

• Nguyên lý năng lượng  toàn phần (Principle of total potential energy) 
• Nguyên lý công ảo (Principle of wirtual work) 
• Nguyên lý công bù toàn phần (Principle of complementary total potential energy) 
• Nguyên lý công bù ảo (Principle of complementary virtual work) 

Biểu đồ trình bày giá trị  bốn  dạng công  đang nêu như giới thiệu tại hình 2.1  

 
    Hình 2.1   

Từ lý thuyết đàn hồi  chúng ta có thể  viết biểu thức tính các công như sau. 

• Công  biến dạng  ∫ =
ε

εεσ
0

2

2
1 Ed  

• Công ảo  εδεσδε E=  

• Công bù    ∫ =
σ σσε
0

2

2E
d  

• Công bù ảo  δσσεδσ
E

=  

Minh họa cách dùng bốn  cách phát  biểu nguyên lý bảo toàn công, công ảo áp dụng   cho 
trường hợp kéo (nén) bằng lực P dầm trụ diện tích mặt cắt dầm A, mô đun đàn hồi vật liệu E, chiều 
dài dầm l , hình    2.2. 
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Hình  2.2 

Nguyên lý  năng lượng toàn phần 

Công biến dạng  tính bằng công thức: 

U =  ∫ ×
V

dVεσ
2
1  

Có thể thấy  rằng:     

dV =  dxdydz = (dA)dx 

với    dA = dzdy       

Mặt khác PdA
A

=∫σ     hoặc     P = σ.A   Hình 2.3 

U =  ( )∫∫∫ ×=× dxdAdV
V

εσεσ
2
1

2
1  

Từ    
E

E σεεσ =⇒= .  

U=  ( ) ∫ ∫∫∫ =×=×
L L

dx
AE
Pdx

EA
APdxdA

0 0

2

2
1

.

.
2
1

2
1 σεσ  

 
Hình  2.4 

Công ngoại lực, xem hình  2.4,  trong đó   P = f(Δ): 

V  = ½P.Δ 

Từ điều  kiện cân bằng    U  = V có thể viết: 

Δ= .
2
1

2

2

P
AE

lP  
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hay là:     
AE
Pl

=Δ  

Nếu ký hiệu  AE/l =  k, công thức cuối mang dạng: 

k
P

AE
Pl

==Δ  

hay là                      k. Δ  =  P 

Nguyên lý công ảo 

Từ công thức  U = 
AE

lP 2

2
1   có thể tính tiếp: 

PP
k
PP

lAE
Pl

AE
P

Δ==×=×
2
1

2
1

/2
1

2
1 2

 

với P = kΔ: 

U = kΔ2 

Từ đó có thể viết: 

δ( ½k.Δ2  ) =  δ( kΔ)  =   k.Δ.δΔ; 

Từ  công thức  V = Δ.P  có thể viết: 

δ(ΔP)  =  P.δΔ 

Cân bằng công ảo trong và ngoài: 

k.Δ.δΔ  = P.δΔ   có thể viết: 

k. Δ  =  P 

Nguyên lý công bù toàn phần 

Công bù nội lực:   ∫ =
l

l
AE
Pdx

AE
P 22

2
1

2
1  

Công bù  ngoại lực:  PΔ
2
1  

Thoả mãn điều kiện:   W*
ext  =  W*

int 

Có thể thấy: 

k
PP

2

2
1

2
1

=Δ  

hay là:    
k
P

=Δ  

Nguyên lý công bù ảo 
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k
PW

2
*

int 2
1

=   

Từ đó   PP
k

W δδ 1*
int =  

PWPW extext δδ Δ=⇒Δ= ** .  

Từ quan hệ:   *
int

* WWext δδ =   có thể viết: PP
k

P δδ 1
=Δ  

Với   δP  ≠  0:          
k
P

=Δ  

Ví dụ 1:  Sử  dụng  Nguyên lý  năng lượng toàn phần xác định  chuyển vị theo phương thẳng đứng 
điểm B kết cấu dưới đây. Biết rằng mô đun đàn hồi vật liệu E = 30Mpsi,  diện tích mặt cắt ngang A = 
0,2in2.  Chiều dài l đoạn dây BC 24 in, lực P tác động theo chiều đứng, bằng 2000lbf 

 
Hình 2.5 

Qui đổi các đơn vị dùng trong bài tập theo cách sau: 

Chiều dài:  1 ft = 0,3048m;  1 in = 0,0254m. 

Lực:  1 lbf = 4,448 N. 

Ứng suất, áp lực: lbf/ft2  =  47,88 Pa;   psi ≡  lbf/in2  =  6895 Pa (N/m2). 

Công biến dạng trong đơn vị thể tích  vật thể chịu tác động của ngoại lực như đã trình bày tại 
“Cơ học kết cấu”  ∫= V

dVuU 0 . Hàm u0 trường hợp chung có dạng:  

( )xzxzyzyzxyxyzzyyxx γτγτγτεσεσεσ +++++
2
1 , hay là u0 = ½ {σ}{ε}T.  
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σ

=

P

∆

σ

=
∆

Coâng bieán 
daïng

Coâng ngoaïi löïc

 
Hình  2.6 

Thế năng trong dầm dài  l, độ cứng A.E, với  A – diện tích mặt cắt ngang, E – mô đun đàn hồi 
vật liệu,   chịu kéo, nén  bằng lực F tính bằng công biến dạng.  

Công biến dạng dầm chịu kéo, nén dưới tác động lực dọc trục N có dạng: 

∫=
L

dx
AE
NU

0

2

2
1 , còn công biến dạng dầm chịu uốn: ∫=

L

dx
EI
MU

0

2

2
1 .  

Áp dụng công thức đầu vào giải bài toán cụ thể của chúng ta. Chuyển vị điểm B theo hướng  
thẳng đứng ký hiệu δB. Công ngoại lực áp  đặt cho hệ thống là: 

W  =  
2
1 P. δB  =  1000. δB 

Các lực căng cáp FBC  và  FBD tính từ hệ cân bằng lực: 

⎭
⎬
⎫

=−
=+

045sinsin
200045cos30cos

oo

oo

BDBC

BDBC

FF
FF

 

FBC  = 1464     

FBD  =  1035  

Chiều dài cáp  xác định từ hình: LBC  = 24 in;  LBD = LBCcos30°/sin45°  =  29,4in.   

Thế năng tích lũy trong hai cáp tính theo công thức: 

U = UBC  +  UBD  =  
EA
LF

EA
LF BDBDBCBC

.2
1

.2
1 22

+ =  4,29 +2,62. 

Từ quan hệ   1000. δB  =   6,91   có thể tính: 

1000
91,6

=Bδ  
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Ví dụ 2: Hệ thống ba lò xo trụ độ cứng tương ứng k,  1,5k và 2k bố trí như tại hình 2.6. Lực  bên 
ngoài kéo hệ thống mang giá trị P, đặt tại A, hướng xuống dưới. Sử dụng nguyên lý công ảo xác định  
các lực kéo lò xo F1, F2,  F3. 

Chuyển vị điểm A dưới tác động ngoại lực P  có thể biểu diễn bằng tổng hai thành phần u – 
chuyển vị theo chiều ngang, v – theo chiều  hút trái đất. Chuyển vị ảo được ký hiệu theo cách đang 
trình bày: δu,  δv. 

 
Hình  2.7 

Độ  giãn dài ba lò xo tính như sau: 

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

−−=
−=
−=

oo

oo

45sin45cos

45sin45cos

3

2

1

v
v
v

us
s

us
         (a) 

Độ giản ảo tính theo biểu thức: 

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

−−=
−=
−=

oo

oo

45sin45cos

45sin45cos

3

2

1

v
v
v

δδδ
δδ
δδδ

us
s

us
        (b) 

Công nội lực tính bằng tổng các công thực hiện trong hệ kết cấu đang xem xét: 

δWint =  δWint,1   +δWint,2 +δWint,3 

= (k)s1δs1  +  (1,5k)s2δs2  +  (2k)s3δs3 

=  (3ku cos245°  + kv sin45° cos45°) δu  +  (ku cos45° sin45° + 3kv sin245° + 

1,5kv) δv.           (c) 

hay là: 

δWint  =  (1,5ku  + 0,5 kv) δu  + (0,5ku  +  3 kv ) δv.      (d) 

Công ngoại lực  do P thực hiện  bằng -P.v và  từ đó δWext  =  -Pδv.           (e) 

Cân bằng  δWint  =  δWext  có thể nhận phương trình cân bằng trong phương pháp chuyển vị: 
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⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
−

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
P

u
k

0
35,0
5,05,1
v

,      được hiểu là       (f) 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
×⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
löïc

vector
vò chuyeån

vector
cöùng
traän ma

 

Nghiệm của hệ phương trình mang giá trị: 

u =   1,1176
k
P  và   v =  -0,3529 

k
P         (g) 

Từ đó có thể xác định các đại lượng giãn dài lò xo cùng các lực trong các lò xo. 

s1  = 0,3328 (P/k);   s2  =  0,3529 (P/k);  s3  =  0,1664 (P/k).     (h) 

F1  = 0,3328P;   F2 =  0,5294P;   F3  =  0,3328P.      (i) 

Giải các bài toán  dạng đang nêu theo nguyên lý  công bù. 

Giải thích: công bù bạn đọc đã quen tại phần lý thuyết đàn hồi.  Trong hình 2.8   tiếp theo đây diện 
tích phần trên đường   σ - ε  biểu diễn công bù.   

 
Hình  2.8 

Với vật thể đàn hồi, công bù được tính  U* = ( )∫
V

dVu σ*
0   =  ∫

V

T dV}{}{
2
1 εσ  còn công do 

ngoại lực áp đặt tính bằng  V*    ∫ Δ=
uS

T dSP }{}{ . Năng lượng Π*  =  U*  - V* được tính bằng biểu 

thức:  Π*  =  ∫∫ Δ−
S

T

V

dSPdVu }{}{)(*
0 σ . Biến phân  hàm Π* tính theo: 

  δΠ*   =  ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
Δ− ∫∫

uS

T

V

dSPdVu }{}{)(*
0 σδ    

bằng không khi thỏa mãn điều kiện dừng.  Trong  trường hợp này bài toán trở thành:   

δ(U*  -V*)  =  0. 

Ví dụ 3: Hệ thống hai dây lò xo cùng độ cứng k, nối với nhau tại nút P và chịu tác động lực  thực W 
điểm đặt tại P, theo chiều hút trái đất, hình 2.9. Ứng dụng nguyên lý công bù ảo xác định chuyển vị  
nút nối đó theo hướng ngang. 
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Đặt lực  ảo δQ tại P, tác động theo hướng ngang chúng ta sẽ xác định chuyển vị ngang  dưới 
tác động các lực đang đề cập, cùng nội lực trong hệ thống. Công ảo do lực ảo bên ngoài gây tính theo 
cách vừa trình bày: 

QuWext δδ =*            (a) 

 
    Hình 2.9 

Để tính công nội lực theo công thức nêu trên cần thiết xác định  các tích nằm  sau dấu ∑ theo 

cách  ijijijij fsfr δδ Δ=Δ .  Độ giản dài lò xo tính theo công thức   
k
f

s ij
ij =Δ , với fij  là lực thực, dạng 

nội lực của lò xo. 

Trường hợp cụ thể này có thể viết:  

BP
BP

AP
AP f

k
ff

k
fW δδδ ×⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+×⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=*int         (b) 

= ( ) Q
k

WQ
k

WQ
k

W δδδ 0717,0)7320,0(7320,08966,05176,0
−=−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛    (c) 

Kết quả tính: 

Q
k

WQu δδ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−= 0717,0          (d) 

hay là   

u = -0,0717 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

k
W           (e) 

Ví dụ 4:   Giải bài toán tại ví dụ 1 trên cơ sở định lý Castigliano. 

Lời giải:  Công bù hệ thống tính theo công thức tổng công bù các thành phần tham gia kết 

cấu, ghi thành:  ∑
=

2

1

2

2
1

i

ii

AE
LF

. 

Như đã tính từ phần trên F1 =  FBC =  0,732P;   F2 =  FBD =  0,518P 

Công bù hệ thống được tính bằng: 
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AE
LP

AE
LP

AE
LF

U BDBC

i

ii
222

1

2 268,0535,0
2
1

+== ∑
=

 

 Chuyển vị  điểm B theo hướng tác động lực P bằng đạo hàm hàm năng lượng theo P, tính 
bằng số: 

 31091,6268,0535,0 −=+=
∂
∂

= x
AE

PL
AE

PL
P
U BDBC

Bσ  

 Chuyển vị ngang điểm B được coi do lực “ảo”  ngang H, đặt tại B gây. Công bù trong trường 
hợp này mang dạng: 

AE
LHP

AE
LHP

AE
LF

U BDBC

i

ii
222

1

2 )879,0518,0()732,0732,0(
2
1 −

+
+

== ∑
=

 

Chuyển vị điểm B theo hướng tác động  của H: 

31026,0)879,0518,0(879,0)732,0732,0(732,0 −−=
−

−
+

=
∂
∂ x

AE
LHP

AE
LHP

U
H

BDBC  
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Bài tập 

1.   Chứng minh biểu thức tính  năng lượng đơn vị vật liệu đàn hồi trong bài toán ứng suất phẳng: 

Công biến dạng   ( ) ( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +−+
−+

= 22
0 2

12
1

1
12 xyyxyx
Eu γεεεε

υυ
 

Công biến dạng bù: ( ) ( )( )[ ]22*
0 12

2
1

xyyxyxE
u τσσυσσ −+−+=  

2.   Chứng minh biểu thức tính công bù  đơn vị hàm Airy trong trạng thái ứng suất phẳng: 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂∂

∂
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

+
∂
∂

=
22

2

2

2

2

2

2

2

2
*
0 )1(2

2
1

yxyxyxE
u ψψψυψψ  

3.   Chứng minh biểu thức tính công bù đơn vị vật liệu đẳng hướng trong bài toán  2D và 3D: 

Bài toán 2D: 

 ( ) ( ) 222*
0 2

1
2
1

xyyxyx GEE
u τσσυσσ +−+=  

Bài toán 3D: 

( ) ( ) ( )

( )xzxzyzyzxyxyzzyyxx

xzyzxyzxzyyxzyx EEE
u

γτγτγτεσεσεσ

τττυσσσσσσυσσσ

+++++=

=++
+

+++−++=

2
1

12
2
1 222222*

0

 

3.   Xác định chuyển vị điểm O theo phương thẳng đứng  theo nguyên lý công ảo, hình 2.10a. 

4.   Xác định các lực trong thanh của hệ thống trình  bày tại hình 2.10b. Vật liệu dùng trong trường 
hợp này là vật liệu đàn hồi. 

Xác định chuyển vị ngang  điểm O, hình 2.10b theo nguyên lý công ảo. 

Hình a Hình b

600kN

2,
1m

P

O

2m

2m

60

  
Hình  2.10 
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5   Giải bài toán  3  và 4 vừa nêu theo nguyên lý năng lượng toàn phần. 

6   Khi lắp ráp khung người ta đã  phát hiện rằng  thanh BC  bị  ngắn so với thiết kế  đoạn  a= 0,005l.  
Xác định  chuyển vị của nút A do thiếu hụt đó gây ra. Biết rằng l = 120cm. 

B A

C

 
Hình  2.11 

7.    Xác định ứng suất trong các thanh của kết cấu cần cẩu, hình  2.12.  Chọn tiết diện mặt cắt từ thép 
hình (tự chọn) nhằm đảo bảo độ bền kéo, nén, biết rằng ứng suất cho phép σcr  = 160 MPa.  Tính 
chuyển vị  đứng của điểm B, biết rằng P = 50 kN,   L  =  80cm,  E = 2.105 MPa. 

L L

L P

B

4

5 3

1

2

 
Hình 2.12 

8.   Xác định chuyển vị  theo hướng đứng điểm A thuộc kết cấu trình bày tại hình 2.13. Diện tích mặt 
cắt các thanh chịu kéo nén đánh số từ 1 đến 7 đều bằng a. Chiều dài  các thanh  ghi tại hình 2.13. 
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L L

L 3
5

4

2

6 1

P

A

7

 
Hình 2.13 

9    Xác định chuyển vị theo phương  ngang điểm B của bài tập 8. 
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CHƯƠNG 3 
 

DẦM THẲNG 
 

Tóm  tắt 

Công thức chính 

Biểu thức vi phân trình bày quan hệ  giữa lực cắt V(x)  và phân  bố tải trọng trên dầm q(x): 

)()( xq
dx

xdV
−=          (3.1) 

Quan hệ  giữa momen uốn dầm M(x)  và lực cắt  dầm V(x) thể hiện  qua biểu thức vi phân: 

)()( xV
dx

xdM
=          (3.2) 

Từ đó:   )()(
2

2

xq
dx

xMd
−=          (3.3) 

Biểu thức tích phân thể hiện quan hệ lực cắt, momen uốn  với tải trọng: 

∫−=
x

x

dxxqxVxV
0

)()()( 0         (3.4) 

( )( ) ( )∫ −−−+=
x

x

dqxxxxVxMxM
0

)()()( 000 ξξξ      (3.5) 

Ứng suất  uốn (flexural stress) tính từ  biểu thức: 

 
I

zxM
x

).(
=σ              (3.6) 

Ứng suất cắt (shear stress) xác định theo biểu thức: 

  
bI
SxV

xy .
).( *

=τ          (3.7)  

trong đó:  b – chiều rộng dầm tại vùng tính toán, S* - momen tĩnh tính cho vùng bị cắt. 

Quan hệ  giữa độ võng dầm w(x) và momen uốn:  

  
EI

xM
dx

xwd )()(
2

2

=          (3.8) 

∫ ∫ ++⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 21)( CxCdxdx

EI
Mxw , trong đó C1, C2  các hằng số. 

Xác định độ võng dầm tĩnh định 
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a/    Sử dụng phương pháp phương trình vi phân 
Ví dụ 1:  Xác định độ võng dầm dài l, tựa tự do, chịu tải phân bố  q= const 

                     

q

L

x

 
       Hình 3.1 

Từ  M(x)  = 
22

2qxqlx
−  có thể  viết 

22

2

2

2 qxqlx
dx

wdEJ −=  

Tiến hành tích phân   biểu  thức  cuối sẽ nhận được: 

1

32

64
Cqxqlx

dx
dwEJ +−−=  

Tại điểm  giữa sải dầm, tại  x = l/2  dw/dx  = 0, chúng ta có thể  xác định: 

24

3

1
qlC =  

2464

332 qlqxqlx
dx
dwEJ +−−=  

Tiếp tục tích  phân sẽ nhận được: 

2

343

242412
CxqlqxqlxEJw +++−=  

Biết rằng tại   x  = 0, w =  0, do vậy  C2  = 0. 

Từ  đó có thể tính: 

( )433 2
24

xlxxl
EJ
qw +−=  

Giá trị cực đại của w tại x = l/2: 

EJ
qlw

4

max 384
5

=  

Góc  xoay tại gối: 



 38

EJ
ql

dx
dw

x 24

3

0 == =θ  

b/   Giải bài toán trên cơ sở tích phân hệ phương trình vi phân cơ bản. 

Ví dụ 2:  Xác định độ võng dầm công xon, ngàm đầu bên trái, chịu tác động lực tập trung P đầu phía 
phải, hình   3.2 

               P  

 

      L 

                                 Hình  3.2 

Momen uốn  tính theo công thức sau. 

M = -P(l – x) = -Pl +Px         (b) 

Công thức  (a) có thể viết  dưới dạng: 

EJw’’(x) =  Pl  - Px          (c) 

Thực hiện tíxh phân theo biểu thức (c )  sẽ  nhận được: 

1

2

2
)( CPxPlx

dx
xdwEJ +−=          (d) 

21

32

62
)( CxCPxPlxxEJw ++−=         (e) 

Thay điều kiện biên vào hai phương trình trên  chúng ta  sẽ xác định  C1  và C2. 

Điều kiện tại x = 0:   w  = 0 ; 

Tại x = l:  w’(l)  =  0; 

Thay các giá trị này vào hai phương trình cuối sẽ xác định hai giá trị hằng số tích phân:   

C1  = C2  = 0. 

 Hai phương trình (d) và (e) giờ trở thành: 

w’(x) =  2

2
x

EJ
Px

EJ
Pl

−  

w(x) =  32

62
x

EJ
Px

EJ
Pl

−  

Tại x  =  l  hai hàm trở thành: 

w’(l)  = 
EJ

Pl
2

2

 

w(l)  = 
EJ

Pl
3

3
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c/   Định lý Castigliano 

Ví dụ 3:  Xác định độ võng dầm công xon, ngàm đầu bên trái, chịu tác động lực tập trung P đầu phía 
phải, hình   3.3 

 

               P  

 

                Δ  

                                        Hình 3.3 

Phương trình miêu tả độ võng dầm: M
dx

wdEJ −=2

2

      (a) 

trong đó  EJ – độ cứng dầm chịu uốn, w – độ võng dầm, M – momen uốn dầm. 

Momen uốn  tính theo công thức:  M = -P(l – x) = -Pl +Px     (b) 

Hàm thế năng tính cho dầm bị uốn, theo lý thuyết dầm đàn hồi có thể viết: 

∫=
l

dx
EJ

MU
0

2

2
           (c)

  

Thay biểu thức tính M từ (b) vào (c), sau tích phân có thể  nhận đựơc: 

EJ
lPU

6

33

=            (d) 

Từ định lý Castigliano, theo đó chuyển vị do P gây ra sẽ tính bằng đạo hàm U theo P: 

EJ
Pl

EJ
lP

PP
U

36

332

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

=
∂
∂

=Δ            (e) 

d/   Tính theo  phương pháp tải đơn vị hay công thức Maxwell-Mohr 

Ví dụ 4:  Xác định độ võng dầm công xon nêu tại hình   3.3 

Độ võng dầm theo phương pháp  này tính bằng  công thức: 

∫
×

=Δ
l

dx
EJ

MM 1           (a) 

trong đó  M – momen do  do thực  gây,  M = -P( l - x) 

M1 – momen do tải đơn vị  ( = 1), đặt tại đầu phía phải  dầm gây ra, và như vậy  M1  =  1.( x – l). 

EJ
Pldx

EJ
lxxll

l

3
))(()(w

3

0

=
−−−

= ∫  
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Xác định độ võng dầm không tĩnh định  (siêu tĩnh) 
Ví dụ 1:  Cho trước dầm  dài L = 10 đơn vị độ dài, độ cứng EJ = const, ngàm một đầu, đầu thứ hai tựa 
trên khớp cứng, chịu tải phân bố đều q = const  và momen uốn  tập trung M0  đặt tại giữa dầm.  Xác 
định phản lực và độ võng dầm. 

 

 

 

 

 

 

                                                   Hình  3.4 

Từ phương  trình  vi phân  trình bày quan hệ   giữa  độ võng  và momen uốn dầm  

M
dx

wdEJ −=2

2

 có thể viết các phương trình sau: 

LxLkhi

Lxkhi

MqxxR
xd
xwdEJ

qxxR
dx

xwdEJ

≤≤

≤≤

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

+−=

−=

2

2
0

2
)(

2
)(

0

2

!2

2

2

12

2

      (a) 

Sau tích phân sẽ nhận được  các biểu thức dạng: 

trường hợp     0  ≤  x  ≤ L/2: 

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

++−=

+−=

21

43

1

1

32

1

246
)(

62
)(

CxCqxxRxEJw

CqxxR
dx

xdwEJ
        (b) 

trường hợp   L/2  ≤  x  ≤  L: 

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

+++−=

++−=

43

2

0

43

1

30

32

1

2246
)(

62
)(

CxCxMqxxRxEJw

CxMqxxR
dx

xdwEJ
      (c) 

Tại đây chúng ta gặp  bốn hằng số  cần xác định, cùng với một phản lực R1. Để  xử lý bài toán 
tìm đồng thời 5  ẩn, cần thiết  thỏa mãn các  điều kiện biên.  

Điều kiện  tại x = 0:  w  (0) = 0; 

Điều kiện tại x = L:   dw/dx|x=L  = w|x=L  = 0;      (d) 

Nếu thay  L =10 và   q = 10 như đã ghi tại đầu đề, các hằng số mang giá trị sau: 

 C2  =  0; 

C3  = -(R1/2).102  + (10.103)/6  - 100x10  = -50 R1 + 667 
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C4 =  -(R1/6).103  + (10.104)/24  - 100x102/2 – (-50R1 +667).10 = 

           333R1  -  7,51. 103. 

Tại đây còn 2 ẩn phải xác định  C1  và  R1. 

Tại vị trí   x  =  L/2  đặt momen uốn tập trung M0  có thể viết: 

phaiLxtraiLx dx
dw

dx
dw

KK 2/2/ == =  

và 

3

32

11

32

1 5.100
6
510

2
5

6
510

2
5 CRCR ++⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 

Từ đây tính được: 

C1  =  500  +  C3 

Mặt khác  

phaiLxtraiLx ww KK 2/2/ == =  

43
2

43

11

43

1 5.2/5.100
24
510

6
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Từ đó     5C1  =  1250  + 5C3  + C4 

Để xác định C1  và R1  từ quan hệ trên đây  có thể lập  hệ  phương trình: 
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010.92,2835
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3
11

11

RC
RC

         (e) 

R1  xác định từ đây, mang giá trị: R1  =  26,3 

Phản lực R2   tìm từ phương trình cân bằng lực: R1 – qL  + R2  = 0 

hay là  R2  =  73,7  

Momen phản lực tìm từ quan hệ: -M0(L/2)  -  M0  + R2L  _  M2  =  0. 

Từ  đó  M2  = 137. 

Dầm uốn 
Ví dụ 1:  Xây dựng biểu đồ  lực cắt và momen uốn dầm thẳng dài l, chịu tác động tải phân bố theo qui 
luật tuyến tính, giá trị tại đầu phía trái q1,  tại đầu phía phải q2. Phân biệt các trường hợp phân bố lực 
sau: 

- q2  =  0. 

- q1 =  q2  =  q. 

- q1  < 0. 

 Qui luật  phân  bố  ngoại lực  

 được viết thành:       

Hình  3.5
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Từ  điều kiện cân bằng lực và momen có thể viết phương trình momen  tính cho đầu B nằm 
bên trái: 

( )∫ =−−
l

A dxxqxllV
0

0)(         (b) 

 Từ phương trình cuối tính được: VA = l( 2q1 + q2)/6. 

Công thức tính lực cắt, tính tại khoảng cách x từ gối trái sẽ là: 
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Momen uốn  dầm: 
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Để xác định vị trí momen uốn đạt giá trị cực tiểu hoặc cực đại cần thiết giải phương trình (c ) 
với S(x0) = 0. Nếu ký hiệu u = q2/q1, x0 tính theo biểu thức: 
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trường hợp q2  = 0  có thể thấy:   

llx 423,0
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Giá trị M tương ứng: 

2
2

max 0642,0
39

qlqlM ≈=  

với   q1  = q2  = q công thức tính lực cắt và momen uốn sẽ là: 
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Hình 3.6 

Trường hợp q1  < 0. 

Trường hợp  ½ < u < 2 hàm M có  hai đoạn  dấu khác nhau. Hai giá trị của x0 tính từ công 
thức (e) giờ sẽ mang dạng: 

⎟
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2
*
0

uu
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lx m  

Hai giá trị cực trị, Mmin  và Mmax tính cho trường hợpđang đề cập như sau đây. 

Với u ≥ 2 hàm  M mang giá trị dương, điểm  cực đại đạt giá trị: 

2
1max 27

2 lqM =      tại   x0  =  (2/3)l. 

Với u ≤  0,5  hàm M  mang giá trị  âm, khi u = ½ , tại  x0  = (1/3)l nhận được: 

2
1min 27

1 lqM −=   

Đồ thị trình bày momen uốn, lực  cắt dầm tại hình  3.6. 

Ví dụ 2:  Dầm với mặt cắt hình chữ nhật, kết cấu thành mỏng, chịu uốn. Tại mặt cắt tính toán lực cắt 
dầm tính bằng  V = 10kN. Xác định phân bố ứng suất cắt trong các thành của mặt cắt.  Kích thước 
ghi tại hình tính bằng mm. Chiều dày các thành như sau: thành AB,  CD,  DA  dày 3mm, thành BC 
dày 6mm. 

Momen quán tính Iy  của mặt cắt ngang dầm: 

Iy  =  1,350x106 mm4     

Bước đầu tiên, tiến  hành “mở” khung kín tại  nút B. Theo cách này dòng cắt (shear flow) có 
chiều như thể hiện tại hình vẽ phía phải, trên. Cường độ dòng tính theo công thức: 
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Hình 3.7 

Dòng cắt thứ 2: 
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=  q1. 

Momen tĩnh S* tính cho thành trên và thành đứng DA mang giá trị: 
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Từ đó   q4 = 263* 10111,111022,72 zxxS
I
V

y

−=  

Dòng cắt trong khung kín ký hiệu bằng qc, công thức  tính tổng ứng suất cắt các thành miền 
kín được thể hiện như sau: 
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Từ đây có thể tính : 
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 Từ 

đó    qc1  = -27,05x103 N/mm. 

Dòng cắt trong  mỗi thành tính lần lượt như sau. 

Thành BA và  CD:  

q = 1,111.106s – 27,05.103   và   266 /10.017,910.4,370
003,0

mNsq
−==τ  

Thành CB:  

q = 55,56.103 – 22,22.106z2  + 27,05.103 =  82,61.103 – 22,22.106z2   

và   2266 /10.704,310.77,13
006,0

mNzsq
−==τ  

Thành AD:  

q = 77,22.103 – 11,111.106z2  - 27,05.103 =  45,17.103 –11,111.106z2   

và   2266 /10.704,310.06,15
003,0

mNzsq
−==τ  

Đồ thị ứng suất cắt trong các thành trình bày tại hình 3.7 

Để xác định tâm  cắt cần thiết xác định tổng momen  của điểm C.  Trường hợp kết cấu đơn 
liên này cần  tính hai thành phần lực cắt Q1 tại thành AB,  lực trong thành AD. 

[ ] NdssQ 1,193003,010.017,910.4,370
04,0

0

66
1 −=−= ∫  

[ ] NdszQ 3590003,010.704,310.06,152
05,0

0

266
4 =−= ∫  

Tổng momen của C  với V = 10kN: 

008,193.1003590.4010.10. 3 =−+−=∑ emC  

Từ phương trình cuối xác định tâm cắt:  e  = 12,4mm. 

Uốn dầm composite 

Dầm cấu tạo từ  ít nhất hai vật liệu cơ tính khác nhau được  gọi là dầm tổng hợp (dầm 
composite).  
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Hình   3.8 

Ví dụ minh họa theo đây giới thiệu dầm công xôn, làm từ hai vật liệu, mô  đun đàn hồi lớp 

dưới ù E1 , lớp trên E2 với  E2  >  E1. Biến dạng dọc dầm: 
EJ

zM
x

.
=ε .  Với ( ) ( )cxex εε = . Từ  định luật 

Hooke có thể viết: 
( ) ( )

21 EE
cxex σσ

= . Ứng suất đang nêu tính  cho mặt  cắt tương đương   (σx)E,  ứng 

suất thực tế tính  cho vùng vật liệu với E2 được hiểu là: ( ) ( )excx E
E

σσ
2

1= .  Chiều rộng tương đương  

tại phần tử  mặt cắt  
( )
( ) c

ex

cx
e bb

σ
σ

=  hoặc ce b
E
E

b
1

2= .  Momen quán tính tính cho mặt cắt này:  

ce A
E
E

A
1

2=     và    ce I
E
E

I
1

2= . 

Ví dụ 3: Dầm tiết  diện hình chữ nhật, xem hình 3.9, làm từ bron với Eb =  100GPa, dán chặt với lớp 
thép Es  = 200GPa, chịu tác động momen uốn, tính tại mặt cắt x-x là  M = 25N.m.  Xác định ứng suất  
tại mặt tiếp xúc hai lớp vật liệu và ứng suất lớn nhất trong phần thép và  bron. 

Tỷ lệ giữa hai mô đun đàn hồi vật liệu n = 200/100 = 2. Chiều rộng tương đương be tính cho 
lớp bron sẽ là: 

be  =  2x6  = 12mm. 
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     Hình   3.9 

Trục trung hòa mặt cắt tương đương: 

mmzn 0,5
4848

2)412(8)86(
=

+
××+××

=  

Momen quán tính, tính qua trục trung hòa: 
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Tại vị trí mặt tiếp xúc hai lớp vật liệu, z = 1mm cách trục trung hòa ứng suất  tính cho vật liệu 
bron xác định theo quan hệ: 

263
9, /102,2110

1018,1
25

/
mN

zI
M

eq
bx ×=×

×
== −

−σ  

Ứng suất  tính cho vật liệu thép  xác định theo quan hệ: 
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9, /104,4210
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2 mN
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×
×

== −
−σ  

Ứng suất lớn nhất tính cho  lớp vật liệu bron cách trục trung hòa z = -7mm. 
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9, /103,14810)7(

1018,1
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bx ×−=×−×

×
== −

−σ  

Ứng suất lớn nhất tính cho  lớp vật liệu thép  cách trục trung hòa z = 5mm. 
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9, /109,211105
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/
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bx ×=××

×
×

== −
−σ  

Phương pháp lực áp dụng cho dầm không tĩnh định 

 



 48

 

 

  

 

 

 

 

 

Hình 3.10 
Ví dụ 1:  Cho trước dầm hai nhịp, dần thứ  nhất dài L1, dầm thứ  hai nối tiếp dài L2. Chiều dài L1  = 
0,8L2.  Dầm bị  ngàm tại đầu bên trái, tựa trên gối số 1 tại dầu phía phải và tựa tự do tại gối 2 nằm tại 
vị trí x = L1.  Tải phân bố đều q1  tác động tại dầm thứ  nhất, tải trên dầm thứ hai mang giá trị q2, 
trong đó  q1  =  0,5q2. 

Xác định  phản lực tại các gối, biểu đồ  lực cắt và momen uốn. 

Trong khuôn khổ phương pháp lực, tiến hành  xác định bậc không tĩnh định. 

N =  (1+1+2)  -  3 = 1. 

Thành phần không tĩnh định trong trường hợp này nên chọn momen uốn tại gối số 2   M2.  

Dầm hai sải được  phân thành hai dầm, dầm thứ  nhất tựa trên hai gối, chịu tác động  tải q1 = 
const và momen M2  đặt tại gối số 2, phía phải  dầm này; dầm hai chịu tác động tải q2  =  const và M2 
đặt tại gối số hai, giờ nằm phía trái dầm.  

   

 

 

 

 

 

Phương trình cân bằng góc xoay  dầm  tại gối số 2:   θ21   =  θ23  : 

EJ
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LM
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2463243

3
222322

3
1112 +−−=−  

Góc xoay tại ngàm bằng 0 trong trường hợp đang xét: 

0
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3
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Lq
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LM
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Nếu đặt  L2 = l và   q2  = q, hai phương trình trên có thể  viết dưới dạng: 
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  Hình  3.11 
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hoặc dưới dạng phương trình ma trận: 
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Từ đó xác định: 

0,0945ql

0,0473ql

0,061ql

0,0473ql

2

2

2

2

0,2763ql

0,5335ql

0,4665ql
0,1238ql

 
     Hình 3.12 

M2  =  0,061ql2 ;   M3  =  0,0945ql2 . 

Phản lực tại các gối: 

ql
L

MLq
R 1238,0

2 1

211
1 =−=    

ql
L

MMLq
R 5535,0

2 2

2322
3 =

−
−=    

Để  tính R2 cần thiết tính  tổng hai thành phần  R21  và  R23: 
 

ql
L
MLq

R 2763,0
2 1

111
21 =−=    

ql
L

MMLq
R 4665,0

2 2

3222
23 =

−
−=    

và   R2  =    R21  +  R23  = 0,7428ql. 

Đồ thị momen uốn và lực cắt dầm trình bày tại hình   3.10 
 
Ví dụ 2: Xác định phản lực và momen uốn dầm hai nhịp sau đây theo phương pháp lực. Kết quả tính 
sẽ dùng để so sánh với lời giải theo phương pháp chuyển vị nêu tiếp theo tại phần dưới đây. 
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                             Hình 3.13 

Mô  hình  tính  trình bày tại hình  3.13 

 

 

 

 

 

           

 

Phương trình xác định góc  xoay tại ngàm trái  θ12  =  0: 

0
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phương trình cân bằng góc xoay tại gối 2: 
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phương trình góc xoay  ngàm phải: 

0
1636

3
32 =−+

EJ
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Sau khi thay P = 0,5ql, nhận được hệ phương trình sau. 
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Sau khi giải hệ phương trình  trên đây sẽ nhận được: 
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                                   Hình  3.14



 51

Ví dụ  3:  Sử dụng phương pháp ma trận dẻo xác định chuyển vị và các thành phần lực cắt, momen 
uốn dầm, nêu tại hình dưới đây. 

1,5m

60kN/m
100kN

4m 3m

 
    Hình  3.15 

Số phản lực cần tìm gồm  ba lực tại 3 gối và hai momen tại ngàm bên trái, gối giữa, tổng cộng 
5.  Số phương trình trong hệ phương trình cân bằng chỉ có 3. Như vậy bậc không tĩnh định (degree of  
static indeterminacy) sẽ là  5 – 3 = 2. 

Chọn momen tại ngàm  và gối giữa là lực không tĩnh định MA  và  MB. 

 

 

 

          

 

 

                                                     Hình  3.16 

1) Biểu đồ momen uốn tại các kết cấu đã tách nhân tạo có dạng sau. 

Góc xoay  tại đầu dầm tựa tại hai gối, chịu  tải phân bố q = 60 kN/m, tính theo công thức:   

EI
qL

BA 24

3

=−= θθ . 

Góc xoay  tại đầu dầm tựa tại hai gối, chịu  tải tập trung tại giữa sải P = 100kN, tính theo công 

thức:   
EI

PL
BA 16

2

=−= θθ . 

Giá trị Δ1L tính tại A  và  Δ2L tại B: 

EJEIL
1604

24
1 3

1 =×=Δ  
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EIEIEIL
25,2163100

16
1160 2

2 =
×

×+=Δ  

Để  lập ma trận dẻo nên sử dụng phương pháp tải đơn vị áp đặt tại vị trí i,  i = 1, 2, … và xác 
định chuyển vị do các tải này gây ra tại j, j = 1, 2, .. . 

Cách làm trong trường hợp này như sau, hình  3.17 

 

 

 

 

 

 

 

                                                           Hình 3.17 

EIEI 3
441

2
1

3
2

11 =×××=δ  

EIEI 3
241

2
1

3
1

21 =×××=δ  

Tương tự cách làm trên, có thể xây dựng mô hình tính: 

1/EJ

A'

A

1kNm

B'B'

B

C'

C

 
                                                 Hình  3.18 

EIEI 3
241

2
1

3
1

12 =×××=δ  

EIEIEI 3
731

2
1

3
241

2
1

3
2

22 =×××+×××=δ  

Điều kiện biên bài toán thể hiện: Δ1  =  0;  Δ2  = 0. 

Phương trình ma trận giờ có thể viết: 

A B C

A' B'B' C'

1kNm

1/EJ
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⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
−
−

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
5,216

1601
72
24

3
1

2

1

EIP
P

EI
 

 

 

 

 

 

 

Từ đó: 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
−
−

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

250,68
875,85

2

1

P
P

 

Biểu đồ momen uốn của dầm hau nhịp được vẽ tại hình   3.19 

Ví dụ 4: Sử dụng phương pháp ma trận dẻo (phương pháp lực) xác định momen uốn tại B, C dầm sau 
đây. 

4m
12m 12m 12m

120kN

40kN/m
20kN/m

A B C D

 
                                                                Hình 3.20 

Dầm đang nêu thuộc dạng không tĩnh định. Hai nghiệm siêu tĩnh được chọn  sẽ là momen men 
uốn  MB  tại gối B và MC  tại gối C. 

 

 
                   Hình 3.19 
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40kN/m 20kN/m

12m 12m 12m
4m

4m
12m

12m 12m

120kN

A B C D

Mb Mb Mc Mc

A B C D

A B C D

A B C D

1kNm

1kNm1kNm

1kNm

A B C D
  

Hình 3.21 

Các  lực  siêu tĩnh ký hiệu MB  và Mc  trình bày tại hình a. 

Chuyển vị (góc xoay) tại nút B do  ngoại lực tác động trên dầm BA và do lực tập trung tại dầm 
BC gây, góc xoay tậi C do ngoại lực trên dầm CD và dầm CB gây. 

Căn cứ mô hình trình bày tại hình b, từ các bảng tính chuẩn bị sẵn có thể  tính: 

EIEIEIBCBAB
67,3946

16
12120

24
1240 23

=
×

+
×

=+= θθθ  

EIEIEICDCBC
33,2293

16
12120

24
1220 23

=
×

+
×

=+= θθθ  

Hệ số dẻo  thứ  ij, ký hiệu δij ,   xác định  bằng chuyển vị tại nút thứ j do tải đơn vị đặt tại nút i 
gây. Tải đơn vị đặt tại B có C có dạng như trình bày tại hình c, d. 

EIEIEI
8112

2
1

3
2112

2
1

3
2

11 =×××+×××=δ  

EIEI
2112

2
1

3
1

21 =×××=δ  

EIEI
2112

2
1

3
1

12 =×××=δ  

EIEIEI
8112

2
1

3
2112

2
1

3
2

22 =×××+×××=δ  

Phương trình ma trận có dạng: 

[ ]{ } { } { }LP Δ+Δ=δ  
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⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
33,2293
67,39461

82
281

EIM
M

EI C

B  

Từ  đây có thể tính giá trị hai momen đang là ẩn số: 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
−
−

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

22,174
78,449

C

B

M
M

 

Ví dụ  5: Xây dựng  đường momen uốn  M,  lực cắt N và lực dọc trục T khung phẳng sau. 

    P 

 

   45° 

 

                                    Hình 3.22 

Chọn X1, X2,  X3 làm lực siêu tĩnh, như  trình bày  tại hình   a  dưới. 

X2

P

b) Momen do X1

X1=1

M1
a

Pa

a) Ngoaïi löïc

a

M

P

1

d) Momen do X3
X3=1

1
M3

X1

a M2

c) Momen do X2
X2=1

a

X3
a

 
                                                            Hình 3.23 

Trong  khuôn khổ phương pháp lực, tiến hành xây dựng hệ phương trình đại số tuyến tính, 
dạng phương trình ma trận: 

[δ] {P} =  {Δ}           (*) 

Các thành phần ma trận dẻo  δij, i = 1,2,3  và  j = 1, 2, 3  xác lập từ cơ sở  chuyển vị  nút i dưới 
tác động tải đơn vị  đặt tại j;    Δi,   i = 1, 2, 3   tính cho vị trí  i  dưới tác động  lực thực của hệ thống. 

∫ ∫=Δ= dx
EJ

Mm
dx

EJ
mm i

i
ji

ijδ  

trong đó M – momen uốn  do ngoại lực gây;   



 56

mj , j = 1, 2, 3   - momen do  tải đơn vị  (=1) gây. 

Mô hình tính trình bày từ hình b. 

Momen  M trình bày tại hình c. 

Momen  m1,  m2,  m3  trình bày tại hình d, e, f tương ứng. 

( )
3

2
2
1

11
47,23

2
3
22

2
1

a
EJEJ

aaaaa
dx

EJ
m

l

=
+

== ∫δ  

và 

EJ
a

EJ
a

EJ
a 2

3113

2

3223

3

2112
71,2;707,0;47,0

====== δδδδδδ  

 

22
. 3

1
Pa

EJ
aaPa
==Δ  

và    

EJ
Pa

EJ
Pa

2
;

3

2

3

3

2 −=Δ−=Δ  

Hệ phương trình tại (*)  giờ có dạng: 

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−
−=

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−

2/

2/
1

/41,3
707,014,1
71,2472,047,2

2

3

2

1
2

P
Pa

Pa
a

EJ
X
X
X

a
a
aa

a  

Giải hệ phương trình trên đây sẽ nhận được kết quả: 

P
aX

X
X

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧−
=

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

071,0
417,0
204,0

3

2

1

 

Đồ thị momen uốn, lực cắt, lực kéo, nén trình bày tại hình  a, b, c, d. 
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X3
X2

X1

0,417P

P

0,204P

0,071Pa

0,308Pa

0,204P

0,583P

P
0,142Pa 0,275Pa

0,308Pa

0,071Pa

P

0,417P

0,583P

-0,149P

0,204P

0,435P

P

a)

b)

c)

d)

 
Hình 3.24 

Phương pháp chuyển vị 
Ví dụ 1:  Xác định phản lực và momen uốn dầm hai nhịp sau đây. 

 
     P=0,5ql 
       q 
  

  0        1          2  
      l/2          l/2                      l 
 

Hình 3.25 

Tiến hành giải bài toán theo thứ tự sau: 

a)    Xác định  số ẩn cần tìm.  Trường hợp cụ thể góc xoay dầm tại ngàm số 0 và  ngàm số 2 bằng 0:  
θ0  =  θ2  = 0.  Góc xoay tại gối  số 1  cần được xác định 

b)    Xác định momen ngàm cố định, theo công thức từ sức bền vật liệu: 

MF01 = -
16

2ql ;  MF10 = 
16

2ql ; 

MF12 = -
12

2ql ;  MF21 = 
12

2ql  

c)    Xác định momen  uốn tại nút. 

101
2 θ

l
EJM =  ; 110

4 θ
l
EJM =  

112
4 θ

l
EJM =  ; 121

2 θ
l
EJM =  
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d)    Phương trình cân bằng góc  xoay tại nút 1: 

012121010 =+++ MMMM FF  

Hay là: 

04
12

4
16 1

2

1

2

=+−+ θθ
l
EJql

l
EJql  

Từ đó có thể xác định θ1. 

EJ
ql 2

1 384
1

=θ  

e)    Xác định các momen thành phần. 

M01
* = MF01  + M01 = 2

1

2

0573,02
16

ql
l
EJql

−=+− θ  

M10
* = MF10  + M10 = 2

1

2

0729,04
16

ql
l
EJql

=+ θ  

M12
* = MF12  + M12 = 2

1

2

0729,04
16

ql
l
EJql

−=+− θ  

M21
* = MF21  + M21 = 2

1

2

0885,02
16

ql
l
EJql

−=+ θ  

Ví dụ 2: Áp dụng phương pháp chuyển vị  phân tích dầm  hai nhịp, ngàm bên trái, tựa trên hai gối, 
kích thước như nêu tại hình 3.22. Độ cứng chịu uốn của dầm EJ. Bài này đã được nêu tại trang  156 
khi bàn về  phương pháp lực. 

1,5m

60kN/m
100kN

4m 3m

 
                                         Hình 3.26 

1)  Chuyển vị đóng vai trò ẩn số trong trường hợp  này  là góc  xoay tại B  θB   và C ký hiệu  
θC.  

2)  Ma trận  cứng  gồm các thành phần  kij,  hiểu như lực cần thiết tại i gây chuyển vị đơn vị 
tại j.  Nếu lần lượt thay “chuyển vị”  θB = 1 có thể nhận: 
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( ) ( )

EJEJEJ

EJEJk CBBA

3
7

3
4

4
4

02
3

202
4

2
11

=+

=−++−+= θθθθ
 

( )
3

202
3

2
12

EJEJk CB =−+= θθ  

Trường hợp   θC =1: 

( )
3

202
3

2
21

EJEJk CB =−+= θθ  

( )
3

402
3

2
22

EJEJk CB =−+= θθ  

3)  Từ  phương trình cân bằng lực có thể xác định vector tải trọng tác động  lên hai gối B và 
C: 

{R} = [ -42,5   -37,5]T,   kN. 

4)   Phương trình cân bằng (b) tính cho dầm đang  xem xét có dạng: 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
−
−

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

5,37
5,42

3
4

3
2

3
2

3
7

C

B

EJEJ

EJEJ

θ
θ

 

từ đó: 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
−
−

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

188,22
875,111

EJC

B

θ
θ

 

5)   Momen uốn tính theo cách sau: 

M = MFE  +  ML 

Trong đó, MFE  - momen tính cho hai ngàm  dầm sau mô hình hóa,  thường được chuẩn bị sẵn 
trong các  sổ tay tính toán bền. Hai trường hợp thường gặp như sau: 

Dầm  dài L, ngàm hai đầu, chịu tải trọng phân bố  q = const, công thức tính  momen tại ngàm 

có dạng:  
12

2qLM FE = . 

Dầm  dài L, ngàm hai đầu, chịu tải trọng tập trung P tại giữa sải, công thức tính  momen tại 

ngàm có dạng:  
8

PLM FE =  

Áp dụng công thức trên cho dầm AB và BC sẽ là: 

80
12

460 2

=
×

=AB
FEM  (kN.m),  momen tại đầu dầm 
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5,37
8

3100
=

×
=BC

FEM  (kN.m),  momen tại đầu dầm 

Từ đó: 

kNm
EJ

EJM AB 938,85875,11
4

280 −=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−+−=  

kNm
EJ

EJM BA 130,68875,112
4

280 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ×
−+=  

kNm
EJEJ

EJM BC 130,68188,22875,112
3

25,37 −=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

×
−+−=  

0188,222875,11
3

25,37 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ×−−+=

EJEJ
EJM CB  
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Bài tập 

1.    Cho trước dầm con son chiều dài L, độ cứng EJ, chịu tác  động tải phân bố đều  q = const.  Xác 
định  chuyển vị điểm đầu tự do. Chuyển vị điểm tại L/2 bằng bao nhiêu? 

2.   Tìm  chuyển vị đầu cuối dầm hai sải, sải đầu dài 2L, tựa trên hai gối tại đầu  dầm và  vị trí x = 2L, 
sải thứ  hai dài L, đầu còn lại  tư do.  Dầm chịu momen uốn đặt  tại  vị trí x = L. 

  M 

  2L    L 

 

                          Hình 3.27 

3.    Sử dụng phương pháp lực giải các dầm sau đây. 

L

q

L

q

L

q
q

EJ
EJ

EJ
EJ

L/2 L/2

y

x

A B

A B

A B

A B

 
Hình 3.28 

4.    Giải bài toán 3. bằng phương pháp chuyển vị 

5.     Xác định phản lực RC của gối đàn hồi, ,độ cứng lò xo k, trình bày tại hình dưới đây.  Biết rằng 
độ cứng dầm EJ, chiều dài dầm L, đểm C  giữa dầm 
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y

x

EJC
k

A B

 
Hình 3.29 

6.     Xác định chuyển vị dầm chiều dài L, độ cứng EJ, ngàm bên phải, tựa trên gối đàn hồi phía trái, 
chịu tải trọng phân bố đều q = const. Độ cứng lò xo tại gối A tính bằng k. 

y

x

 
Hình 3.30  

7.    Xác định hệ số ngàm đoạn dầm AB hình dưới đây1 . 

 

A

D

C

B

E

I3I2

I1 L1
L2 L3

 
Hình 3.31 

                                                 
1 Xem lôøi giaûi taïi saùch “Cô hoïc keát caáu taøu thuûy vaø coâng trình noåi”, trang 264, NXB ÑHQG Tp HCM 2002. 
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8.    Xác định phản  lực tại gối ghi bằng ký tự B, C  đường trục máy đẩy tàu trong trường hợp trục 
gãy góc khi lắp sẽ bị bắt  chặt tại bích nối A. 

9.   Xác định phản  lực tại gối ghi bằng ký tự B, C  đường trục máy đẩy tàu trong trường hợp trục 
không đồng tâm khi lắp sẽ bị bắt  chặt tại bích nối A. 

AB
C

A
B

C

a)  Baøi taäp soá 8

b)  Baøi taäp soá 9
ϕ

 
Hình 3.32 

10. Sử dụng phương trình ba momen xây dựng biểu đồ uốn và lực cắt dầm dưới đây. 

EJ

4/3qa
2/3qa

EJ

A B C D

 
                                              Hình 3.33 

11.      Xây dựng biểu đồ momen uốn, lực cắt. Tính phản lực  các dầm nêu tại hình dưới đây. 
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EJ

10kN
10kN

20kN/m

10kN/m

20kN/m

20kN/m

10kN/m

20kN/m

30kN/m 15kN/m

30kN

40kN

10kN.m

a)

b)

c)

e)

f)

g)

h)

d)

 
                                                       Hình 3.34 
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Xoắn trục  tròn 

Tóm tắt  

Biến dạng (shear strain) và chuyển vị (deflection)  do xoắn tính  từ công thức: 

τνγ
Err

)1(2
0

+
=

=
  trong đó   

p

T
rr J

rM .
0
=

=
τ .    (a) 

Góc xoắn trục:  ( )
p

T

p

T

GJ
lM

EJ
lM
=+= νϕ 12      (b) 

MT – momen xoắn, r – bán kính  đến điểm tính toán,  Jp  - momen quán tính trong hệ độc cực, 
l – chiều dài trục. 

Trường hợp trục rỗng, bán  kính ngoài R, bán kính trong r,  công thức tính Jp có dạng:  

( )44

2
rRJ p −=

π         (c) 

Ví dụ  1:    Trục hộp số  dài l = 0,6m, quay n = 500 v/ph.  Người ta gắn thiết bị đo  biến dạng  dưới 
góc 45°  so với  đường tâm trục, và đã ghi được độ  giãn dài tương đối  ε =  3,4.10-4.  Xác định  công 
suất máy Pe tại trục và góc  xoắn trục. 

Biết rằng  đường kính ngoài trục D = 8cm, tỷ lệ đường kính trong và ngoài   α =  d/D = 0,8;   
E =  2.105 MPa.  Hệ số Poisson   ν  =  0,30. 

Lời giải: 

Tại góc  45 °  có thể viết:   σ1  =  τ;   σ2  =  -τ. 

Độ giãn dài tương đối    ε =  3,4.10-4  tính theo công thức: 

( ) ( ) 421 10.4,31 −=
+

=
−

=
EE
ντνσσ

ε  

Ứng suất  tiếp tính từ công thức: 

( ) MPaE 3,52
1

=
+

=
ν

ετ  

Mô đun cắt  G =  ( )ν+12
E   =  77 GPa; 

Mo men quán tính trong hệ tọa độ độc cực: 

( ) 4644 10.75,21
32

mDJ p
−=−= απ  

Mô đun chống xoắn: 

3510.88,6
2

m
D
J

W p
p

−==  
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Từ biểu thức tính ứng suất tiếp do  xoắn tại lớp ngoài của trục  
p

T

W
M

=τ  có thể suy ra: 

mkNWM pT .6,3. == τ  

Công suất  truyền đến  trục tính theo công thức: 

kWMnMP T
Te 188

30
.

===
π

ω  

Góc  xoắn trục tính theo công thức (b): 

'3510.02,1 2 === − rad
GJ

lM

p

Tϕ  

Xoắn dầm thành mỏng 

Tóm tắt    

Ứng suất cắt trục thành mỏng tính bằng công thức: 

tA
M T

2
=τ          (a) 

trong đó A – diện tích phần nằm trong đường bao mặt cắt, t – chiều dày thành mỏng.  Momen xoắn 

trục ký hiệu  MT . Biểu thức  
A

Mq T

2
=  trong công thức  qAM T 2=  mang tên gọi dòng ứng suất cắt.

  

Ứng suất cắt  ống trụ  dài L, thành mỏng,  đường kính ngoài D = 2R, đường kính trong d = 2r, 
bị ngàm một đầu, chịu momen  xoắn MT tại đầu tự do nhận được kết quả sau đây. Nếu ký hiệu  bán 

kính trung bình rm = (r +  R)/2, còn diện tích A trong vòng tròn này sẽ là:  A = ( )
4

2Rr +π , giá trị ứng 

suất cắt (shear stress) tính như sau. 

( )[ ]( ) ( ) ( )rRrR
M

rRrR
M

At
M TTT

−+
=

−+
== 22

2
4/22 ππ

τ      (b) 

Phép tính chính xác đưa lại kết quả sau. 

( )

( )
( )

( )44
44

2

2
/ rR

RrM

rR

RrM

rJ
M T

T

mp

T

−
+

=
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+

==
ππ

τ      (c) 

Từ  nguyên lý bảo toàn năng có thể xác định góc  xoắn theo các bước: 

• Công ngoại lực  ϕTM
2
1         (d) 

• Công biến dạng do xoắn  ∫ ∫
L

tdsdx
G0

2

2
1 τ        (e) 
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Nếu thay L
dx
dϕϕ =  có thể tính tiếp: 

∫∫ ==⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ tds

At
M

G
tds

Gdx
dM T

T 22

2
2

4
11 τϕ        (f) 

và   ∫= ds
tA

M
Gdx

d T 1
4

1
2

ϕ          (g) 

Nếu ký hiệu S – chu vi mặt A, còn t = const, công thức cuối có dạng: 

• 
tA
SM

Gdx
d T

24
.1

=
ϕ          (h) 

• Góc xoắn dầm tính theo công thức Bredt sẽ là: 

( ) ( )rRrRG
M

tA
SM

Gdx
d TT

−+
== 32

4
4

.1
π

ϕ        (i) 

Công thức giải tích  tính góc xoắn: 

( )44)2/( rRG
M

GJ
M

dx
d T

p

T

−
==

π
ϕ         (j) 

Ví dụ 1:   Dầm thành mỏng, kết cấu kín, mặt cắt ngang hình chữ  nhật, rộng 300mm, cao 100mm, 
chiều dày thành 3mm, chịu  momen xoắn  MT.  

Xác định giá trị momen xoắn giới hạn nếu nhận rằng ứng suất tiếp cho phép [τ] = 60 MPa. 

Lời giải: 

Diện tích sec tơ của mặt cắt ngang dầm thành mỏng: 

Aω  =  2.30.10  =  600 cm2. 

Ứng suất tiếp lớn nhất:   Hình 3.35 

7
3max 10.6

10.06,0
≤== −

TT M
tA

M

ω

τ  

Từ đó:   MT  = 6.107.1,8.10-4  = 1,08.104  N.m  = 10,8 kNm 

Ví dụ 2: Tính đường kính trục tàu truyền momen quay từ   động cơ công suất 8000 mã lực  (PS), quay 
100 v/ph.  Biết rằng trục rỗng,  tỷ lệ D/d = 2,  ứng suất tiếp giới hạn  [τ]= 300 kG/cm2. 

Hướng dẫn: 

 Sử dụng các công thức  sau đây khi tính trục rỗng, đường kính trong d, đường kính ngoài D. 

pT

D

d

JGMdArG θθ ==∫
2/1

2/1

2         (a) 

trong đó:    ( )
32

44 dDJ p
−

=
π        (b) 
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( ) p

TT

GJ
M

GdD
M

=
−

= 44

32
π

θ ;   
p

T

GJ
lMl ==θϕ      (c) 

từ đó tính được    

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=

4

4
3

max

1

16

D
dD

M T

π
τ      (d) 

Đường kính trục cần tính  nhằm đáp ứng truyền được  momen quay  MT từ động cơ có công 
suất định trước  Pe.  Quan hệ giữa MT trên trục với động cơ công suất Pe như sau: 

MT ePn 7500
60
2

=×
π         (e) 

trong đó  MT  đo bằng kG.m,  n  tính bằng  v/ph, đại lượng  
3060

2 nn ππ
=  gọi là vận tốc  góc. 

Momen xoắn trục tính theo công thức: 

1002
60100758000

×
×××

=
πTM  

Ứng suất lớn nhất tính theo   (d): 

3max
16

15
16

D
M T

π
τ ×=  

Từ đó có thể tính: 

cmD 47
300100215

601007580001616
3 =

××××
×××××

=
ππ

 

Đường kính trong  d = D/2 = 23,5cm. 

Ví dụ 3: Dầm chữ   I  dài  l = 1,5m, ngàm đầu trái, chịu tác động momen xoắn   MT tại đầu bên phải.  
Kích thước mặt cắt chữ I  như sau: tấm bản dưới rộng a = 12 cm,  dày t1  = 1 cm,  chiều dày tấm bản 
trên t = 2 cm; Chiều cao dầm b = 28cm, dày t1. 

Xác định giá trị giới hạn của momen xoắn MT, biết rằng ứng suất tiếp cho phép [τ] = 60 MPa. 

Momen quán tính trường hợp tính xoắn tính theo công thức: 

4
333

74
3

1.302.12,2
3

cm
st

JT =
+

== ∑  

Ứng suất tiếp lớn nhất: 

T
T

T

T MM
J
tM 4

8

2
max

max 10.7,2
10.74

10.2
=== −

−

τ  

    Hình  3.36 

Momen xoắn giới hạn: 

τmax  =  2,7.104MT  ≤  6.107, 
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Từ đây  MT  =  2,22.103 Nm. 
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Xoắn trục không tĩnh định 

Ví dụ 1: Trục đặc, ngàm hai đầu, chịu tác động hai momen xoắn K1 =0,4 kNm và K2 = 0,6 kNm, quay 
ngược chiều nhau.  Chọn đường kính trục nhằm đảm bảo bền và cứng, biết rằng ứng  suất tiếp giới 
hạn [τ] = 40 MPa,  góc xoắn giới hạn [ϕ] = 0,25°/m.  Mô đun cắt G = 8.104  MPa, các khoảng cách    
a = 0,5m ;  b = 0,75m;  c = 1,25m. 

      K1  K2 

 

     Hình 3.37 

 a b  c 

Lời giải: 

Sử dụng phương pháp lực giải bài toán không tĩnh định thường gặp này. Momen cần tìm (tải 
siêu tĩnh redundant) tại  ngàm trái ký hiệu MB, tham gia vào phương trình cân bằng: 

0).().(
.
. 21 =

++
+

+
−

p

B

pp GJ
cbaM

GJ
baK

JG
aK  

Từ phương trình cuối có thể xác định: 

MB  =  220 Nm 

MA  =  400 +  220 – 600  =  20 Nm 

Xây dựng đồ thị MT  co trường hợp này, có thể rút ra  rằng Mmax  =  380 Nm. 

Chọn đường kính trục theo điều kiện bền: 

[ ] cmmMD T 62,30362,016
3 ===

τπ
 

Chọn đường kính theo tiêu  chuẩn cứng: 

[ ] cmm
G

MD T 75,50575,0.32
4 ===

ϕπ
 

Từ kết quả trên, chọn D = 5,75cm làm đường kính trục. 

Trường  hợp trục rỗng ruột, đường kính ngoài D, đường kính trong d, công thức tính  đường 
kính theo tiêu chuẩn bền và cứng mang giá trị tương ứng sau: 

( )[ ] D
dMD T =

−
= α

ταπ
;

1
16

3
4  

( )[ ] D
dM

D T =
−

= α
ϕαπ

;
1
32

4
4  
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Bài tập 

1.  Xác định ứng suất cắt và góc xoắn ống tròn thành mỏng làm từ thép. Biết rằng chiều dài ống 0,5m, 
chịu tác động momen xoắn 1 kN.m.  Mô đun đàn hồi vật liệu E = 200 GPa, hệ số Poisson ν  =  0,29. 

2.  Xác định momen xoắn tại hai đầu ngàm trục  nêu tại hình 3.32. Momen xoắn áp đặt Q = 10 kN.m.   
Mô đun cắt G = 3.104  MPa. 

4c
m

5 c
m

1,2m 0,4m

A B

Hình   3.38 

3.  Ống  thép mặt cắt  ngang kết cấu thành mỏng, nửa hình tròn, chiều dày thành  t = 3mm, bán kính  
trung bình  R = 40 mm, chịu momen xoắn 500 N.m. Ống dài 300mm. Mô đun đàn hồi E = 210 GPa, 
hệ số Poisson  ν  = 0,29.  Xác định ứng suất cắt trung bình  và góc xoắn dầm thành mỏng này. 

4.  Ống thép thành mỏng  dài  1m, mặt cắt ngang trình bày tại hình 3.32  , chịu momen  

75

50

t=3mm

30
R2

5

y

x

a) Ba øi ta äp  3 b) Ba øi ta äp  4
 

                                  Hình 3.39 

xoắn  2kN.m.  Tính chất vật liệu: E = 210 GPa, ν  = 0,29. 

Xác định ứng suất cắt trong thành ống. Xác định góc  xoắn ống. 

4.  Kết  cấu ống hai liên (hai vùng kín), làm bằng nhôm, mặt cắt có dạng nêu tại hình 3.33b . Chiều 
dày thành ống và thanh ngáng t = 5mm. Mô đun đàn hồi nhôm E = 70 GPa, ν  = 0,33. 

Xác định ứng suất cắt trong thành ống. Xác định góc  xoắn ống. 
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ỔN ĐỊNH CỘT 

Tóm tắt:    

a/   Xác định tải  giới hạn bằng phương trình vi phân 

Độ võng dầm tính theo quan hệ  EJy”  = M = -Py. Từ phương trình này có thể viết:   

0" 2 =+ yky   trong đó  
EJ
Pk =2  

Nghiệm của phương trình vi phân  tìm ở dạng: 

kxCkxCy cossin 21 +=  

Thay điều kiện biên cho bài toán  trình bày tại  

hình 3.34, tại x = 0, y =0 và tại x = L, y = 0 có thể viết    Hình 3.40 

C2  = 0, còn   C1sinkL = 0   với  C1 ≠  0. 

KL =  nπ,   n – số nguyên chẵn. 

Với   
EJ
P

L
nk == 2

22
2 π     có thể viết: 

2

22

L
EJnP π

=  

Giá trị trên đây gọi là tải giới hạn hay là tải Euler. 

Trường hợp  n  = 1 tải giới hạn sẽ  có giá trị  2

2

L
EJPcr

π
=  

Trong công thức  E – mô đun đàn hồi vật liệu, J – momen quán tính mặt cắt, L – chiều dài 
cột.   

Tổng quát tải Pcr thể hiện bằng công thức: 2

2

)(KL
EJPcr

π
= , trong đó K phụ thuộc vào điều kiện 

hình học đầu cọc. Ứng suất giới hạn (ứng suất Euler) có dạng:  

AKL
EJ

A
Pcr

cr .)( 2

2πσ == ,   với  A – diện tích mặt cắt ngang cột. 

Nếu ký hiệu r = AJ / , KL = Le – chiều dài hữu hiệu,  công thức tính ứng suất giới hạn  

được hiểu: 
( ) 2

2

2

2

/
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

==

r
L

E
rKL
E

e
cr

ππσ . 

λ

y

x P

L
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Công thức Euler đúng cho trường hợp: p
e

cr

r
L

E σπσ ≤

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

= 2

2

, tương ứng trường hợp  (Le/r) ≥ 

105  với thép thông thường E = 210kN/mm2,  giới hạn đàn hồi σp = 190 N/mm2 .  Ngoài giới hạn trên  
tải giới hạn tính theo công thức Engesser-Shanley hoặc những công thức khác, dạng chung: 

 
( )2

2

/ rL
E

e

t
cr

π
σ = ,   trong đó  Et phụ thuộc vào bản thân σr, Le/r. 

Những công thức đang được dùng được viết gọn:  σcr  =  A  - B(Le/r) 

Tại châu Âu, giá trị A, B  dùng cho thép cac bon có E = 210kN/mm2  như sau:   

Thép  Fe 360: A = 310, B = 1,14.  

Với thép Fe 510 A =459,3 B= 1,98.  

Thép nikel hàm lượng 0,05%Ni  A = 470, B = 2,3. 

Tại Nga sử dụng  đường tiếp tuyến khi tính ứng suất giới hạn, vơi thép  có E = E = 
210kN/mm2  , σp  = 200MPa,  σY = 240MPa công thức tính  σcr sẽ là: 

  σcr  = 300 - (Le/r)   (MPa)  khi    σcr  ≤    σY   

Thép chrom:  σcr  = 1000 – 5,2(Le/r)   (MPa)   

Đua ra:  σcr  = 400 – 3,33(Le/r)   (MPa)   

Tại USA sử dụng đường parabol Johson khi tính ứng suất giới hạn ngoài phạm vi đường cong 
Euler. 

( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ >−=

2
/

4
2

2

2
Y

cre
Y

Ycr rL
E

σ
σ

π
σ

σσ  

b/   Xác định tải  giới hạn bằng phương pháp năng lượng 
Năng lượng uốn dầm tính  bằng biểu thức: 

λcr

l l

PdxEJydx
EJ

MU === ∫ ∫
0 0

2
2

''
2
1

2
        (a) 

Mặt khác λ tính theo công thức: 

∫=
l

dxy
0

2'
2
1λ            (b) 

Từ đó:  

∫

∫
= l

l

cr

dxy

dxEJy
P

0

2

0

2

'

"
         (c) 

Hàm y(x) chọn  phù hợp với điều kiện từng bài toán. 
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Ví dụ 1: Xác định tải giới hạn dầm độ cứng EJ, dài L, chịu tác động tải trọng nén P như tại hình 3.40.  

Hàm y thích hợp trong trường hợp  cụ thể nên là 
l
xCy πsin= . Thay y vào công thức  (c) sẽ nhận 

được: 

2

2

l
EJPcr

π
=  

 

 

Bài tập 
1.   Cọc thép chiều dài L, gắn  

kết vào kết cấu như tại hình     . 

Xác định kích thước mặt cắt ngang  

để kết cấu có khả năng không mất  

ổn định. 

Tính tải giới hạn  cho những trường hợp sau:  

a/  Mặt cắt ngang hình tròn, d= 30mm, L = 1,2m   Hình 3.41 

b/   Mặt cắt hình chữ nhật L = 1,2m, h/b = 2,  b = 25mm 

c/   Mặt cắt hình vuông  L =1,2m, a = 30mm. 

Biết rằng E = 2,1.105 MPa. 

2.   Tính tải giới hạn cho xi lanh động cơ đốt trong sau đây. Chiều dài L =0,9m. Lực  nén lớn nhất  do  
khí đốt 160 kN.  Xác định kích thước cho hai phương án kết cấu: (1) piston đặc,  mặt cắt ngang tròn 
đường kính d, và (2) kết cấu ống thành mỏng, tỷ lệ đường kính trong với đường kíng ngoài 0,65. 

Vật liệu chế tạo có E = 2,15.105MPa. Giới hạn chảy vật liệu σY = 540MPa. 

3.   Ống hợp kim nhôm (đua ra) dài L = 1,06m chịu tác động lực nén P, như hình ảnh đã đề cập tại 
bài tập 1. Xác định đường kính ống  nếu tỷ lệ giữa đường kính ống và  chiều dày d/t = 25.  Biết rằng 
P = 32 kN. 

4.    Kết cấu  khung từ các thanh chịu kéo, nén trình bày tại hình 3.36 cần đượpc kiểm tra ổn định. 

P P

3m 3m 3m

3m

Hình 3.42 
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Xác định gía trị của tải  giới hạn Pcr  của hệ khung.  Biết rằng  E = 200MGa,  bán kính momen 
quán tính  r = AJ /  của  mỗi thanh bằng 2,5cm,  diện tích mặt cắt A = 6,45 cm2. 

5.   Xác định tải giới hạn cho dầm trình bày tại hình  3.34, giả sử rằng đường cong diễn tả độ võng 
đàn hồi có dạng: 

a/     w = C(Lx – x2) 

b/    w = C(L3x  - 2Lx3  + x4) 

6.   Xác định tải giới hạn  trình bày dạng: 

2
2

L
EJCPcr =  

trong đó C – hệ số phụ thuộc vào quan hệ  A = i/J và k nêu tại hình  3.43. 

C

i iJ

P P

Hình 3.43 

Giả sử  đường cong trình bày độ võng  ghi theo một trong hai dạng sau: 

a/  ( )2
2

4 xLx
L

fw −= ;   b/  
L
xfw πsin=  

trong đó f – độ võng lớn nhất  tại  x = L/2. 

Tính tải giới hạn cho các trường hợp sau: 1)  A = 0,2,  k = 0,2;  2)  A = 0,4 ,        k = 0,2;  3) 
A = 0,6,    k = 0,6. 
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Chương 4 
 

KHUNG VÀ GIÀN 
4.1  Tóm tắt 
Xác định bậc không tĩnh định khung phẳng theo hướng dẫn sau: 

Khung giản đơn 

3

1
4

2

a) N=4-3=1

3

2

3

1

b) N=4-3=1

4

2

1

4

3

3

c) N=5-3=2

d) N=6-3=3

2

1

3

4

5
6

 
Hình  4.1 

Khung phẳng nhiều tầng,  khung phức tạp 

1

3 6 9 3 6

2 5

4 7

8 2

1 4

5

 N=9-3=6  N=9-3=6

 
Hình 4.2 
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4.2   Nguyên lý bảo toàn năng lượng trong xử lý  khung phẳng 

Ví dụ 1:  Áp dụng  nguyên lý  bảo toàn năng lượng  xác định  chuyển vị nút D khung phẳng giới thiệu 
tại hình. Lực  P = 5 kN, độ cứng các  thanh EJ = 8000 kN.m2. 

5kNA

B C

D

 
Hình 4.3 

Từ chương trước đã trình bày,  công biến dạng trong vật thể  tính bằng công thức  

∫ ×
V

dVεσ
2
1 .  Khi áp dụng công thức  trên tính công biến dạng các dầm, thay biến dạng bằng  quan 

hệ  z
EJ
M

=ε , trong đó E – mô đun đàn hồi, J – momen quán tính mặt cắt, z – khoảng cách từ trục 

trung hòa mặt cắt đến vị trí tính toán, công thức tính công biến dạng trở thành  dV
EJ

zM

V
∫ 2

22

2
1 . Sau  

tích phân chúng ta  nhận được phương trình tính công biến dạng dầm dài L, độ cứng EJ, chịu tác 

động momen uốn M dạng sau đây:  ∫
L

dx
EJ

M

0

2

2
       (*) 

Có thể thành lập  các phương trình tính momen uốn do lực P = 5kN, đặt ngang tại D,  gây ra  
cho từng thanh thuộc kết cấu khung phẳng đang xét. 

Đoạn CD:  M = 5x; 

Đoạn BC:  M = 20; 

Đoạn AB:  M = 20 – 5x; 

Công biến dạng tính theo công thức  (*)  đang nêu: 

EJEJEJEJ

dx
EJ

xdx
EJ

dx
EJ
x

33,1133
3

642516001600
2

160067,266

)520(
2
1)20(

2
1)5(

2
1 4

0

23

0

24

0

2

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ×

+−++=

=
−

++ ∫∫∫
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Công do ngoại lực thực hiện: 

Δ××=Δ×× )(5
2
1

2
1 kNP  

Cân bằng công biến dạng với công  ngoại lực thực hiện có thể  thấy: 

EJEJ
33,45333,11335

2
1

=Δ⇒=Δ××   hay là: 

Δ =  453,33 / 8000 = 0,0567m. Có thể đổi thành Δ  = 56,7mm. 

4.3  Phương  pháp tải đơn vị 
Ví dụ 1:  Áp dụng  công thức (e) xác định chuyển vị  điểm A khung phẳng làm bằng thép tại hình   
4.4 dưới  đây.  Mô đun đàn hồi vật liệu E = 200 GPa. Momen quán tính mặt cắt J = 150.104 mm4. 

D

A B

C

10kN

q=20kN/m

 
Hình 4.4 

Phương trình momen M do tải trọng bên ngoài áp đặt: 

Đoạn AB:  M = 10x2; 

Đoạn  BC:  40; 

Đoạn cD:  40 – 90 x.  

Phương trình momen uốn tính cho các  thanh khi áp đặt tải đơn vị tại A, theo hướng từ trên xuống. 

Đoạn AB:   M1  = x; 

Đoạn BC:  M1  = 2; 

Đoạn  CD:  M1 = 2 – x. 

260)2)(9040(.80.10
3

0

2

0

2

0

2 =−−++=Δ ∫∫∫ dxxxdxxdxxEJ  

Từ đó: 

m4
89 10.222,7

1015010240
260 −

− =
×××

=Δ  
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4.4   Ứng dụng định lý Castigliano xác định chuyển vị khung 

Ví  dụ 1: Xác định chuyển vị theo hướng  ngang u và v theo hướng  thẳng đứng điểm D của khung, 
tại hình 4.5  dưới. Kích thước khung ghi tại hình. Độ cứng các thanh EJ = 12.1013 N.mm2. 

 
Hình 4.5 

Các lực  mượn (dummy loads) P và Q được gán tại D theo hướng từ trên xuống và sang 
ngang,  tạo momen uốn. Momen uốn do tải trọng q(x) = 30kN/m  cùng P gây ra tính  cho toàn khung 
như sau: 

Đoạn AB:  M =  -(4P  + 240 + 50x); 

Đoạn BC:  M = -(Px  + 15x2) 

Đoạn CD:  M  = 0. 

Công biến dạng tính bằng công thức (*): 

( ) ( ) 0
2

15
2

502404 4

0

24

0

2

+
+

+
++

= ∫∫ dx
EJ

xPxdx
EJ

xPU  

 Chuyển vị   theo hướng lực P tác động tính theo công thức Castigliano: 

( ) ( )
∫∫

+
+×

++
=

∂
∂

=Δ
4

0

4

0 2
1524

2
5024042 dx

EJ
xPxdx

EJ
xP

P
U

V  

Khi thay  P = 0 sẽ nhận được: 

( ) ( )
EJ

dx
EJ

xdx
EJ

x
V

640015450240 4

0

4

0

=+×
+

=Δ ∫∫  

Thay  giá trị EJ = 12.1013 N.mm2 vào công thức tính sẽ nhận được: 

mV 0533,0
10.12

6400
4 ==Δ  
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Momen uốn do tải trọng bên ngoài  cùng Q gây ra tính  cho toàn khung như sau: 

Đoạn AB:  M =  -[Q(2-x)  + 240 + 50x]; 

Đoạn BC:  M = -(20  + 15x2) 

Đoạn CD:  M  = Qx. 

Công biến dạng tính bằng công thức (*): 

( ) ( ) ( )
∫∫∫ +

+
+

++−
=

2

0

24

0

24

0

2

22
152

2
502402 dx

EJ
Qxdx

EJ
xQdx

EJ
xQxQU  

Công thức tính chuyển vị điểm D  theo hướng ngang có dạng: 

( ) 030)2(50240 4

0

24

0
0 ++

−+
=

∂
∂

=Δ ∫∫= dx
EJ

xdx
EJ

xx
Q
U

QH  

Sau thay thế  ΔH  =  3,1mm. 

Ví dụ 2: Xác định  phản lực cho khung phẳng hệ thống siêu tĩnh tại hình 4.6. 

Chuyển vị  nút  D  cuối dầm số 3 trên hình có thể xác định theo  công thức Mohr: 

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

∂
∂

==
∂
∂

=

∂
∂

==
∂
∂

=

∂
∂

==
∂
∂

=

∫

∫

∫

dx
R
MM

EJM
U

dx
R
MM

EJR
U

dx
R
MM

EJR
Uu

dd

HH

VV

10

10

10

θ

v         (a) 

Pz=20kN
Px=10kN

p=
2k

N/
m

A

B C

D

3m

2

1 3

3m1,73m
 

Hình 4.6. 

Nếu ký hiệu RH – phản lực phương ngang, RV – phản lực phương thẳng đứng, có thể  viết 
phương trình cân bằng lực sau cho hệ thống, A, B, C, D  chỉ các nút nêu tại hình 4.6. 

x’RHD +  MD  =  M|3 

3RHD  + x’’RVD  +  MD  =  M|2 
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( ) ( ) DVDHD MRxRy +++− '''~3'''~3  

( )
1

2

0 2
''''''~'''~ MxpyPxP xz =−−  

trong đó   o60;cos''''''~;sin''''''~ === ααα xxxy ;  0 ≤ x’ ≤ 3;   0 ≤  x’’ ≤ 3; 

0 ≤ x’’’ ≤ 3,464.   

và   M|i, i =  1, 2, 3. 

Tiến hành các  phép tích phân sau: 

0111
321 =

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

∫∫∫ dx
R
MM

EJ
dx

R
MM

EJ
dx

R
MM

EJ VDVDVD

    (b) 

với    ;'''~3;'';0 123 x
R
Mx

R
M

R
M

VDVDVD

+=
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂  

Kết quả tính  đưa lại: 

32,088RHD + 61,638RVD  + 18,696MD  = 524,694.      (c) 

Tiếp tục tính theo  dòng 2 công thức (a): 

;'''~3;3;' 123 y
R
M

R
Mx

R
M

VDVDVD

+=
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂  

và từ dòng 3: 

1123 =
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

DDD M
M

M
M

M
M  

Có thể xác lập tiếp hai phương trình cân bằng, dạng tương tự (c). Tập họp lại trong hệ phương trình 
đại số tuyến tính  có thể  thấy: 

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
=

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

810,125
35,122
694,524

464,9892,17698,18
696,18088,32392,46
89,17638,61088,32

D

VD

HD

M
R
R

 

Giải hệ phương trình theo phương pháp lực đang nêu nhận được: 

RHD = -10,205 kN;    RVD = 9,188 kN;    MD  =  16,217 kN.m 

4.5  Nguyên lý công bù ảo 

Ví dụ 1:   Áp dụng nguyên lý  công bù ảo  xác định phân bố momen uốn khung phẳng dạng chữ Π, 
thường gọi portal frame, như tại hình  4.7.  
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1 4

2 3 P
2

1 3

1,5L

L L

y

x

L

1,5L

L

1
1

2

4

3

2
3 P

M1
R

H

 
Hình  4.7    

Độ cứng các thanh của khung EJ. Chiều dài hai thanh đứng L, thanh ngang 1,5L. Lực ngang P tác 
động tại  nút góc phải khung, từ phải sang trái. 

Độ không tĩnh định khung đang xét là 3.  Trường hợp này có thể chọn ba phản lực, phản lực theo 
hướng thẳng đứng R, theo hướng ngang H và momen M, tính  tại nút 1 làm lực không tĩnh định.  

Phương trình trình bày phân bố momen uốn trong các thanh được viết như sau: Thanh 1:  M(1)  = -Hs 
– M; 

Thanh 2:  M(2)  = -HL + Rs – M; 

Thanh 3:  M(3)  = -H(L – s) + 1,5LR – M – Ps; 

Lực ảo tính theo công thức: 

Thanh 1:  δM(1)  = -δHs – δM; 

Thanh 2: δM(2)  = -δHL + δRs – δM; 

Thanh 3: δM(3)  = -δH(L – s) + 1,5LδR – δM; 

Công nội lực, công bù ảotính cho  mỗi thanh có dạng: 

( )( )

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

=−−−−== ∫∫

MLMHLHMLHL
EJ

dsMHsMHs
EJ

dsMM
EJ

W
LL

δδ

δδδδ

223

00

)1()1()1*(
int

2
1

2
1

3
11

11
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( )( )

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=

=−+−−+−== ∫∫

RMLRLHL
EJ

MLMRLHLHMLRLHL
EJ

dsMRsHLMRsHs
EJ

dsMM
EJ

W
LL

δ

δδ

δδδδδ

233

22233

5,1

0

5,1

0

)2()2()2*(
int

8
9

8
9

8
91

2
3

8
9

2
3

2
3

8
9

2
31

11

 

( )( )

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−+−

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++−=

−+−−−−+−−== ∫∫

RPLMLRLHL
EJ

MPLLMRLHLHPLMLRLHL
EJ

dsMRLsLHPsMLRsLH
EJ

dsMM
EJ

W
LL

δ

δδ

δδδδδ

3233

2223233

00

)3()3()3*(
int

4
3

8
3

8
27

8
151

2
1

2
7

8
21

2
1

6
1

2
1

4
3

2
11

5,1][5,1][11

  

Từ đó: 

=++= )3*(
int

)2*(
int

)1*(
int

*
int WWWW δδδδ  

⎥
⎦

⎤
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−+−

⎢
⎣

⎡
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++−=

MPLLMRLHLRPLMLRLHL

HPLMLRLHL
EJ

δδ

δ

2223233

3233

2
1

2
7

8
21

2
5

4
3

8
21

8
27

8
15

6
1

2
5

8
15

6
131

 

Vì rằng  công bù  ảo do ngoại lực tác động  bằng 0  tính cho trường hợp các  chuyển vị liên 
quan nút 1 đều bằng 0 có thể thấy ngay rằng: δWint

*  =   δWext
* = 0. Từ đó có thể  viết tiếp: 

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++−+
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⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−+−
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0
2
1

2
7

8
21

2
5

0
4
3

8
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8
27

8
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0
6
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2
5

8
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6
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222

3233

3233

PLLMRLHL

PLMLRLHL

PLMLRLHL

 

hay là: 
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⎭
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−
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⎪
⎬
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⎪
⎩
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⎥
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6
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2
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2
8
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8
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2
2
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8
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6
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M
R
H

LDX
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LLL
 

Sau khi giải, nghiệm  của hệ phương trình trên đây mang giá  trị: 

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫
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⎧
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Momen uốn khung được vẽ dưới đây. 

 

 

 

 

 

 

 

                                                     Hình 4.8 

4.6   Phương  pháp  ma trận 

Ví dụ 1: Sử dụng phương pháp ma trận dẻo giải khung sau. 

 
Hình 4.9 

Như ví  dụ trước, ba lực redundant áp đặt tại nút D của khung, lần lượt  mang ký hiệu 1, 2, 3 
hoặc H, R, M như đã dùng cho ví  dụ trên. 

Momen uốn do tải trọng bên ngoài gây ra xác định  như sau: 
Tải Ký hiệu Đoạn DC Đoạn CB Đoạn BA 
Tải thực M(x) 0 15x2 50x+240 
R1  = 1 m1 -x -2 -2 +  x 
R2  = 1 m2 0 -x -4 
R3  =  1 m3 1 1 1 

Tất cả thành phần ma trận dẻo  xác định  như  chuyển vị  đơn vị  do lực đơn vị Pi = 1 gây ra. 

δik  =  δki  =  ∑∫ ds
EI
MM ki

**

              (*) 

Tích phân trên thực hiện trong mỗi dầm riêng lẻ.  Chuyển vị  đơn vị được tính theo cách 
tương tự: 

Δip = ∫∑
M M

EI
ds

p i
* *

                (**) 
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     Hình 4.10 

Trong đó Mp, Sp, Qp là momen uốn, lực dọc trục và lực  cắt  của tải cho trước. M* với chỉ số i 
là momen và lực tương ứng từ  tải đơn vị Pi = 1. Hệ số κ dùng cho trường hợp liên quan lực  cắt, chỉ 
tỉ lệ tham gia của diện tích tíết diện vào ứng suất cắt. Sau khi giải hệ phương trình  cho lực đơn vị,  
ứng lực trong các dầm thuộc hệ thống được tính theo công thức: 

M = MP +  
i

n

=
∑

1

piMi
*   ;         (***) 

Kết  quả tính trong trường hợp đang xem xét này: 

∫∫∫ ∫
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xdx
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EJEJ
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−

+
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+
−

===
4

0

4

0

2

0
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dx
EJ
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x
EJ
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EJ
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dxx

EJ
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EJ
33,851611 4

0

4

0

22
222 =+== ∫∫∫δ  

EJ
dx

EJ
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EJ
x

EJ
dxmm 24)4(4

0

4

0
322332 −=

−
+

−
=== ∫∫ ∫δδ  
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EJ
dx

EJ
dx

EJ
dx

EJ
dxm

EJ
101111 4

0

4

0

2

0

2
333 =++== ∫∫∫∫δ  

Vec tor lực tính như sau: 

EJ
dx

EJ
xxdx

EJ
x

dx
EJ

xxdx
EJ

xdx
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mM
L

33,373)48014050(30
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xdx
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L
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2
3
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+

+==Δ ∫∫∫  

Phương trình tương hợp, theo cách diễn đạt  tại chương ba “Cơ học kết cấu” mang dạng: 

[δ][P] = [Δ] – [ΔL] 
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⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
−
−

−
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
=

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
−
−

1680
6400

33,373
1

0
0
0

2433,85
101624

1
EJ

M
R
H

DX
EJ

 

Sau giải hệ phương trình  giá trị các lực xác định như sau: 

H = -53,33 kN;   R = 70,01 kN;  M = -53,33 kN.m 

Ví dụ 2:  Sử dụng phương pháp ma trận cứng  giải khung vừa đề cập. 

Trong  khuôn khổ phương pháp chuyển vị cách xử lý bài toán qua ma trận cứng được dùng từ 
rất sớm. Ngày nay phương pháp ma trận cứng  đang chiếm vị trí quan trọng trong số các phương 
pháp năng lượng. Thủ tục tính theo phương pháp ma trận cứng trình bày tại chương ba giành cho 
dầm được sử dụng vào hệ khung phẳng, không đổi thay nội dung. 

Chọn  chuyển vị đang là ẩn số cho bài toán đang xem xét: 1-  chuyển dịch ngang nút B,  2 - 
góc xoay góc tại nút B,   và  3 – góc xoay tại nút C. Ba toạ độ  chọn lựa trình bày tại hình tiếp theo. 

 
                                Hình 4.11 
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Các lực và momen cố định tại nút các dầm: 

Lực tác động ngang  50 kN 

Momen cố định tại đầu trái đoạn BC: mkNM FBC .40
12

430 2

−=
×

−  

Momen cố định đầu bên phải BC:  +40kN.m 

Vecto lực  được tính  là: 

{ }
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−
=

40
40
50

P  

Thành lập ma trận cứng. 

Chuyển vị đơn vị theo hướng lực số 1, tính cho trường hợp Δ=1: 

EJEJEJk 6875,1
2

12
4

12
3311 =+=  

EJEJkk 375,0
4

6
21221 −=−==  

EJEJkk 5,1
2

6
21331 −=−==  

Chuyển vị đơn vị  theo hướng hai tức góc xoay tại B, θ = 1: 

EJEJEJk 2
4

4
4

4
22 =+=  

EJEJkk 5,0
4

2
2332 ==  

Chuyển vị đơn vị  theo hướng ba tức góc xoay tại C, θ = 1: 

EJEJEJk 3
2

4
4

4
33 =+=  

Phương trình trình bày quan hệ giữa độ cứng, chuyển vị và lực tác động có dạng: 

⎪
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⎭
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⎨
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θ
θ  

Vecto chuyển vị tính từ hệ phương trình: 
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θ
θ  

Biểu đồ momen tính cho khung phẳng đang nêu có dạng: 
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0
4

35556.3667,260
4

2
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+=

EJM AB  

kNm
EJ

EJM BA 333,13
4

355563667,26201
4

2
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ×

−×+×=  

( ) kNm
EJ

EJM BC 333,1340667,2621
4

2
−=−×=  

kNm
EJ

EJM CB 333,5340667,261
4

2
=+×=  

[ ] kNm
EJ

EJM CD 333,533555630
2

1
2

2
−=×−=  

[ ] kNm
EJ

EJM DC 333,533555630
2

1
2

2
−=×−=  

4.7   Phương pháp chuyển vị góc  

Ví dụ 1:  Phân tích  kết cấu  khung phẳng  dưới  đây  bằng phương pháp  chuyển vị góc.  Biết rằng độ 
cứng các thanh  đứng của khung EJ, thang ngang 2EJ. 

A

B

D

C

40kN/m

2J

J
J

72
72

180

72
72

3636+ +

 
                                                  Hình  4.12 

 

Cách giải khung  phẳng theo phương pháp chuyển vị góc trình bày tại giáo trình “Cơ học kết 
cấu tàu thủy”. 

Momen tại ngàm (fixed moments) tính  như sau: 

mkNM FBC .120
12

640 2

−=
×−

=  
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MFCB  = 120 kN.m 

MFAB  = MFBA  =MFCD  = MFDC  =0 

Các phương trình chuyển vị góc. 

Với ϕA = 0 có thể viết: 

( ) BBAAB EJEJM ϕϕϕ 5,002
4

20 =−++=  

Trong trường hợp  ϕA = 0 còn có thể viết: 

( ) BBABA EJEJM ϕϕϕ =−++= 02
4

20  

( ) CBCBBC EJEJEJM ϕϕϕϕ
3
4

3
412002

6
2120 ++−=−++−=  

( ) CBCBCB EJEJJEM ϕϕϕϕ
3
4

3
212002

6
)2(2120 ++=−++=  

Với ϕD = 0 có thể viết: 

( ) CDCCD EJEJM ϕϕϕ =−++= 02
4

20  

( ) CDCDC EJEJM ϕϕϕ 5,002
4

20 =−++=  

Phương trình cân bằng: 

∑MB  =  0; 

MBA  +  MBC  =  0; 

EJϕB –120  + 4/3 EJϕB  + 2/3 EJϕc  =  0. 

Sắp  xếp lại ba phương trình  có thể  nhận được phương trình sau đây: 

7EJϕB  + 2EJϕC  =  360. 

∑MC  =  0; 

MCB  +  MCD  =  0; 

120  + 2/3 EJϕB  + 4/3 EJϕc  =  0. 

Sắp  xếp lại ba phương trình  cuối có thể  nhận được phương trình sau đây: 

2EJϕB  + 7EJϕC  =  360. 

Từ hai phương trình  7EJϕB  + 2EJϕC  =  360  và 2EJϕB  + 7EJϕC  =  360  có thể  xác định: 

EJϕB  =  72   và    7EJϕc  = - 72 

Thay  các giá trị  này vào  phương trình  cân bằng  chuyển vị  góc sẽ nhận được: 
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Biểu đồ momen uốn  trình bày tại hình phía phải, hình 4.12. 

Ví dụ 2:  Giải khung phẳng sau đây, khi giải tính đến trường hợp các nút tham gia chuyển vị tuyến 
tính. Biết trước mô đun đàn hồi vật liệu làm khung E, momen quán tính mặt cắt ghi tại hình  4.13. 

Có thể  tính mo men tại ngàm ảo cho dầm BC theo các công thức từ sức bền vật liệu: 

mkNM

mkNM

FCB

FBC

.120

;.120
12

640 2

=

−=
×

−=  

MFAB = MFBA = MFCD = MFDC = 0 

Phương trình cân bằng  chuyển vị góc: 

Δ=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ Δ

−++= 375,0
4

32
4

20 BAAB
EIM ϕϕ  

Δ−=⎟
⎠
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⎜
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20 BBABA EIEIM ϕϕϕ  

( ) CBCBBC EIEIIEM ϕϕϕϕ 887,0333,11202
6

)2(2120 ++−=++−=  

( ) CBCBCB EIEIIEM ϕϕϕϕ 333,1667,01202
6

)2(2120 ++=++=  

Δ−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
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−+= EIEIIEM CDCCD 333,0333,1
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32
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)2(2 ϕϕϕ  
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⎜
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⎛ Δ

−+= EIEIIEM CDCDC 333,0667,0
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32
6

)2(2 ϕϕϕ  
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B C

A
D

2I

2II
A

B

D

C

40kN/m

∆ ∆

 
Hình   4.13 

Phương trình cân bằng momen. 

∑ = 0BM  

∑ ∑ =+ 0BCBA MM  

0667,0333,1120375,0 =++−Δ− CCB EIEIEI ϕϕϕ  

Ba công thức này được dồn lại trong biểu thức sau: 

120375,0667,0333,2 =Δ−+ CB EIEI ϕϕ       

∑ = 0CM  

∑ ∑ =+ 0CDCB MM  

0333,0333,1667,0120 =Δ−++ EIEIEI CB ϕϕ      

Ba công thức này được dồn lại trong biểu thức sau: 

120333,0667,2667,0 −=Δ−+ CB EIEI ϕϕ        

Nếu coi rằng  các phản lực ngang tại nút A và D mang giá trị sau: 

4
BAAB

A
MMH +

=     và   
6

DCCD
D

MM
H

+
=    

Trong khi đó   HA  +  HD  = 0, chúng ta có thể viết: 

3(MAB  + MBA )  + 2(MCD  + MDC )  = 0. 

Từ đó có thể viết phương trình cân bằng thứ ba, tiếp (a) và (b): 

0583,345,4 =Δ−+ CB IEI ϕϕ        

Giải hệ ba phương trình ba ẩn (a), (b), (c) nhận được  nghiệm sau:   

EIϕB  =  72,414;  EIϕC  =  -60,172;  EIΔ=  23,842;   

Thay các giá trị vừa tìm vào hệ phương trình cân bằng  chuyển vị góc sẽ nhận được: 
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MAB = 0,5.(72,414) – 0,375. 23,842 = 27,266 kN.m 

MBA = 72,414 – 0,375. 23,842 = 73,473 kN.m 

MBC  = -120 + 1,333. 72,414 + 0,667.(-60,127)  = 63,577 kN.m 

MCB = 120 + 0,667.72,414 + 1,333 (-60,127) = 88,151kN.m 

MCD = 1,333.(-60,127) –0,333.23,842  =  88,089 kN.m 

MDC  = 0,667.(-60,127) – 0,333.(23,842  = -48,044 kN.m 

 

4.8  Giàn phẳng 
Ví dụ 1: Nửa cung tròn, bán kính a, ngàm hai đầu vào tường cứng. Tải tập trung P đặt tại giữa cung, 
tác  động theo phương pháp tuyến với mặt phẳng cung.   Xác định momen uốn, lực cắt  giàn. 

P a

 
Hình 4.14 

Trường hợp kết cấu đối xứng, tải bố trí tại đường tâm đối xứng, chúng ta có thể  chia cơ kết 
này thành hai phần đối xứng để xem xét. Tại vị trí đặt P, cắt cung tròn ta hai phân  nửa  ¼   cung tròn, 
một đầu mgàm, đầu kia chịu lực tập trung  ½P. Momen đơn vị bố trí tại đầu tự do ¼ cung này. 

Lời giải 
Momen uốn  và momen xoắn do lực thực: 

 M(x) =  ½P.r.sinϕ 

MT(x) = ½P(r - rcosϕ) 

Momen đơn vị  mang giá trị sau: 

m  =   -1.cosϕ 

mT  = -1.sinϕ 

∫∫ +=Δ dx
GJ

mMdx
EJ

mM

p

TT
P

..
1  

Để ý rằng  dx  =  r.dϕ, công thức cuối mang dạng: 
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Các thành phần ma trận dẻo tính theo cách sau: 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

=+=+= ∫∫∫∫

P

PP

T

GJEJ
r

rd
GJ

rd
EJ

dx
GJ
m

dx
EJ
m

11
2
.

sin2cos2
2/

0

22/

0

222

11

π

ϕϕϕϕδ
ππ

 

Trường hợp cung làm từ thép tròn, mô đun cắt G = 0,4E, biểu thức GJP  =  0,8EJ, kết quả  
tính vừa trình bày sẽ mang dạng: 

EJ
r

EJP
πδ 125,1;Pr125,1

11

2

1 =−=Δ  

Từ đó, momen uốn tại  giữa cung tính bằng biểu thức: 

rPX P .318,0Pr

11

1 ==
Δ

−=
πδ

 

Biểu đồ momen uốn và momen xoắn tính như sau: 

M  =  MP  +  m.X  = ½ Prsinϕ  -  0,318Prcosϕ 

MT  =  MPT  +  mT.X  = ½ Pr(1 -  cosϕ)   -  0,318Pr.sinϕ 

P/2P/2

X=1

ϕ ϕ

P/2

A
C

z

D

B

A

zas
in
ϕ

X=1

x x

a

P

0,5Pa
-0,5Pa

0,318Pa

0,182Pa

0,174Pa 0,174Pa

0,182Pa

  
Hình 4.15  
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Bài tập 

1.   Xác định phản lực theo hướng thẳng đứng và hướng ngang  V và H, vẽ biểu đồ mô men uốn 
khung phẳng, chịu áp lực  phân bố  đều, cường độ q = const, hình 4.16a.  Biết rằng độ cứng khung 
EJ, kích thước khung trình bày tại hình. 

2.  Cột cẩu có dạng như miêu tả tại hình 4.16b, độ cứng EJ. Xác định phản lực và momen uốn  khung 
vừa hình thành dưới tác động lực P. 

P

C

A

B

J

A B

q

a)  Baøi taäp 1 b)  Baøi taäp 2
 

                                                Hình  4.16 

P
I2 I2

I1

I3I3

k

I3I3

I2

I1

I2

 
                                                    Hình  4.17 

3.  Xác định phản lực, trình bày biểu đồ momen uốn khung phẳng tại hình 4.17 hía trái. 

4.  Xác định phản lực, trình bày biểu đồ momen uốn khung phẳng tại hình 4.17 phía phải. 
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A

B CP P

D

C

D

A
P

P

P

P
P

P
Q

Q

2Q

a)  Baøi taäp 5 b)  Baøi taäp 6 c)  Baøi taäp 7

 
                                                   Hình  4.18 

5.   Vẽ đồ thị momen uốn vòng bị tác động hai lực  P  kéo đối xứng,  hình 4.18a. 

6.   Vẽ đồ thị momen uốn vòng bị tác động lực  sáu lực  P  kéo đối xứng,  hình  4.18b. 

7.    Vẽ đồ thị momen uốn vòng bị tác động ba momen nêu tại hình   4.18c. 

P

Pa
Pa

P

A B

CD

 
                                      Hình  4.19 

8.   Trình bày đồ thị momen uốn giàn tại hình 4.19. 

9.   Hai dầm cùng vật liệu,  dầm thứ  nhất dài l1, độ cứng EJ1, dầm thứ hai dài l2, độ cứng EJ2,  đặt tựa 
lên nhau, vuông góc với nhau. Điểm tựa lên nhau  chính  giữa sải mỗi dầm. Hệ thống chịu tải tập 
trung P, tác động pháp tuyến, tại điểm tựa đang nêu. Xác định phản lực   hai dầm dưới tác động  của 
P. 

Hướng dẫn:  a)  R1 từ  dầm thứ  nhất và R2 từ dầm thứ  hai thỏa mãn điều kiện R1  +  R2  =  P. 

 b) Độ võng của điểm giữa hai dầm  bằng nhau. 
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daàm
 na

èm  dö
ôùiP

 
                                              Hình  4.20  

 

10.  Vẽ biểu đồ momen uốn  trong khung phẳng nêu tại hình 4.21. 

 

Y

X

h h

h
2h

A C

D

E

B

EJ1=1

EJ2=2

P

 
                                                Hình 4.21 
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CHƯƠNG 5 
 

TẤM MỎNG 
 
 
Tóm tắt 

Tấm mỏng được xác định trong hệ tọa độ Oxyz như tại hình  5.1 
t

t/
2

t/
2θ

θ

Taám moûng

Chuyeån vò

 
Hình 5.1 

Quan hệ giữa biến dạng – chuyển vị bài toán phẳng áp dụng vào tấm mỏng: 

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

∂
∂

+
∂
∂

=

∂
∂

=

∂
∂

=

xy
u

y

x
u

xy

y

x

v

v

γ

ε

ε

         (a) 

Phương trình chuyển vị  trong tấm u, v, w theo  chuyển vị  w và  góc  xoay θx,  θy mặt trung 
hòa  diễn đạt như sau: 

⎭
⎬
⎫

×=
×=

y

x

z
zu

θ
θ

v
          (b) 

Thay phương trình (b) vào  (a)  chúng ta  nhận được các biểu thức tính biến dạng trong tấm.  
Từ giả thiết đảm bảo độ vuông góc của pháp tuyến sau biến dạng, các biểu thức γxz =  γyz  =  0, còn 
biến dạng εz  = 0  và như vậy biến dạng tấm trong mặt phẳng  0xy sẽ là: 
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⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
+

∂
∂

×=

∂

∂
×=

∂
∂

×=

xy
z

y
z

x
z

yx
xy

y
y

x
x

θθ
γ

θ
ε

θ
ε

        (c) 

Ký hiệu  
xyyx

yx
xy

y
y

x
x ∂

∂
=

∂
∂

−=
∂

∂
=

∂
∂

=
θθ

κ
θ

κ
θ

κ ;; , phương trình (c) trở thành:  

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

×=
×=
×=

xyxy

yy

xx

z
z
z

κγ
κε
κε

2
.   

Thay thế  w
y

w
x yx ∂

∂
−=

∂
∂

−= θθ ;  vào (c) có thể thấy: 

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

∂∂
∂

×−=

∂
∂

×−=

∂
∂

×−=

yx
wz

y
wz

x
wz

xy

y

x

2

2

2

2

2

2γ

ε

ε

         (d) 

Quan hệ  biến dạng – ứng suất thể hiện tại định luật Hooke: 

            
( ) ⎪

⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+
−

−
=

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

xy

y

x

xy

y

x

E
τ
σ
σ

υ
υ

υ

γ
ε
ε

1200
01
01

1        (e) 

Từ đó có thể tính vec tơ ứng suất trong trạng thái ứng suất phẳng: 

               
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−
xy

y

x

xy

y

x E

γ
ε
ε

υ
υ

υ
τ
σ
σ

υ
2

1
2

00
01
01

1
       (f) 

Trong nghiên cứu tấm mỏng, thay vì xem xét ứng suất  σx,  σy,  τxy   người ta  thường dùng 
đại lượng hợp lực (stress resultants) tính bằng  giá trị lực trên đơn vị chiều dài, dạng thường gặp sau: 

∫∫∫
−−−

===
2/

2/

2/

2/

2/

2/

;;;
t

t
xyxy

t

t
yy

t

t
xx dzNdzNdzN τσσ  

Trường hợp trạng thái ứng suất phẳng  quan hệ  giữa hợp lực  và biến dạng tương tự phương 
trình trong định luật Hooke: 
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và                         
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

−
=

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−
xy

y

x

xy

y

x Et

N
N
N

γ
ε
ε

υ
υ

υ υ
2

1
2

00
01
01

1
        (g) 

hoặc tính ngược  lại: 

               
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+
−

−
=

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
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x

xy
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N
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)1(200
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1

υ
υ

υ

γ
ε
ε

      (h) 

               Ứng suất và hợp lực trong phần tử tấm diễn  tả tại hình 5.2 tiếp theo. 

ÖÙng suaát

Momen vaø löïcσ στ

τ

τ
τ

τ
σ

τ τ
τ

σ

 
  Hình 5.2 

Momen uốn, momen xoắn và lực cắt  liên quan ứng suất vừa trình bày được biết dưới dạng: 

Momen uốn, momen  xoắn  ∫
− ⎪

⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
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2

t

t

zdz
M
M
M

xy

y

x

xy

y

x

τ
σ
σ

      (i) 

và  lực cắt   dz
q
q

t

t yz

xz

y

x ∫
− ⎭

⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ 2

2

τ
τ

        (j) 
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⎧

⎥
⎥
⎥
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⎢
⎢

⎣

⎡

−
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⎪
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⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−
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y

x

xy

y

x Et

M
M
M

κ
κ
κ

υ
υ

υ υ
2

1
2

3

00
01
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)1(12
        (k) 

Đại lượng   
)1(12 2

3

υ−
=

EtD trong công thức  cuối có tên gọi độ  cứng tấm. 
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Trường hợp biểu diễn các hệ số κx,  κy,  κxy  trong quan hệ với w:    

yx
w

yy
w

yx
w

x
x

xy
y

y
x

x ∂∂
∂
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∂
∂

−=
∂
∂
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∂
∂

=
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2;;
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κ
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κ
θ

κ   quan hệ (k) được hiểu theo 

cách khác như sau: 
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∂

−

∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

−
−=

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

yx
w
x
w

y
w

y
w

x
w

Et

M
M
M

xy

y

x

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

3

1

)1(12

υ

υ

υ

υ
 tư đó    

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨
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Ứng suất của tấm trong trạng thái ứng suất phẳng: 

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

=

=

=

12/
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3
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t
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t
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t
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xy
xy

y
y

x
x

τ

σ

σ

        (l) 

Phân bố ứng suất theo  chiều dày tấm có dạng trình bày tại hình  5.3. 

σ

σ

τ

ττ

τ

yz

yx

y

xy

xz x

  
Hình  5.3 
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Điều kiện cân bằng 

 

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

=−
∂

∂
+

∂

∂

=−
∂

∂
+

∂
∂

=+
∂

∂
+

∂
∂

0

0

0

y
xyy

x
yxx

yx

q
x

M
y

M

q
y

M
x

M

p
y

q
x

q

     (m) 

Thay thế  hai công thức cuối từ hệ phương trình đang  đề cập vào  phương trình đầu,  chúng ta  
nhận được phương trình cân bằng bậc cao hơn sau đây: 

02

22

2

2

=+
∂

∂
+

∂∂

∂
+

∂
∂

p
y
M

yx
M

x
M yxyx         (n) 

Phương trình vi phân uốn tấm 
Thay thế các biểu thức từ (11a) vào vị trí Mx, My, Mxy  của phương trình  (n)  chúng ta  nhận 

được phương trình vi phân bậc 4 trình bày điều kiện cân bằng. 

D
p

y
w

yx
w

x
w

=
∂
∂

+
∂∂

∂
+

∂
∂

4

4

22

4

4

4

2         (o) 

Công thức cuối này  còn được viết theo cách sau đây: 
D
pw =∇ 4             

trong đó ( )22224 ∇=∇∇=∇ ,  còn    2

2

2

2
2

yx ∂
∂

+
∂
∂

=∇  

Ví dụ 1:  Phương trình  độ võng tấm chữ nhật, vật liệu đẳng hướng, chỉ hai cạnh đối xứng  tựa tự do 
trên gối cứng theo cách giải Navier được giới thiệu tiếp dưới đây. Chiều dầy tấm t, tải trọng phân bố 
đều q(x,y) = const. Tâm toạ độ tại góc dưới bên trái. 

D.∇4w = q.           (a) 

Lưu ý tính đối xứng bài toán và điều kiện biên cũng đối xứng, lời giải có thể tìm một trong 
hai cách: 

w(x,y) = ∑
∞

=1

sin)(
n

n b
ynxX π   

hoặc w(x,y)  = ∑
∞

=1
sin)(

n
n a

xnxY π         (b) 

Chuỗi phân bố tải trọng tương ứng: 

q =  ∑
∞

=1
sin

n
n b

ynq π       hoặc   q =  ∑
∞

=1
sin

n
n a

xnq π          (c) 

Chọn phương án 2 khi tiếp tục giải bài toán này. Nhân hai vế của  biểu thức cho q với 
(2/a)sin(mπx/a) và tích phân từ  x = 0 đến x = a, hệ số qn sẽ được xác định: 
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qn =  
πn
q4    khi n =1,3,5,... 

qn = 0  nếu n =2,4, ...          (d) 

Từ đó: 

q =  
a

xn
n

q
n

π
π

sin14
,..3,1

∑
∞

=

         (e) 

Thay biểu thức trên vào (b), với n =1,3,5,... sẽ nhận được  phương trình vi phân bậc bốn sau: 

Yn
IV -2 n

a
π⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

2

Yn’’ + n
a
π⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

4

Yn =  
Dn
q
π
4        (f) 

Lời giải riêng  là  45

44
βπ Dn

qb ,  với   
a
bπβ =         (g) 

Nghiệm bài toán có dạng: 

Yn(y)= ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

a
ynC πcosh0 + ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

a
ynC πsinh1  + ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

a
yn

a
ynC ππ sinh2  + ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

a
yn

a
ynC ππ cosh3     

 + 4 4

5 4
qb

n Dπ β
           (h) 

Điều kiện biên bài toán đòi hỏi thỏa mãn 4 phương trình: 

w(x,0) = ∂
∂

2

2y
w(x,0)  = w(x,b)  =  ∂

∂

2

2y
w(x,b) = 0.      (i) 

Thay  biểu thức w(x,y) = ∑
∞

=1
sin)(

n
n a

xnxY π  vào các phương trình thuộc điều kiện biên trên sẽ 

nhận được: 

Yn(0)  =  Yn’’(0) =  Yn(b)  =  Yn’’(b)  = 0.       (j) 

Từ đó: 
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⎢
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⎡
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b
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b
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b
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β
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β

β
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2
2
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2
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4
114

5

4

   (k) 

Momen uốn tấm có dạng sau: 
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β
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β
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β
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⎪
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⎪⎪
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+
⎩
⎨
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⎥⎦
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⎢⎣
⎡ −+−×= ∑
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                         (m) 

Ví dụ 2:  Tấm hình chữ nhật, tựa trên bốn cạnh,  chiều dày tấm t = 0,6cm chịu tác động  momen uốn 
Mx  =  600 N.m/m, phân bố đều dọc cạnh dài, song song với  trục Oy, hình 5.4. 

Xác định momen xoắn lớn nhất trong tấm và ứng suất lớn nhất tại tấm. 

Biết rằng E = 2.105 MPa,  ν  =  0,3. 

 

      y 

            My  

     O           x      Hình 5.4   

    Mx 

Lời giải 

Ứng suất do uốn tính theo công thức: 

MPaPa
t
M

W
M x

x

x
x 10010

6 8
2max, ====σ  

Theo hướng Oy momen uốn My  = 0 và  theo đó   σy  =  0. 

Ứng suất tiếp lớn nhất: 

MPayx 50
2

max,
max =

−
=

σσ
τ  

Momen xoắn lớn nhất: 

mNmtQ /300
6
.1 2

maxmax == τ  



 104

Bán kính cung uốn tính từ biểu thức: 
EJ
M

=
ρ
1   như đã giới thiệu trong phần uốn dầm. 

m
M
EJ

x

6
12.600

10.6.110.2 9311

=
×

==
−

ρ  

Ví dụ 3: Tấm chữ nhật tựa trên bốn cạnh, chiều dày tấm  t  =  4mm, chịu tác động momen uốn Mx  =  
300 Nm/m  và  My  =  100 Nm/m. 

Xác định ứng suất lớn nhất trong tấm. 

Kiểm tra độ  bền theo tiêu chuẩn von Mises, biết rằng σcr  =  120MPa. 

Trả lời 

;5,112
6

2max, MPa
t
M x

x ==σ  

;5,37
6

2max, MPa
t
M y

y ==σ  

MPayx 5,37
2

max,max,
max =

−
=

σσ
τ  

Theo tiêu chuẩn bền von Mises: 

( ) ( ) ( ) MPaeq 99
2
2 2

13
2

32
2

21 =−+−+−= σσσσσσσ  

Giới hạn trên đây nhỏ hơn giá trị  ứng suất cho phép  σcr  =  120MPa 

Ví dụ 4: Tấm hình chữ nhật, cạnh a = 80cm; b = 25cm, chiều dầy tấm t = 0,4cm,  tựa trên bốn cạnh,  
chịu tải phân bố  đều theo phương pháp tuyến  p = 40kPa.   

Xác định  độ võng lớn nhất f, ứng suất lớn nhất và momen xoắn lớn nhất.  Biết rằng  E = 2.105 
MPa,  ν  = 0,25. 

Với tấm dài,   tỷ lệ  a/b  > 3  có thể coi rằng liên kết tựa  hai cạnh ngắn đến độ uốn tấm theo 
chiều kia không lớn. Công thức tính  momen uốn và  ứng suất  mang dạng: 

mmNMMmmNpbM xyx /.50;/.200
8 max,

2

max, ==== υ  

Từ đó có thể tính tiếp: 

MPa
t

M x
x 75

6
2

max,
max, ==σ  

Momen xoắn tính theo công thức: 

mmN
MM

Q yx /.75
2

max,max,
max =

−
=  

và   MPa
t

Q
1,28

6
2
max

max ==τ  
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Độ cứng tấm chịu uốn: 

( ) mkNEtD .14,1
112 2

3

=
−

=
υ

 

Độ võng lớn nhất, tính tại  điểm  giữa tấm: 

mm
D

pbwf 73,0
384

5 4

max ===  

Ổn định tấm hình chữ  nhật 
Ví dụ 1:   Tấm chữ nhật, tựa bản lề bốn cạnh, chịu tác động  lực nén theo chiều dọc. Xác định ứng 
suất giới hạn nếu  a = 40 cm,  b = 25 cm,  t = 0,8 cm, E = 7,2. 104MPa,  ν =  0,30 và  ứng suất  giới 
hạn cơ cấu  cứng  [σ] = 240 MPa. 

Lời giải 

Ứng  suất giới hạn tính theo công thức: 

tb
Dkcr 2

2πσ =  

trong đó    
2

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

mb
a

a
mbk  

Điều kiện chuyển tiếp để tấm  chuyển sang giai đoạn mất ổn định từ m nửa sóng đến m + 1 
nửa sóng: 

b
amm =+ )1(  

Trường hợp này, a/b = 40/25 = 1,6 > √2. Hệ số k tính  bằng  k = 4,2. 

Độ cứng tấm: 

( ) mNEtD .47,3
112 2

3

=
−

=
υ

 

Từ đó có thể  tính: 

MPaMPacr 240][88,2 =<= σσ  

Ví dụ 2:  Tấm hình vuông cạnh b = 20 cm, tựa  trên các cạnh, bị nén cả hai chiều  bằng tải T.  

Xác định ứng suất  giới hạn nếu  t = 0,4 cm, E = 7,0.104 MPa,  ν =  0,30. 

Trường hợp chỉ  chịu nén một  hướng  ứng suất  giới hạn sẽ giảm như thế  nào? 

Lời giải 

Tấm  hình vuông  mất  ổn  định  trong cả trường hợp m = n = 1. 

Ứng suất giới hạn tính bằng biểu thức: 

tb
Dkycrxcr 2

2

,,
πσσ ==  
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trong đó   2
2

2

2

2
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⎠
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⎢
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Độ cứng tấm: 

( ) mNEtD .410
112 2

3

=
−

=
υ

 

MPa
tb
Dkycrxcr 6,502

2

,, ===
πσσ  

Tấm bị cắt 

Ví dụ 1:  Tấm chữ  nhật,  a = 40 cm,  b = 25 cm,  t = 0,4 cm,  chịu ứng suất cắt τ = const  dọc bốn 
cạnh.  Xác định  ứng suất cắt  giới hạn, biết E = 7,2.104MPa,  [τ] = 120 MPa. 

Lời giải 

Ứng suất  cắt giới hạn tính theo công thức: 

2)9,0(

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

=

t
b
EkScrτ  

Trong đó    9,6435,5
2

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+=

a
bkS  

MPacr 114=τ  

Ví dụ 2: Tấm hình chữ nhật, cạnh  a = 30 cm, b = 12 cm,   t =  0,1 cm,  bị viền bằng nẹp cứng  
ba cạnh,  hai cạnh dài và một cạnh ngắn,  cạnh ngắn còn lại gắn chặt  vào cơ  cấu khỏe. Tấm chịu lực  
cắt  đặt tại nút trên  của tấm, xem hình.  Biết rằng  E = 2.105  MPa, [τ] = 250 MPa. 

Xác định lực cắt giới hạn, biết rằng hệ số an toàn cho ổn định n = 1,5. 

              P 

 

 

 

 

 

   Hình 5.5 

Lời giải 

Ứng suất cắt tại  các mép tấm: 
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cr
cr P
tb

nP 310.17,4
.

==τ ,   (Pa) 

Công thức tính ứng suất  giới hạn, như đã trình bày trên đây, có dạng: 

2)9,0(

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

=

t
b
EkScrτ            với 99,5435,5

2

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+=

a
bkS  

Từ đây có thể  viết:  73 10.49,710.17,4 =crP  

Pcr  =   1,8.104 =  18 kN. 

Bài tập 
1.   Giải bài toán uốn tấm mỏng, hình chữ  nhật, kích thước a x b,  trình bày tại hình 1, phần tấm 
mỏng, tựa trên các  cạnh, chịu tác động áp lực  p(x,y) theo phương pháp tuyến. 

Phương án thực hiện:  trình bày p(x,y) dạng chuỗi Navier. 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∑∑

∞

=

∞

= b
yn

a
xmCyxp

m n
mn

ππ sinsin),(
1 1

 

Hằng số Cmn  tính từ chuỗi Fourier: 

dxdy
b

yn
a

xmyxp
ab

C
a b

mn ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= ∫ ∫

ππ sinsin),(4

0 0

 

2.   Trường hợp p(x,y) = p0 = const được áp dụng cho bài tập 1 vừa nêu, chứng minh rằng:  

,...5,3,1,
16

2
0 == nm

mn
p

Cmn π
 

Chuyển vị tấm tính theo  công thức: 

( ) ( ) ⎟
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sinsin116
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2

22

22

1 1
2

0  

m, n = 1,3,5, . . .  

3.    Sử dụng kết quả bài tập 2  tìm độ võng điểm giữa tấm với a/b = 1,6. 

4.   Sử dụng kết quả bài tập 2 giải bài toán tấm mỏng làm từ  thép, kích thước 200mm x 400mm, 
chiều dày tấm t = 6mm, E = 210 GPa, ν = 0,3. Áp lực p0  = 100 kPa.  

Xác định wmax  cho các trường hợp sau: 

• Các cạnh tựa tự do 

• Các cạnh ngàm 

• Hai cạnh  ngắn tựa trên gối, hai cạnh dài ngàm 

• Hai cạnh ngắn tựa, hai cạnh còn lại tự do 



 108

5.   Xác định  ứng suất lớn nhất  độ võng  lớn nhất đo tại giữa tấm hình chữ  nhật, cạnh dài  a, cạnh 
ngắn b,  chịu tác động phân bố lực p theo phương  pháp tuyến, dựa vào công thức  sau đây: 

3

4

2max

2

1max Et
pbKw

t
bpK =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=σ ;    Hệ số  Poisson υ = 0,3     

Bảng 1 
Trường hợp 1: Bốn cạnh tựa trên gối       
a/b 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 3.0 4.0 5.0 ∞ 
K1 0.2874 0.3762 0.4530 0.5172 0.5688 0.6102 0.7134 0.7410 0.7476 0.7500 
K2 0.0440 0.0616 0.0770 0.0906 0.1017 0.1110 0.1335 0.1400 0.1417 0.1421 

Trường hợp 2: Bốn cạnh ngàm        
a/b 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 ∞    
K1 0.3078 0.3834 0.4356 0.4680 0.4872 0.4974 0.5000    
K2 0.0138 0.0188 0.2260 0.0251 0.0267 0.0277 0.0284    

Trường hợp 3: Hai cạnh đối diện, cạnh a, tựa tự do, hai cạnh kia  ngàm   
a/b 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 ∞    
K1 0.4182 0.5208 0.5988 0.6540 0.6912 0.7146 0.7500    
K2 0.0210 0.0349 0.0502 0.0658 0.0800 0.0922 0.1422    

Trường hợp 4: Hai cạnh đối diện, cạnh b, tựa tự do, hai cạnh kia  ngàm   
a/b 1.0 1.2 1.4 1.6 1.8 2.0 ∞    
K1 0.4182 0.4626 0.4860 0.4968 0.4971 0.4973 0.5000    
K2 0.0210 0.0243 0.0262 0.0273 0.0280 0.0283 0.0285    
           

Đặc trưng hình học và áp lực p  của các tấm như sau: 

1)   a = 2m;   b = 1m;   t = 5mm;  p = 5MPa. 

2)    a = 2m;   b = 1m;   t = 8mm;  p = 9,81MPa. 

3)    a = 4m;   b = 1m;   t = 8mm;  p = 9,81MPa. 

4)    a = 6m;   b = 1m;   t = 10mm;  p = 9,81MPa. 

5)    a = 9m;   b = 1m;   t = 10mm;  p = 9,81MPa. 

 

6.   Chứng minh những biểu thức sau đây, dùng cho tấm hình tròn. 

Chuyển vị hướng li tâm:  
dr
dwzur −=        (a) 

Biến dạng:   

⎪
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⎭
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⎬

⎫

−==

−==

dr
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r
z

r
u
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wdz

dr
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r

r

θε

ε 2

2

          (b) 



 109

Ứng suất: 
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⎪
⎪
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θ          (c) 

Nếu ký hiệu M – momen uốn  phân bố trên đơn vị chiều dài,  công thức cuối có thể viết 
thành: 

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

=

=

3

3

12

12

t
zM

t
zM r

r

θ
θσ

σ
          (d) 

với 
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112 ν−
=

EtD          (e) 

Công thức  trình bày tại (d) dùng cho tấm dày t có dạng: 
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Phương trình vi phân bậc bốn uốn  tấm, chịu tác động  lực pháp tuyến p(r) được viết thành: 

D
rp

dr
dw

rdr
wd

dr
d

rdr
drw )(11)( 2

2

2

2
4 =⎟⎟
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7.   Xác định chiều dày t  tấm thép hình chữ nhật  nhằm tránh mất ổn định tấm trong trường hợp  chịu 
lực nén P=30kN phân bố đều  dọc cạnh ngắn tấm. Tấm tựa tự do bốn cạnh.  Biết rằng cạnh tấm a = 
35cm,  b = 10cm,  E = 2.105MPa, ν = 0,28. 

8.   Tấm thép hình vuông cạnh  b = 25cm, tựa bốn mép trên gối, chịu  lực nén  cường độ q  cả hai 
chiều, hình 5.6.  Xác định ứng suất giới hạn (ứng suất Euler) của tấm, biết rằng chiều dày tấm t = 
0,40cm,   E = 7.104MPa, ν  = 0,3. 

Trường hợp lực nén cường độ như trên chỉ tác động  theo một hướng, kết quả tính sẽ như thế 
nào? 

 

 

 

τ

τ

τ

τ
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Hình  5.6      Hình 5.7 

9.   Tấm làm từ hợp kim nhôm, hình chữ nhật cạnh a = 40cm,  b = 25cm, tựa tư do trên bốn cạnh, 
chịu tác động lực cắt τ, hình   5.7.  Xác định tải giới hạn, biết rằng E = 7,2.104MPa,  [τ] = 120MPa. 

10.   Tấm hình chữ nhật cạnh nhật cạnh a = 36cm,  b = 20cm, tựa tư do trên bốn cạnh, chịu tác động 
lực cắt τ, và lực nén T = 2τ,   hình   5.8.  Xác định  τcr  để tấm không bị mất ổn định. 

τ

τ

τ

τ

 
Hình 5.8 

Biết rằng E = 7,2.104MPa,  ν = 0,3. 
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	Điều kiện cân bằng

	Ví dụ 2:  Tấm hình chữ nhật, tựa trên bốn cạnh,  chiều dày tấm t = 0,6cm chịu tác động  momen uốn Mx  =  600 N.m/m, phân bố đều dọc cạnh dài, song song với  trục Oy, hình 5.4.
	Lời giải
	Ví dụ 3: Tấm chữ nhật tựa trên bốn cạnh, chiều dày tấm  t  =  4mm, chịu tác động momen uốn Mx  =  300 Nm/m  và  My  =  100 Nm/m.
	Trả lời
	Ví dụ 4: Tấm hình chữ nhật, cạnh a = 80cm; b = 25cm, chiều dầy tấm t = 0,4cm,  tựa trên bốn cạnh,  chịu tải phân bố  đều theo phương pháp tuyến  p = 40kPa.  
	Ví dụ 1:   Tấm chữ nhật, tựa bản lề bốn cạnh, chịu tác động  lực nén theo chiều dọc. Xác định ứng suất giới hạn nếu  a = 40 cm,  b = 25 cm,  t = 0,8 cm, E = 7,2. 104MPa,  ( =  0,30 và  ứng suất  giới hạn cơ cấu  cứng  [(] = 240 MPa.
	Lời giải
	Ví dụ 2:  Tấm hình vuông cạnh b = 20 cm, tựa  trên các cạnh, bị nén cả hai chiều  bằng tải T. 
	Lời giải

	Tấm bị cắt
	Ví dụ 1:  Tấm chữ  nhật,  a = 40 cm,  b = 25 cm,  t = 0,4 cm,  chịu ứng suất cắt ( = const  dọc bốn cạnh.  Xác định  ứng suất cắt  giới hạn, biết E = 7,2.104MPa,  [(] = 120 MPa.
	Lời giải
	Ví dụ 2: Tấm hình chữ nhật, cạnh  a = 30 cm, b = 12 cm,   t =  0,1 cm,  bị viền bằng nẹp cứng  ba cạnh,  hai cạnh dài và một cạnh ngắn,  cạnh ngắn còn lại gắn chặt  vào cơ  cấu khỏe. Tấm chịu lực  cắt  đặt tại nút trên  của tấm, xem hình.  Biết rằng  E = 2.105  MPa, [(] = 250 MPa.
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