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Chöông 1  
CAÙC KHAÙI NIEÄM CÔ BAÛN 

 
1.1 KHAÙI NIEÄM VEÀ MOÂN HOÏC SÖÙC BEÀN VAÄT LIEÄU ( SBVL )- 

       ÑOÁI TÖÔÏNG, NHIEÄM VUÏï, ÑAËC ÑIEÅM CUÛA MOÂN SBVL 

1.1.1 ÑOÁI TÖÔÏNG NGHIEÂN CÖÙU CUÛA SBVL- HÌNH DAÏNG VAÄT THEÅ 

SBVL nghieân cöùu vaät theå thöïc ( coâng trình, chi tieát maùy …)  
Vaät theå thöïc coù bieán daïng döôùi taùc duïng cuûa nguyeân nhaân ngoaøi 

 ( taûi troïng, nhieät ñoä, laép raùp caùc chi tieát cheá taïo khoâng chính xaùc…)  
Vaät theå thöïc  söû duïng trong kyõ thuaät ñöôïc chia ra ba loaïi cô baûn: 

Khoái: coù kích thöôùc theo ba phöông töông ñöông: Ñeâ ñaäp, moùng maùy... 
 
   
 
 
 
Taám vaø voû: vaät theå moûng coù kích thöôùc theo moät phöông raát nhoû so vôùi hai 
phöông coøn laïi; taám coù daïng phaúng, voû coù daïng cong: saøn nhaø, maùi voû 
Thanh: vaät theå daøi coù kích thöôùc theo moät phöông raát lôùn so vôùi hai 
phöông coøn laïi: thanh daøn caàu, coät ñieän, truïc maùy… SBVL nghieân cöùu 
thanh, heä thanh. 

 Thanh ñöôïc bieåu dieån baèng truïc thanh vaø 
maët caét ngang F vuoâng goùc vôùi truïc thanh 
(H.1.3). 

Truïc thanh laø quyõ tích cuûa troïng taâm maët caét 
ngang. 
Caùc loaïi thanh (H.1.4): 
+Thanh thaúng, cong: truïc thanh thaúng, 
cong, 
       +Heä thanh : thanh gaõy khuùc 
(phaúng hay khoâng gian)  
  

 

H. 1.2  Vaät theå daïng taám voû 
 
 
  H. 1.1  Vaät theå daïïng khoái

H. 1.3  Truïc thanh vaø maët 
caét ngang 

H. 1.4  Caùc daïng truïc thanh

a)

b) c) d)
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1.1.2 Nhieäm vuï: SBVL laø moân hoïc kyõ thuaät cô sôû, nghieân cöùu tính chaát 
chòu löïc cuûa vaät lieäu ñeå ñeà ra caùc phöông phaùp tính caùc vaät theå chòu caùc 
taùc duïng cuûa caùc nguyeân nhaân ngoaøi, nhaèm thoaû maõn yeâu caàu an toaøn vaø 
tieát kieäm vaät lieäu. 
 ♦ Vaät theå laøm vieäc ñöôïc an toaøn khi: 
 - Thoûa ñieàu kieän beàn : khoâng bò phaù hoaïi (nöùt gaõy, suïp ñoå…). 
 - Thoûa ñieàu kieän cöùng: bieán daïng vaø chuyeån vò naèm trong moät giôùi 
haïn cho pheùp. 
        - Thoûa ñieàu kieän oån ñònh : baûo toaøn hình thöùc bieán daïng ban ñaàu. 

♦ Thöôøng, kích thöôùc cuûa vaät theå lôùn thì khaû naêng chòu löïc cuõng taêng vaø 
do ñoù ñoä an toaøn cuõng ñöôïc naâng cao; tuy nhieân, vaät lieäu phaûi duøng nhieàu 
hôn neân naëng neà vaø toán keùm hôn. Kieán thöùc cuûa SBVL giuùp giaûi quyeát hôïp 
lyù maâu thuaãn giöõa yeâu caàu an toaøn vaø tieát kieäm vaät lieäu. 

♦ Ba baøi toaùn cô baûûn cuûa SBVL:  
+ Kieåm tra caùc ñieàu kieän beàn, cöùng, oån ñònh.(Thaåm keá) 
+ Ñònh kích thöôùc, hình daùng hôïp lyù cuûa coâng trình hay chi tieát maùy. 
+ Ñònh giaù trò cuûa caùc nguyeân nhaân ngoaøi ( taûi troïng, nhieät ñoä…) cho 

pheùp taùc duïng ( Söûa chöõa) 
1.1.3 Ñaëc ñieåm: 
 ♦ SBVL laø moân khoa hoïc thöïc nghieäm: Ñeå ñaûm baûo söï tin caäy cuûa caùc 
phöông phaùp tính, moân hoïc keát hôïp chaët cheõ giöõa nghieân cöùu thöïc nghieäm 
vaø suy luaän lyù thuyeát.  
 Nghieân cöùu thöïc nghieäm nhaèm phaùt hieän ra tính chaát öùng xöû cuûa caùc 
vaät lieäu vôùi caùc daïng chòu löïc khaùc nhau, laøm cô sôû ñeà xuaát caùc giaû thieát 
ñôn giaûn hôn ñeå xaây döïng lyù thuyeát. Vì vaäy, lyù thuyeát SBVL mang tính gaàn 
ñuùng.  
 Thí nghieäm kieåm tra caùc lyù thuyeát tính toaùn ñaõ xaây döïng 
 Trong nhieàu tröôøng hôïp, phaûi laøm thí nghieäm treân moâ hình coâng trình 
thu nhoû tröôùc khi xaây döïng hoaëc thöû taûi coâng trình tröôùc khi  söû duïng. 
 ♦ SBVL khaûo saùt noäi löïc ( löïc beân trong vaät theå ) vaø bieán daïng cuûa vaät 
theå ( Cô Lyù Thuyeát khaûo saùt caân baèng vaø chuyeån ñoäng cuûa vaät theå). 
 ♦ SBVL cuõng söõ duïng caùc keát quaû cuûa Cô Lyù Thuyeát 
 
 
 



http://www.ebook.edu.vn

      GV: Leâ Ñöùc Thanh        

Chöông 1: Khaùi nieäm cô baûn  3 
 

1.2  NGOAÏI LÖÏC- CAÙC LOAÏI LIEÂN KEÁT- PHAÛN LÖÏC LIEÂN KEÁT  
1.2.1 Ngoaïi löïc 
a) Ñònh nghóa: Ngoaïi löïc laø löïc 

taùc ñoäng töø moâi tröôøng hoaëc vaät theå 
beân ngoaøi leân vaät theå ñang xeùt. 

b) Phaân loaïi : 
♦ Taûi troïng : Ñaõ bieát tröôùc (vò trí, 
phöông vaø ñoä lôùn), thöôøng ñöôïc quy ñònh bôûi caùc quy phaïm thieát keá hoaëc  
tính toaùn  theo traïng thaùi chòu löïc cuûa vaät theå. Taûi troïng goàm: 
 +Löïc phaân boá: taùc duïng treân moät theå 
tích, moät dieän tích cuûa vaät theå ( troïng löôïng 
baûn thaân, aùp löïc nöôùc leân thaønh beå...) 
 Löïc phaân boá theå tích coù thöù nguyeân laø 
löïc/theå tích,hay [F/L3].  
 Löïc phaân boá dieän tích coù thöù nguyeân laø 
löïc/dieän tích, hay [F/L2].  

Neáu löïc phaân boá treân moät daûi heïp thì  thay 
löïc phaân boá dieän tích baèng löïc phaân boá ñöôøng 
vôùi cöôøng ñoä löïc coù thöù nguyeân laø löïc/chieàu 
daøi, hay [F/L] (H.1.6). Löïc phaân boá 
 ñöôøng laø loaïi löïc  thöôøng gaëp trong  SBVL. 
        +Löïc taäp trung: taùc duïng taïi moät ñieåm 
cuûa vaät theå, thöù nguyeân [F]. Thöïc teá, khi dieän tích truyeàn löïc beù coù theå coi 
nhö löïc truyeàn qua moät ñieåm 
  + Moâmen (ngaåu löïc) coù thöù nguyeân laø löïc x chieàu daøi hay [FxL] 
♦ Phaûn löïc : laø nhöõng löïc thuï ñoäng (phuï thuoäc vaøo taûi troïng), phaùt sinh taïi 
vò trí lieân keát vaät theå ñang xeùt vôùi caùc vaät theå khaùc.  
  c) Tính chaát taûi troïng 
♦ Taûi troïng tónh: bieán ñoåi chaäm hay khoâng ñoåi theo thôøi gian, boû qua  gia 
toác chuyeån ñoäng (boû qua löïc quaùn tính khi xeùt caân baèng). AÙp löïc ñaát leân 
töôøng chaén, troïng löôïng cuûa coâng trình laø caùc löïc tónh… 
♦Taûi troïng ñoäng: löïc thay ñoåi nhanh theo thôøi gian, gaây ra chuyeån ñoäng 
coù gia toác lôùn ( rung ñoäng do moät ñoäng cô gaây ra, va chaïm cuûa buùa xuoáng 
ñaàu coïc…). Vôùi löïc ñoäng thì caàn xeùt ñeán söï tham gia cuûa löïc quaùn tính . 

Phaûn löïc  

Taûi troïng

H. 1.5  Taûi troïng vaø phaûn löïc  

q

H. 1.6  Caùc loaïi löïc phaân 
boá 

G

h
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 1.2.2 Lieân keát phaúng, phaûn löïc lieân keát, caùch xaùc ñònh 

    1.2.2.1 Caùc loaïi lieân keát phaúng vaø phaûn löïc lieân keát: 
       Moät thanh muoán duy trì hình daïng, vò trí ban ñaàu khi chòu taùc ñoäng cuûa 
ngoaïi löïc thì noù phaûi ñöôïc lieân keát vôùi vaät theå khaùc hoaëc vôùi ñaát.  

 ♦ Goái di ñoäng (lieân keát 
thanh): ngaên caûn moät chuyeån vò 
thaúng vaø phaùt sinh moät phaûn löïc 
R theo phöông cuûa lieân keát 
(H.1.7a) 
 ♦ Goái coá ñònh ( Lieân keát 
khôùp, khôùp, baûn leà) : ngaên caûn 
chuyeån vò  thaúng theo phöông 
baát kyø vaø phaùt sinh phaûn löïc R  cuõng theo phöông ñoù. Phaûn löïc R thöôøng 
ñöôïc phaân tích ra hai thaønh phaàn V vaø H (H.1.7b) 
 ♦ Ngaøm: ngaên caûn taát caû chuyeån vò thaúng vaø chuyeån vò xoay. Phaûn löïc 
phaùt sinh trong ngaøm goàm ba thaønh phaàn V, H vaø M (H.1.7c) 

 1.2.2.2 Caùch xaùc ñònh phaûn löïc: 
 Giaûi phoùng caùc lieân keát, thay baèng caùc phaûn löïc töông öùng, caùc phaûn 
löïc ñöôïc xaùc ñònh töø ñieàu kieän caân baèng tónh hoïc giöõa taûi trong vaø phaûn löïc.  

        Baøi toaùn phaúng coù ba phöông trình caân baèng ñoäc laäp, ñöôïc thieát laäp 
ôû caùc daïng khaùc nhau nhö sau: 

1. ∑∑∑ === 0 ;0 ;0 OMYX  (2 phöông X, Y khoâng song song)  

2. ∑∑∑ === 000 CBA M ;M ;M  ( 3 ñieåmA, B, C khoâng thaúng haøng) 

3. ∑∑∑ === 000 BA M ;M ;X  (phöông AB khoâng vuoâng goùc vôùi X)  

        Baøi toaùn khoâng gian coù saùu phöông trình caân baèng ñoäc laäp, thöôøng 
coù daïng:     ∑∑∑∑∑∑ ====== 0/;0/ ;0/;0;0 ;0 OzOyOx MMMZYX                    

Chuù yù:Ñeå coá ñònh moät thanh trong mp caàn toái thieåu 3 lieân keát ñôn ñeå choáng 
laïi 3 chuyeån ñoäng töï do. Neáu ñuû lieân keát vaø boá trí hôïp lyù 3 phaûn löïc seõ tìm 
ñöôïc töø 3 ptcb tænh hoïc.Thanh ñöôïc goïi laø tænh ñònh. Neáu soá lieân keát töông 
ñöông lôùn hôn 3 goïi laø baøi toaùn sieâu tænh.  

 

 

R

a)

V

H

b)

V

H 
M

c)

H. 1.7 Lieân keát vaø phaûn löïc lieân keát
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1.3 CAÙC DAÏNG CHÒU LÖÏC VAØ BIEÁN DAÏNG CÔ BAÛN – CHUYEÅN VÒ 

1.3.1Bieán daïng cuûa vaät theå: 
      Trong thöïc teá, söï chòu löïc cuûa moät thanh coù theå phaân tích ra caùc 
daïng chòu löïc cô baûn:  
 Truïc thanh khi chòu keùo (neùn) seõ daõn daøi (co ngaén) (H.1.8a,b) 
  Truïc thanh chòu uoán seõ bò cong (H.1.8e) 
 Thanh chòu xoaén thì truïc thanh vaãn thaúng nhöng ñöôøng sinh treân 
beà maët trôû thaønh ñöôøng xoaén truï (H1.8.d). 
  Khi chòu caét, hai phaàn cuûa thanh coù xu höôùng tröôït ñoái vôùi nhau 
(H1.8.c).  

 

  
 

 1.3.2 Bieán daïng cuûa phaân toá: Neáu töôûng töôïng taùch moät phaân toá hình 
hoäp töø moät thanh chòu löïc thì söï bieán daïng cuûa noù trong tröôøng hôïp toång 
quaùt coù theå phaân tích ra hai thaønh phaàn cô baûn: 
    ♦ Phaân toá treân H.1.9a daøi dx chæ thay ñoåi chieàu daøi, khoâng thay ñoåi goùc. 

 Bieán daïng daøi tuyeät ñoái theo phöông x  :     Δdx. 
 Bieán daïng daøi töông ñoái theo phöông x : 

dx
dx

x
Δε =  

     ♦ Phaân toá treân H.1.9b chæ coù thay ñoåi goùc, khoâng thay ñoåi chieàu daøi 
   Bieán daïng goùc hay goùc tröôït, kyù hieäu laø γ : Ñoä thay ñoåi cuûa goùc 
vuoâng ban ñaàu  

 

H. 1.9  Caùc bieán 
daïng cô baûn 

dx Δdx

a) 

b) 

γ 

e)

Hình 1.8  Caùc daïng chòu löïc cô baûn

a)

PP

c)

2P

P

P

P

b)P
T1 T2 T2T1

d)
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1.3.3 Chuyeån vò: 
 Khi vaät theå bò bieán daïng, caùc ñieåm 

trong vaät theå noùi chung bò thay ñoåi vò trí. 
Ñoä chuyeån dôøi töø vò trí cuõ cuûa ñieåm A 
sang vò trí môùi A’ ñöôïc goïi laø chuyeån vò 
daøi. Goùc hôïp bôûi vò trí cuûa moät ñoaïn 
thaúng AC tröôùc vaø trong khi bieán daïng 
A’C’ cuûa vaät theå ñöôïc goïi laø chuyeån vò 
goùc ( H.1.10). 

 1.4  Caùc giaû thieát 

Khi giaûi baøi toaùn SBVL, ngöôøi ta chaáp nhaän moät soá giaû thieát nhaèm ñôn 
giaûn hoaù baøi toaùn nhöng coá gaéng ñaûm baûo söï chính xaùc caàn thieát phuø hôïp 
vôùi yeâu caàu thöïc teá.  

1.4.1 Giaû thieát veà vaät lieäu 

Vaät lieäu ñöôïc coi laø lieân tuïc, ñoàng nhaát, ñaúng höôùng vaø ñaøn hoài   
tuyeán tính. 
 ♦ Ta töôûng töôïng laáy moät phaân toá bao quanh moät ñieåm trong vaät theå. 
Neáu cho phaân toá beù tuøy yù maø vaãn chöùa vaät lieäu thì ta noùi vaät lieäu lieân tuïc 
taïi ñieåm ñoù.  

Giaû thieát veà söï lieân tuïc cuûa vaät lieäu cho pheùp söû duïng caùc pheùp tính 
cuûa toaùn giaûi tích nhö giôùi haïn, vi phaân, tích phaân.... Trong thöïc teá, ngay caû 
vôùi vaät lieäu ñöôïc coi laø hoaøn haûo nhaát nhö kim loaïi thì cuõng coù caáu truùc 
khoâng lieân tuïc.  
 ♦ Vaät lieäu ñoàng nhaát : Tính chaát cô hoïc 
taïi moïi ñieåm trong vaät theå laø nhö nhau. 
 ♦ Vaät lieäu ñaúng höôùng : Tính chaát cô hoïc 
taïi moät ñieåm theo caùc phöông ñeàu nhö nhau.   
 ♦ Tính chaát ñaøn hoài cuûa vaät theå laø khaû 
naêng khoâi phuïc laïi hình daïng ban  ñaàu cuûa noù 
khi ngoaïi löïc thoâi taùc duïng. Neáu quan heä giöõa ngoaïi löïc vaø bieán daïng laø 
baäc nhaát, thì vaät lieäu ñöôïc goïi laø ñaøn hoài tuyeán tính  (H.1.11). 

    Giaû thieát vaät lieäu ñaøn hoài tuyeán tính laøm giaûm bôùt söï phöùc taïp cuûa baøi 
toaùn SBVL. 

P3 

P4 

P1 

P2 

A 

A’  C’ 

 C + 
+ 

+ 

+ 

H. 1.10 

Bieán daïng

Löïc 

H. 1.11 Ñaøn hoài tuyeán 
tính 
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       1.4.2 Giaû thieát veà sô ñoà tính 
Khi tính toaùn, ngöôøi ta thay vaät theå thöïc baèng sô ñoà tính (H1.12).  

 

 

 

1.4.3 Giaû thieát veà bieán daïng vaø chuyeån vò 

 Vaät theå coù bieán daïng vaø chuyeån vò beù so vôùi kích thöôùc ban ñaàu cuûa 
vaät  ⇒  Coù theå khaûo saùt vaät theå hoaëc caùc boä phaän cuûa noù treân hình daïng 
ban ñaàu ( tính treân sô ñoà khoâng bieán daïng cuûa vaät theå). 
 Giaû thieát naøy xuaát phaùt ñieàu kieän bieán daïng vaø chuyeån vò lôùn nhaát trong 
vaät theå phaûi naèm trong moät giôùi haïn töông ñoái nhoû.  
 
Heä quaû: 
  Khi vaät theå coù chuyeån vò beù vaø vaät lieäu ñaøn hoài tuyeán tính thì coù theå aùp 
duïng nguyeân lyù coäng taùc duïng nhö sau: 

Moät ñaïi löôïng do nhieàu nguyeân nhaân ñoàng thôøi gaây ra seõ baèng 
toång ñaïi löôïng ñoù do töøng nguyeân nhaân gaây ra rieâng leû. (H.1.13) 

 

 Chuyeån vò Δ taïi ñaàu thanh do löïc P1 vaø P2 gaây ra coù theå phaân tích nhö 
sau:       ( ) ( ) ( )221121 PPP,P ΔΔΔ +=  

Nguyeân lyù coäng taùc duïng bieán baøi toaùn phöùc taïp thaønh caùc baøi toaùn ñôn 
giaûn  deã giaûi quyeát hôn. Vì vaäy, thöôøng ñöôïc söõ duïng trong SBVL.  

 

H.1.13  Nguyeân lyù coäng taùc duïng

1 2 

P 1 P 2 P1

P 2 

  q

a)   
b)

 

H. 1.12   Sô ñoà tính
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Chöông 2 
LYÙ THUYEÁT NOÄI LÖÏC 

2.1  KHAÙI NIEÄM VEÀ NOÄI LÖÏC - PHÖÔNG PHAÙP KHAÛO SAÙT - ÖÙNG SUAÁT 

 1- Khaùi nieäm veà noäi löïc:  
     Xeùt moät vaät theå chòu taùc duïng cuûa ngoaïi löïc vaø ôû traïng thaùi caân baèng 
(H.2.1). Tröôùc khi taùc duïng löïc, giöõa caùc phaân töû cuûa vaät theå luoân coù caùc 
löïc töông taùc giöõ cho vaät theå coù hình daùng nhaát ñònh. Döôùi taùc duïng cuûa 
ngoaïi löïc, caùc phaân töû cuûa vaät theå coù theå dòch laïi gaàn nhau hoaëc taùch xa 
nhau. Khi ñoù, löïc töông taùc giöõa caùc phaân töû cuûa vaät theå phaûi thay ñoåi ñeå 
choáng laïi caùc dòch chuyeån naøy. Söï thay ñoåi cuûa löïc töông taùc giöõa caùc 
phaân töû trong vaät theå ñöôïc goïi laø noäi löïc. 
        Moät vaät theå khoâng chòu taùc ñoäng naøo töø beân ngoaøi thì ñöôïc goïi laø vaät 
theå ôû traïng thaùi töï nhieân vaø noäi löïc cuûa noù ñöôïc coi laø baèng khoâng. 
 2-Phöông phaùp khaûo saùt noäi löïc: Phöông phaùp maët caét 
 Xeùt laïi vaät theå caân baèng vaø 1 ñieåm C trong vaät theå (H.2.1),. 
 Töôûng töôïng moät maët phaúng Π caét qua C vaø chia vaät theå thaønh hai 
phaàn A vaø B; hai phaàn naøy seõ taùc ñoäng laãn nhau baèng heä löïc phaân boá treân 
dieän tích maët tieáp xuùc theo ñònh luaät löïc vaø phaûn löïc. 
 Neáu taùch rieâng phaàn A thì heä löïc taùc ñoäng töø phaàn B vaøo noù phaûi caân 
baèng vôùi ngoaïi löïc ban ñaàu (H.2.2).  

 Xeùt moät phaân toá dieän tích ΔF bao quanh ñieåm khaûo saùt C treân maët caét 
Π coù phöông phaùp tuyeán v. Goïi pΔ  laø vector noäi löïc taùc duïng treân ΔF . Ta 
ñònh nghóa öùng suaát toaøn phaàn taïi ñieåm khaûo saùt laø: 

  dF
pd

F
pp

F
=

Δ
Δ

=
→Δ 0

lim  

 Thöù nguyeân cuûa öùng suaát laø [löïc]/[chieàu daøi]2 (N/m2, N/cm2…).  
  

  
P 2 

P 1 P6

P5

P4
P 3 

A B

H.2.1 Vaät theå chòu löïc caân baèng

Δp
ΔF 

H.2.2  Noäi löïc treân maët caét 

P1

P2

P3

A



http://www.ebook.edu.vn

      GV: Leâ Ñöùc Thanh         

Chöông 2: Lyù Thuyeát Noäi Löïc  2 
 

ÖÙng suaát toaøn phaàn p coù theå phaân ra hai thaønh 
phaàn:  
       + Thaønh phaàn öùng suaát phaùp σv  coù phöông 
phaùp tuyeán cuûa maët phaúng Π 
 + Thaønh phaàn öùng suaát tieáp τv naèm trong maët 
phaúng Π ( H.2.3 ).  
 Caùc ñaïi löôïng naøy lieân heä vôùi nhau theo bieåu thöùc: 
   222

vvvp τσ +=   (2.1) 
 ÖÙng suaát laø moät ñaïi löôïng cô hoïc ñaëc tröng cho möùc ñoä chòu ñöïng cuûa 
vaät lieäu taïi moät ñieåm; öùng suaát vöôït quaù moät giôùi haïn naøo ñoù thì vaät lieäu bò 
phaù hoaïi. Do ñoù, vieäc xaùc ñònh öùng suaát laø cô sôû ñeå ñaùnh giaù ñoä beàn  cuûa 
vaät lieäu, vaø  chính laø moät noäi dung quan troïng cuûa moân SBVL. 

Thöøa nhaän: ÖÙng suaát  phaùp σv  chæ gaây ra bieán daïng daøi. 

                   Öùng suaát tieáp τv chæ gaây bieán daïng goùc. 

  

 

 

σν

Hình 2.3 Caùc thaønh 
phaàn  
      öùng suaát 

pτν
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2.2  CAÙC THAØNH PHAÀN NOÄI LÖÏC - CAÙCH XAÙC ÑÒNH 

1- Caùc thaønh phaàn noäi löïc: 
      Nhö ñaõ bieát, ñoái töôïng khaûo saùt cuûa SBVL laø nhöõng chi tieát daïng thanh, 
ñaëc tröng bôûi maët caét ngang (hay coøn goïi laø tieát dieän) vaø truïc thanh. 
 

      
    Goïi hôïp löïc cuûa caùc noäi löïc phaân boá treân maët caét ngang cuûa thanh laø R. 
   R coù ñieåm ñaët vaø phöông chieàu chöa bieát . 

   Dôøi R veà troïng taâm O cuûa maët caét ngang ⇒ 
⎩
⎨
⎧

M  Moâmen
R Löïc   coù phöông baát kyø  

     Ñaët moät heä truïc toïa ñoä Descartes vuoâng goùc ngay taïi troïng taâm maët caét 
ngang, Oxyz, vôùi truïc z  truøng phaùp tuyeán cuûa maët caét,  coøn hai truïc x, y  
naèm trong maët caét ngang. 
 Khi ñoù, coù theå phaân tích R  ra ba thaønh phaàn theo ba truïc: 
   + Nz, theo phöông truïc z  (⊥  maët caét ngang)  goïi laø löïc doïc        
   + Qx  theo phöông truïc x (naèm trong maët caét ngang) goïi laø löïc caét.   
   + Qy  theo phöông truïc y (naèm trong maët caét ngang) goïi laø löïc caét.   
 Moâmen M  cuõng ñöôïc phaân ra ba thaønh phaàn : 
   + Moâmen Mx  quay quanh truïc x goïi laø moâmen uoán .  
   + Moâmen My  quay quanh truïc y goïi laø moâmen uoán .  
   + Moâmen Mz quay quanh truïc z  goïi laø moâmen xoaén. 
 Saùu thaønh phaàn naøy ñöôïc goïi laø caùc thaønh phaàn noäi löïc treân maët caét 
ngang (H.2.4) 
 
. 
 

  
P 2 

P 1 P 6 
P 5 

P 4 P 3 
A B 

H.2.4 Caùc thaønh phaàn noäi löïc

Mz 
P1

P2

P3

A
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2 Caùch xaùc ñònh: 
 Saùu thaønh phaàn noäi löïc treân moät maët caét ngang ñöôïc xaùc ñònh töø 
saùu phöông trình caân baèng ñoäc laäp cuûa phaàn vaät theå ñöôïc taùch ra, treân 
ñoù coù taùc duïng cuûa ngoaïi löïc ban ñaàu PI  vaø caùc  noäi löïc.  

Caùc phöông trình caân baèng hình chieáu caùc löïc treân caùc truïc toïa ñoä: 

   

x

n

i
ixx

y

n

i
iyy

z

n

i
izz

QPQZ

QPQY

NPNZ

⇒=+⇔=∑

⇒=+⇔=∑

⇒=+⇔=∑

∑

∑

∑

=

=

=

00

00

00

1

1

1

   (2.2) 

trong ñoù: Pix, Piy, Piz - laø hình chieáu cuûa löïc Pi xuoáng caùc truïc x, y, z. 
 Caùc phöông trình caân baèng moâmen ñoái vôùi caùc truïc toïa ñoä ta coù: 

   

z

n

i
izz

y

n

i
iyy

x

n

i
ixx

MPmMOzM

MPmMOyM

MPmMOxM

⇒=+⇔∑

⇒=+⇔∑

⇒=+⇔∑

∑

∑

∑

=

=

=

0)(/

0)(/

0)(/

1

1

1

  (2.3) 

vôùiù:mx(Pi), my(Pi), mz(Pi) - caùc moâmen cuûa caùc löïc Pi ñoái vôùi caùc truïc x,y, z. 
         
3-Lieân heä giöõa noäi löïc vaø öùng suaát:   
 Caùc thaønh phaàn noäi löïc  lieân heä vôùi caùc thaønh phaàn öùng suaát nhö sau: 
 - Löïc doïc laø toång caùc öùng suaát phaùp 
 - Löïc caét laø toång caùc öùng suaát tieáp cuøng phöông vôùi noù 
 - Moâmen uoán laø toång caùc moâmen gaây ra bôûi caùc öùng suaát ñoái vôùi truïc x 
hoaëc y 
 - Moâmen xoaén laø toång caùc moâmen cuûa caùc öùng suaát tieáp ñoái vôùi truïc z 
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2-3 BAØI TOÙAN PHAÚNG: 
 Tröôøng hôïp baøi toaùn phaúng ( ngoaïi löïc naèm trong moät maët phaúng ( thí 
duï maët phaúng yz)), chæ coù ba thaønh phaàn noäi löïc naèm trong maët phaúng yz :    
Nz, Qy, Mx. 
♦ Qui öôùc daáu (H.2.5) 
 - Löïc doïc Nz > 0 khi gaây keùo 
ñoaïn thanh ñang xeùt (coù chieàu 
höôùng ra ngoaøi maët caét) 
 - Löïc caét Qy  > 0  khi  laøm quay 
ñoaïn thanh ñang xeùt theo chieàu kim 
ñoàng hoà. 
 - Moâmen uoán Mx  > 0   khi caêng 
thôù döôùi ( thôù y döông ). 
 
 
  
 
 

♦ Caùch xaùc ñònh:  

         Duøng 3 phöông trình caân baèng tænh hoïc khi xeùt caân baèng phaàn A) hay 
phaàn B) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Hình 2.5: Chieàu döông  
caùc thaønh phaàn noäi 

M > 0X

N > 0 z

Q > 0y

y

P1

P2

P3

A

M > 0 X 
Q > 0y

N > 0 z 

y

P4

P5

P6

B
O O

Töø phöông trình  Σ Z = 0 ⇒ Nz  

Töø phöông trình  Σ Y = 0 ⇒ Qy                                      (2.4) 

Töø phöông trình  Σ M/O = 0 ⇒ Mx 

Mx < 0 Mx < 0Mx > 0Mx > 0 

Moâmen M x > 0 , Moâmen M x < 0
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Thí duï 2.1  Xaùc ñònh caùc trò soá noäi löïc taïi maët caét 1-1 cuûa thanh AB, vôùi : 
 q = 10 kN/m; a = 1m; Mo = 2qa2. ( H.2.6) 
                                               
 
 
 
 
 
 
 
 
               Giaûi. 
 Tính phaûn löïc: Giaûi phoùng caùc lieân keát vaø thay vaøo ñoù baèng caùc phaûn löïc 
lieân keát VA, HA, VB.  
Vieát caùc phöông trình caân baèng tænh hoïc khi xeùt caân baèng thanh AB 
  
      
 

      02M - a x P   
2

0 0 =−+×⇒=∑ axVaqaA
M

B  

              ⇒   HA = 0;   kN 5,27
4
11

== qaVA ;  kN 5,2
4
1

== qaVB  

 Tính noäi löïc:  Maët caét 1-1 chia thanh laøm hai phaàn.  
 Xeùt söï caân baèng cuûa phaàn beân traùi (H.2.6) : 

           

mkN 25,21
8

17 
2

25,10

kN 5,2 
4
1 00

00

2

1
==×−×−×=⇒=

−=−=⇒=−−−⇒=

=⇒=

∑

∑
∑

qaaqaaqaaVMO
M

qaQQPqaVY

NZ

A

A  

Neáu xeùt caân baèng cuûa phaàn  phaûi ta cuõng tìm ñöôïc caùc keát quaû nhö treân. 

Σ Z = 0 ⇒ HA  = 0 

Σ Y = 0 ⇒ VA +VB  - qa – P = 0          

M = 
2qa2 

H.
2.6 

1

1
k

A

q P = 
2qa 

1,5a
a a

B

V A V B

A 
q P = 

2qa 

1,5aV A

Q

M
N

H A
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2.4   BIEÅU ÑOÀ NOÄI LÖÏC ( BAØI TOAÙN PHAÚNG ) 
 1. Ñònh nghóa: Thöôøng caùc noäi löïc treân caùc maët caét ngang cuûa moät 
thanh khoâng gioáng nhau.  
 Bieåu ñoà noäi löïc (BÑNL) laø ñoà thò bieåu dieãn söï bieán thieân cuûa caùc noäi löïc 
theo vò trí cuûa caùc maët caét ngang. Hay goïi laø  maêït  caét bieán thieân. 
 Nhôø vaøo BÑNL coù theå xaùc ñònh vò trí maët caét coù noäi löïc lôùn nhaát vaø trò 
soá noäi löïc aáy. 

2. Caùch veõ BÑNL- Phöông phaùp giaûi tích:  
 Ñeå veõ bieåu ñoà noäi löïc ta tính noäi löïc treân  maët caét caét ngang  ôû moät vò 

trí baát kyø coù hoaønh ñoä z so vôùi moät goác hoaønh ñoä naøo ñoù maø ta choïn tröôùc. 
Maët caét ngang chia thanh ra thaønh 2 phaàn. Xeùt söï caân baèng cuûa moät phaàn 
(traùi, hay phaûi) , vieát bieåu thöùc giaûi tích cuûa noäi löïc theo z.. 

Veõ ñöôøng bieåu dieãn treân heä truïc toaï ñoä coù truïc hoaønh song song vôùi 
truïc thanh (coøn goïi laø ñöôøng chuaån),  tung ñoä cuûa bieåu ñoà noäi löïc seõ ñöôïc 
dieãn taû bôûi caùc ñoaïn thaúng vuoâng goùc caùc ñöôøng chuaån. 
Thí duï 2.2-  Veõ BÑNL cuûa daàm muùt thöøa  (H.2.7) 
    Giaûi 
 Xeùt maët caét ngang 1-1  coù hoaønh ñoä 
z so vôùi goác A, ta coù ( 0 ≤ z ≤ l ) 
         Bieåu thöùc giaûi tích cuûa löïc caét  
vaø moâmen uoán taïi maët caét 1-1  
ñöôïc xaùc ñònh töø vieäc xeùt caân baèng  
phaàn phaûi cuûa thanh: 

)(0)(0

00

00

1
zlPMzlPMO

M

PQPQY

NZ

xx

yy

−−=⇒=−+⇒=

=⇒=−⇒=

=⇒=

∑
∑
∑

  

Cho z bieán thieân töø 0 ñeán l, ta seõ ñöôïc 
bieåu ñoà noäi löïc nhö treân H.2.7. 
Qui öôùc:+Bieåu ñoà löïc caét Qy  tung ñoä döông veõ phía treân truïc hoaønh. 
            +Bieåu ñoà moâmen uoán Mx tung ñoä döông veõ phía döôùi truïc hoaønh.  

z
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Hình 2.7 M
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 (Tung ñoä cuûa bieåu ñoà moâmen luoân ôû veà phía thôù caêng cuûa thanh). 
 
Thí duï 2.3 – Veõ BÑNL cuûa daàm ñôn giaûn chòu taûi  phaân boá ñeàu q (H.2.8a). 
      Giaûi 
 Phaûn löïc: Boû caùc lieân keát taïi A vaø B, 
thay baèng caùc phaûn löïc  ( H.2.8a).   
       ∑Z = 0 ⇒  HA  =0. 
       Do ñoái xöùng ⇒ 

2
ql   V V BA ==  

 Noäi löïc: Choïn truïc hoaønh nhö treân 
H.2.8b. Xeùt maët caét ngang 1-1 taïi K coù 
hoaønh ñoä laø z, ( 0 ≤ z ≤ l ). Maët caét chia 
thanh laøm hai phaàn. 
       Xeùt  caân baèng cuûa phaàn beân traùi AK 
(H.2.8b) 
 Töø caùc phöông trình caân baèng ta suy ra: 

   

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
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⎪

⎨

⎧

−=−=⇒=∑

−=−=⇒=∑

=⇒=∑
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222
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)
2

(
2

0
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2

1 zlqzqzzqlMOM

zlqqzqlQY

NZ

x

y

z

  

 Qy laø haøm baäc nhaát theo z, Mx laø haøm baäc 2 theo z.  
 Cho z bieán thieân töø 0 ñeán l ta veõ ñöôïc caùc bieåu ñoà noäi löïc (H2.8).  
 Cuï theå:  +Khi z=0 ⇒ Qy = ql/2 , Mx = 0 
   +Khi z=l ⇒ Qy = -ql/2 , Mx = 0 
   +Tìm Mx, cöïc trò baèng caùch cho ñaïo haøm dMx / dz =0,  

                       dMx / dz =0 ⇔ 
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=⇒

=⇒=−

8

2
0

2
2qlM

lzqzql
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 Qua caùc BÑNL, ta nhaän thaáy: 
 Löïc caét Qy coù giaù trò lôùn nhaát ôû maët caét saùt goái töïa, 
 Moâmen uoán Mx  coù giaù trò cöïc ñaïi ôû giöõa daàm. 
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Thí duï 2.4  Veõ BÑNL cuûa daàm ñôn giaûn chòu löïc taäp trung P  ( H.2.9a) .  
          Giaûi  
       Phaûn löïc:  Caùc thaønh phaàn phaûn löïc taïi caùc goái töïa laø: 
   0=AH ;

l
PbVA = ;  

l
PaVB =   

 Noäi löïc : Vì taûi troïng coù phöông vuoâng goùc vôùi truïc thanh neân löïc doïc  
Nz treân moïi maët caét ngang coù trò soá baèng khoâng. 
       Phaân ñoaïn thanh: Vì tính lieân tuïc cuûa caùc haøm soá giaûi tích bieåu dieån 
caùc noäi löïc neân phaûi tính noäi löïc trong töøng ñoaïn cuûa thanh; trong moãi ñoaïn 
phaûi khoâng coù söï thay ñoåi ñoät ngoät cuûa ngoaïi löïc . 
  ♦ Ñoaïn AC- Xeùt maët caét 1-1 taïi ñieåm K1 trong ñoaïn AC vaø caùch goác A 
moät ñoaïn z, ( 0 ≤ z ≤ a ). 
Khaûo saùt caân baèng cuûa phaàn beân traùi ta ñöôïc caùc bieåu thöùc giaûi tích cuûa 
noäi löïc: 

   
⎪
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⎨

⎧
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z
l

alPz
l

PbzVM

l
alP
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  ♦ Ñoaïn CB- Xeùt maët caét 2-2 taïi ñieåm K2 

Trong ñoaïn CB caùch goác A moät ñoaïn z , ( a 
≤ z ≤ l ). Tính noäi löïc treân maët caét  2-2 baèng 
caùch xeùt phaàn beân phaûi (ñoaïn K2B). Ta 
ñöôïc: 

  
)()( zl

l
PazlVM

l
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Bx
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     (b) (b)   

 Töø (a) vaø (b) deã daøng veõ ñöôïc caùc bieåu 
ñoà noäi löïc nhö H.2.9d,e. 
 Tröôøng hôïp ñaëc bieät : Neáu a=b= L/2, khi ñoù moâmen cöïc ñaïi xaûy ra taïi giöõa 
daàm vaø coù giaù trò: Mmax = PL/4 
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K1 A 2 
2 
K2

a b
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b
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d
)
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Thí duï 2.5 Veõ BÑNL cuûa daàm ñôn giaûn chòu taùc duïng cuûa moâmen taäp trung 
Mo  (H.2.10a.) 
      Giaûi 
 Phaûn löïc: Xeùt caân baèng cuûa toaøn daàm ABC ⇒ caùc phaûn löïc lieân keát taïi 
A vaø B laø:  0=AH ;  

l
MVV o

BA ==  , chieàu phaûn löïc nhö H.2.10a. 

 Noäi löïc:  
 Ñoaïn AC: Duøng maët caét 1-1 caùch goác A 
moät ñoaïn z1 ;(0 ≤ z1 ≤ a ).Xeùt caân baèng cuûa 
ñoaïn AK1 beân traùi maët caét K1 ⇒ caùc noäi löïc 

nhö sau  
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=−=

−=−=

111

1

z
l

M
zVM

l
M

VQ

o
Ax

o
Ay

     (c) 

 Ñoaïn CB: Duøng maët caét 2-2 trong ñoaïn 
CB caùch goác A moät ñoaïn z2 vôùi (a ≤ z2 ≤ l ) . 
Xeùt caân baèng cuûa phaàn beân phaûi K2B ⇒  caùc 
bieåu thöùc noäi löïc treân maët caét 2-2 laø: 

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

−=−=

−=−=

)()( 222

2

zl
l

MzlVM

l
MVQ

o
Bx

o
By

     (d) 

BÑNL ñöôïc veõ töø caùc bieåu thöùc (c), (d) cuûa noäi 
löïc trong hai ñoaïn (H.2.10d-e). 

  Tröôøng hôïp ñaëc bieät: Moâmen taäp trung Mo 
ñaët taïi maët caét saùt goái töïa A (H.2.11). 
 Qy vaø Mx seõ ñöôïc xaùc ñònh bôûi (d) öùng vôùi 
 a = 0. BÑNL veõ nhö H.2.11 

  
 
 
 

- 

Mo
l

B
a)

b
)

c
)

Q
y

H. 2.11

M
x

M / l o

l 
V  =B

Mo

Mo
l V  = A

M o

a 

z1

l – z2 
VB

c
) 

- 
M o
l 

M 

Q 
z1 

VA

1 
1 

VA VB

B
1 

1 

K1 A
2 
2

K2

l – z2

K1

1 y

a)

x1 M 2 x 2

2
A

Qy

a 

M o
l (l - a) 

H. 2.10 

Mx

z
Q 2y

Mo / l

C 

M o

z2 

b)

d)

e)
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 Caùc nhaän xeùt :  
 - Nôi naøo coù löïc taäp trung, bieåu ñoà löïc caét nôi ñoù coù böôùc nhaûy. Trò soá 
cuûa böôùc nhaûy baèng trò soá löïc taäp trung. Chieàu böôùc nhaûy theo chieàu löïc 
taäp trung neáu ta veõ töø traùi sang phaûi 
 - Nôi naøo coù moâmen taäp trung, bieåu ñoà moâmen uoán nôi ñoù coù böôùc 
nhaûy. Trò soá cuûa böôùc nhaûy baèng trò soá moâmen taäp trung. Chieàu böôùc nhaûy 
theo chieàu moâmen taäp trung neáu ta veõ töø traùi sang phaûi 

  
 Kieåm chöùng caùc nhaän xeùt : 
 

 
      Khaûo saùt ñoaïn Δz bao quanh moät ñieåm K coù taùc duïng löïc taäp trung P0 , 
moâmen taäp trung M0 ( H.2.12b).  
 Vieát caùc phöông trình caân baèng ⇒ 

  ∑Y = 0 ⇒  Q1 + P0  – Q2  = 0 ⇒ Q2 – Q1  =  P0               (i) 

  ∑M/K = 0 ⇒  M1 +M0 - M2 + Q1
2
zΔ

 - Q2
2
zΔ

   =0                      

    Boû qua voâ cuøng beù baäc moät  Q1
2
zΔ

 ,  Q2
2
zΔ

   ,  ⇒  M2 - M1  = M0               (ii)   

Bieåu thöùc (i) ñaõ kieåm chöùng nhaän xeùt veà böôùc nhaûy cuûa bieåu ñoà löïc caét. 
Bieåu thöùc (ii) ñaõ kieåm chöùng nhaän xeùt veà böôùc nhaûy cuûa bieåu ñoà moâmen. 
 

 

z Δz

P0

M0 

1 2

Δz
21

Q   2 

M  2 Q 1

M1 

a) b)H. 2.12

M0 

P0

K 
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2.4. LIEÂN HEÄ VI PHAÂN GIÖÕA NOÄI LÖÏC VAØ TAÛI TROÏNG PHAÂN BOÁ TRONG 
THANH THAÚNG 

 Xeùt moät thanh chòu taûi troïng baát kyø (H.2.13a). Taûi troïng taùc duïng treân 
thanh naøy laø löïc phaân boá theo chieàu daøi coù cöôøng ñoä q(z) coù chieàu döông 
höôùng leân (H.2.13b). 

 

z dz

q(z)M o 

1 2q(z)

dz
21

Q + dQ yy 

M+ dM x x Q y

Mx 

a) b)H. 2.13  

 Khaûo saùt ñoaïn thanh vi phaân dz, giôùi haïn bôûi hai maët caét 1-1 vaø 2-2  
(H.2.13b). Noäi löïc treân maët caét 1-1 laø Qy vaø Mx. Noäi löïc  treân maët caét 2-2 so 
vôùi  1-1 ñaõ thay ñoåi moät löôïng vi phaân  vaø trôû thaønh Qy + dQy; Mx + dMx . Vì 
dz laø raát beù neân coù theå xem taûi troïng laø phaân boá ñeàu treân ñoaïn dz.  

Vieát caùc phöông trình caân baèng:  

1-Toång hình chieáu caùc löïc theo phöông ñöùng 

  ∑Y = 0 ⇒  Qy + q(z)dz – (Qy + dQy) = 0 
     ⇒  

dz
dQ

zq y=)(      (2.4) 

Ñaïo haøm cuûa löïc caét baèng cöôøng ñoä cuûa löïc phaân boá vuoâng goùc vôùi truïc 
thanh. 
  2- Toång moâmen cuûa caùc löïc ñoái vôùi troïng taâm maët caét 2-2 ta ñöôïc: 
   ∑M/o2 = 0 ⇒        0)(

2
)( =+−+⋅⋅+ xxxy dMMMdzdzzqdzQ  

 Boû qua löôïng voâ cuøng beù baäc hai 
2

)(
2dzzq ⋅  ⇒ 

   y
x Q

dz
dM

=     (2.5) 

 Ñaïo haøm cuûa moâmen uoán taïi moät maët caét baèng löïc caét taïi maët caét ñoù 
 Töø (2.4) vaø (2.5) ⇒   )(2

2
zq

dz
Md x =   (2.6) 

nghóa laø: Ñaïo haøm baäc hai cuûa moâmen uoán taïi moät ñieåm chính laø baèng 
cöôøng ñoä cuûa taûi troïng phaân boá taïi ñieåm ñoù. 
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Thí duï 2.6  Veõ BÑNL cho  daàm 
ñôn giaûn AB chòu taùc duïng cuûa taûi 
phaân boá baäc nhaát nhö H.2.14. 

   Giaûi 

• Phaûn löïc: Giaûi phoùng lieân 
keát, ñaët caùc phaûn löïc töông öùng ôû 
caùc goái töïa, xeùt caân baèng cuûa toaøn 
thanh,  
 ∑X =0 ⇒  HA  = 0,  

lqVY

lqVllqlVBM

oB

oAoA

3
10   

6
1

32
10

=⇒=

=⇒××=⇒=

∑

∑
   

• Noäi löïc: Cöôøng ñoä cuûa löïc 

phaân boá ôû maët caét 1-1 caùch goác A moät ñoaïn z cho bôûi: q(z)= q0 
l
z    

 Duøng maët caét 1-1 vaø xeùt söï caân baèng cuûa phaàn beân traùi (H.2.14b).  
   ∑Y = 0 ⇒  

l
zqlqzzqVQ oo

Ay 262
)(

2
−=−=   (e)  

   ∑M/o1 = 0 ⇒      
l
zqzlqzzzqzlqM ooo

x 6632
)(

6

3
−=××−=      (g)  

 Töø (e) vaø (g) ta veõ ñöôïc bieåu ñoà löïc caét vaø moâmen cho daàm ñaõ cho. 
Caùc bieåu ñoà naøy coù tính chaát nhö sau: 
 Bieåu ñoà löïc caét Qy coù daïng baäc 2. Taïi vò trí z = 0, q(z) = 0 neân ôû ñaây 
bieåu ñoà Qy ñaït cöïc trò: (Qy)z = 0 = Qmax = 6lqo   

       Bieåu ñoà moâmen uoán Mx coù daïng baäc 3. Taïi vò trí 3lz = ; Qy = 0. Vaäy taïi 

ñaây Mx ñaït cöïc trò:  

   
39

)(
2

max
3

lqMM o
lzx ==

=
 

 
 
 
 
 

 
A

1 

1 

qo

B

VA
V B l 

z

z
M x 

Q y V =     q 0 l Ao
1
6

+

Mmaz

     q o l 
3 

3l   qol
6

H.2.14 

a)

b)

VB =     qo l1
3

q(z)
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Thí duï 2.7  Veõ BÑNL cho daàm chòu löïc toång quaùt (H.2.15) 

                Giaûi 

 Phaûn löïc: Giaûi phoùng lieân keát, xeùt caân baèng 
toaøn thanh, suy ra phaûn löïc lieân keát taïi A vaø 
C laø: 

  HA = 0 , VA = 2qa;  VC = 2qa 
 Noäi löïc:  

 * Ñoaïn AB: Maët caét 1-1, goác A (0 ≤ z ≤ a), 
xeùt caân baèng phaàn traùi 
•  

 
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

−=

−=

2
2

2
2

1

1

qzqazM

qzqaQ
 

 * Ñoaïn BC: Maët caét 2-2, goác A (a ≤ z ≤ 2a) 
vaø xeùt caân baèng  phaàn traùi: 

          
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+−=

−=

2
2

2

2
3 

 

qaqazM

qaQ
                                         

* Ñoaïn CD: Maët caét 3-3, goác A, (2a ≤ z ≤ 3a)ø xeùt caân baèng  phaàn  phaûi: 

       
⎪⎩

⎪
⎨

⎧

−
−=

−=

2
)3( 

)3(
2

3

3

zaqM

zaqQ
                       (2a ≤ z ≤ 3a) 

 
 Bieåu ñoà moâmen vaø löïc caét veõ nhö H.2.15. 
 
 

 

 

 

 

M2

aVA Q 2z

Mo

P = 2qa 
M = qa o

2 
A

V  = 2qa A
V = 2qaC

a a a

qq

+ +
- 

q
a

q
a 

q
a q

a

2

2

q
a 

2 
2 

q
a 

2 
2
3

Mx

Qy

1

1

3

B C D
2 
2 

H. 2.15

M1z
V = 
2qa

A
Q1

Q3 q 

M3 3a – z 
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Thí duï 2.8  Veõ bieåu ñoà noäi löïc trong khung chòu taûi troïng nhö treân H.2.16. 

       

a

z1
A

K1
K3

1
3

D
z3

VDVA

HA

Hình 2.15

1 3

2

2
B

K2

C

P = qa

z2

qa2

q

a

 

 

 

 

Giaûi 

Tính phaûn löïc lieân keát 
 Xeùt söï caân baèng cuûa toaøn khung döôùi taùc duïng cuûa taûi troïng ngoaøi vaø 
caùc phaûn löïc lieân keát ta suy ra: 
   ∑Ngang = 0 ⇒ HA = 0 
   qaVaqaqaaqaaVD

M
Aa 2

50
2

0 2 −=→=×++×+×⇒=∑  

         ∑Ñöùng = 0 ⇒ VA + VD= 0 ⇒ VD =  
2
5 qa+ ( Ñuùng chieàu ñaõ choïn )   

Vaäy chieàu thaät cuûa VA ngöôïc vôùi chieàu ñaõ choïn 
  
 
 
 
 
 

a)

+

+

q
a

N5
2

q
a

5
2

q
a

–

3
2

q
a

2

5
2

q
a

2

M

parabol
e

c
)

d
) 

5 
2 q

a 5
2

q
a

B

3 
2 q

a 
2 

5 
2 q

a C qa

5
2

qa2

5
2 q

a
q
a 

2 
q
a

q
a

5
2
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Q+ 

2qa 
b
)

–
qa 

H..16

q
a



http://www.ebook.edu.vn

      GV: Leâ Ñöùc Thanh         

Chöông 2: Lyù Thuyeát Noäi Löïc  16 
 

Veõ bieåu ñoà noäi löïc 

Ñoaïn AB: duøng maët caét 1-1 vaø xeùt caân baèng ñoaïn AK1 ta ñöôïc: 
 

     

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪

⎨

⎧

−=

−=

=

2
2

2
2
5

2
1

11

11

1

qzqazM

qzqaQ

qaN

     (0 ≤ z1 ≤ a) 

  
Ñoaïn BC: duøng maët caét 2-2 vaø xeùt caân baèng ñoaïn ABK2 ta ñöôïc: 
                    
 

             

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

−=

−=

=

2
2

2

2

2

2
5

2
5

2
5

qazqaM

qaQ

qaN

    (0 ≤ z2 ≤ a) 

  
  

Ñoaïn CD: duøng maët caét 3-3 vaø xeùt caân baèng DK3  
           
 

      
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=
=

−=

0
0 

2
5 

3

3

3

M
Q

qaN

         (0 ≤ z3 ≤ a) 

 Kieåm tra söï caân baèng nuùt 
 Ñoái vôùi khung, coù theå kieåm tra keát quaû baèng vieäc xeùt caân baèng caùc nuùt. 
Neáu taùch nuùt ra khoûi heä thì ta phaûi ñaët vaøo nuùt caùc ngoaïi löïc taäp trung       
(neáu coù) vaø caùc noäi löïc taïi caùc maët caét, giaù trò cuûa chuùng ñöôïc laáy töø bieåu 
ñoà vöøa veõ.  
 Sau khi ñaët caùc löïc treân, neáu tính ñuùng caùc noäi löïc ôû caùc nuùt thì nuùt seõ 
caân baèng, nghóa laø caùc phöông trình caân baèng ñöôïc thoûa maõn. Ngöôïc laïi, 
neáu caùc phöông trình khoâng thoûa maõn thì caùc noäi löïc tính sai. 

N 1 M1

2q
a

z 1 
Q1 

q
a

2 
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K1 
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q
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5
2

Q3

N3
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D
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 Cuï theå ñoái vôùi khung ñang xeùt, ta taùch nuùt B vaø ñaët vaøo ñoù moâmen taäp 
trung qa2 vaø caùc thaønh phaàn noäi löïc treân caùc ñoaïn thanh ngang vaø ñöùng 
nhö H.2.16d: 

 - Taïi maët caét treân thanh ngang coù löïc doïc +qa höôùng ra ngoaøi maët caét, 
löïc caét 25 2qa  coù chieàu höôùng leân vaø moâmen 25 2qa  gaây caêng thôù döôùi. 

 - Taïi maët caét treân thanh ñöùng coù löïc doïc 25qa+  höôùng ra ngoaøi maët caét 

(höôùng xuoáng) löïc caét +qa höôùng töø phaûi sang traùi vaø moâmen 23 2qa  gaây ra 
caêng thôù trong khung neân chieàu quay coù muõi teân höôùng ra ngoaøi. 
 Ta deã daøng thaáy caùc phöông trình caân baèng thoûa maõn:  
    ∑ X = 0 ; ∑ Y = 0 ; ∑ M/B = 0 

 Töông töï, taùch nuùt C vaø ñaët vaøo ñoù löïc taäp trung qa höôùng töø traùi sang 
phaûi vaø caùc thaønh phaàn noäi löïc treân caùc ñoaïn thanh ngang vaø ñöùng nhö 
H.2.16d. 

 - Taïi maët caét treân thanh ngang coù löïc doïc +qa höôùng ra ngoaøi maët caét, 
löïc caét 25qa−  coù khuynh höôùng laøm quay phaàn ñoaïn thanh ñang xeùt ngöôïc 
chieàu kim ñoàng hoà neân coù chieàu höôùng xuoáng, coøn moâmen thì baèng khoâng. 

 - Taïi maët caét treân thanh thaúng ñöùng toàn taïi löïc doïc 25qa−  coù chieàu 
huôùng vaøo maët caét (höôùng leân) vaø khoâng coù löïc caét cuõng nhö moâmen.  

 Ta deã daøng thaáy raèng caùc phöông trình caân baèng ñöôïc thoûa maõn: 

 ∑ =+−= 0 qaqaX ;   0
2
5

2
5

=+−=∑ qaqaY ;   0=∑ BM  

 Vaäy caùc nuùt B vaø C ñeàu caân baèng nghóa laø caùc heä noäi löïc taïi caùc         
nuùt ñuùng. 

 

 

 

 

 

 

Thí duï 2.9  Veõ BÑNL trong thanh cong (H.2.17) 
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                      Giaûi 

 Caét thanh taïi tieát dieän 
1-1, xaùc ñònh bôûi goùc ϕ (0 
≤ ϕ ≤ 90o), xeùt caân baèng 
cuûa phaàn treân döôùi taùc 
duïng cuûa caùc ngoaïi löïc 
vaø caùc thaønh phaàn noäi löïc 
ñaët theo chieàu döông quy 
öôùc nhö H.2.17b. 

 

       Phöông trình caân 
baèng hình chieáu caùc löïc 
theo phöông phaùp tuyeán vôùi maët caét cho:    N  =  2Psinϕ – Pcosϕ  =  
P(2sinϕ – cosϕ)                    (a) 
 Phöông trình caân baèng hình chieáu caùc löïc theo phöông ñöôøng kính 
cho:                Q  =  2Pcosϕ + Psinϕ  =  P(2cosϕ + sinϕ)           (b) 
 Phöông trình caân baèng cuûa caùc moâmen caùc löïc ñoái vôùi troïng taâm maët 
caét daãn ñeán:  
             M  =  – 2PRsinϕ – PR(1 – cosϕ)  =  – PR(2sinϕ + 1 – cosϕ)  (c) 
 Cho ϕ moät vaøi trò soá ñaëc bieät vaø tính caùc trò soá noäi löïc töông öùng, ta veõ 
ñöôïc bieåu ñoà. 

   Löïc caét ñaït cöïc trò khi 0=
ϕd

dQy , nghóa laø khi: 

  -2sinϕ + cosϕ  =  0  ⇒   tgϕ  =  0,5  ⇒  ϕ  =  ϕo  =  26o56’ 
  sinϕo  =  0,4472 ;    cosϕo = 0,8944 
 Ta coù baûng noäi löïc sau: 

ϕ 0 ϕo 45o 900 

N 
Q 
M 

– P 
2 P 
0 

0 
2,236 P 

- PR 

0,7 P 
2,12 P 
-1,7 PR

2 P 
+P 

-3PR 

Khi veõ caàn chuù yù ñaët caùc tung ñoä theo phöông vuoâng goùc vôùi truïc thanh, 
töùc laø theo phöông baùn kính nhö treân H.2.17c,d,e. 

P A

2P
ϕ

M 

N

Q 
R

45o

P 

2.12P 

Q max =2,236P 

ϕo

Q 3PR

b
)

d
)

e)

H. 2.17 

1 

1,7PR

PR

M

ϕo

2P

P A

2P
ϕ R

B

ϕo

0,7PP

2PN

a)

c
)

1
1

-
+
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2.5 CAÙCH VEÕ BIEÅU ÑOÀ NHANH  

2.5.1 Phöông phaùp veõ töøng ñieåm 

 Döïa treân caùc lieân heä vi phaân, ta ñònh daïng caùc BÑNL tuøy theo daïng taûi 
troïng ñaõ cho vaø töø ñoù ta xaùc ñònh soá ñieåm caàn thieát ñeå veõ bieåu ñoà.  
 Treân 1 ñoaïn thanh 
+ q =0 ⇒ Q = haèng soá, M = baäc nhaát. 
+ q = haèng ⇒ Q = baäc nhaát, M = baäc hai. 
………………………………………………………………………………. 
 
+ Neáu bieåu ñoà coù daïng haèng soá , chæ caàn xaùc ñònh moät ñieåm baát kyø. 
+ Neáu bieåu ñoà coù daïng baäc nhaát , caàn tính noäi löïc taïi hai ñieåm ñaàu vaø cuoái 
ñoaïn thanh. 
 + Neáu bieåu ñoà coù daïng baäc hai trôû leân thì caàn ba giaù trò taïi ñieåm ñaàu, ñieåm 
cuoái vaø taïi nôi coù cöïc trò, neáu khoâng coù cöïc trò thì caàn bieát chieàu loài loõm cuûa 
bieåu ñoà theo daáu cuûa ñaïo haøm baäc hai. Ñoaïn thanh coù löïc phaân boá q 
höôùng xuoáng seõ aâm, neân beà loõm cuûa bieåu ñoà moâmen höôùng leân. Ngöôïc laïi, 
neáu q höôùng leân seõ döông neân beà loõm cuûa bieåu ñoà moâmen höôùng xuoáng. 
Toùm laïi, ñöôøng cong moâmen  höùng laáy löïc phaân boá q. 
     
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Thí duï 2.10:  Veõ BÑNL trong daàm cho treân H.2.18 (phöông phaùp veõ ñieåm)  
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                                           Giaûi.   
Phaûn löïc lieân keát  
     qaVaVqaqaqaBM CC 2

30222 0 222 =⇒=×−++−⇒=∑  

     qaVY B∑ =⇒=
2
50  

Noäi löïc  
 Ñoaïn AB: q=0⇒  Qy = haèng soá, 
 Mx = baäc nhaát. 
  Trong tröôøng hôïp naøy Qy laø haèng 
soá baèng khoâng vì QA

(AB) = 0.  
 ⇒ Mx  trong ñoaïn naøy seõ laø haèng soá 
 MA 

(AB) =  MB
 (BA)

  =  – Mo  = -qa2 

 Ñoaïn BD: q= haèng ⇒ Qy = baäc 1, 
 Mx = baäc 2. 

     Taïi B:      
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−=−=

+=

2)(

)(

2
5

qaMM

qaQ

o
BD

B

BD
B

 
     

    Taïi  D:      
⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

=−=

=−=

2
2

2)(

)(

22
3

2
3

2
5

qaqaqaM

qaqaqaQ

BD
D

BD
D

 

 Bieåu ñoà Qy  trong ñoaïn naøy khoâng coù vò trí naøo =0 ⇒ bieåu ñoà Mx khoâng 
coù cöïc trò.  
 Chæ caàn noái hai giaù trò moâmen taïi B vaø D baèng ñöôøng cong baäc hai coù 
beà loõm sao cho höùng laáy löïc q. 
 
 Ñoaïn DC: q= haèng ⇒ Qy = baäc 1, Mx = baäc 2. 
 Taïi D:   

2
1)( qaQ DC

D −= ; 2
2

2)(

22
3 qaqaqaM DC

D =−=  

 Taïi C:    0      ; 
2
3

=−=−= CCC MqaVQ  

 Bieåu ñoà Qy  trong ñoaïn naøy khoâng coù vò trí naøo =0 ⇒ bieåu ñoà Mx khoâng 
coù cöïc trò.  
 Chæ caàn noái hai giaù trò moâmen taïi D vaø C baèng ñöôøng cong baäc hai coù 
beà loõm sao cho höùng laáy löïc q. 
        Caùc bieåu ñoà löïc caét Qy vaø moâmen Mx  laàn löôït ñöôïc veõ treân H.2.18b,c.  
  

a a

Mo = qa2

q

q
a 

2 

a)

b
)

c
)

a

P = 
2qa 

A D C

VC = 3
2

q
a

+ 
– 

5
2

q
a

3
2

q
a

1 
2 q

a 

3
2

q
a

q
a

2

H. 2.18 

Mx

Qy

2 VB = 5 q
a 

B
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2.5.2 Caùch aùp duïng nguyeân lyù coäng taùc duïng 

 Khi thanh chòu taùc duïng nhieàu loaïi taûi troïng, ta coù theå veõ bieåu ñoà noäi 
löïc trong thanh do töøng taûi troïng rieâng leû gaây ra roài coäng ñaïi soá laïi ñeå ñöôïc 
keát quaû cuoái cuøng. 
 
Thí duï 10. Veõ bieåu ñoà moâ men trong daàm nhö H.2.18a baèng caùch coäng 
bieåu ñoà. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
Giaûi. Taûi troïng treân thanh ñöôïc chia thaønh hai tröôøng hôïp cô baûn:  

  + Hình 2.18b bieåu dieãn moâ men do löïc taäp trung P gaây ra 

  + Hình 2.18c bieåu dieãn moâ men do löïc phaân boá ñeàu q gaây ra 

Hình 2.18dbieåu dieãn moâ men toång hôïp caàn tìm, caùc tung ñoä baèng toång 
ñaïi soá caùc tung ñoä taïi caùc tieát dieän töông öùng treân H.2.18b,c 

 

 

 

 

 

Baûng toùm taét daàm console , daàm ñôn giaûn, daàm ñaàu thöøa  

 

a

q
P = 2qa

Pa 

H.2.18

a) 

b) 

c
) 

d
) 

qa2/
2 

Pa + 
qa2/
2 

 

A B

C

P 

L
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BAØI TAÄP CHÖÔNG 2 

2.1. Veõ bieåu ñoà noäi löïc cuûa caùc daàm cho treân H.2.1. 
 

M = 10 kNm 
P = 5 kN q P = 2qa q = 5 kN/m
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2.2. Khoâng caàn tính ra phaûn löïc, veõ BÑNL cuûa caùc daàm cho treân H.2.2. 

 

 

 

 

     

2.3. Veõ bieåu ñoà noäi löïc nhö treân H.2.3. 

                           

 
 

 
 
2.4. Veõ bieåu ñoà noäi löïc cuûa daàm tónh ñònh nhö treân H.2.4.  
      

 

 

a) 

a2a 3a 

P = 2qaq

b
)

a 4a

P = qa M =     qa21
2 q

H.2.2 

a) 
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b
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m 
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2
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c
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)
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P = 20 kN
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3a 3aa a

H. 2.4 
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2.5. Veõ bieåu ñoà noäi löïc cho heä khung sau (H.2.5). 
 

 

 

 

 

 

 

2.6. Veõ bieåu ñoà löïc doïc, moâmen uoán, moâmen xoaén cho thanh khoâng 
gian (H.2.6). 
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Chöông 3. KEÙO - NEÙN ÑUÙNG TAÂM 
 

3.1  KHAÙI NIEÄM 

♦ Ñònh nghóa: Thanh ñöôïc goïi laø chòu keùo hay  
neùn ñuùng taâm khi treân moïi maët caét ngang cuûa 
 thanh chæ coù moät thaønh phaàn noäi löïc laø löïc doïc Nz. 
Nz > 0 khi höôùng ra ngoaøi maët caét- Keùo 

Nz < 0 khi höôùng vaøo trong maët caét- Neùn  

Ñaây laø tröôøng hôïp chòu löïc ñôn giaûn nhaát. Ta gaëp tröôøng hôïp naøy khi 
thanh chòu 2 löïc ôû baèng nhau vaø traùi chieàu ôû hai ñaàu  doïc truïc thanh . 

 Thanh chòu keùo ñuùng taâm (H.3.2a) hay chòu neùn ñuùng taâm (H.3.2b). 

 
     

 

 H. 3.2 Ñònh nghóa thanh chòu keùo neùn ñuùng 
t â

P P P P 

a) b)

 
 

 ♦Thöïc teá : coù theå gaëp caùc caáu kieän chòu keùo hay neùn ñuùng taâm nhö: 
daây caùp trong caàn caåu (H.3.3a), oáng khoùi (H.3.3b), caùc thanh trong daøn 
(H.3.3c). 

 

 

 

 

 

 

 

 

Y
   y 

Nz 

H. 3.1 

b
PQ 

a) b) c)

H. 3.3 Moät soá caáu kieän chòu keùo neùn ñuùng taâm
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3.2. ÖÙNG SUAÁT TREÂN MAËT CAÉT NGANG 
 

Xeùt thanh thaúng chòu keùo (neùn) ñuùng taâm (H.3.3a) caùc maët caét ngang CC 
vaø DD tröôùc khi thanh chòu löïc caùch nhau ñoaïn dz vaø vuoâng goùc truïc thanh. 
Caùc thôù doïc trong ñoaïn CD (nhö laø GH) baèng nhau (H.3.3b). 

Khi thanh chòu keùo (neùn), noäi löïc treân maët caét ngang DD hay baát kyø maët 
caét ngang khaùc laø Nz = P (H.3.3c) thanh seõ daõn ra, maët caét DD di chuyeån doïc 
truïc thanh z so vôùi maët caét CC moät ñoaïn beù δdz (H.3.3b). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Ta thaáy bieán daïng caùc thôù doïc nhö GH ñeàu baèng HH’ vaø khoâng ñoåi, maët 

caét ngang trong suoát quaù trình bieán daïng vaãn phaúng vaø vuoâng goùc vôùi truïc 
thanh, ñieàu naøy cho thaáy caùc ñieåm treân maët caét ngang chæ coù öùng suaát phaùp σz 
khoâng ñoåi (H.3.3d). 

Ta coù: ∫ =
F

zz NdFσ     vì  ( 
dz
dz

z
δε =     

E
z

z
σ

ε = ) 

Neân   σz = const    ta ñöôïc:   zz NF =σ  

hay:   
F
Nz

z =σ   (3.1)  

vôùi: F- dieän tích maët caét ngang cuûa thanh. 
 
 
 
 
 
3.3. BIEÁN DAÏNG CUÛA THANH CHÒU KEÙO (NEÙN) ÑUÙNG TAÂM 

1- Bieán daïng doïc 

b

 

C 

C D 

D 

P Nz 

a) 

C 

C 

D 

D 

D’ 

D’ 

H’ 
H G 

dz δdz 

b) 

c) 

P Nz 

dF Nz 

x 

y 

z 

σz 

d) 
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Bieán daïng doïc truïc z cuûa ñoaïn daøi dz chính laø δdz (H.3.3b).  

Nhö vaäy bieán daïng daøi töông ñoái cuûa ñoaïn dz laø:    
dz
dz

z
δε =           (a) 

Theo ñònh luaät Hooke ta coù:       
E

z
z

σ
ε =          (b) 

trong ñoù: E - laø haèng soá tyû leä, ñöôïc goïi laø moâ ñun ñaøn hoài khi keùo (neùn), noù 

phuï thuoäc vaøo vaät lieäu vaø coù thöù nguyeân 
( ) ⎥⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
2daøi  chieàu

löïc , ñôn vò N/m2   , xaùc 

ñònh töø thí nghieäm . 
                          Baûng 3.1 cho trò soá E cuûa moät soá vaät lieäu. 
 

         Vaät lieäu E (kN/cm2) μ 

Theùp (0,15 ÷ 0,20)%C

Theùp loø xo 

Theùp niken 

Gang xaùm 

Ñoàng  

Ñoàng thau 

Nhoâm 

Goã doïc thôù 

Cao su 

2 x 104 

2,2 x 104 

1,9 x 104 

1,15 x 104 

1,2 x 104 

(1,0 ÷1,2)104 

(0,7 ÷ 0,8)104 

(0,08 ÷ 0,12)104 

0,8 

0,25 ÷ 0,33 

0,25 ÷ 0,33 

0,25 ÷ 0,33 

0,23 ÷ 0,27 

0,31 ÷ 0,34 

0,31 ÷ 0,34 

0,32 ÷ 0,36 

 

0,47 
T 
Töø (a) tính δdz, theá (b) vaøo, ta ñöôïc bieán daïng daøi doïc truïc cuûa ñoaïn dz laø: 

  dz
EF
N

dz
E

dzdz zz
z ===

σ
εδ    (c) 

Suy ra bieán daïng daøi (daõn khi thanh keùo, co khi thanh neùn) cuûa ñoaïn thanh 
daøi L: 

  dz
EF
N

dzL
L

z

L
∫∫ ==Δ δ   (3.2)  

Neáu E,  Flaø haèng soá vaø Nz cuõng khoâng ñoåi treân chieàu daøi L cuûa thanh, ta seõ 
ñöôïc: 

  
EF

LN
dz

EF
N

L z

L

z ==Δ ∫   (3.3) 
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Neáu thanh goàm nhieàu ñoaïn chieàu daøi Li vaø treân moãi ñoaïn Nz, E, A khoâng ñoåi 
thì: 

  ∑ ∑=Δ=Δ
ii

izi
i FE

LN
LL   (3.3’) 

Tích soá EF goïi laø ñoä cöùng khi chòu keùo hay neùn ñuùng taâm cuûa thanh. 
2- Bieán daïng ngang 

Theo phöông ngang thanh cuõng coù bieán daïng, ta ñaõ choïn z laø truïc thanh, 
x, y laø caùc phöông vuoâng goùc vôùi z (H.3.3d). Neáu ta goïi εx vaø εy laø bieán daïng daøi 
töông ñoái theo hai phöông x vaø y, thì ta coù quan heä sau: 

  zyx νεεε −==   (3.4) 

trong ñoù: ν  - heä soá Poisson, laø haèng soá vaät lieäu  
Daáu (–) trong bieåu thöùc chæ raèng bieán daïng theo phöông doïc vaø ngang ngöôïc 
nhau. 
 
Thí duï 3.1. Veõ bieåu ñoà doïc Nz tính öùng suaát vaø bieán daïng daøi toaøn phaàn cuûa 
thanh treân H.3.4a cho bieát E = 2.104 kN/cm2; F1 = 10 cm2; F2 = 20 cm2. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Giaûi. Duøng phöông phaùp maët caét ta deã daøng veõ ñöôïc bieåu ñoà Nz (H.3.4b) 
Töø ñoù ta tìm ñöôïc öùng suaát treân maët caét ngang moãi ñoaïn laø: 

H.3.4

30 cm 

30 cm 

50 cm 

50 cm I 

II 

III 

IV 
F2 

10 kN 

10 kN 

20 kN 

P2=40k
N

F1 

30 kN 

P1=30kN Nz 

b) a) 



http://www.ebook.edu.vn
 5

2 kN/cm3
10
30

1

===
F
N I

z
Iσ ,  2 kN/cm1

10
10

1

−=
−

==
F

N II
z

IIσ  

2 kN/cm,50
20
10

2

−=
−

==
F

N III
z

IIIσ ,   2 kN/cm,50
20
10

2

===
F

N IV
z

IVσ  

Ñeå xaùc ñònh bieán daïng doïc toaøn phaàn chính laø bieán daïng daøi tuyeät ñoái cuûa 
thanh ta söû duïng coâng thöùc (3.3’) aùp duïng cho boán ñoaïn cuûa thanh. 

ΔL = 
20102

3010
20102

3010
10102

5010
10102

5030
4444 ××
×

+
××
×−

+
××

×−
+

××
×  = 0,005 cm 

Bieán daïng doïc mang daáu + nghóa laø thanh bò daøi ra. 
  
Ta coù theå tính bieán daïng baèng phöông phaùp coâïng taùc duïng. 

ΔL= +
××

+
××

−
+

××
+

+
××

×
20102

40x60-
10102

40x50
20102

30x60
10102

10030
4444 x202x10

20x30
4 = 0,005cm 

 
3.4. ÑAËC TRÖNG CÔ HOÏC CUÛA VAÄT LIEÄU 
1. Khaùi nieäm 

Vaán ñeà cuûa chuùng ta laø caàn phaûi so saùnh ñoä beàn, ñoä cöùng cuûa vaät lieäu khi 
chòu löïc vôùi öùng suaát bieán daïng cuûa vaät lieäu cuøng loaïi ñaõ bieát. Ta caàn thí 
nghieäm keùo, neùn ñeà tìm hieåu tính chaát chòu löïc vaø quaù trình bieán daïng töø luùc 
baét ñaàu chòu löïc ñeán luùc phaù hoûng cuûa caùc loaïi vaät lieäu khaùc nhau. 

Ngöôøi ta phaân vaät lieäu thaønh hai loaïi cô baûn: Vaät lieäu deûo, vaät lieäu doøn. 
Nhö vaäy coù boán thí nghieäm cô baûn sau: 

 
2. Thí nghieäm keùo vaät lieäu deûo (theùp) 

1- Maãu thí nghieäm 
Theo tieâu chuaån TCVN 197 - 85 

(H.3.5) 
Chieàu daøi Lo thí nghieäm laø ñoaïn thanh 

ñöôøng kính do, dieän tích Fo 
2- Thí nghieäm 
Taêng löïc keùo töø 0 ñeán khi maãu ñöùt, vôùi boä phaän veõ bieåu ñoà cuûa maùy keùo, 

ta nhaän ñöôïc ñoà thò quan heä giöõa löïc keùo P vaø bieán daïng daøi ΔL cuûa maãu nhö 
H.3.6. Ngoaøi ra sau khi maãu bò ñöùt ta chaép maãu laïi, maãu seõ coù hình daùng nhö 
H.3.7. 

3- Phaân tích keát quaû 
Quaù trình chòu löïc cuûa vaät lieäu coù theå chia laøm ba giai ñoaïn. 

OA: ñaøn hoài, P vaø ΔL baäc nhaát, Löïc lôùn nhaát laø löïc tæ leä Ptl.  
o

tl
tl F

P
=σ     (3.5) 

L0 

d0

H.3.5 
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AD: giai ñoaïn chaûy, löïc keùo khoâng taêng nhöng bieán daïng taêng lieân tuïc. Löïc 
keùo töông öùng laø löïc chaûy Pch vaø ta coù giôùi haïn chaûy.   

o

ch
ch F

P
=σ         (3.6) 

DBC: giai ñoaïn cuûng coá (taùi beàn), töông quan giöõa löïc P vaø bieán daïng ΔL 
laø ñöôøng cong. Löïc lôùn nhaát laø löïc beàn PB vaø ta coù giôùi haïn beàn. 

o

b
b F

P
=σ       

(3.7) 

Neáu chieàu daøi maãu sau khi ñöùt (H.3.7) laø L1 vaø dieän tích maët caét ngang nôi 
ñöùt laø A1 thì ta coù caùc ñònh nghóa ñaëc tröng cho tính deûo cuûa vaät lieäu nhö sau: 

Bieán daïng daøi töông ñoái (tính baèng phaàn traêm):δ = %10010

oL
LL −

 (3.8) 

Ñoä thaét tyû ñoái (tính baèng phaàn traêm): ψ = 1001

o

o

F
FF − %      (3.9) 

4- Bieåu ñoà σ -ε (bieåu ñoà qui öôùc) 
Töø bieåu ñoà P-ΔL ta deã daøng suy ra bieåu ñoà töông 

quan giöõa öùng suaát oz FP=σ  vaø bieán daïng daøi töông 
ñoái oz LLΔ=ε .  

Bieåu ñoà naøy coù hình daïng gioáng nhö bieåu ñoà P - ΔL 
(H.3.8). Treân bieåu ñoà chæ roõ bchtl σσσ ,,  vaø caû moâ ñun 
ñaøn hoài: 

 
ε
σ

=E  = tanα 

Neáu keå ñeán söï bieán ñoåi dieän tích maët caét ngang ta 
seõ coù bieåu ñoà töông quan giöõa zε  vaø öùng suaát 
thöïc (ñöôøng neùt ñöùt). 
3. Thí nghieäm keùo vaät lieäu doøn 
 Bieåu ñoà keùo vaät lieäu doøn coù daïng ñöôøng 
cong (H.3.9). Vaät lieäu khoâng coù giôùi haïn tyû leä 
vaø giôùi haïn chaûy maø chæ coù giôùi haïn beàn. 

PB 

Pch 
Ptl  

P 

ΔLO 

A 

D 

B 

C 

H.3.6 

L1

d1, A1 

H.3.7

Ptl

P

Pb

O ΔL

Ñöôøng cong thöïc

Ñöôøng qui öôùc 

H.3.9 

σb

σch
σtl

σ

ε
O

D 

B 
C

α 

A 

H.3.8 
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o

b
b F

P
=σ        (3-10) 

Tuy vaäy ngöôøi ta cuõng qui öôùc moät giôùi haïn ñaøn hoài naøo ñoù vaø xem ñoà thò 
quan heä löïc keùo vaø bieán daïng laø ñöôøng thaúng (ñöôøng qui öôùc). 
 
4. Neùn vaät lieäu deûo 

Bieåu ñoà neùn vaät lieäu 
deûo nhö H.3.10a. Ta chæ 
xaùc ñònh ñöôïc giôùi haïn tyû 
leä vaø giôùi haïn chaûy, maø 
khoâng xaùc ñònh ñöôïc giôùi 
haïn beàn do söï phình ngang 
cuûa maãu laøm cho dieän tích 
maët caét ngang maãu lieân 
tuïc taêng leân. Sau thí 
nghieäm maãu coù daïng hình troáng (H.3.10c). 
 
5. Neùn vaät lieäu doøn. Ñöôøng cong töông töï bieåu ñoà keùo vaät lieäu doøn. Pb. 

Nghieân cöùu caùc thí nghieäm keùo vaø neùn caùc vaät lieäu deûo vaø doøn, ngöôøi ta 
thaáy raèng: giôùi haïn chaûy cuûa vaät lieäu deûo khi keùo vaø neùn nhö nhau, coøn ñoái vôùi 
vaät lieäu doøn giôùi haïn beàn khi keùo beù hôn nhieàu so vôùi giôùi haïn beàn khi neùn.  
 
3.6. THEÁ NAÊNG BIEÁN DAÏNG ÑAØN HOÀI (TNBDÑH) 

1- Khaùi nieäm 
Xeùt thanh chòu keùo laøm vieäc trong giai ñoaïn ñaøn hoài (H.3.13a). Löïc taêng 

daàn töø 0 ñeán giaù trò P, thanh daõn ra töø töø ñeán giaù trò ΔL. Boû löïc, thanh veà vò trí 
ban ñaàu. 

Ngöôøi ta noùi coâng cuûa W cuûa ngoaïi löïc phaùt sinh trong quaù trình di 
chuyeån ñaõ chuyeån hoùa thaønh theå naêng bieán daïng ñaøn hoài U tích luõy trong 
thanh vaø chính theá naêng naøy laøm cho thanh ñaøn hoài sau khi khoâng taùc duïng 
löïc. 
 2- Tính theá naêng bieán 
daïng ñaøn hoài 

P vaø ΔL bieåu dieãn 
nhö H.3.13b. Coâng cuûa 
löïc P treân chuyeån dôøi 
ΔL. 

L

ΔL

P

ΔL

ΔL dΔL

P 

P
P + dP

O

A

C

a)              b) 
H.3.13 

Pch

Ptl

P

ΔLO
a)

H.3.10

d h

b)

c) d)
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   dW = (P + dP)dΔL = PdΔL + dPdΔL= PdΔL 
Suy ra coâng cuûa löïc keùo P taêng töø 0 ñeán P ñöôïc bieåu thò baèng dieän tích tam 
giaùc OAC. 

    W = 
2

LPΔ  

Coâng naøy bieán thaønh TNBD ÑH   U:  U = W = 
2

LPΔ =
EF

LP
2

2

 (3.11) 

Goïi u laø TNBDÑH rieâng (theá naêng tích luõy trong moät ñôn vò theå tích), ta 
coù: 

    u = 
22

2
zzz

EV
U εσσ

==    (3.12) 

Xeùt ñoaïn thanh coù chieàu daøi dz coù noäi löïc Nz (H.3.14):   dU = 
EF

dzN z

2

2

 

 Suy ra theá naêng bieán daïng ñaøn hoài cuûa ñoaïn thanh daøi L, coù noäi löïc Nz laø: 

    U = ∫ ∫=L L

z

EF
dzN

dU
2

2

 

Khi trong ñoaïn thanh 
EF
N z  khoâng ñoåi ta coù: U = 

EF
LN z

2

2

  (3.13) 

Vôùi nhieàu ñoaïn daøi Li ta seõ coù: U = ∑Ui = ∑
ii

izi

FE
LN

2

2

     (3.13’) 

Theá naêng bieán daïng ñaøn hoài thöôøng duøng ñeå tính 
chuyeån vò cuûa heä thanh. 
 
Ví duï 3.2. Xaùc ñònh chuyeån vò ñöùng cuûa ñieåm ñaët löïc. Cho 

E = 20000 kN/cm2; (H.3.15a). Cho L = 200 cm; P = 300 (KN); α = 30o ; F= 10 
cm2  
 
Giaûi 
- Xaùc ñònh noäi löïc 

Taùch maét A (H.3.15b). 
 Duøng hai phöông trình hình chieáu: 

∑X = 0:  NAB = NAC = N 
 ∑Y = 0:   2Ncosα = P 

suy ra:         N = 
αcos2

P  

 
 
 
 

dz 

Nz 

Nz 

H.3.14 

P

A

NAB NAC

a)

H. 3.15 
P

α α

B C

A

K I

ΔAC ΔAB

F F

L L

b) 
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 - Chuyeån vò ñöùng cuûa ñieåm A 
a) Phöông phaùp duøng caùch tính theo bieán daïng hình hoïc. 
Goïi ΔAB, ΔAC caùc bieán daïng cuûa ñoaïn AB, AC (H.3.15a).  
Töø I, K keû hai ñöôøng vuoâng goùc vôùi AB vaø AC, chuùng caét nhau ôû A’, AA’ 

chính laø ñoä di chuyeån cuûa ñieåm A.  
Tröôøng hôïp heä thanh treân vì NAB = NAC neân ΔAB = ΔAC vaø A’ naèm treân 

ñöôøng thaúng ñöùng keû töø A, hay AA’ chính laø chuyeån vò caàn tìm. 
Xeùt tam giaùc AIA’ ta coù: 

        AA’cosα = AI        hay:      AA’ = 
αcos

AI  = 
αcos

ABΔ
 

      AA’ = ( ) αcosAB

ABAB

EF
LN  = 

α22 cosEF
PL  

Vôùi P = 300 kN, E = 20000 kN/cm2, A = 10 cm2, α = 300 ta ñöôïc: AA’ = 0,4 cm 
b) Phöông phaùp duøng theá naêng bieán daïng ñaøn hoài 
Ta coù:  W = U  (*) 

Coâng ngoaïi löïc:  
   W = 

2
1 P.AA’ 

Theá naêng bieán daïng ñaøn hoài cuûa heä:U = 
AB

ABAB

EF
LN
)(2

2

 + 
AC

ACAC

EF
LN
)(2

2

 = 2
EF

LN
2

2

 

Theá vaøo (*) ta ñöôïc:               
2
1 P.AA’ = 2

EF
LN

2

2

 

suy ra:   AA’ = 
P
2

EF
LN 2

 = 
α22 cosEF

PL  = 0,4 cm 

 
3.7. ÖÙNG SUAÁT CHO PHEÙP - HEÄ SOÁ AN TOAØN - BA BAØI TOAÙN CÔ BAÛN 

Ta goïi öùng suaát nguy hieåm, kyù hieäu oσ , laø trò soá öùng suaát maø öùng vôùi noù 
vaät lieäu ñöôïc xem laø bò phaù hoaïi. Ñoái vôùi vaät lieäu deûo cho σσ = , ñoái vôùi vaät lieäu 
doøn bo σσ = . 
Nhöng khi cheá taïo, vaät lieäu thöôøng khoâng ñoàng chaát hoaøn toaøn, vaø trong quaù 
trình söû duïng taûi troïng taùc duïng coù theå vöôït quaù taûi troïng thieát keá, ñieàu kieän 
laøm vieäc cuûa keát caáu hay chi tieát chöa ñöôïc xem xeùt ñaày ñuû, caùc giaû thieát khi 
tính toaùn chöa ñuùng vôùi söï laøm vieäc cuûa keát caáu. Vì theá ta khoâng tính toaùn 
theo oσ . Chuùng ta phaûi choïn moät heä soá an toaøn n lôùn hôn 1 ñeå xaùc ñònh öùng 
suaát cho pheùp. 

        [ ]
n

oσ
σ =          (3.15) 

Vaø duøng trò soá [ ]σ  ñeå tính toaùn. 
Heä soá an toaøn do nhaø nöôùc hay hoäi ñoàng kyõ thuaät cuûa nhaø maùy qui ñònh. 
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Ñeå choïn heä soá an toaøn ñöôïc chính xaùc, nhieàu khi ngöôøi ta phaûi choïn nhieàu heä 
soá theo rieâng töøng nguyeân nhaân daãn ñeán söï khoâng an toaøn cuûa coâng trình hay 
chi tieát maùy, coù theå keå ñeán: 

- Heä soá keå ñeán ñoä ñoàng chaát cuûa vaät lieäu 
- Heä soá keå ñeán söï vöôït quaù taûi troïng thieát keá 
- Heä soá keå ñeán söï laøm vieäc taïm thôøi hay laâu daøi 
Nhö vaäy muoán ñaûm baûo söï laøm vieäc an toaøn veà ñoä beàn khi thanh chòu keùo 

(neùn) ñuùng taâm, öùng suaát trong thanh phaûi thoûa maõn ñieàu kieän beàn laø: 
        [ ]σσ ≤=

F
N z

z         (3.16) 

Töø ñieàu kieän beàn, ta coù ba baøi toaùn cô baûn: 

Kieåm tra beàn:  [ ] %5±≤= σσ
F
N z

z  

Choïn kích thöôùc maët caét ngang: [ ] %5±≥
σ

zN
F  

Ñònh taûi troïng cho pheùp:   [ ] %5±≤ FN z σ         hay:      [ ] [ ]FN z σ=  
 
 
 

 
Thí duï 3.4. Cho heä nhö H.3.17a. Ñònh taûi troïng cho pheùp [P] theo ñieàu kieän 
beàn cuûa caùc thanh 1, 2, 3. Cho bieát [σ ] = 16 kN/cm2, F1= 2 cm2, F2= 1 cm2, F3= 
2 cm2. 
Giaûi. Tröôùc tieân ta caàn tính noäi löïc trong caùc thanh. Coâ laäp heä nhö H.3.17b. 

Xeùt caân baèng vôùi caùc phöông trình: 
  ∑X = 0 => N2 cos45o + N3 = 0 
   ∑Y = 0 => –P + N1 + N2 sin45o

 = 0 
           ∑M/A = 0 => –P2a + N1a = 0 

Ta ñöôïc N1 = 2P, N2 = –P 2  (neùn), N3 = P 
Vieát ñieàu kieän beàn cuûa caùc thanh 1, 2, 3: 
 

          
1

1
1 F

N
=σ  = 

1

2
F
P  ≤  [ ]σ  =>    P ≤ [ ]

2
1Fσ  = 

2
2.16  = 16 kN 

         
2

2
2 F

N ||
=σ  = 

2

2
F

P   ≤[ ]σ   =>    P ≤ [ ]
2

2Fσ  = 
2
1.16  = 11,3 kN 

           
3

3
3 F

N
=σ  = 

3F
P  ≤   [ ]σ  =>     P ≤[ ]σ  F3 = 16.2 = 32 Kn 

 
So saùnh ta ñöôïc [P] = 11,3 KN. 
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3.8. BAØI TOAÙN SIEÂU TÓNH  
Ñònh nghóa: Baøi toaùn sieâu tónh laø baøi toaùn maø chæ vôùi caùc phöông trình caân baèng 
tónh hoïc seõ khoâng ñuû ñeå giaûi ñöôïc taát caû caùc phaûn löïc hay noäi löïc trong heä. 
Caùch giaûi. Caàn tìm theâm caùc phöông trình dieãn taû ñieàu kieän bieán daïng cuûa heä 
sao cho coäng soá phöông trình naøy vôùi caùc phöông trình caân baèng tónh hoïc vöøa 
ñuû baèng soá aån soá phaûn löïc, noäi löïc caàn tìm. 
 
Thí duï 3.5. Xeùt thanh chòu löïc nhö H.3.18a. ÔÛ hai ngaøm coù hai phaûn löïc VA vaø 
VB. Ta coù phöông trình caân baèng: VA + VB – P = 0  (a)      

Phöông trình naøy coù hai aån, muoán giaûi ñöôïc ta phaûi tìm theâm phöông 
trình ñieàu kieän bieán daïng cuûa thanh. 
Töôûng töôïng boû ngaøm B vaø thay baèng phaûn löïc VB (H.3.18b). Ñieàu kieän bieán 
daïng cuûa heä laø:       ΔL = ΔBA = ΔBC + ΔCA = 0       (b) 
Goïi NBC vaø NCA laø noäi löïc treân caùc maët caét cuûa caùc ñoaïn BC vaø CA ta seõ ñöôïc:  

     ΔL = 
EF

LN BCBC  + 
EF

LN CACA  = 0 (c)        

vôùi NBC = −VB ; NCA = −VB + P, (c) trôû thaønh:  
EF

aPV
EF

bV BB )( +−
+

−  = 0 

suy ra:        VB = 
ba

Pa
+

 

Ta ñaõ tính ñöôïc phaûn löïc VB, baøi toaùn trôû thaønh baøi toaùn tónh ñònh bình 
thöôøng 
 

P N1 N2

N3

a a

P 

B 

1

45o

2 

3 

a a

H. 3.17

a) 

b) 
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Thí duï 3.6. Xeùt heä goàm ba thanh treo löïc P (H.3.19a) haõy tính noäi löïc trong caùc 
thanh treo. 
Giaûi. Ta coù hai phöông trình caân baèng ( taùch nuùt A): 

     ∑X = NAB sin α + NAD sin α = 0     (a) 
     ∑Y = –P + NAB cosα + NAC + NAD cosα = 0     (b) 
Ñeå giaûi ba aån soá noäi löïc ta caàn theâm moät phöông trình ñieàu kieän bieán daïng. 

Xeùt heä thanh sau khi chòu löïc. Vì ñoái xöùng neân ñieåm A di chuyeån theo phöông 
AC ñeán A’. Töø A keû ñöôøng AI vaø AK laàn löôït vuoâng goùc vôùi A’B vaø A’D. Bieán 
daïng nhoû neân goùc A’BA vaø A’DA voâ cuøng beù vaø goùc BA’C vaø DA’C vaãn α. 
Suy ra IA’ laø ñoä daõn daøi cuûa AB vaø töông töï KA’ laø ñoä daõn daøi cuûa AD. 

Ngoaøi ra AA’ cuõng chính laø ñoä daõn daøi cuûa AC 
Xeùt tam giaùc A’IA vaø A’KA ta coù lieân heä: 
IA‘ = KA’ = AA’cosα   ( c ) 
  

Thay IA’ = 
αcosEF

LN AB  ;  KA’ =
αcosEF

LN AD  ;  AA’ = 
EF

LN AC vaøo (c) roài vaøo (a) vaø (b) ta 

seõ ñöôïcNAB = NAD = 
α

α
3

2

cos21
cos

+
P ; NAC = 

α3cos21+
P  

 
 
 
 

 
 
 

 
 

α α

B C

A
I K

EA EA

P
A’

L 

EA

D

P

A

NAB NAD 
NAC

y

x 

H.3.19
a) b)

b
P

a

VB

C

A

B

b  P 

a 

VA 

 VB 

 C 

 A 

B 

a) b)
H.3.18
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Thí du ï3.7. Cho thanh ABC tuyeät ñoái cöùng lieân keát khôùp taïi A ñöôïc treo bôûi 
daây CD coù tieát dieän F  vaø coù chieàu daøi L nhö hình veõ. 

 1/ Tính noäi löïc cuûa CD. 
 2/  Tính  [q] theo ñieàu  kieän beàn cuûa thanh CD . 
      Cho bieát [σ ] = 16 kN/cm2, L=2m F1= 2 cm2 . 
3/ Tính chuyeån vò ñöùng cuûa ñieåm C . Cho E = 20000 kN/cm2 
4/ Baây giôø theâm thanh choáng BH hay thanh treo CH (neùt chaám) . Tính laïi noäi 

löïc cuûa caùc thanh choáng CD vaøBH 
. 
 

  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
Cho q =10kN/m, L = 1m , F = 1.5cm 2 , E=20000kN/cm 2  , [σ ] = 16 kN/cm2 
-Kieåm tra beàn thanh CD. 
-Tính chuyeån vò ñöùng cuûa ñieåm C 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

A

qL22qL

C B

30

H 

2L

LL L
A

F
A

D 

D

L/2

P=2ql

EF
M = 2qL 2  

1.5EF 

q 

L 

B 

L 

C

L 

L/2
H 

A 



http://www.ebook.edu.vn

 GV: Leâ Ñöùc Thanh 
____________________________________________________________________ 

______________________________________________________________ 
Chöông 4: Traïng thaùi öùng suaát                                                                 1 

Chöông 4 
 

TRAÏNG THAÙI ÖÙNG SUAÁT  
 

4.1 NHÖÕNG KHAÙI NIEÄM VEÀ TRAÏNG THAÙI ÖÙNG SUAÁT.  

4.1.1  TRAÏNG THAÙI ÖÙNG SUAÁT (TTÖS)TAÏI MOÄT ÑIEÅM. 

Xeùt moät ñieåm K trong moät vaät theå caân 
baèng vaø caùc maët caét qua K, treân caùc maët 
caét aáy coù caùc öùng suaát phaùp σ vaø öùng suaát 

tieáp τ. Caùc öùng suaát naøy thay ñoåi tuøy vò trí  
maët caét (H.4.1).   

Ñònh nghóa TTÖÙS:  TTÖS taïi moät ñieåm 
laø taäp hôïp taát caûû nhöõng  öùng suaát treân caùc 
maët ñi qua ñieåm aáyù. 

TTÖS taïi moät ñieåm ñaëc tröng cho möùc ñoä chòu löïc cuûa vaät theå taïi ñieåm 
ñoù. Nghieân cöùu TTÖS laø tìm ñaëc ñieåm vaø lieân heä giöõa caùc öùng suaát σ , τ, 
xaùc ñònh öùng suaát lôùn nhaát, nhoû nhaát ñeå  tính toaùn ñoä beàn hay giaûi thích, 
ñoaùn bieát daïng phaù hoûng cuûa vaät theå chòu löïc. 

 4.1.2  Bieåu dieãn TTÖS taïi moät ñieåm 

Töôûng töôïng taùch moät phaân toá hình 
hoäp voâ cuøng beù bao quanh ñieåm K. Caùc 
maët phaân toá song song vôùi caùc truïc toaï 
ñoä (H 4.2).  

Treân caùc maët cuûa phaân toá seõ coù chín 
thaønh phaàn öùng suaát:  
 +Ba öùng suaát phaùp: σx , σy , σz  

      +Saùu öùng suaát tieáp. τxy , τyx , τxz , τzx , 
τyz , τzy , 
  ÖÙng suaát phaùp σ  coù 1 chæ soá chæ phöông phaùp tuyeán maët coù σ .  
ÖÙng suaát tieáp τ coù hai chæ soá: Chæ soá thöù nhaát chæ  phöông phaùp tuyeán cuûa 
maët caét coù τ, chæ soá thöù hai chæ phöông  cuûa τ.  

• 
σ

τ 

K 

P4 

P3

P2P1 

y 

x 

H.4.1. ÖÙng suaát taïi moät ñieåmz

z

x

y  

τ  yz  
τ  zy  

τ  zx  τ xz

τxy

τyx

σ y  

σ x
σ  z  

        H.4.2  
Caùc thaønh phaàn öùng suaát  



http://www.ebook.edu.vn

 GV: Leâ Ñöùc Thanh 
____________________________________________________________________ 

______________________________________________________________ 
Chöông 4: Traïng thaùi öùng suaát                                                                 2 

4.1.3 Ñònh luaät ñoái öùng cuûa öùng suaát tieáp 

         Treân hai maët vuoâng goùc, neáu maët naày coù öùng suaát tieáp höôùng vaøo 
caïnh ( höôùng ra khoûi caïnh ) thì maët kia cuõng coù öùng suaát tieáp höôùng vaøo 
caïnh ( höôùng ra khoûi caïnh ), trò soá hai öùng suaát baèng nhau ( H.4.3) 

⎮τxy ⎮ = ⎮τyx ⎮; ⎮τxz⎮=⎮τzx⎮ ; ⎮τyz ⎮  =⎮τzy ⎮                 (4.1) 
TTÖÙS taïi moät ñieåm coøn 6 thaønh phaàn öùng suaát 
 
 
 
 
 
 
 
 

4.1.4 Maët chính, phöông chính vaø öùng suaát chính. Phaân loaïi TTÖS 
Lyù thuyeát ñaøn hoài ñaõ chöùng minh raèng taïi moät ñieåm baát kyø cuûa vaät theå 

chòu löïc luoân tìm ñöôïc moät phaân toá hình hoäp vuoâng goùc maø treân caùc maët 
cuûa phaân toá ñoù chæ coù öùng suaát phaùp, maø khoâng coù öùng suaát tieáp (H4.4a).  

Nhöõng maët ñoù goïi laø maët chính.  
Phaùp tuyeán cuûa maët chính goïi laø phöông chính. 
ÖÙng suaát phaùp treân maët chính goïi laø öùng suaát chính vaø kyù hieäu laø:   
σ1 , σ2 vaø σ3. Quy öôùc: σ1 > σ2 > σ3. 

 Thí duï :  
σ1 = 200 N/cm2; 
σ2 = −400 N/cm2; 
σ3 = −500 N/cm2 

    Phaân loaïi TTÖS : 

- TTÖS khoái : Ba öùng 
suaát chính khaùc 
khoâng (H.4.4a). 

- TTÖS phaúng: Hai öùng suaát chính khaùc khoâng (H.4.4b).    

- TTÖS ñôn: Moät öùng suaát chính khaùc khoâng (H.4.4c). 

 

H. 4.4 Caùc loaïi traïng thaùi öùng suaát

b) 
a) c)

 
τ   

τ
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       TTÖS khoái vaø TTÖS phaúng goïi laø TTÖS phöùc taïp. 

4.2  TTÖÙS TRONG BAØI TOAÙN PHAÚNG- PHÖÔNG PHAÙP GIAÛI TÍCH. 

4.2.1 Caùch bieåu dieãn – Quy öoùc daáu 

Caùch bieåu dieån: 

 

 

 

 

 

 

 

 Xeùt moät phaân toá (H.4.5a). ÖÙng suaát treân maët vuoâng goùc vôùi truïc z 
baèng khoâng vaø maët naøy laø moät maët chính vì coù öùng suaát tieáp baèng khoâng.  

Ñeå deã hình dung, ta bieåu dieãn phaân toá ñang xeùt baèng hình chieáu cuûa 
toaøn phaân toá leân maët phaúng Kxy (H.4.5b).  

Quy öôùc daáu: + σ > 0 khi gaây keùo ( höôùng ra ngoaøi maët caét) 

      + τ > 0 khi laøm cho phaân toá quay thuaän kim ñoàng hoà 

Hình 4.5b bieåu dieån caùc öùng suaát > 0 

        (qui öôùc naày phuø hôïp vôùi baøi toaùn thanh)  

4.2.2 ÖÙng suaát treân maët caét nghieâng baát kyø 
Vaán ñeà: Xaùc ñònh öùng suaát treân maët caét nghieâng song song vôùi truïc z vaø coù 
phaùp tuyeán u taïo vôùi truïc x moät goùc α (α > 0 khi quay ngöôïc chieàu kim 
ñoàng hoà keå töø truïc x ) (H.4.6a). Giaû thieát  ñaõ bieát öùng suaát  σx, σy vaø τxy.  
  

♦ Tính σu vaø τuv : Töôûng töôïng caét phaân toá baèng maët caét nghieâng ñaõ 
neâu, maët caét chia phaân toá ra laøm hai phaàn, xeùt caân baèng cuûa moät phaàn 
phaân toá (H.4.6b) 

 
 
 

 H. 4.5  TTÖÙS trong baøi toaùn phaúng

a)z

x

y
σy

σx
σx

τxy

τyx

K
σx

σ

τxy

σ y 
τ y x 

b) 

σu   

u

v 

 τuv

ασxσx 

σy

σy

τxy

τyx τyx 

τxy

σx

σy 

x

y

z
 a)  b)
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Treân maët nghieâng coù öùng suaát σu vaø τuv , chuùng ñöôïc xaùc ñònh töø 
phöông trình caân baèng tónh hoïc.   

* ∑U=0 ⇒  0cossinsincos =+−+− ατασατασσ dzdxdzdxdzdydzdydsdz xyyxyxu  

 * ∑V=0 ⇒ 0sincoscossin =++−− ατασαταστ dzdxdzdxdzdydzdydsdz xyyxyxuv  

 Keå ñeán: ⎮τxy ⎮ = ⎮τyx ⎮; dx = ds sinα ;  dy = ds cosα,  

 
ααα

αααα

2sin
2
1cossin

)2cos1(
2
1);2cos1(

2
1cos2

=

−=+= 2sin   
 

⇒  ατα
σσσσ

σ 2sin2cos
22 xy

yxyx
u −

−
+

+
=  (4.2a) 

  ατα
σσ

τ 2cos2sin
2 xy

yx
uv +

−
+=  (4.2b) 

 ♦ Tính σv : Xeùt maët nghieâng coù phaùp 
tuyeán v, vuoâng goùc maët coù phaùp tuyeán u 
(H.4.7). Thay theá α  baèng (α + 90°) vaøo (4.2a) 
, 
⇒  öùng suaát phaùp taùc duïng treân maët coù phaùp 
tuyeán v: 

ατα
σσσσ

σ 2sin2cos
22 xy

yxyx
v +

−
−

+
=          (4.3) 

 Toång (4.2a) vaø (4.3), ⇒ 

  

b)

σ y 
τ yx 

τxy
τ   uv  

u  

v 

x  

y 

α  σ x 

σ  u  

H.4.6 ÖÙng suaát treân maët nghieâng 

τuv τ   xy   τ   yx   

σ u 

dx  

dy  dz

ds 

σ y 

x

y   

z  

v 

u

α  

a)  

α σ   x   

 

H. 4.7  ÖÙng suaát treân  
2 maët vuoâng goùc  nhau 

τ  uv   
τ   vu  

v 
u 

x 
α 

α   + 90  
o 
σ  u  

σ v  
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   yxvu σσσσ +=+              (4.4) 

 Bieåu thöùc treân cho thaáy, toång öùng suaát phaùp taùc duïng treân hai maët 
vuoâng goùc cuûa phaân toá öùng suaát phaúng taïi moät ñieåm laø haèng soá vaø khoâng 
phuï thuoäc vaøo goùc α.  
Ñoù laø Baát Bieán Thöù Nhaát cuûa öùng suaát phaùp 

Thí duï 4.1  Thanh coù dieän tích 5 cm2, chòu keùo vôùi löïc P = 40 kN. Xaùc ñònh 
öùng suaát treân maët caét nghieâng moät goùc 30o vôùi maët caét ngang (H.4.8). 
                                            Giaûi  
ÖÙng suaát phaùp treân maët caét ngang (Chöông 3) 

         2kN/cm 8
5
40

===
F
P

xσ  

 Taùch phaân toá hình hoäp bao ñieåm K 
naèm treân maët caét ngang. 
 Ta coùù: 2kN/cm 8+=xσ , 0=yσ    

       Maët caét nghieâng coù phaùp tuyeán 
hôïp vôùi truïc vôùi truïc x (truïc thanh) moät 
goùc( +30o ). 
Töø  (4.2)    ⇒ 

( )
2

2

kN/cm 46,330.2sin
2
82sin

2

kN/cm 630.2cos1
2
82cos

22

+=+=+=

=+=+=

ox
uv

oxx
n

αστ

ασσσ
 

4.2.3  ÖÙng suaát chính - Phöông chính - ÖÙng suaát phaùp cöïc trò 

1- ÖÙng suaát chính - phöông chính 

 Ngoaøi maët chính laø maët ñaõ bieát vuoâng goùc 
vôùi truïc z, hai maët chính coøn laïi laø nhöõng maët 
song song vôùi truïc z (vì phaûi vuoâng goùc vôùi 
maët chính ñaõ coù).  
Maët chính laø maët coù öùng suaát tieáp = 0 ⇒ Tìm 
hai maët chính coøn laïi baèng caùch cho uvτ  =0 

 

H. 4.9 ÖÙng suaát chính

x 

σ   1 
σ 2  

σ 1 
σ 2 

) 1 ( o α 

o o o   90 
) 1 (   )  2 (  + = α α  

H.4.8 

σ   u  
σx 

v 

u 
30

 

τ uv 

σu

P P = 40 kN 
K  

30  
o  u 

v

τuv
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 Neáu goïi oα  laø goùc cuûa truïc x hôïp vôùi phöông chính thì ñieàu kieän ñeå tìm 

phöông chính laø:   uvτ  =0   ⇔ 02cos2sin
2

=+
−

+ ατα
σσ

xy
yx  

 ⇒ Phöông trình xaùc ñònh α0 :   β
σσ

τ
α tantan =

−
−=

yx

xy
o

2
2     (4.5) 

              22
πβα ko ±=    ⇒    201

βα =     vaø    2202
πβα ±=  

(4.5) cho thaáy  coù hai giaù trò α0  sai bieät nhau 90°. Vì vaäy, coù hai maët chính 
vuoâng goùc vôùi nhau vaø song song vôùi truïc z. Treân moãi maët chính coù moät 
öùng suaát chính taùc duïng. 

Hai öùng suaát chính naøy  cuõng laø öùng suaát phaùp cöïc trò (kyù hieäu laø 
σmax hay σmin ) bôûi vì  

yx

xyu

dz
d

σσ
τ

α
σ

−
−=⇔=

2
2tan0    gioáng vôùi (4.5) 

Giaùù trò öùng suaát chính hay öùng suaát phaùp cöïc trò coù theå tính ñöôïc 
baèng caùch theá ngöôïc trò soá cuûa α  trong (4.5) vaøo (4.2a). 
 Ñeå yù raèng:   

oo

o
o

α
α

α

αα
2tan1

1;
2tan1

2tan2sin
22 +

±=
+

±= ocos2   

⇒   2
2

3,1
min
max 22 xy

yxyx τ
σσσσ

σσ +⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
±

+
==  (4.6) 

Ta laïi thaáy  σ max + σ min = σ 1 + σ 3 = σ x + σ y 

 
Thí duï 4.2 Tìm öùng suaát 
chính vaø phöông chính cuûa 
TTÖS (H.4.10a). Ñôn vò cuûa 
öùng suaát laø kN/cm2. 
                Giaûi  
Theo quy öôùc daáu, ta coù:    

2
y

2 kN/cm 2  ;kN/cm 4 == σσ x
2kN/cm 1 +=xyτ  

Phöông chính xaùc ñònh töø (4.5): 

  1
24

22
2tan −=

−
−

=
−

−=
yx

xy
o σσ

τ
α  ⇒  oo

o k180452 +−=α  

 ⇒      '3067;'3022 )2()1( o
o

o
o =−= αα   (i) 

a) H. 4.10   

y

x

1

4

2

b)
x

y 

σ1

σ2

67o30’ 

22o30’ 
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 Coù 2 phöông chính ( 2 maët chính) vuoâng goùc nhau 
 Caùc öùng suaát chính ñöôïc xaùc ñònh töø (4.6): 

     
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=±=+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

±
+

=
2

2

kN/cm 
kN/cm 

58,1
41,4

231
2

24
2

24 2

min
maxσ             (ii) 

 Ñeå xaùc ñònh maët chính naøo töø (i) coù öùng suaát chính (ii) taùc duïng, ta 
duøng (4.2b), chaúng haïn vôùi '3022)1( o

o −=α , ta coù: 

         ( ) ( ) 2kN/cm   41,4'30222sin1'30222cos
2

24
2

24
=−−−

−
+

+
= oo

uσ  

Vaäy : σ1 = 4,41 kN/cm2 öùng vôùi goùc nghieâng '3022)1( o
o −=α ,  

         σ2 = 1,58 kN/cm2 taùc duïng treân maët coù '3067)2( o
o −=α .  

Caùc maët vaø öùng suaát chính bieåu dieãn treân phaân toá ôû H.4.10b.  

       2- ÖÙng suaát tieáp cöïc trò 
 Tìm öùng suaát tieáp cöïc trò vaø maët nghieâng treân ñoù coù öùng suaát tieáp cöïc 

trò baèng caùch cho 0=
α

τ
d

d uv  

     02sin22cos)( =−−= ατασσ
α
τ

xyyx
uv

d
d  (4.7) 

⇔    =
−

=
xy

yx

τ
σσ

α
2

2tan                 (4.7) 

So saùnh (4.7) vôùi (4.5) ⇒  
oα

α
2tan
12tan −=            

(4.8) 

        ⇒ o
o k9022 ±= αα  hay    o

o k45±= αα   ⇒   

 Maët coù öùng suaát tieáp cöïc trò hôïp vôùi nhöõng maët chính moät goùc 45°.  
Theá (4.8) vaøo (4.2b), ta ñöôïc : 

  2
2

min
max 2 xy

yx τ
σσ

τ +⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
±=              (4.9) 

4.2.4  Caùc tröôøng hôïp ñaëc bieät 

1- TTÖS phaúng ñaëc bieät 
Phaân toá treân H.4.12 coù:    0; xy ττσσσ === yx ;  

Töø (4.6) 
⇒

  

σ

τ

  TTUSphaúng ñaëc bieät
 

 

τ

   
 TTUS Tröôït thuaàn tuyù

  

H. 4.13

H. 4.11 ÖÙng suaát tieáp cöïc trò

o   o   45 
)  2 ( )   2 (  1 +  =  α  α  

τ max

σ 

H.4.12
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22
,1

min
max 4

2
1

2
τσσσσ +±== 3     (4.10) 

     Phaân toá coù 2 öùng suaát chính ( seõ gaëp ôû tröôøng hôïp thanh chòu uoán ). 
2- TTÖS tröôït thuaàn tuùy (H.4.13) 

ÔÛ ñaây, ττσσ === xyyx ;0 ;Thay vaøo (4.6)  

 ⇒   τσσ ±== 3 ,1
min
max  hay      τσσ =−= 31              (4.11) 

Hai phöông chính ñöôïc xaùc ñònh theo (4.5): 

  ∞=oα2tan   ⇔    24
ππα ko +=       (4.12) 

Nhöõng phöông chính xieân goùc 45o vôùi truïc x vaø y. 
       3- Tröôøng hôïp phaân toá chính (H.4.14) 
       Phaân toá chính chæ coù σ 1 , σ 3 ,τ = 0; 

       Thay vaøo (4.9), ta ñöôïc:  
2

31
minmax,

σσ
τ

−
±=       (4.13)                        

4.3 TTÖÙS TRONG BAØI TOAÙN PHAÚNG- PHÖÔNG PHAÙP ÑOÀ THÒ. 
1- Voøng troøn Mohr öùng suaát.  
Coâng thöùc xaùc ñònh öùng suaát treân maët caét nghieâng (4.2) coù theå bieåu 

dieãn döôùi daïng hình hoïc baèng voøng troøn Mohr. Ñeå veõ voøng troøn Mohr, ta 
saép xeáp laïi  (4.2) nhö sau: 

  ατα
σσσσ

σ 2sin2cos
22 xy

yxyx
u −

−
=

+
−                 (4.14)  

             ατα
σσ

τ 2cos2sin
2 xy

yx
uv +

−
=  (4.14)’ 

Bình phöông caû hai veá cuûa hai ñaúng thöùc  treân roài coäng laïi, ta ñöôïc: 

 2
2

2
2

22 xy
yx

uv
yx

u τ
σσ

τ
σσ

σ +⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
−     (4.15) 

Ñaët: 2
2

2
;

2 xy
yxyxc τ

σσσσ
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

+
= 2R    (4.16)   

 (4.15)  thaønh:   ( ) 222 Rc uvu =+− τσ                 (4.17) 
Trong heä truïc toïa ñoä, vôùi truïc hoaønh σ vaø 

truïc tung τ, (4.17) laø phöông trình cuûa moät 
ñöôøng troøn coù taâm naèm treân truïc hoaønh vôùi 
hoaønh ñoä laø c vaø coù baùn kính R . Nhö vaäy, caùc 
giaù trò öùng suaát phaùp vaø öùng suaát tieáp treân taát caû caùc maët song song vôùi 

σ1 

σ3 

H. 4.14 

 

O 
C σ 

R 

C

τ  

H. 4.15 Voøng 
troøn öùng suaát 
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truïc z cuûa phaân toá ñeàu bieåu thò baèng toïa ñoä nhöõng ñieåm treân voøng troøn. Ta 
goïi voøng troøn bieåu thò TTÖS cuûa phaân toá laø voøng troøn öùng suaát hay voøng 
troøn Mohr öùng suaát cuûa phaân toá. 
 Caùch veõ voøng troøn: (H.4.16) 
 
 
- Ñònh heä truïc toïa ñoä τσO : truïc hoaønh σ //  truïc x, truïc tung τ // truïc y  cuûa 
phaân toá vaø höôùng leân 
treân.  
-Treân truïc σ  ñònh ñieåm 
E(σx, 0) vaø ñieåm F(σy, 0)  
Taâm C laø trung ñieåm 
cuûa EF 
- Ñònh ñieåm cöïc P (σy, 
τxy ) .  
- Voøng troøn taâm C, qua 
P laø voøng troøn Mohr  caàn veõ 

 Chöùng minh: +  C laø trung ñieåm cuûa EF ⇒  cyx =
+

=
+

=
2

σσ
2

OFOEOC  

Trong tam giaùc vuoâng CPF: xy
yx τ

σσ
=

−
=

−
= FP  ;

2
OFOEFC

2
 

Do ñoù ⇒ 22
2

22

2
FPFCCP Rxy

yx =+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=+= τ

σσ   

2- ÖÙng suaát treân maët caét nghieâng  

 

σ

x 

 x  

F C

σ

  

P

τx  y  
O 

τ

H.4.16  

voøng troøn öùng suaát Caùch veõ 

σ y

E
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 H. 4.17 Ñònh öùng suaát treân maët  nghieâng 

B F 
C

E 
G 

A 

max 

M 
max

D 

min

uv

xy 

xy

y x 

x 

y 

y

u 

uv 

max P 

max

u

x

u 

u 

minx

u 
uv

2α 

α

 
Duøng voøng troøn Mohr ñeå tìm öùng suaát treân maët caét nghieâng cuûa phaân 

toá coù phaùp tuyeán u hôïp vôùi truïc x moät goùc α.  
Caùch tìm σu  ; τuv  
Veõ voøng troøn Mohr nhö H.4.17. 

 Töø cöïc P veõ tia Pu // vôùi phöông u  caét voøng troøn taïi ñieåm M.  
 Hoaønh ñoä cuûa M = σu  ; Tung ñoä cuûa M = τuv 
Chöùng minh: 
Kyù hieäu 2α1 laø goùc (CA,CD), 2α laø goùc (CD,CM). 

 Hình 4.17 cho: 

 
( )

αααα
σσ

αα
σσ

2sin2sin2cos2cos
2

     

22cos
2

CGOCOG

11

1

RR

R

yx

yx

−+
+

=

++
+

=+=
  

nhöng:  xy
yxR τα

σσ
α ==

−
== ED2 Rsin  CE 1;

2
2cos 1  

neân:          uxy
yxyx σατα

σσσσ
=−

−
+

+
= 2sin2cos

22
OG    

 Töông töï, ta coù: 

 
( )

uvxy
yx

RRR

τατα
σσ

αααααα

=+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

+=+=

2cos2sin
2

      

2cos2sin2sin2cos22sinGM 111

 

Ta nhaän laïi ñöôïc phöông trình (4.2)  

 

3- Ñònh öùng suaát chính- phöông chính- ÖÙng suaát phaùp cöïc trò 
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Treân voøng troøn öùng suaát ( H.4.17) 
 Ñieåm A coù hoaønh ñoä lôùn nhaát, tung ñoä = 0⇒ σmax  = AO ; τ =0 

Tia PA bieåu dieãn moät phöông chính. 
Ñieåm B coù hoaønh ñoä nhoû nhaát, tung ñoä = 0⇒ σmin  = BO ; τ =0 

Tia PB bieåu dieãn  phöông chính thöù hai. 

4- Ñònh öùng suaát tieáp cöïc trò 

Treân voøng troøn (H.4.17): hai ñieåm I vaø J laø nhöõng ñieåm coù tung ñoä τ 
lôùn vaø nhoû nhaát. Do ñoù, tia PI vaø PJ xaùc ñònh phaùp tuyeán cuûa nhöõng maët 
treân ñoù coù öùng suaát tieáp cöïc ñaïi vaø cöïc tieåu. Nhöõng maët naøy taïo vôùi nhöõng 
maët chính moät goùc 45o.  

ÖÙng suaát tieáp cöïc trò coù trò soá baèng  baùn kính ñöôøng troøn. 
 ÖÙùng suaát phaùp treân maët coù öùng suaát tieáp cöïc trò coù giaù trò baèng hoaønh 

ñoä ñieåm C, töùc laø giaù trò trung bình cuûa öùng suaát phaùp: 

  
2

yx
tb

σσ
σ

+
=   

5- Caùc tröôøng hôïp ñaëc bieät 

- TTÖS phaúng ñaëc bieät  
Phaân toá coù hai öùng suaát 

chính σ 1 vaø σ 3  (H.4.18).  

- TTÖS tröôït thuaàn tuùy 
Phaân toá coù 2 öùng suaát chính: 
   ||31 τσσ =−=   
Caùc phöông chính xieân goùc 

45o vôùi truïc x vaø y (H.4.19) 

 

 - TTÖS chính ( H.4.20) 
        
       

2
21

minmax,
σστ −

±=  

 
Thí duï 4.3 Phaân toá ôû TTÖS phaúng 
(H.4.21),caùc öùng suaát tính theo 

b)a) 

σ 
τ

σ
τ 

τ
P

C E O

σB

min   

σ 
max

σ  
H. 4.18

 
TTÖÙS phaúng ñaëc bieät vaø voøng Morh  

A 

 
τ

σ

σ max =  τ 

CB

A

P

σ  min   
 =   τ  -  

τ
 

τ 
τ  

H. 4.19TTÖÙS tröôït thuaàn tuùy vaø voøng Morh  

  τ 

σ
C

B A

P  

τmax
 

τmin

σ   2   
σ  1  

σ 2

σ1

τmax
 

H. 4.20
 
TTÖÙS CHÍNH-  Voøng Morh
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kN/cm2. Duøng voøng troøn Mohr, xaùc ñònh: 
 a) ÖÙng suaát treân maët caét nghieâng o45=α  
 b) ÖÙng suaát chính vaø phöông chính 
 c) ÖÙng suaát tieáp cöïc trò. 

 

45
o

u
σ u 

x 

y 

1 
4 

5 

τ uv σ 

σ 3

σ u

τ

M

D

τmin

τ uv

σ 1 

B

J

A
3

F
O-2-5-7 1

3
4

5

I 

P

= - 67 o 24’ 

αo
(3)= 26

o
36’

C

161
o
36'

71o36

45o

D’

αo
(1) 

τmax 

H. 4.21 
 

Giaûi. 

  Theo quy öôùc ta coù:  
  2

xy
2

y
2 kN/cm 4  ;kN/cm 1  ;kN/cm 5 +==−= τσσ x  

 ♦Taâm voøng troøn ôû C ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +− 0,

2
15 .  

 ♦ Cöïc P(1, + 4). Töø P veõ tia song song vôùi truïc u caét voøng troøn Mohr 
taïi M. Toïa ñoä ñieåm M bieåu thò öùng suaát treân maët caét nghieâng vôùi o45=α : 
   2

uv
2 kN/cm 3  ;kN/cm 6 −=−= τσ u  

 ♦Hoaønh ñoä A vaø B bieåu thò öùng suaát chính coù giaù trò baèng: 
   2

3
2

1 kN/cm 7;kN/cm 3 −==== BA σσσσ  

 Hai phöông chính xaùc ñònh bôûi goùc αo: 
   '3626;'4267 )3()1( o

o
o

o =−= αα  
 ♦Tung ñoä I vaø J coù giaù trò baèng öùng suaát tieáp cöïc trò: 
   22 kN/cm kN/cm 5;5 minmax −== ττ  
 Caùc öùng suaát naøy taùc duïng leân caùc maët, töông öùng vôùi caùc goùc 
nghieâng: '36161;'3671 )2(

1
)1(

1
oo == αα  
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4.3 BIEÅU DIEÃN HÌNH HOÏC TTÖS KHOÁI 

 

 
 
       

 
 
 
♦ Toång quaùt, TTÖS taïi moät ñieåm laø TTÖS khoái (H.4.22).  

♦ Xeùt nhöõng maët // moät phöông chính ( thí duï phöông III) , öùng suaát 
chính σ3 khoâng aûnh höôûng ñeán σ, τ treân caùc maët naøy (H.4.23). ⇒ coù theå 
nghieân cöùu öùng suaát treân nhöõng maët naøy töông töï TTÖS phaúng. 

Veõ  voøng troøn öùng suaát bieåu 
dieån caùc öùng suaát treân maët nghieâng 
naøy (voøng troøn soá 3 treân H.4.24) .  

Töø voøng troøn naøy, ta thaáy treân 
nhöõng maët song song vôùi phöông 
chính III coù maët coù öùng suaát tieáp cöïc 
ñaïi (kyù hieäu τmax,3) ,   2

21
3max,

σστ −
=  

      
♦ Töông töï, ñoái vôùi nhöõng maët 

song song vôùi phöông chính thöù I vaø thöù II, ta cuõng veõ ñöôïc caùc voøng troøn 
öùng suaát (Voøng troøn soá 1 vaø voøng troøn soá 2) (H.4.24). 

♦ Lyù thuyeát ñaøn hoài ñaõ chöùng minh raèng giaù trò cuûa σ vaø τ treân moät maët 
baát kyø cuûa moät phaân toá trong TTÖS khoái coù theå bieåu thò baèng toïa ñoä cuûa 
moät ñieåm naèm trong mieàn gaïch cheùo ( H.4.24 ). 

♦  Qua hình veõ, öùng suaát tieáp  lôùn nhaát cuûa phaân toá bieåu thò baèng baùn 
kính cuûa voøng troøn lôùn nhaát, (H.4.24).  

 

 2
31

2
σστ −

=max,             (18) 

          

x

y

z

II

σ1

σ3 

σ2 

I

III
H.4.22. TTÖS khoái vôùi maët 
caét nghieâng baát kyø

H.4.24 
 Ba voøng troøn Mohr öùng suaát 

σ
σ1

3 

1
2

2σ3O

τ

τmax,3 

τmax,
τmax,

σ2 σ1 

τ

Ο

σ 

σ 2

σ3

σ 
τ

1

σ  2   

σ  2  

σ  1   
τ  

σ 3 

σ

σ

σ1 

σ 2 

σ1 τ 

σ2 

H. 4.23TTÖÙS khoái vaø caùc maët // truïc chính 
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4.4  LIEÂN HEÄ ÖÙNG SUAÁT VAØ BIEÁN DAÏNG 

4.4.1  Ñònh luaät Hooke toång quaùt 

1- Lieân heä öùng suaát phaùp vaø bieán daïng 
daøi 

 ♦TTÖS ñôn: trong chöông 3, ñaõ coù: 
Ñònh luaät Hooke lieân heä giöõa öùng suaát phaùp 
vaø bieán daïng daøi :   

E
σε =                (4.19)   

 ε - bieán daïng daøi töông ñoái theo phöông  σ.  

 Theo phöông vuoâng goùc vôùi σ cuõng coù bieán daïng daøi töông ñoái ε’ 
ngöôïc daáu vôùi ε:     

E
σμμεε −=−='          (4.20) 

♦ TTÖS khoái: vôùi caùc öùng suaát chính σ 1, σ2  ,  σ3   theo ba phöông chính      
I, II, III (H.4.25). Tìm bieán daïng daøi töông ñoái ε1  theo phöông I .  
 Bieán daïng daøi theo phöông I do σ 1  gaây ra:  

E
1

11 )( σ
=σε  

 Bieán daïng daøi theo phöông I do σ 2  gaây ra:  
E

2
21 )( σμσε −=  

 Bieán daïng daøi theo phöông I do σ 3  gaây ra:  
E

3
31 )( σμσε −=  

 Bieán daïng daøi töông ñoái theo phöông I do caû ba öùng suaát σ 1, σ2  ,  σ3    
sinh ra seõ laø toång cuûa ba bieán daïng treân: 

          [ ])(1)()()( 3213121111 σσμσσεσεσεε +−=++=
E

             (4.21)  

Töông töï, bieán daïng daøi töông ñoái theo hai phöông chính II , III coøn laïi: 

  ( )[ ]1322
1 σσμσε −−=
E

   (4.22) 

  ( )[ ]2133
1 σσμσε +−=
E

 (4.23) 

♦ TTÖS toång quaùt: Lyù thuyeát ñaøn hoài ñaõ chöùng minh ñoái vôùi vaät lieäu 
ñaøn hoài ñaúng höôùng, σ chæ sinh ra bieán daïng daøi maø khoâng sinh ra bieán 
daïng goùc , τ chæ sinh ra bieán daïng goùc maø khoâng sinh ra bieán daïng daøi.  

⇒ Trong tröôøng hôïp phaân toá ôû TTÖS toång quaùt, vaãn coù 
 
 
 

σ1 

σ3 

σ2 

I

II

III

x 

y 

z 

H.4.25. TTÖS khoái  
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                          (4.24) 
   

 

      

2-Lieân heä giöõa öùng suaát tieáp vaø bieán daïng 
goùc 

 ( Ñònh luaät Hooke veà tröôït) 
Phaân toá ôû TTÖS tröôït thuaàn tuyù (H.4.26). Bieán 
daïng goùc (goùc tröôït) γ  bieåu thò ñoä thay ñoåi 
goùc vuoâng. 

 Ñònh luaät Hooke veà tröôït: 

   
G
τ

γ =                 (4.25) 

trong ñoù: G - laø moâñun ñaøn hoài tröôït. Thöù nguyeân cuûa G laø [löïc/(chieàu daøi)2] 
vaø ñôn vò thöôøng duøng laø N/m2 hay MN/m2.  
  
Lieân heä giöõa E, ν vaø G nhö sau:  

)1(2 μ+
=

EG                       

    (4.26) 

4.4.2  Ñònh luaät Hooke khoái 

Tính ñoä bieán ñoåi theå tích cuûa moät phaân toá hình 
hoäp coù caùc caïnh baèng da1, da2 vaø da3 . 

Theå tích cuûa phaân toá tröôùc bieán daïng laø: 
  321 dadadaVo =                    

 Sau bieán daïng, phaân toá coù theå tích laø: 
 )da)(da)(( 3322111 dadadadaV Δ+Δ+Δ+=  
 Goïi bieán daïng theå tích töông ñoái laø θ, ta coù: 

  321
1 εεεθ ++=

−
=

o

o

V
VV

                           (4.27) 

σ1

σ3 

σ2

I

II

III

x 

y

z

H.4.27. TTÖS khoái  

( )[ ]

( )[ ]

( )[ ]yxzz

xzyy

zyxx

E

E

E

σσμσε

σσμσε

σσμσε

+−=

+−=

+−=

1

1

1

τ 

γ 

H. 4.26 TTÖÙS tröôït thuaàn tuyù- 
                 Bieán daïng goùc 
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 Theá  (4.21)(4.22),(4.23) vaøo (4.27) ⇒  

        ( )321321
21 σσσμεεεθ ++

−
=++=

E                   (4.28) 

ñaët toång öùng suaát phaùp laø:   321 σ+σ+σ=Σ      

(4.28) thaønh:   ∑
−

=
E

μθ 21      (4.29)    

coâng thöùc (4.29) ñöôïc goïi laø ñònh luaät Hooke khoái bieåu thò quan heä tuyeán 
tính giöõa bieán daïng theå tích töông ñoái vaø toång öùng suaát phaùp. 

 
 
Nhaän xeùt : 
♦Töø (4.29), neáu vaät lieäu coù heä soá Poisson μ = 0,5 ( cao su), thì θ  luoân 

luoân baèng khoâng töùc laø theå tích khoâng ñoåi döôùi taùc duïng cuûa ngoaïi löïc.  
♦ Coâng thöùc treân cho thaáy θ  phuï thuoäc vaøo toång öùng suaát phaùp chöù 

khoâng phuï thuoäc vaøo rieâng töøng öùng suaát phaùp. Nhö vaäy, neáu cuõng vôùi 
phaân toá aáy ta thay caùc öùng suaát chính baèng moät öùng suaát trung bình σtb coù 
giaù trò baèng trung bình coäng cuûa ba öùng suaát chính noùi treân: 

  
33

321 σσσσ ++
=

Σ
=tb   

thì bieán daïng theå tích töông ñoái cuûa phaân toá treân vaãn khoâng thay ñoåi.  
 Thaät vaäy, vôùi nhöõng öùng suaát chính laø σtb , bieán daïng theå tích baèng: 

  ( ) Σ
−

=++
−

=
EE tbtbtb

μσσσμθ 2121
1    

 Keát quaû treân coù yù nghóa nhö sau: vôùi phaân toá ban ñaàu laø hình laäp 
phöông, trong hai tröôøng hôïp treân ta thaáy theå tích phaân toá ñeàu bieán ñoåi nhö 
nhau. 

- Tuy nhieân, trong tröôøng hôïp ñaàu khi caùc öùng suaát chính khaùc nhau, 
phaân toá vöøa bieán ñoåi theå tích vöøa bieán ñoåi hình daùng töùc laø trôû thaønh 
phaân toá hình hoäp chöõ nhaät sau khi bieán daïng. 
        - Coøn trong tröôøng hôïp thöù hai, khi thay caùc öùng suaát chính baèng öùng 
suaát trung bình, phaân toá chæ bieán ñoåi veà theå tích maø khoâng bieán ñoåi hình 
daùng, nghóa laø sau khi bieán daïng phaân toá vaãn giöõ hình laäp phöông. 

- Veà maët lyù luaän, coù theå phaân phaân toá ôû TTUS khoái chòu caùc öùng suaát 
chính σ1 , σ2 , σ3 thaønh 2 phaân toá (H. 4.28). Phaân toá b) chæ bieán ñoåi theå tích, 
phaân toá c) chæ bieán ñoåi hình daùng.  
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 σ 2 

σ 1 

σ 3 = 

σtb

σtb

σ tb + 
σ3 - σtb

σ1 - σtb 

σ2 - σtb

a) b) c)

H.4.28  Phân tích TTUS khoái thaønh 2 TTUS 
 

4.5  THEÁ NAÊNG BIEÁN DAÏNG ÑAØN HOÀI 

♦  ÔÛ chöông 3, phaân toá ôû TTÖS ñôn (thanh bò keùo hoaëc neùn): 
Theá naêng bieán daïng ñaøn hoài rieâng           2σε=u    (4.30) 
♦ Trong TTÖS khoái, söû duïng nguyeân lyù ñoäc laäp taùc duïng, ta coù theá 

naêng bieán daïng ñaøn hoài rieâng baèng: 
   

222
332211 εσεσεσ

++=u  (4.31) 

thay ε1, ε2,  ε3  theo ñònh luaät Hooke trong (4.21) - (4.23) vaøo , ⇒ 

 ( )[ ] ( )[ ] ( )[ ]{ }1233132232112
1 σσμσσσσμσσσσμσσ +−++−++−=
E

u  

hay   ( )[ ]133221
2
3

2
2

2
1 2

2
1 σσσσσσμσσσ ++−++=
E

u           (4.32) 

Ta coù theå phaân tích theá naêng bieán daïng ñaøn hoài u thaønh hai thaønh phaàn: 
-Thaønh phaàn laøm ñoåi theå tích goïi laø theá naêng bieán ñoåi theå tích utt 
-Thaønh phaàn laøm ñoåi hình daùng goïi laø theá naêng bieán ñoåi hình daùng uhd 
Ta coù:   u = utt + uhd  

Ñeå tính theá naêng bieán ñoåi  hình daùng, ta thay caùc öùng suaát σ1, σ2 vaø σ3 
baèng öùng suaát  (σ1 -σtb ), (σ2 -σtb ), (σ3 -σtb ),  taùc duïng leân caùc maët phaân toá.  

 σ 2 

σ 1 

σ 3 = 

σtb

σtb

σtb
+ 

σ3 - σtb

σ 1 - σ tb

σ 2 - σ tb 

H.4.29 Phaân tích TTÖÙS thaønh hai TTÖÙS 
 

 Theá vaøo (4.32)  ta coù theá naêng bieán ñoåi hình daùng baèng: 

 ( )[ ] ( )2
321133221

2
3

2
2

2
1 6

212
2
1 σσσμσσσσσσνσσσ ++

−
−++−++=

EE
uhd  
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hay : ( )313221
2
3

2
2

2
13

1 σσσσσσσσσμ
−−−++

+
=

E
uhd   (4.33) 

 ♦ TTÖS ñôn , thay σ1 = σ; σ2 = 0; σ3 = 0 vaøo (4.32) vaø (4.33), ta ñöôïc theá 
naêng rieâng vaø theá naêng bieán ñoåi hình daùng nhö sau: 

 2
2

3
1    ;

2
σμσ

E
u

E
u hd

+
==  (4.34 

 
 
 
 
Thí duï 4.4: Cho phaân toá nhö hình veõ: 

 ôû traïng  thaùi öùng suaát phaúng. 
Tính xε , yε , uε  (phöông utaïo vöùi truïc x moät goùc 30 0  . 

   Cho E=104kN/cm2 , μ =0,34 ,α   =300             α  

 
Ta coù   26 cmkNx /=σ  

             28 cmkNy /=σ  

            22 cmkN /−=τ   

             060=α  
 

[ ] [ ] 4
4 1028383406

10
11 −×=−=−= ,),(yxx E

μσσε  

[ ] [ ] 4
4 1096563408

10
11 −×=−=−= ,),(yõyyy E

μσσε  

2232922
22

cmkNxy
yxyxõ

u /,sincos =−
−

+
+

= ατα
σσσσ

σ  

[ ] [ ] 2611711 cmkN
EE uyxuvuu /,( =−+−=−= σσσμσμσσε  

 
  
 
 
 

x

6kN/cm 2

8kN/cm 2  

2kN/cm 2

u 
y
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Thí duï 4.5: 
Moät khoái laäp phöông baèng beâ toâng ñaët vöøa khít vaøo raõnh cuûa vaät theå A 
(tuyeät ñoái cöùng) chòu aùp suaát phaân boá ñeàu ôû maët treân P= 1kN/cm2 (H.4.11).  

 Xaùc ñònh aùp löïc neùn vaøo vaùch raõnh, lieân heä giöõa öùng suaát vaø bieán daïng 
daøi töông ñoái theo caùc phöông. Ñoä bieán daïng theå tích tuyeät ñoái. Cho 
caïnh a = 5 cm;   E = 8.102 kN/cm2; μ= 0,36. 

 

Choïn heä truïc nhö hình veõ.Ta coù:  khoái beâ toâng ôû TTÖÙSphaúng .  

          00 =−=≠ zx p σσσ       ;kN/cm   ; 2
y  

               000 =≠≠ xz εεε      ; ; y              

          Ñònh luaät Hooke cho bieán daïng daøi:  

            [ ]         )( 01
=+−= zyxx E

σσμσε  

              ⇒   2 kN/cm0,361)-(0,36 −=×=−= px μσ  

        [ ]       )-(1  )( 2ησσμσε
E
p

E zxyy
−

=+−=
1

 

                      [ ] [ ]     )(1p p)-p(--0 )( μμμμσσμσε +==+−=
EEE yxzz

11
 

Bieán daïng theå tích tuyeät ñoái:  

      

[ ]

[ ]      0,0559cm- )(,
800

0,36)(2-1  

)

3=××−−
×

=

++
−

==Δ

5551360

21 V
E

V zyxv σσσμθ

 

 

 

H.4.11 

A 

P 

a 

x 

y 

z 
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Thíduï4.6 

Moät taám moûng coù kích thöôùc nhö  treân H.4.5 
 chòu taùc duïng cuûa öùng suaát keùo σ = 30 kN/cm2 

 theo phöông chieàu daøi cuûa taám  
vaø öùng suaát tieáp   τ =  15 kN/cm2. 
a) Xaùc ñònh öùng suaát phaùp theo phöông 
 ñöôøng cheùo mn vaø phöông vuoâng goùc vôùi ñöôøng cheùo 
b) Tính bieán daïng daøi tuyeät ñoái cuûa ñöôøng cheùo mn. 

 Cho E = 2.104 kN/cm2, μ= 0,3 
 

.Goïi mmu σσ =      , ummmm
mm

mm
u ll

l
l εε ×=Δ⇒

Δ
=       

[ ]vuu E
ησσε −=

1       

200 535601560
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030 cmkNu /,sin)(cos      =−−
−

+
+

=σ

[ ] 310857511 −=−−== .,)(      uuummu E
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     mmll mmu 0930501085751 3 ,., =×=Δ=Δ −  

 

 

 

 

 

 

 

m

n

25 mm 

15 mm

τ

σ

H 4 5



http://www.ebook.edu.vn

 GV: Leâ Ñöùc Thanh 
____________________________________________________________________ 

______________________________________________________________ 
Chöông 4: Traïng thaùi öùng suaát                                                                 21 

 

BAØI TAÄP CHÖÔNG 4 

4.1 Tìm giaù trò öùng suaát phaùp vaø öùng suaát tieáp treân maët caét AB cuûa phaân toá 
nhö treân H.4.1 baèng phöông phaùp giaûi tích vaø ñoà thò. Ñôn vò öùng suaát tính 
baèng kN/cm2. 

 

H. 4.1

A 

B

50 o 

2 

4

A

B
30o

4

3

b)
A

B 
60o 

6 
c)

A 

B 

α 

6

d) 

A

B

60o

4

3

7

e)

A

B 

30 o 

6

3 
5 

f) 

a) b) c) 

 

4.2  Treân hai maët taïo vôùi nhau moät goùc α = 60o vaø ñi 
qua moät ñieåm ôû TTÖS phaúng coù caùc öùng suaát nhö 
treân H.4.2. Haõy tính caùc öùng suaát chính taïi ñieåm ñoù, 
öùng suaát phaùp σu vaø bieán daïng töông ñoái εu theo 
phöông u. Cho: E = 2.10 kN/cm2; μ= 0,3. 

4.3  Treân maët caét m - n ñi qua moät ñieåm trong vaät theå ôû 
TTÖS phaúng coù öùng suaát toaøn phaàn p = 3000 N/cm2, 
öùng suaát naøy coù phöông taïo thaønh goùc 60o vôùi maët 
caét. Treân maët vuoâng goùc vôùi maët caét ñoù chæ coù öùng 
suaát tieáp (H.4.3). 
Tính öùng suaát phaùp vaø öùng suaát tieáp treân maët caét hôïp 
vôùi maët caét m - n moät goùc 45o. Tính öùng suaát phaùp lôùn nhaát taïi ñieåm ñoù. 
 

 

6 kN/cm2

5 kN/cm2

3 kN/cm2

σu 

60o

H.4.2

τ 

n

m

p60o

45o

H. 4.3
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4.4  Taïi moät ñieåm treân beà maët cuûa vaät theå, öùng 
suaát taùc duïng leân phaân toá nghieâng moät goùc 30o 
vôùi truïc x coù trò soá vaø höôùng nhö treân H.4.30. 
a) Xaùc ñònh öùng suaát chính vaø phöông chính. 
b) Xaùc ñònh öùng suaát tieáp cöïc trò vaø öùng suaát 
phaùp treân beà maët coù öùng suaát tieáp cöïc trò. Bieåu 
dieãn caùc öùng suaát ñoù treân H.4.4. 

4.5  Moät taám moûng coù kích thöôùc nhö  treân 
H.4.5 chòu taùc duïng cuûa öùng suaát keùo σ 
= 30 kN/cm2 theo phöông chieàu daøi cuûa 
taám vaø öùng suaát tieáp   τ =  15 kN/cm2. 
a) Xaùc ñònh öùng suaát phaùp theo phöông 
ñöôøng cheùo mn vaø phöông vuoâng goùc 
vôùi ñöôøng cheùo 
b) Tính bieán daïng daøi tuyeät ñoái cuûa ñöôøng cheùo mn. 
 Cho E = 2.104 kN/cm2, μ= 0,3. 

4.6  Moät taám theùp moûng hình chöõ nhaät chòu öùng suaát phaùp phaân boá ñeàu σx 
vaø σy nhö treân H.4.6. Caùc taám ñieän trôû A vaø B ñöôïc gaén leân taám theo hai 
phöông x vaø y cho caùc soá ño nhö sau: εx = 4,8.10–4 vaø εy = 1,3.10–4. 
Tính σx vaø σy, bieát E = 2.104 kN/cm2; μ= 0,3. 

4.7  Taïi moät ñieåm treân maët vaät theå chòu löïc, ngöôøi ta gaén caùc taám ñieän trôû 
A, B, C ñeå ño bieán daïng tyû ñoái theo caùc phöông Om, On vaø Ou (H.4.7). 
Caùc soá ño thu ñöôïc:  444 10.625,1  ;10.81,2  ;10.81,2 −−− =ε−=ε−=ε unm  
Xaùc ñònh öùng suaát chính, phöông chính taïi ñieåm ñoù. 
Cho : E = 2.104 kN/cm2 ; μ= 0,3. 
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4.8 Taïi ñieåm A cuûa moät daàm caàu coù gaén hai 
tenxoâmeùt ñeå ño bieán daïng theo phöông 
naèm ngang vaø phöông thaúng ñöùng (H.4.8). 
Khi xe chaïy qua caàu, ngöôøi ta ño ñöôïc:  εx 
= 0,0004; εy = –0,00012.Tính öùng suaát 
phaùp theo phöông doïc vaø phöông thaúng 
ñöùng cuûa daàm. Cho bieát E = 2.104 kN/cm2; μ= 0,3. 

 

4.9 Coù moät phaân toá hình hoäp coù caùc caïnh: a = 2cm;  

 b = 4 cm; c = 2 cm, chòu taùc duïng cuûa caùc löïc P1, P2 
treân boán maët cuûa phaân toá (xem H.4.9). Cho : P1 = 60 
kN; P2 = 120 kN;  E = 2.104 kN/cm2; μ= 0,3.  

a) Xaùc ñònh caùc bieán daïng daøi Δa, Δb, Δc cuûa caùc caïnh 
a, b, c vaø bieán ñoåi theå tích cuûa phaân toá hình hoäp. 
b) Muoán bieán ñoåi theå tích ΔV = 0 thì phaûi ñaët theâm löïc 
phaùp tuyeán P3 baèng bao nhieâu vaøo hai maët coøn laïi? 
Tính τmax trong tröôøng hôïp naøy. 

4.10 Moät khoái hình hoäp laøm baèng theùp coù kích thöôùc cho treân H.4.10, ñöôïc 
ñaët giöõa hai taám cöùng tuyeät ñoái, chòu löïc neùn P = 250 kN. Tính löïc taùc 
duïng töông hoã giöõa maët tieáp xuùc cuûa hình hoäp vôùi caùc taám cöùng. Cho μ= 
0,3. 

. 
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4.11 Moät khoái laäp phöông baèng beâ toâng ñaët vöøa khít raõnh cuûa vaät theå A 
chòu aùp suaát phaân boá ñeàu ôû maët treân P = 1 kN/cm2 (H.4.11).  

 Xaùc ñònh aùp löïc neùn vaøo vaùch raõnh vaø ñoä bieán daïng theå tích tuyeät ñoái. 
Cho caïnh a = 5 cm;   E = 8.102 kN/cm2; μ= 0,36. 

. Vaät theå A coi nhö cöùng tuyeät ñoái. 

4.12 Moät taám theùp kích thöôùc a × b × c ñaët giöõa hai taám tuyeät ñoái cöùng, hai 
taám naøy ñöôïc lieân keát vôùi nhau baèng boán thanh nhö H.4.12. Khi taám 
theùp chòu aùp löïc p phaân boá treân hai maët beân thì öùng suaát keùo cuûa thanh 
laø bao nhieâu? Tính öùng suaát chính trong taám theùp. Cho Etaám = Ethanh vaø 
dieän tích F cuûa thanh. 
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Chöông 5 
LYÙ THUYEÁT BEÀN 

5.1  KHAÙI NIEÄM VEÀ LYÙTHUYEÁT BEÀN 

♦ Ñieàu kieän beàn thanh chòu keùo hoaëc neùn ñuùng taâm ( chöông 3), 
( TTÖÙS  ñôn) :  

          [ ] [ ]nk σ≤σ=σσ≤σ=σ 3min1max  ;  

trong ñoù, [ ]
toaønansoáHeä

lieäuvaätcuûahieåmnguysuaátÖÙngpheùpchosuaátÖÙng o )(σ
=  ;  [ ]

n
0σσ =  

 ÖÙng suaát nguy hieåm σ0  coù ñöôïc töø nhöõng thí nghieäm keùo (neùn) ñuùng taâm: 
 - Ñoái vôùi vaät lieäu deûo laø giôùi haïn chaûy σch 

      - Ñoái vôùi vaät lieäu doøn laø giôùi haïn beàn σb.  
♦ Ñeå vieát ñieàu kieän beàn ôû moät ñieåm cuûa vaät theå ôû TTÖÙS phöùc taïp 

(phaúng hay khoái), caàn phaûi coù keát quaû thí nghieäm phaù hoûng nhöõng maãu thöû 
ôû  TTÖÙS töông töï. Vieäc thöïc hieän nhöõng thí nghieäm nhö theá raát khoù khaên vì: 

- ÖÙng suaát nguy hieåm phuï thuoäc vaøo ñoä lôùn cuûa caùc öùng suaát chính vaø  
phuï thuoäc vaøo tæ leä giöõa nhöõng öùng suaát naøy. Do ñoù phaûi thöïc hieän moät soá 
löôïng raát lôùn caùc thí nghieäm môùi ñaùp öùng ñöôïc tæ leä giöõa caùc öùng suaát chính 
coù theå gaëp trong thöïc teá 

- Thí nghieäm keùo, neùn theo ba chieàu caàn nhöõng thieát bò phöùc taïp, khoâng 
phoå bieán roäng raõi nhö thí nghieäm keùo neùn moät chieàu 

Vì vaäy, khoâng theå caên cöù vaøo thí nghieäm tröïc tieáp maø phaûi döïa treân caùc 
giaû thieát veà nguyeân nhaân gaây ra phaù hoûng cuûa vaät lieäu hay coøn goïi laø nhöõng 
thuyeát beàn  ñeå ñaùnh giaù ñoä beàn cuûa vaät lieäu.  

Ñònh nghóa :Thuyeát beàn laø nhöõng giaû thuyeát veà nguyeân nhaân  phaù hoaïi 
cuûa vaät lieäu, nhôø ñoù ñaùnh giaù ñöôïc ñoä beàn cuûa vaät lieäu ôû moïi TTÖÙS khi  chæ 
bieát ñoä beàn cuûa vaät lieäu ôû TTÖÙS ñôn ( do thí nghieäm keùo, neùn ñuùng taâm). 
       Nghóa laø, vôùi phaân toá ôû TTÖÙS baát kyø coù caùc öùng suaát chính σ1, σ2, σ3, ta 
phaûi tìm öùng suaát tính theo thuyeát beàn laø moät haøm cuûa σ1, σ2, σ3 roài so saùnh 
vôùi [σ]κ  hay [σ]ν ôû TTÖÙS  ñôn. 

⇒ Ñieàu kieän beàn cuûa vaät lieäu coù theå bieåu dieãn döôùi daïng toång quaùt nhö 
sau:  ( ) kt f ][,, 321 σσσσσσ ≤== tñ  ( hay ( ) nt f ][,, 321 σσσσσ ≤= )    

 σt , σtñ ñöôïc goïi laø öùng suaát tính hay öùng suaát töông ñöông. Vaán ñeà laø 
phaûi xaùc ñònh haøm f hay laø tìm ñöôïc thuyeát beàn töông öùng.  
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5.2  CAÙC THUYEÁT BEÀN (TB) CÔ BAÛN 
1- Thuyeát beàn öùng suaát phaùp lôùn nhaát (TB 1) 

♦ Nguyeân nhaân vaät lieäu bò phaù hoûng laø do öùng suaát phaùp lôùn nhaát cuûa 
phaân toá ôû TTÖÙS  phöùc taïp ñaït ñeán öùng suaát nguy hieåm ôû TTÖÙS  ñôn.  

♦ Neáu kyù hieäu:  
 σ1 , σ2 , σ3 : öùng suaát chính 
cuûa TTÖÙS phöùc taïp 
 σ0k  hay σ0n - öùng suaát nguy 
hieåm veà keùo vaø neùn 
       n - heä soá an toaøn 
⇒ Ñieàu kieän beàn theo TB 1: 

k
k

t n
][0

11 σ=
σ

≤σ=σ  (5.1a) 

n
n

t n
][0

31 σ=
σ

≤σ=σ  (5.1b) 

trong ñoù: σt1 - laø öùng suaát tính hay öùng suaát töông ñöông theo TB 1 
♦ Öu khuyeát ñieåm: TB 1, trong nhieàu tröôøng hôïp, khoâng phuø hôïp vôùi 

thöïc teá. Thí duï trong thí nghieäm maãu thöû chòu aùp löïc gioáng nhau theo ba 
phöông (aùp löïc thuûy tónh), duø aùp löïc lôùn, vaät lieäu haàu nhö khoâng bò phaù hoaïi. 
Nhöng theo TB 1 thì vaät lieäu seõ bò phaù hoûng khi aùp löïc ñaït tôùi giôùi haïn beàn 
cuûa tröôøng hôïp neùn theo moät phöông.  

TB 1 khoâng keå ñeán aûnh höôûng cuûa caùc öùng suaát khaùc cho neân TB naøy 
chæ ñuùng ñoái vôùi TTÖÙS ñôn.  

 2- Thuyeát beàn bieán daïng daøi töông ñoái lôùn nhaát (TB 2) 

♦ Nguyeân nhaân vaät lieäu bò phaù hoûng laø do bieán daïng daøi töông ñoái lôùn 
nhaát cuûa phaân toá ôû TTÖÙS  phöùc taïp ñaït ñeán bieán daïng daøi töông ñoái lôùn 
nhaát ôû traïng thaùi nguy hieåm cuûa phaân toá ôû TTÖÙS  ñôn. 
♦ Goïi ε1 : bieán daïng daøi töông ñoái lôùn nhaát cuûa phaân toá ôû TTÖÙS phöùc taïp 

 ε0k : bieán daïng daøi töông ñoái ôû traïng thaùi nguy hieåm cuûa phaân toá bò keùo 
theo moät phöông ( TTÖÙS ñôn).  
Theo ñònh luaät Hooke, ta coù: 

 ( )[ ]3211
1 σσμσε +−=
E

     (a) 

E
k

k
0

0
σ

=ε     (b) 

 

H.5.1. TTÖÙS khoái  

σ1

σ3

σ2

I

II

III

σ0k 

 

I

II

III 

H.5.2. Traïng thaùi nguy 
hieåm cuûa TTÖÙS ñôn

σ0k 
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Keát hôïp (a) vaø (b), keå ñeán heä soá an toaøn n 
⇒  Ñieàu kieän beàn theo TB 2: 

( )[ ]
EnE

k0
321

11 σσσμσ ≤+−          (c) 

hay ( ) kt ][3212 σσσμσσ ≤+−=     (5.2a) 

Ñoái vôùi tröôøng hôïp bieán daïng 
co ngaén, ta coù 
       ( ) kt ][3232 σσσμσσ ≤+−=     (5.2b)        

♦ Öu khuyeát ñieåm: TB bieán 
daïng daøi töông ñoái tieán boä hôn so vôùi TB öùng suaát phaùp vì coù keå ñeán aûnh 
höôûng cuûa caû ba öùng suaát chính. Thöïc nghieäm cho thaáy TB naøy chæ phuø hôïp 
vôùi vaät lieäu doøn vaø ngaøy nay ít ñöôïc duøng trong thöïc teá. 

3- Thuyeát beàn öùng suaát tieáp lôùn nhaát (TB 3) 

♦ Nguyeân nhaân vaät lieäu bò phaù hoûng laø do öùng suaát tieáp lôùn nhaát cuûa 
phaân toá ôû TTÖÙS  phöùc taïp ñaït ñeán öùng suaát tieáp lôùn nhaát ôû traïng thaùi nguy 
hieåm cuûa phaân toá ôû TTÖÙS  ñôn. 

♦ Goïi: τmax - öùng suaát tieáp lôùn nhaát cuûa phaân toá ôû TTÖÙS phöùc taïp ;  
              τ0k - öùng suaát tieáp lôùn nhaát ôû traïng thaùi nguy hieåm cuûa phaân toá bò 

keùo theo moät phöông ( TTÖÙS  ñôn).  
       n – Heä soá an toaøn  

⇒  Ñieàu kieän beàn theo TB 3:   
n
okττ ≤max  (d) 

trong ñoù, theo (4.18), chöông 4, ta coù: 
  

2
;

2
0

0
31

max
k

k
σ

=τ
σ−σ

=τ     (e) 

 (e) vaøo (d), ⇒          
n
k

22
031 σσσ

≤
−     

⇒  Ñieàu kieän  beàn theo TB 3: 
  kt ][313 σ≤σ−σ=σ  (5.3) 

♦ Öu khuyeát ñieåm: TB öùng suaát tieáp lôùn nhaát phuø hôïp vôùi thöïc nghieäm 
hôn nhieàu so vôùi hai TB 1 vaø TB 2 . Tuy khoâng keå tôùi aûnh höôûng cuûa öùng 
suaát chính σ2 song TB naøy toû ra khaù thích hôïp vôùi vaät lieäu deûo vaø ngaøy 
nay ñöôïc söû duïng nhieàu trong tính toaùn cô khí vaø xaây döïng. Noù cuõng 
phuø hôïp vôùi keát quaû maãu thöû chòu aùp löïc theo ba phöông.  

H.5.1. TTÖÙS khoái  

σ1

σ3

σ2

I

II

III

σ0k 
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H.5.2. Traïng thaùi nguy 
hieåm cuûa TTÖÙS ñôn

σ0k 
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4- Thuyeát beàn theá naêng bieán ñoåi hình daùng (TB 4) 

♦ Nguyeân nhaân  vaät lieäu bò phaù hoûng laø do theá naêng bieán ñoåi hình daùng 
cuûa phaân toá ôû TTÖÙS phöùc taïp ñaït ñeán theá naêng bieán ñoåi hình daùng ôû traïng 
thaùi nguy hieåm cuûa phaân toá ôû TTÖÙS  ñôn. 

♦ Goïi: uhd - Theá naêng bieán ñoåi 
hình daùng cuûa phaân toá ôû TTÖÙS 
phöùc taïp  

          (uhd)o - Theá naêng bieán 
ñoåi hình daùng ôû traïng thaùi nguy 
hieåm cuûa phaân toá bò keùo theo moät 
phöông (ôû TTÖÙS ñôn).  
  n – Heä soá an toaøn 
⇒ Ñieàu kieän ñeå phaân toá ôû TTÖÙS 
phöùc taïp khoâng bò phaù hoûng laø beàn theo TB 4 laø: 
 uhd < (uhd)o    (g) 
 Theo 4.5 ,chöông 4, ta ñaõ coù: 

 
( )

( ) 2
0

133221
2
3

2
2

2
1

3
1

3
1

kohd

hd

E
u

E
u

σν

σσσσσσσσσν

+
=

−−−++
+

=
 (h) 

 Theá (h) vaøo (g) , laáy caên baäc hai cuûa hai veá , keå ñeùn heä soá an toaøn n  
⇒ Ñieàu kieän beàn theo TB 4: 

          k][133221
2
3

2
2

2
1 σ≤σσ−σσ−σσ−σ+σ+σ  

hay laø:  kt ][133221
2
3

2
2

2
14 σ≤σσ−σσ−σσ−σ+σ+σ=σ                     (5.4) 

trong ñoù: σt4 - laø öùng suaát töông ñöông theo thuyeát beàn thöù tö. 
 

♦ Öu khuyeát ñieåm: TB theá naêng bieán ñoåi hình daùng ñöôïc duøng phoå 
bieán trong kyõ thuaät vì khaù phuø hôïp vôùi vaät lieäu deûo. Ngaøy nay ñöôïc söû 
duïng nhieàu trong tính toaùn cô khí vaø xaây döïng . 
 
 
 
 

H.5.1. TTÖÙS khoái  

σ1

σ3

σ2

I

II

III

σ0k 

 

I

II

III 

H.5.2. Traïng thaùi nguy 
hieåm cuûa TTÖÙS ñôn

σ0k 
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 CAÙC KEÁT QUAÛ ÑAËC BIEÄT: 
     1- TTÖÙS phaúng ñaëc bieät (H.5.3):  

      Caùc öùng suaát chính :  0  ;
22 2

2
2

3,1 =στ+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ σ

±
σ

=σ  

 Theo TB  öùng suaát tieáp (5.3): 
   ][4 22

313 σ≤τ+σ=σ−σ=σt  (5.5) 

 Theo TB theá naêng bieán ñoåi hình daùng (5.4): 
   ][231231

2
3

2
2

2
14 σ≤σσ−σσ−σσ−σ+σ+σ=σt  

 hay:  ][3 22 σ≤τ+σ  (5.6) 

 2- TTÖÙS tröôït thuaàn tuùy (H.5.4): 
       Caùc öùng suaát chính : 0 |;| 231 =στ=σ−=σ  

 Theo TB öùng suaát tieáp: 
   ][||2313 σ≤τ=σ−σ=σt  

hay:   
2
][|| σ

≤τ   (5.7) 

 Theo TB theá naêng bieán ñoåi hình daùng: 
   ][3 2

4 σ≤τ=σt  

hay:   
3
][|| σ

≤τ   (5.8) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

a) 

σ 

τ 

σ 
τ 

H. 5.3

τ

τ

H.5.4 
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5- Thuyeát beàn veà caùc TTÖÙS giôùi haïn  (TB 5 hay laø TB Mohr) 
TB Mohr ñöôïc xaây döïng treân cô sôû caùc keát quaû thöïc nghieäm, khaùc vôùi 

caùc TB tröôùc xaây döïng treân cô sôû caùc giaû thuyeát.  
ÔÛ chöông 4, ta ñaõ bieát moät TTÖÙS khoái vôùi ba öùng suaát chính σ1, σ2  vaø 

σ3   coù theå bieåu dieãn baèng ba voøng troøn Morh 1, 2 vaø 3 vôùi ñöôøng kính töông 
öùng laø σ2  − σ3 , σ1 − σ3 vaø σ1  − σ2   nhö  Hình.4.22. Neáu vaät lieäu ôû traïng thaùi 
nguy hieåm thì nhöõng voøng troøn töông öùng vôùi TTÖÙS nguy hieåm ñöôïc goïi laø 
nhöõng voøng troøn Mohr giôùi haïn. Thöïc nghieäm cho thaáy, öùng suaát phaùp σ2 ít 
aûnh höôûng ñeán söï phaù hoaïi cuûa vaät lieäu neân ta chæ ñeå yù ñeán voøng troøn Mohr 
lôùn nhaát goïi laø voøng troøn chính xaùc ñònh bôûi ñöôøng kính σ1 − σ3.  

 

 

 

 
  
         
Tieán haønh thí nghieäm cho caùc TTÖÙS khaùc nhau vaø tìm traïng thaùi giôùi haïn 
töông öùng cuûa chuùng, treân maët phaúng toïa ñoä σ, τ ta veõ ñöôïc moät hoï caùc 
ñöôøng troøn chính giôùi haïn nhö ôû H.5.5. Neáu veõ ñöôøng bao nhöõng voøng troøn 
ñoù ta seõ thu ñöôïc moät ñöôøng cong giôùi haïn, ñöôøng cong naøy caét truïc hoaønh 
ôû ñieåm töông öùng vôùi traïng thaùi coù ba öùng suaát chính laø öùng suaát keùo coù giaù 
trò baèng nhau. Giaû thieát raèng ñöôøng bao laø duy nhaát ñoái vôùi moãi loaïi vaät lieäu, 
ta nhaän thaáy neáu TTÖÙS naøo bieåu thò baèng moät voøng troøn chính naèm trong 
ñöôøng bao thì vaät lieäu ñaûm baûo beàn, voøng troøn chính tieáp xuùc vôùi ñöôøng bao 
thì TTÖÙS ñoù ôû giôùi haïn beàn coøn neáu voøng troøn chính caét qua ñöôøng bao thì 
vaät lieäu bò phaù hoûng. 

Vieäc phaûi thöïc hieän moät soá löôïng lôùn caùc thí nghieäm ñeå xaùc ñònh caùc 
voøng troøn giôùi haïn vaø veõ chính xaùc ñöôøng cong giôùi haïn laø khoâng ñôn 
giaûn.Vì vaäy, ngöôøi ta thöôøng veõ gaàn ñuùng ñöôøng bao baèng caùch döïa treân cô 
sôû hai voøng troøn giôùi haïn keùo vaø neùn theo moät phöông vôùi ñöôøng kính töông 
öùng laø [σ] k vaø [σ]n. ÔÛ ñaây, ñeå cho tieän ta thay theá caùc öùng suaát nguy hieåm 
σ0κ  vaø  σ0n baèng kyù hieäu öùng suaát cho pheùp [σ]k  vaø [σ]n töùc laø ñaõ coù keå tôùi heä 

τ

ñöôøng bao

H. 5.5  Caùc voøng troøn Mohr giôùi 
han vaø ñöôøng cong giôùi han

τ

σ

Cn  Ck 

O

H. 5.6  Ñöôøng bao giôùi haïn 
ñôn giaûn hoùa
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soá an toaøn. Ñöôøng bao ñöôïc thay theá baèng ñöôøng thaúng tieáp xuùc vôùi hai 
voøng troøn giôùi haïn nhö treân H.5.6. 

 

H. 5.7 Traïng thaùi öùng suaát giôùi haïn vaø ñöôøng bao 

N

M
K

M1N1

σ 

τ

[σ]n [σ]k

σ3

σ1

Cn CkC

 
Xeùt moät TTÖÙS khoái coù voøng troøn Mohr lôùn nhaát σ1 vaø σ3 tieáp xuùc vôùi 

ñöôøng bao, naèm ôû giôùi haïn veà ñoä beàn. Treân H.5.7, voøng troøn naøy ñöôïc veõ 
baèng ñöôøng neùt ñöùt. Sau ñaây, ta thieát laäp lieân heä giöõa nhöõng öùng suaát chính 
σ1 vaø σ3 vôùi caùc öùng suaát cho pheùp [σ]k vaø [σ]n. Töø hình veõ ta coù tyû leä thöùc:
  

1

1

1

1
KM
MM

KN
NN

=  

 Thay theá caùc trò soá: 

  
( ) ( )

( ) ( )( )311311

11

][
2
1 KM ; ][

2
1MM

][][
2
1KN  ; ][][[

2
1NN

σ+σ−σ=σ−σ−σ=

σ+σ=σ−σ=

kk

knkn
 

vaøo tyû leä thöùc treân, ta nhaän ñöôïc ñieàu kieän giôùi haïn: 
   ( )31

31
][

][
][][
][][

σ+σ−σ
σ−σ−σ

=
σ+σ
σ−σ

k

k

kn

kn  

hoaëc:   k
n

k ][
][
][

31 σ=σ
σ
σ

−σ  

 Nhö vaäy, ñieàu kieän beàn theo TB Mohr (TB 5) ñöôïc vieát laø:     k][31 σ≤ασ−σ

 (5.9a) 
vôùi heä soá:  

n

k
][
][

σ
σ

=α   (5.9b) 

Tuy boû qua aûnh höôûng cuûa öùng suaát chính σ2 vaø ñôn giaûn hoùa ñöôøng 
cong giôùi haïn thaønh ñöôøng thaúng, thuyeát beàn Mohr coù öu ñieåm hôn nhöõng 
thuyeát beàn treân vì noù khoâng döïa vaøo giaû thuyeát naøo maø caên cöù tröïc tieáp vaøo 
traïng thaùi giôùi haïn cuûa vaät lieäu. Thöïc teá cho thaáy TB naøy phuø hôïp vôùi vaät 
lieäu doøn, tuy nhieân noù cho keát quaû chính xaùc chæ khi voøng troøn giôùi haïn cuûa 
TTÖÙS ñang xeùt naèm trong khoaûng hai voøng troøn giôùi haïn keùo vaø neùn. 
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5.3  VIEÄC AÙP DUÏNG CAÙC TB 

Treân ñaây laø nhöõng TB ñöôïc duøng töông ñoái phoå bieán. Vieäc aùp duïng TB 
naøy hay TB khaùc ñeå giaûi quyeát baøi toaùn cuï theå phuï thuoäc vaøo loaïi vaät lieäu söû 
duïng vaø TTÖÙS cuûa ñieåm kieåm tra.  

Ñoái vôùi  TTÖÙS ñôn, ngöôøi ta duøng TB 1 ñeå kieåm tra ñoä beàn. 
Ñoái vôùi  TTÖÙS phöùc taïp, neáu laø vaät lieäu doøn, ngöôøi ta thöôøng duøng TB 5 

(TB Mohr) hay TB 2, neáu laø vaät lieäu deûo ngöôøi ta duøng TB 3 hay TB 4. 
Hieän nay, coù nhieàu TB môùi ñöôïc xaây döïng, toång quaùt hôn vaø phuø hôïp 

hôn vôùi keát quaû thöïc nghieäm. Tuy vaäy, nhöõng TB naøy cuõng coù nhöõng nhöôïc 
ñieåm nhaát ñònh neân chöa ñöôïc söû duïng roäng raõi. 

Thí duï:   Kieåm tra beàn phaân toá vaät theå ôû TTÖÙS khoái nhö treân H.5.8. ÖÙng 
suaát cho theo kN/cm2. Cho bieát: 2kN/cm 16][ =σ . 

    Giaûi. 
 Choïn heä toïa ñoä nhö treân H.5.8. 

Theo quy öôùc ta coù: 
σx = -5 kN/cm2 , σy = 6 kN/cm2  , τzy = -τyz = 4 kN/cm2   

σz =0 , τxz = τzx =τyx = τxy =0 

 Maët vuoâng goùc vôùi truïc x laø maët chính vôùi öùng 
suaát chính 2kN/cm 5−=xσ . Hai öùng suaát chính coøn laïi 
naèm trong maët phaúng vuoâng goùc vôùi öùng suaát chính ñaõ cho vaø coù giaù trò 
baèng: 

  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−
=±=τ+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ σ−σ
±

σ+σ
=σ

2

2
2

2

min
max

kN/cm 2

kN/cm 8
53

22 zy
yzyz  

 Do ñoù:  2
3

2
2

2
1 kN/cm 5   ;kN/cm 2   ;kN/cm 8 −=σ−=σ=σ  

 Theo TB öùng suaát tieáp: 
     22

313 kN/cm 16kN/cm 31)5(8 <=−−=σ−σ=σt  

 Theo TB theá naêng bieán ñoåi hình daùng: 

   ( ) ( ) ( )( )
22

222

323121
2
3

2
2

2
14

kN/cm 16kN/cm 79,11     

525882528     

<=

−−−−−×−−++=

σσ−σσ−σσ−σ+σ+σ=σt

 

 Nhö vaäy, theo caû hai TB phaân toá naøy ñaûm baûo beàn. 

H. 5.8

5

4 

6

x 

y 

z 
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BAØI TAÄP CHÖÔNG 5 

5.1 Khi neùn vaät lieäu theo ba 
phöông cuøng vôùi trò soá öùng 
suaát phaùp (H.5.1), ngöôøi ta 
thaáy vaät lieäu khoâng bò phaù 
hoaïi. Haõy kieåm tra beàn ñoái 
vôùi phaân toá treân baèng TB 
öùng suaát tieáp lôùn nhaát vaø TB theá naêng bieán ñoåi hình daùng lôùn nhaát. 

5.2  Duøng TB öùng suaát tieáp lôùn nhaát ñeå tính aùp löïc p lôùn nhaát taùc duïng treân 
khoái theùp treân H.5.2. Khoái theùp ñoù ñöôïc ñaët khít vaøo trong khoái theùp lôùn. 

Cho E = 2.107 N/cm2; μ = 0,28;  
[σ ] = 16 kN/cm2. 

5.3  Cho TTÖÙS nhö H.5.3. Tính öùng 
suaát töông ñöông (veá traùi cuûa coâng 
thöùc kieåm tra beàn) theo TB theá naêng 
bieán ñoåi hình daùng vaø TB Mohr. Cho 
σok/σon = 0,25. 

5.4  Cho TTÖÙS taïi moät ñieåm cuûa vaät 
theå chòu löïc nhö H.5.4: 

σ1 = 20 kN/cm2; σ2 = – 40 kN/cm2; 
σ3 = – 80 kN/cm2 
Kieåm tra ñoä beàn theo TB 3 vaø TB 4. 
    Bieát [σ] = 120 kN/cm2. 

5.5  Moät truï troøn baèng theùp (μ= 0,3) ñaët khít giöõa hai töôøng cöùng nhö H.5.5. 
Phaàn giöõa cuûa truï chòu aùp löïc p phaân boá ñeàu. Tính öùng suaát töông ñöông 
theo TB 4 ôû phaàn giöõa vaø phaàn ñaàu cuûa hình truï. 

 
σ

σ

σ

H. 5.1

P P

z

xy

H. 5.2 

a) b)

 

σ1

σ2

σ3

H. 5.4

a

a

a

P

x

y

z

p

H. 5.5

4 kN/cm2

2 kN/cm2

8 kN/cm2

H. 5.3
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Chöông 6 
 

 ÑAËC TRÖNG HÌNH HOÏC CUÛA MAËT CAÉT NGANG 
 

6.1  KHAÙI NIEÄM 

ÔÛ chöông 3, khi tính ñoä beàn cuûa thanh chòu keùo (neùn) ñuùng taâm, ta thaáy 
öùng suaát trong thanh chæ phuï thuoäc vaøo ñoä lôùn cuûa dieän tích maët caét ngang 
F (maët caét F, dieän tích F). Trong nhöõng tröôøng hôïp khaùc, nhö thanh chòu 
uoán, xoaén… thì öùng suaát trong thanh khoâng chæ phuï thuoäc vaøo dieän tích F maø 
coøn phuï thuoäc vaøo hình daùng, caùch boá trí maët caét… nghóa coøn nhöõng yeáu toá 
khaùc maø ngöôøi ta goïi chung laø ñaëc tröng hình hoïc cuûa maët caét ngang. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Xeùt thanh chòu uoán trong hai tröôøng hôïp maët caét ñaët khaùc nhau nhö treân 
H.6.1. Baèng tröïc giaùc, deã daøng nhaän thaáy tröôøng hôïp a), thanh  chòu löïc toát 
hôn tröôøng hôïp b), tuy raèng trong trong hai tröôøng hôïp dieän tích cuûa maët caét 
ngang thanh vaãn nhö nhau. Nhö vaäy, khaû naêng chòu löïc cuûa thanh coøn phuï 
thuoäc vaøo caùch saép ñaët vaø vò trí maët caét ngang ñoái vôùi phöông taùc duïng cuûa 
löïc.(ÖÙng suaát nhoû 04 laàn ñoä voõng nhoû 16 laàn ). Cho neân söï chòu löïc khoâng 
nhöõng phuï thuoäc F, maø caàn phaûi nghieân cöùu caùc ñaëc tröng hình hoïc khaùc 
cuûa maët caét ngang ñeå tính toaùn ñoä beàn, ñoä cöùng, ñoä oån ñònh  vaø thieát keá maët 
caét cuûa thanh cho hôïp lyù. 

 

6.2  MOÂMEN TÓNH - TROÏNG TAÂM 

H.6.1. Daàm chòu uoán  
a) Tieát dieän ñöùng;  b) Tieát dieän naèm ngang

z a)

P

xy

P 

y 

b)
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Xeùt moät hình phaúng bieåu dieãn maët 
caét ngang F ( maët caét F ) nhö treân H.6.2. 
Laäp moät heä toïa ñoä vuoâng goùc Oxy trong 
maët phaúng cuûa maët caét. M(x,y) laø moät 
ñieåm baát kyø treân hình. Laáy chung quanh 
M moät dieän tích vi phaân dF. 

♦ Moâmen tónh cuûa maët caét F ñoái vôùi 
truïc x (hay y) laø tích phaân: 

∫∫ ==
F

y
F

x xdFSydFS ,                      (6.1) 

vì x, y coù theå aâm hoaëc döông neân  
moâmen tónh coù theå coù trò soá aâm hoaëc döông.  
 Thöù nguyeân cuûa moâmen tónh laø [(chieàu daøi)3]. 
 ♦ Truïc trung taâm laø truïc coù moâmen tónh cuûa maët caét F  ñoái vôùi truïc ñoù 
baèng khoâng. 
     ♦ Troïng taâm laø giao ñieåm cuûa hai truïc trung taâm.  

⇒ Moâmen tónh ñoái vôùi moät truïc ñi qua troïng taâm baèng khoâng. 
     ♦  Caùch xaùc ñònh troïng taâm C cuûa maët caét F: 

Döïng heä truïc ooCyx  song song vôùi heä truïc xOy ban ñaàu (H.6.2). Ta coù 
      oCoC yyyxxx +=+= ;  , vôùi C(x c ,y c ) 

 Thay vaøo (6.1), ⇒ 
  ∫∫∫ +=+=+=

F
xoCo

F
Co

F
Cx SFydFydFydFyyS )(  

vì truïc ox  laø truïc trung taâm neân 0=xoS ,    ⇒ 
          FyS Cx = , vaø   : FxS Cy =   (6.2) 

 Töø (6.2)   ⇒ 

               F
Sy

F
S

x x
C

y
C ==   ;                                              (6.3) 

Keát luaän: Toïa ñoä troïng taâm ),( CC yxC  ñöôïc xaùc ñònh trong heä truïc xOy ban 
ñaàu theo moâmen tónh Sx , Sy  vaø dieäân tích F theo (6.4).  
 Ngöôïc laïi, neáu bieát tröôùc toïa ñoä troïng taâm,  coù theå söû duïng (6.2), (6.3) 
ñeå xaùc ñònh caùc moâmen tónh. 
 

  
Nhaän xeùt 1:  

 

H.6.2 Maët caét F vaø troïng taâm C

•

x

y

M
dF

F

O

C 

x 

x o x C 
xo

yC

yo

y o 

y
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        Maët caét coù truïc ñoái xöùng, troïng taâm naèm treân truïc naøy vì moâmen tónh 
ñoái vôùi truïc ñoái xöùng baèng khoâng (H.6.3a,b). 

 Maët caét coù hai truïc ñoái xöùng, troïng taâm naèm ôû giao ñieåm hai truïc ñoái 
xöùng (H.6.3c). 

 

 Thöïc teá, coù theå gaëp nhöõng maët caét ngang coù hình daùng phöùc taïp ñöôïc 
gheùp töø nhieàu hình ñôn giaûn.  

 Tính chaát: moâmen tónh cuûa hình phöùc taïp baèng toång moâmen tónh cuûa 
caùc hình ñôn giaûn.  

Vôùi nhöõng hình ñôn giaûn nhö chöõ nhaät, troøn, tam giaùc hoaëc maët caét caùc 
loaïi theùp ñònh hình I, U, V, L… ta ñaõ bieát tröôùc (hoaëc coù theå tra theo caùc baûng 
trong phaàn phuï luïc )  dieän tích, vò trí troïng taâm, töø ñoù deã daøng tính ñöôïc 
moâmen tónh cuûa hình phöùùc taïp goàm n hình ñôn giaûn: 

  
i

n

inny

i

n

innx

xFxFxFxFS

yFyFyFyFS

∑

∑

=+++=

=+++=

1
2211

1
2211

...

...
 (6.4) 

trong ñoù: iii yxF ,,  - dieän tích vaø toïa ñoä troïng taâm cuûa hình ñôn giaûn thöù i,      

n  - soá hình ñôn giaûn. 
⇒ Toaï ñoä troïng taâm cuûa moät hình phöùc taïp trong heä toïa ñoä xy.  

       
∑

∑

=

=== n

i
i

n

i
ii

y
C

F

xF

F
S

x

1

1   ;  
∑

∑

=

=== n

i
i

n

i
ii

x
C

F

yF

F
S

y

1

1   (6.5) 

 

C x 

y 

a) 

C 
x

y 

c) 

C
x

y

b)

C
x

y

b)

H.6.3 Maët caét coù truïc ñoái xöùng
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Thí duï 6-1 Xaùc ñònh troïng taâm 
maët caét chöõ L chæ goàm hai hình 
chöõ nhaät nhö treân H.6.4. Toïa ñoä 
troïng taâm C cuûa hình treân laø: 

;
21

2211

FF
FxFx

F
S

x y
C +

+
==

21

2211

FF
FyFy

F
Sy x

C +
+

==  

Thí duï 6.2  Moät maët caét thanh 
gheùp, goàm theùp chöõ Ι soá hieäu 
No55, theùp chöõ [ soá hieäu No27, 
vaø theùp chöõ nhaät 15 × 1,2 cm (H.6.5). Xaùc ñònh troïng taâm C  cuûa maët caét. 
                            Giaûi.  
Tra baûng (ΓOCT 8239-89) ⇒ soá lieäu sau: 
 - Ñoái vôùi theùp chöõ Ι No55: 
 h2   =  55 cm 

 t   =  1,65 cm 
F2   =  118 cm2 
- Ñoái vôùi theùp chöõ [ No27: 
h3  =  27 cm 
F3  =  35,2 cm2 
z3  =  2,47 cm 
- Hình chöõ nhaät: 

F1 = 15 cm x 1,2 cm = 18 cm2 
Choïn heä truïc toïa ñoä xy  qua goác C2 ⇒ toïa ñoä troïng taâm cuûa ba hình treân laø: 

              cm 1,28
2

 2,1
2

 55
1 =+=y  ; 02 =y  ; cm 97,29 47,2

2
 55 3 =+=y  

 Dieän tích vaø moâmen tónh cuûa toaøn maët caét laø: 
    F  =  F1 + F2 + F3 = 18 + 118 + 35,2  = 171,2 cm2 

        ( )( ) ( )( ) 3
332211 144,5492,3597,290181,28 cmFyFyFySx −=−+=++=  

vì y laø truïc ñoái xöùng, troïng taâm C seõ naèm treân truïc naøy.  

⇒ Toïa ñoä ñieåm C laø:    m
F
Syx x

CC c 32
2,171
144,549   ;0 −≈

−
===  

 Daáu (–) cho thaáy troïng taâm C naèm phía döôùi truïc x.  
 Chuù yù raèng, truïc x coù theå choïn tuøy yù song ôû thí duï naøy ta ñaët truïc x ñi 
qua troïng taâm C2 cuûa maët caét chöõ Ι cho tieän tính toaùn. 

 

H .6 .4  T r o ïn g  t a âm  h ìn h  p h ö ùc  t a ïp

x

x

x

x 1

x 2

y 2

y 1

C 1

C  2  

C

O

y

y C

x C

x

F  1  

F  2  

H.6.5. Trong taâm C cuûa hình gheùp

x
 

x
 

x
 

x
 

C1 

C2 

C3 

C 
X 

x 

y ≡ Y 

y1 

y3 

yC 

z3 

IoN55 

[ No27

150 × 12 mmI 

II

III 
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Thí duï 6.3. Cho maët caét hình chöõ U .Tìm troïng taâm C  
Choïn heä truïc x,y nhö hình veõ, truïc x qua ñaùy maët caét (truïc y laø truïc ñoái 
xöùng, C naèm treân truïc y) 

cm
F
S

y x
C 6

1242424
1012422424

=
×+×

××+××
==

)()(
)(  

Hay : 

cm
FF
SS

y xx
C 6

12161624
10121681624

21

21 =
××

××××
==

)_()(
)_()(

_
_

 

 
 
 

6.3  MOÂMEN QUAÙN TÍNH- HEÄ TRUÏC QUAÙN TÍNH CHÍNH TRUNG TAÂM  

1- Moâmen quaùn tính (MMQT) 

♦Moâmen quaùn tính ñoäc cöïc 
 ( MMQT ñoái vôùi ñieåm) cuûa maët caét F 
ñoái vôùi ñieåm O  ñöôïc ñònh nghóa laø 
bieåu thöùc tích phaân: 
 dFJ

F
∫= 2ρρ                              (6.6) 

vôùi ù: ρ - khoaûng caùch töø ñieåm M ñeán 

goác toïa ñoä O,  
♦Moâmen quaùn tính ñoái vôùi truïc 

y vaø x cuûa maët caét F ñöôïc ñònh nghóa: 
  ∫∫ ==

F
x

F
y dFyJdFxJ 22 ;  (6.7) 

♦Moâmen quaùn tính ly taâm cuûa maët caét F ñoái vôùi heä truïc x,y ñöôïc ñònh 
nghóa:  

        ∫=
F

xy xydFJ  (6.8) 

 Töø ñònh nghóa caùc moâmen quaùn tính, ta nhaän thaáy: 
- MMQT coù thöù nguyeân laø [chieàu daøi]4 
- Jx , Jy , Jp  > 0 
- MMQT ly taâm Jxy coùù theå döông, aâm hoaëc baèng khoâng. 

       - Vì    222 yx +=ρ     neân     yx JJJ +=ρ  (6.9) 

 

ρ

• 

x x

y

y

M 
dF 

F

O

H. 6.6 Hình phaúng F 

x 

X12cm 

H. 6.12

4cm 4cm 
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4cm 

yY
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Chöông 7 

UOÁN PHAÚNG THANH THAÚNG 
 

7.1 KHAÙI NIEÄM CHUNG 

♦ Thanh chòu uoán laø thanh coù 
 truïc bò uoán cong döoùi taùc duïng  
 cuûa ngoaïi löïc. Thanh coù truïc naèm ngang  
 chòu uoán ñöôïc goïi laø daàm. 
(Thanh coù truïc thaúng ñöùng goïi laø coät) 
♦ Ngoaïi löïc: Löïc taäp trung P, 
 löïc phaân boá q taùc duïng vuoâng goùc 
 vôùi truïc daàm hay momen (ngaãu löïc)  
M naèm trong maët phaúng chöùa truïc daàm (H.7.1).  
♦ Maët phaúng taûi troïng: Maët phaúng ( π ) chöùa ngoaïi löïc vaø truïc daàm.       
Ñöôøng taûi troïng: Giao tuyeán cuûa maët phaúng taûi troïng vôùi maët caét ngang. 
 
♦Giôùi haïn baøi toaùn: 
    + Chæ khaûo saùt caùc thanh maët caét ngang coù ít nhaát moät truïc ñoái xöùng.               
    Truïc ñoái xöùng naày vaø truïc thanh hôïp thaønh maët phaúng ñoái xöùng. 
    Taûi troïng naèm trong maët phaúng ñoái xöùng. 
     Maët phaúng taûi troïng truøng maët phaúng ñoái xöùng, 
     Ñöôøng taûi troïng cuõng laø truïc ñoái xöùng cuûa maët caét ngang  
     Truïc daàm sau khi bò cong vaãn naèm trong maët phaúng ( π )ñöôïc goïi laø      
uoán phaúng. 
   + Maët caét ngang daàm coù chieàu roäng beù so vôùi chieàu cao. 
 
        ♦ H.7.3 ,7.4,7.5 : giôùi thieäu moät soá loaïi daàm ñôn giaûn thöôøng gaëp 
 
 
 
 
 
 

P1 

P2 

P3 

P4 

P5 

01 

02 

H.7.1. Taûi troïng taùc duïng leân daàm
π
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 ♦ Noäi löïc: Tuyø theo ngoaïi löïc taùc duïng maø treân maët caét ngang daàm coù caùc 
noäi löïc laø löïc caét Qy vaø moâmen uoán Mx .  
♦ Phaân loaïi:   
 Uoán thuaàn tuùy phaúng: Noäi löïc  chæ coù moâmen uoán Mx=haèng soá.  
 Uoán ngang phaúng : Noäi löïc  goàm löïc caét Qy  vaø  moâmen uoán Mx  
 
♦ Daàm ôû H.7.4 coù ñoaïn giöõa CD chòu uoán thuaàn tuùy, daàm ôû H. 7.5  chòu  
uoán thuaàn tuùy. Ñoaïn daàm AC vaø DB cuûa daàm ôû H.7.4 chòu uoán ngang 
phaúng. 
 
 
 

 

P 
q 

a 

L 

b

a) 

b)

c)

H.7.3. Caùc loaïi daàm: a) Daàm ñôn giaûn 
b) Daàm cheøn keïp; c) Daàm coù ñaàu muùt thöøa 

P 

+ 

_

 P

a) 

b) 

c) 

a)

b)

H.7.4. Daàm vôùi vuøng ôû giöõa chòu  
uoán thuaàn tuùy 

H.7.5. Daàm chòu uoán thuaàn tuùy 

P M

P P

L-2a aa 

 Q

 M

 Pa Pa 

A B

A B

A

B

B
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7.2  UOÁN THUAÀN TUÙY PHAÚNG  

  7.2.1 Ñònh nghóa: Thanh chòu uoán thuaàn tuùy phaúng khi treân moïi maët caét 
ngang chæ coù moät noäi löïc Mx.  

Daáu cuûa Mx : Mx > 0 khi caêng (keùo) thôù döôùi ( thôù y > 0 ) cuûa daàm 

7.2.2 Tính öùng suaát treân maët caét ngang: 

  1. Thí nghieäm vaø quan saùt bieán daïng: 

 

                   H. 7.6   a) Thanh tröôùc khi bieán daïng 
 b) Sau bieán daïng;   c) Maët caét ngang sau bieán daïng 

  Keû leân maët ngoaøi moät thanh thaúng chòu uoán nhö  H.7.6a, nhöõng ñöôøng 
song song vôùi truïc thanh töôïng tröng cho caùc thôù doïc vaø nhöõng ñöôøng 
vuoâng goùc vôùi truïc thanh töôïng tröng cho caùc maët caét ngang; caùc ñöôøng 
naøy taïo thaønh caùc löôùi oâ vuoâng (H.7.6a). 

 Sau khi bieán daïng (H.7.6b), truïc thanh bò cong, caùc ñöôøng thaúng song 
song vôùi truïc thanh thaønh caùc ñöôøng cong song song vôùi truïc thanh; nhöõng 
ñöôøng vuoâng goùc vôùi truïc thanh vaãn coøn vuoâng goùc vôùi truïc thanh, nghóa laø 
caùc goùc vuoâng  ñöôïc baûo toaøn trong quaù trình bieán daïng.  

Ngoaøi ra, neáu quan saùt thanh thì thaáy caùc thôù beân döôùi daõn ra(bò keùo) 
vaø caùc thôù beân treân co laïi (bò neùn). Nhö theá, töø thôù bò daõn sang thôù bò co seõ 
toàn taïi caùc thôù maø chieàu daøi khoâng thay ñoåi trong quaù trình bieán daïng, goïi laø 
thôùù trung hoøa. Caùc thôù trung hoøa taïo thaønh lôùp trung hoøa. Giao tuyeán cuûa 
lôùp trung hoaø vôùi maët caét ngang taïo thaønh ñöôøng trung hoøa. Vì maët caét 
ngang coù chieàu roäng beù neân ñöôøng trung hoøa xem nhö thaúng (H.7.6.c) 

H.7.6.  a) Thanh tröôùc khi bieán daïng 
 b) Sau bieán daïng; c) Maët caét ngang sau bieán daïng 
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Sau bieán daïng caùc maët caét ngang 1-1 vaø 2-2 ban ñaàu caùch nhau moät ñoaïn 
vi phaân dz seõ caét nhau taïi taâm cong O’ (H.7.7b) vaø hôïp thaønh moät goùc dθ.  
Goïi ρ laø baùn kính cong cuûa thôù trung hoøa, töùc khoaûng caùch töø O’ ñeán thôù 
trung hoøa. Ñoä daõn daøi töông ñoái cuûa moät thôù ab ôû caùch thôù trung hoøa moät 
khoaûng caùch y cho bôûi: 

( ) ( )
yy

d
ddy

dz
dzdyab

z κ
ρθρ

θρθρθρε ==
−+

=
−+

=
−

=
21

21

00
00   (a) 

trong ñoù: κ - laø ñoä cong cuûa daàm. 
 Heä thöùc naøy chöùng toû bieán daïng doïc truïc daàm tæ leä vôùi ñoä cong vaø bieán 
thieân tuyeán tính vôùi khoaûng caùch y töø thôù trung hoøa 
 

 
 

              H.7.7  Ñoaïn daàm vi phaân dz 
 

 

M

1

1
a

O1 O2

b M

dz 2

2

y

O

ρdθ

M
a

O1 O2

bâ
My

σσ

a) Truôùc bieán daïng b) Sau bieán daïng

z

Phaàn bò neùn

x 
y 

Phaàn bò keùo 

Lôùp trung hoaø 

Maët phaúng taûi troïng

Ñöôøng taûi troïng
Ñöôøng trung hoaø 
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2. Thieát laäp coâng thöùc tính öùng suaát: 
Moãi thôù doïc cuûa daàm chæ chòu keùo hoaëc 
 neùn (caùc ñieåm baát kyø treân maët  
caét ngang ôû traïng thaùi öùng suaát ñôn). 
 Ñònh luaät Hooke öùng vôùi traïng thaùi  
öùng suaát ñôn cho ta:  

yEE zz κ=ε=σ                    (b)  
ÖÙùng suaát phaùp taùc duïng treân  
maët caét ngang bieán thieân baäc nhaát 
 vôùi khoaûng caùch y  töø thôù trung hoøa.  
Xeùt hôïp löïc cuûa caùc öùng suaát phaùp treân toaøn maët caét ngang.  

+ Lieân heä giöõa σz  vaø Nz  
   0== ∫∫ FF z yFEdF κσ  (ñònh nghóa N z  =0)  (c) 

Vì ñoä cong κ vaø moâñun ñaøn hoài E laø haèng soá neân coù theå ñem ra ngoaøi 
daáu tích phaân,    ⇒     0=∫F

ydF   (d) 

 (d) cho thaáy moâmen tónh cuûa dieän tích maët caét ngang ñoái vôùi truïc trung 
hoaø x baèng khoâng ⇔  truïc trung hoaø x ñi qua troïng taâm maët caét ngang.   
        Tính chaát naøy cho pheùp xaùc ñònh truïc trung hoaø cuûa baát kyø maët caét 
ngang naøo. Neáu truïc y laø truïc ñoái xöùng, thì heä truïc (x,y) chính laø heä truïc 
quaùn tính chính trung taâm. 

+ Lieân heä giöõa σz  vaø Mx   
     ∫∫ ==

FF zx dFyEydFM 2κσ  =  κEJx (e) 

trong ñoù:    ∫=
Fx dFyJ 2  (g) 

laø moâmen quaùn tính cuûa maët caét ngang ñoái vôùi truïc trung hoøa x. 
Bieåu thöùc (e) ñöôïc vieát laïi nhö sau: 

       
x

x

EJ
M

==
ρ

κ 1
 (7.1) 

 EJx goïi laø ñoä cöùng uoán cuûa daàm. 
Theá(7.1) vaøo (b) ⇒ Coâng thöùc tính öùng suaát phaùp taïi moät ñieåm treân maët caét 

ngang daàm:      y
J
M

x

x
z =σ                                       (7.2) 

ÖÙùng suaát bieán thieân baäc nhaát theo tung ñoä y.vaø y laø khoaûng caùch cuûa ñieåm 
tính öùng suaát keå töø truïc trung hoaø x .(M x vaø y mang daáu ñaïi soá)  

H.7.8. ÖÙng suaát phaùp vaø moâ 
men uoán treân maët caét 

ngang cuûa daàm chòu uoán 

Ñöôøng trung hoaø

x

y z σz
dF 

Mx 

y 

0 
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   Coâng thöùc kyõ thuaät:  
          Neáu moâmen uoán döông, daàm bò caêng ( bò keùo ) thôù döôùi, caùc thôù treân 
bò neùn . Keát quaû ngöôïc laïi neáu moâmen uoán aâm. Do vaäy trong thöïc haønh, ta 
coù theå söû duïng coâng thöùc kyõ thuaät ñeå tính öùng suaát,  

   || y
J
M

x

x
z ±=σ  (7.3) 

ta seõ laáy: daáu (+) neáu Mx gaây keùo taïi ñieåm caàn tính öùng suaát.  
                daáu (–) neáu Mx gaây neùn taïi ñieåm caàn tính öùng suaát.  
 
. 
7.2.3 Bieåu ñoà öùng suaát phaùp - ÖÙng suaát phaùp cöïc trò: 
♦ Bieåu ñoà öùng suaát phaùp: 
   +Nhöõng ñieåm caøng ôû xa truïc trung hoøa coù trò soá öùng suaát caøng lôùn. 
   +Nhöõng ñieåm cuøng coù khoaûng caùch tôùi thôù trung hoøa seõ coù cuøng trò soá 
öùng suaát phaùp.  

Bieåu ñoà phaân boá öùng suaát phaùp laø ñoà thò bieåu dieãn giaù trò caùc öùng suaát 
taïi caùc ñieåm treân maët caét ngang. 
*Tröôøng hôïp maët caét ngang coù hai truïc ñoái xöùng (Hình troøn, chöõ nhaät..) cho 
bôûi H.7.9  
*Tröôøng hôïp maët caét ngang chæ coù moät truïc ñoái xöùng (chöõ I,U) cho bôûi 
H.7.10.  

      Daáu (+) chæ öùng suaát keùo. 
      Daáu (-) chæ öùng suaát neùn.                  

 
   
       

 
   

                      
 
 
 
 
                                    

+

_
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         H. 7.9  Bieåu ñoà öùng suaát phaùp cho caùc maët caét coù hai truïc ñoái xöùng 
 
 
 
 

 

 

 
  H. 7.10 Bieåu ñoà öùng suaát phaùp cho caùc maët caét coù moät truïc ñoái xöùng 

 
♦ ÖÙng suaát phaùp cöïc trò:  

Tính öÙng suaát phaùp khi keùo vaø khi neùn lôùn nhaát treân maët caét ngang daàm 
ôû nhöõng ñieåm xa ñöôøng trung hoøa nhaát. 

Goïi nk yy maxmax,  laàn löôït laø khoaûng caùch thôù chòu keùo vaø thôù chòu neùn ôû 
xa ñöôøng trung hoøa nhaát. Khi ñoù öùng suaát chòu keùo lôùn nhaát σmax vaø öùng 
suaát chòu neùn lôùn nhaát σmin seõ tính bôûi caùc coâng thöùc: 

   k
x

xk

x

x

W
M

y
J
M

== maxmaxσ  (7.4a) 

              n
x

xn

x

x

W
M

y
J
M

== maxminσ                     (7.4b)  

vôùi:     n
xn

xk
xk

x y
JW

y
JW

maxmax

  ;
'

==   (7.5) 

Caùc ñaïi löôïng k
xW  vaø n

xW  goïi laø caùc suaát tieát dieän hoaëc moâmen choáng uoán 
cuûa maët caét ngang. 
   Tröôøng hôïp ñaët bieät: Neáu truïc x (truïc trung hoaø) cuõng laø truïc ñoái xöùng  
(maët caét chöõ nhaät, troøn, Ι,…) thì: 

          2maxmax
hyy nk ==  

khi ñoù:    
h
JWWW x

x
n

x
k

x
2

===  (7.6) 

vaø öùng suaát neùn vaø keùo cöïc ñaïi coù trò soá baèng nhau: 

   
x

x

W
M

=σ=σ minmax  (7.7) 

∗ Maët caét ngang hình chöõ nhaät vôùi beà roäng b vaø chieàu cao h :  

+

_
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6

   ;
12

23 bhWbhJ xx ==  (7.8) 

∗ Maët caét ngang hình troøn: 

   3
3

4
4

1,0
32

  ;05,0
64

ddWddJ xx ≈=≈=
ππ

 (7.9)  

      ∗ Maët caét ngang hình vaønh khaên : ñöôøng kính ngoaøi D, trong, d 

                  )1(
32

  ;)1(
64

4
3

4
4

ηπηπ
−=−=

DWDJ xx     vôùi     η = d/ D 

∗ Maët caét ngang hình Ι, C: Tra baûng theùp ñònh hình. 
YÙ nghóa vaät lyù cuûa moâmen choáng uoán: khi moâmen choáng uoán caøng lôùn 

daàm chòu ñöôïc moâmen uoán caøng lôùn. 

7.2.4 Ñieàu kieän beàn- Ba baøi toaùn cô baûn 

Ñieàu kieän beàn:    

    + Daàm baèng vaät lieäu doøn: [σ] k  ≠ [σ] n  

              ⏐σmin⏐≤ [σ] n 
                           σmax    ≤ [σ] k     (7.10a) 
    + Daàm baèng vaät lieäu deûo: [σ] k  = [σ] n = [σ]  
                max ⏐σz⏐≤ [σ]  (7.10b) 
Ba baøi toaùn cô baûn: 
  +Baøi toaùn kieåm tra beàn,(Ñaây laø baøi toaùn thaâûm keá.)   
  +Baøi toaùn choïn kích thöôùc maët caét ngang,(baøi toaùn thieát keá). 
  +Baøi toaùn choïn taûi troïng cho pheùp.(baøi toaùn söõa chöõa,naâng caáp) 

Baøi toaùn cô baûn 1: Kieåm tra beàn- Kieåm tra thanh chòu löïc coù ñaûm baûo 
ñoä beàn hay khoâng. Duøng (7.10a) hay (7.10b) ñeå kieåm tra. 
Thí duï 7.1 Treân maët caét ngang cuûa moät daàm chöõ T ngöôïc (H.7.11), moâmen 
uoán  Mx  = 7200 Nm. Daàm laøm baèng vaät lieäu coù öùng suaát cho pheùp khi keùo 
vaø neùn khaùc nhau:    
`  [σ ]k = 20 MN/m2;   [σ]n = 30 MN/m2 ` 
` Kieåm tra beàn bieát raèng:  Jx = 5312,5 cm4    

Giaûi. 
Ta coù: yk

max = 75 mm=  7,5.10–2 m 
        yn

max = 125 mm  =  12,5.10–2 m 

H. 7.11  

             

z  

125

  75

Daàm chöõ T chòu uoán

Mx   

y   

x 
O 
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  36
2

8

max

m103,708
105,7

105,5312 −
−

−

×=
×

×
== k

xk
x y

JW  

  36
2

8

max

m10425
105,12

105,5312 −
−

−

×=
×

×
== n

xn
x y

JW  

        [ ]kk
x

x

W
M

σ<=×=
×

==σ −
226

6max MN/m 20,10N/m1020,10
103,708

7200  

       [ ]nn
x

x

W
M

σ<=×=
×

==σ −
226

6min MN/m 17N/m1017
10425

7200  

vaäy daàm ñuû beàn.  
 Baøi toaùn cô baûn 2: Choïn kích thöôùc maët caét ngang sao cho daàm thoûa ñieàu 
kieän beàn. 
  Töø ñieàu kieän beàn toång quaùt (7.10a,b) ⇒ moâmen choáng uoán vaø kích thöôùc 
cuûa maët caét ngang seõ ñöôïc xaùc ñònh. 
Thí duï 7.2  Cho daàm chòu löïc nhö H.7.12. 
Daàm laøm  baèng hai theùp chöõ ,  Choïn soá 
hieäu cuûa theùp chöõ  ñeå daàm thoûa ñieàu kieän 
beàn. Bieát [σ ] = 16 kN/cm2. 
                                 Giaûi.  
Daàm chòu uoán thuaàn tuùy; treân moïi maët caét 
ngang cuûa daàm coù moâmen uoán Mx=60 
kNm. 
 AÙp duïng coâng thöùc (7.7) vaø (7.10b) ta ñöôïc: 3max cm 375

16
100.60

][
==

σ
≥

MWx  

Tra baûng theùp hình ta choïn 2  20 coù Wx = 2 × 184 = 368 cm3.  
Kieåm tra laïi ñieàu kieän beàn ta coù: 

  2max
max kN/cm 3,16

368
100.60

===σ
xW

M  

sai soá töông ñoái: %9,1%100
16

163,16
=×

− ;  vaäy daàm ñuû beàn. Choïn 2  20 

Baøi toaùn cô baûn 3: Ñònh taûi troïng cho pheùp [P] ñeå daàm thoûa ñieàu kieän 
beàn. 
 Thí duï 7.3  Moät daàm baèng gang coù maët caét ngang nhö H.7.13. Xaùc ñònh trò 
soá moâmen uoán cho pheùp(moâmen coù chieàu nhö hình veõ). Bieát: 
[σ ] κ = 1,5 kN/cm2 . 
        Hoûi vôùi trò soá moâmen uoán cho pheùp ñoù, öùng suaát neùn lôùn nhaát trong 
daàm laø bao nhieâu?  
        Cho bieát Jx = 25470 cm4 

x

H.7.12  

M = 60 kNmM = 60 KNm  
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                   Giaûi. 

       Töø ñieàu kieän beàn  k
x

xk

x

x

W
M

y
J
M

== maxmaxσ  ≤ [σ] k  

⇒    [ ] [ ] Ncm5,3537
8,10

254705,1
max

k
y
JM k

x
kx =×== σ  

Töông öùng ta coù: 

 [ ] 2
maxmin N/cm 67,2 19,2 

54702
5,3537 ky

J
M n

x

x −=×−=−=σ  

 
 

7.2.5 Hình daùng hôïp lyù cuûa maët caét ngang. 
    Hình daùng hôïp lyù laø sao cho khaû naêng chòu löïc cuûa daàm laø lôùn nhaát 
nhöng ñoàng thôøi ít toán vaät lieäu nhaát. Ñieàu kieän: 

                
k

k

x

x y
J
M

σσ ==
maxmax      ,  

n

n

x

x y
J
M

σσ ==
maxmin

 

Laäp tæ soá caùc öùng suaát :            [ ]
α

σ
σ

==
n

k
n

k

y

y

max

max  

- Neáu vaät lieäu doøn: α < 1   vì   :   
nk

σσ p    neân  nk yy maxmax p  

    Ta choïn maët caêùt ngang khoâng ñoái xöùng qua truïc trung hoaø. 
    - Neáu vaät lieäu deûo: α =1 neân nk yy

maxmax
=  

Ta choïn maët caêùt ngang ñoái xöùng qua truïc trung hoaø. 
Theo bieåu ñoà öùng suaát ta thaáy caøng gaàn truïc trung hoaø öùng suaát caøng nhoû, 
neân taïi ñoù vaät lieäu laøm vieäc ít hôn ôû nhöõng ñieåm xa truïc trung hoøa, vì vaäy 
thöôøng caáu taïo hình daùng maët caét sao cho vaät lieäu xa truïc trung hoøa . ví duï 
hình chöõ I,U,vaønh khaên ,hình roãng… 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

H.7.13 

z 

192mm

108mm

M 

y 

x
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7.3  UOÁN NGANG PHAÚNG  

7.3.1 Ñònh nghóa- Daàm goïi laø chòu uoán ngang phaúng khi treân maët caét 
ngang coù 2 noäi löïc laø: moâmen uoán Mx vaø löïc caét Qy  ( H 7.14).  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

7.3.2 Caùc thaønh phaàn öùng suaát: 
  1- Thí nghieäm vaø quan saùt bieán daïng  

Keû nhöõng ñöôøng song song vaø vuoâng goùc vôùi truïc thanh (H.7.16a). 
Sau bieán daïng caùc goùc vuoâng khoâng coøn vuoâng ( H.7.16b). 

      
 
 
 
 
 
 
 
 
 
     2- Traïïng thaùi öùng suaát:  

Khaùc vôùi tröôøng hôïp uoán thuaàn tuùy, ngoaøi öùng suaát phaùp σz  do moâmen 
Mx  gaây ra coøn coù öùng suaát tieáp τzy do löïc caét Qy gaây ra. Traïng thaùi öùng suaát 
cuûa moät phaân toá coù caùc maët song song caùc truïc toïa ñoä bieåu dieån nhö hình 
7.15 vaø 7.16c 

 

a) 

1    2 

dz
P

P b) 

τ yz 

c)

τ zy 

H. 7.16.  a) Thanh tröôùc bieán daïng 
  b) Thanh sau bieán daïng 
  c) Traïng thaùi öùng suaát phaúng 

σz σz

P L 

1

1

P

PL

+ 

Mx 

Qy 

H.7.14. Soù ñoà daàm 
chòu uoán ngang 

y 

H.7.15 Maët caét ngang daàm 
chòu uoán ngang phaúûng 

z

Mx 

Qy 

0 
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    3. Coâng thöùc tính öùng suaát phaùp:  
        Chaáp nhaän vôùi sai soá khoâng lôùn duøng coâng thöùc (7.2 ) ñeå tính öùng suaát 
phaùp trong thanh chòu uoán ngang phaúng.(Lyù thuyeát ñaøn hoài ñaõ chöùng minh)  

                          y
J
M

x

x
z =σ                                                       (7.2 ) 

    4. Coâng thöùc tính öùng suaát tieáp: 
        Giaû thieát: 

- Maët caét ngang daàm coù chieàu roäng beù so vôùi chieàu cao. 
       - ÖÙùng suaát tieáp phaân boá ñeàu theo beà roäng cuûa maët caét vaø cuøng chieàu 
vôùi löïc caêõùt (nghóa laø moïi ñieåm naèm caùch ñeàu ñöôøng trung hoøa thì coù cuøng trò 
soá öùng suaát tieáp). 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 Ta xaùc ñònh quy luaät phaân boá öùng suaát tieáp doïc theo chieàu cao cuûa maët caét 
ngang.  
  Xeùt ñoaïn daàm giôùi haïn bôûi 2 maët caét 1-1 vaø 2-2 caùch nhau dz (H.7.17a). 
Ñeå khaûo saùt öùng suaát tieáp taïi ñieåm K caùch ñöôøng trung hoøa x moät khoaûng y, 
ta duøng maët caét ñi qua K vuoâng goùc vôùi löïc caét.  
  Xeùt caân baèng cuûa phaàn döôùi ABCDEFGH ( H.7.17b)  
Theo caùc giaû thieát ñaõ neâu, caùc öùng suaát tieáp τzy thaúng ñöùng coù phöông song 
song vôùi löïc caét thì phaân boá ñeàu treân maët thaúng ñöùng ABCD. Ngoaøi ra theo 
ñònh luaät ñoái öùng cuûa öùng suaát tieáp , treân maët vuoâng goùc vôùi maët caét ngang 
ABFE cuõng coù öùng suaát tieáp τyz coù giaù trò baèng vôùi τzy ( H.7.17b). 

M x  

dz 

Q 1y

Q 2y  

M x + dM x

Q 1y

M x

dz

01

Y

X 

y 

G

F 

E

D

C

B

A

zyτ

yzτ  
1zσ  

01

02
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          Nhö vaäy, toàn taïi öùng suaát tieáp theo phöông ngang giöõa caùc lôùp song 
song vôùi truïc daàm cuõng nhö caùc öùng suaát tieáp thaúng ñöùng treân caùc maët caét 
ngang cuûa daàm. Taïi moät ñieåm, caùc öùng suaát naøy coù giaù trò baèng nhau. 

 
 Phöông trình caân baèng theo phöông z  doïc  truïc  thanh   cho:  
           021 =+− TNN   (a) 

trong ñoù: N1 - laø hôïp cuûa caùc löïc taùc duïng treân maët 1-1 ñöôïc tính bôûi: 

  ∫∫ ==
Fc

x
Fc z ydF

J
MdFN 11 σ   (b) 

    N2 - laø hôïp cuûa caùc löïc taùc duïng treân maët 2-2 ñöôïc tính bôûi: 

 ∫∫
+

==
Fc

x

xx
Fc z ydF

J
dMMdFN 22 σ  (c) 

        T - laø hôïp cuûa caùc löïc taùc duïng treân maët treân ABEF cuûa phaàn töû: 
   dzbT c

yzτ=                                                   (d) 

Thay (b), (c), (d) vaøo (a) ⇒ 

   0
c

=+
+

− ∫∫ dzbydF
J

dMMdFy
J
M c

yzF
x

xx
F

x

x

c

τ    (e) 

    ⇒             ∫⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
==

cFc
x

x
yzzy ydF

bJdz
dM 1ττ   (f) 

thay Qy = dMx/dz  ta ñöôïc: 

   ∫==
cFc

x

y
yzzy ydF

bJ
Q

ττ   (g) 

  Ñaët:  ∫=
cF

c
x ydFS        ⇒   c

x

c
xy

yzzy bJ
SQ

== ττ      (7.11)  

 Coâng thöùc (7.11) goïi laø coâng thöùc D.I. Zhuravski 

S c
x :momen tænh cuûa phaàn dieän tích bò caét (F c )ñoái vôùi truïc trung hoøa. 

bc: beà roäng tieát dieän caét. 

J x :Momen quaùn tính cuûa tieát dieän. 

Q y : Löïc caét taïi tieát dieän ñang tính. 
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5-Phaân boá öùng suaát tieáp treân moät soá maët caét thöôøng gaëp: 

 + Maët caét ngang chöõ nhaät (H.7.18): 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Dieän tích bò caét Fc laø hình chöõ nhaät , neân 

 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −= 2

2

422
2/

2
yhbyhyyhbS c

x  (i) 

 Thay vaøo (7.11)  ⇒    ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= 2

2

42
yh

J
Q

x

y
zyτ            (7.12) 

Heä thöùc naøy chöùng toû öùng suaát tieáp trong daàm tieát dieän chöõ nhaät bieán 
thieân theo quy luaät baäc hai theo khoaûng caùch y töø truïc trung hoøa vaø bieåu ñoà 
theo chieàu cao cuûa daàm coù daïng nhö treân H.7.18c.  

     τ zy  = 0 khi 2/hy ±=  ( caùc ñieåm ôû bieân treân, döôùi cuûa maët caét)  

     zyτ = τmax   khi  y= 0 ( caùc ñieåm treân  truïc trung hoøa)ø:  

 
F
Q

J
hQ y

x

y

2
3

8

2

max ==τ   (7.13) 

trong ñoù: F = bh - laø dieän tích cuûa maët caét ngang.  
Thí duï 7.4  Tính öùng suaát phaùp vaø öùng suaát tieáp cöïc ñaïi treân daàm coù maët 
caét ngang hình chöõ nhaät bxh (H. 7.19) 
  Cho bieát: q = 12 kN/m , l = 4 m; h = 27 cm, b = 18 cm, öùng suaát cho pheùp 
[σ ] = 1,1 kN/cm2, [τ] = 0,22 kN/cm2.  

                          Giaûi. 

       Moâmen cöïc ñaïi ôû giöõa daàm: 

 kNcm 2400
8

104412
8

22

max =
×××

==
qlM   

h/2 

h/2 

M M+dM

m 

n 

m1 

n1 

p         p1 

a) 

Fc 

y
h

b

x

y

b) c) 

      H.7.18. Phaân boá cuûa öùng suaát tieáp treân maët caét 
ngang chöõ nhaät   

τmax 

q 

ql/2

ql/2

ql2/8 

Q

M

l b

h
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Löïc caét cöïc ñaïi ôû hai goái töïa: 
 kN 24

2
412

2max =
×

==
qlQ  

ÖÙng suaát cöïc ñaïi: 

 22
2

max
max kN/cm 1,1kN/cm095,1

2718
62400

<=
×

×
==

W
M

σ

 22max
max kN/cm 22,0kN/cm 075,0

27182
243

2
3

<=
××

×
==τ

bh
Q  

 
+  Maët caét ngang hình troøn vaø hình vaønh khaên (H.7.20) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

     Khi daàm coù maët caét ngang laø hình troøn, öùng suaát tieáp treân maët caét ngang 
khoâng coøn song song vôùi löïc caét nöõa. Neáu khoâng coù löïc taùc duïng treân maët 
ngoaøi cuûa daàm, öùng suaát tieáp treân hai dieän tích vi phaân taïi caùc ñieåm 1 vaø 2 
treân vuøng saùt chu vi cuûa maët caét ngang phaûi höôùng theo phöông tieáp tuyeán 
vôùi chu vi naøy (H.7.20a).  

Caùc tieáp tuyeán naøy coù phöông ñoàng quy taïi ñieåm C treân phöông taùc 
duïng cuûa löïc caét. Bôûi vì löïc caét Qy laø hôïp cuûa caùc öùng suaát tieáp (H.7.20), 
neân caùc öùng suaát tieáp taïi caùc dieän tích vi phaân taïi 3 vaø 4 coù cuøng khoaûng 
caùch y tôùi truïc trung hoøa seõ coù phöông ñi ngang ñieåm C.  

Moãi öùng suaát tieáp naøy coù theå phaân thaønh hai thaønh phaàn: thaønh phaàn 
thaúng ñöùng τ1, vaø naèm ngang τ2. Caùc thaønh phaàn naèm ngang taùc duïng treân 
hai phaàn traùi vaø phaûi seõ töï caân baèng nhau do tính ñoái xöùng, trong khi caùc 
thaønh phaàn thaúng ñöùng hôïp laïi thaønh löïc caét Qy. 

H.7.19 

C 

Qy 

b(y) 

τ1  τ1 

21 τ2 3 4 

a) 

ξ 

dξ 

y

b(ξ)

b(y)

R

b)

H.7.20. ÖÙng suaát tieáp treân  maët caét ngang hình troøn 

τmax 

c) 
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 Nhö vaäy, trong daàm coù maët caét ngang troøn, thaønh phaàn τ1 seõ ñoùng vai 
troø cuûa τ  trong daàm coù maët caét ngang hình chöõ nhaät. 
 Moâmen tónh cuûa phaàn dieän tích giôùi haïn bôûi bieân döôùi maët caét ngang vaø 
maët caét song song vôùi maët trung hoøa ôû khoaûng caùch y töø truïc trung hoøa x 
cho bôûi: 

  ∫∫ ==
cc FF

c
x dbdFS ξξξξ )(  (j) 

ta coù:    ( ) 222 yRbbc −=ξ=  (k) 

trong ñoù: R - laø baùn kính cuûa hình troøn maët caét ngang. 
 Do vaäy:  ( ) 2/32222

3
2.2 yRdyRS

r

y
c
x −=ξξ−= ∫  (l) 

vaø thaønh phaàn öùng suaát tieáp theo phöông thaúng ñöùng coù trò soá: 

  ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−= 2

2

1
3
4

R
y

F
Qy

zyτ  (7.14) 

τ zy  = 0 khi 2/hy ±=  ( caùc ñieåm ôû bieân treân, döôùi cuûa maët caét)  

zyτ = τmax   khi  y= 0 ( caùc ñieåm treân  truïc trung hoøa)ø:  

           
F
Qy

3
4

max =τ  ,( F:dieän tích hình troøn)                  (7.15) 

 
         
 

+ Maët caét ngang hình chöõ Ι, hay chöõ T 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

a b c d

e 
f 

y

b 

h 

h1/2 

h1/2 

x

a) 

H.7.17. ÖÙng suaát tieáp trong loøng cuûa daàm chöõ I 

b) 

h1/2 

h1/2 

maxτ  

 

t 

1τ  
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    Caùc maët caét ngang chöõ  hay chöõ T ñöôïc xem nhö  caáu taïo bôûi caùc hình 
chöõ nhaät gheùp neân vôùi möùc ñoä chính xaùc nhaát ñònh, caùc coâng thöùc duøng cho 
daàm maët caét ngang chöõ nhaät cuõng duøng ñöôïc cho caùc loaïi maët caét naøy. ÖÙng 

suaát tieáp  ñöôïc tính baèng coâng thöùc Zhuravski :     c
x

c
xy

bI
SQ

=τ  

♦ τzy  trong baûn buïng: Xeùt ñieåm coù tung ñoä y ( H.7.21a) 
        bc chính laø beà roäng baûn buïng:  bc = d  
        Sx

c laø moâmen tónh cuûa phaàn dieän tích gaïch cheùo döôùi möùc  ef  ñoái vôùi 
truïc trung hoøa x.  Sx

c coù theå tính baèng moâmen tónh cuûa nöûa hình Ι ( trong 
baûng ghi laø Sx ) tröø moâmen tónh cuûa phaàn dieän tích (y x d) 

        )(
2
yydSS x

c
x ××−=  (o) 

⇒ ÖÙng suaát tieáp  τzy trong baûn buïng cuûa daàm chöõ Ι laø 

 ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
×−= )(

2

2ydS
dJ

Q
x

x

y
zyτ  (p) 

(p) chæ raèng öùng suaát tieáp trong baûn buïng cuûa daàm chöõ I bieán thieân 
theo quy luaät parabol doïc theo chieàu cao cuûa daàm.  

zyτ = τmax   khi  y = 0 ( caùc ñieåm treân  truïc trung hoøa)ø:  

 x
x

y S
dJ

Q
=maxτ    (7.17) 

zyτ = τ1  khi 12
ht

h
y =−=  ( ñieåm tieáp giaùp giöõa buïng vaø caùnh). 1τ  khaù lôùn 

vaø:     ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
×−=

2

2
1

1
hdS

dJ
Q

x
x

yτ  (7.18) 

♦ τzy  trong baûn caùnh: Xeùt moät ñieåm trong baûn caùnh, beà roäng caét bc = b khaù 
lôùn so vôùi d, neân  τzy  trong caùnh beù, coù theå boû qua (H.7.21) 

♦ τzx  trong baûn caùnh: Xeùt moät ñieåm trong caùnh (H7.21), bc = t 

   ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −×⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −×=

222
thxbtS c

x
 

⇒    
x

y

zx J

thxbQ ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −×⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −×

= 222τ                     (7.19) 

ÖÙng suaát tieáp τzx  phaân boá baäc nhaát theo x , bieåu ñoà phaân boá nhö H.7.21 
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Thí duï 7.5  Tính öùng suaát tieáp ôû caùc ñieåm treân truïc trung hoaø trong thaân cuûa 
daàm chöõ T coù maët caét ngang nhö treân H.7.22 . Cho b = 8 cm, d = 2 cm, h = 
16 cm, h1 = 14 cm, vaø Q = 20 kN. 

    Giaûi 

Khoaûng caùch c tôùi troïng taâm cuûa maët caét ngang  

ñöôïc xaùc ñònh bôûi: 

cmc  09,6
21428

9214128
=

×+×
××+××

=  

Moâmen quaùn tính Jx  cuûa maët caét ngang: 

4

2
3

2
3

3,1144

)09,69(214
12
142)109,6(28

12
28

cm

J x

=

−××+
×

+−××+
×

=   

+ ÖÙng suaát tieáp ôû caùc ñieåm treân truïc trung hoøa: 
 bc = 2 cm            
Moâmen tónh cuûa phaàn dieän tích döôùi truïc trung hoøa ñoái vôùi truïc naøy laø: 

       ( ) 3
2

cm  208,98
2

09,6162
=

−×
=c

xS   ⇒  2
max kN/cm 858,0

23,1144
208,9820

=
×

×
=τ  

+ ÖÙng suaát tieáp ôû caùc ñieåm tieáp giaùp caùnh vaø buïng : bc = 2 cm          
 

   ( ) 3cm 44,81109,682 =−××=c
xS   ⇒       2

1 kN/cm 712,0
23,1144

44,8120
=

×
×

=τ  

  

7.4  KIEÅM TRA BEÀN DAÀM CHÒU UOÁN NGANG PHAÚNG 

 Treân maët caét ngang cuûa daàm chòu uoán ngang phaúng coù 2  öùng suaát: 
 - ÖÙng suaát phaùp σ z  do moâmen uoán Mx gaây ra. 

       - ÖÙng suaát tieáp τ zy  do löïc caét Qy  gaây ra. 

  Bieåu ñoà phaân boá öùng suaát phaùp vaø öùng suaát tieáp theo chieàu cao cuûa maët 
caét ngang hình chöõ nhaät (H.7.23b,c), ta thaáy coù ba loaïi phaân toá ôû traïng thaùi 
öùng suaát khaùc nhau (H.7.23a): 

- Nhöõng ñieåm ôû bieân treân vaø döôùi τ = 0, chæ coù σ z ≠  0 neân traïng thaùi öùng 

suaát cuûa caùc phaân toá ôû nhöõng ñieåm naøy laø traïng thaùi öùng suaát ñôn 
- Nhöõng ñieåm naèm treân truïc trung hoøa σ a  = 0, chæ coù τ max  neân traïng 

thaùi öùng suaát cuûa nhöõng phaân toá ôû nhöõng ñieåm naøy laø tröôït thuaàn tuùy. 

H.7.22

c

b = 8 cm

h = 16 cm 

=14cm  
cm

n

y 

x
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- Caùc ñieåm khaùc, σ z ≠ 0 vaø τ zy ≠ 0, neân chuùng ôû traïng thaùi öùng suaát 

phaúng ñaët bieät. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

H. 7.23  a) Caùc phaân toá ôû traïng thaùi öùng suaát khaùc nhau 
b) Söï phaân boá öùng suaát phaùp;  c) Söï phaân boá öùng suaát tieáp 

 

⇒ Khi kieåm tra beàn toaøn daàm, phaûi baûo ñaûm moïi phaân toá ñeàu thoûa ñieàu 
kieän beàn. (ñuû 3 ñieàu kieän beàn) 
 a) Phaân toá ôû traïng thaùi öùng suaát ñôn (nhöõng ñieåm ôû treân bieân treân vaø 
döôùi cuûa daàm), xeùt taïi maët caét coù 

max
M  vaø söû duïng thuyeát beàn öùng suaát phaùp 

lôùn nhaát ta coù: 
+ Daàm laøm baèng vaät lieäu deûo, ][][][ σ=σ=σ nk , ñieàu kieän beàn:  
   ][max σ≤σ  (7.20) 

+ Daàm laøm baèng vaät lieäu doøn, ][][ nk σ≠σ , ñieàu kieän beàn : 

   ][
][

min

max

n

k

σ≤σ

σ≤σ
 (7.21) 

b) Phaân toá ôû traïng thaùi öùng suaát tröôït thuaàn tuùy (nhöõng ñieåm naèm treân 

truïc trung hoøa), xeùt taïi maët caét coù maxyQ ta coù    [ ]ττ ≤= c
x

xy

bJ

SQ

.

.max

max  

+ Daàm baèng vaät lieäu deûo:  

Theo thuyeát beàn öùng suaát tieáp lôùn nhaát (TB 3): 2
][][max

σ
=τ≤τ   (7.22) 

σmin 

+

Mmax 

σ 

τmax 

σmin 

σmax 

σmax 

τmax 

a) 
b) c) 

Qmax 

τ 
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Theo thuyeát beàn theá naêng bieán ñoåi hình daùng (TB 4):  

  
3
][][max

σ
=τ≤τ  (7.23) 

+ Daàm baèng vaät lieäu doøn: söû duïng thuyeát beàn Mohr (TB 5):  
  

m+
σ

=τ≤τ
1

][][max   (7.24) 

trong ñoù:     
][
][

n

km
σ
σ

=                 (7.25) 

c) Phaân toá ôû traïng thaùi öùng suaát phaúng ñaëc bieät:  
-Xeùt taïi maët caét coù moâmen uoán Mx vaø löïc caét Qy cuøng lôùn,(coù theå nhieàu 

maët caét). 
-Choïn ñieåm nguy hieåm treân maët caét ñeå coù zσ  vaø zyτ  töông ñoái lôùn (chæ 

caàn kieåm tra taïi nhöõng nôi nguy hieåm nhö nôi tieáp giaùp giöõa loøng vaø ñeá cuûa 
maët caét chöõ Ι, chöõ C…)choã thay ñoåi tieát dieän. Caùc  öùng suaát cuûa phaân toá naøy 
ñöôïc tính bôûi caùc coâng thöùc quen thuoäc:  

   y
J
M

x

x
z =σ     vaø     c

x

c
xy

zy bJ
SQ

=τ  

-Tính öùng suaát chính cuûa phaân toá.   22
31 4

2
1

2
τσσσ +±=,  

Ñieàu kieän beàn (chöông 5): 
  + Daàm laøm baèng vaät lieäu deûo:  

Theo TB 3: (7.26) ][4 22
313 σ≤τ+σ=σ−σ=σ zyzt  

Theo TB 4: ][3 22
4 σ≤τ+σ=σ zyzt  (7.27) 

+ Daàm laøm baèng vaät lieäu doøn: Duøng TB 5 
 ][4

2
1

2
1 22

5 σ≤τ+σ
+

+σ
−

=σ zyzzt
mm  (7.28) 

Töø ñaây cuõng coù ba baøi toaùn cô baûn: 
 Baøi toaùn cô baûn 1: Kieåm tra beàn  

Baøi toaùn cô baûn 2: Choïn kích thöôùc maët caét ngang 
Döïa vaøo ñieàu kieän beàn cuûa phaân toá ôû traïng thaùi öùng suaát ñôn ñeå choïn 

sô boä kích thöôùc maët caét ngang daàm. Sau ñoù, tieán haønh kieåm tra beàn ñoái vôùi 
caùc phaân toá ôû traïng thaùi öùng suaát khaùc . Neáu khoâng ñaït thì thay ñoåi kích 
thöôùc maët caét ngang. 
 Baøi toaùn cô baûn 3: Ñònh taûi troïng cho pheùp.  

Töø ñieàu kieän beàn cuûa phaân toá ôû traïng thaùi öùng suaát ñôn, xaùc ñònh sô 
boä taûi troïng cho pheùp sau ñoù tieán haønh kieåm tra beàn caùc phaân toá coøn laïi 
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Thí duï 7.9 Cho daàm coù maët caét ngang vaø chòu löïc nhö hình veõ. 
1/ Veõ bieåu ñoà Mx vaø Qy. 
2/ Tính öùng suaát phaùp vaø öùng suaát tieáp lôùn nhaát taïi maët caét m-m 
    (beân traùi c). 
3/Tính öùng suaát chính taïi ñieåm K(maët caét tieáp giaùp loøng vaø ñeá)maët m-m, 
Theo TB3. 
 

                                                                                    

 

 

 

 

                                                                                   

                                                                 

                                                                                      441388 cmJX ,=  

                                                                                   

 

Taïi maët caét m-m coùnoäi löïc : mkNqaM x −=×××== 5421110
4

17
4

17 2 ,  

                                            kNqLQy 527110
4

11
4

11 ,=××==  

             cmycmy nk 6744 ,,,, maxmax ==                         

         2471344 cmkNy
J
M k

x

x
mm /,,

1388,4
4250 max

max =×==−σ  

7,6cm 

4,4cm 

3ql 

A 

qa 
ql 

q 

3L L LL 

B C D H m 

m ql 2  

qL
4

13
 qa

4
11

 

qL
4

15
 

4cm 

8cm 

12cm 3cm 3cm 

X 

Y 

 
4

qL 
qL

4
11

_

qL
4

13
 qL

4
1

ql 2  
ql 2

4
17 qL
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        2262367 cmkNy
J
M n

x

x
mm /,,

1388,4
4250 max

min −=×−=−=−σ  

   25720 cmkN
bJ
SQ

c
x

c
xymm /,max ==−τ      ,  vôùi        328173

2
676732 cmSC

X ,),,( =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ××=   

Tính öùng suaát chính taïi K. 

21740
1841388

4158527 cmk ,
,

,,
=

×
×

=τ ,      ( ) 33 415822418 cmcmS c
x ,, =××  

( ) 2 kN/cm,,
,

221444
41388

4250
=−×=z

kσ  

Theo thuyeát beàn 3: 

( ) ( )
     

/,,, 2
2

222
3 22274042214 cmkNKKt =+=+= τσσ  

Thí duï 7.6 Xaùc ñònh kích thöôùc maët caét ngang hình chöõ nhaät , 
 cho[σ ] = 1 kN/cm2.,  L=1m ,h=2b .Tính maxτ  

 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

22

2

2
6100126

)(
max,

max bbhb
qa

W
M x

×
×××

=
×

×
==σ ≤1       ⇒      b=7cm,h=14cm 

 

q=2kN/m 

P=3qa 
L

h=2b 

b 

2qa 

qa 
qa 

+
 

qa 2  
2

2qa
 

L

A 
B 
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     2060
98

12251
147
25151 cmkNqa

F

Qy
/,,,,max =

×××
=

×
×

==τ  

 
 
 
Thí duï 7.7  Xaùc ñònh soá hieäu maët caét ngang theo yeâu caàu ñoä beàn, neáu       
[σ ] = 16 kN/cm2. 

                                                       

      

 

 

 

 

 

 

                                           Giaûi. 

Moâ men uoán cöïc ñaïi vaø löïc caét cöïc ñaïi xaûy ra taïi cuøng moät maët caét döôùi taùc 
duïng cuûa taûi troïng: 

  Mmax = 60 kNm;  Qmax = 60 kN 

Moâ men choáng uoán caàn thieát laø: 

  [ ]
3cm375

16
6000max, ===

σ
x

x

M
W   

Tra baûng theùp hình maët caét [ �OCT 8240-56 ta choïn 2[22 vôùi:  

moät [22 coù d = 5,3 mm, F = 26,7 cm2; Wx = 193 cm2; Sx = 111 cm3;  

Jx = 2120 cm4;   h = 22 cm; t = 0,96 cm; b = 8,2 cm. 

Kieåm tra beàn theùp hình môùi choïn: 

* Phaân toá ôû traïng thaùi öùng suaát ñôn: ñöông nhieân thoûa 

* Phaân toá ôû traïng thaùi öùng suaát tröôït thuaàn tuyù: taïi maët caét coù: 

 Qy,max = 60 kN 

t 

60 kN 60 kN

1 m 6 m 1 m

60 kNm

60 kN

60 kN 

Qy 

Mx 

H.7.21 

zo 

b 

h/2 

h/2 

d 

t 
A 

H.7.22 
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 c
x

c
xy

bI
SQ

=maxτ       vôùi 
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

=
×==

×=
×==

kN 
cm  

cm  
cm   

4

3

60
53,022

21202
11122

y

c
x

x
c
x

Q
db

J
SS

 

Suy ra: 2kN/cm 96,2
53,0221202

111260
max =

×××
××

=τ  

Theo thuyeát beàn öùng suaát tieáp cöïc ñaïi: 

 [ ] [ ]
max8

2
16

2
τστ >=== 2kN/cm   

vaäy phaân toá naøy thoûa ñieàu kieän beàn. 
 * Phaân toá ôû traïng thaùi öùng suaát phaúng ñaëc bieät: ñoù laø phaân toá ôû nôi tieáp giaùp 
giöõa loøng vaø ñeá taïi maët caét naày coù: 

kNm 60max, =xM    vaø kN 60max, =yQ  

( ) 221,1496,011
21202

6000 kN/cm =−×
×

=A
xσ  

3cm 626,165
2
96,01196,02,82 =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −×××=c

xS  

2kN/cm 21,2
53,0221202

626,16560
=

×××
×

=Aτ  

Theo thuyeát beàn öùng suaát tieáp cöïc ñaïi: 
 

( ) ( )
     

/,,, 2
2

222
3 3814212421144 cmkNAAt =+=+= τσσ  

vaäy phaân toá naøy thoûa ñieàu kieän beàn.  
 Keát luaän: Choïn 2 [ 22. 
Thí duï 7.8  Xaùc ñònh taûi troïng cho pheùp [P] cuûa daàm cho treân H.7.25.  
 Cho:  a = 80 cm, [σ ] = 16 kN/cm2 

Giaûi 
  ♦ Bieåu ñoà löïc caét Qy vaø moâmen uoán Mx  
      (H.7.25). Maët caét nguy hieåm coù: 

PaMx 4
7

=  vaø PQy 4
7

=  

Maët caét I 10 coù:h = 10 cm; Jx = 198 cm4 

  Wx = 39,7cm3; Sx = 23cm3  , 

5/4P 
P/4 

7/4P 

5/4Pa 
7/4Pa 

Mx 

Qy 

a a2øa 

P
2øP 

10 
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 d = 0,45 cm; t = 0,72 cm;  b = 5,5 cm 
 ♦ Töø ñieàu kieän beàn cuûa phaân toá ôû 
      TTÖÙS  ñôn nguy hieåm ta coù: 

][
4
7

σ≤
xW

Pa   ⇒ kN 537,4
80

7,3916
7
4][

7
4

=
×

×=
σ

≤
a
WP x    

 Ta choïn [P] = 4,53 kN.  

♦ Vôùi trò soá cuûa P ñaõ choïn, ta kieåm tra beàn caùc phaân toá coøn laïi ôû TTÖÙS  
tröôït thuaàn tuùy vaø TTÖÙS phaúng ñaëc bieät. 

++ Phaân toá ôû TTÖÙS  tröôït thuaàn tuùy ; ôû truïc trung hoøa cuûa maët caét coù:  

 kN 923,753,4
4
7

4
7

=×== PQy  

⇒     22
max kN/cm 8

2
][][kN/cm 046,2

45,0198
2353,4

4
7

=
σ

=τ<=
×

×
×=τ  

⇒     phaân toá naøy thoûa ñieàu kieän beàn. 
++ Phaân toá ôû TTÖÙS phaúng ñaëc bieät; ôû nôi tieáp giaùp giöõa loøng vaø ñeá taïi 

maët caét coù:  

kNm 342,68,053,4
4
7

4
7

=××== PaMx  vaø kN 923,7
4
7

== PQy  

 3cm 37,18
2

)72,010(72,05,5 =
−

××=′cxS  

 2kN/cm 634,1
45,0198

37,1853,4
4
7

=
×

××
=τzy  

 2kN/cm 71,1372,0
2
10

198
2,634

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −×=σz  

Theo thuyeát beàn öùng suaát tieáp cöïc ñaïi: 

 
( ) ( )

22

2222
3

kN/cm 16][kN/cm 09,14     

634,1471,134

=σ<=

×+=τ+σ=σ zyzt
 

♦ Keát luaän:  Taûi troïng cho pheùp [P] = 4,53 kN 
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           Thí du ï7.10:Cho daàm ABC chòu löïc nhö hình veõ . 

 Ñònh [q] cho[σ ] = 16 kN/cm2. [τ ]=9kN/cm2 

 

 

 

 

 

                                                                                   h=20cm,b=0,76cm 

                                                                                  d =0,72cm,t=0,9cm  

                                                                             JX=1520cm4 ,WX=152cm3          

 SX=87,8cm3, 

 

 

 

 

Tính:     42
3

65702116510
12

13162 cmJJ xX =+××+
×

= )),((  

     [ ]σσ ≤=
x

x
z W

M
Max

max

  ,  vôùi        33597
11

6570

2

cm
H
J

W X
x ,===  

q 2ql 

l 

ql 

l 4l 

2ql2 

B
A 

C

16×1cm

16×1cm

N 0 20

Y 

X
H

2,2ql 4,8ql 
ql 2,2ql 

3,8ql 

1,8ql 

3ql2

ql2

2,42ql2 

0,8ql2

+ +

+
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   ⇒   [ ] [ ]
mkN

l
W

q x /,
),(

, 214
513

359716
3 22 =

×
=

×
≤

σ  ,  vôùi      23qlM x =max  

Kieåm tra laïi öùng suaát tieáp vôùi q vöøa tìm.   

[ ]ττ ≤== 2074 cmkN
bJ
SQ

c
x

c
xy /,max ,   vôùi    

=××==
×==

==
××+=

80,94kN1,514,23,83,8ql Q  
cm ,         

,,cm           
cm ),(        

y

4

3

52022
516570
5101162

db
mlJ

SS

c
x

x
c
x
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7.5  QUÓ ÑAÏO ÖÙNG SUAÁT CHÍNH 

Trong phaàn beân treân chuùng ta chæ môùi xaùc ñònh trò soá cuûa öùng suaát 
chính ñoái vôùi moät phaân toá baát kyø maø chöa ñeà caäp ñeán phöông cuûa chuùng. 
Nhöõng keát quaû ñaït ñöôïc khaù toát ñoái vôùi vaät lieäu coù öùng suaát cho pheùp khi 
keùo vaø khi neùn laø nhö nhau. Tuy nhieân, ñoái vôùi caùc vaät lieäu nhö beâ toâng coát 
theùp, vieäc xaùc ñònh phöông cuûa öùng suaát chính taïi moïi ñieåm raát caàn thieát, ñeå 
töø ñoù coù theå ñaët coát theùp gia cöôøng theo caùc phöông naøy. 

Ta coù theå xaùc ñònh phöông cuûa öùng suaát chính thoâng qua voøng troøn 
Mohr. Giaû söû σα vaø τα laø caùc thaønh phaàn öùng suaát phaùp vaø öùng suaát tieáp treân 
maët phaúng vuoâng goùc vôùi truïc daàm vaø coù trò soá döông: 

 y
J
M

x

x
z =+= σσα   vaø  c

x

c
xy

zy bJ
SQ

=+= ττα  

 

τ α  = τ zy 

σ a  = σ z 

τzy

σ 1 σ3

σβ = 0
τβ =  τzy 

A
B 

τ

−τ 
C

MN 

σ

τ 

P 

Phöông σ1

H. 7.26

Phöông σ3 

 

Sau khi veõ voøng troøn Mohr öùng suaát chuùng ta nhaän thaáy phöông chính 
laø phöông noái töø ñieåm cöïc P(0,+τzy) vôùi hai ñieåm A vaø B ôû hai ñaàu ñöôøng 
kính cuûa voøng troøn Mohr: PA chæ phöông öùng suaát chính σ1, coøn PB chæ 
phöông öùng suaát chính σ3. 

 H.7.26 cho thaáy, caùc voøng troøn Mohr öùng suaát vaø caùc phöông chính taïi 
nhieàu ñieåm khaùc nhau treân maët caét ngang. Ta giaû söû raèng moâmen uoán vaø 
löïc caét taïi moät maët caét mang daáu döông. ÖÙng suaát chính thay ñoåi vôùi bieân 
maët caét ngang. Gaàn nhöõng bieân, moät trong caùc öùng suaát chính baèng khoâng, 
trong khi öùng suaát chính kia coù phöông song song vôùi truïc daàm; coøn ôû truïc 
trung hoaø, caùc öùng suaát chính coù phöông hôïp vôùi truïc daàm moät goùc 45o. 
 Baèng phöông phaùp töông töï, ta coù theå xaùc ñònh ñöôïc phöông cuûa öùng suaát 
chính ôû nhieàu ñieåm treân daàm  (H.7.27) Ta veõ caùc ñöôøng cong coù tieáp tuyeán 
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laø phöông cuûa öùng suaát chính vaø goïi caùc ñöôøng ñoù laø quyõ ñaïo öùng suaát 
chính cuûa daàm chòu uoán. Caùc quyõ ñaïo naøy hôïp thaønh hai hoï ñöôøng cong 
vuoâng goùc nhau, moät hoï laø quyõ ñaïo öùng suaát keùo vaø moät hoï laø quyõ ñaïo öùng 
suaát neùn. Caùc phöông cuûa öùng suaát chính tuøy thuoäc vaøo loaïi taûi troïng vaø 
ñieàu kieän bieân cuûa daàm.  

Treân H.7.28, quyõ ñaïo öùng suaát keùo ñöôïc bieåu dieãn baèng ñöôøng neùt 
ñaäm coøn quyõ ñaïo öùng suaát neùn bieåu dieãn baèng ñöôøng neùt ñöùt.  

Ngöôøi ta thöôøng duøng caùc phöông phaùp thöïc nghieäm ñeå xaùc ñònh quyõ 
ñaïo öùng suaát chính nhö phöông phaùp quang ñaøn hoài, phöông phaùp duøng 
sôn doøn. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

7.6  THEÁ NAÊNG BIEÁN DAÏNG ÑAØN HOÀI CUÛA DAÀM CHÒU UOÁN PHAÚNG 

A  
q

B 

l

H. 7.28. Quyõ ñaïo öùng suaát chính cuûa daàm 
töïa ñôn chòu taûi phaân boá ñeàu 

Mx 

Qy 

σmin σmin 

σmax σmax 

σ σ 

τ 

τ 

τmax 

τmax 

σ σ τ 

B 

A 

C 

D 

E 

σ 

τ 

C 

σ3

σ 

τ 

C σ1

σ 

τ 

C 

Phöông 
 keùo σ1 

τmax

Phöông neùn σ3 

σ 

τ 

C 
σ 

τ

σ 

τ 

C 
σ 

τ 

H.7.25 

Phöông 
 neùn σ3 

Phöông 
 keùo σ1 

Phöông 
 keùo σ1 

Phöông 
 neùn σ3 
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 Trong chöông TRAÏNG THAÙI ÖÙNG SUAÁT, ta ñaõ coù coâng thöùc tính theá 
naêng rieâng bieán daïng ñaøn hoài cuûa moät phaân toá laø: 

  ( )[ ]133221
2
3

2
2

2
1 2

2
1 σσσσσσμσσσ ++−++==
EV

Uu  (7.29) 

 Tröôøng hôïp daàm chòu uoán ngang phaúng, traïng thaùi öùng suaát cuûa phaân 
toá laø phaúng neân moät thaønh phaàn öùng suaát chính baèng khoâng, σ2 chaúng haïn, 
khi ñoù bieåu thöùc cuûa theá naêng rieâng bieán daïng ñaøn hoài coù daïng: 

  [ ]31
2
3

2
1 2

2
1 σμσσσ −+==
EdV

dUu  (7.30) 

trong ñoù: σ1 vaø σ3 laø caùc öùng suaát chính ñöôïc suy töø σz vaø τzy theo coâng thöùc: 

  2
2

1 22 zy
zz τ+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ σ

+
σ

=σ   (7.31) 

  2
2

3 22 zy
zz τ+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ σ

−
σ

=σ  (7.32) 

thay vaøo (7.30) ⇒ 

  
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= 2

22
2

22

22
2

2
2

2
2

2
1

zy
zz

zy
zz

E
u τσσμτσσ   

ruùt goïn ta ñöôïc: 

  ( )
EE

u zyz μτσ +
⋅+=

12
22

22

 (7.33) 

 Ngoaøi ra, giöõa caùc haèng soá cuûa vaät lieäu E, G, μ  toàn taïi heä thöùc sau: 

  ( )μ+
=

12
EG    (7.34) 

thay vaøo (7.33) vaø ruùt goïn, cuoái cuøng ta ñöôïc: 

  
GE

u zyz
22

22 τ
+

σ
=   (7.35) 

thay bieåu thöùc cuûa σz vaø τzy baèng (7.2) vaø (7.11) ta ñöôïc: 

  ( )
( )22

22
2

2

2

22 c
x

c
xy

x

x

bGJ

SQ
y

EJ
Mu +=  (7.36) 

  

 

 Theá naêng bieán daïng ñaøn hoài trong moät ñoaïn thanh dz laø: 
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 ( )
( )∫ ∫∫ ⎥

⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ ⋅
+===

F c
x

c
xy

x

x
F

dF
bGJ

SQ
y

EJ
MdzudFdzdFudzdU 22

22
2

2

2

22
 .  (a)   

vôùi:   xF
JdFy =∫ 2  vaø neáu ta kyù hieäu:  

  ( )
( ) η=∫F c

c
x

x

dF
b
S

J
F

2

2

2  (b) 

ta ñöôïc: dz
GF
Q

dz
EJ

MdU y

x

x

22

22

η+=  (c) 

 Do ñoù, theá naêng bieán daïng ñaøn hoài trong caû thanh vôùi chieàu daøi L laø: 

  ∫ ∫+=
L

o

L

o

y

x

x dz
GF
Q

dz
EJ

MU
22

22

η  (7.37) 

 Vôùi thanh coù ñoä cöùng thay ñoåi töøng ñoaïn hay luaät bieán thieân cuûa Mx vaø 
Qy thay ñoåi töøng ñoaïn thanh, coâng thöùc treân coù theå ruùt goïn laïi: 

  ∑ ∑∫∫
= =

+=
n

i

n

i

L yL

x

x ii dz
GF
Q

dz
EJ

MU
1 1

0

2

0

2

22
η  (7.38) 

trong ñoù: Li - chieàu daøi moãi ñoaïn thanh, n - soá ñoaïn thanh 
  η − heä soá ñieàu chænh söï phaân boá khoâng ñeàu cuûa öùng suaát tieáp. 
 Baèng caùch aùp duïng coâng thöùc tính η ta coù theå tính ñöôïc heä soá naøy ñoái 
vôùi moät soá tieát dieän thoâng thöôøng 
 - Maët caét ngang hình chöõ nhaät: η = 1,2 
 - Maët caét ngang hình troøn: 9/10=η  

- Maët caét ngang chöõ Ι: loøngFF /=η  

         trong ñoù: F - laø dieän tích toaøn boä maët caét. 
          Floøng laø dieän tích phaàn loøng (phaàn baûn buïng) cuûa chöõ Ι. 
 

7.7 DAÀM CHOÁNG UOÁN ÑEÀU 

 
Trong tröôøng hôïp daàm coù maët caét 

ngang khoâng ñoåi, ta ñaõ choïn kích thöôùc 
cuûa theo maët caét coù moâ men uoán lôùn 
nhaát. Caùch söû duïng vaät lieäu nhö vaäy chöa 
hôïp lyù vì khi öùng suaát taïi nhöõng ñieåm 
nguy hieåm treân maët caét coù moâ men uoán 

P 
A

P/2 P/2

z

l/2 l/2

Pl/4

H. 7.29



http://www.ebook.edu.vn

 GV: Leâ ñöùc Thanh 
 

_________________________________________________________________ 
Chöông 7: Uoán phaúng thanh thaúng                                                                  32 

lôùn nhaát ñaït ñeán trò soá öùng suaát cho pheùp thì öùng suaát taïi nhöõng ñieåm nguy 
hieåm treân caùc maët caét khaùc coøn nhoû hôn raát nhieàu so vôùi öùng suaát cho 
pheùp. Nhö vaäy ta chöa söû duïng heát khaû naêng chòu löïc cuûa vaät lieäu ôû caùc 
maët caét khaùc. Ñeå tieát kieäm ñöôïc vaät lieäu ta phaûi tìm hình daùng hôïp lyù cuûa 
daàm sao cho öùng suaát taïi nhöõng ñieåm nguy hieåm treân moïi maët caét ngang 
ñeàu cuøng ñaït ñeán giaù trò öùng suaát cho pheùp. Daàm coù hình daùng nhö vaäy goïi 
laø daàm choáng uoán ñeàu.  

Ta xeùt vaøi thí duï cuï theå sau ñaây. 
Giaû söû, ta coù daàm chòu löïc nhö treân hình veõ (H.7.29), moâ men uoán Mx 

vaø löïc caét Qy treân maët caét 1-1 naøo ñoù caùch goái töïa A beân traùi moät khoaûng 
caùch coù trò soá laø: 

          2

2

x

y

pM z

pQ

=

=
 

Giaû thieát maët caét ngang coù hình daùng laø moät hình troøn. Nhö vaäy trò soá 
öùng suaát phaùp lôùn nhaát treân maët caét ñöôïc tính vôùi coâng thöùc: 

 max 3

.
0,1

x

x

M P z
W d

σ = =  

Vôùi ñieàu kieän öùng suaát cöïc ñaïi treân moïi maët caét cuøng ñaït tôùi trò soá öùng 
suaát cho pheùp [σ], ta tìm ñöôïc luaät bieán thieân cuûa ñöôøng kính d theo bieán soá 
z nhö sau: 

 
[ ]

3
.

0,1
p zd

σ
=     (a) 

 
 
 Nhö vaäy hình daùng cuûa thanh phaûi coù daïng ñöôøng neùt ñöùt nhö treân 

hình veõ (H. 7.30). 
Ta thaáy taïi hai ñaàu muùt, maët caét coù dieän tích baèng khoâng, ñieàu ñoù hoaøn 

toaøn phuø hôïp vôùi ñieàu kieän bieán thieân cuûa moâ men uoán, vì taïi ñoù moâ men 
uoán baèng khoâng. Song, nhö vaäy khoâng thoaû maûn ñieàu kieän beàn cuûa löïc caét 

Qy. Quaû vaäy, treân moïi maët caét cuûa daàm ta ñeàu coù moät trò soá löïc caét 
2y
PQ =  vaø 

löïc caét ñoù sinh ra öùng suaát tieáp lôùn nhaát max
4
3

yQ
F

τ = . Vì theá dieän tích cuûa maët 

caét caàn phaûi ñuû ñeå chòu caét. Do ñoù phaûi choïn ñöôøng kính vôùi ñieàu kieän: 

H. 7.30 

d1
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[ ]max
4
3

yQ
F

τ τ= ≤  

⇔  ñöôøng kính coù trò soá beù nhaát cuõng phaûi laø: 

                                          
[ ]

21
4
3 .

yQ
d d

τ π
= =    (b) 

Vì ñieàu kieän cheá taïo, raát khoù gia coâng ñeå thanh coù theå coù hình daùng 
ñöôøng cong ñöôïc bieåu dieãn theo bieåu thöùc (a), neân trong thöïc teá ngöôøi ta 
thöôøng laøm caùc truïc hình baäc, nghóa laø ñöôøng kính cuûa caùc maët caét thay ñoåi 
töøng ñoaïn moät, gaàn saùt vôùi ñöôøng choáng uoán ñeàu (H. 7.31). 

Caùc loø xo coù sô ñoà chòu löïc nhö (H.7.31), thöôøng ñöôïc gheùp bôûi caùc laù 
theùp nhö (H.7.32). Caùc laù theùp ñöôïc gheùp theo hình daùng cuûa daàm choáng 
uoán ñeàu, hình daùng ñoù laøm loø xo coù troïng löôïng nhoû vaø chuyeån vò lôùn. Loaïi 
loø xo naøy thöôøng duøng laøm díp cuûa caùc truïc baùnh xe. 

 
 
 
 
Ñoái vôùi daàm coù sô ñoà chòu löïc nhö (H.7.33), neáu chieàu cao cuûa daàm 

khoâng ñoåi thì daàm choáng uoán ñeàu coù hình daùng nhö treân (H. 7.34). Maët caét 
ôû ñaàu töï do coù dieän tích khaùc khoâng vì daàm coøn chòu löïc caét. Dieän tích ñoù 
ñöôïc xaùc ñònh tuyø theo trò soá cuûa löïc caét. 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

H. 7.33 H. 7.34

H. 7.31 H. 7.32
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BAØI TAÄP CHÖÔNG 7 
7.1  Xaùc ñònh chieàu daøi nhòp lôùn nhaát cho daàm töïa ñôn coù maët caét ngang 

hình chöõ nhaät (140 mm × 240 mm) chòu taùc duïng cuûa taûi phaân boá ñeàu 
cöôøng ñoä q = 6,5 kN/m neáu öùng suaát cho pheùp laø 8,2 MPa (troïng löôïng 
cuûa daàm ñaõ keå trong q. 

       Traû lôøi:  3,68 m 

7.2  Moät daàm theùp maët caét ngang hình chöõ I töïa ñôn vaø coù hai ñaàu muùt thöøa 
nhö treân H.7.2. Daàm chòu taùc duïng cuûa löïc phaân boá ñeàu cöôøng ñoä q = 10 
kN/m ôû moãi ñaàu muùt thöøa. Giaû söû maët caét ngang chöõ Ι coù soá hieäu 16 coù 
moâmen choáng uoán (hay suaát tieát dieän) laø 109 cm3. Xaùc ñònh öùng suaát 
phaùp cöïc ñaïi trong daàm do uoán, σmax do q. 

 q = 10 kN/m q = 10 kN/m

2 m 4 m 2 m

H 7.2  

7.3  Moät daàm baèng goã ABC coù maët caét ngang hình vuoâng caïnh b, töïa ñôn 
taïi A vaø B chòu taûi troïng phaân boá ñeàu q = 1,5 kN/m treân phaàn muùt thöøa 
BC (H.7.3). Tính caïnh cuûa hình vuoâng b, giaû söû chieàu daøi nhòp L = 2,5 m 
vaø öùng suaát cho pheùp [σ] = 12 MPa. Haõy keå ñeán troïng löôïng rieâng cuûa 
daàm bieát raèng troïng löôïng rieâng cuûa goã laø γ = 5,5 kN/m3. 

 q = 1,5 kN/m

L = 2,5 m L  = 2,5 m

A 
B C

b

b

H. 7.3  
7.4  Moät maùng nöôùc coù maët caét ngang nhö H.7.4. 
Maùng ñaët leân hai coät caùch nhau 6 m. Vaät lieäu laøm 
maùng coù troïng löôïng rieâng γ = 18 kN/m3. Hoûi khi 
chöùa ñaày nöôùc thì öùng suaát phaùp vaø öùng suaát tieáp 
cöïc ñaïi laø bao nhieâu? 

16 

12

4

4 4 

H. 7.4 
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Chöông 8 
 

CHUYEÅN VÒ CUÛA DAÀM CHÒU UOÁN 
 
8.1  KHAÙI NIEÄM CHUNG 

 Khi tính moät daàm chòu uoán ngang phaúng, ngoaøi ñieàu kieän beàn coøn phaûi 
chuù yù ñeán ñieàu kieän cöùng. Vì vaäy, caàn phaûi xeùt ñeán bieán daïng cuûa daàm. 
Döôùi taùc duïng cuûa caùc ngoaïi löïc, truïc daàm bò uoán cong, truïc cong naøy ñöôïc 
goïi laø ñöôøng ñaøn hoài  cuûa daàm (H.8.1). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Xeùt moät ñieåm K naøo ñoù treân truïc daàm tröôùc khi bieán daïng. Sau khi  bieán 
daïng, ñieåm K seõ di chuyeån ñeán vò trí môùi K’. Khoaûng caùch KK’ ñöôïc goïi laø 
chuyeån vò thaúng cuûa ñieåm K. Chuyeån vò naøy coù theå phaân laøm hai thaønh 
phaàn: 
  Thaønh phaàn v vuoâng goùc vôùi truïc daàm (song song vôùi truïc y) goïi laø 
chuyeån vò ñöùng hay ñoä voõng cuûa ñieåm K. 
  Thaønh phaàn u song song vôùi truïc daàm (song song vôùi truïc z) goïi laø 
chuyeån vò ngang cuûa ñieåm K. 
 Ngoaøi ra , sau khi truïc daàm bieán daïng, maët caét ngang ôû K bò xoay ñi 
moät goùc ϕ, ta goïi goùc xoay naøy laø chuyeån vò goùc (hay laø goùc xoay ) cuûa 
maët caét ngang ôû ñieåm K. Coù theå thaáy raèng, goùc xoay ϕ chính baèng goùc giöõa 
truïc chöa bieán daïng cuûa daàm vaø tieáp tuyeán ôû ñieåm K cuûa ñöôøng ñaøn hoài 
(H.8.1). 

 K 

K’ 

z

y 

ϕ 

 ϕ 

Ñöôøng ñaøn hoài 

P

P 

u 

H.7.1 

 v ≡ y(z)

K

K’

z 

y

ϕ

ϕ
Ñöôøng ñaøn hoài

P 

P 

z

H.7.2
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 Ba ñaïi löôïng u, v, ϕ laø ba thaønh phaàn chuyeån vò cuûa maët caét ngang ôû 
ñieåm K.  
            Trong ñieàu kieän bieán daïng cuûa daàm laø beù thì thaønh phaàn chuyeån vò 
ngang u laø moät ñaïi löôïng voâ cuøng beù baäc hai so vôùi v, do ñoù coù theå boû qua 
chuyeån vò u vaø xem KK’ laø baèng v, nghóa laø vò trí K’ sau khi bieán daïng naèm 
treân ñöôøng vuoâng goùc vôùi truïc daàm tröôùc bieán daïng (H.8.2). 
  Goùc xoay ϕ  coù theå laáy gaàn ñuùng:  

dz
dvtg =ϕ≈ϕ . 

 
 Neáu choïn truïc daàm laø z, truïc y  vuoâng goùc vôùi truïc daàm, thì chuyeån vò v 
chính laø tung ñoä y cuûa ñieåm K’. Tung ñoä y cuõng chính laø ñoä voõng cuûa ñieåm 
K. Ta thaáy roõ neáu K coù hoaønh ñoä z  so vôùi goác naøo ñoù thì caùc chuyeån vò y, ϕ 
cuõng laø nhöõng haøm soá cuûa z vaø phöông trình ñaøn hoài laø: 
   y(z) = v(z) 
 Phöông trình cuûa goùc xoay seõ laø: 

   ( ) ( )zy
dz
dy

dz
dvz '===ϕ  

hay, phöông trình cuûa goùc xoay laø ñaïo haøm cuûa phöông trình ñöôøng 
ñaøn hoài. 
 Quy öôùc döông cuûa chuyeån vò: 
 - Ñoä voõng y  döông neáu höôùng xuoáng. 
 - Goùc xoay ϕ döông neáu maët caét quay  thuaän chieàu kim ñoàng hoà. 
 Ñieàu kieän cöùng: Trong kyõ thuaät, khi tính toaùn daàm chòu uoán, ngöôøi ta 
thöôøng khoáng cheá ñoä voõng lôùn nhaát cuûa daàm khoâng ñöôïc vöôït qua moät giôùi 
haïn nhaát ñònh ñeå ñaûm baûo yeâu caàu veà söï laøm vieäc, myõ quan cuûa coâng 
trình..., ñieàu kieän naøy ñöôïc goïi laø ñieàu kieän cöùng. Neáu goïi f laø ñoä voõng lôùn 
nhaát cuûa daàm thì ñieàu kieän cöùng thöôøng choïn laø: 

   
1000

1
300
1

÷=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

L
f  

trong ñoù: L - laø chieàu daøi nhòp daàm.  
 Tuøy loaïi coâng trình maø ngöôøi ta quy ñònh cuï theå trò soá cuûa [ ]Lf . 
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8.2  PHÖÔNG TRÌNH VI PHAÂN CUÛA ÑÖÔØNG ÑAØN HOÀI 

  Xeùt 1 ñieåm baát kyø K treân truïc daàm. 
    Trong chöông 7 (coâng thöùc 7.1) ta ñaõ laäp ñöôïc moái lieân heä giöõa ñoä cong 
cuûa truïc daàm taïi K sau  bieán daïng vôùi moâmen uoán noäi löïc Mx taïi K laø: 

   
x

x

EJ
M

=
ρ
1                                          (a) 

   Maët khaùc, vì ñöôøng ñaøn hoài ñöôïc bieåu dieãn bôûi phöông trình haøm soá y(z) 
trong heä truïc (yz) neân ñoä cong cuûa ñoà thò bieåu dieãn cuûa haøm soá ôû 1 ñieåm K 
coù hoaønh ñoä z  ñöôïc tính theo coâng thöùc:  

    
( ) 2

3
21

1

y

y

′+

′′
=

ρ
 (b)                                 

(a) vaø (b)  ⇒     
( ) x

x

EJ
M

y

y
=

+

′′

2
3

2'1
 (c) 

  Ñoù laø phöông trình vi phaân toång quaùt cuûa ñöôøng ñaøn hoài, tuy nhieân phaûi 
choïn sao cho hai veá cuûa phöông trình treân ñeàu thoûa maõn. 
 

 
Khaûo saùt moät ñoaïn daàm bò uoán cong trong hai tröôøng hôïp nhö H.8.3. Trong 
caû 2 tröôøng hôïp moâmen uoán Mx vaø ñaïo haøm baäc hai y” luoân luoân traùi daáu, 

cho neân phöông trình vi phaân cuûa ñöôøng ñaøn hoài coù daïng: 
   

( ) x

x
EI
M

y

y
−=

+ 2
3

2'1

''  

 Vôùi giaû thieát chuyeån vò laø beù (ñoä voõng vaø goùc xoay beù), coù theå boû qua 
(y’)2 so vôùi 1 vaø khi ñoù phöông trình vi phaân cuûa  ñöôøng ñaøn hoài coù daïng 
gaàn ñuùng nhö sau: 

z

y 
Mx > 0 
y” < 0 

MxMx  

y

Mx < 0 
y” > 0 

Mx  Mx

H.8. 3
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x

x
EI
My −=''     (8.1) 

trong ñoù: Tích soá EJx
  laø ñoä cöùng khi uoán cuûa daàm . 

8.3  LAÄP PHÖÔNG TRÌNH ÑÖÔØNG ÑAØN HOÀI BAÈNG PHÖÔNG PHAÙP        
TÍCH PHAÂN KHOÂNG ÑÒNH HAÏN 

   Veá phaûi cuûa phöông trình vi phaân (8.1) chæ laø moät haøm soá cuûa z neân (8.1) 
laø phöông trình vi phaân thöôøng. 
  Tích phaân laàn thöù nhaát (8.1)  ⇒  phöông trình goùc xoay: 

   ∫ +−== Cdz
EJ
My

x

x'ϕ  (8.2) 

  Tích phaân laàn thöù hai  ⇒  phöông trình ñöôøng ñaøn hoài: 

   ∫ ∫ +⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−= DdzCdz

EJ
My

x

x  (8.3) 

  Trong (8.2) vaø (8.3), C vaø D laø hai haèng soá tích phaân seõ ñöôïc xaùc ñònh 
caùc ñieàu kieän bieân. Caùc ñieàu kieän naøy phuï thuoäc vaøo lieân keát cuûa daàm vaø 
phuï thuoäc vaøo söï thay ñoåi taûi troïng treân daàm. 

  

 

 

 Ñoái vôùi daàm ñôn giaûn, coù theå coù caùc ñieàu kieän nhö sau:                             
 + Ñaàu ngaøm cuûa daàm console coù goùc xoay vaø ñoä voõng baèng khoâng 
(H.8.4a):     yA  = ϕA  =  0 
 + Caùc ñaàu lieân keát khôùp ñoä voõng baèng khoâng (H.8.4b): 
          yA  =  yB  =  0 
 + Taïi nôi tieáp giaùp giöõa hai ñoaïn daàm coù phöông trình ñöôøng ñaøn hoài 
khaùc nhau, ñoä voõng vaø goùc xoay beân traùi baèng vôùi ñoä voõng vaø goùc xoay 
beân phaûi ( ñieåm C treân H.8.4b):   yC

tr   =  yC
ph;   ϕC

tr  =  ϕC
ph 

 
 
 
 
 
 

H. 8.4

yA  = ϕA  =  0 

A 

a) yA = 0 yB = 0 b)

A B C
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Thí duï 8.1  Vieát phöông trình ñöôøng ñaøn hoài vaø goùc xoay cho daàm coâng         
son (console) nhö H.8.5. Töø ñoù suy ra ñoä voõng vaø goùc xoay lôùn nhaát. Cho       
EJx = haèng soá.              

 Giaûi.  

Phöông trình moâmen uoán taïi 
maët caét coù hoaønh ñoä z  laø: 

   Mx=–Pz    (a)                   
  
theá vaøo (8.1) ⇒ phöông trình vi phaân cuûa ñöôøng ñaøn hoài : 

   
xx

x

EJ
Pz

EJ
My =−=''  (b) 

tích phaân hai laàn, ⇒ C
EJ
Pzy

x

+==
2

'
2

ϕ  (c) 

                DCz
EJ
Pzy

x

++=
6

3

    (d) 

C vaø D ñöôïc xaùc ñònh töø caùc ñieàu kieän bieân veà ñoä voõng vaø goùc xoay taïi 
ngaøm: 
   z  =  L;  ϕ  =  0 vaø y  =  0 
thay caùc ñieàu kieän naøy vaøo (c) vaø (d) ⇒ 

   
xx EJ

PLD
EJ
PLC

3
  ;

2

32

=−=  

 Vaäy phöông trình ñöôøng ñaøn hoài vaø goùc xoay laø: 

   ;
326

323

xxx EJ
PLz

EJ
PL

EJ
Pzy +−=  

             
xx EJ

PL
EJ
Pz

22

22

−=ϕ  

Ñoä voõng vaø goùc xoay lôùn nhaát ôû ñaàu töï do A cuûa daàm; öùng vôùi z = 0, ta coù:

       
xx EJ

PL
EJ
PLy

2
  ;

3

23

max −== ϕ  

 ymax > 0 chæ raèng ñoä voõng cuûa ñieåm A höôùng xuoáng 
 ϕ  < 0 chæ raèng goùc xoay cuûa ñieåm A ngöôïc kim ñoàng hoà. 
 
 

A B 

yB = ϕB =  0 

 P

y

z

z
L

H.7.5 
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Thí duï 8.2  Tính ñoä voõng vaø goùc xoay lôùn nhaát cuûa daàm (H.8.6). 
 Cho EJx = haèng  
                        Giaûi.  

Phöông trình moâmen uoán taïi 

 maët caét coù hoaønh ñoä z laø:  

          
2

2qzMx −=  (a) 

theá vaøo (8.1), ⇒   
xEJ

qzy
2

''
2

−=  (b) 

tích phaân hai laàn, ⇒  C
EJ
qzy

x

+==
6

'
3

ϕ   (c) 

           DzC
EJ

qzy
x

++=
24

4

   (d) 

hai ñieàu kieän bieân ôû ñaàu ngaøm z = L; ϕ = 0 vaø y = 0  cho : 

          
xx EJ

qLD
EJ
qLC

8
  ;

6

43

=−=  

 Vaäy phöông trình ñaøn hoài vaø goùc xoay laø: 

           ;
8624

434

xxx EJ
qLz

EJ
qL

EJ
qLy +−=  

          
xx EJ

qL
EJ
qL

66

33

−=ϕ  

 Ñoä voõng vaø goùc xoay lôùn nhaát ôû ñaàu töï do A cuûa daàm; öùng vôùi z = 0, ta 
coù:          

                               
8

4

max
xEJ

qLy =   vaø    
x

A EJ
qL

6
 

3

−=ϕ  

Thí duï 8.3  Tính ñoä voõng vaø goùc xoay lôùn nhaát cuûa daàm ñôn giaûn  chòu taûi 
phaân boá ñeàu (H.8.7). Ñoä cöùng EJx cuûa daàm khoâng ñoåi. 

  Giaûi. 
         Phöông trình moâmen uoán taïi 

maët caét ngang coù hoaønh ñoä z laø: 

( )2
2

222
zLzqqzzqLMx −=−=              (a) 

thay vaøo (8.1), ⇒ phöông trình vi 
phaân cuûa ñöôøng ñaøn hoài nhö sau: 

z

y

A
z

L 

B

L/2

H.8.7 

q 

z
A 

B

yB = ϕB =  0

q

y

z
L

H.8.6 
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     ( )2

2
'' zLz

EJ
qy

x

−−=   (b) 

tích phaân hai laàn, ⇒ CzLz
EJ
qy

x

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−==

322
'

32

ϕ  (c) 

           DzCzLz
EJ
qy

x

++⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−=

1262

43

   (d) 

ñieàu kieän bieân ôû caùc goái töïa traùi vaø phaûi cuûa daàm: 
⎩
⎨
⎧

==
==

0y;Lz:khi
0y;0z:khi

 

           ⇒   
xEJ

qLD
24

C  ;0
3

==  

 Nhö vaäy phöông trình ñöôøng ñaøn hoài vaø goùc xoay laø: 

   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−= 3

3

2

23

21
24 L

z
L
zz

EJ
qLy

x

   (e) 

   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−== 3

3

2

23

461
24

'
L
z

L
z

EJ
qLy

x

ϕ    (g) 

 Ñoä voõng lôùn nhaát cuûa daàm ôû taïi maët caét ngang giöõa nhòp öùng vôùi:  
z = 

2
L   (taïi ñaây y’ = 0) 

thay z =   
2
L     vaøo (e),  

x
L

z EJ
qLyy

384
5 4

2
max ==

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ =
 

 Goùc xoay lôùn nhaát, nhoû nhaát (y’max , y’min) taïi maët caét ngang coù y” = 0 
(hay Mx = 0), töùc ôû caùc goái töïa traùi vaø phaûi cuûa daàm. Thay z = 0 vaø z = L 

laàn löôït vaøo (g) ⇒            
xEJ

qLy
3

maxmax 24
1' ==ϕ      

xEJ
qLy

3

minmin 24
1' −==ϕ  

 Goùc xoay cuûa maët caét ôû goái töïa traùi thuaän chieàu kim ñoàng hoà, goùc xoay 
cuûa maët caét ôû goái töïa phaûi ngöôïc chieàu kim ñoàng hoà. 
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Thí duï 8.4  Laäp phöông trình ñoä voõng vaø goùc xoay cuûa daàm treân hai goái töïa 
chòu löïc taäp trung P nhö H.8.8 cho bieát EJx = haèng soá. 

        

 

 

 

 

 

 

 
                              Giaûi.   

         Daàm coù hai ñoaïn, bieåu thöùc moâmen uoán  trong hai ñoaïn AC vaø CB 
khaùc nhau neân bieåu thöùc goùc xoay vaø ñoä voõng trong hai ñoaïn cuõng khaùc 
nhau. Vieát cho töøng ñoaïn caùc bieåu thöùc Mx, y’’, y’, y nhö sau:  

 Moâmen uoán Mx trong caùc ñoaïn sau: 

 Ñoaïn AC (0 ≤  z1 ≤  a): 1)1( z
L
PbMx =   (a) 

 Ñoaïn CB (a ≤  z2 ≤  L): ( )azPz
L
PbMx −−= 22)2(   (b) 

 Phöông trình vi phaân cuûa ñöôøng ñaøn hoài trong moãi ñoaïn:  

 Ñoaïn AC:   11 '' z
LEJ
Pby

x

−=    (c) 

 Ñoaïn CB:  ( )az
EJ
Pz

LEJ
Pby

xx

−+−= 222 ''  (d) 

 Tích phaân lieân tieáp caùc phöông trình treân, ta ñöôïc: 
 Ñoaïn AC (0 ≤  z1 ≤  a): 

   1
2
11 2

' Cz
LEJ
Pby

x

+−=    (e) 

   111
3
11 6

DzCz
LEJ
Pby

x

++−=    (g) 

 Ñoaïn CB (a ≤  z2 ≤  L): 

A 

z 
B

P

a

H.8.8 

b

z 1  
Z 2  

L

Pab/L
Y 
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   ( ) 2
2

2
2
22 22

' Caz
EJ
Pz

LEJ
Pby

xx

+−+−=    (h) 

   ( ) 222
3

2
3
22 66

DzCaz
EJ
Pz

LEJ
Pby

xx

++−+−=    (i) 

  

          Xaùc ñònh caùc haèng soá tích phaân C1, D1, C2, D2 töø caùc ñieàu kieän bieân
 - ÔÛ goái töïa A, B ñoä voõng baèng khoâng 
 - ÔÛ maët caét ngang C noái tieáp hai ñoaïn, ñoä voõng vaø goùc xoay cuûa hai 
ñoaïn phaûi baèng nhau. 

⇔   khi:    z1 = 0;  y1 = 0 

           z2  = 0;  y2 = 0 

               z1 = z2 = a;  y1 = y2;  y1’ = y2’ 
Töø boán ñieàu kieän naøy ⇒: 

  

( )

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

+−=+−

++−=++−

=++−+−

=

2
2

1
2

22
3

11
3

22
3 3

1

22

66

0
66

0

ca
LEJ
Pbca

LEJ
Pb

Daca
LEJ
PbDaca

LEJ
Pb

DLCaL
EJ
PL

LEJ
Pb

D

xx

xx

xx

 

 Giaûi heä phöông trình treân, ⇒ 

  D1 = D2 = 0;  ( )22
21 6

bL
LEJ
PbCC

x

−==  

 Vaäy phöông trình goùc xoay vaø ñoä voõng trong töøng ñoaïn laø: 
 Ñoaïn AC (0 ≤  z1 ≤  a): 

  

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
==

66

26
3
1

1

22

1

2
1

22
'
11

zzbL
LEJ
Pby

zbL
LEJ
Pby

x

x

ϕ
 

 Ñoaïn BC (a ≤  z2 ≤  L): 

  

( )

( )
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
+

−
=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
−

−
−==

666

622
3
2

2

223
2

2

222
2

2
2'

22

zzbLL
b
az

LEJ
Pby

bL
b

azLz
LEJ
Pby

x

x

ϕ

 

Tính ñoä voõng lôùn nhaát trong daàm baèng caùch döïa vaøo ñieàu kieän   y’ = 0,  
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         Giaû söû a > b. Tröôùc heát ta seõ xeùt ñoä voõng lôùn nhaát trong ñoaïn naøo  
         ÔÛ goái töïa A (z1 = 0) goùc xoay baèng: 

   01
6 2

2

1 >⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=

L
b

EJ
PbL

x
Aϕ  

vaø ôû C (z1 = a):     ( ) 0
31 <−−= ba
EJ

PbL

x
Cϕ  

 Nhö vaäy, giöõa hai ñieåm A vaø C goùc xoay ϕ1 ñoåi daáu, nghóa laø seõ bò trieät 
tieâu moät laàn. Ñieàu ñoù cho thaáy ñoä voõng coù giaù trò lôùn nhaát trong ñoaïn AC.  
 Ñeå tìm hoaønh ñoä z1(0) cuûa maët caét ngang coù ñoä voõng lôùn nhaát, ta cho 
phöông trình  ϕ1 = 0: 
    

[ ] ( )( ) 0
2
0

6
)0(

2
1

2

11 =⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
=

zbL
LEJ
Pbz

x

ϕ  

⇒   
3

)0(
22

1
bLz −

=                   (o) 

 Sau ñoù ñöa vaøo bieåu thöùc (l) cuûa ñoä voõng,⇒ giaù trò lôùn nhaát cuûa ñoä 

voõng       ( )
( )

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
== 2

222

1max 1
27

3
)0(1 L

b
EJ

bLPbyy
x

z   (p) 

 Caùc heä quaû: 
 - Neáu P ñaët ôû giöõa nhòp daàm ( )2/Lb = ,  thì töø (o) vaø (p) , ta ñöôïc: 

 
xEJ

PLyLLz
48

   ; 500,0
2

)0(
3

max1 ===  

 - Khi P ôû gaàn goái B, töùc b → 0 ta coù:  z1(0) = 
3

L  = 0577L 

 Nhö vaäy, neáu taûi troïng di chuyeån töø trung ñieåm D giöõa nhòp daàm ñeán 
goái töïa B (H.8.9) thì hoaønh ñoä z1(0) seõ bieán thieân töø 0,5L ñeán 0,577L, töùc laø 
töø ñieåm D ñeán ñieåm E. Trong thöïc teá ngöôøi ta thöôøng quy öôùc laø khi taûi 
troïng P taùc duïng ôû moät vò trí naøo ñoù thì vaãn coù theå coi ñoä voõng lôùn nhaát ôû 
giöõa nhòp daàm. 

 Thí duï, neáu taûi troïng P taùc duïng ôû vò trí nhö H.8.8 thì ñoä voõng ôû giöõa 

nhòp daàm seõ baèng:  ( ) ( )22
2 43

48
bL

EJ
Pby

x
l −=  

 So saùnh hai giaù trò ymax vaø ( )2ly thaáy hai giaù trò naøy khaùc nhau vaø raát ít 

. 

0,500L

A

z 
BE 

D

0,577L 

H.8.9
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Nhaän xeùt: Neáu daàm coù nhieàu ñoaïn, caàn phaûi laäp phöông trình vi phaân 
ñöôøng ñaøn hoài cho nhieàu ñoaïn töông öùng. ÔÛ moãi ñoaïn , phaûi xaùc ñònh hai 
haèng soá tích phaân, neáu daàm coù n ñoaïn thì phaûi xaùc ñònh 2n haèng soá, baøi 
toaùn trôû neân phöïc taïp neáu soá ñoaïn n caøng lôùn, vì vaäy phöông phaùp naøy ít 
duøng khi taûi troïng phöùc taïp hay ñoä cöùng daàm thay ñoåi. 

 

8.4 XAÙC ÑÒNH ÑOÄ VOÕNG VAØ GOÙC XOAY BAÈNG PHÖÔNG PHAÙP TAÛI 
TROÏNG GIAÛ TAÏO (PHÖÔNG PHAÙP ÑOÀ TOAÙN) 

 ♦ Phaàn tröôùc, ñaõ coù lieân heä vi phaân giöõa noäi löïc vaø ngoaïi löïc ( CH. 2): 

   

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=

=

=

q
dz
Md

Q
dz

dM

q
dz
dQ

x

x

2

2

  (a) 

 ♦ Ñoái vôùi vieäc khaûo saùt ñöôøng ñaøn hoài cuûa daàm , cuõng coù phöông trình 
vi phaân: 

         
x

x

EJ
M

dz
yd

−=2

2

  (b) 

 Ñoái chieáu caùc phöông trình (a) vaø (b), ta thaáy coù söï töông töï sau: 
 

y 
  'y

dz
dy

=  

x

x

EJ
My

dz
yd

−== ''2

2

 

Mx 

Q
dz

dM x =  

q
dz
Md x =2

2

 

 

 Ta nhaän thaáy muoán tính goùc xoay y’ vaø ñoä voõng y thì phaûi tích phaân 

lieân tieáp hai laàn haøm soá  
x

x

EJ
M  

 Töông töï muoán coù löïc caét Qy vaø moâmen uoán Mx  thì phaûi tích phaân lieân 
tieáp hai laàn haøm soá taûi troïng q. 

 Tuy nhieân ôû phaàn tröôùc ( CH.2), ta ñaõ tính löïc caét Qy  vaø moâmen uoán 
Mx  theo taûi troïng q  töø vieäc khaûo saùt caùc phöông trình caân baèng. 
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  Nhö vaäy, cuõng coù theå tính goùc xoay y’ vaø ñoä voõng y theo haøm y”=-
x

x

EJ
M  

maø khoâng caàn tích phaân. Ñoù cuõng chính laø phöông phaùp taûi troïng giaû 
taïo. 
  

           ♦ Phöông phaùp taûi troïng giaû taïo: 
        Töôûng töôïng moät daàm giaû taïo (DGT) coù chieàu daøi gioáng daàm thöïc 
(DT), treân DGT coù taûi troïng giaû taïo gtq  gioáng nhö bieåu ñoà 

x

x

EJ
M

−  treân daàm 

thaät, thì  seõ coù söï töông ñöông: 

                 gt
x

x q
EJ
My =−=''    ;   y’ =Qgt ;   y = Mgt  

trong ñoù: gtq - Taûi troïng giaû taïo 

    Qgt - Löïc caét giaû taïo- Löïc caét trong DGT     

                gtM  - Moâmen giaû taïo- Moâmen uoán trong DGT 

      ⇒ Muoán tính goùc xoay y’ vaø ñoä voõng y cuûa moät daàm thöïc (DT)        
(daàm ñang khaûo saùt) thì chæ caàn tính löïc caét Qgt  vaø moâmen uoán Mgt do taûi 
trong giaû taïo taùc duïng treân  DGT gaây ra.  

         Tuy nhieân, ñeå coù ñöôïc söï ñoàng nhaát ñöôøng ñaøn hoài y vaø Momen uoán 
Mgt  thì ñieàu kieän bieân cuûa chuùng phaûi gioáng nhau: y’ = Qgt ; y = Mgt taïi baát 
kyø ñieåm treân hai DT vaø DGT;  Ngoaøi ra neáu xeùt  taïi ñieåm baát kyø treân daàm 
phaûi khaûo saùt ñeán söï gioáng nhau cuûa böôùc nhaûy goùc xoay y′Δ  vaø böôùc 
nhaûy löïc caét  gtQΔ . 

 ♦ Caùch choïn daàm giaû taïo (DGT) 
 DGT ñöôïc suy töø DT vôùi ñieàu kieän laø nôi naøo treân DT khoâng coù ñoä 
voõng vaø goùc xoay thì ñieàu kieän lieân keát cuûa DGT ôû nhöõng nôi ñoù phaûi töông 
öùng sao cho qgt khoâng gaây ra Mgt vaø Qgt.  
 Chieàu daøi cuûa DT vaø DGT laø nhö nhau.  

 Baûng 8.1 cho moät soá DGT töông öùng vôùi moät soá DT thöôøng gaëp. 
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 ♦ Caùch tìm taûi troïng giaû taïo qgt  

Vì 
x

gt EJ
Mxq −= , neân qgt bao giôø cuõng ngöôïc daáu vôùi moâmen uoán Mx. Do ñoù: 

 - Neáu: Mx > 0 thì qgt < 0, nghóa laø neáu bieåu ñoà Mx naèm phía döôùi truïc 
hoaønh (theo qui öôùc Mx > 0 veõ phía döôùc truïc thanh) thì qgt höôùng xuoáng 

- Neáu: Mx < 0 thì qgt höôùng leân. 

⇔  qgt  luoân coù chieàu höôùng theo thôù caêng cuûa bieåu ñoà moâ men Mx 
 

 

                                                                                         Baûng 8.1 

Daàm thöïc Daàm giaû taïo 
 
 
 
 
 

 

 
 
 
 

 

 
 
 
 

 

 
 
 
 
 

 

 

 

A B 

Mgt = 0 
Qgt  = 0 

Mgt ≠ 0 
Qgt ≠ 0 

A B

y = 0 
ϕ = 0 

y ≠ 0 
ϕ ≠ 0

A B

y  =  0 
ϕ  ≠  0 

y  =  0
ϕ  ≠  0 

A B 

Mgt = 0
Qgt ≠  0 

Mgt = 0 
Qgt ≠ 0 

A B 

Mgt ≠  0 
Qgt  ≠  0 

Mgt =  0 
Qgt  ≠  0 

Mgt =  0 
Qgt  ≠  0 
 Qtr = Qph 

A B

y ≠  0 
ϕ ≠  0 

y  =  0 
ϕ  ≠  0 

y =  0 
ϕ ≠  0 
ϕtr= ϕph 

A D

y ≠  0 
ϕ ≠  0 

y  ≠  0 
ϕ  ≠  0 

B C

y =  0 
ϕ ≠  0 

y =  0 
ϕ ≠  0 

A D B C 

Mgt ≠  0 
Qgt  ≠  0 

Mgt =  0 
Qgt  ≠  0 

Mgt =  0 
Qgt  ≠  0 

Mgt ≠  0 
Qgt  ≠  0 
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 Ngoaøi ra trong quaù trình tính caùc noäi löïc Mgt, Qgt cuûa DGT, caàn phaûi 
tính hôïp löïc cuûa löïc phaân boá qgt treân caùc chieàu daøi khaùc nhau. Do ñoù, ñeå 
tieän lôïi ta xaùc ñònh vò trí troïng taâm vaø dieän tích Ω cuûa nhöõng hình giôùi haïn 
bôûi caùc ñöôøng cong nhö baûng 8.2 döôùi ñaây 

Baûng 8.2 
Vò trí troïng taâm 

Hình veõ 
Dieän tích 

(Ω) x1 x2 

 
 
 
 
 

 

 
2
Lh  

 

 
3
L  

 

3
2L  

 
 
 
 
 

 

3
Lh  

 

4
L  

 

4
3L  

 
 
 
 
 

 

1+n
Lh

 

 

2+n
L

 

 
( )

2
1

+
+

n
nL

 

 
 
 
 
 

 

3
2Lh  

 

8
3L  

 

8
5L  

 
 
 
 
 

 

3
2Lh  

 

2
L  

 

2
L  

 

 

Thí duï 8.5  Tính ñoä voõng vaø goùc xoay ôû 

A

L 
B

q

2
2qL

xEI
qL

2

2
Mx

DGT

a)

b)

c)

H. 8.10

h 

x1 x2

L 

C 

h 

x1 x2

L

C 
Baäc 2 

ñænh

h 

x1 x2

L

C 
Baäc n

ñænh

h 

x1 x2

L

C 
Baäc 2

ñænh

h 

x1 x2

L

C

ñænh
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ñaàu töï do B cuûa daàm coâng xon chòu taûi troïng phaân boá ñeàu q (H.8.10a). Ñoä 
cöùng cuûa daàm EJx = const  
                                Giaûi.  
        + Bieåu ñoà moâmen uoán Mx cuûa DTcoùù daïng ñöôøng  baäc 2 ñöôïc veõ treân 
H.810b. 
        + DGT töông öùng vôùi löïc phaân boá qgt nhö H.8.10c. 
  + Ñoä voõng vaø goùc xoay taïi B cuûa DT chính baèng moâmen uoán Mgt vaø 
löïc caét Qgt taïi B cuûa DGT.Duøng maët caét ôû saùt B cuûa daàm giaû taïo, tính noäi 
löïc  ôû maët caét ngang naøy vaø ñöôïc: 

 ;
623

1 32

xx

B
gtB EJ

qLL
EJ
qLQ =××==ϕ                

xx

B
gtB EJ

qLLL
EJ
qLMy

84
3

23
1 42

=×××==  

Thí duï 8.6  Tính ñoä voõng 
vaø  
goùc xoay taïi C cuûa daàm 
cho 
 treân H.8.11a. Ñoaïn daàm 
AB 

 coù ñoä cöùng 2EJ, ñoaïn 

 daàm BC coù ñoä cöùng EJ. 

                     Giaûi.  
+ Bieåu ñoà moâmen uoán 
ñöôïc veõ treân H.8.11b.  
 Ñeå deã daøng trong 
vieäc tính toaùn ta phaân tích 
Mx thaønh toång  cuûa caùc 
bieåu ñoà moâmen uoán coù 
daïng ñôn giaûn nhö 
H.8.11c. 

+ DGT vôùi löïc  qgt nhö  
H.8.11d.  
(chuù yù laø ñoä cöùng trong 
AB vaø BC khaùc nhau).  

+ Tính noäi löïc ôû C cuûa DGT. 

x

3L L

B
gt VH. 8.11

qL2

8
9

2qL

Mb)

A B
C

S2 qL

a)

8

29qL

qL2

c)

xEJ
qL2

x EJ 
qL
2

2 

C
d)

B
gt V

e)
xEJ

9qL
16

2

xEJ
qL
2 

2

x EJ 
qL 
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 Chia DGTthaønh hai DGT nhö H.8.11e, phaûn löïc ôû B cuûa DGT AB laø:   

x

B
gt EJ

qLV
3

16
1

=  

Phaûn löïc naøy taùc duïng leân DGT BC vaø deã daøng tính ñöôïc: 

          

xxx

C
gt

xxx

C
gt

EJ
qLL

EJ
qLLL

EJ
qLM

EJ
qL

EJ
qLL

EJ
qLQ

423

323

48
13

3
2

2
1

16
1

16
7

2
1

16
1

=+−=

+=+−=

 

 ⇒ ñoä voõng vaø goùc xoay taïi C cuûa DT 

             yC = C
gtM  = 

xEJ
qL4

48
13 ;  ϕC = =C

gtQ  
xEJ

qL3

16
7  

8.5  BAØI TOAÙN SIEÂU TÓNH (BTST) 

 Töông töï caùc baøi toaùn veà thanh chòu keùo, neùn ñuùng taâm, ta coøn coù caùc 
BTST veà uoán.  
 Ñoù laø caùc baøi toaùn maø ta khoâng theå xaùc ñònh toaøn boä noäi löïc hoaëc phaûn 
löïc  chæ vôùi caùc phöông trình caân baèng tónh hoïc, vì soá aån soá phaûi tìm cuûa baøi 
toaùn lôùn hôn soá phöông tónh caân baèng tónh hoïc coù ñöôïc.  
 Ñeå giaûi ñöôïc caùc BTST, caàn  tìm theâm moät soá phöông trình phuï döïa 
vaøo ñieàu kieän bieán daïng cuûa daàm. 
 Xeùt cuï theå  thí duï sau: 
 
Thí duï 8.6  Veõ bieåu ñoà noäi löïc cho daàm nhö H.8.12a. Bieát EJ = haèng soá. 
               Giaûi.  
 + Daàm ñaõ cho coù boán phaûn löïc caàn tìm (ba ôû ngaøm A vaø moät ôû goái töïa 
B). Ta chæ coù ba phöông trình caân baèng tónh hoïc, neân caàn tìm theâm moät 
phöông trình phuï veà ñieàu kieän bieán daïng cuûa daàm. 
 + Töôûng töôïng boû goái töïa ôû ñaàu B vaø thay vaøo ñoù moät phaûn löïc VB 
(H.8.12b), ta ñöôïc moät heä môùi. Heä naøy chæ coù theå laøm vieäc gioáng nhö heä 
treân khi VB phaûi coù trò soá vaø chieàu theá naøo ñeå ñoä voõng taïi B, do taûi troïng q 
vaø VB sinh ra, phaûi baèng khoâng  
⇔ Ñieàu kieän bieán daïng ( chuyeån vò):    yB (q, VB ) = 0 
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+ Ta tính ñoä voõng taïi B baèng phöông phaùp taûi troïng giaû taïo (hay moät 
phöông phaùp khaùc). 
 Bieåu ñoà moâmen uoán cuûa daàm ôû H.8.12b do taûi troïng q vaø phaûn löïc VB 
gaây ra veõ nhö H.8.12c,d, DGT vaø qgt nhö  H.8.12 e, g. Ta coù: 
 Ñoä voõng yB cuûa heä 8.12b chính laø Moâmen giaû taïo taïi B cuûa DGT  

   yB  = M B
gt  = 

3
1 L

EJ
qL
2

2

4
3

× L – 
2
1 L

EJ
LVB

3
2

× L 

 Ñieàu kieän ñoä voõng yB = 0, ⇒  VB  = 
8
3 qL 

 Sau khi tìm ñöôïc VB, deã daøng veõ ñöôïc caùc bieåu ñoà noäi löïc cuûa daàm ñaõ 
cho nhö H.8.12 i, k. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
7.4. PHÖÔNG PHAÙP DIEÄN TÍCH MOÂMEN 
1. Noäi dung phöông phaùp 

 

Mx

B

q 

qLVB 8
3

=

qL
8
5

qL
8
3

2

8
1 qL

128
9 2qL

Qy

h)

i)

k)

L 

a) 

2

2qLc) 

d) 

 

B

q

A 
B

q

VB

b) 

VBL 
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 Xeùt daàm coù bieåu ñoà 
x

x

EI
M  nhö H.8.10b, ñöôøng ñaøn hoài (neùt ñöùt) nhö H.8.10a. 

 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Xeùt ñoaïn daàm AB: dz
EI
M

d
x

x−=ϕ , suy ra: ∫ ∫ −=B

A

B

A

Z

Z

Z

Z
x

x dz
EI
M

dϕ   

    ABABAB S−==− ϕϕϕ  (8.18) 

vôùi ABS  laø dieän tích cuûa bieåu ñoà 
x

x

EI
M  goàm giöõa hai maët caét A vaø B. 

Ñònh lyù 1. Ñoä thay ñoåi goùc xoay giöõa hai maët caét cuûa moät daàm (thí duï giöõa A vaø B) 

thì baèng daáu tröø dieän tích cuûa bieåu ñoà 
x

x

EI
M  giöõa hai maët caét aáy.   

Töø hình 8.10d:     dz
EI
M

zdzdt
x

x−== ϕ  suy ra: ∫ ∫ −=−== B

A

B

A

Z

Z

Z

Z
ABC

x

x
BA Szdz

EI
M

zdtt (8.20) 

Cz  laø khoaûng caùch töø troïng taâm cuûa dieän tích  ABS  ñeán B 

 
Ñònh lyù 2. Ñoä sai leäch giöõa tieáp tuyeán ôû moät ñieåm B treân ñöôøng ñaøn hoài vôùi moät 
tieáp tuyeán ôû moät ñieåm A khaùc cuõng treân ñöôøng ñaøn hoài baèng vôùi daáu tröø moâ men 

H.8.10 Phöông phaùp dieän tích moâ men

z A

z 

B

ÑÑH 
 yByA

zB 
dz

z  

ϕ 

y 

  a) 

C

zC Cz
A B

ABS  
dz

EI
M

x

x

  b) 

x

x

EI
M  

zA 

z  

LAB 
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tónh cuûa dieän tích cuûa bieåu ñoà 
x

x

EI
M ñoái vôùi ñöôøng thaúng ñöùng ñi qua B. 

 Töø H.8.10d ta coù: 
   yB = yA + ϕALAB + tBA = yA + ϕA(zB  – zA) + tBA  

yB = yA + ϕA(zB  – zA) – ABC Sz  (8.21) 

(7.21) chính laø coâng thöùc duøng ñeå xaùc ñònh ñoä voõng cuûa ñieåm B neáu bieát ñoä voõng 

cuûa moät ñieåm A (zB > zA) vaø bieåu ñoà 
x

x

EI
M  giöõa hai ñieåm naøy. 

Töø (8.21 coù theå tính ñoä voõng cuûa ñieåm A khi bieát ñoä voõng cuûa ñieåm B (zB > zA). 
  ABBA S+=ϕϕ    vaø yA = yB – ϕA(zB – zA) + ABC Sz  
vôùi:   CABC zLz −=   
ta vieát:   ( ) ( ) ABCABABABBBA SzLLSyy   −++−= ϕ  

Khai trieån vaø ruùt goïn, ta ñöôïc:     yA = yB  – ϕBLAB  – zC ABS  (8.22) 
  zC - laø khoaûng caùch töø troïng taâm C cuûa ABS  keå töø A. 
Thí duï 8.5. Duøng phöông phaùp dieän tích moâ men xaùc ñònh goùc xoay ôû ñaàu traùi A vaø 
ñoä voõng ôû ñieåm D giöõa daàm (H.8.11). EIx = haèng soá. 
Giaûi. Theo ñònh lyù 1, coâng thöùc (7.4), xeùt hai ñieåm 
A (z = 0) vaø D (z = L/2) 

ADAD S−=ϕϕ  
Chuù yù raèng ϕD = 0 vì baøi toaùn ñoái xöùng vaø ADS  coù 
theå phaân chia thaønh 321 SSS ++ . 
ta suy ra:  0)( 321 =++− SSSAϕ          

x
A EI

qLSSS
3

321
648
13

×=++=ϕ  

Goùc xoay cuûa maët caét A thuaän chieàu kim ñoàng hoà. 
 AÙp duïng coâng thöùc (8.21), ta vieát  

ADCAAD SzLyy −+=
2

ϕ
( ) ( ) ( )( )3

3
2

2
1

13

2648
130 SzSzSzL

EI
qL

CCC

x

++−××+=
xEI

qL2

11664
77

×=  

 
 
 
 
 

BAØI TAÄP CHÖÔNG 8 
2 m 6 m

Mo

H.8.1 
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8.1  Xaùc ñònh ñöôøng ñaøn hoài daàm baèng phöông phaùp tích phaân khoâng ñònh 
haïn, bieát Mo = 20 kNm, EJ khoâng ñoåi. H.8.1. 

8.2  Xaùc ñònh goùc xoay ôû hai ñaàu daàm vaø ñoä voõng taïi giöõa daàm baèng 
phöông phaùp tích phaân khoâng ñònh haïn, EJ khoâng ñoåi. H.8.2. 

8.3 Daàm maët caét ngang thay ñoåi vaø chòu löïc 
nhö H.8.3. Tính ñoä voõng taïi daàm töï do vaø 
goùc xoay taïi maët caét ngang giöõa daàm. 

 
8.4 Daàm coù ñoä cöùng khoâng ñoåi nhö H.8.4. 

Xaùc ñònh: 
 - Ñoä voõng vaø goùc xoay taïi C 
 - Goùc xoay taïi A vaø B 
 - Ñoä voõng taïi maët caét D 

 
8.5  Tìm ñoä voõng taïi maët caét C, goùc xoay beân 

traùi vaø phaûi khôùp A cuûa daàm  nhö H.8.5, 
bieát ñoä cöùng EJ = haèng . 

8.6 Tìm ñoä voõng taïi B, goùc xoay taïi A cuûa 
daàm nhö H.8.6, bieát EJ= haèng.  

 
8.7  Xaùc ñònh ñoä voõng vaø goùc xoay taïi C. H.8.7 
 

 

 

 

 

8.8 Moät heä thoáng goàm ba coâng xon, ñaàu töï 
do ñöôïc lieân keát vôùi nhau baèng nhöõng 
giaèng cöùng nhö H.8.8. Tính öùng suaát 
cöïc ñaïi ôû moãi daàm khi coù löïc treo ôû 

H.8.4 

q

a a a

4qa
qa2

C A D B

H. 8.2 

q

L/2 L/2 

H. 8.3 

L/2 L/2
B

h
A

C

  

L/2 L/2

B

b

A
C

H. 8.5 

a a a

C 
BD A

P

a a

A
P

C

H. 8.6 

 

H. 8.7

A 

3 m 1 m

EJB2EJ

40 kN

C

H. 8.8 

L L L
P

B 
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daàm, bieát ñoä cöùng EJ laø haèng soá. 

 

8.9 Veõ bieåu ñoà noäi löïc cuûa daàm sieâu tónh nhö H.8.9. Vieát phöông trình 
ñöôøng ñaøn hoài, bieát ñoä cöùng EJ laø haèng soá. 

 

 

H. 8.9 

q

L L

H. 8.10

Mo EJ = haèng soá

L/2 L/2 

 

8.10. Xaùc ñònh phaûn löïc cuûa daàm sieâu tónh nhö H.8.10. 
8.11. Thanh theùp daøi 1 m, maët caét chöõ nhaät 2036 mm, ngaøm ôû ñaàu A, chòu 

löïc P = 30 N ñaët ôû giöõa nhòp. Kieåm tra ñoä beàn cuûa daàm.  
 Bieát [σ] = 16 kN/cm2. ÔÛ ñaàu B coù khe hôû δ = 20 mm. 
  Cho E = 2.104 kN/cm2. 

 

H. 8.11

0,5 m 0,5 m

A B

P

δ

20 mm

6 mm 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

8.5. PHÖÔNG PHAÙP DIEÄN TÍCH MOÂMEN (DTMM) 
1. Noäi dung phöông phaùp 
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 Xeùt daàm chòu uoán coù bieåu ñoà 
x

x

EJ
M  nhö H.8.13b, ñöôøng ñaøn hoài (neùt ñöùt) 

nhö H.8.13a. 

  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

♦ Xeùt ñoaïn daàm AB, ta ñaõ coù: 

        
x

x

EJ
My −="   ⇔      

x

x

EJ
M

dz
d

dz
dy

−==
ϕ'        ⇒  dz

EJ
Md

x

x−=ϕ     

⇒      ∫ ∫ −=B

A

B

A

Z

Z

Z

Z
x

x dz
EJ
Mdϕ  

z A 

z 

B

ÑÑH

           yB

yA 

zB dz

z

ϕt 

y 

  a) 

 c) 

H.8.13

 d) 

C

zC 
Cz

A B

ABS  
dz

EJ
M

x

x  

  b) 

x

x

EJ
M

 

 

A B

yA 
yB 

tBA 

ϕA

ϕB

A’

B’

dz z  

dϕ dt 

B 
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   ABABAB S−==− ϕϕϕ                             (8.4) 

vôùi ABS  laø dieän tích cuûa bieåu ñoà 
x

x

EJ
M  goàm giöõa hai maët caét A vaø B. 

Ñònh lyù 1. Ñoä thay ñoåi goùc xoay giöõa hai maët caét cuûa moät daàm (thí duï giöõa 

A vaø B) thì baèng daáu tröø dieän tích cuûa bieåu ñoà 
x

x

EJ
M  giöõa hai maët caét aáy. 

♦ Töø H.8.13c ta coù theå vieát: 

   dz
EJ
Mzdzdt

x

x−== ϕ  

suy ra:   ∫ ∫ −=−== B

A

B

A

Z

Z

Z

Z
ABC

x

x
BA Szdz

EJ
Mzdtt  

Cz  laø khoaûng caùch töø troïng taâm cuûa dieän tích ABS ñeán B 

Ñònh lyù 2. Ñoä sai leäch giöõa tieáp tuyeán ôû moät ñieåm B treân ñöôøng ñaøn hoài vôùi 
moät tieáp tuyeán ôû moät ñieåm A khaùc cuõng treân ñöôøng ñaøn hoài baèng vôùi daáu 

tröø moâmen tónh cuûa dieän tích cuûa bieåu ñoà 
x

x

EJ
M  ñoái vôùi ñöôøng thaúng ñöùng ñi 

qua B. 
 Töø H.8.13d ta coù: 

   yB = yA + ϕALAB + tBA  
= yA + ϕALAB – ABC Sz  (8.5) 

(8.5) chính laø coâng thöùc duøng ñeå xaùc ñònh ñoä voõng cuûa ñieåm B neáu bieát ñoä 

voõng cuûa moät ñieåm A (zB > zA) vaø bieåu ñoà 
x

x

EJ
M  giöõa hai ñieåm naøy.  

♦ Töø (8.5) ta cuõng coù theå tính ñoä voõng cuûa ñieåm A khi bieát ñoä voõng cuûa 
ñieåm B (zB > zA). Thaät vaäy theo phaàn treân ta coù: 
   ABBA S+= ϕϕ  

vaø:    yA = yB – ϕALAB + ABC Sz  

vôùi:   CABC zLz −=   

ta vieát:   ( ) ( ) ABCABABABBBA SzLLSyy   −++−= ϕ  

Khai trieån vaø ruùt goïn, ta ñöôïc: 

      yA = yB  – ϕBLAB  – zC ABS  (8.5)’ 

trong ñoù:  zC - laø khoaûng caùch töø troïng taâm C cuûa ABS  keå töø A. 
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♦ Duøng phöông phaùp DTMM  caàn bieát dieän tích vaø troïng taâm cuûa moät soá 
hình ( baûng 8.2 ). 

Thí duï 8.7. Duøng phöông phaùp DTMM xaùc 
ñònh goùc xoay ôû ñaàu traùi A vaø ñoä voõng ôû ñieåm 
D giöõa daàm (H.8.14). EJx = haèng soá. 
     Giaûi.  
+ Theo ñònh lyù 1, coâng thöùc (8.4), xeùt hai ñieåm 
A (z = 0) vaø D (z = L/2) : 

ADAD S−= ϕϕ  

Chuù yù raèng ϕD = 0 vì baøi toaùn ñoái xöùng vaø ADS  
coù theå phaân chia thaønh 321 SSS ++  (H.8.14).  
⇒   0)( 321 =++− SSSAϕ  

  
xxxx

A

EJ
qLL

EJ
qLL

EJ
qLL

EJ
qL

SSS
3222

321

648
13

6723
2

672
4

32
1

72
4

×=××+××+×××=

++=ϕ
  

Goùc xoay cuûa maët caét A thuaän chieàu kim ñoàng hoà. 

+ AÙp duïng coâng thöùc (8-5), ta vieát  

  ADCAAD SzLyy −+=
2

ϕ  

      ( ) ( ) ( )
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ ++−××+= 3

3
2

2
1

13

2648
130 SzSzSzL

EJ
qL

CCC

x

 

      

⎥
⎦

⎤
××××+×××+

⎢
⎣

⎡
+×××⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ×+−××=

6723
2

68
3

72
4

662
1        

372
4

2
1

33
1

62648
13

22

23

L
EJ

qLL
EJ
qLLL

L
EJ
qLLLL

EJ
qL

xx

xx  

      
xEJ

qL2

11664
77

×=  

 Ñoä voõng maët caét D höôùng xuoáng döôùi. 

 
Thí  duï 8.8 
Xaùc ñònh goùc xoay ôû A,B vaø ñoä voõng ôû D 
cuûa daàm cho nhö H.8.15 

L/2 L/2

A B
D 

q 

xM

2

8
1 qL  

xEJ
qLS

3

1 72
1

=  

x

x

EI
M

xEJ
qL2

8
1xEJ

qL2

24
1

 

xEJ
qLS

3

2 24
1

=

3EJ EJ 

H.8.15 

L/3 L/3L/3 

A B

D 

xEJ
qL2

72
4

xEJ
qL2

72
5

 

q

S3 

H.8.14 

x

x

EJ
M
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              Giaûi 
 + Bieåu ñoà moâ men uoán Mx vaø 

EJ
M x   

veõ nhö H.8.15 

 + Theo coâng thöùc 8.5, ta coù: 

 yB  = yA + ϕAL – Cz × ABS  

   0  =  0 + ϕAL – )1(
Cz × S 1 – )2(

Cz × S 2  
 ϕA = 

L
1 ( )1(

Cz × S 1 + )2(
Cz × S 2)  

  

           =
L
1

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
×+×⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

xx EJ
qLL

EJ
qLLL

2428
5

72228
3 33

= 
576
13

xEJ
qL3

 

  

 + Baây giôø aùp duïng ñònh lyù 1, coâng thöùc (8.4) 

   ϕB = ϕA – ABS  = ϕA – S 1 – S 2 

    = 
576
13

xEJ
qL3

 – 
xEJ

qL
72

3

 – 
xEJ

qL
24

3

 = –
576
19

xEJ
qL3

 

 Goùc xoay maët caét B ngöôïc chieàu kim ñoàng hoà. 

 + Cuoái cuøng xaùc ñònh ñoä voõng ôû D baèng coâng thöùc 8.5 aùp duïng cho hai 
ñieåm A vaø D 
   yD = yA + ϕA 

2
L  – Cz ADS  

         = 0 + 
576
13 ×

xEJ
qL3

×
2
L  – 

8
3

2
L ×

xEJ
qL

72

3

 = 
576

5 ×
xEJ

qL4

 

 + Ta coù theå kieåm tra laïi keát quaû cuûa yD baèng caùch khaûo saùt ñoaïn DB, 
aùp duïng (8.5)’ 
   yD = yB – ϕB 

2
L  – CZ BDS  

         = 0 – ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
×−

xEJ
qL3

576
19 ×

2
L  – 

8
3 × 

2
L × 

xEJ
qL

24

3

 = 
576

5 × 
xEJ

qL4
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8.5  BAØI TOAÙN SIEÂU TÓNH 
(BTST) 

 Töông töï caùc baøi toaùn 
veà thanh chòu keùo, neùn ñuùng 
taâm, ta coøn coù caùc BTST veà 
uoán.  
 Ñoù laø caùc baøi toaùn maø ta 
khoâng theå xaùc ñònh toaøn boä 
noäi löïc hoaëc phaûn löïc  chæ 
vôùi caùc phöông trình caân 
baèng tónh hoïc, vì soá aån soá 
phaûi tìm cuûa baøi toaùn lôùn hôn 
soá phöông tónh caân baèng 
tónh hoïc coù ñöôïc.  
 Ñeå giaûi ñöôïc caùc BTST, 
caàn tìm theâm moät soá phöông 
trình phuï döïa vaøo ñieàu kieän 
bieán daïng cuûa daàm. 
 Xeùt cuï theå  thí duï sau: 
 
Thí  duï 8.10. Veõ bieåu ñoà noäi 
löïc cho daàm nhö H.8.16a. 

H.8.16 

EJ
qL
2

2

 

Mx

EJ
LVB  

L 

B

q

qLVB 8
3

=  

qL
8
5  

qL
8
3  

2

8
1 qL  

128
9 2qL  

Qy

a)

2

2qL  c)

d)

e)

g)

h)

i)

k)

A

B

q

A
B

q

VB

b)

VBL
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Bieát EJ = const. 
                 Giaûi                    
Giaûi.  
 + Daàm ñaõ cho coù 4 phaûn löïc caàn tìm (ba ôû ngaøm A vaø moät ôû goái töïa B). 
Ta chæ coù 3 phöông trình caân baèng tónh hoïc, neân caàn tìm theâm 1 phöông 
trình phuï veà ñieàu kieän bieán daïng cuûa daàm. 
 + Töôûng töôïng boû goái töïa ôû ñaàu B vaø thay vaøo ñoù moät phaûn löïc VB 
(H.8.12b), ta ñöôïc moät heä môùi. Heä naøy chæ coù theå laøm vieäc gioáng nhö heä 
treân khi VB phaûi coù trò soá vaø chieàu theá naøo ñeå ñoä voõng taïi B, do taûi troïng q 
vaø VB sinh ra, phaûi baèng khoâng  
       ⇔    Ñieàu kieän bieán daïng ( chuyeån vò):    yB (q, VB ) = 0 
 + Ta tính ñoä voõng taïi B baèng phöông phaùp taûi troïng giaû taïo (hay moät 
phöông phaùp khaùc). 
 Bieåu ñoà moâmen uoán cuûa daàm ôû H.8.16b do taûi troïng q vaø phaûn löïc VB 
gaây ra veõ nhö H.8.16c,d, DGT vaø qgt nhö  H.8.16 e, g. Ta coù: 
 Ñoä voõng yB cuûa heä 8.16b chính laø Moâmen giaû taïo taïi B cuûa DGT  

   yB  = M B
gt  = 

3
1 L

EJ
qL
2

2

4
3

× L – 
2
1 L

EJ
LVB

3
2

× L 

 Ñieàu kieän ñoä voõng yB = 0, ⇒  VB  = 
8
3 qL 

 Sau khi tìm ñöôïc VB, deã daøng veõ ñöôïc caùc bieåu ñoà noäi löïc cuûa daàm ñaõ 
cho nhö H.8.16 i, k. 
 
Thí  duï 8.11. Tính phaûn löïc VB 
cuûa daàm sieâu tónh nhö H.8.17a. 
Cho bieát : EJx = haèng 
    Giaûi. 
 Töông töï thí  duï treân, cuõng 
coù ñieàu kieän yB = 0  
 Tính yB baèng phöông phaùp 
dieän tích moâ men 
 Bieåu ñoà Mx/ EJx  do taûi troïng 
P vaø phaûn löïc VB ñöôïc veõ 
H.8.17c 
 AÙp duïng coâng thöùc (8.5), ta 

A

L 

B

P 

x

x

EJ
M

a b 

B
A

P 

VB

xEJ
Pa

 

x

B

EJ
LV

 

a)

b)

c)

H.8.17 
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coù: 
   yA = yB  –  ϕAL + z ABS   

   0 = yB – 0×L + ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−

EJ
LVLL

EJ
PaaaL B

2
1

3
2

2
1

3
 

      yA = – 
EJ
LVaL

EJ
Pa B

33
3

2

32

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −  

 Ñieàu kieän yB = 0 cho ta 

   0 = – 
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BAØI TAÄP CHÖÔNG 8 

8.1. Xaùc ñònh ñöôøng ñaøn hoài daàm baèng phöông phaùp tích phaân khoâng ñònh 

haïn, bieát Mo = 20 kNm 

8.2.  Xaùc ñònh goùc xoay ôû hai ñaàu daàm vaø ñoä voõng taïi giöõa daàm baèng 
phöông phaùp tích phaân khoâng ñònh haïn 

8.3. Daàm maët caét ngang thay ñoåi vaø chòu löïc nhö H.8.21. Tính ñoä voõng taïi 
daàm töï do vaø goùc taïi maët caét ngang giöõa daàm. 

       

 

 

H.8.21 

2 m 6 m

Mo

H.8.19

H.8.20

q

L/2 L/2

L/2 L/2

B

h

A
C EI 2EI
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8.4. Daàm coù ñoä cöùng khoâng ñoåi. Xaùc ñònh: 
 - Ñoä voõng vaø goùc xoay taïi C 
 - Goùc xoay taïi A vaø B 
 - Ñoä voõng taïi maët caét D 

 
8.5. Tìm ñoä voõng taïi maët caét C, goùc xoay beân traùi vaø phaûi khôùp A cuûa daàm 

nhö H.8.23. 
H.8.23  

8.6. Tìm ñoä voõng taïi B, goùc xoay taïi A cuûa daàm nhö H.8.24. 

H.8.24 

8.7. Xaùc ñònh ñoä voõng vaø goùc xoay taïi C 

 

 

 

H.8.25 

8.8. Moät heä thoáng goàm ba coâng xon, Daàm töï do ñöôïc lieân keát vôùi nhau 

a a

A

P

C

q 

a a a

4qa

qa2

C A D B

H.8.22 

a a a

C
BD A

P

A

3 m 1 m

EIB2EI
40 kN

C
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baèng nhöõng gaèng cöùng. Tính öùng suaát cöïc ñaïi ôû moãi daàm khi coù löïc P 
treo ôû daàm 

  

 

 

 

 

 

 

 

8.9. Veõ bieåu ñoà noäi löïc cuûa daàm sieâu tónh nhö H.8.27. Vieát phöông trình 
ñöôøng ñaøn hoài. 

8.10. Xaùc ñònh phaûn löïc cuûa daàm sieâu tónh nhö H.8.28. 

 

8.11. Thanh theùp daøi 1 m, maët caét chöõ nhaät 2036 mm, ngaøm ôû daàm A, chòu 
löïc P = 30 N ñaët ôû giöõa nhòp. Kieåm tra ñoä beàn cuûa daàm.  

 Bieát [σ] = 16 kN/cm2. ÔÛ daàm B coù khe hôû δ = 20 mm, cho E = 2.105 

0,5 m 0,5 m 

A B

P

δ

20 mm

60 mm

L L L
P

H.8.26

  H.8.28 

Hình 7.9

q

L L

H.8.27

Mo

EI = haèng soá

L/2 L/2
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MN/m2 
H.8.29 
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Chöông 9 
XOAÉN THUAÀN TUÙY 

Ι.  KHAÙI NIEÄM 

1- Ñònh nghóa: Thanh chòu xoaén thuaàn tuùy 
khi treân caùc maët caét ngang chæ coù moät thaønh 
phaàn noäi löïc laø moâmen xoaén Mz  (H.9.1). 

 Daáu cuûa Mz : Mz > 0 khi töø ngoaøi maët caét 
nhìn vaøo thaáy Mz quay thuaän kim ñoàng hoà 
 Ngoaïi löïc: Goàm caùc ngaãu löïc, moâmen 
xoaén Mz, naèm trong maët phaúng vuoâng goùc truïc thanh.  
       Thöïc teá: truïc truyeàn ñoäng, thanh chòu löïc khoâng gian, daàm ñôõ oâvaêng... 

2- Bieåu ñoà noäi löïc moâmen xoaén Mz 
 Bieåu ñoà moâmen xoaén ñöôïc veõ baèng caùch xaùc ñònh noäi löïc theo phöông 
phaùp maët caét vaø ñieàu kieän caân baèng tónh hoïc: ∑M/OZ = 0. 
 Thí duï 1: Veõ bieåu ñoà Mz cho truïc truyeàn ñoäng chòu taùc duïng cuûa ba 
ngaãu löïc xoaén ( moâmen xoaén)       (H.9.2.a). 
 
       
 
 
 
 
 
 
 
 
 Giaûi: Thöïc hieän moät maët caét ngang trong ñoaïn AB, xeùt caân baèng phaàn 
traùi (H.9.2.b), deã thaáy raèng ñeå caân baèng ngoaïi löïc laø ngaãu löïc xoaén M1 , treân 
tieát dieän ñang xeùt phaûi coù noäi löïc laø moâmen xoaén Mz : 
      ΣM /z = 0 ⇒ Mz – 10 = 0 ⇒ Mz  = 10kNm 
 Töông töï, caét qua ñoaïn BC, xeùt phaàn traùi (H.9.2.c): 
 ΣM /z = 0 ⇒    Mz + 7 – 10 = 0 ⇒ Mz = 3  
 Moâmen taïi caùc tieát dieän cuûa hai ñoaïn ñaàu thanh baèng khoâng, bieåu ñoà 
noäi löïc veõ ôû H.9.2.d. 

y

z
M z

x 

O 

H. 9.1 

M3=3kNm

- 
+ 

Mz 

10 kNm 
3 kNm 

H.9.2

M1=10kNm M2=7kNm 

A B C
a) 

d) 

M1=10kNm

A
b) 

Mz 

M1=10kNm M2=7kNm 

A B 
c) 

Mz
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 Thí duï 2: Veõ bieåu ñoà moâmen xoaén Mz   (H.9.3.a) 

 Giaûi: Phaân tích thaønh toång 
cuûa hai tröôøng hôïp taùc duïng 
rieâng leû ( H.9.3b vaø H.9.3c ).  
       Trong moãi tröôøng hôïp, 
ngoaïi löïc laø moät ngaãu löïc gaây 
xoaén, do ñoù noäi löïc trong 
thanh cuõng laø moâmen xoaén. 
Bieåu ñoà noäi löïc cuûa töøng 
thanh veõ ngay treân H.9.3.b,c. 

 Bieåu ñoà Mz cuûa thanh laø toång 
ñaïi soá hai bieåu ñoà treân 
(H.9.3.d). 
 Nhaän xeùt: Daáu cuûa noäi löïc laø döông khi töø ngoaøi nhìn vaøo ñaàu 
thanh thaáy ngoaïi löïc quay thuaän chieàu kim ñoàng hoà vaø ngöôïc laïi.  

 3- Coâng thöùc chuyeån ñoåi coâng suaát ñoäng cô ra ngaãu löïc xoaén 
(moâmen xoaén ngoaïi löïc) treân truïc 
 Khi tính toaùn caùc truïc truyeàn ñoäng, thöôøng ta chæ bieát coâng suaát truyeàn 
cuûa moâtô tính baèng maõ löïc hay kiloâoùat vaø toác ñoä truïc quay baèng voøng/phuùt, 
do ñoù caàn chuyeån ñoåi coâng suaát truyeàn ra ngaãu löïc xoaén taùc duïng leân truïc. 
 Giaû söû coù moät ngaãu löïc xoaén Mo (ñôn vò laø N.m) taùc duïng laøm truïc quay 
moät goùc α (radian) trong thôøi gian t, coâng sinh ra laø: 
   A  =  Mo.α   (i) 
coâng suaát laø:       ω=

α
=

α
== oo

o M
t

M
t

M
t
AW  (ii)  

trong ñoù: ω - laø vaän toác goùc (rad/s), ñôn vò cuûa coâng suaát laø N.m/s. 
 Goïi n laø soá voøng quay cuûa truïc trong moät phuùt (voøng/phuùt), ta coù: 
   

3060
2 nn ππω ==   (iii)   

       töø (ii) vaø (iii) ⇒  
a) Neáu W tính baèng maõ löïc (CV, HP) ;1maõ löïc = 750N.m/s  = 0,736 kW:

   )Nm(7162.750.3030
n

W
n

W
n
WMo ===

ππ
  (9.1)  

b)    Neáu W tính baèng kiloâwat (KW), 1 KW ≈ 1020 N.m/s: 
   )(9740.1020.30

.
30 Nm

n
W

n
W

n
WM o ===

ππ
 (9.2) 

   M1 = 8 kNm 

a)

M1 = 5 kNm

b)

c)

d)

+ Mz = 5

–

+ 
–

Mz = 8 

Mz = 5

M z (kNm) 
Mz = 3

H.9.3 
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ΙΙ.  XOAÉN THUAÀN TUYÙ THANH THAÚNG TIEÁT DIEÄN TROØN 

 

 

 

 

 

 

 

1- Thí nghieäm - Nhaän xeùt 
           Laáy moät thanh thaúng tieát dieän troøn, treân maët ngoaøi coù vaïch nhöõng 
ñöôøng song song vaø nhöõng ñöôøng troøn thaúng goùc vôùi truïc, taïo thaønh löôùi      
oâ vuoâng (H.9.4.a). Taùc duïng leân hai ñaàu thanh hai ngaãu löïc xoaén Mz ngöôïc 
chieàu, ta thaáy truïc thanh vaãn thaúng, chieàu daøi thanh khoâng ñoåi, nhöõng 
ñöôøng troøn thaúng goùc vôùi truïc vaãn troøn vaø thaúng goùc vôùi truïc, nhöõng ñöôøng 
song song vôùi truïc thaønh nhöõng ñöôøng xoaén oác, löôùi oâ vuoâng thaønh löôùi bình 
haønh (H.9.4.b). 

2- Caùc giaû thieát 
 a) Maët caét ngang vaãn phaúng, thaúng goùc vôùi truïc thanh vaø khoaûng caùch 
khoâng ñoåi trong quaù trình bieán daïng, 
 b) Caùc baùn kính vaãn thaúng vaø  khoâng ñoåi trong quaù trình bieán daïng,. 
 c) caùc thôù doïc khoâng eùp vaø ñaåy laån nhau trong quaù trình bieán daïng. 
 

3- Coâng thöùc öùng suaát tieáp 
 Ta tính öùng suaát taïi moät ñieåm baát kyø treân maët 
caét ngang coù baùn kính ρ (H.9.1). 
       Coù theå nhaän thaáy, theo thí nghieäm treân, bieán 
daïng cuûa thanh chòu xoaén thuaàn tuùy chæ laø söï xoay 
töông ñoái giöõa caùc maët caét ngang quanh truïc. 
 Ñeå xeùt bieán daïng xoaén cuûa moät phaân toá taïi moät ñieåm baát kyø baùn kính 
trong thanh, ta taùch phaân toá baèng ba caëp maët caét nhö sau: 
 
 

H. 9.1

z
Mz

O
ρz

dz
a) b)

Mz

            
H. 9.4   

Mz
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 - Hai maët caét (1-1) vaø (2-2) thaúng goùc vôùi truïc caùch nhau ñoaïn dz 
(H.9.5.a). 

- Hai maët caét chöùa truïc hôïp vôùi nhau moät goùc dα  beù(H.9.5.b). 
- Hai maët caét hình truï ñoàng truïc z (truïc thanh) baùn kính ρ vaø ρ + dρ 
(H.9.5.a). 
 Theo caùc giaû thieát, trong quaù trình bieán daïng, so vôùi caùc ñieåm E, F, G, 
H thuoäc maët caét (1-1), caùc ñieåm A, B, C, D cuûa phaân toá treân maët caét (2-2) di 
chuyeån ñeán A’, B’, C’, D’ phaûi naèm treân cung troøn baùn kính ρ vaø ρ + dρ, 
ñoàng thôøi OA’B’ vaø OC’D’ phaûi thaúng haøng. 

 Goïi dϕ laø goùc giöõa hai ñöôøng thaúng OAB vaø OA’B’, ñoù laø goùc xoay cuûa 
maët caét (2-2) so vôùi maët caét (1-1) quanh truïc z, dϕ cuõng chính laø goùc xoaén 
töông ñoái giöõa hai tieát dieän laân caän caùch nhau dz. 
 Ñoái vôùi phaân toá ñang xeùt, goùc A’EA bieåu dieãn söï thay ñoåi goùc vuoâng 
cuûa maët beân phaân toá goïi laø bieán daïng tröôït (goùc tröôït) γ cuûa phaân toá. 
 Töø (H.9.5.b), ta  coù: 

   tanγ  ≈  γ = 
dz
dϕρ=

′
EA
AA  (a)  

  
 

b)

z O

B’

’’A’
ρ

C’D

’’’
dρ

 

dz

dα 

dϕ

A
B

C

D

E

F

G

H

ρ z

dρ 

2 

a) 
1 

2 1 

dα 

 Mz  Mz 

 dz

τρ 

    H. 9.5 Bieán daïng cuûa phaân toá chòu xoaén

      H. 9.6 
 Phaân toá tröôït thuaàn tuùy

τρ

γ
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     Theo giaû thieát a) khoâng coù bieán daïng daøi theo phöông doïc truïc, theo 
giaû thieát c) caùc thôù doïc khoâng taùc duïng vôùi nhau neân khoâng coù öùng suaát 
phaùp taùc duïng leân caùc maët cuûa phaân toá.  
           Theo giaû thieát a) caùc goùc vuoâng cuûa maët CDHG vaø maët BAEF khoâng 
thay ñoåi neân khoâng coù öùng suaát tieáp höôùng taâm treân maët A, B, C, D. Do giaû 
thieát b), moïi baùn kính vaãn thaúng neân khoâng coù öùng suaát tieáp höôùng taâm treân 
maët A, B, E, F. 
 Nhö vaäy, treân maët caét ngang cuûa thanh chòu xoaén thuaàn tuùy chæ toàn taïi 
öùng suaát tieáp theo phöông vuoâng goùc baùn kính, goïi laø τρ vaø phaân toá ñang xeùt 
ôû traïng thaùi tröôït thuaàn tuùy (H.9.6). 
 AÙp duïng ñònh luaät Hooke veà tröôït cho phaân toá naøy, ta coù: 
         τρ  = G γ                          b) 
 (a) vaøo (b) ⇒  
         

dz
dGp
ϕρτ =                         (c)     

 Goïi dF laø moät dieän tích voâ cuøng beù bao quanh ñieåm ñang xeùt, thì τρ.dF 
laø löïc tieáp tuyeán taùc duïng treân dieän tích ñoù vaø  τρ.dF.ρ laø moâmen cuûa löïc  
τρ dF ñoái vôùi taâm O. Toång caùc moâmen naøy phaûi baèng Mz,  neân ta coù theå vieát:  
   ∫=

F
pz dFM ρτ       (d) 

 (c) vaøo (d) ⇒   ∫=
F

z dF
dz
dGM ρϕρ  (e) 

 Vì G.dϕ/dz laø haèng soá ñoái vôùi moïi ñieåm thuoäc maët caét F, neân ta coù theå 
ñöa ra ngoaøi daáu tích phaân, khi ñoù tích phaân ∫

F

dF..2ρ  chính laø moâmen quaùn 

tính cöïc Jp  cuûa maët caét ngang ñoái vôùi taâm O, ta ñöôïc: 

   p
F

z J
dz
dGdF

dz
dGM ϕρϕ

== ∫ 2  (f) 

töø (f) ta coù:          
ρ

ϕ
GJ
M

dz
d z=    (g) 

 Coù theå thaáy raèng, dϕ/dz chính laø goùc xoaén treân moät ñôn vò chieàu daøi  
( coøn goïi laø goùc xoaén tæ ñoái ) (rad/m). Ñaët 

dz
dϕ

=θ , ta coù: 

    
ρ

θ
GJ
M z=    (9-3)  

thay (g) vaøo (c) ta ñöôïc coâng thöùc tính öùng suaát tieáp: 
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          ρτ
ρ

ρ J
M z=    (9.4) 

 ÖÙng suaát tieáp thay ñoåi theo quy luaät baäc nhaát, baèng khoâng taïi taâm O vaø 
cöïc ñaïi taïi nhöõng ñieåm treân chu vi.  
 Bieåu ñoà phaân boá öùng suaát tieáp taïi moïi ñieåm treân maët caét ngang theå hieän 
treân H.9.7.a. Treân H.9.7.b, theå hieän öùng suaát tieáp ñoái öùng treân caùc maët caét 
chöùa truïc. 
 

 

O 

a) 

ρ

τmax

τρ 

Mz 

O 

b) 
H.9.7. Phaân boá öùng suaát tieáp treân maët caét 
           Vaø öùng suaát tieáp ñoái öùng

Mz 

τmax 

 
  
  ÖÙùng suaát tieáp cöïc ñaïi ôû caùc ñieåm treân chu vi (ρ = baùn kính R)   

   R
J
M z

ρ

τ =max     

ñaët:    
R
J

W ρ
ρ =   ; Wp  goïi laø moâmen choáng xoaén cuûa maët caét ngang 

⇒    
ρ

τ
W
M z=max                                                          (9.5)  

* Vôùi tieát dieän troøn ñaëc vaø D laø ñöôøng kính tieát dieän:  

  3
33

2,0
162

DDR
R
J

W ≈===
ππρ

ρ                                             (9.6)  

* Vôùi tieát dieän troøn roãng: 

  )1(2,0)1(
16

1
32

)1( 434
344

ηηπηπρ
ρ −≈−=

−
== DD

R
D

R
J

W                 (9.7)  

trong ñoù: η laø tyû soá giöõa ñöôøng kính trong vaø ñöôøng kính ngoaøi (η = d/D). 
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       4- Coâng thöùc tính bieán daïng khi xoaén  

    Goùc xoaén töông ñoái giöõa hai maët caét caùch nhau dz laø dz
GJ
Md z

ρ

ϕ =        (g) 

⇒ Goùc xoaén töông ñoái giöõa hai maët caét caùch nhau moät ñoaïn daøi L  laø: 

           ∫ ∫==
L

o

L

o

z dz
GJ
Md

ρ

ϕϕ                                                  (9.8) 

        *    Khi ñoaïn thanh coù Mz/GJp laø haèng soá ⇒ 
p

z

GJ
LM

=ϕ                     (9.9) 

 *    Khi thanh goàm nhieàu ñoaïn, moãi ñoaïn coù Mz/GJp laø haèng soá: 

                        ∑=
i

i
z

GJ
LM )(
ρ

ϕ                                                           (9.10) 

 Goùc xoaén ϕ ñöôïc quy öôùc döông theo chieàu döông cuûa Mz . 

 

5- Tính toaùn thanh troøn chòu xoaén thuaån tuyù: 

 Ñieàu kieän beàn:   
 + [ ]ττ ≤max  =

n
oτ                                           (9.11) 

vôùi: τo - laø öùng suaát tieáp nguy hieåm cuûa vaät lieäu, xaùc ñònh töø thí nghieäm 
      n - laø heä soá an toaøn. 
 +  Theo thuyeát beàn öùng suaát tieáp ( chöông 5 ):  
       

2
][

max
στ ≤    (9.12) 

 +   Theo thuyeát beàn theá naêng bieán ñoåi hình daïng ( chöông 5 ): 
        

3
][

max
στ ≤    (9.13) 

 Ñieàu kieän cöùng: 
                            θ max  ≤  [θ ] (9.14) 
 [θ ] : Goùc xoaén tyû ñoái cho pheùp, ñöôïc cho töø caùc soå tay kyõ thuaät, ñôn vò 
cuûa [θ ] laø (radian/ ñôn vò chieàu daøi ) 
 Ba baøi toaùn cô baûn:  
 - Kieåm tra beàn, cöùng (baøi toaùn kieåm tra) 
 - Xaùc ñònh taûi troïng cho pheùp  
 - Xaùc ñònh ñöôøng kính (baøi toaùn thieát keá). 

 

 



http://www.ebook.edu.vn

 GV: Leâ ñöùc Thanh 

 
Chöông 9: XOAÉN THUAÀN TUÙY                                                                                             8  

 

6- Theá naêng bieán daïng ñaøn hoài 
  Theá naêng rieâng tích luõy trong moät ñôn vò theå tích laø: 
        )](2[

2
1

133221
2
3

2
2

2
1 σσσσσσμσσσ ++−++=

E
u  

Thanh chòu xoaén thuaàn tuyù, TTÖS tröôït thuaàn tuyù vôùi öùng suaát tieáp τ , neân 
 σ1 = ⎢τ  ⎢; σ2 = 0 vaø σ3 = – ⎢τ  ⎢, ta ñöôïc: 
         21

ρτμ
E

u +
=    (a) 

vôùi: E = 2 G/(1 + μ), thay vaøo (a), ta ñöôïc: 

         
G

u
2

2
1 ρτ

=    (b) 

 Theá naêng tích luõy trong moät ñoaïn dz laø: 
       ∫∫ ==

FV

udFdzudVdU   (c) 

thay (b) vaøo (c), ta ñöôïc:  

      ∫∫∫ ===
Fp

z

p

z

FF

p dFdz
J
M

GG
dzdF

J
M

G
dU 2

2

2
2

2

22

2
1.

2
1

2
1 ρρ

τ   

hay:      dz
GJ
MdU

p

z
2

2
1

=   (d) 

 Vaäy theá naêng treân ñoaïn thanh coù chieàu daøi L laø: 

       ∫=
L

o p

z dz
GJ
MU

2

2
1                                                              (9.15) 

       + Khi ñoaïn thanh coù Mz/GJp laø haèng soá ⇒  
p

z

GJ
LMU

2

2
1

=             (9.16) 

 + Khi thanh goàm nhieàu ñoaïn, moãi ñoaïn coù Mz/GJp laø haèng soá 

          ∑=
i

i
p

z

GJ
LMU )(

2
1 2

          (9.17) 

 

        

 

 

 

 

 



http://www.ebook.edu.vn

 GV: Leâ ñöùc Thanh 

 
Chöông 9: XOAÉN THUAÀN TUÙY                                                                                             9  

 

         7- Daïng phaù hoûng cuûa caùc vaät lieäu 

 

τmax

τ 

σ σ 1 
τ P  

σ3

σ3

b)a)

τ

τ

σ3

σ3

σ 1
σ1

σ1

H. 9.8  Traïng thaùi öùng suaát taïi moät ñieåm 
treân maët ngoaøi cuûa thanh chòu xoaén  

 Nghieân cöùu traïng thaùi öùng suaát cuûa truïc troøn chòu xoaén, ta thaáy taïi moät 
ñieåm treân maët ngoaøi, phaân toá ôû traïng thaùi tröôït thuaàn tuùy chòu öùng suaát tieáp 
cöïc ñaïi τmax (H.9.a), ôû traïng thaùi naøy, theo hai phöông nghieâng 45o so vôùi 
truïc coù öùng suaát keùo chính vaø öùng suaát neùn chính σ1  = –σ3 =⎪τ⎪ (H.9.8.b). 

  

Maët khaùc, qua thí 
nghieäm, ta cuõng bieát 
raèng vaät lieäu deûo (nhö 
theùp) chòu keùo, chòu neùn toát nhö nhau, coøn chòu caét thì keùm hôn, do ñoù, khi 
moät truïc theùp bò xoaén seõ bò gaõy theo maët caét ngang, do öùng suaát tieáp τmax 

treân maët caét ngang (H.9.9).   

     Vôùi vaät lieäu doøn nhö 
gang, chòu neùn vaø chòu 
caét raát toát, coøn chòu 
keùo raát keùm neân khi xoaén seõ bò gaõy theo maët nghieâng 45o so vôùi truïc do öùng 
suaát keùo chính σ1 (H.9.10). 

         Vôùi vaät lieäu coù caáu taïo thôù nhö goã, chòu caét doïc thôù raát keùm neân khi 
xoaén seõ bò nöùt doïc theo ñöôøng sinh do öùng suaát öùng suaát tieáp ñoái öùng vôùi 
öùng suaát tieáp treân maët caét ngang (H.9.11). 

 

 

 

 

 

H. 9.9 Daïng nöùt gaõy cuûa vaät lieäu deûo 

 

H. 9.10  Daïng nöùt gaõy cuûa vaät lieäu doøn 

H. 9.11  Daïng nöùt gaõy cuûa  goã chòu xoaén

MzMz 
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Thí duï 9.3 Moät ñoäng cô coâng suaát 10kW, truyeàn moät moâmen xoaén leân moät 
truïc troøn ñöôøng kính D  taïi tieát dieän A, vaän toác truïc n = 1400 vg/phuùt. Giaû söû 
hieäu suaát truyeàn laø 100%. Khi ñoù taïi tieát dieän B, C nhaän ñöôïc coâng suaát 
truyeàn 3kW vaø 7kW (H.9.12.a). Ñònh ñöôøng kính D, sau ñoù tính goùc xoaén 
ϕAC . Bieát: [σ] = 16 kN/cm2 ; [θ ] = 0,250/m; a = 50cm;  G = 8.103  kN/cm2. 
               Giaûi. 
 ♦ Goïi ngaãu löïc xoaén taùc duïng taïi A, B, C laàn löôït laø M1, M2, M3. AÙp 
duïng coâng thöùc chuyeån ñoåi, ta ñöôïc: 
   M1  =  9740 x 10 / 1400  =  69,57 N.m = 6957 Ncm 

   M2  =  9740 x 3 / 1400    =  20,87 N.m = 2087 Ncm 

   M3  =  9740 x 7/ 1400    =  48,70 N.m = 4870 Ncm 
 Sô ñoà tính cuûa truïc ôû (H.9.12.b), bieåu ñoà moâmen veõ ôû (H.9.12.c). 
      ♦ Ñònh ñöôøng kính D: 

+ Theo ñieàu kieän beàn [ ]
2

][max
σττ =≤ ][

2,0 3 τ≤=⇒
D

M
W
M z

p

z 3
].[2,0 τ

zMD ≥⇒  

vôùi: [τ] = 
2
][σ = 8 kN/cm2 ;  

Mz =  4870 Ncm 
 ⇒  D ≥ 14,49 cm  (a) 
+ Theo ñieàu kieän cöùng: 

][
1,0.

][ 4max θθθ ≤=⇒≤
DG

M
GJ
M z

p

z   4
].[1,0. θG

MD z≥⇒  

[ ]4
.1,0. θG

MD z≥⇒  

vôùi: [θ ] = 0,250/m       

= cmrad /
10180

25,0
2−×

×π ;  

Mz = 4870 Ncm;  
G = 8.103 kN/cm2 ⇒  D ≥ 11,17cm (b) 
 Ñeå thoûa caû hai yeâu caàu (a), (b), ta choïn D = 15 cm. 
 ♦ Tính goùc xoaén ϕ AC: AÙp duïng coâng thöùc (9.6), ta ñöôïc: 

  rad 006,0
151,0108

504870
43 =

×××
×

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
= ∑

ii p

z
AC GJ

LMϕ  

 

 7 KW 3 KW 10 KW

AB C 
a)

D

b)

a a

A B

69,57 Nm 20,87 Nm 48,70 Nm

C 

c)
+ 

Mz 
 
(N.m)

48,70

20,87

H. 9.12 
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Thí duï 9.4  Moät thanh tieát dieän troøn 
ñöôøng kính D hai ñaàu ngaøm chòu 
löïc nhö (H.9.13). Veõ bieåu ñoà Mz  vaø  
ñònh giaù trò Mo  theo ñieàu kieän beàn.  

  Giaûi:  Ngoaïi löïc laø moâmen 
xoaén trong maët phaúng thaúng goùc vôùi truïc thanh thì phaûn löïc phaùt sinh taïi 
caùc lieân keát ngaøm A vaø E phaûi laø caùc moâmen xoaén MA, ME  trong caùc maët 
phaúng thaúng goùc vôùi truïc thanh. Giaû söû MA, ME  coù chieàu nhö treân H.9.13.  

       Ñeå xaùc ñònh moâmen phaûn löïc, vieát phöông 
trình caân baèng  ΣM/z = 0, ta coù: 
  MA - Mo +2Mo + Mo - ME =0                (a) 
      Phöông trình (a) khoâng ñuû ñeå ñònh ñöôïc phaûn 
löïc  MA, ME  : Baøøi toaùn sieâu tónh.   
 Caàn  boå sung moät (hay nhieàu) phöông trình  
thieát laäp töø ñieàu kieän bieán daïng cuûa baøi toaùn 
(phöông trình ñieàu kieän bieán daïng). 
 Thöôøng caùch giaûi nhö sau: 
 +Töôûng töôïng boû ngaøm E, thay baèng phaûn löïc 
töông öùng ME  (H.9.15.a). 
 +Vieát phöông trình ñieàu kieän bieán daïng: ϕE  = 0     
(Taïi E lieân keát ngaøm ⇒ do ñoù goùc xoay ϕE  = 0 )     

 +Tính ϕE  : AÙp duïng nguyeân lyù coäng taùc duïng, bieåu ñoà moâmen xoaén do 
töøng tröôøng hôïp taûi gaây ra ñöôïc veõ ôû H.9.15.b. Tính ϕE theo (9.10) nhö sau: 

       
22

32
2

5
.

3.)( a
GJ
Ma

GJ
Ma

GJ
M

JG
aM

GJ
LM

p

o

p

o

p

o

p

E

i p

z
EAE −++−=== ∑ϕϕ  

  + Cho ϕE  = 0, ta  ñöôïc : oE MM
3
5

=  

       Keát quaû döông, ME  ñuùng chieàu choïn. 
 + Xaùc ñònh ñöôïc ME , ta veõ ñöôïc bieåu ñoà moâmen xoaén Mz nhö H.9.15.c. 
 Töø bieåu ñoà noäi löïc  Mz, ta thaáy: Mz,max= (5/3)Mo. 
 Töø ñieàu kieän beàn, ta coù: ][

D.2,0
M][ 3

maxz
max τ≤⇒τ≤τ  

     ⇒     
5

D.2,0.3][M][
D.2,0.3

M5 3

o3
o τ≤⇒τ≤  

 

ME

 Mo Mo

Mo

Mz

Mo

2Mo

2Mo

(4/3)M

(2/3)M
(5/3)M

CB D E

aa/2 a/2a

ME

A

A

A

A

Hình 9.15

a)

b)

c)

 

M E 

M o M o 

M o 

M z 

M o 

2 M o 

2 M o 

(4/3) M0 

(2/3) M0 
(5/3) M0 

C B D E 
a a /2 a /2 a 

M E 

A 

A 

A 

A 

H. 9.15 

a) 

b) 

c) 

 M o 2Mo

C A B E D

a a/2 a /2a

M EMA

H. 9.13 

Mo

D 
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ΙΙΙ. XOAÉN THANH THAÚNG TIEÁT DIEÄN CHÖÕ NHAÄT 

 Thí nghieäm xoaén thanh tieát dieän chöõ nhaät, bieán 
daïng cuûa thanh nhö (H.9.16). 
 Lyù thuyeát ñaøn hoài cho  caùc keát quaû nhö sau: 
♦ÖÙng suaát: Treân maët caét ngang chæ coù öùng suaát tieáp. 
+ Taïi taâm vaø caùc goùc, öùng suaát tieáp baèng khoâng.   
+ Taïi  ñieåm giöõa caïnh daøi, öùng suaát tieáp ñaït giaù trò lôùn 

nhaát :              2max hb
M z

α
τ =             (9.18) 

+ Taïi ñieåm giöõa caïnh ngaén, öùng suaát τ1 
beù hôn:  max1 γττ =     (9.19) 
+Phaân boá öùng suaát tieáp taïi caùc ñieåm treân 
caùc truïc ñoái xöùng, caùc caïnh tieát dieän vaø 
caùc ñöôøng cheùo ñöôïc bieåu dieãn ôû H.9.17. 

♦ Goùc xoaén töông ñoái:  
         3hb

Mz

β
=θ                (9.20)     

trong ñoù: α, γ, β  laø caùc heä soá phuï thuoäc 
tyû soá (caïnh daøi h /caïnh ngaén b) ñöôïc cho trong baûng 1. 
 

Baûng 9.1  Giaù trò α, γ, β 

b
h  1 1,5 1,75 2 2,5 3 4 6 8 10 ∞ 

α 0,203 0,231 0,239 0,246 0,258 0,267 0,282 0,299 0,307 0,313 0,333 

β 0,141 0,196 0,214 0,229 0,249 0,263 0,281 0,299 0,307 0,313 0,333 

γ 1,000 0,859 0,820 0,795 0,766 0,753 0,745 0,743 0,742 0,742 0,742 

 

 

 

 

a
) 

b)

H. 9.16   Söï veânh cuûa tieát
       dieän chöõ nhaät khi xoaén

b

h

Mz 
τmax

τ1

H. 9.17 Phaân boá öùng suaát tieáp 

               treân tieát dieän chöõ nhaät

τ1

τmax

τ1 

z
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ΙV. TÍNH LOØ XO HÌNH TRUÏ BÖÔÙC NGAÉN CHÒU LÖÏC DOÏC TRUÏC 

 Loø xo laø moät boä phaän ñöôïc duøng roäng raõi trong kyõ thuaät, ñöôïc laép ñaët taïi 
nhöõng choã caàn giaûm chaán do taûi troïng ñoäng nhö ñeá moùng thang maùy, heä 
thoáng nhuùn trong oâtoâ, ñeá moâ tô coâng suaát lôùn... 
 Loø xo hình truï ñöôïc caáu taïo baèng caùch quaán moät sôïi daây theùp tieát dieän 
vuoâng, chöõ nhaät hoaëc troøn quanh moät loõi hình truï, ta chæ tính loø xo chòu löïc 
theo phöông truïc cuûa hình truï naøy; truïc cuûa hình truï cuõng laø truïc cuûa loø xo, 
ngoaøi ra chæ xeùt loø xo coù caùc voøng gaàn nhau goïi laø loø xo hình truï böôùc ngaén 
(H.9.18.a). 
  1- Caùc ñaëc tröng cuûa loø xo: 
+ d: Ñöôøng kính daây loø xo. 
+ D: Ñöôøng kính trung bình loø xo. 
+ n: Soá voøng laøm vieäc cuûa loø xo. 
+ G: Moâ ñun ñaøn hoài tröôït cuûa vaät 
lieäu laøm loø xo.  
2- ÖÙng suaát trong daây loø xo: 
Duøng moät maët caét chöùa truïc cuûa 
loõi hình truï caét qua moät sôïi daây loø 
xo, taùch loø xo laøm hai phaàn, xeùt 
ñieàu kieän caân baèng cuûa moät phaàn 
loø xo nhö treân H.9.18.b, ta ñöôïc:  

  
2

.0/

0

DPMoM

PQY

z

y

=⇒=Σ

=⇒=Σ
   

 Treân maët caét ñang xeùt ( xem 
nhö maët caét ngang cuûa daây loø xo) coù 
löïc caét Qy vaø moâmen xoaén Mz, chuùng 
ñeàu gaây öùng suaát tieáp:   
  τ = τM  + τQ 
 Taïi moät ñieåm baát kyø treân maët 
caét ngang, caùc thaønh phaàn öùng suaát 
ñöôïc bieåu dieãn nhö (H.9.19). Boû qua 
ñoä nghieâng cuûa daây loø xo, coi tieát 
dieän ñang xeùt laø troøn, coù theå thaáy 

 

d

P 

P 

P 

Mz

P = Qy

a) b) 

h

D 

D  

H. 9.18. a) Caùc ñaëc tröng cuûa loø xo 
       b) Noäi löïc treân tieát dieän daây loø xo 

Qy = P 

dF 

A o 

τΘ

τΘ1

τμαξ τM 

τM Mz

o 

D/2 P

d/2 

a)

b)

H. 9.19 Noäi löïc vaø öùng suaát treân 
              maët caét daây loø xo 

A
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raèng, taïi meùp trong cuûa maët caét daây loø xo, ñieåm A treân H.9.19, öùng suaát tieáp 
ñaït giaù trò cöïc ñaïi, duø löïc P laø taùc duïng keùo hay neùn loø xo.  
 Moät caùch gaàn ñuùng, öùng suaát tieáp taïi ñieåm nguy hieåm coù theå tính nhö 
sau: 

 

16

2

4

32max d

DP

d
P

W
M

F
Q

p

zy
MQ ππ

τττ +=+=+=   

 33max
81

2
8

d
PD

D
d

d
PD

ππ
τ ≈⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=                                        (9.21) 

         Thöïc chaát τQ khoâng phaân boá ñeàu, coøn coâng thöùc tính τM  nhö treân 
khoâng chính xaùc vì tieát dieän khoâng troøn do ñoä nghieâng cuûa daây loø xo cuõng 
nhö sôïi daây loø xo khoâng laø thanh thaúng, cho neân trong tính toaùn thöïc haønh, 
keå ñeán keát quaû do thöïc nghieäm, ta coù theå laáy: 

 33max .
8

16
.
2

d
PDk

d

DP
k

ππ
τ ==        vôùi   

1

25,0

−

+
=

d
D

d
D

k  (9.22)    

 2- Bieán daïng cuûa loø xo: Tính ñoä co, daõn  λ cuûa loø xo khi chòu löïc doïc 
truïc. 
       Duøng nguyeân lyù baûo toaøn naêng löôïng, boû qua caùc maát maùt naêng löôïng, 
coâng ngoaïi löïc T hoaøn toaøn bieán thaønh theá naêng bieán daïng ñaøn hoài U. 
Ta coù:  
+ Coâng cuûa ngoaïi löïc P  treân ñoä co, daõn λ cuûa loø xo laø: λPT

2
1

=     (a) 

+ Theá naêng bieán daïng ñaøn hoài tích luõy trong loø xo (boû qua theá naêng  do Qy): 

         ∑=
p

z

GJ
LMU

2

2
1  

   4

32

4

22 8
2
1

32/42
1

Gd
nDP

dG
DnDPU ==

π
π  (b) 

veà giaù trò,   T = U, ⇒ 
C
P

Gd
nPD

== 4

38λ  (9.24) 

vôùi:        
nD

GdC 3

4

8
=     (9.25) 

trong ñoù: C - laø ñoä cöùng cuûa loø xo 
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Thí duï 9.5  Hai loø xo coù ñoä cöùng C1 = 8 kN/cm vaø C2 = 5 kN/cm cuøng chieàu 
cao H, ñöôïc gheùp ñoàng truïc , cuøng chòu löïc P = 50 kN (H.9.20.a). Tính löïc 
taùc duïng treân töøng loø xo, tính chuyeån vò cuûa ñieåm ñaët löïc. 

 

H. 9.20    a) Hai loø xo gheùp ñoàng truïc  
                b) Noäi löïc trong loø xo 

P 

C1

C2

11 

a)

P 

R1

R2

b)

1 1 

 

           Giaûi. 

 Caét 2 loø xo baèng maët caét (1-1), xeùt caân baèng phaàn treân, goïi noäi löïc cuûa 
loø xo  laø R1 , R2, (H.9.20.b),  

       ∑Y = 0 ⇒  R1 + R2  = P                               (a)     

Moät phöông trình chöùa hai aån soá, ta gaëp baøi toaùn sieâu tónh.  
 Ñieàu kieän bieán daïng: ñoä co ngaén cuûa loø xo 1 phaûi baèng loø xo 2: 
                  λ1  =  λ2  (b) 
    2

2

1
1

2

1

1

1 R
C
CR

C
R

C
R

=⇒=  (c) 

(c) vaø (a) ⇒ 

   

P
CC

CR

P
CC

C

C
C

PR

21

1
1

21

2

2

1
2

1

+
=

+
=

+
=

 (d) 

thay giaù trò P, C1, C2 vaøo (d): R1 = 30,77 kN;  R2 = 19,23 kN 
 Chuyeån vò cuûa ñieåm ñaët löïc chính laø ñoä co cuûa loø xo 1 hoaëc loø xo 2 
  λ1 = λ2 = λ = R1 / C1 =30,77/8 = 3,85cm.    
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Thí duï 9.6  Moät thanh coù EJ raát lôùn ñöôïc xem laø baèng ∞, ñöôïc ñaët treân ba loø 
xo coù ñoä cöùng laàn löôït laø C1 = 5 kN/cm, C3 = C2 = 10 kN/cm chòu taùc duïng 
cuûa löïc P = 50 kN nhö treân H.9.21.a. Tìm löïc taùc duïng treân caùc loø xo, tính 
goùc nghieâng cuûa thanh ABC. Cho a = 50cm.  

 
                Giaûi.  
       Goïi phaûn löïc cuûa caùc loø xo laàn löôït laø R1, R2, R3  (H.9.21.b). 
 Ñieàu kieän caân baèng: 
  ∑ Y = 0       ⇒ R1 + R2 + R3  = P (a) 
  ∑ M/A = 0  ⇒  -R2.a- R3.3a + P.2a = 0 
hay:           R2 + 3R3   = 2P (b) 
 Ñieàu kieän bieán daïng: giaû söû, döôùi taùc duïng cuûa ngoaïi löïc, thanh ABC 
coù vò trí môùi nhö ôû (H.9.22): 
 
 
 
 
 
 Ta coù:  λ2 = 

3
2 λ1 + 

3
1 λ3            

3

3

1

1

2

2
3
1

3
2

C
R

C
R

C
R

+=⇒  (c) 

 Giaûi heä (a), (b), (c), ta ñöôïc phaûn löïc cuûa caùc loø xo, cuõng chính laø löïc 
taùc duïng leân caùc loø xo:                 R1 = 

9
P ;  R2 = P

3
1 ;  R3 = P

9
5  

 Töø ñoù, ta tính ñöôïc bieán daïng cuûa caùc loø xo: 
   λ1 = 1,11cm;  λ2 = 1,67cm;  λ3 = 2,78cm 
 Goùc nghieâng cuûa thanh ABC laø: 
   tanα ≈ α = (λ3 – λ1)/3a = 0,0111 rad 

 
 

λ2

λ3
λ1 

α 

H. 9.22  Sô ñoà chuyeån vò cuûa thanh ABC vaø bieán daïng cuûa caùc loø xo

 P 

a a

C BA

a

R 3 R1 R2

b)

P

C 1 C 2 C2

aa a 
a) 

H. 9.21 a) Thanh ABC tuyeät ñoái cöùng ñaët treân ba loø xo 

              b) Ngoaïi löïc vaø caùc phaûn löïc cuûa caùc loø xo 
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BAØI TAÄP CHÖÔNG 9 
9.1 Veõ bieåu ñoà moâmen xoaén, tính öùng 
suaát tieáp lôùn nhaát vaø goùc xoaén taïi ñaàu töï 
do cuûa thanh tieát dieän troøn coù khoan loã 
doïc truïc nhö H.9.1. Cho:  
 Mo = 360 Nm; a=50 cm; 
 G = 8.106 N/cm2, d = 3 cm. 
9.2 Veõ bieåu ñoà noäi löïc, kieåm 
tra ñoä beàn vaø ñoä cöùng cuûa truïc 
troøn(H.9.2).Bieát: a =40 cm 
 [τ]=3000N/cm2; [θ] = 0,5o/m; 
G=8.106 N/cm2; Mo = 1 kNm;      
    Tính goùc xoaén taïi B vaø C. 
9.3Veõ bieåu ñoà moâmen xoaén vaø 
tính öùng suaát tieáp lôùn nhaát treân caùc 
maët caét ngang nguy hieåm cuûa truïc 
troøn nhö treân H.9.3. 
 Cho: G = haèng soá. 
9.3 Moät truïc chòu xoaén nhö H.9.4. 
Xaùc ñònh öùng suaát tieáp τmax cuûa truïc AB, 
goùc xoaén ϕAB , noäi löïc trong hai thanh CD 
vaø CE.Cho: E=2.107N/cm2, G = 8.106 
N/cm2; 
 M = 2kNm; a =2cm; F=4 m2; d=6 cm. 
Xem puli taïi C laø tuyeät ñoái cöùng. 
9.5 Moät truïc truyeàn ñoäng tieát dieän troøn, 
ñöôøng kính d. Taïi puli A, truïc nhaän ñöôïc 
coâng suaát truyeàn 15 kW. Giaû söû hieäu 
suaát truyeàn laø 1, khi ñoù taïi caùc puli B, Cø, 
H truïc truyeàn ñi caùc coâng suaát laàn löôït laø 
4kW, 8kW vaø 3kW (H.9.5). Tính d theo 
ñieàu kieän beàn vaø ñieàu kieän cöùng.  
Cho:[τ]=2kN/cm2;[θ]=0,40/m; 
G=8.103kN/cm2; toác ñoä moâtô n = 150 vg/ph. 
 

   4M0   M 0  2M0

a

d

H. 9.1 

aa/2

2d

H. 9.2 

A

4M0 2M 0 M0

a

10
c
m

8c
m 

C

B a a a

H. 9.3 

A

3M

a

d 

B

M

2d

a a a

H. 9.4 

a
F4a 

d

D =
80

A
B

a

a F 

C 

D

E 

C

A 
B C H

H. 9.5 
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9.6  Treân maët ngoaøi cuûa moät truïc troøn chòu xoaén 
thuaàn tuùy, ngöôøi ta duøng taám ñieän trôû vaø ño ñöôïc 
bieán daïng daøi töông ñoái theo phöông 45o so vôùi 
truïc laø ε = 30.10-5 (H. 9.6) 

 Tính moâmen xoaén taùc duïng leân truïc. 
 Cho: E = 2.104 kN/cm2; μ = 0,3. 

9.7  Ngöôøi ta noái hai truïc cuøng ñöôøng kính  D 
= 8 cm baèng maët bích vaø boán bu loâng φ 20 boá 
trí ñoái xöùng treân ñöôøng troøn ñöôøng kính 20cm 
(H.9.7). Tính moâmen xoaén lôùn nhaát coù theå taùc 
duïng leân truïc theo ñieàu kieän beàn cuûa truïc vaø 
bu loâng. Cho: [τ]tr = 4 kN/cm2; [τ]bl = 2 kN/cm2. 
 9.8  Hai truïc troøn baèng theùp vaø ñura ñöôïc 
noái vôùi nhau baèng maët bích vaø bu loâng chòu 
moät moâmen xoaén M nhö (H.9.8). Tính 
moâmen xoaén noäi löïc taùc duïng leân hai truïc. 
Cho: Gth = 2Gñura; Dñura = 1,5Dth . 
9.9  Heä chòu löïc nhö ôû H.9.9.a,b 
Tính öùng suaát trong loø xo 1 vaø 2.Tính chuyeån vò ñöùng taïi C, xem thanh ABC 
laø tuyeät ñoái cöùng. Bieát : D1 =6cm; d1=1cm;n1=10; D2=5cm; d2=0,8cm; n2= 8 
P=1kN ; G1=G2 =8.103kN/cm2 

9.10 Moät thanh tuyeät ñoái cöùng AB ñöôïc ñaët 
treân ba loø xo coù cuøng soá voøng   vaø chòu moät löïc 
P ñaët ôû ñaàu B nhö treân H.9.10. Tính löïc taùc 
duïng leân caùc loø xo. Tính chuyeån vò ñöùng taïi B. 
Cho:  
 C3 = 2C2 = 2C1 = 2kN/cm; P =  kN;  a = 1m. 

Vò trí bu loâng

H. 9.7 

H. 9.10 

a a a

A B

P

C1 C2 C3

H. 9.8 

M

2a a

DduDth 

theùp ñura

P

1 2a

BA

H. 9.9

1

A

a

C

P
B C 

2

a) b)

2a a

45o

H. 9.6 
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Chöông 10 
THANH CHÒU LÖÏC PHÖÙC TAÏP 

 
10.1  KHAÙI NIEÄM 
 ♦ Ñònh nghóa 
 Thanh chòu löïc phöùc taïp khi treân caùc maët 
caét ngang coù taùc duïng ñoàng thôøi cuûa nhieàu 
thaønh phaàn noäi löïc nhö löïc doïc Nz, moâmen uoán 
Mx, My, moâmen xoaén Mz (H.10.1). 
 Khi moät thanh chòu löïc phöùc taïp, aûnh 
höôûng cuûa löïc caét ñeán söï chòu löïc cuûa thanh 
raát nhoû so vôùi caùc thaønh phaàn noäi löïc khaùc neân 
trong tính toaùn khoâng xeùt ñeán löïc caét. 
 2- Caùch tính toaùn thanh chòu löïc phöùc taïp  
 Aùp duïng Nguyeân lyù coäng taùc duïng 
 Nguyeân lyù coäng taùc duïng: Moät ñaïi löôïng do nhieàu nguyeân nhaân ñoàng 
thôøi gaây ra seõ baèng toång ñaïi löôïng ñoù do taùc ñoäng cuûa caùc nguyeân nhaân 
rieâng leõ ( Chöông 1) 

10.2  THANH CHÒU UOÁN XIEÂN 
1- Ñònh nghóa – Noäi löïc 

 Thanh chòu uoán xieân khi treân moïi maët caét 
ngang chæ coù hai thaønh phaàn noäi löïc laø moâmen 
uoán Mx vaø moâmen uoán My taùc duïng trong caùc 
maët phaúng yoz vaø xoz (H.10.2). 
 Daáu cuûa Mx , My : 
Mx > 0 khi caêng thôù y > 0  
My > 0 khi caêng thôù x > 0  
 Theo Cô hoïc lyù thuyeát, ta coù theå bieåu 
dieãn moâmen Mx vaø My baèng caùc veùc tô 
moâmen Mx vaø My (H.10.3); Hôïp hai moâmen 
naøy laø moâmen toång Mu . Mu naèm trong maët 
phaúng voz, maët phaúng naøy thaúng goùc vôùi 
truïc u (chöùa veùc tô moâmen Mu)  vaø chöùa 
truïc thanh (H.10.3). 

H.10.1 

Mx

My 

Mz 

z
x

y 

O 
Nz

H.10.2 

Mx

My 

z

x
y 

O 

v 

x

zO 
Mu 

y 

H.10.3 Moâmen toång  
vaø maët phaúng taûi troïng 

u

 maët phaúng taûi troïng 

Mx 

My 

Mu 
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Maët phaúng taûi troïng laø maët phaúng chöùa Mu. 
Giao tuyeán cuûa maët phaúng taûi troïng vôùi maët caét ngang laø Ñöôøng taûi troïng 
(truïc v ) 
Kyù hieäu α : Goùc hôïp bôûi truïc x vaø ñöôøng taûi troïng; Ta coù 
 22

yxu MMM +=  (10.1) 

 
y

x

M
M

=αtan   (10.2) 

Ñònh nghóa khaùc cuûa uoán xieân: Thanh chòu uoán xieân khi treân caùc maët caét 
ngang chæ coù moät moâmen uoán Mu  taùc duïng trong maët phaúng chöùa truïc maø 
khoâng truøng vôùi maët phaúng quaùn tính chính trung taâm yOz hay xOz. 
 Ñaëc bieät, ñoái vôùi thanh tieát dieän troøn, moïi ñöôøng kính ñeàu laø truïc chính 
trung taâm ( truïc ñoái xöùng ), neân baát kyø maët phaúng chöùa truïc thanh naøo cuõng 
laø maët phaúng quaùn tính chính trung taâm. Do ñoù, maët caét ngang thanh troøn 
luoân luoân chæ chòu uoán phaúng. 

 2- ÖÙng suaát phaùp treân maët caét ngang 

 Theo nguyeân lyù coäng taùc duïng, taïi moät ñieåm A (x,y) baát kyø treân tieát dieän, 
öùng suaát do hai moâmen Mx , My  gaây ra tính theo coâng thöùc sau : 

            x
J
M

y
J
M

y

y

x

x
z +=σ                      (10.3) 

 Trong (10.3), soá haïng thöù nhaát chính laø öùng suaát phaùp do  Mx gaây ra, soá 
haïng thöù hai laø öùng suaát phaùp do My gaây ra  
 Coâng thöùc (10.3) laø coâng thöùc ñaïi soá, vì caùc moâmen uoán Mx, My vaø toïa 
ñoä ñieåm A(x,y) coù daáu cuûa chuùng 
 Trong tính toaùn thöïc haønh, thöôøng duøng coâng 
thöùc kyõ thuaät nhö sau: 
 

  x
J
M

y
J
M

y

y

x

x
z ±±=σ                       (10.4) 

 Trong (10.4), laáy daáu coäng (+) hay (–) tuyø theo 
ñieåm tính öùng suaát naèm ôû mieàn chòu keùo hay neùn 
do töøng noäi löïc gaây ra 
 H.10.4 bieåu dieån caùc mieàn keùo, neùn treân maët caét do caùc moâmen uoán 
 Mx , My  gaây ra :  + , -   do Mx 
                     do My  

Mx

o

x 

B 

y

+ 
+ 

z
+

+ 

My 

H.10.4 Bieåu dieån caùc 
mieàn keùo, neùn treân maët 
 caét do Mx , My gaây ra

+ _ 
     , 
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 Thí duï 1. Tieát dieän chöõ nhaät bxh= 20×40 cm2 chòu 
uoán xieân (H.10.5), cho Mx = 8 kNm vaø My = 5 kNm. 
Chieàu heä truïc choïn nhö h.10.5a 

  ÖÙng suaát phaùp taïi B (xB =+10 cm; yB =- 20 cm)  

       + Tính theo (10.3) nhö sau: 
   2

33 kN/cm )10(

12
)20(40

500)20(

12
)40(20

800
+−=σB  

 + Tính theo (10.4) nhö sau: 
Mx gaây keùo nhöõng ñieåm naèm döôùi Ox vaø gaây neùn nhöõng ñieåm treân Ox;  
My gaây keùo phía traùi Oy vaø gaây neùn phía phaûi Oy. 
 Bieåu dieãn vuøng keùo baèng daáu (+) vaø vuøng neùn baèng daáu (–) treân tieát 
dieän (H.10.4a) ta coù theå thaáy, taïi ñieåm B; Mx  gaây neùn; My gaây keùo. 

      ⇒  2
33 kN/cm )10(

12
)20(40

500)20(

12
)40(20

800
+−=σ B  

 3- Ñöôøng trung hoøa vaø bieåu ñoà öùng suaát 

 Coâng thöùc (10.3) laø moät haøm hai bieán, noù coù ñoà thò laø moät maët phaúng 
trong heä truïc Oxyz. Neáu bieåu dieãn giaù trò öùng suaát phaùp σz cho ôû (10.3) baèng 
caùc ñoaïn thaúng ñaïi soá theo truïc z ñònh höôùng döông ra ngoaøi maët caét       
(H.10.6a), ta ñöôïc moät maët phaúng chöùa ñaàu muùt caùc veùctô öùng suaát phaùp 
taïi moïi ñieåm treân tieát dieän, goïi laø maët öùng suaát (H.10.6.a). 

y

σmin
Ox
_

+
_

K
z

σmax
+

y

σmin

 Ox
_

+

z σmax a) b)
y

 
Hình 10.6 

a) Maët öùng suaát;    b) Bieåu ñoà öùng suaát phaúng 
 
 Goïi giao tuyeán cuûa maët öùng suaát vaø maët caét ngang laø ñöôøng trung 
hoøa, ta thaáy, ñöôøng trung hoøa laø moät ñöôøng thaúng vaø laø quyõ tích cuûa 
nhöõng ñieåm treân maët caét ngang coù trò soá öùng suaát phaùp baèng khoâng.  

B

o z

b 

h 

y 

x 

Mx

H.10.5a)

My
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 Cho bieåu thöùc σz = 0, ta ñöôïc phöông trình ñöôøng trung hoøa: 

   0 . .y yx x

x y x y

M MM Jy x y x
J J M J

+ = ⇒ = −  (10.5) 

 Phöông trình (10.5) coù daïng y = ax, ñöôøng trung hoøa laø moät ñöôøng 
thaúng qua goác toïa ñoä, vaø coù heä soá goùc tính theo coâng thöùc: 

                      .y x

x y

M Jtg
M J

β = −                                     (10.5) 

 Ta thaáy: 
 - Ñöôøng trung hoøa chia tieát dieän laøm hai mieàn: mieàn chòu keùo vaø mieàn 
chòu neùn.        
 - Nhöõng ñieåm naèm treân nhöõng ñöôøng thaúng song song vôùi ñöôøng trung 
hoøa coù cuøng giaù trò öùng suaát. 
 - Caøng xa ñöôøng trung hoøa, trò soá öùng suaát cuûa caùc ñieåm treân moät 
ñöôøng thaúng vuoâng goùc ñöôøng trung hoøa taêng theo luaät baäc nhaát. 
 Döïa treân caùc tính chaát naøy, coù theå bieåu dieãn söï phaân boá baèng bieåu ñoà 
öùng suaát phaúng nhö sau. 
 Keùo daøi ñöôøng trung hoøa, veõ ñöôøng chuaån vuoâng goùc vôùi ñöôøng trung 
hoaø taïi K, öùng suaát taïi moïi ñieåm treân ñöôøng trung hoøa (σz = 0) bieåu dieãn 
baèng ñieåm K treân ñöôøng chuaån. Söû duïng pheùp chieáu thaúng goùc, ñieåm naøo 
coù chaân hình chieáu xa K nhaát laø nhöõng ñieåm chòu öùng suaát phaùp lôùn nhaát.  
 - Ñieåm xa nhaát thuoäc mieàn keùo chòu öùng suaát keùo lôùn nhaát, goïi laø σmax.  
 - Ñieåm xa nhaát thuoäc mieàn neùn chòu öùng suaát neùn lôùn nhaát, goïi laø σmin.
  
 Tính σmax, σmin roài bieåu dieãn baèng hai ñoaïn thaúng veà hai phía cuûa ñöôøng 
chuaån roài noái laïi baèng ñöôøng thaúng, ñoù laø bieåu ñoà öùng suaát phaúng, trò soá öùng 
suaát taïi moïi ñieåm cuûa tieát dieän treân ñöôøng thaúng song song vôùi ñöôøng trung 
hoaø chính laø moät tung ñoä treân bieåu ñoà öùng suaát xaùc ñònh nhö ôû (H.10.6.b). 
  

 4- ÖÙng suaát phaùp cöïc trò vaø ñieàu kieän beàn 

 ° ÖÙng suaát phaùp cöïc trò:  Goïi A(xA, yA) vaø B(xB, yB) laø hai ñieåm xa 
ñöôøng trung hoaø nhaát veà phía chòu keùo vaø chòu neùn, coâng thöùc (10.4) cho: 

   
max

min

yx
A A A

x y

yx
B B B

x y

MM
y x

J J

MM
y x

J J

σ σ

σ σ

= = +

= = − −

 (10.6) 
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 Ñoái vôùi thanh coù tieát dieän chöõ nhaät (b x h), ñieåm xa ñöôøng trung hoaø 
nhaát luoân luoân laø caùc ñieåm goùc cuûa tieát dieän, khi ñoù: 
   ⎮xA ⎮=⎪ xB⎮ = 

2
h ;   ⎪ yA⎮ =⎮ yB⎮  = 

2
h  

   
y

y

x

x

W
M

W
M

+=σmax ;  
y

y

x

x

W
M

W
M

−−=σmin  (10.7)  

vôùi:      
62/

   ;
62/

22 hb
b
J

Wbh
h
JW y

y
x

x ====   

 ° Ñoái vôùi thanh coù tieát dieän troøn, khi tieát dieän chòu taùc duïng cuûa hai 
moâmen uoán Mx, My trong hai maët phaúng vuoâng goùc yOz, xOz, moâmen toång 
laø Mu taùc duïng trong maët phaúng vOz cuõng laø maët phaúng quaùn tính chính 
trung taâm , nghóa laø chæ chòu uoán phaúng, do ñoù: 

     3
3

22
minmax, 1,0

32
.   ;; DDWMMM

W
M

uyxu
u

u ≈
π

=+=±=σ    (10.8) 

 ° Ñieàu kieän beàn: treân maët caét ngang cuûa thanh chòu uoán xieân chæ coù 
öùng suaát phaùp, khoâng coù öùng suaát tieáp, ñoù laø traïng thaùi öùng suaát ñôn, hai 
ñieåm nguy hieåm laø hai ñieåm chòu σmax, σmin, tieát dieän beàn khi hai ñieåm nguy 
hieåm thoûa ñieàu kieän beàn:     
  nminkmax ][;][ σ≤σσ≤σ  (10.9) 

 Ñoái vôùi vaät lieäu deûo: [σ ]k  = [σ ]n = [σ ], ñieàu kieän beàn ñöôïc thoûa khi: 
         ][,max minmax σ≤σσ  (10.8)   

  
Thí duïï 2.  Moät daàm tieát dieän chöõ T chòu löïc nhö treân H.10.7.a. Veõ bieåu ñoà 
noäi löïc, xaùc ñònh ñöôøng trung hoaø taïi tieát dieän ngaøm, tính öùng suaát σmax, σmin. 
Cho: q = 4 kN/m; P = qL; L = 2 m; a = 5 cm. Caùc ñaëc tröng cuûa tieát dieän chöõ 
T ñöôïc cho nhö sau:  yo = 7a/4, Jx = 109a4/6 ; Jy = 34a4/6. 

 
Giaûi. Phaân tích  löïc P thaønh 2 thaønh phaàn treân hai truïc x vaø y, ta ñöôïc: 
 Px = P.cos300 = P 3 /2 = qL 3 /2;  Py = P.sin300 = P/2 
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=  
 Xeùt thanh chòu löïc trong töøng maët phaúng rieâng leû. 
 Trong maët phaúng (yOz), heä chòu löïc phaân boá vaø löïc taäp trung Py, bieåu ñoà 
moâmen veõ treân H.10.7.b, theo quy öôùc, bieåu ñoà naøy laø Mx. Töông töï, trong 
maët phaúng (xOz), heä chòu löïc phaân boá vaø löïc taäp trung Py, bieåu ñoà moâmen veõ 
treân H.10.7.c, ñoù laø My. 

 Phöông trình ñöôøng trung hoøa:    . .y x

x y

M Jy x
M J

= −  (a) 

 Taïi tieát dieän ngaøm: Mx = qL2;  My = 3 qL2/2 
 Chieàu Mx vaø My bieåu dieãn ôû H.10.5.d, neáu choïn chieàu döông cuûa truïc x 
vaø y nhö treân H.10.8.a thì trong (a), caùc moâmen uoán deàu coù daáu +. 

 Ta coù: xx
a
a

qL
qLy .77,2

6/34
6/109.2/3

4

4

2

2
−=−=  (b) 

 Bieåu dieãn tieát dieän baèng hình phaúng theo tyû leä, töø (b) coù theå veõ chính 
xaùc ñöôøng trung hoøa, aùp duïng caùch veõ bieåu ñoà öùng suaát, ta cuõng veõ ñöôïc 
bieåu ñoà öùng suaát phaúng (H.10.8.b). 

Hình 10.7  a) Sô ñoà taûi troïng 
    duïng leân thanh
b) Xeùt thanh trong maët phaúng 
   veõ bieåu ñoà Mx

c) Xeùt thanh trong maët phaúng 
  veõ bieåu ñoà My

d) Bieåu ñoà noäi löïc khoâng 

y

M x 

x

2a 2a

yo
a

4a
O

a

P
30oq 

z
x

y 
a

L 

z

y 

q 
P y = P/2

b) 
qL 2 

P x  = P 2/3

3 

x 

M y c) 

d)

Mx

y

3

qL2

My
x

z 
2
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A

C

B
σmax

σmin

b)a)

My

Mx

x
y

z
o

 
 Hình 10.8  

 a) Choïn chieàu döông cuûa truïc x, y . 
               b) Ñöôøng trung hoøa vaø bieåu ñoà öùng suaát phaúng 
 

 Döïa treân bieåu ñoà öùng suaát ta coù theå tìm thaáy ñieåm chòu keùo nhieàu nhaát  
laø ñieåm A(⎮xA⎮ = 2a,⎪yA⎮ = 7a/4), ñieåm chòu neùn nhieàu nhaát laø ñieåm       
C(⎮xB⎮ = 2a,⎮yB⎮ = 3a/4); ñieåm B(⎪xB⎮ = a/2,⎮yB⎮ = 13a/4) coù chaân hình 
chieáu khaù gaàn C, caàn tính öùng suaát taïi ñaây.  
 AÙp duïng coâng thöùc (10.4), ta coù: 

  2
y

2

x

2

maxA cm
kN145,5)a2(

I
2/qL3)

4
a7(.

I
qL

=++=σ=σ  

  2
y

2

x

2

minC cm
kN384,3)a2(

I
2/qL3)

4
a3(.

I
qL

−=−+=σ=σ  

Thí duïï 3.  Moät thanh tieát dieän troøn roãng chòu taùc duïng cuûa ngoaïi löïc 
(H.10.9). Tính öùng suaát phaùp σmax, σmin, xaùc ñònh ñöôøng trung hoaø taïi tieát 
dieän ngaøm. 

     
 
Giaûi. Phaân tích löïc 2P vaø löïc P leân hai truïc vuoâng goùc x, y. Laàn löôït xeùt söï 
laøm vieäc cuûa thanh trong töøng maët phaúng yOz, xOz, ta veõ ñöôïc bieåu ñoà 
moâmen Mx, My töông öùng (H.10.10b). 

2PP 2 P 

x z

2 a a

60o 30 o 

y y
x

  Hình 10.9  Thanh tieát dieän troøn roãng chòu taûi 
  trong hai maët phaúng khaùc 

60o

30o
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2aa2a

P/2 3

My
Mx(3 3

3

P
3

(3 – 3 Pa

a

z z

x
y

b)

P

a)

 
 Hình 10.10  Bieåu ñoà moâmen bieåu dieãn trong hai maët phaúng vuoâng goùc 

 Vôùi thanh tieát dieän troøn, khi coù hai moâmen uoán Mx, My taùc duïng trong hai 
maët phaúng vuoâng goùc yOz, xOz, ta coù theå ñöa veà moät moâmen uoán phaúng Mu  

trong taùc duïng maët phaúng quaùn tính chính trung taâm vOz, vôùi: Mu laø moâmen 
toång cuûa Mx vaø My. 
  Taïi tieát dieän ngaøm, Mx, My coù giaù trò lôùn nhaát, ta coù: 
   ⎮Mu ⎪  =  22

yx MM +  =  9,475 Pa 
 Theo coâng thöùc cuûa uoán phaúng, ta ñöôïc:  
  2

4

43

4

43
u

u
minmax, cm

kN41,8
)

10
81(

32
10.

Pa745,9

)
D
d1(

32
D

Pa745,9
W
M

±=
−

π
±=

−
π

±=±=σ  

 Phöông trình ñöôøng trung hoøa: 

        y x

x y

M Jy x
M J

= − ⋅ ⋅  (a) 

 Taïi tieát dieän ngaøm: PaPaMx 196,6)133( =+=  
chieàu Mx vaø My bieåu dieãn ôû H.10.11.a, neáu choïn chieàu döông cuûa truïc x vaø y 
veà phía gaây keùo cuûa My  vaø Mx (H.10.11.a) thì trong (a), giaù trò cuûa caùc 
moâmen uoán laáy trò tuyeät ñoái. 
 Ta coù: xx

Pa
Pay 204,0).1.(

196,6
268.1

−==  (b) 

y y

Mx x
My

 z

a)

A

x

Ñöôøng trung hoøa

B

b)  
Hình 10.11 

a) Ñònh höôùng heä truïc x,y;   b) Veõ ñöôøng trung hoaø treân hình phaúng 
 Ñöôøng trung hoøa ñöôïc veõ treân hình phaúng (H.10.11b), neáu veõ moät 
ñöôøng thaúng qua taâm O, thaúng goùc vôùi ñöôøng trung hoøa, giao ñieåm cuûa 
ñöôøng naøy vôùi chu vi laø hai ñieåm chòu öùng suaát keùo vaø neùn lôùn nhaát.  
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10.3  THANH CHÒU UOÁN COÄNG KEÙO ( HAY NEÙN ) 

 1- Ñònh nghóa 
 Thanh chòu uoán coäng keùo (hay neùn) ñoàng 
thôøi khi treân caùc maët caét ngang coù caùc thaønh phaàn 
noäi löïc laø moâmen uoán Mu vaø löïc doïc Nz. 
 Mu laø moâmen uoán taùc duïng trong maët phaúng 
chöùa truïc z, luoân luoân coù theå phaân thaønh hai 
moâmen uoán Mx vaø My trong maët phaúng ñoái xöùng 
yOz vaø xOz (H.10.11). 
 2- Coâng thöùc öùùng suaát phaùp 
 AÙp duïng nguyeân lyù coäng taùc duïng, ta thaáy baøi toaùn ñang xeùt laø toå hôïp 
cuûa thanh chòu uoán xieân vaø keùo (hay neùn) ñuùng taâm. Do ñoù, taïi moät ñieåm baát 
kyø treân maët caét ngang coù toïa ñoä (x,y) chòu taùc duïng cuûa öùng suaát phaùp tính 
theo coâng thöùc sau: x

I
M

y
I
M

A
N

y

y

x

xz
z ++=σ  (10.9) 

 ÖÙng suaát phaùp gaây keùo ñöôïc quy öôùc döông. 
Caùc soá haïng trong coâng thöùc (10.9) laø soá ñaïi soá, öùng suaát do Nz  laáy (+) 

khi löïc doïc laø keùo vaø ngöôïc laïi löïc neùn laáy daáu tröø; öùng suaát do Mx, My laáy 
daáu nhö trong coâng thöùc (10.1) cuûa uoán xieân, neáu ñònh höôùng truïc y,x döông 
veà phía gaây keùo cuûa Mx, My thì laáy theo daáu cuûa y vaø x. 

x

z

a)

y

O

h

b

A

My Mx

Nz

y
x

O

h

b

A

b)

My
Mx

Nz

Hình 10.12

  a) Ñònh höôùng heä truïc x,y khi duøng coâng thöùc (9.9)
             b) Ñònh daáu coäng tröø khi duøng coâng thöùc (9.10)

+

+

+

+

+

+

 
  Khi tính toaùn thöïc haønh, ta cuõng coù coâng thöùc kyõ thuaät: 

   x
I

M
y

I
M

A
N

y

y

x

xz
Z ±±±=σ  (10.10) 

 Trong coâng thöùc (10.10), öùng vôùi moãi soá haïng, ta laáy daáu (+) neáu ñaïi 

x

O z

Hình 10.11    Caùc thaønh phaàn noäi 
löïc treân maët caét ngang

My Mx

Nz

y
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löôïng ñoù gaây keùo vaø ngöôïc laïi. 
 Ví duïï, ñoái vôùi tieát dieän treân H.10.12.a, cho Mx = 10 kNm; My = 5 kNm; 
 Nz = 10 kN; h = 2b = 40 cm, tính öùng suaát taïi A. 

Söû duïng coâng thöùc (10.9), choïn chieàu döông truïc x,y nhö H.10.12.a,       
xA = 10, yA = –20, ta ñöôïc: 

  
2

33

kN/cm 0125,01875,01875,00125,0

)10(
12:20.40

500)20(
12:40.20

1000
40.20

10

=+−=σ

+−+=σ

A

A    

 Ñeå aùp duïng coâng thöùc (10.10), coù theå bieåu dieãn taùc duïng gaây keùo, neùn 
cuûa caùc thaønh phaàn noäi löïc nhö ôû (H.10.12.b), vôùi ⎪ xA ⎪ =10, ⎪ yA ⎪ = 20, ta 
ñöôïc: 

  
2

A

33A

kN/cm 0125,01875,01875,00125,0

)10(
12:20.40

500)20(
12:40.20

1000
40.20

10

=+−=σ

+−=σ  

 3- Ñöôøng trung hoøa vaø bieåu ñoà öùng suaát phaùp 

 Töông töï nhö trong uoán xieân, coù theå thaáy raèng phöông trình (10.9) laø 
moät haøm hai bieán σz = f(x,y), neáu bieåu dieãn trong heä truïc Oxyz, vôùi O laø taâm 
maët caét ngang vaø σz ñònh höôùng döông ra ngoaøi maët caét, thì haøm (10.9) bieåu 
dieãn moät maët phaúng, goïi laø maët öùng suaát, giao tuyeán cuûa noù vôùi maët caét 
ngang laø ñöôøng trung hoøa. Deã thaáy raèng, ñöôøng trung hoaø laø moät ñöôøng 
thaúng chöùa taát caû nhöõng ñieåm treân maët caét ngang coù öùng suaát phaùp baèng 
khoâng. Töø ñoù, cho  σz  = 0, ta coù phöông trình ñöôøng trung hoøa: 

    
x

xz

y

x

x

y

M
I

A
Nx

I
I

M
M

y −−=  (10.11) 

 Phöông trình (10.11) coù daïng y = ax + b, ñoù laø moät ñöôøng thaúng khoâng 
qua goác toïa ñoä, caét truïc y taïi tung ñoä 

x

xz

MA
INb

.
.

−= . 

 Ñeå söû duïng (10.11) thuaän lôïi, ta neân ñònh höôùng truïc x,y nhö khi söû 
duïng coâng thöùc (10.9), coøn Nz vaãn laáy daáu theo quy öôùc löïc doïc.    
 Maët khaùc, do tính chaát maët phaúng öùng suaát, nhöõng ñieåm naèm treân 
nhöõng ñöôøng song song ñöôøng trung hoøa coù cuøng giaù trò öùng suaát, nhöõng 
ñieåm xa ñöôøng trung hoøa nhaát coù giaù trò öùng suaát lôùn nhaát, öùng suaát treân moät 
ñöôøng vuoâng goùc vôùi ñöôøng trung hoøa thay ñoåi theo quy luaät baäc nhaát.  
 Roõ raøng ñöôøng trung hoøa chia tieát dieän thaønh hai mieàn, mieàn chòu öùng 
suaát keùo vaø mieàn chòu öùng suaát neùn. Nhôø caùc tính chaát naøy, coù theå bieåu dieãn 
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söï phaân boá cuûa öùng suaát phaùp treân maët caét ngang baèng bieåu ñoà öùng suaát 
phaúng nhö sau. 
 Keùo daøi ñöôøng trung hoøa ra ngoaøi tieát dieän, veõ ñöôøng chuaån vuoâng goùc 
vôùi ñöôøng keùo daøi taïi ñieåm O, ñoù cuõng laø ñieåm bieåu dieãn giaù trò öùng suaát 
phaùp taïi moïi ñieåm treân ñöôøng trung hoøa. Söû duïng pheùp chieáu thaúng goùc, 
chieáu moïi ñieåm treân nhöõng ñöôøng song song 
ñöôøng trung hoøa leân ñöôøng chuaån, ñieåm coù 
chaân hình chieáu xa O nhaát chòu öùng suaát phaùp 
lôùn nhaát.  
 Ñieåm xa nhaát veà mieàn keùo chòu öùng suaát 
keùo lôùn nhaát, goïi laø σmax, ñieåm xa nhaát veà 
mieàn neùn chòu öùng suaát neùn lôùn nhaát, goïi laø σmin. 
Bieåu dieãn giaù trò  σmax, σmin baèng caùc tung ñoä 
veà hai phía ñöôøng chuaån roài noái chuùng laïi baèng 
ñöôøng thaúng, ta ñöôïc bieåu ñoà öùng suaát phaúng (H.10.13). 

 4. ÖÙng suaát phaùp cöïc trò vaø ñieàu kieän beàn 

 Goïi A(xA,yA) vaø B(xB,yB) laø hai ñieåm xa ñöôøng trung hoaø nhaát veà mieàn 
keùo vaø veà mieàn neùn, aùp duïng (10.10), ta coù coâng thöùc tính öùng suaát phaùp 
cöïc trò. 

  
B

y

y
B

x

xz
B

A
y

y
A

x

xz
A

x
I
M

y
I
M

A
N

x
I
M

y
I
M

A
N

−−±=σ=σ

++±=σ=σ

min

max

 (10.12) 

Theo (10.12), ta thaáy, khi öùng suaát do löïc doïc traùi daáu vôùi öùng suaát do 
Mx, My vaø coù trò soá lôùn hôn toång trò soá tuyeät ñoái caùc öùng suaát do Mx, My, 
ñöôøng trung hoaø naèm ngoaøi maët caét, treân maët caét ngang chæ coù öùng suaát moät 
daáu (chæ chòu keùo hoaëc chæ chòu neùn). 
 - Vôùi thanh coù tieát dieän chöõ nhaät, caùc ñieåm nguy hieåm A, B luoân luoân laø 
caùc ñieåm goùc cuûa tieát dieän: 
    ⎪xA⎪=⎪xB⎪= b/2;  ⎪yA⎪=⎪yB⎪= h/2 

  

y

y

x

xz
B

y

y

x

xz
A

W
M

W
M

A
N

W
M

W
M

A
N

−−±==

++±==

min

max

σσ

σσ

  (10.13) 

Hình 10.13 Ñònh höôùng heä truïc x,y

z

y

x

O

My

σmin

Mx

σmax
Nz

+

khi duøng coâng thöùc 9.11
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 - Thanh coù tieát dieän troøn, moâmen toång cuûa Mx, My laø Mu gaây uoán thuaàn 
tuùy phaúng, khi ñoù ta coù coâng thöùc tính öùng suaát phaùp cöïc trò: 

   

u

uz
B

u

uz
A

W
M

A
N

W
M

A
N

−±==

+±==

min

max

σσ

σσ
 (10.13) 

   22
yxu MMM +=  

 Thanh chòu uoán coäng keùo hay neùn ñoàng thôøi chæ gaây ra öùng suaát phaùp 
treân maët caét ngang, taïi ñieåm nguy hieåm, phaân toá ôû traïng thaùi öùng suaát ñôn, 
do ñoù ñieàu kieän beàn cuûa thanh laø: 
         nminkmax ][;][ σ≤σσ≤σ  (10.14) 

 5- Thanh chòu keùo hay neùn leäch taâm 

 Thanh chòu keùo hay neùn leäch taâm khi ngoaïi löïc hay noäi löïc taùc duïng 
treân maët caét ngang töông ñöông moät löïc P song song truïc thanh maø khoâng 
truøng vôùi truïc thanh. Neáu löïc P naøy höôùng vaøo maët caét, thanh chòu neùn leäch 
taâm, ngöôïc laïi, neáu löïc P höôùng ra, thanh chòu keùo leäch taâm (H.10.14.a). 

  c)

z

y

P

xK K

MxMy

yKO

x

P

  b)

z

 P

P xK

 K

Mx

My

yyKO

x

z

P

xK

K

yyKO

x

a)

Hình 10.14 
 a) Tieát dieän bò keùo leäch taâm; b) Dôøi löïc veà taâm tieát dieän  

 Trong thöïc teá, baøi toaùn neùn leäch taâm raát thöôøng gaëp trong tính toaùn coät, 
moùng nhaø coâng nghieäp hay daân duïng, trong tính toaùn truï, moùng         caåu 
thaùp... 
 AÙp duïng nguyeân lyù dôøi löïc, ñöa löïc keùo hay neùn leäch taâm veà taâm tieát 
dieän, ta coù theå chöùng minh hai tröôøng hôïp naøy thöïc chaát laø baøi toaùn uoán 
coäng keùo hay neùn ñoàng thôøi. Treân H.10.14.a, goïi K(xK, yK) laø ñieåm ñaët löïc 
leäch taâm P, dôøi veà taâm O, ta coù: 

PNz ±=              , laáy (+) khi P laø löïc keùo, ngöôïc laïi, laáy (–).  

  Mx  =  P.yK  (10.15) 

  My  =  P.xK     
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 Chieàu cuûa moâmen laáy theo nguyeân lyù dôøi löïc. 
 Do ñoù, taát caû coâng thöùc ñaõ ñöôïc thieát laäp cho baøi toaùn uoán coäng keùo hay 
neùn ñoàng thôøi ñeàu aùp duïng ñöôïc cho baøi toaùn keùo hay neùn leäch taâm.    

 6- Loõi tieát dieän 

 Ñoái vôùi thanh chòu keùo hay neùn leâïch taâm, phöông trình ñöôøng trung hoaø 
coù theå vieát ôû daïng khaùc. Cho bieåu thöùc σz trong (10.9) baèng khoâng, ta ñöôïc 
phöông trình ñöôøng trung hoøa:  
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 Ñaët:      
K

x

K

y

y
ib

x
i

a
22

   ; −=−=  (10.16) 

 Ta thu ñöôïc daïng khaùc cuûa phöông trình ñöôøng trung hoøa : 
           1=+

b
y

a
x  (10.17) 

 Töø (10.16), (10.17), ta thaáy ñöôøng trung hoaø coù caùc tính chaát sau: 
 - Ñöôøng trung hoaø caét truïc x taïi a vaø truïc tung taïi b. 
 - Ñöôøng trung hoaø khoâng bao giôø qua phaàn tö chöùa ñieåm ñaët löïc K vì a 
vaø b luoân traùi daáu vôùi xK, yK.   
 - Ñieåm ñaët löïc tieán gaàn taâm O cuûa tieát dieän thì ñöôøng trung hoøa rôøi xa 
taâm vì xK, yK giaûm thì a, b taêng. 
 - Khi ñöôøng trung hoøa naèm ngoaøi tieát dieän, treân tieát dieän chæ chòu öùng 
suaát moät daáu: keùo hoaëc neùn.  
 Goïi loõi tieát dieän laø khu vöïc bao quanh taâm sao cho khi löïc leäch taâm ñaët 
trong phaïm vi ñoù thì ñöôøng trung hoaø hoaøn toaøn naèm ngoaøi tieát dieän. 
 Vôùi moät thanh chòu keùo hay neùn leäch taâm, vieäc xaùc ñònh loõi tieát dieän coù yù 
nghóa thöïc tieãn. Trong thöïc teá coù nhieàu loaïi vaät lieäu chæ chòu neùn toát nhö 
gaïch, ñaù, gang, beâtoâng khoâng theùp..., neáu chuùng chòu neùn leäch taâm maø löïc 
neùn ñaët ngoaøi loõi tieát dieän, öùng suaát keùo phaùt sinh coù theå lôùn hôn khaû naêng 
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chòu keùo cuûa chuùng, khi ñoù vaät lieäu seõ bò phaù hoaïi, ñeå taän duïng toát khaû naêng 
chòu löïc cuûa vaät lieäu caàn thieát keá ñaët löïc neùn trong loõi tieát dieän. 
 Coù theå xaùc ñònh loõi tieát dieän theo caùch sau: 
 Giaû söû ñöôøng trung hoøa tieáp xuùc moät caïnh tieát dieän, töø (10.17) ta vieát 
ñöôïc phöông trình ñöôøng trung hoøa, roài töø (10.16) ta suy ra toïa ñoä ñieåm ñaët 
löïc K töông öùng vôùi vò trí ñöôøng trung hoøa. AÙp duïng caùch töông töï ñoái vôùi taát 
caû caùc caïnh coøn laïi, noái vò trí caùc ñieåm ñaët löïc, ta ñöôïc loõi tieát dieän. Ñeå yù 
raèng, duø tieát dieän laø ña giaùc loõm thì loõi tieát dieän luoân laø moät ña giaùc loài. 
 Ví duïï: tieát dieän chöõ nhaät (H.10.15). 
 Khi ñöôøng trung hoøa truøng caïnh AB: 

          

6
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 Khi ñöôøng trung hoøa truøng caïnh BC: 

           

0

62/.122

1
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 Do tính ñoái xöùng cuûa tieát dieän, khi ñöôøng trung hoaø truøng caïnh CD, AD, 
ta xaùc ñònh hai ñieåm K töông öùng coù toïa ñoä laàn löôït laø:  
   xK  = 0;  yK  = 

6
h vaø xK  = 6

b ;  yK  = 0 

 Noái caùc ñieåm K, ta ñöôïc loõi tieát dieän cuûa tieát dieän chöõ nhaät laøø moät hình 
thoi coù ñænh treân truïc x,y (H.10.15). 
 - Tieát dieän troøn (H.10.16) 
 Khi ñöôøng trung hoøa laø moät tieáp tuyeán vôùi ñöôøng troøn taïi A: 
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 Do tính ñoái xöùng cuûa tieát dieän, ta thaáy loõi 

y
Ñöôøng trung hoøa

O x

D/8

Hình 

D

Loõi tieát dieän 

Hình 

BA
 Ñöôøng trung 

Ñöôøng trung hoøa 

h

b

xO

D C

Loõi tieát dieän chöõ nhaät 
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tieát dieän laø moät ñöôøng troøn ñoàng taâm ñöôøng kính D/8. 
Ví duïï 10.3  Moät thanh tieát dieän chöõ nhaät (b.h), chòu taùc duïng cuûa ngoaïi löïc 
nhö H.10.17.a. Veõ bieåu ñoà noâïi löïc, tính σmax, σmin. xaùc ñònh ñöôøng trung hoøa 
taïi ngaøm. 
 Cho: q = 5 kN/m, P1 = 100 kN, P2 = 6 kN, H = 6 m, h = 2b = 40 cm. 

P1

P2
q

h

b H

a)

Nz

P1

x

y

Mx

qH2/2

My

P2H

b)

 a) Thanh chòu neùn coäng uoán;     b) Bieåu ñoà noäi löïc

z

P1

z z

y

z

y

x

P2

Hình 10.17

 
Giaûi: 
 Bieåu ñoà noäi löïc do töøng nguyeân nhaân gaây ra ñöôïc veõ treân H.10.17.b. 

 Taïi ngaøm, noäi löïc coù giaù trò lôùn nhaát: 

  Nz = –P1 (neùn);  Mx = qH2/2;  My = P2.H 
 AÙp duïng coâng thöùc (10.12): 

  
yx W
HP

W
Hq

A
P .2/. 2

2
1

minmax, ±±−=σ  

 Thay soá, ta ñöôïc: 

  

2

2

22

2

minmax,

kN/cm 162,3
kN/cm912,2350,1687,1125.0            

6
20.40
100.6.6

6
40.20.2

100.6.5
40.20

100

±=±±−=

±±−=σ

 

 Phöông trình ñöôøng trung hoøa: 
                

x

xz

y

x

x

y

M
I

A
Nx

I
I

M
M

y .. −−=  (a) 

Choïn heä truïc y,x döông veà phía gaây keùo cuûa Mx vaø My, thay soá vaøo (a) ta 
ñöôïc: 
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  48,16,1
100.

2
6.5

12/40.20.
40.20

100.
12/20.40
12/40.20

2
6.5

6.6
2

3

3

3

2 +−=
−

−−= xxy   

 Ñöôøng trung hoaø vaø bieåu ñoà öùng suaát ñöôïc veõ treân H.10.18. 

Ñöôøng trung hoøa

σmax z x

Hình 10.18 Ñöôøng trung hoa cuûa thanh chòu neùn uoán

y

Mx P1

My

σmin

O

 
Ví duïï 10.4  Moät coät chòu neùn leäch taâm vaø löïc ñaåy cuûa gioù nhö H.10.19.a. 
xem chaân coät bò ngaøm. Tính σmax, σmin. Neáu khoái moùng coù kích thöôùc 
1m×3m×0,5m ñöôïc ñaët nhö H.10.19.a, haõy tính aùp löïc lôùn nhaát treân neàn ñaát. 
Cho:                   P1 = 50 kN; q = 4 kN/m; H = 6 m; h = 2b = 40 cm; γ = 25 
kN/m3. 

P1
e = 20 cm

b
q

0,5 m

a) c)

H

h

1 m

3 m

σmin

0,5 m

b)

Mx Nz

1 m

3 m

Hình 10.19  a) Coät chòu neùn leäch taâm
  b) Noäi löïc taïi tieát dieän chaân coät;  c) Bieåu ñoà aùp löïc leân neàn ñaát

26 cm

141,3 cm 8,7 cm

 

 Noäi löïc lôùn nhaát taïi tieát dieän ngaøm: 

   Nz  =  – P1 = – 50 kN (neùn) 

   Mx  =  P1.e + qH2/2  =  50.20 + 4.62.100/2  =  8200 kN.cm 
 AÙp duïng coâng thöùc (10.12), öùng suaát phaùp lôùn nhaát:  

           
22minmax,

1
2

1
minmax,

cm
kN

60,1
47,1

537,10625,0 
6/40.20

8200
40.20

50

.2/.

±=±−=±−=σ

=
+

±−=σ
xW

ePHq
A
P
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 Dôøi löïc veà ñaùy moùng, keå theâm troïng löôïng baûn thaân moùng vaø moâmen do 
löïc  caét qH, ta ñöôïc: 

  Nz = – 50 – 25.0,5.2.1 = – 75 kN (neùn) 

                Mx = 10600 kNcm. 

 Taïi ñaùy moùng, neáu vaät lieäu vaãn lieân tuïc, ta coù phöông trình ñöôøng trung 
hoøa: 

  cm 07,53
10600.12
300.100.

300.100
75 3

=
−

−=−=
x

xz
M
I

A
Ny  

 Theo (10.12), ta coù öùng suaát phaùp lôùn nhaát: 

          22minmax, cm
kN

0095,0
0045,0

6/300.100
10600

300.100
75

±=±−=σ   

 Thöïc teá, taïi ñaùy moùng, vaät lieäu laø ñaát chæ chòu neùn, khoâng theå chòu öùng 
suaát keùo, do ñoù, ñeå ñaûm baûo ñieàu kieän caân baèng, hôïp löïc cuûa phaûn löïc neàn 
phaûi caân baèng vôùi ngoaïi löïc taùc duïng.  

 Ngoaïi löïc taïi maët ñaùy moùng goàm moät löïc neùn 75 kN vaø moät moâmen       
Mx = 10600 kNcm töông ñöông moät löïc neùn 75 kN leäch taâm ñaët treân truïc y 
vôùi ñoä leäch taâm laø e = 10600/75 =141,3 cm, ñaët caùch meùp chòu neùn lôùn nhaát 
laø 150 –141,3 = 8,7 cm. 

 Ñeå caân baèng vôùi löïc naøy, hôïp löïc cuûa phaûn löïc neàn phaûi ñoái ñaúng vôùi 
löïc neùn 75 kN, giaû söû phaûn löïc neàn phaân boá theo quy luaät baäc nhaát, phaûn 
löïc neàn phaûi phaân boá treân moät dieän tích maët moùng 100 × (3 × 8,7) = 100 × 26 
cm2 tính töø meùp chòu neùn lôùn nhaát (H10.19.c).  

 Ñieàu kieän caân baèng cho: 
  σmin.100.26/2 = 75  =>  σmin = 0,0577 kN/cm2 = 5,77 kG/cm2 
 Keát quaû naøy cho thaáy, do maët ñeá moùng khoâng ñöôïc thieát keá söû duïng 
toaøn boä dieän tích maët moùng neân öùng suaát neùn truyeàn leân neàn taêng leân, moùng 
thieát keá khoâng hôïp lyù. 

10.4  UOÁN COÄNG XOAÉN 

 1- Ñònh nghóa 

 Thanh chòu uoán coäng xoaén khi treân caùc maët caét ngang coù taùc duïng ñoàng 
thôøi cuûa moâmen uoán Mu trong maët phaúng chöùa truïc thanh vaø moâmen xoaén 
Mz. 
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 2- Thanh tieát dieän chöõ nhaät 

 Uoán xoaén thanh tieát dieän chöõ nhaät thöôøng gaëp trong coâng trình daân 
duïng nhö lanh toâ ñôõ oâ vaêng, daàm chòu löïc ngoaøi maët phaúng ñoái xöùng, thanh 
chòu uoán trong heä khoâng gian... 
 Xeùt moät tieát dieän chöõ nhaät chòu uoán xoaén (H.10.20) trong ñoù moâmen 
uoán Mu ñaõ ñöôïc phaân tích thaønh hai moâmen uoán Mx, My trong caùc maët phaúng 
quaùn tính chính trung taâm yOz, xOz. 

b)

σmin(Mx,My) σmin(Mx,My)

σmax(Mx,My) σmax(Mx,My)

σmax(Mx) σmax(Mx)

σmin(Mx) σmin(Mx)

τ1 τmaxτmax

τ1

σmax(My) σmax(My) σmin(My) σmin(My)

B
D

FE

C

A

    Hình 10.20  a) Caùc thaønh phaàn noäi löïc cuûa thanh chòu uoán coäng xoaén
          b) Traïng thaùi öùng suaát cuûa caùc phaân toá

y

x

z

B

Mz F

D

E

My
Mx

a)A

C

 
 AÙp duïng nguyeân lyù coäng taùc duïng vaø lyù thuyeát veà uoán, veà xoaén, ta ñöôïc 
caùc keát quaû nhö sau (H.10.20.b):  
 Taïi caùc goùc tieát dieän (A,B), chæ coù öùng suaát phaùp lôùn nhaát do Mx,My, 
phaân toá ôû traïng thaùi öùng suaát ñôn: 

   
y

y

x

x

W
M

W
M

±±=σ minmax,  (10.19) 

 Ñieàu kieän beàn: [ ] [ ]nk σ≤σσ≤σ minmax ;  
 Taïi ñieåm giöõa caïnh ngaén (C,D), chòu öùng suaát phaùp lôùn nhaát do Mx vaø 
öùng suaát tieáp τ1  do Mz, phaân toá ôû traïng thaùi öùng suaát phaúng: 

    max1minmax,   ; γτ=τ±=σ
x

x

W
M  (10.20) 

 Ñieàu kieän beàn: 
 Theo thuyeát beàn thöù 3:  ][4 22 σ≤τ+σ  
 Theo thuyeát beàn thöù 4:  ][3 22 σ≤τ+σ  
 Taïi ñieåm giöõa caïnh daøi (E,F), chòu öùng suaát phaùp lôùn nhaát do My vaø öùng 
suaát tieáp τ1max  do Mz, phaân toá ôû traïng thaùi öùng suaát phaúng: 
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    2maxminmax, ..
;

bh
M

W
M

z

y

y

α
=τ=σ  (10.21) 

 Ñieàu kieän beàn: 
 Theo thuyeát beàn thöù 3:  ][4 22 σ≤τ+σ  
 Theo thuyeát beàn thöù 4:  ][3 22 σ≤τ+σ  

3- Tieát dieän troøn 
 Thanh tieát dieän troøn chòu uoán xoaén ñoàng thôøi raát thöôøng gaëp khi tính truïc 
truyeàn ñoäng vì quaù trình truyeàn taùc duïng xoaén qua caùc puli luoân keøm theo 
taùc duïng uoán do löïc caêng daây ñai, do troïng löôïng baûn thaân truïc, puli... 

 Xeùt moät thanh tieát dieän troøn chòu taùc duïng cuûa moâmen uoán Mu vaø 
moâmen xoaén Mz (H.10.21.a). Neáu coù nhieàu ngoaïi löïc gaây uoán taùc duïng 
trong nhöõng maët phaúng khaùc nhau, ta luoân luoân coù theå phaân tích chuùng 
thaønh caùc thaønh phaàn taùc duïng trong hai maët phaúng vuoâng goùc yOz, xOz, töø 
ñoù xaùc ñònh Mx, My, sau ñoù xaùc ñònh moâmen toång Mu = 22

yx MM + . 

B

v

u
Mz

zO

 Mu

A
a)

B

τmax(Mz)
σmin(Mu)

σmin(Mu)

τmax(Mz)

σmax(Mu) σmax(Mu)

A
b)

Hình 10.21 a) Thanh tieát dieän troøn chòu uoán xoaén
      b) Traïng thaùi öùng suaát phaân toá  

 AÙp duïng nguyeân lyù coäng taùc duïng vaø lyù thuyeát veà uoán, veà xoaén, ta ñöôïc 
caùc keát quaû nhö sau (H.10.21.b):  
 Döôùi taùc duïng cuûa moâmen uoán Mu, hai ñieåm A,B chòu öùng suaát phaùp lôùn 
nhaát σmax, σmin, ngoaøi ra, do taùc duïng cuûa moâmen xoaén Mz, taïi hai ñieåm A, B 
coøn chòu öùng suaát tieáp τmax, ñoù laø hai ñieåm nguy hieåm nhaát treân tieát dieän. 

 

 Ta coù: 22
minmax,   ; yxu

u

u MMM
W
M

+=±=σ  (10.22) 

        
p

z
W
M

=τmax  
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 Phaân toá ñang xeùt vöøa chòu öùng suaát phaùp vöøa chòu öùng suaát tieáp, ñoù laø 
phaân toá ôû traïng thaùi öùng suaát phaúng. 
 Ñieàu kieän beàn: 
 Theo thuyeát beàn thöù 3:   
    ][4 22 σ≤τ+σ  
 Theo thuyeát beàn thöù 4:   
    ][3 22 σ≤τ+σ  

P

a/2

C

B

Muoán

Mxoaén

A a

3qa2

9qa2/8

9qa2/8

+

q

b)

1728 kN.cm648 kN.cm

30cm

20cm

c)

P

q

a/2

a
a)

 

Hình 10.22  a) Khung chòu uoán vôùi taûi troïng thaúng goùc maët phaúng 
khung 

      b) Sô ñoà tính khung vaø bieåu ñoà noäi löïc khoâng gian veõ theo  
         nguyeân lyù coäng taùc duïng 

                             c) Caùc ñieåm nguy hieåm treân tieát dieän 

Ví duïï 10.5  Moät thanh gaãy khuùc ABC tieát dieän chöõ nhaät (20cm × 30cm) chòu 
taùc duïng cuûa taûi troïng nhö H.10.22.a. Veõ bieåu ñoà noäi löïc, kieåm tra ñieàu kieän 
beàn taïi tieát dieän ngaøm. Cho: q = 4 kN/m; P = 2qa; a = 1,2 m; [σ] = 1 kN/cm2. 
Giaûi. Bieåu ñoà noäi löïc ñöôïc veõ treân H.10.22.b, taïi tieát dieän ngaøm chòu noäi löïc 
lôùn nhaát (H.10.22.c): 
  Mx  =  3qa2    =  3.4.(1,2)2.100     =  1728 kN.cm 
  Mz   =  9qa2/8  =  9.4.(1,2)2.100/8  =  648 kN.cm 
 Taïi trung ñieåm caïnh ngaén, phaân toá ôû traïng thaùi öùng suaát phaúng: 

       
2

22max1

2
2max

kN/cm 2,0
20.30.231,0

648.859,0
..

..

kN/cm 576,0
6/30.20

1728

==
α

γ=τγ=τ

===σ

bh
M

W
M

z

x

x
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 Ñieàu kieän beàn: 
 [ ] 222222 kN/cm 1    kN/cm 7,02,0.4576,04 =σ<=+=τ+σ  
 Taïi trung ñieåm caïnh daøi, phaân toá ôû traïng thaùi tröôït thuaàn tuùy: 
  2

22max kN/cm 233,0
20.30.231,0

648
.

==
α

=τ
hb
Mz  

 Ñieàu kieän beàn: [ ] 22
max /k 5,02/  /k 233,0 cmNcmN =σ<=τ    

Ví duïï 10.6  Moät truïc troøn ñöôøng kính d, mang pu li chuû ñoäng ñöôøng kính D1 
vaø pu li bò ñoäng ñöôøng kính D2. Moâ tô truyeàn löïc keùo T1 leân moät nhaùnh daây 
ñai cuûa pu li D1 laøm quay truïc, keùo theo pu li D2. Coi hieäu suaát truyeàn laø 1, 
löïc keùo treân moät nhaùnh daây ñai D2 laø T2 = T1.D1/D2. Ngoaøi ra, giaû söû löïc caêng 
ban ñaàu treân daây ñai baèng nöûa löïc keùo taùc duïng leân daây ñai. Tính ñöôøng 
kính truïc d (H.10.23.a). 
 Cho: troïng löôïng pu li G1 = G2 = 1 kN; D1 = 50 cm; D2 = 30 cm;       
T1 = 5 kN; [σ] = 12 kN/cm2. Boû qua troïng löôïng baûn thaân cuûa truïc. 
Giaûi.  Löïc caêng ban ñaàu treân daây ñai cuûa pu li D1 laø: T1/2 = 5/2 = 2,5 kN 
 Löïc keùo truyeàn leân daây ñai D2 laø: T2 = T1.D1/D2 = 5.50/30 = 8,33 kN 
 Löïc caêng ban ñaàu treân daây ñai D2 laø: T2/2 = 8,33/2 = 4,17 kN 
 Dôøi löïc treân daây ñai veà taâm cuûa truïc, ta coù theå ñöa ra sô ñoà tính cuûa truïc 
nhö treân H.10.23.b. Bieåu ñoà moâmen uoán Mx, My vaø moâmen xoaén Mz veõ ôû 
H.10.23.c.  
 Taïi tieát dieän ñaët pu li D2 chòu noäi löïc lôùn nhaát: 
  Mx = 20 kN.cm, My = 150 kN.cm; Mz = 125 kN.cm. 
 Moâmen uoán toång Mu =  22

yx  MM + = 151,32 kN.cm gaây ra öùng suaát phaùp 

lôùn nhaát laø:  
  33

1,1542
32/.

32,151
DDW

M
u

u
z =

π
==σ   

 Moâmen xoaén Mz = 125 kNcm gaây ra öùng suaát tieáp lôùn nhaát laø: 
       33max

9,636
16/.

125
DDW

M
p

z =
π

==τ   

 Ñieàu kieän beàn theo thuyeát beàn thöù ba: [ ]σ≤τ+σ 22 .4   

 Ta coù: [ ] [ ] cm 5,52000
)(
9,636.4

)(
1,1542

3

2

2323

2
≥⇒σ≤⇒σ≤+ D

DDD
   

 Coù theå choïn ñöôøng kính truïc laø 55 mm. 
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T2/2
20cm

T2/2

T2

T1/2 D2

40cm

D1

20cm

a)

T1/2 T1

T2.D2/2
20cm

G2
40cm

G1
T1.D1/2

2T2
20cm

b) 2T1
d

MZ

150 kN.cm

20 kN.cm

125kN.cm

116,6 kN.cm

c) My

Mx

Hình 10.23
 a) Truïc tieát dieän troøn chòu uoán coäng xoaén
  b) Sô ñoà tính truïc
  c) Bieåu ñoà noäi löïc  

10.5  THANH CHÒU LÖÏC TOÅNG QUAÙT 

1. Ñònh nghóa 

 Thanh chòu löïc toång quaùt khi treân caùc maët caét ngang coù taùc duïng cuûa 
löïc doïc Nz, moâmen uoán Mu vaø moâmen xoaén Mz. 
 Thanh chòu löïc toång quaùt thöôøng gaëp khi tính caùc thanh chòu löïc theo sô 
ñoà khoâng gian. 

 1- Thanh coù tieát dieän chöõ nhaät 
 AÙp duïng nguyeân lyù coäng taùc duïng vaø lyù thuyeát veà keùo (neùn), veà uoán, vaø 
veà xoaén, ta ñöôïc caùc keát quaû nhö sau (H.10.24.a,b):  

σmax (Mx,My,Nz)

σmin (My,Nz)

b)

σmin (Mx,My,Nz) σmin (Mx,My,Nz)

σmax (Mx,My,Nz)

σmax (Mx,Nz) σmax (Mx,Nz)

σmin (Mx,Nz) σmin (Mx,Nz)

τ1 τmaxτmax

τ1

σmax (My,Nz) σmax (My,Nz) σmin (My,Nz)

B

D

FE

C

A

y

x

z

B

Mz F

D

E

My
Mx

a)
A

C

Nz

 

   
Hình 10.24  a) Caùc thaønh phaàn noäi löïc treân maët caét ngang

      b) Traïng thaùi öùng suaát cuûa caùc phaân toá  
 Taïi caùc goùc tieát dieän, chæ coù öùng suaát phaùp do Nz, Mx, My, phaân toá ôû 
traïng thaùi öùng suaát ñôn: 

   
y

y

x

xz

W
M

W
M

A
N

±±±=σ minmax,  (10.23) 
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 Ñieàu kieän beàn: [ ]kσ≤σmax ;  [ ]nσ≤σmin  
 Taïi ñieåm giöõa caïnh daøi, phaân toá vöøaø chòu öùng suaát phaùp lôùn nhaát do My 
vaø löïc doïc Nz, vöøa chòu öùng suaát tieáp lôùn nhaát do Mz, ñoù laø phaân toá ôû traïng 
thaùi öùng suaát phaúng: 

   
y

yz

W
M

A
N

±±=σ minmax, ;  2max hb
Mz

α
=τ  (10.24) 

 Ñieàu kieän beàn:  
 Theo thuyeát beàn thöù 3:  ][4 22 σ≤τ+σ  
 Theo thuyeát beàn thöù 4:  ][3 22 σ≤τ+σ  (10.25) 
 Taïi ñieåm giöõa caïnh ngaén, phaân toá vöøa chòu öùng suaát phaùp lôùn nhaát do 
Mx vaø löïc doïc Nz, vöøa chòu öùng suaát tieáp do Mz, phaân toá ôû traïng thaùi öùng suaát 
phaúng: 
   

x

xz

W
M

A
N

±±=σ minmax, ;  max1 γτ=τ  (10.26) 

 Ñieàu kieän beàn:  
 Theo thuyeát beàn thöù 3:  ][4 22 σ≤τ+σ  
 Theo thuyeát beàn thöù 4:  ][3 22 σ≤τ+σ  

 2- Thanh coù tieát dieän troøn (H.10.25.a,b) 
 Ñieåm nguy hieåm naèm treân chu vi, ñoù laø hai ñieåm A,B. hai ñieåm naøy vöøa 
chòu öùng suaát phaùp lôùn nhaát do moâmen Mu vaø löïc doïc Nz, vöøa chòu öùng suaát 
tieáp lôùn nhaát do Mz, phaân toá ôû traïng thaùi öùng suaát phaúng.  
   22

minmax,   ; yxu
u

uz MMM
W
M

A
N

+=±±=σ  (10.27) 

        
p

z
W
M

=τmax  (10.28) 

 Ñieàu kieän beàn:  
 Theo thuyeát beàn thöù 3:  ][4 22 σ≤τ+σ  
 Theo thuyeát beàn thöù 4:  ][3 22 σ≤τ+σ   
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σmin(M , N )u z

σmin(M , N )u z

σmax(M , N )u z σmax(M , N )u z

A

B

τmax(M )z

τmax(M )z

B
v

u

zO

Mu

A

Mz

a)
b)

                  
                  

a) Caùc thaønh phaàn noäi löïc
b) Traïng thaùi öùng suaát cuûa caùc phaân toá

Hình 10.25

 

Ví duïï 10.7  Coù moät thanh tieát dieän troøn ñöôøng kính D chòu moät heä löïc khoâng 
gian nhö treân H.10.26.a. Veõ bieåu ñoà noäi löïc. xaùc ñònh ñöôøng kính D. 
 Cho: q = 4 kN/m;  P = qa;  a = 4 m;  [σ] = 16 kN/cm2. 
Giaûi. Bieåu ñoà noäi löïc ñöôïc veõ ôû H.10.26.b. 
 Taïi ngaøm tieát dieän chòu noäi löïc lôùn nhaát: 
 Nz = qa = 4.4= 16 kN (neùn);  Mx = qa2 = 4.42.100 = 6400 kN.cm 
 My = qa2/2 = 4.42.100/2 = 3200 kN.cm; Mz = qa2/8 = 4.42.100/8 = 800 
kN.cm 

P = qa

qa2/8

qa

qa2

qa2/2

qa2/2
q = 4 kN/m

a/2

a

MzNz

b)a) Muoán do qMuoán do P

qa2/8

Hình 10.26  a) Sô ñoà tính thanh chòu löïc phöùc taïp
b) Bieåu ñoà noäi löïc veõ theo nguyeân lyù coäng taùc duïng  

 ÖÙng suaát phaùp lôùn nhaát: 

   

32/.
4,7155

4/.
16

kN.cm 41,715532006400

32max

2222

max

DD

MMM

W
M

A
N

yxu

u

uz

π
+

π
=σ

=+=+=

+=σ

  

 ÖÙng suaát tieáp lôùn nhaát:    
      

16/.
800

3max DW
M

p

z

π
==τ     
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 Ñieàu kieän beàn: 
 Theo thuyeát beàn thöù 3:  ][4 22 σ≤τ+σ  

  [ ]σ≤
π

+
π

+
π

⇒ 2
3

2
32 )

16/.
800.(4)

32/.
4,7155

4/.
16(

DDD
 

 Trong tính toaùn thöïc haønh, ñeå thuaän lôïi cho vieäc giaûi baát phöông trình 
treân, ban ñaàu choïn D theo uoán xoaén, boû qua öùng suaát do löïc doïc, sau ñoù 
kieåm tra laïi, ta coù: 
  [ ] cm 6,16)

16/.
800.(4)

32/.
4,7155( 2

3
2

3 ≥⇒σ≤
π

+
π

⇒ D
DD

 

Ban ñaàu, choïn:  D = 168 mm. 
Kieåm tra ñieàu kieän beàn: 
Theo thuyeát beàn thöù 3:  ][4 22 σ≤τ+σ  

 
[ ] 222

2
3

2
32

1654,15)86,0.(4)38,15072,0(

)
16/8,16.

800.(4)
32/8,16.

4,7155
4/8,16.

16(

kN/cm kN/cm     2 =<=++

++⇒

σ

πππ  

Vaäy choïn:  D = 168 mm. 
BAØI TAÄP CHÖÔNG 10 
 

10.1 Moät thanh cong xon tieát dieän chöõ nhaät chòu taùc duïng cuûa taûi troïng nhö 
H.10.27. Veõ bieåu ñoà noäi löïc, tính öùng suaát phaùp lôùn nhaát, xaùc ñònh vò trí 
ñöôøng trung hoaø taïi maët caét ngaøm. 

30o

12 cm

L = 2 m

E = 103 kN/cm2 20
cm

Hình 10.27

q = 4 kN/m

P = qL

q

P = qL

 

10.2  Xaùc ñònh giaù trò tuyeät ñoái lôùn nhaát cuûa öùng suaát phaùp, vò trí ñöôøng trung 
hoaø taïi maët caét nguy hieåm cuûa daàm (H.10.28), a = 1 m. 

P = 4 kN

12 cm

20
cm

P a2a

Hình 10.28

y

x

z
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10.3  Xaùc ñònh σmax , σmin vaø vò trí ñöôøng trung hoaø taïi maët caét nguy hieåm cuûa 
coät H.10.29. 

20 cm

q = 2 kN/m

P = 80 kN

y

x

z

40cm

4
m

Hình 10.29  

10.4  Moät coät chòu taûi troïng nhö H.10.30. Xaùc ñònh öùng suaát neùn lôùn nhaát vaø 
nhoû nhaát taïi maët caét chaân coät. Cho troïng löôïng rieâng cuûa vaät lieäu coät laø: γ 
= 20 kN/m3.  

k

C B

A

1 m

0,8 m

3 m
2

m

6
m

Hình 10.30

P = 1000 kN

 

10.5  a. Moät truï ñôõ coù tieát dieän goàm hai theùp hình soá hieäu [ 24 chòu taûi troïng 
nhö H.10.31.  

Xaùc ñònh öùng suaát keùo vaø neùn lôùn nhaát taïi maët caét chaân coät coù xeùt caû 
troïng löôïng cuûa coät. 

      b. Moät coät chòu taûi troïng nhö H.10.32. Tính öùng suaát öùng suaát keùo vaø neùn 
lôùn nhaát. 
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4 m

2 m

6
m

P1 = 2 kN
P2 = 0,5 kN

G

Hình 10.31

40 cm

20
c
m

P1 = 20 kN

P2 = 5 kNq = 3 kN/m

Hình 10.32

6
m

e = 60 cm

4
m

 

10.6  Moät coät troøn roãng chòu taùc duïng cuûa taûi troïng nhö H.10.33.a. 

    Tính öùng suaát phaùp σmax, σmin taïi tieát dieän chaân coät, xaùc ñònh vò trí vaø bieåu 
dieãn ñöôøng trung hoaø taïi tieát dieän naøy. 

Giaû söû moùng coät coù kích thöôùc 2 m × 1,2 m × h, troïng löôïng rieâng       
γ = 25 kN/m3 (H.10.33.b) vaø truïc coät ñöôïc boá trí ñi qua taâm moùng. Haõy 
chæ caùch boá trí maët baèng moùng vaø tính kích thöôùc h sao cho ôû ñaùy moùng 
khoâng phaùt sinh öùng suaát keùo.  

z

x

y

P1 = 100 kN

H
 =

 4
 m

2d = 40 cm d

P2 =10 kN

P2 = 5 kN

Hình 10.33
a)

h

2 m

1,2 m

b)

 

10.7  Moät khung tieát dieän chöõ nhaät ñeàu, coù thanh caêng AB, chòu taùc duïng 
cuûa taûi troïng nhö H.10.34. Veõ bieåu ñoà noäi löïc cuûa khung vaø noäi löïc keùo 
trong thanh AB. xaùc ñònh öùng suaát σmax, σmin vaø vò trí ñöôøng trung hoaø taïi 
maët caét ngang K.  
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I24

q = 4kN/m

P = 4 kN

H
=
3
m

L = 2 m

Hình 10.35Hình 10.34

A

K

q = 6 kN/m

h = 2b

b =
20 cm

L/2 = 4 m L/2 = 4 m

2 m

4 m

B

 

10.8  Moät khung tieát dieän chöõ I24, chòu taùc duïng cuûa taûi troïng nhö H.10.35. 
xaùc ñònh noäi löïc taïi tieát dieän chaân coät. Kieåm tra beàn.  

 Cho [σ]=16 kN/cm2.  

10.9  Moät thanh gaãy khuùc tieát dieän troøn ñöôøng kính d  chòu löïc nhö H.10.36. 
Veõ bieåu ñoà noäi löïc, xaùc ñònh ñöôøng kính d theo thuyeát beàn öùng suaát tieáp 
lôùn nhaát. Cho [σ] = 2,8 kN/cm2.  

30 cm

10 cm

d

d

d

40
cm

P1 = 0,8 kN

P2=0,5 kN

Hình 10.36  
10.10  Moät truïc truyeàn ñoäng tieát dieän troøn ñöôøng kính d coù sô ñoà tính nhö       

H.10.37. Veõ bieåu ñoà noäi löïc, xaùc ñònh ñöôøng kính d theo thuyeát beàn öùng 
suaát tieáp lôùn nhaát. Cho [σ] = 10 kN/cm2.  
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M4 = 4 kNm

aa a a a

M1 =10 kNmM2 = 2 kNm M3 = 4 kNm

P P P=1 kNP

a

Hình 10.37  
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Chöông 11: Oån ñònh thanh thaúng chòu neùn ñuùng taâm 1 

Chöông 11 

OÅN ÑÒNH CUÛA THANH THAÚNG CHÒU NEÙN ÑUÙNG TAÂM 
11.1  KHAÙI NIEÄM VEÀ SÖÏ OÅN ÑÒNH CUÛA TRAÏNG THAÙI CAÂN BAÈNG 

Ñeå ñaùp öùng yeâu caàu chòu löïc bình thöôøng, moät thanh phaûi thoûa maõn 
ñieàu kieän beàn vaø cöùng, nhö ñaõ ñöôïc trình baøy trong caùc chöông tröôùc ñaây. 
Tuy nhieân, trong nhieàu tröôøng hôïp, thanh coøn phaûi thoûa maõn theâm ñieàu 
kieän oån ñònh. Ñoù laø khaû naêng duy trì hình thöùc bieán daïng ban ñaàu neáu bò 
nhieãu. Trong thöïc teá, nhieãu coù theå laø caùc yeáu toá sai leäch so vôùi sô ñoà tính 
nhö ñoä cong ban ñaàu, söï nghieâng hoaëc leäch taâm cuûa löïc taùc duïng... 

Khaùi nieäm oån ñònh coù theå minh hoïa baèng caùch xeùt söï caân baèng cuûa 
quaû caàu treân caùc maët loõm, loài vaø phaúng treân H.11.1. 

 
 

 
 

 Neáu cho quaû caàu moät chuyeån dòch nhoû (goïi laø nhieãu)  töø vò trí ban ñaàu 
sang vò trí laân caän roài boû nhieãu ñi thì: 

- Treân maët loõm, quaû caàu quay veà vò trí ban ñaàu: söï caân baèng ôû vò trí 
ban ñaàu laø oån ñònh. 

- Treân maët loài, quaû caàu chuyeån ñoäng ra xa hôn vò trí ban ñaàu: söï caân 
baèng ôû vò trí ban ñaàu laø khoâng oån ñònh. 

- Treân maët phaúng, quaû caàu giöõ nguyeân vò trí môùi: söï caân baèng ôû vò trí 
ban ñaàu laø phieám ñònh. 

Hieän töôïng töông töï cuõng coù theå xaûy ra ñoái vôùi söï caân baèng veà traïng 
thaùi bieán daïng cuûa heä ñaøn hoài. Chaúng haïn vôùi thanh chòu neùn treân H.11.2. 
Trong ñieàu kieän lyù töôûng (thanh thaúng tuyeät ñoái, löïc P hoaøn toaøn ñuùng 
taâm...) thì thanh seõ giöõ hình daïng thaúng, chæ co ngaén do chòu neùn ñuùng 
taâm. Neáu cho ñieåm ñaët cuûa löïc P moät chuyeån vò beù δ do moät löïc ngang naøo 
ñoù gaây ra, sau ñoù boû löïc naøy ñi thì seõ xaûy ra caùc tröôøng hôïp bieán daïng nhö 
sau: 

H.11.1  Söï caân baèng veà vò trí cuûa quaû caàu 



http://www.ebook.edu.vn

 GV: Leâ ñöùc Thanh 
 

 
Chöông 11: Oån ñònh thanh thaúng chòu neùn ñuùng taâm 2 

+ Neáu löïc P nhoû hôn moät giaù trò Pth naøo ñoù, goïi laø löïc tôùi haïn, töùc laø     
P < Pth, thì thanh seõ phuïc hoài laïi traïng thaùi bieán daïng thaúng. Ta noùi thanh 
laøm vieäc ôû traïng thaùi  oån ñònh. 
 + Neáu P > Pth thì chuyeån 
vò δ seõ taêng vaø thanh bò cong 
theâm. Söï caân baèng cuûa traïng 
thaùi thaúng (δ = 0) laø khoâng oån 
ñònh. Ta noùi thanh ôû traïng 
thaùi maát oån ñònh .Trong thöïc 
teá thanh seõ coù chuyeån vò δ vaø 
chuyeån sang hình thöùc bieán 
daïng môùi bò uoán cong, khaùc 
tröôùc veà tính chaát, baát lôïi veà ñieàu kieän chòu löïc.  

+ ÖÙng vôùi P = Pth thì thanh vaãn giöõ nguyeân chuyeån vò δ vaø traïng thaùi 
bieán daïng cong. Söï caân baèng cuûa traïng thaùi thaúng laø phieám ñònh. Ta noùi 
thanh  ôû traïng thaùi tôùi haïn 
        H.11.3 giôùi thieäu theâm  vaøi keát caáu  coù theå bò maát oån ñònh nhö daàm 
chòu uoán, vaønh troøn chòu neùn ñeàu…  

 Khi xaûy ra maát oån ñònh duø chæ 
cuûa moät thanh cuõng daãn tôùi söï suïp ñoå 
cuûa toaøn boä keát caáu. Tính chaát phaù 
hoaïi do maát oån ñònh laø ñoät ngoät vaø 
nguy hieåm. Trong lòch söû ngaønh xaây 
döïng ñaõ töøng xaûy ra nhöõng thaûm hoïa 
saäp caàu chæ vì söï maát oån ñònh cuûa moät 
thanh daøn chòu neùn nhö caàu Mekhelstein ôû Thuïy Só (1891), caàu Lavrentia ôû 
Myõ (1907)... Vì vaäy khi thieát keá caàn phaûi ñaûm baûo caû ñieàu kieän oån ñònh, 
ngoaøi ñieàu kieän beàn vaø ñieàu kieän cöùng ñaõ neâu tröôùc ñaây. 

Ñieàu kieän oån ñònh: [ ]
oâñ

oâñ k
PPP th=≤                      (11.1) 

                     Hay : [ ]
oâñ

oâñ k
PPN th

z =≤                    (11.2) 

koâñ : Heä soá an toaøn veà maët oån ñònh, do quy ñònh, vaø thöôøng lôùn hôn heä 
soá an toaøn veà ñoä beàn n. 

P ( hay Nz ) : Löïc neùn ( noäi löïc neùn ) thanh. 

 P< Pth 

a) 

P= Pth 
δ

P> Pth 

TT Oån ñònh
b) 

TT tôùi haïn

c) 
TT maát Oån ñònh

H. 11.2 Söï caân baèng cuûa TT bieán daïng 

q > qth 

P > Pth 

H. 11.3 Caùc daïng maát oån ñònh
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Chöông 11: Oån ñònh thanh thaúng chòu neùn ñuùng taâm 3 

11.2  KHAÛO SAÙT OÅN ÑÒNH TRONG MIEÀN ÑAØN HOÀI 
1- Tính löïc tôùi haïn  Pth thanh coù keát khôùp hai ñaàu ( Baøi toaùn Euler) 
Xeùt thanh thaúng lieân keát khôùp hai ñaàu, 

chòu neùn bôûi löïc tôùi haïn Pth. Khi bò nhieãu, 
thanh seõ bò uoán cong  vaø caân baèng ôû hình 
daïng môùi nhö treân H.11.4a. 

    Ñaët heä truïc toaï ñoä (x,y,z) nhö H.11.4a 
         Xeùt maët caét coù hoaønh ñoä z ;  
         Ñoä voõng ôû maët  caét naày laø y. 

 Ta coù phöông trình vi phaân ñöôøng ñaøn hoài:      

EJ
My −=''                (a)               

Vôùi: moâmen uoán M = Pth y    (b)        (töø ñieàu kieän caân baèng treân H.11.4b) 

 (b) vaøo (a) ⇒ 
EJ

yPy th−=''    hay     0'' =+ y
EJ
Py th     

 Ñaët:  
EJ
Pth=2α  ⇒  02'' =α+ yy                                       (c) 

 Nghieäm toång quaùt cuûa (c) laø: 
   sin( ) cos( )y A z B zα α= +                 (d) 
 Caùc haèng soá ñöôïc xaùc ñònh töø ñieàu kieän bieân y(0) = 0 vaø y(L) = 0. 

Vôùi:  y(0) = 0 ⇒   B = 0 
         y(L) = 0 ⇒   sin( ) 0A Lα =  
ñeå baøi toaùn coù nghóa 0)( ≠zy  ⇒  0≠A , ⇒ sin( ) 0Lα =  

phöông trình naøy coù nghieäm  L nα π= , vôùi n = 1, 2, 3,...  

  ⇒  
2 2

2th
n EJP

L
π

=               (e) 

Thöïc teá, khi löïc neùn ñaït ñeán giaù trò tôùi haïn nhoû nhaát theo (e) öùng vôùi n = 1 
thì thanh ñaõ bò cong. Vì vaäy, caùc giaù trò öùng vôùi n > 1 khoâng coù yù nghóa. 

Ngoaøi ra, thanh  seõ cong trong maët phaúng coù ñoä cöùng uoán nhoû nhaát. 
Do ñoù, coâng thöùc tính löïc tôùi haïn cuûa thanh thaúng hai ñaàu lieân keát khôùp laø:  

                       
2

min
2th

EJP
L

π
=                                            (11.3) 

 Ñöôøng ñaøn hoài töông öùng coù daïng moät nöûa soùng hình sine: 
  sin( )zy A

L
π

=                                                (11.4) 

vôùi: A laø moät haèng soá beù, theå hieän ñoä voõng giöõa nhòp. 

H. 11.4 
  

l y(z)

Pth

y
M

y

b)

Pth
Pth

z
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2- Tính Pth  thanh coù caùc lieân keát khaùc ôû ñaøu thanh 

AÙp duïng phöông phaùp treân cho thanh coù caùc lieân keát khaùc nhau ôû hai 
ñaàu,  ta ñöôïc coâng thöùc tính löïc tôùi haïn coù daïng chung: 

2 2
min

2th
m EJP

L
π

=           (11.5) 

vôùi: m - laø soá nöûa soùng hình sine cuûa ñöôøng ñaøn hoài khi maát oån ñònh. 

 Ñaët 
m
1

=μ ,  goïi laø heä soá quy ñoåi, (11.5) thaønh  

   
( )

2
min
2th

EJP
L

π
μ

=                                                            (11.6) 

(11.6) ñöôïc goïi chung laø coâng thöùc Euler 
Daïng maát oån ñònh vaø heä soá μ cuûa thanh coù lieân keát hai ñaàu khaùc nhau 

theå hieän treân H.11.5.  

3- ÖÙng suaát tôùi haïn 
ÖÙng suaát trong thanh thaúng chòu neùn ñuùng taâm bôûi löïc Pth goïi laø öùng 

suaát tôùi haïn vaø ñöôïc xaùc ñònh theo coâng thöùc: 

   
( ) ( )

2 2 2 2
min min

2 2 2

min

th
th

P EJ Ei E
F L F L L

i

π π πσ
μ μ μ

= = = =
⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

           (11.7) 

vôùiù: 
F

Ji min
min =  laø baùn kính quaùn tính nhoû nhaát cuûa tieát dieän . 

 Ñaët 
min

L
i
μλ =  : ñoä maûnh cuûa thanh                      (11.8) 

  (11.7)  thaønh:   2

2

λ
π

=σ
E

th             (11.9) 

Ñoä maûnh λ khoâng coù thöù nguyeân, phuï thuoäc vaøo chieàu daøi thanh, ñieàu 
kieän lieân keát vaø ñaêïc tröng hình hoïc cuûa tieát dieän; thanh coù ñoä maûnh caøng 
lôùn thì caøng deã maát oån ñònh. 

m=1/2
μ= 2 

H. 11.5  Daïng maát oån ñònh vaø heä soá μ 

m= 1
μ= 1

m= 1,43
μ= 0,7

m= 2 
μ= 1/2

m= 1 
μ= 1

m=1/2
μ= 2 
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4- Giôùi haïn aùp duïng coâng thöùc Euler 

Coâng thöùc Euler ñöôïc xaây döïng treân cô sôû phöông trình vi phaân ñöôøng 
ñaøn hoài, vì vaäy chæ aùp duïng ñöôïc khi vaät lieäu coøn laøm vieäc trong giai ñoaïn 
ñaøn hoài, töùc laø öùng suaát trong thanh nhoû hôn giôùi haïn tyû leä: 

   tlth
E

σ≤
λ
π

=σ 2

2
 

hay:    
tl

E
σ
π

≥λ
2

             (f) 

 Neáu ñaët:     
tl

o
E

σ
π

=λ
2

                                                         (11.10)  

thì ñieàu kieän aùp duïng cuûa coâng thöùc Euler laø:  
    oλ≥λ                                                                 (11.11) 

trong ñoù: λo - ñöôïc goïi laø ñoä maûnh giôùi haïn vaø laø moät haèng soá ñoái vôùi moãi 
loaïi vaät lieäu.  

Thí duï: Theùp xaây döïng thoâng thöôøng λo = 100,  goã λo = 75;  gang λo = 80. 

 Neáu oλλ ≥ thì goïi laø ñoä maûnh lôùn.  

Nhö vaäy, coâng thöùc Euler chæ aùp duïng ñöôïc cho thanh coù ñoä maûnh lôùn. 
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Chöông 11: Oån ñònh thanh thaúng chòu neùn ñuùng taâm 6 

11.3  OÅN ÑÒNH NGOAØI MIEÀN ÑAØN HOÀI 

1- YÙ nghóa 
Coâng thöùc Euler chæ aùp duïng ñöôïc khi vaät 

lieäu ñaøn hoài. Ñoà thò cuûa phöông trình (11.6) laø 
moät hyperbola nhö treân H.11.6, chæ ñuùng khi 

tlth σσ ≤ . 

Khi tlth σσ f  ⇔ vaät lieäu laøm vieäc ngoaøi mieàn 
ñaøn hoài, caàn thieát phaûi coù coâng thöùc khaùc ñeå tính Pth.  

2- Coâng thöùc thöïc nghieäm Iasinski 

Coâng thöùc Iasinski ñöôïc ñeà xuaát döïa treân nhieàu soá lieäu thöïc nghieäm, 
phuï thuoäc vaøo ñoä maûnh cuûa thanh. 
 - Thanh coù ñoä maûnh vöøa oλλλ p≤1 :  

     bath λ−=σ             (11.12) 

vôùi: a vaø b laø caùc haèng soá phuï thuoäc vaät lieäu, ñöôïc xaùc ñònh baèng thöïc 
nghieäm: • Theùp xaây döïng:  a = 33,6 kN/cm2;   b = 0,147 kN/cm2 

     • Goã:                a = 2,93 kN/cm2;   b = 0,0194 kN/cm2 
ñoä maûnh λ1 ñöôïc xaùc ñònh töø coâng thöùc: 
    

b
a tlσ−

=λ1                          (11.13) 

thöïc nghieäm cho thaáy phaïm vi giaù trò 40301 ÷=λ  
 - Thanh coù ñoä maûnh beù 1λλ p : Khi naøy thanh khoâng maát oån ñònh maø 
ñaït ñeán traïng thaùi phaù hoaïi cuûa vaät lieäu. Vì vaäy, ta coi: 

  bth σσσ == 0   ñoái vôùi vaät lieäu doøn 

   chth σσσ == 0  ñoái vôùi vaät lieäu deûo          (11.14) 

 
 vaø  Löïc tôùi haïn cuûa thanh : Pth = σ th . F           (11.15) 
 
 
 
 
 
 
 

Hyperbola Euler

I asinski 

λ1 λ

H. 11.6  ÖÙng suaát tôùi haïn

στh

σ0
στl

λ0 
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Chöông 11: Oån ñònh thanh thaúng chòu neùn ñuùng taâm 7 

Thí duï 11.1  Tính Pthï vaø σth cuûa moät coät laøm baèng theùp soá 3 coù maët caét 
ngang hình chöõ Ι soá 22. Coät coù lieân keát khôùp hai ñaàu. Xeùt hai tröôøng hôïp: 

a. Chieàu cao cuûa coät 3,0 m 
b. Chieàu cao cuûa coät 2,25 m 

Bieát: E = 2,1.104 kN/cm2;σtl = 21 kN/cm2 ; λo = 100 
Caùc haèng soá trong coâng thöùc Iasinski : a= 33,6 kN/cm2, b=0,147 kN/cm2 
                                              Giaûi.  
Tra baûng theùp ñònh hình (phuï luïc ) ta coù caùc soá lieäu cuûa theùp Ι No22: 

2
min 6,30F  ; 27,2 cmcmii y === ; theo lieân keát cuûa thanh thì ta coù 1=μ . 

 + Tröôøng hôïp a) 
 Ñoä maûnh : 100132

27,2
300.1

min

=>=== oi
l λμλ  

 Thanh coù ñoä maûnh lôùn, aùp duïng coâng thöùc Euler 

        2
2

42

2

2

/ 88,11
132

10.1,2 cmkNE
th ===

π
λ
πσ  

  ⇒      kNFP thth 62,3636,30.88,11 === σ . 

  + Tröôøng hôïp b) 
 Ñoä maûnh :     0

min

11,99
27,2

225.1 λμλ <===
i

l  

      7,85
147,0

216,33
1 =

−
=

σ−
=λ

b
a tl    01 λ<λ<λ→  

 Thanh coù ñoä maûnh vöøa, duøng coâng thöùc Iasinski: 
  2/37,2090.147,06,33 cmkNbath =−=λ−=σ  
         kNFP thth  32,6236,30.37,20 === σ . 

Chuù yù: - Neáu lieân keát cuûa thanh trong hai maët phaúng quaùn tính gioáng nhau   
trong caùc coâng thöùc ñaõ coù seõ duïng Jmin vaø imin. 

    - Neáu lieân keát cuûa thanh trong hai maët phaúng quaùn tính khaùc nhau 
thì khi maát oån ñònh thanh seõ cong trong maët phaúng coù ñoä maûnh lôùn vaø caùc 
ñaïi löôïng J , i seõ laáy trong maët phaúng naøy. 
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Chöông 11: Oån ñònh thanh thaúng chòu neùn ñuùng taâm 8 

11.4  PHÖÔNG PHAÙP THÖÏC HAØNH TÍNH OÅN ÑÒNH THANH CHÒU NEÙN 

1- Phöông phaùp tính:  Thanh chòu neùn caàn phaûi thoûa : 

 ♦ Ñieàu kieän beàn:  [ ]n
th

P
F

σ σ= ≤ ; vôùi:  
n
o

n
σ

=σ][                      (11.16) 

trong ñoù: n - heä soá an toaøn veà ñoä beàn 
    Fth - dieän tích tieát dieän giaûm yeáu (bò khoeùt loã); neáu khoâng khoeùt loã       

thì Fth = F laø tieát dieän nguyeân 

 ♦ Ñieàu kieän oån ñònh: oâñ][σσ ≤=
F
P   ;  vôùi: 

oâñ
oâñ k

thσσ =][            (11.17) 

trong ñoù: koâñ ( hay k)- heä soá an toaøn veà oån ñònh.  
  Vì söï giaûm yeáu cuïc boä taïi moät soá tieát dieän coù aûnh höôûng khoâng ñaùng 
keå ñeán söï oån ñònh chung cuûa thanh. 

Do tính chaát nguy hieåm 
cuûa hieän töôïng maát oån ñònh vaø 
xeùt ñeán nhöõng yeáu toá khoâng 
traùnh ñöôïc nhö ñoä cong ban 
ñaàu, ñoä leäch taâm cuûa löïc neùn … 
neân choïn  koâñ > n, vaø k thay ñoåi 
phuï thuoäc vaøo ñoä maûnh. Theùp 
xaây döïng coù koâñ = 1,8 ÷ 3,5 nhö 
minh hoïa treân H.11.7; gang     
koâñ = 5 ÷ 5,5; goã koâñ = 2,8 ÷ 3,2. 

Ñeå thuaän tieän cho tính toaùn 
thöïc haønh, ngöôøi ta ñöa vaøo 
khaùi nieäm heä soá uoán doïc hoaëc heä soá giaûm öùng suaát cho pheùp ϕ ñöôïc 
ñònh nghóa nhö sau: 
   

k
n

o

th

n σ
σ

=
σ
σ

=ϕ
][
][ oâñ  

ϕ < 1, vì caû hai tæ soá: 1<
σ
σ

o

th  vaø 1<
k
n  

töø ñoù: ][][ σϕσ =oâñ , vaø ñieàu kieän oån ñònh trôû thaønh: nF
P ][σϕσ ≤=      (11.18) 

hay:        nF
P ][σ
ϕ

≤  ; 

 hay:              [ ] FPP n][σϕ=≤  oâñ                                                        (11.19) 

Ñieàu kieän oån ñònh (11.18) thoaû, ñieàu kieän beàn (11.16) khoâng caàn kieåm tra 

σ,kG/cm2

2400

2000

1400

1000

k =1,7

0 50 100 150 200
 

250
 λ 

 

k 

k

k = 3,5

Euler Hyperbola 
2400

Ñöôøng giôùi haïn öùng suaát

Hình.11.7 Heä soá an toaøn koâñ cho theùp
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Chöông 11: Oån ñònh thanh thaúng chòu neùn ñuùng taâm 9 

Heä soá ϕ = ϕ ],,[ kE λ  ñöôïc cho ôû baûng 11.1 
 
 

Baûng 11.1  Heä soá ϕ 
 

 

Trò soá  ϕ  ñoái vôùi 
Ñoä 

maûnh 
λ 

Theùp 
soá 

2,3,4 

Theùp 
soá 5 

Theùp 
CΠK  

Gang Goã 

0 1,00 1,00 1,00 1,00 1,00 
10 0,99 0,98 0,97 0,97 0,99 
20 0,96 0,95 0,95 0,91 0,97 
30 0,94 0,92 0,91 0,81 0,93 
40 0,92 0,89 0,87 0,69 0,87 
50 0,89 0,86 0,83 0,54 0,80 
60 0,86 0,82 0,79 0,44 0,71 
70 0,81 0,76 0,72 0,34 0,60 
80 0,75 0,70 0,65 0,26 0,48 
90 0,69 0,62 0,55 0,20 0,38 

100 0,60 0,51 0,43 0,16 0,31 
110 0,52 0,43 0,35  0,25 
120 0,45 0,36 0,30  0,22 
130 0,40 0,33 0,26  0,18 
140 0,36 0,29 0,23  0,16 
150 0,32 0,26 0,21  0,14 
160 0,29 0,24 0,19  0,12 
170 0,26 0,21 0,171  0,11 
180 0,23 0,19 0,15  0,10 
190 0,21 0,17 0,14  0,09 
200 0,19 0,16 0,13  0,08 
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Chöông 11: Oån ñònh thanh thaúng chòu neùn ñuùng taâm 10 

Vì ϕ < 1 neân thöôøng chæ caàn kieåm tra ñieàu kieän oån ñònh laø ñuû. Tuy 
nhieân, neáu thanh coù giaûm yeáu cuïc boä do lieân keát bu loâng, ñinh taùn… thì caàn 
kieåm tra caû hai ñieàu kieän beàn vaø oån ñònh. 

 - Ñieàu kieän beàn:  [ ]n
th

P
F

σ σ= ≤  (11.20) 

 - Ñieàu kieän oån ñònh  nF
P ][σϕσ ≤=  (11.21)  

trong thöïc teá, neáu thoûa (11.21)  thì thöôøng cuõng thoûa (11.20). 
Ñoái vôùi baøi toaùn oån ñònh cuõng coù ba baøi toaùn: 
1. Kieåm tra oån ñònh: 

       nF
P ][σϕσ ≤=  (11.22)  

2. Xaùc ñònh taûi troïng cho pheùp: 
         nFP ][][ σϕ≤   (11.23)  
 Trong hai baøi toaùn treân, vì tieát dieän thanh ñaõ bieát neân coù theå suy ra heä 

soá ϕ  theo trình töï: F, I ϕμλ →=→
FJ

l
/

  (tra baûng 11.1) 

3. Choïn tieát dieän: 
       

n

PF
][σϕ

≥    (11.24)  

vieäc tìm F phaûi laøm ñuùng daàn, vì trong (11.22) chöùa hai bieán: F vaø ϕ (F). 
Trình töï nhö sau: 

 - Giaû thieát: ϕo = 0,5; tính ñöôïc: o
no

o
PF λ
σϕ

⇒=
][

 

 - Töø  oλ  tra baûng ta ñöôïc '
oϕ . Neáu oo ϕϕ ≠'  thì laáy: 

2

'

1
oo ϕ+ϕ

=ϕ  

 '
11

1
1 ][

ϕλ
σϕ

⇒⇒=⇒
n

PF  

thöôøng laëp laïi quaù trình tính khoaûng 2 - 3 laàn thì sai soá töông ñoái giöõa hai 
laàn tính ñuû nhoû (≤ 5%). 
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Thí duï 11.3  Choïn soá lieäu theùp  Ι cho thanh daøi 2,0m, lieân keát khôùp  hai 
ñaàu vaø chòu löïc neùn P = 230 kN. Bieát vaät lieäu laø theùp soá 2 coù 2/k 14][ cmNn =σ . 

      Giaûi:   
       a. Laàn choïn thöù nhaát 
 Giaû thieát 5,0=ϕ , ⇒  28,32

5,0.0,14
230

][
cmPF

n

==≥
ϕσ

 

 Tra baûng theùp ñònh hình ta choïn theùp chöõ Ι soá 24 coù F = 34,8 cm2,        
iy = imin = 2,37 cm,  ta coù ñoä maûnh: 

   4,84
37,2

200.1

min

===
i

lμλ  

 Tra baûng quan heä giöõa λ  vaø ϕ  ta ñöôïc 724,0=ϕ . Heä soá naøy khaùc vôùi 
giaû thieát ban ñaàu neân ta phaûi choïn laïi. 

b. Laàn choïn thöù hai  
  Giaû thieát:       612,0

2
724,05,0

=
+

=ϕ   ⇒ 284,26
14.612,0

230 cmF =≥  

 Tra baûng theùp ñònh hình ta tìm ñöôïc theùp chöõ Ι soá 20 vôùi F= 26,8 cm2, 
imin = 2,07 cm. Ñoä maûnh luùc ñoù baèng: 

    6,96
07,2

200.1
==λ  

tra baûng ta tìm ñöôïc 631,0=ϕ  gaàn ñuùng giaù trò 0,625 theo giaû thieát. Do ñoù, ta 
kieåm tra laïi ñieàu kieän oån ñònh: 

nF
P ][σ
ϕ

≤  ;   22 /k 14][/k 6,13
8,26.631,0

230 cmNcmN =<= σ  

Vaäy ta choïn theùp chöõ Ι soá 20. 
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2- Choïn maët caét ngang vaø vaät lieäu hôïp lyù 
 Khi thieát keá thanh chòu neùn, ngöôøi ta coá gaéng laøm cho khaû naêng chòu 
löïc cuûa thanh caøng lôùn caøng toát. Theo coâng thöùc (11.6) vaø (11.15) ta coù löïc 
tôùi haïn: 

- Trong mieàn ñaøn hoài:  2

2

)( l
EIPth

μ
π

=                           (11.6) 

 - Ngoaøi mieàn ñaøn hoài:  .th thP Fσ=                           (11.15) 

 
 Thöôøng thì chieàu daøi vaø lieân keát 
hai ñaàu thanh ñöôïc cho tröôùc. Vì vaäy, 
ñeå taêng Pth coù hai caùch: 
 1) Choïn vaät lieäu coù moâñun ñaøn 
hoài lôùn, Ví duï duøng theùp thay cho beâ 
toâng. Tuy nhieân, chæ duøng theùp cöôøng 
ñoä cao thay cho theùp cöôøng ñoä thaáp 
khi thanh laøm vieäc ngoaøi mieàn ñaøn 
hoài; coøn trong mieàn ñaøn hoài theùp coù 
moâñun ñaøn hoài gioáng nhau neân vieäc 
thay theá khoâng coù lôïi veà maët chòu löïc 
nhö ñoà thò treân H.11.8 theå hieän. 
 2) Neáu heä soá lieân keát μ  gioáng nhau theo hai phöông thì caáu taïo tieát 
dieän coù yx II = , vaø thöôøng laøm tieát dieän roãng ñeå taêng moâmen quaùn tính cuûa 
maët caét nhöng phaûi coù caáu taïo ñeå khoâng maát oån ñònh cuïc boä. Tieát dieän hôïp 
lyù cuûa coät chòu neùn trong thöïc teá thöôøng coù daïng nhö treân H.11.9 

 

 Neáu lieân keát hai phöông khaùc nhau thì neân caáu taïo tieát dieän sao cho coù  
   minmax λ=λ  

hay:     22
y

y

x

x JJ
μμ

=    (11.25) 

 

 

Hình 11.9  Daïng tieát dieän hôïp lyù

σth, MN/m2

300

240

200

100

Theùp hôïp kim

Theùp ít cacbon

0 40 80 100 120 160 λ
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11.5  XAÙC ÑÒNH LÖÏC TÔÙI HAÏN BAÈNG PHÖÔNG PHAÙP NAÊNG LÖÔÏNG 

 1- Khaùi nieäm 

 Vieäc tìm löïc tôùi haïn cuûa thanh coù ñoä maûnh lôùn theo phöông phaùp tónh 
do Euler thöïc hieän laø chính xaùc. Tuy nhieân, trong thöïc teá coù nhöõng baøi toaùn 
phöùc taïp hôn nhö thanh coù ñoä cöùng EJ thay ñoåi, löïc phaân boá doïc theo truïc 
thanh... thì vieäc thieát laäp vaø giaûi phöông trình vi phaân ñeå tìm löïc tôùi haïn trôû 
neân phöùc taïp. 
 Trong tröôøng hôïp ñoù, ngöôøi ta coù theå döïa treân nguyeân lyù baûo toaøn 
naêng löôïng ñeå tìm nghieäm gaàn ñuùng. 

 2- Phöông phaùp naêng löôïng xaùc ñònh löïc tôùi haïn 

 Giaû söû thanh chòu neùn ñuùng taâm bôûi löïc Pth, nhö ñöôïc minh hoïa treân 
H.11.10. 

l

y

dz e
dz

dez Pth

 
Hình 11.10  Xaùc ñònh löïc tôùi haïn 

 Döôùi taùc ñoäng cuûa nhieãu, thanh bò uoán cong vôùi phöông trình y(z), 
ñieåm ñaët cuûa löïc Pth dòch chuyeån moät ñoaïn e. Theo nguyeân lyù baûo toaøn 
naêng löôïng, coâng A cuûa löïc Pth baèng theá naêng bieán daïng uoán U cuûa thanh: 
    A = U  (11.26)  
trong ñoù:   ePA th=  (11.27)   

          ∫ ∫==
l

o

l

o

dzEJydz
EJ

MU 2''
2

2
1

2
 (11.28)   

 Ñeå xaùc ñònh ñoä co ngaén e cuûa thanh do söï uoán cong gaây ra, ta xeùt 
phaân toá thanh dz treân H.11.11. Ta coù: 

 )cos1(cos θ−=θ−= dzdzdzde dzdzdz
22

2)
2

sin2(
22

2 θ
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ θ=

θ
=  

hay:  dzyde
2
'2

=  (11.29)  

 Chuù yù raèng, vì goùc xoay θ  laø beù neân ôû treân ta ñaõ coi: 
              ';

22
sin ytg =θ=θ

θ
=

θ  

 Tích phaân (11.30) ta ñöôïc: 

   ∫∫ ==
l

o
dz2'y

2
1l

o
dz

2

2'ye  (11.30)  
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 Do ñoù: ∫=
l

o

th dzyPA 2'
2

 (11.31)  

 Theá (11.31) vaø (11.28) vaøo (11.26) ta coù: 
 ∫∫ =

l

o

l

o

th dzEIydzyP 2"2

2
1'

2
 

hay:             
∫

∫
= l

o

l

o
th

dzy

dzEIy
P

2

2"

'
 (11.32)  

 Khi tìm löïc Pth theo phöông phaùp naêng löôïng, ta choïn y(z) thoûa ñieàu 
kieän bieân vaø theá vaøo (11.33). Vì thöôøng y(z) laø gaàn ñuùng neân löïc Pth cuõng 
gaàn ñuùng. Söï sai leäch cuûa ñöôøng ñaøn hoài y(z) coù yù nghóa nhö laø thanh ñöôïc 
ñaët theâm moät heä lieân keát ñaøn hoài naøo ñoù phaân boá doïc theo truïc thanh vaø 
laøm cho thanh trôû neân cöùng hôn. Vì vaäy, löïc Pth tìm theo phöông phaùp naêng 
löôïng luoân lôùn hôn giaù trò thaät (chæ baèng giaù trò thaät khi ñöôøng ñaøn hoài ñöôïc 
choïn chính xaùc). 
 
Thí duï 11.4  Tìm löïc Pth cho thanh treân H.11.11  
vôùi EJ = haèng soá 
    Giaûi.  
Giaû söû ñöôøng ñaøn hoài ñöôïc choïn gaàn ñuùng theo 
daïng do löïc phaân boá ñeàu gaây ra nhö sau:  
    )2( 323 llzzzy +−α=   
vôùi α - laø moät haèng soá beù. 
ta coù:     )64(' 323 llzzy +−α=  
           )(12'' 2 lzzy −α=  
theá vaøo (11.33) ta tìm ñöôïc: 2

882,9
l

EIPth =       

So vôùi nghieäm chính xaùc 22

2 8696,9
l

EI
l
EIPth =

π
=  thì keát quaû tính lôùn hôn 0,25%. 

 Neáu ñöôøng ñaøn hoài choïn laø moät nöûa soùng hình sine, töùc laø truøng vôùi 
ñöôøng ñaøn hoài chính xaùc cuûa baøi toaùn Euler, thì Pth tìm theo phöông phaùp 
naêng löôïng cuõng cho keát quaû chính xaùc. 

 

 

 

l 

Hình 11.11
  

Tìm P th baèng 
phöông  phaùp naêng löôïn

g 

P th 
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BAØI TAÄP CHÖÔNG 11  

11.1 Cho boán thanh coù maët caét ngang nhö nhau laøm baèng cuøng moät loaïi 
vaät lieäu vaø coù lieân keát nhö treân H.11.1.  
 Neáu muoán chòu ñöôïc cuøng moät löïc neùn ñuùng taâm thì chieàu daøi cuûa moãi 
thanh phaûi baèng bao nhieâu La. Giaû thieát vaät lieäu maát oån ñònh trong mieàn ñaøn 
hoài vaø EJ = haèng soá. 

a) b) c) d)

l a l b l c l d

 
                                  Hình 11.1 

11.2  Thanh coù chieàu daøi L = 3 m, moät ñaàu ngaøm, moät ñaàu khôùp. Haõy xaùc 
ñònh löïc tôùi haïn cuûa thanh trong ba tröôøng hôïp sau ñaây: 
a. Maët caét hình troøn baùn kính R = 4 cm, vaät lieäu laø gang xaùm coù:         
σtl = 17,8 kN/cm2; E = 1,15.104 kN/cm2. 

b. Maët caét hình troøn roãng baùn kính ngoaøi R = 3 cm vaø baùn kính trong  

r = 2 cm, vaät lieäu laø ñura coù σtl = 18 kN/cm2; E = 0,71.104 kN/cm2. 
c. Maët caét hình vuoâng caïnh 15 cm × 15 cm, vaät lieäu baèng goã coù:         
σtl = 1,7 kN/cm2; E = 0,1.104 kN/cm2. Bieát hai heä soá trong coâng thöùc 
Iasinski laø a = 2,93 kN/cm2 vaø b = 0,0194 kN/cm2  

11.3  Cho thanh baèng gang coù l = 1,6 m; 

 a = 6 cm; t = 1 cm nhö H.11.14. Xaùc ñònh 
löïc tôùi haïn vaø öùng suaát tôùi haïn. Cho λo = 80;      
a = 77,6 kN/cm2; b = 1,2 kN/cm2. Muoán 
thanh maát oån ñònh khi vaät lieäu coøn laøm vieäc 
trong giôùi haïn ñaøn hoài thì chieàu daøi cuûa 
thanh phaûi bao nhieâu? 
 
 

Hình 11.3 

t
a 

at

P 

l
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P = 200kN

5 
m

20

2L 160 x100 x9

P = 200kN

3 
m 4L 80 x 6

11.4  Kieåm tra oån ñònh cuûa caùc 
thanh cho treân H.11.4, neáu [σ] 
= 14 kN/cm2. Löïc neùn cho pheùp 
lôùn nhaát laø bao nhieâu? Vaät lieäu 
cuûa thanh theùp laø theùp soá 3. 

                                            
  

                       a)                           b) 
                                                    Hình 11.4 

11.5  Cho hai heä thanh chòu löïc nhö treân H.11.5. Xaùc ñònh soá hieäu maët caét 
chöõ I cuûa thanh choáng AB, bieát [σ ] = 16 kN/cm2. Vaät lieäu laø theùp soá 3. 

  Xaùc ñònh heä soá an toaøn veà oån ñònh cuûa caùc thanh ñoù. 

 

11.6  Moät giaù ñôõ chòu taûi troïng phaân boá ñeàu nhö treân H.11.6. Xaùc ñònh trò soá 
cho pheùp cuûa cöôøng ñoä taûi troïng phaân boá taùc duïng leân giaù. Thanh AB coù 
maët caét hình vuoâng caïnh 5 cm x 5 cm laøm baèng goã coù [σ] = 1 kN/cm2. 

 
 

 

P = 950 kN

B

A

2 m 3 m 2 m

a) 

q = 40 kN/m P = 200 kN 

2 m 

A C 

b)

Hình 11.5

B
60o

2 m 4 m

5 cm

Hình 11.6

10 m

8 m

x

y

a

B

C

A
D 

P = 100 kN 
q

11

Hình 11.7
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11.7 Moät daàm caàu truïc AD chòu löïc nhö H.11.7. Coät BC laøm baèng hai theùp 
chöõ I soá 14 gheùp laïi sao cho moâ men quaùn tính ñoái vôùi hai truïc baèng nhau. 
Xaùc ñònh chieàu daøi toái ña cuûa muùt thöøa a, bieát raèng coät laøm vieäc baát lôïi nhaát 
khi xe caàu truïc mang moät troïng löôïng 100 kN ñaët ôû ñaàu muùt thöøa. Taûi troïng 
phaân boá q = 4 kN/m. 

L 100 x 100 x 10

a

a

L 80 x 80 x 6

2 
m

l
A

B
1 cm

1 
cm

6 m

P

 

               Hình 11.8           Hình 11.9 

11.8  Heä thanh chòu löïc nhö H.11.8. Xaùc ñònh chieàu daøi l cuûa thanh choáng 
AB laøm baèng theùp coù [σ] = 14 kN/cm2. Cho bieát taûi troïng P = 300 kN. 

11.9  Moät thanh chòu neùn ñuùng taâm ñöôïc laøm baèng boán theùp goùc ñeàu caïnh 
loaïi 80 × 80 × 6 (H.11.9). Xaùc ñònh kích thöôùc a cuûa maët caét. Bieát thanh 
daøi l = 6 m hai ñaàu lieân keát khôùp vaø chòu löïc neùn ôû ñaàu coät P =200 kN. 
Vaät lieäu coù [σ] = 20 kN/cm2. 

11.10 Moät coät goã daøi L= 3 m, maët caét hình chöõ nhaät b × h. Ñaàu döôùi cuûa coät 
ñöôïc choân vaøo neàn beâ toâng, ñaàu treân coù theå tröôït theo moät khe nhoû 
song song vôùi phöông chieàu daøi h cuûa maët caét (H.11.10). Xaùc ñònh kích 
thöôùc cuûa maët caét b × h sao cho maët caét laø hôïp lyù nhaát. Cho bieát löïc 
neùn P = 100 N, [σ] = 1 kN/cm2. 

 

  3 
m

b

P

h

P
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Chöông 12  

 

UOÁN NGANG VAØ UOÁN DOÏC ÑOÀNG THÔØI 

 

12.1  ÑAËC ÑIEÅM BAØI TOAÙN 

 Xeùt moät thanh chòu uoán bôûi taùc ñoäng ñoàng thôøi cuûa löïc ngang R vaø 
löïc neùn doïc P nhö treân H.12.1. Neáu chuyeån vò laø ñaùng keå thì caàn phaûi xeùt 
caân baèng cuûa thanh treân sô ñoà bieán daïng vaø moâmen noäi löïc seõ bao goàm 
aûnh höôûng cuûa löïc R vaø P: 
   M(z) = MR + MP = MR + Py(z) (12.1)  
trong ñoù: MR -  moâmen uoán do rieâng taûi troïng ngang gaây ra 
  Py(z) - moâmen uoán do löïc doïc gaây ra. 

 

R

P z 
y(z) 

 
Hình 12.1  Uoán ngang vaø uoán doïc ñoàng thôøi 

 Baøi toaùn nhö vaäy ñöôïc goïi laø uoán ngang vaø uoán doïc ñoàng thôøi. 
 Ñaëc ñieåm cuûa baøi toaùn: 
 - Moâmen M(z) phuï thuoäc vaøo ñoä voõng y(z) 
 - Moâmen M(z) phuï thuoäc phi tuyeán vaøo löïc P vì ñoä voõng y(z) cuõng phuï 
thuoäc vaøo P. Vì vaäy, nguyeân lyù coäng taùc duïng khoâng aùp duïng ñöôïc cho loaïi 
baøi toaùn naøy. 

12.2  PHÖÔNG PHAÙP CHÍNH XAÙC 

 Ñeå tìm ñöôïc moâmen uoán, tröôùc heát caàn thieát laäp phöông trình vi phaân 
ñöôøng ñaøn hoài cuûa daàm chòu löïc neùn P vaø taûi troïng ngang. 

P P

q(z)

y(z)

q(z)

O

α

dz

P

Q + dQ

M + dMP
M

Q

  
Hình 12.2  Thanh chòu uoán neùn 
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 Xeùt caân baèng treân sô ñoà bieán daïng cuûa phaân toá thanh dz nhö treân 
H.12.2 
       0:0 =α−−−+=∑ tgPdzQdzMdMMMo    

chuù yù raèng :      
dz
dytg =α     

ta coù:           Q
dz
dyP

dz
dM

=−   (12.2) 

laáy ñaïo haøm hai veá cuûa (12.2), chuù yù raèng )(zq
dz
dQ

−= , ta coù phöông trình:         

         )(2

2

2

2
zq

dz
ydP

dz
Md

−=−   (12.3)  

theá "EIyM −= (*)  vaøo (12.3)  ta thu ñöôïc: 

            )(" zqPyEIyIV =+   (12.4)  
 Ñaây laø phöông trình vi phaân ñöôøng ñaøn hoài cuûa daàm chòu neùn uoán. 
Neáu bieát taûi troïng taùc duïng vaø caùc ñieàu kieän bieân thì coù theå giaûi (12.4) ñeå 
tìm ñöôøng ñaøn hoài, töø ñoù suy ra moâmen uoán theo phöông trình (*). Trong 
thöïc teá, thöôøng coù nhieàu quy luaät taûi troïng khaùc nhau treân chieàu daøi thanh 
neân vieäc giaûi phöông trình (12.4) raát phöùc taïp. Vì vaäy, ngöôøi ta thöôøng aùp 
duïng phöông phaùp gaàn ñuùng döôùi ñaây. 

12.3  PHÖÔNG PHAÙP GAÀN ÑUÙNG 

 Xeùt daàm ñôn giaûn chòu taûi troïng ñoái xöùng nhö H.12.3. 
q

f0

a)

q

f

b)

P

lll

Hình 12.3 Ñöôøng ñaøn hoài ñoái xöùng  

 Sô ñoà (a) chæ chòu taûi troïng ngang, vôùi ñoä voõng giöõa nhòp fo. 
 Sô ñoà (b) chòu ñoàng thôøi taûi troïng ngang vaø taûi troïng doïc, coù ñoä voõng 
giöõa nhòp f. 
 Giaû thieát ñöôøng ñaøn hoài coù daïng hình sine (gioáng daïng maát oån ñònh), ta 
coù phöông trình ñöôøng ñaøn hoài trong hai tröôøng hôïp nhö sau: 
    

l
zfy oo

π
= sin ;  

l
zfy π

= sin  

 Daïng phöông trình naøy thoûa ñieàu kieän bieân 0" == yy  taïi hai khôùp. 
Moâmen uoán noäi löïc töông öùng nhö sau: 

   oooo y
l

EI
l
zf

l
EIEIyM 2

2

2

2
" sin π

=
ππ

=−=  
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   y
l

EI
l
zf

l
EIEIyM 2

2

2

2
" sin π

=
ππ

=−=  

 Theá caùc keát quaû naøy vaøo phöông trình (12.1) ta coù: 

    Pyy
l

EIy
l

EI o +
π

=
π

2

2

2

2
 (12.5)  

töø ñoù suy ra:     
2

2
/1

)()(

l
EIP

zyzy o

π
−

=   

hay:       
th

o

P
P
zyzy

−
=

1

)()(   (12.6) 

vôùi: 2

2

l
EIPth

π
=  laø löïc tôùi haïn cuûa thanh khi maát oån ñònh trong maët    phaúng 

uoán. 
ñaïo haøm hai veá cuûa (12.6) vaø nhaân vôùi –EI ta coù: 

       
thP
P

zEIyzEIy
−

−
=−

1

)()(
"
0"  

hay:             
th

o

P
P

MzM
−

=
1

)(  (12.7)  

Chuù yù: - Neáu taûi khoâng ñoái xöùng nhöng cuøng höôùng veà moät phía thì caùc 
coâng thöùc treân keùm chính xaùc hôn nhöng vaãn duøng ñöôïc. 
  - Neáu thanh coù lieân keát hai ñaàu khaùc thì vaãn duøng ñöôïc caùc coâng thöùc 
(12.6), (12.7) nhöng caàn xeùt tôùi heä soá lieân keát μ  trong coâng thöùc Pth: 

       2

2

)( l
EIPth μ

π
=  (12.8)  

12.4  ÖÙNG SUAÁT VAØ KIEÅM TRA BEÀN 

 ÖÙng suaát lôùn nhaát ñöôïc tính theo coâng thöùc: 
          

)1(
max

th

o

P
PW

M
A
P

W
M

A
P

−
+=+=σ   (12.9)  

 Vì öùng suaát phuï thuoäc phi tuyeán vaøo taûi troïng neân kieåm tra beàn theo 
öùng suaát cho pheùp khoâng ñaûm baûo an toaøn theo heä soá n döï kieán. Trong 
tröôøng hôïp naøy, ngöôøi ta duøng ñieàu kieän an toaøn theo taûi troïng nhö sau: 

    o

th

o

P
nPW

nM
A

nP
σ≤

−
+

)1(
 (12.10)  

Ví duï 12.1  Tìm moâmen uoán vaø ñoä voõng lôùn nhaát cuûa daàm theùp chöõ INo36 
chòu löïc nhö treân H.12.4. 
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x

q = 2 kN/m

S = 120 kN

4m
y

Hình 12.4  

Giaûi. Söû duïng baûng tra theùp ñònh hình, töông öùng vôùi soá hieäu INo36 vaø caùc 
kyù hieäu treân hình treân, ta coù: 

A = 61,9 cm2;  Ix = 516 cm4;  Iy = 13380 cm4;  E = 2,1.104 kN/cm2 

 Trò soá lôùn nhaát cuûa moâmen uoán, ñoä voõng do taûi troïng ngang gaây ra taïi 
giöõa nhòp:  kNmqlMo  4

8
4.2

8

22
===  

    cm
EI
qly

x
o  615,0

516.10.1,2
400.10.2.

384
5.

384
5

4

424
===

−

 

 Trò soá löïc tôùi haïn: 
   

( ) ( )
kN

l
EIP x

th  668
400.1

516.10.1,2.
2

42

2

2
=

π
=

μ

π
=  

 Ñoä voõng cuûa daàm, theo coâng thöùc gaàn ñuùng: 
                    cm

P
S

yy

th

o 75,0

668
1201

615,0

1
=

−
=

−
= ,  taêng 22% so vôùi oy  

 Moâmen uoán lôùn nhaát, theo coâng thöùc gaàn ñuùng thöù nhaát: 
           kNmSyMM o 9,4075,0.1204 =+=+=  
 Moâmen uoán lôùn nhaát, theo coâng thöùc gaàn ñuùng thöù hai: 
 kNm

P
S

MM

th

o  87,4

668
1201

4

1
=

−
=

−
=  sai soá 0,5% so vôùi coâng thöùc gaàn ñuùng thöù 

nhaát.  
 Giaù trò moâmen trong tröôøng hôïp uoán ngang vaø doïc taêng 22,5% so vôùi 
moâmen chæ do löïc ngang gaây ra, töùc laø thieân veà an toaøn hôn. 

12.5  THANH COÙ ÑOÄ CONG BAN ÑAÀU 

1- AÛnh höôûng cuûa ñoä cong ban ñaàu 

 Xeùt thanh coù ñoä cong ban ñaàu, chòu löïc neùn P nhö treân H.12.5. Giaû söû 
ñöôøng cong ban ñaàu coù daïng: 
   

l
zayo
π

= sin   (12.11)  
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P z

yo

y1

a

y l/2l/2
 

Hình 12.5  Thanh coù ñoä cong ban ñaàu 

 Do taùc duïng cuûa löïc P, thanh bò voõng theâm coù phöông trình y1(z). Ñoä 
voõng toaøn phaàn:   y  = yo + y1  
 (12.12)    
 Moâmen uoán do löïc P gaây ra: 
   )( 1yyPPyM o +==  (12.13)  
 Phöông trình vi phaân ñoä voõng theâm: 
     )( 1

''
1 yyPMEIy o +−=−=  (12.14)  

theá (12.11) vaøo (12.14) vaø ñaët: 
EI
P

=α2  ta coù: 

   
l
zayy π

α−=α+ sin2
1

2''
1   (12.15)  

 Nghieäm cuûa phöông trình naøy coù daïng: 
       

l
za

l

zBzAy π

−
α
π

+α+α= sin
1

1cossin

22

21  (12.16)  

 Caùc ñieàu kieän bieân: 
00)(
00)0(

1

1

=⇒=
=⇒=

Aly
By   

 Do ñoù: 
l
za

l
EI
P

l
za

l

y π

−
π

=
π

−
α
π

= sin
1

1sin
1

1

2

2

22

21  

hay:    
l
za

k
ky π
−

= sin
11   (12.17)  

vôùi:    
2

2

l
EI
P

P
Pk
th π

==   (12.18)  

Ñoä voõng toaøn phaàn:
l
z

k
a

l
za

k
kayyy o

π
−

=
π

−
+=+= sin

1
sin)

1
(1  

hay:      
th

o

P
P

yy
−

=
1

   (12.19)  

 Moâmen lôùn nhaát giöõa nhòp: 
     

thP
P

PaPyM
−

==
1

maxmax  (12.20)  

 Neáu ñöôøng cong ban ñaàu coù daïng baát kyø thì coù theå phaân tích thaønh 
chuoãi Fourier nhö sau: ...2sinsin 21 +

π
+

π
=

l
za

l
zayo  (12.21)  

theá (12.13) vaøo (12.21)  vaø giaûi ra 1y  ta coù: 
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          ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

π
−

+
π

−
= ...2sin

2
sin

1 2
21

1 l
z

k
a

l
z

k
aky  (12.22)  

vì: 1<=
thP
Pk  neân khi P ñuû lôùn thì soá haïng ñaàu troäi haún vaø chæ caàn xeùt soá 

haïng naøy. 

2- Xaùc ñònh löïc tôùi haïn baèng thöïc nghieäm thanh lieân keát khôùp hai 
ñaàu 

 Xeùt thanh chòu neùn nhö treân H.12.6, trong thöïc teá thanh luoân coù ñoä 
cong ban ñaàu.  

P

a1 δ

Hình 12.6
Thanh coù ñoä cong ban ñaàu chòu neùn

a1

δ

α

tanα = Pth

Hình 12.7
 Caùch xaùc ñònh löïc tôùi haïn

p
δ

 

 Khi löïc P ñuû lôùn thì duø thanh bò cong ban ñaàu theá naøo, ta vaãn coù quan 
heä giöõa δ vaø 1a  theo (12.17): 
   

11
1

1
−

=
−

=δ

P
P

aa
k

k
th

  

hay:   1)( a
P

Pth −
δ

=δ  

 Ñaây laø phöông trình baäc nhaát cuûa hai bieán δ  vaø P/δ  neân coù ñoà thò laø 
moät ñöôøng thaúng nhö treân H.12.7. 
 Khi thí nghieäm, öùng vôùi moãi giaù trò löïc neùn iP , ta ño ñöôïc chuyeån vò iδ  
vaø tính ñöôïc ii P/δ , töø ñoù laäp baûng keát quaû thí nghieäm coù daïng: 
 

P P1 P2 …… Pn 

δ  1δ  2δ  …… nδ  

P/δ  11 /Pδ  22 /Pδ  …… nn P/δ  

 Töø ñoù xaùc ñònh caùc ñieåm treân heä truïc δδ −P  vaø veõ ñöôïc ñoà thò nhö treân 
H.12.7. Ta thöôøng duøng phöông phaùp bình phöông cöïc tieåu ñeå xaùc ñònh thP  
vaø ñoä voõng ban ñaàu lôùn nhaát 1a . 
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12.6  COÄT CHÒU NEÙN LEÄCH TAÂM 

 Xeùt coät maûnh chòu neùn leäch taâm bôûi löïc P nhö treân H.12.8. 
   

l
zayo
π

= sin   (12.11)  

 Do taùc duïng cuûa löïc P, coät bò cong vaø coù phöông trình y(z).  
 Moâmen uoán taïi moät tieát dieän do löïc P gaây ra: 
   )()}({ zPyPezyePM +=+=  (12.23) 
trong ñoù:  e  - laø ñoä leäch taâm ban ñaàu; y  - laø ñoä voõng cuûa truïc coät. 
 Phöông trình vi phaân ñöôøng ñaøn hoài nhö sau: 

       
EI
Mzy −=)(''                   (12.24)  

 Theá (12.23) vaøo (12.24) vaø ñaët 
EI
P

=α2  ta 

ñöôïc: 

         eyy 22" α−=α+                  (12.25)  

 Nghieäm toång quaùt cuûa phöông trình naøy laø 

toång cuûa nghieäm thuaàn nhaát vaø nghieäm rieâng: 

         ezBzAy −α+α= cossin    (12.26)  

trong ñoù:  A vaø B - laø caùc haèng soá cuûa nghieäm 

thuaàn nhaát;  e - laø nghieäm rieâng. 

 Caùc ñieàu kieän bieân:  
  eBy =⇒= 0)0(   

   
2

tan
sin

)cos1(0)( le
l

leAly α
=

α
α−

=⇒=   

 Phöông trình ñöôøng ñaøn hoài trôû thaønh: 

       )1cossin
2

(tan −α+α
α

= zzley  (12.27) 

 Ñoä voõng lôùn nhaát taïi giöõa nhòp, töùc  
2
lz =  laø:  

       )1

2
cos

1(max −
α

==δ ley  (12.29) 

 (12.28) 

 Neáu e = 0 hoaëc P = 0 thì 0=δ .  

P

y

l

z

P

y(z)

e

e

Hình 12.8  Coät coù ñoä cong ban ñaàu

δ
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 Ñoà thò quan heä giöõa P  - δ  ñöôïc cho trong H.12.9. Ñoà thò naøy chæ coù yù 
nghóa khi vaät lieäu coøn ñaøn hoài, töùc laø δ  coøn nhoû vaø P < Pth. 

Pth

P

δ

e = 0

e = e1

e = e2

e2 > e1

Hình 12.9 Ñoà thò quan heä giöõa P  - δ  
 Moâmen uoán lôùn nhaát taïi giöõa nhòp ñöôïc tính: 
   

2
cos

1)( maxmax l
EI
P

PeyePM =+=  (12.30) 

 Quan heä maxM - P cho bôûi H.12.10. Khi P nhoû thì PeM ≈max , nhöng khi P 

lôùn thì maxM  taêng raát nhanh.  

 Töø caùc ñoà thò naøy ta thaáy quan heä P  - δ  vaø maxM - P  phi tuyeán. 

 Trong thöïc teá, tính coät maûnh chòu neùn leäch taâm caàn thieát phaûi xeùt ñaëc 
ñieåm phi tuyeán naøy ñeå ñaûm baûo an toaøn. 

P th

Mmax

P
Hình 12.10  Quan heä giöõa Mmax - P

Pe

 
 ÖÙng suaát cöïc ñaïi trong thanh: 

  
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+=+=σ

2
cos

11 2
max

max l
EI
Pr

ec
A
P

I
cM

A
P  (12.31) 

vôùi:  A - dieän tích tieát dieän thanh; r  - baùn kính quaùn tính  

 c  - khoaûng caùch töø truïc trung taâm ñeán meùp xa nhaát cuûa tieát dieän. 

 Vì öùng suaát phuï thuoäc phi tuyeán vaøo taûi troïng neân kieåm tra beàn theo 
öùng suaát cho pheùp khoâng ñaûm baûo an toaøn theo heä soá n döï kieán. Trong 
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tröôøng hôïp naøy, ngöôøi ta duøng ñieàu kieän an toaøn theo taûi troïng nhö phöông 
trình (12.10). 

BAØI TAÄP CHÖÔNG 12 

12.1 Tính öùng suaát neùn lôùn nhaát theo phöông phaùp gaàn ñuùng cuûa daàm chòu 
uoán ngang vaø uoán doïc ñoàng thôøi cho treân H.12.11. 

a)

100

2 m2 m

q = 200 N/m

P = 4 kN

4 m

1

E = 103 kN/cm2

100

1

1   -   1

2 m2 m

q = 3 kN/m

P = 257 kN

4 m

1

Po = 5 kN

1

1 – 1

2C No20

b)
 

Hình 12.11 

12.2 Cho daàm chòu löïc nhö treân H.12.9. Haõy tính öùng suaát phaùp lôùn nhaát vaø 
heä soá an toaøn n neáu [σ] = 24 kN/cm2 . Tính ñoä voõng lôùn nhaát. 

q = 0,5 kN/m

2 m
P = 4 kN

E = 103 kN/cm2

b)

10 cm
10 cm

P1 = 1 kN20 cm

P = 8 kN40 cm

E = 2 x 104 kN/cm2

1 m1 m

a)  
Hình 12.12 

12.3 Tính cöôøng ñoä taûi troïng cho pheùp taùc duïng leân 
daàm AB nhö treân H.12.10, bieát heä soá an toaøn veà 
ñoä beàn n = 1,6. Daàm AB baèng theùp soá 3 coù maët 
caét hình oáng vôùi ñöôøng kính trong d = 6 cm vaø 
ñöôøng kính ngoaøi D = 10 cm, vaät lieäu coù [σ] = 24 
kN/cm2, khi tính boû qua troïng löôïng cuûa daàm. 

 Kieåm tra oån ñònh cuûa daàm neáu laáy koñ = 2. Cho E = 2.104 kN/cm2. 

5 m

60o

q

A B

Hình 12.13
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Chöông 13 

TAÛI TROÏNG ÑOÄNG 

13.1  KHAÙI NIEÄM 

1- Taûi troïng ñoäng 

 Trong caùc chöông tröôùc, khi khaûo saùt moät vaät theå chòu taùc duïng cuûa 
ngoaïi löïc, ta coi ngoaïi löïc taùc duïng laø tónh, töùc laø nhöõng taûi troïng gaây ra gia 
toác chuyeån ñoäng beù, vì vaäy khi xeùt caân baèng coù theå boû qua ñöôïc aûnh höôûng 
cuûa löïc quaùn tính. 
 Tuy nhieân, cuõng coù nhöõng tröôøng hôïp maø taûi troïng taùc duïng khoâng theå 
coi laø tónh vì gaây ra gia toác lôùn, ví duï nhö söï va chaïm giöõa caùc vaät, vaät quay 
quanh truïc, dao ñoäng... Khi naøy, phaûi xem taùc duïng cuûa taûi troïng laø ñoäng, vaø 
phaûi xeùt ñeán löïc quaùn tính khi giaûi quyeát baøi toaùn.  

2- Phöông phaùp nghieân cöùu 

 Khi giaûi baøi toaùn taûi troïng ñoäng, ngöôøi ta thöøa nhaän caùc giaû thieát sau: 

 - Vaät lieäu ñaøn hoài tuyeán tính 

 - Chuyeån vò vaø bieán daïng cuûa heä laø beù. 

 Nhö vaäy, nguyeân lyù coäng taùc duïng vaãn aùp duïng ñöôïc trong baøi toaùn taûi 
troïng ñoäng. 

 Khi khaûo saùt caân baèng cuûa vaät theå chòu taùc duïng cuûa taûi troïng ñoäng, 
ngöôøi ta thöôøng aùp duïng nguyeân lyù d’Alembert. Tuy nhieân, trong tröôøng hôïp 
vaät chuyeån ñoäng vôùi vaän toác thay ñoåi ñoät ngoät nhö baøi toaùn va chaïm thì 
nguyeân lyù baûo toaøn naêng löôïng ñöôïc söû duïng. 

 Ñeå thuaän tieän cho vieäc tính heä chòu taûi troïng ñoäng, caùc coâng thöùc thieát 
laäp cho vaät chòu taùc duïng cuûa taûi troïng ñoäng thöôøng ñöa veà daïng töông töï 
nhö baøi toaùn tónh nhaân vôùi moät heä soá ñieàu chænh nhaèm keå ñeán aûnh höôûng 
cuûa taùc duïng ñoäng, goïi laø heä soá ñoäng. 

 Trong chöông naøy chæ xeùt caùc baøi toaùn töông ñoái ñôn giaûn, thöôøng gaëp, 
coù tính chaát cô baûn nhaèm môû ñaàu cho vieäc nghieân cöùu tính toaùn ñoäng löïc 
hoïc chuyeân saâu sau naøy. 
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13.2  THANH CHUYEÅN ÑOÄNG VÔÙI GIA TOÁC LAØ HAÈNG SOÁ 

 Moät thanh tieát dieän A coù chieàu daøi L vaø troïng löôïng rieâng γ, mang moät 
vaät naëng P, ñöôïc keùo leân vôùi gia toác a nhö H.13.1.a. 
Töôûng töôïng caét thanh caùch ñaàu muùt moät 
ñoaïn x. Xeùt phaàn döôùi nhö treân H.13.1.b, löïc 
taùc duïng goàm coù: troïng löôïng vaät naëng P 
  Troïng löôïng ñoaïn thanh γAx 
 Löïc quaùn tính taùc duïng treân vaät P laø 

g
aP.   

 Löïc quaùn tính cuûa ñoaïn thanh laø 
g

Axaγ  

 Noäi löïc ñoäng Nñ taïi maët caét ñang xeùt. 

 Theo nguyeân lyù d’Alembert, toång hình 
chieáu cuûa taát caû caùc löïc taùc duïng leân thanh theo phöông ñöùng keå caû löïc 
quaùn tính phaûi baèng khoâng, ta ñöôïc: 
   Nñ − γAx − P − 

g
Pa − 

g
Axaγ  = 0  

   Nñ  =  γAx + P + 
g

Pa + 
g

Axaγ  

    ⇒  Nñ  =  (γAx + P)(1 +
g
a  )  

 Ñaïi löôïng (γAx + P) chính laø noäi löïc trong thanh ôû traïng thaùi treo khoâng 
chuyeån ñoäng, goïi laø noäi löïc tónh Nt. 
 Ta ñöôïc:  Nñ  =  Nt.(1 +

g
a )  (13.1) 

 ÖÙng suaát trong thanh:  

   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+==

g
a

g
a

A
N

A
N

t
td

d 11 σσ  (13.2) 

coù theå ñaët:          Kñ  = 1 +
g
a    : Heä soá ñoäng           (13.3) 

           σñ  = σtKñ   (13.4) 
 ÖÙng suaát lôùn nhaát taïi maët caét treân cuøng cuûa thanh: 
       σñmax  = σt,max.Kñ 

vôùi:           σt  = (γAL + P)/A 
 Ñieàu kieän beàn trong tröôøng hôïp naøy laø: 

      σñmax  ≤  [σ ]k    (13.5) 
 Ta thaáy coù hai tröôøng hôïp: 

γ.A.1a/gNñ

γ .A. 1 x
γ ,A 

 Pa 
P

b)
a)

P.a/g

Hình 13.1 
a) Vaät chuyeån ñoäng leân vôùi gia toác a 
b) Noäi löïc vaø ngoaïi löïc taùc duïng leân 

            phaàn thanh ñang xeùt

x
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 - Khi chuyeån ñoäng leân nhanh daàn ñeàu (gia toác a cuøng chieàu chuyeån 
ñoäng) vaø chuyeån ñoäng xuoáng chaäm daàn ñeàu (gia toác a ngöôïc chieàu chuyeån 
ñoäng) heä soá ñoäng Kñ > 1, noäi löïc ñoäng lôùn hôn noäi löïc tónh. 
 - Ngöôïc laïi, khi chuyeån ñoäng leân chaäm daàn ñeàu vaø chuyeån ñoäng xuoáng 
nhanh daàn ñeàu thì Kñ < 1, noäi löïc ñoäng nhoû hôn noäi löïc tónh. 
 Duø vaäy, khi moät vaät theå chuyeån ñoäng nhö baøi toaùn treân ñaây, phaûi tính 
toaùn thieát keá vôùi Kñ > 1. 
Thí duï 13.1 Moät thanh daøi 10m coù tieát dieän vuoâng 30 cm x 30 cm vaø troïng 
löôïng rieâng γ = 2500 kG/m3, ñöôïc keùo leân vôùi gia toác a = 5 m/s2 (H.13.2). 
Xaùc ñònh ñoaïn muùt thöøa b ñeå moâmen aâm taïi goái töïa baèng moâmen döông taïi 
giöõa nhòp. Veõ bieåu ñoà moâmen, tính öùng suaát phaùp lôùn nhaát. 

Hình 13.2  
 a) Thanh ñöôïc keùo leân vôùi gia toác a;     b) Sô ñoà tính vaø bieåu ñoà moâmen 

 Khi thanh ñöôïc keùo leân vôùi gia toác a, thanh chòu taùc duïng cuûa löïc quaùn 
tính, khi ñoù taûi troïng taùc duïng leân heä laø taûi troïng phaân boá ñeàu, goàm coù: 

  q   = qbt + qqt = γA(1) + γA(1).a/g  

  = 2500(0,3.0,3) + 2500(0,3.0,3).5/10 = 337,5 KG/m 
 Sô ñoà tính cuûa thanh vaø bieåu ñoà moâmen cho ôû H.13.2.b. 

 Ñeå moâmen taïi goái baèng moâmen giöõa nhòp, ta coù: 

      LbqbbLqqb 206,0
28

)2(
2

222
=⇒−

−
=  

vôùi b = 0,206L thì moâmen lôùn nhaát laø: 

  
2

2max

222

max,

KG/cm 9,15
30.30

6.100.11,716

KG.m 11,716
2

)10.206,0(5,337
2

)206,0(
2

===σ⇒

====

x

x

x

W
M

LqqbM
 

L - 2b b
qa2

2
qa2

2

q(L - 2b)2

8
- qa2

2

b L - 2b b

L

a

Nd

b

 

qqt  = γ.A(1)a/g

qbt  = γ.A(1) 

a) b)
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13.3  VOÂ LAÊNG QUAY ÑEÀU 

 Moät voâ laêng coù beà daøy δ, ñöôøng kính trung bình D, tieát dieän A, troïng 
löôïng rieâng γ, quay quanh truïc vôùi vaän toác goùc khoâng ñoåi ω (H.13.3.a). 

       
Hình 13.3  a) Taûi troïng taùc duïng leân voâ laêng
                b) Taùch voâ laêng theo maët caét xuyeân taâm

qñqñγ,A, δ

ω

y

dϕ

ϕ
x

b)

    D
σñσñ

a)

  

Vôùi chuyeån ñoäng quay ñeàu, gia toác goùc ω&  = 0, gia toác tieáp tuyeán: 
0

2
==

Dat ω&  chæ coù gia toác phaùp tuyeán höôùng taâm laø: 
2

2 Dan ω=   (a)  

   

 Moät ñoaïn daøi ñôn vò cuûa voâ laêng coù khoái löôïng γA/g chòu taùc duïng cuûa 
löïc quaùn tính ly taâm laø:   

g
ADa

g
Aq n 2

.
2ωγγ ==ñ  (b) 

 Ñeå tính noäi löïc trong voâ laêng, duøng maët caét taùch voâ laêng theo maët caét 
xuyeân taâm, xeùt caân baèng cuûa moät phaàn (H.13.3.b), do ñoái xöùng, treân maët caét 
voâ laêng khoâng theå coù bieán daïng uoán (do moâmen), bieán daïng tröôït (do löïc 
caét) maø chæ coù bieán daïng daøi do löïc doïc, nghóa laø chæ coù öùng suaát phaùp σñ. 
 Vì beà daøy δ beù, coù theå xem σñ laø phaân ñeàu, löïc ly taâm taùc duïng treân 
chieàu daøi ds cuûa voâ laêng laø qñ ds, phaân toá ds ñònh vò bôûi goùc ϕ, laáy toång hình 
chieáu theo phöông ñöùng, ta coù: 

         2σñA  = ∫
π

o dq ds sinϕ 

thay:              qñ  = γADω2/2g vaø ds = D dϕ/2 vaøo, ta ñöôïc:  

      
g
wD

d 4

22
γ=σ   (13.6) 

 Vì öùng suaát trong voâ laêng laø öùng suaát keùo neân ñieàu kieän beàn voâ laêng: 

      σñ  ≤  [σ ]k  (13.7) 

Chuù yù. Khi tính voâ laêng, ta ñaõ boû qua aûnh höôûng cuûa caùc nan hoa noái truïc 
vaø voâ laêng, neáu keå ñeán thì öùng suaát keùo trong voâ laêng seõ giaûm, ñoä phöùc taïp 
trong tính toaùn taêng leân nhieàu, khoâng caàn thieát laém trong tính toaùn thöïc 
haønh. 
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Ví duï 13.2  Moät truïc ñöùng ñöôøng kính D = 10 cm, troïng löôïng rieâng γ = 7850 
kG/m3, mang moät khoái löôïng leäch taâm Q = 20 kG (H.13.4.a), truïc quay vôùi 
vaän toác n = 500 voøng/phuùt. Kieåm tra beàn truïc, tính chuyeån vò taïi ñieåm ñaët 
khoái löôïng. Cho: [σ ] = 1600 kG/cm2; E = 2.106  kG/cm2, a = 0,5m. 

ω

2 KG.m
547,75 KG

20 KG

Q
a

e
a

136,94 KGm

1 KGm
30,8 KG

1 KGm
50,8 KG61,6 KG

Mx,QMx,Qqt Nz

b)

Hình 13.4

a)

 
Giaûi. Vaän toác goùc: 

   rad/s 33,5260/500)14,3(2
60
2

===
nπω  

 Löïc quaùn tính ly taâm Qlt do troïng löôïng Q laø: 

        
KG 

N 

68,547

85,54761,0.33,52.20 22

=

===

qt

qt

Q

e
g
QQ ω  

 Boû qua aûnh höôûng do taùc duïng tónh cuûa troïng löôïng Q vaø troïng löôïng 
baûn thaân cuûa truïc vì chuùng nhoû so vôùi löïc ly taâm Qlt. 
 Moâmen do löïc ly taâm gaây ra laø (H.13.4.b): 
     Mxmax  = QltL/4 = 547,68(1)/4 = 136,92 kGm 
 ÖÙng suaát lôùn nhaát cuûa truïc: 
       2

2
max,

max kG/cm 36,1395
32/)10(14,3

100.92,136
===σ

x

x

W
M

 

 Neáu keå ñeán troïng löôïng baûn thaân truïc vaø taùc duïng tónh cuûa Q, taïi tieát 
dieän giöõa truïc chòu taùc duïng cuûa caùc noäi löïc nhö sau (H.13.4.b) 
          Nz = 50,8 kG (neùn);  Mx = 135,92 kGm. 

   
2kG/cm          

  

75,1395392,0

32/)10(14,3
100.92,136

4/)10(14,3
8,30

22
max,

max

+=

+=+=
x

xz

W
M

A
Nσ

 

 Trong tröôøng hôïp naøy, troïng löôïng baûn thaân cuûa truïc vaø taùc duïng tónh 
cuûa Q coù theå boû qua. 
 Chuyeån vò do taùc duïng cuûa löïc Qlt coù theå tính theo coâng thöùc sau: 

           cm 0116,0
64/)10(14,3.10.2.48

)100.(75,547
48 46

33

===
xEI

QLy  

13.4  DAO ÑOÄNG CUÛA HEÄ MOÄT BAÄC TÖÏ DO 
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1- Khaùi nieäm 

 Moät heä chuyeån ñoäng qua laïi moät vò trí caân baèng xaùc ñònh naøo ñoù, Ví duï 
quaû laéc ñoàng hoà, goïi laø heä dao ñoäng. Khi heä chuyeån töø vò trí caân baèng naøy 
sang vò trí caân baèng keá tieáp sau khi ñaõ qua moïi vò trí xaùc ñònh bôûi quy luaät 
dao ñoäng, ta goïi heä ñaõ thöïc hieän moät dao ñoäng. 
 Chu kyø laø thôøi gian heä thöïc hieän moät dao ñoäng, kyù hieäu laø T tính baèng 
giaây (s). 
 Taàn soá laø soá dao ñoäng trong moät giaây, kyù hieäu laø f, chính laø nghòch ñaûo 
cuûa chu kyø, f = 1 / T (1/s). 
 Soá dao ñoäng trong 2π giaây goïi laø taàn soá goùc, hay coøn goïi laø taàn soá voøng, 
kyù hieäu laø ω, ta thaáy ω = 2π / T (1/s). 

 Baäc töï do laø soá thoâng soá ñoäc laäp xaùc ñònh vò trí cuûa heä ñoái vôùi moät heä 
quy chieáu naøo ñoù. Ñoái vôùi moät heä dao ñoäng nhö treân H.13.5.a, vò trí cuûa heä 
xaùc ñònh bôûi ñoä dòch chuyeån (y) theo thôøi gian (t), heä quy chieáu seõ laø (t,y). 

 Khi tính moät heä dao ñoäng, ta caàn ñöa veà sô ñoà tính. Xaùc ñònh sô ñoà tính 
cuûa moät heä döïa treân ñieàu kieän phaûi phuø hôïp vôùi heä thöïc trong möùc ñoä gaàn 
ñuùng cho pheùp. 
 Xeùt daàm cho treân H.13.5.a, neáu khoái löôïng daàm khoâng ñaùng keå, coù theå 
xem daàm nhö moät lieân keát ñaøn hoài khoâng khoái löôïng, vò trí cuûa heä quyeát ñònh 
do vò trí cuûa khoái löôïng vaät naëng, heä coù moät baäc töï do, vì chæ caàn bieát tung 
ñoä y(t) cuûa vaät naëng laø xaùc ñònh ñöôïc vò trí cuûa heä taïi moïi thôøi ñieåm (t). Vôùi 
heä ôû H.13.5.b, baäc töï do laø hai, vì caàn phaûi bieát y1(t), y2(t). Ñoái vôùi truïc chòu 
xoaén (H.13.5.c), baäc töï do cuõng laø hai, vì caàn phaûi bieát goùc xoaén ϕ1(t), ϕ2(t). 

Hình 13.5  a) Heä moät baäc töï do;          b), c) Heä hai baäc töï do

c)

ϕ1(t)

ϕ2(t)

y(t)a)

y1(t)b) y2(t)

 

 Khi keå ñeán khoái löôïng cuûa daàm treân H.13.5.a, heä trôû thaønh voâ haïn baäc 
töï do, vì phaûi bieát voâ soá tung ñoä y(t) taïi voâ soá ñieåm khoái löôïng suoát chieàu daøi 
daàm. Trong tröôøng hôïp naøy, caàn choïn sô ñoà tính thích hôïp, ví duï neáu khoái 
löôïng daàm laø nhoû so vôùi khoái löôïng vaät naëng, coù theå coi vaät naëng ñaët treân 
moät lieân keát ñaøn hoài khoâng khoái löôïng, heä coù moät baäc töï do. 
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 Neáu khoâng theå boû qua khoái löôïng daàm, 
coù theå ñöa veà heä höõu haïn baäc töï do, baèng caùch 
xem khoái löôïng daàm goàm N khoái löôïng mi ñaët 
treân N ñieåm nuùt cuûa thanh ñaøn hoài khoâng khoái löôïng (H.13.6), N caøng lôùn, 
ñoä chính xaùc tính toaùn caøng cao. 
 Moät heä ñaøn hoài coù theå dao ñoäng töï do hay dao ñoäng cöôõng böùc. 
 Dao ñoäng cöôõng böùc laø dao ñoäng cuûa heä khi chòu moät taùc ñoäng bieán ñoåi 
theo thôøi gian, goïi laø löïc kích thích, toàn taïi trong suoát quaù trình heä dao ñoäng 
nhö dao ñoäng cuûa daàm mang moät moâtô ñieän khi noù hoaït ñoäng, khoái löôïng 
leäch taâm cuûa roâto gaây ra löïc kích thích. 
 Dao ñoäng töï do laø dao ñoäng do baûn chaát töï nhieân cuûa heä khi chòu moät 
taùc ñoäng töùc thôøi, khoâng toàn taïi trong quaù trình heä dao ñoäng nhö dao ñoäng 
cuûa daây ñaøn.  

2- Phöông trình vi phaân dao ñoäng cöôõng böùc cuûa heä moät baäc töï do 

  

Hình 13.7 Heä moät baäc töï do chòu dao ñoäng cöôõng böùc

y(t)

P(t)
M

y

 
 Xeùt heä moät baäc töï do chòu taùc duïng moät löïc kích thích thay ñoåi theo thôøi 
gian P(t) ñaët taïi khoái löôïng M (H.13.7), taïi thôøi ñieåm (t), ñoä voõng cuûa khoái 
löôïng M laø y(t). Giaû thieát löïc caûn moâi tröôøng tyû leä baäc nhaát vôùi vaän toác 
chuyeån ñoäng, heä soá tyû leä β. 
 Goïi δ laø chuyeån vò taïi ñieåm ñaët khoái löôïng M do löïc ñôn vò ñaët taïi ñoù gaây 
ra. Chuyeån vò y(t) laø keát quaû cuûa caùc taùc ñoäng: 

- Löïc kích thích P(t) gaây ra chuyeån vò P(t)δ  
- Löïc quaùn tính −M )t(y&&  gaây ra chuyeån vò −M )t(y&& δ  

- Löïc caûn moâi tröôøng −β )t(y& gaây ra chuyeån vò −β )t(y& δ  

ta ñöôïc  y(t) = P(t)δ + [−My(t)δ ] + [ −βy(t)δ ] (a) 
   M δ )t(y&&  + β δ )t(y&  + y(t) = P(t). δ (b)   (b) 

 Chia hai veá cho Mδ vaø ñaët: 
   21   ;2 ω=

δ
α=

β
MM

 (c) 

phöông trình (b) trôû thaønh: 

   )t(y&&  + 2α )t(y&  + ω2 y(t) = P(t).δ. ω2   (13.8) 

mi

Hình 13.6  Heä höõu haïn baäc töï do
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(13.8) laø phöông trình vi phaân dao ñoäng cöôõng böùc heä moät baäc töï do. 

3- Dao ñoâïng töï do 

 Khi khoâng coù löïc kích thích vaø löïc caûn baèng khoâng, heä dao ñoäng töï do, 
phöông trình (13.8) trôû thaønh phöông trình vi phaân cuûa dao ñoäng töï do: 
    )t(y&&  + ω2 y(t) = 0  (13.9) 
 Tích phaân phöông trình (13.9), ta ñöôïc nghieäm toång quaùt coù daïng: 
         y(t) = C1 cosωt + C2 sinωt          (d) 
 Söû duïng giaûn ñoà coäng caùc vectô quay (H.13.8), coù theå bieåu dieãn haøm 
(a) döôùi daïng: 
   y(t) = A sin(ωt + ϕ)          (e) 
 Haøm (e) laø haøm sin, chöùng toû         dao ñoäng 
töï do laø moät dao ñoäng tuaàn hoaøn, ñieàu hoøa. 
Bieân ñoä dao ñoäng laø           A = 2

2
2

1 CC + , taàn soá 
goùc ω, ñoä leäch pha ϕ. ω coøn goïi laø taàn soá rieâng 
ñöôïc tính theo coâng thöùc: 

   ω
δM

1
=    (13.10) 

 Goïi P laø troïng löôïng cuûa khoái löôïng M, ta coù M = P/g, thay vaøo (13.10), 

ta ñöôïc: ω
δP
g

=  

 Tích soá (P.δ) chính laø giaù trò chuyeån vò taïi ñieåm ñaët khoái löôïng M do 
troïng löôïng P cuûa khoái löôïng dao ñoäng M taùc duïng tónh gaây ra, goïi laø Δt. 
 Coâng thöùc tính taàn soá cuûa dao ñoäng töï do trôû thaønh: 

   ω
t

g
Δ

=    (13.11) 

 Chu kyø cuûa dao ñoäng töï do: 
tg

T
Δ
π

=
ω
π

=
/

22  (13.12)   

   
4- Dao ñoäng töï do coù caûn 

 Trong (13.8), cho P(t) = 0, ta ñöôïc phöông trình vi phaân cuûa dao ñoäng 
töï do coù caûn, heä moät baäc töï do: 
   )t(y&&  + 2α )(ty&  + ω2 y(t) = 0 (13.13) 

 Nghieäm cuûa (13.13) tuøy thuoäc vaøo nghieäm cuûa phöông trình ñaëc tröng: 
                K2 + 2αK + ω2 = 0 
 Khi: Δ = α2 – ω2 ≥ 0, phöông trình ñaëc tröng coù nghieäm thöïc: 

Hình 13.8  Giaûn ñoà caùc vectô
 

quay

t

A
y

ϕ

C2
ωt

C1
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    K1,2 = 22 ω−α±α−  
 Nghieäm toång quaùt cuûa (13.13) coù daïng: 
   tKtK eCeCty 21

21)( +=  

 Ta thaáy haøm y(t) khoâng coù tính tuaàn hoaøn, do ñoù heä khoâng coù dao ñoäng, 
ta khoâng xeùt tröôøng hôïp naøy. 

 Khi: Δ = α2 – ω2 < 0, ñaët: ω1
2 = ω2 – α2, phöông trình ñaëc tröng coù 

nghieäm aûo:        K1,2  = 1ωα i±−  
 Nghieäm toång quaùt cuûa (13.13) coù daïng: 
   )sin()( 111 ϕωα += − teAty t   

 Haøm y(t) laø moät haøm sin coù tính tuaàn hoaøn, theå hieän moät dao ñoäng vôùi 
taàn soá goùc ω1, ñoä leäch pha ϕ1, bieân ñoä dao ñoäng laø moät haøm muõ aâm A1e–αt, 
taét raát nhanh theo thôøi gian.  
 Taàn soá dao ñoäng ω1

 = 22 αω − , nhoû hôn taàn soá dao ñoäng töï do ω (H.13.9). 

Hình 13.9  Ñoà thò haøm soá dao ñoäng töï do coù caûn

t

y
 

4- Dao ñoäng cöôõng böùc coù caûn 

 Töø phöông trình vi phaân dao ñoäng cöôõng böùc coù caûn heä moät baäc töï do 
(13.8):    q )t(y&&  + 2α )t(y&  + ω2 y(t)  = P(t)δω2   (f) 

 Vôùi caùc baøi toaùn kyõ thuaät thoâng thöôøng, löïc kích thích P(t) laø moät haøm 
daïng sin, do ñoù coù theå laáy P(t) = Po.sinrt, khi ñoù phöông trình vi phaân (f) coù 
daïng: 

     )t(y&&  + 2α )t(y&  + ω2 y(t) = δω2Po sinrt (13.14) 

 Nghieäm toång quaùt cuûa (13.14) coù daïng: 

   y(t) = y1(t) + y2(t) 

trong ñoù: y1(t) - laø moät nghieäm toång quaùt cuûa (13.14) khoâng veá phaûi, chính laø 
nghieäm cuûa dao ñoäng töï do coù caûn (e): 

   y1(t) = A1e–αt sin(ω1 t + ϕ1) (g) 
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     y2(t) - laø moät nghieäm rieâng cuûa (13.14) coù veá phaûi, vì veá phaûi laø moät 
haøm sin, do ñoù coù theå laáy y2 (t) daïng sin: 

   y2(t) = C1 cosrt + C2 sinrt    
 (h) 

vôùi: C1 vaø C2 - laø caùc haèng soá tích phaân, xaùc ñònh baèng caùch thay y2(t) vaø 
caùc ñaïo haøm cuûa noù vaøo (13.14), roài ñoàng nhaát hai veá. Söû duïng 
giaûn ñoà vectô quay bieåu dieãn (h) döôùi daïng: 

   y2 (t) = V sin(rt + θ) (i) 
 Nhö vaäy, phöông trình dao ñoäng cuûa heä laø: 

   y (t) = A1e–αt sin(ω1 t + ϕ1) + V sin(rt + θ) (j) 

 Phöông trình (j) chính laø ñoä voõng y(t) cuûa daàm. 
 Soá haïng thöù nhaát cuûa veá phaûi trong (j) laø moät haøm coù bieân ñoä taét raát 
nhanh theo quy luaät haøm muõ aâm, sau moät thôøi gian ngaén, heä dao ñoäng theo 
quy luaät:         y (t) = V sin(rt + θ) (13.15) 
 Ñoù laø moät haøm sin bieåu dieãn moät dao ñoäng tuaàn hoaøn, ñieàu hoøa, taàn soá 
goùc cuûa dao ñoäng baèng taàn soá löïc kích thích r, ñoä leäch pha θ, bieân ñoä dao 
ñoäng V (H.13.10). 

V= ymax
y

t

Hình 13.10  Ñoà thò bieåu dieãn dao ñoäng cöôõng böùc coù caûn 

 Bieân ñoä dao ñoäng chính laø ñoä voõng cöïc ñaïi cuûa daàm ymax, ta coù: 
       V = ymax = 2

2
2

1 CC +  (k) 

 Tính caùc giaù trò cuûa C1 vaø C2, thay vaøo (k), ta ñöôïc ñoä voõng cöïc ñaïi cuûa 
daàm:                 

4

22
2

2

2max
4)1(
ω
α

+
ω

−

δ
=

rr

Py o  (h) 

 Tích soá Poδ chính laø giaù trò cuûa chuyeån vò taïi ñieåm ñaët khoái löôïng M do 
löïc coù giaù trò Po (bieân ñoä löïc kích thích) taùc duïng tónh taïi ñoù gaây ra, ñaët laø yt, 
ta coù:          
        

4

22
2

2

2max
4)1(

1

ω
α

+
ω

−

=
rr

yy t  (13.16) 

coù theå vieát laø:     ymax = yt.Kñ 
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vôùi:    
4

22
2

2

2 4)1(

1

ω
α

ω
rr

K
+−

=ñ  (13.17) 

 Kñ ñöôïc goïi laø heä soá ñoäng, theå hieän aûnh höôûng cuûa taùc duïng ñoäng so 
vôùi taùc duïng tónh öùng vôùi trò soá cuûa bieân ñoä löïc.   

5- Hieän töôïng coäng höôûng 

 Khaûo saùt söï bieán thieân cuûa heä soá 
ñoäng Kñ ôû coâng thöùc (13.17) baèng caùch 
coi Kñ laø moät haøm hai bieán Kñ = f 
(r/ω,2α/ω). ÖÙng vôùi moät giaù tò xaùc ñònh

ω
α2 , 

ta veõ ñöôïc ñoà thò bieåu dieãn quan heä    
(Kñ, r/ω) coù daïng hình chuoâng maø ñænh 
taïi hoaønh ñoä 

w
r = 1, laàn löôït cho 

w
α2  nhieàu 

giaù trò khaùc nhau öùng vôùi heä soá caûn α giaûm 
daàn, ta thaáy ñænh cuûa ñoà thò (Kñ) taêng 
nhanh, vôùi α = 0, giaù trò cuûa Kñ tieán ñeán voâ 
cöïc (H.13.11), nghóa laø ñoä voõng daàm lôùn 
voâ cuøng. 

 Hieän töôïng bieân ñoä dao ñoäng taêng ñoät ngoät khi taàn soá löïc kích thích 
baèng taàn soá rieâng cuûa heä ñaøn hoài goïi laø hieän töôïng coäng höôûng. Treân ñoà thò 
coøn cho thaáy khi hai taàn soá naøy xaáp xæ nhau (r/ω ∈ [0,75 − 1,5]), bieân ñoä taêng 
roõ reät, ngöôøi ta goïi laø mieàn coäng höôûng. Hieän töôïng coäng höôûng roõ raøng raát 
nguy hieåm cho chi tieát maùy hay coâng trình laøm vieäc trong mieàn coäng höôûng, 
do ñoù trong thieát keá, ta phaûi tính toaùn sao cho heä dao ñoäng naèm ngoaøi mieàn 
coäng höôûng. 

 Ñoà thò cho thaáy neân choïn tyû soá r/ω lôùn hôn 2, khi ñoù Kñ nhoû hôn 1, baøi 
toaùn ñoäng ít nguy hieåm hôn baøi toaùn tónh. Ñeå coù r/ω lôùn, thöôøng phaûi giaûm ω, 
nghóa laø chuyeån vò Δt phaûi lôùn. Muoán vaäy, phaûi giaûm ñoä cöùng cuûa thanh ñaøn 
hoài, ñieàu naøy nhieàu luùc maâu thuaãn vôùi yeâu caàu ñoä beàn cuûa coâng trình. Ñeå 
traùnh laøm giaûm ñoä cöùng coâng trình coù theå ñaët loø xo hay loaïi vaät lieäu coù khaû 
naêng phaùt taùn naêng löôïng ñeäm giöõa khoái löôïng dao ñoâïng vaø thanh ñaøn hoài. 
 Coù tröôøng hôïp khi khôûi ñoäng moâ tô, toác ñoä moâ tô taêng daàn ñeán toác ñoä 
oån ñònh, moät thôøi gian ngaén ban ñaàu coâng trình coù theå ôû trong mieàn coäng 

Hình 13.11  Ñoà thò haøm soá Kñ = f(r/w; 2a/w) 
vôùi 2 a/w laø caùc haèng soá cho tröôùc

0
0,5 1,0 1,5 2,0 ω

2α
ω

1,0

2,0

3,0

4,0

5,0

kñ

2α
ω

2α
ω

2α
ω

2α
ω
2α
ω

r
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höôûng, caàn phaûi duøng loaïi ñoäng cô taêng toác nhanh ñeå hieän töôïng coäng 
höôûng neáu coù xaûy ra cuõng chæ trong thôøi gian raát ngaén. 

 Neáu khi hoaït ñoäng, coâng trình dao ñoäng vôùi Kñ lôùn, caàn tính toaùn kyõ ñeå 
söû duïng caùc boä giaûm chaán laøm tieâu hao naêng löôïng dao ñoäng hay taêng heä 
soá caûn. 
 Treân H.13.11, ta thaáy, khi tyû soá r/ω ∉ [0,5 − 2], caùc ñöôøng cong Kñ gaàn 
truøng nhau, heä soá caûn xem nhö khoâng aûnh höôûng, hoaëc khi heä soá caûn 
khoâng ñaùng keå, coù theå tính Kñ theo coâng thöùc: 
   

2

2

1

1

ω
r

Kd

−
=   (13.18) 

 Vì caùc ñaïi löôïng nhö chuyeån vò, noäi löïc hay öùng suaát tyû leä baäc nhaát vôùi 
ngoaïi löïc, ta coù theå vieát: 

   
dstdtd

dstdtd

dstdtd

MKMM
K
K

,

,

,

+=

+=

+=

τττ
σσσ

 (13.19) 

trong ñoù:  σt, τt - laø caùc öùng suaát do taûi troïng coù giaù trò baèng bieân ñoä löïc 
kích thích (Po) taùc duïng tónh 

 σt,ñs, τt,ñs - laø caùc öùng suaát do taûi troïng tónh ñaët saün, maø khi khoâng coù 
dao ñoäng noù vaãn toàn taïi nhö troïng löôïng baûn thaân moâtô. 

  Ñieàu kieän beàn: 
   σñmax  ≤  [σ ] hay τñmax  ≤  [τ ]   (13.20) 

6- Phöông phaùp thu goïn khoái löôïng 
 Khi phaûi keå ñeán khoái löôïng daàm (caùc lieân keát ñaøn hoài) aûnh höôûng quaù 
trình dao ñoäng vaø khoâng ñoøi hoûi ñoä chính xaùc cao, coù theå tính gaàn ñuùng nhö 
heä moät baäc töï do theo phöông phaùp thu goïn khoái löôïng nhö sau. 
 Xeùt moät daàm töïa ñôn (H.13.12) khoái löôïng M taïi giöõa nhòp, giaû söû khoái 
löôïng daàm ñuû nhoû ñeå khoâng laøm thay ñoåi daïng dao ñoäng nhö khi chæ coù moät 
khoái löôïng M, neáu goïi y(t) laø ñoä voõng cuûa M taïi giöõa nhòp, ta coù: 

             

y(t) = PL3/48EIx P

Hình 13.12 Daàm ñôn dao ñoäng coù keå ñeán khoái löôïng daàm

L/2 L/2

 

 Ñoä voõng taïi maët caét taïi hoaønh ñoä z seõ laø: 

   3

332 4)(
1216

)(
L

zLzty
EI

Pz
EI

zPLzy
xx

−
=−=  
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 Goïi q laø troïng löôïng 1 m daøi cuûa daàm, ñoäng naêng cuûa moät phaân toá khoái 
löôïng daøi dz cuûa daàm laø: 

    ( )
( ) 2

2

23

232 43
2
1

dt
dy

L

zzL
g

qdzdT
−

=  

 Ñoäng naêng cuûa toaøn daàm laø: 

     ( )
( ) 223

2232 43
2
1.2

dtLg

dyzzLqdz
T

−
= 2

2

35
17.

2
1

dt
dy

g
qLT =⇒  (13.21) 

 Ñoäng naêng cuûa toaøn daàm töông ñöông ñoäng naêng cuûa moät khoái löôïng 
m = (17/35)(qL/g) ñaët taïi giöõa daàm. Nhö vaäy, treân cô sôû töông ñöông ñoäng 
naêng, coù theå xem heä laø moät baäc töï do vôùi khoái löôïng dao ñoäng taïi giöõa daàm 
laø:    

g
qLmM .

35
17

1 +=  (13.22) 

trong ñoù:  qL/g - chính laø khoái löôïng cuûa toaøn boä daàm. 
 Goïi μ laø heä soá thu goïn khoái löôïng. Ta coù: 
 - Ñoái vôùi daàm ñôn (H.13.12), khoái löôïng thu goïn taïi giöõa nhòp,            μ 
= 17/35  
 - Ñoái vôùi daàm cong xon (H.13.12a), khoái löôïng thu goïn taïi ñaàu töï do,      
μ = 33/140. 
 - Ñoái vôùi loø xo dao ñoäng doïc, thanh thaúng dao ñoäng doïc (H.13.14), khoái 
löôïng thu goïn taïi ñaàu töï do, μ = 1/3. 

μ = 33 /140

Hình 13.12a

Hình 13.13

μ = 1/3

Hình 13.14 Hình 13.15 a) Daàm coâng xon I-16 mang moät moâ tô
b) vaø c) Sô ñoà tính vaø bieåu ñoà moâ men do troïng

löôïng moâ tô P vaø löïc ly taâm Po

N = 600vg/ph

I-16:

Po

L = 2 m
P

PL P

PoPoLc)

a)

b)

μ = 1/3

 

Ví duï 13.3  Moät daàm coâng xon tieát dieän I-16 mang moät moâ tô troïng löôïng       
P = 2,5 kN, vaän toác 600 voøng/phuùt, khi hoaït ñoäng moâ tô sinh ra löïc ly taâm 
0,5 kN (H.13.15). Boû qua troïng löôïng daàm, tính öùng suaát lôùn nhaát, ñoä voõng 
taò ñaàu töï do. Neáu keå ñeán troïng löôïng daàm q, tính laïi öùng suaát vaø ñoä voõng. 
Cho:  E = 2.104 kN/cm2; heä soá caûn α = 2(1/s). 
Giaûi. Theo soá lieäu ñeà baøi, ta thaáy khi moâ tô hoaït ñoäng thì daàm chòu taùc duïng 
moät löïc kích thích daïng sin P(t) = Posinrt, vôùi Po = 0,5 kN vaø taàn soá goùc r. 
 a) Khoâng keå ñeán troïng löôïng daàm 
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 ÖÙng suaát ñoäng: dstdQtd K ,, σσσ +=  

 Heä soá ñoäng:      
4

22
2

2

2 4)1(

1

ω
α

ω
rr

Kd

+−

=  

trong ñoù:          r  = 2πn/60 = 2π600/60 = 62,8 rad/s;  
t

g
Δ

=ω  

vôùi:    g  = 10 m/s2 = 1000 cm/s2  

           Δt  = cm19,1
945.10.2.3
)300(5,2

3 4

33

==
xEI

PL  

ta ñöôïc:         29
19,1

1000
==

Δ
=ω

t
g  

                       27,0

29
8,622.4)

29
8,621(

1

4

22
2

2

2
=

+−

=dK  

 Töø bieåu ñoà moâmen do troïng löôïng P (H.13.15), ta thaáy taïi ngaøm moâmen 
lôùn nhaát, do ñoù öùng suaát lôùn nhaát do taûi troïng ñaët saün treân daàm laø: 

  2kN/cm 35,6
118

100.3.5,2max,,
max, ====

xx

Px
ds W

PL
W

M
σ  

 ÖÙng suaát do Po taùc duïng tónh ñöôïc tính töông töï: 
   2kN/cm 27,1

118
100.3.5,0

max, ===
x

o
t W

LP
σ  

 ÖÙng suaát ñoäng lôùn nhaát: 
       2kN/cm 69,635,6)27,0(27,1 =+=σd  
 Chuyeån vò do troïng löôïng ñaët saün taïi ñaàu töï do laø: 
        yt,P = Δt = 1,19 cm 
suy ra chuyeån vò do Po taùc duïng tónh taïi ñaàu töï do laø:  
    cm 238,019,1

5,2
5,0

, ==
oPty  

 Chuyeån vò ñoäng lôùn nhaát taïi ñaàu töï do, ta coù: 
       cmyd 25,119,1)27,0(238,0 =+=  

 b) Keå ñeán troïng löôïng daàm 
 Ñeå ñöa heä veà moät baäc töï do, ta duøng phöông phaùp thu goïn khoái löôïng. 
Coi daàm khoâng troïng löôïng vaø ôû ñaàu töï do coù ñaët moät khoái löôïng: 
         m =

g
ALγ

140
33  

nghóa laø taïi ñoù coù theâm moät troïng löôïng baèng: kN 119,0
140
33

=aALγ  

 Chuyeån vò tónh do khoái löôïng dao ñoäng laø: 

       Δt = cm 247,1
945.10.2.3

)300)(119,05,2(
3

)119,0(
4

33

=
+

=
+

EI
LP  
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ta ñöôïc:           31,28
247,1

1000
==

Δ
=ω

t
g  

      25,0

31,28
8,622.4)

31,28
8,621(

1

4

22
2

2

2
=

+−

=dK  

 Töø bieåu ñoà moâmen do troïng löôïng P (H.13.15), ta thaáy taïi ngaøm 
moâmen lôùn nhaát, öùng suaát lôùn nhaát do taûi troïng ñaët saün treân daàm coù keå 
theâm troïng löôïng baûn thaân laø: 

       
2kN/cm 7

118
100).2/3.169,03.5,2(

)2/(

2

max,

2
max,,

max,

=
+

=

+
==

ds

xx

Px
ds W

qLPL
W

M

σ

σ
 

 ÖÙng suaát do Po taùc duïng tónh khoâng khaùc phaàn treân laø 1,27 kN/cm2. 
 ÖÙng suaát ñoäng lôùn nhaát: 
  2kN/cm 31,77)25,0(27,1 =+=σd  
 Chuyeån vò do troïng löôïng ñaët saün taïi ñaàu töï do goàm troïng löôïng moâtô 
vaø phaûi keå theâm do troïng löôïng baûn thaân laø:  
  yt,P = PL3/3EIx  +  ql4/8EIx = 1,19 + 0,307 = 1,497 cm 
coøn chuyeån vò do Po taùc duïng tónh taïi ñaàu töï do vaãn laø 0,238 cm. 
 Chuyeån vò ñoäng lôùn nhaát taïi ñaàu töï do, ta coù: 
  cm556,1497,1)25,0(238,0 =+=σd  
Ví duï 13.4  Moät daàm theùp tieát dieän I - 
40, mang moät moâtô troïng löôïng P = 
2,5 kN, vaän toác 600 voøng /phuùt, khi 
hoaït ñoäng moâ tô sinh ra löïc ly taâm 0,5 
kN (H.13.16). Keå ñeán troïng löôïng daàm, 
tính öùng suaát lôùn nhaát, ñoä voõng cuûa daàm.  
 Cho: E = 2.104 kN/cm2; heä soá caûn 
α = 2(1/s); theùp I40 coù Ix = 19840 cm4, 
Wx = 947 cm3, troïng löôïng meùt daøi       
q = 0,56 kN/m. 
Giaûi. Theo soá lieäu ñeà baøi, ta thaáy khi moâ tô hoaït ñoäng thì daàm chòu taùc duïng 
moät löïc kích thích daïng sin P(t) = Posinrt, vôùi Po = 0,5 kN vaø taàn soá goùc r. 
 ÖÙng suaát ñoäng: dstdQtd K ,, σσσ +=  

 Heä soá ñoäng:         
4

22
2

2

2 4)1(

1

ω
α

ω
rr

Kd

+−

=  

Hình 13.16  a) Daàm ñôn I40 mang moät moâ tô
b) vaø c) Sô ñoà tính vaø bieåu ñoà moâmen do 
troïng löôïng moâ tô P vaø troïng löôïng baûn thaân

I 40

P
P

q

qL2/8

 PL/ 4

n = 600vg/ph
Po
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trong ñoù: r = 2πn/60 = 2.π.600/60 = 62,8 rad/s;  
t

g
Δ

=ω  

vôùi:  g = 10 m/s2 = 1000 cm/s2. 
 Ñoä voõng taïi giöõa daàm do löïc taäp trung P laø: Δt =

xEI
PL

48

3

  

 Keå ñeán troïng löôïng daàm, phaûi ñöa daàm veà moät baäc töï do, ta duøng 
phöông phaùp thu goïn khoái löôïng. Coi daàm khoâng troïng löôïng vaø ôû giöõa daàm 
coù ñaët moät khoái löôïng: m = 

g
ALγ

35
17  

nghóa laø taïi ñoù coù theâm moät troïng löôïng baèng: 
   kN 72,6)12(56,0

35
17

==aALγ  

khi ñoù chuyeån vò tónh do khoái löôïng dao ñoäng laø: 
  Δt = cm 876,0

18930.10.2.48
)1200)(22,9(

48
)72,65,2(

4

33

==
+

xEI
L  

ta ñöôïc:      77,33
876,0

1000
==

Δ
=ω

t
g  

        405,0

77,33
8,622.4)

77,33
8,621(

1

4

22
2

2

2
=

+−

=dK  

 Töø bieåu ñoà moâmen do troïng löôïng P vaø do troïng löôïng baûn thaân q 
(H.13.16), ta thaáy taïi giöõa nhòp moâmen lôùn nhaát, öùng suaát lôùn nhaát do taûi 
troïng ñaët saün treân daàm coù keå theâm troïng löôïng baûn thaân laø: 

  
2kN/cm 856,1

947
100).8/12.56,04/12.5,2(

)8/4/(

2

max,

2
max,,

max,

=
+

=

+
==

ds

xx

Px
ds W

qLPL
W

M

σ

σ
 

 ÖÙng suaát do Po taùc duïng tónh laø: 
     2kN/cm 158,0

)947(4
100)12.(5,0

4, ===
x

o
Pt W

LP
o

σ  

 ÖÙng suaát ñoäng lôùn nhaát: 
        2kN/cm 92,1856,1)405,0(158,0 =+=σd  
 Chuyeån vò do troïng löôïng ñaët saün taïi giöõa nhòp goàm troïng löôïng moâ tô 
vaø phaûi keå theâm do troïng löôïng baûn thaân laø:  
      cm

EI
qL

EI
PLy

xx
pt 637,04,0237,0

384
5

48

43

, =+=+=  

coøn chuyeån vò do Po taùc duïng tónh taïi giöõa nhòp laø: 
   0,237 x (0,5/2,5) = 0,0474 cm 
 Chuyeån vò ñoäng lôùn nhaát taïi giöõa nhòp, ta coù: 
       cm656,0637,0)405,0(0474,0 =+=dy  



http://www.ebook.edu.vn

 GV: Leâ Hoaøng Tuaán 

 

Chöông 13: Taûi troïng ñoäng 

13.5  TOÁC ÑOÄ TÔÙI HAÏN CUÛA TRUÏC 

 Moät truïc quay mang moät pu li khoái löôïng M, quay 
ñeàu vôùi vaän toác goùc Ω, goïi ñoä voõng cuûa truïc taïi pu li laø y, 
giaû söû troïng taâm cuûa pu li leäch taâm so vôùi taâm truïc laø e 
(H.13.17). 

Ω

e

y

 
Hình 13.17  Truïc quay mang khoái löôïng leäch taâm 

 Löïc ly taâm taùc duïng leân truïc: 
    F  = M Ω2 (e + y) 
 Goïi δ  laø chuyeån vò taïi vò trí pu li do löïc ñôn vò gaây ra, 
ta coù, chuyeån vò gaây ra bôûi löïc ly taâm F laø: 
   y  = MδΩ2(e + y)   (a
suy ra   

2

2

1
Ω−

Ω
=

δM

ey   (13.23) 

 Theo coâng thöùc (13.23), ñoä voõng truïc cöïc ñaïi khi 

δM
12 =Ω , nghóa laø khi toác ñoä cuûa truïc baèng taàn soá rieâng 

δ
ω

M
1

=  , goïi laø toác ñoä tôùi haïn cuûa truïc quay. Khi truïc 

laøm vieäc ôû toác ñoä gaàn toác ñoä tôùi haïn, ñoä voõng lôùn, chi tieát 
maùy coù tieáng oàn, neân trong thieát keá phaûi tính toaùn sao 
cho toác ñoä khaùc xa toác ñoä tôùi haïn. 
 Nhaän xeùt raèng, neáu toác ñoä truïc Ω 2 lôùn hôn nhieàu so 
vôùi (1/ M.δ), coâng thöùc (13.23) chöùng toû ñoä voõng y ≈ – e, 
troïng taâm cuûa pu li gaàn truøng vôùi taâm truïc, truïc ôû traïng 
thaùi laøm vieäc toát nhaát. 
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13.6  DAO ÑOÄNG CUÛA HEÄ HAI BAÄC TÖÏ DO 

 Xeùt moät heä coù 2 baäc töï do nhö treân H.13.18. Nhieàu 
baøi toaùn thöïc tieãn coù theå ñöa veà sô ñoà tính naøy.  

 Goïi y1(t), y2(t) laø chuyeån vò cuûa M1, M2; δij laø chuyeån 
vò taïi ñieåm i do löïc ñôn vò ñaët taïi ñieåm j gaây ra. Coù theå 
chöùng minh δij = δji. 
 Ta coù: y1(t) = δ11 (−M1 y1) + δ12 (−M2 y2) 
   y2(t) = δ21 (−M1 y1) + δ22 (−M2 y2) (a) 
 Nghieäm toång quaùt cuûa (a) coù daïng: 
   y1(t) = A1sin(ωt + ϕ) 
   y2(t) = A2sin(ωt + ϕ)  (b
thay (b) vaøo (a), ta ñöôïc heä phöông trình thuaàn nhaát: 
  A1 (δ11 M1 ω2 − 1) + A2 δ12 M2 ω2 = 0 
  A1δ21 M1 ω2 + A2(δ22 M2 ω2 − 1) = 0 (c) 
ñeå A1, A2 khaùc khoâng thì ñònh thöùc caùc heä soá cuûa (c) 
phaûi baèng khoâng: 

   
)1()(

)()1( 2
222

2
121

2
212

2
111

−ωδωδ
ωδ−ωδ

MM
MM = 0 (d) 

töø (d), vaø δ12 = δ21, ta ñöôïc: 
  ω4M1M2(δ11δ22 – δ2

12) – ω2 (δ11M1 + δ22M2) + 1 = 
0 (e) 
 Phöông trình (e) goïi laø phöông trình taàn soá, giaûi (e), 
ta xaùc ñònh ñöôïc hai taàn soá rieâng xeáp thöù töï töø nhoû ñeán 
lôùn ω1, ω2. Nhö vaäy, heä coù hai baäc töï do seõ coù hai taàn soá 
rieâng. 
 ÖÙng vôùi taàn soá ω1, theo (b), phöông trình dao ñoäng 
coù daïng: 

Hình 13.18

Heä hai baäc töï do   
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  y1(t) = A11sin(ω1t + ϕ1) 
  y2(t) = A21sin(ω1t + ϕ1) 
 ÖÙng vôùi taàn soá ω2, theo (b), phöông trình dao ñoäng 
coù daïng: 
  y1(t) = A12sin(ω2t + ϕ2) 
  y2(t) = A22sin(ω2t + ϕ2) 
 • Khi heä dao ñoäng vôùi taàn soá ω1, ta coù theå chöùng 
minh heä dao ñoäng ñieàu hoøa cuøng pha (H.13.19.a), goïi laø 
daïng dao ñoäng chính thöù nhaát. 
 

Hình 13.19 a) Daïng dao ñoäng chính thöù nhaát
b)Daïng dao ñoäng chính thöù hai

a) b)

y1
y1y2

y2

 
 • Khi heä dao ñoäng vôùi taàn soá ω2, ta coù theå chöùng 
minh heä dao ñoäng ñieàu hoøa leäch pha 180o (H.13.19.b), 
goïi laø daïng dao ñoäng chính thöù hai. 
 Dao ñoäng cuûa caû heä moät dao ñoäng phöùc hôïp coù 
phöông trình: 

  y1(t) = A11sin(ω1t + ϕ1) + A12sin(ω2t + ϕ2) 

  y2(t) = λ1 A11sin(ω1t + ϕ1) - λ2 A12sin(ω2t + ϕ2)  (f) 
(f) khoâng phaûi laø moät dao ñoäng ñieàu hoøa, nhöng coù theå 
bieåu dieãn theo caùc daïng chính. 

13.7  PHÖÔNG PHAÙP RAYLEIGH 

 Ñoái vôùi heä nhieàu baäc töï do, vieäc xaùc ñònh taàn soá 
rieâng baèng phöông phaùp chính xaùc raát phöùc taïp, do ñoù 
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trong moät soá tröôøng hôïp ngöôøi ta duøng phöông phaùp 
gaàn ñuùng. Trong phaàn naøy, ta xeùt phöông phaùp 
Rayleigh. 
 Coi daàm nhö moät thanh ñaøn 
hoài mang n khoái löôïng Mi, moãi 
khoái löôïng baèng khoái löôïng cuûa 
töøng ñoaïn thanh daàm (H.13.20). 
 Giaû söû heä dao ñoäng töï do vôùi caùc daïng chính, khi ñoù 
phöông trình chuyeån ñoäng cuûa moät khoái löôïng Mi laø moät 
haøm ñieàu hoøa, coù theå vieát: 

       yi(t) = Aisin(ωt + ϕ) 

vaän toác cuûa Mi laø: )cos()(
ϕ+ωω= tA

dt
tdy

i
i  

 Khi heä ôû vò trí caân baèng y(t) = 0, vaän toác cöïc ñaïi, theá 
naêng bieán daïng ñaøn hoài luùc ñoù baèng khoâng, ñoäng naêng 
heä lôùn nhaát coù giaù trò baèng: 

        2
2

2 ii yMT ∑ω
=  

 Khi heä ôû xa vò trí caân baèng nhaát, vaän toác baèng 
khoâng, theá naêng cöïc ñaïi. Goïi phöông trình ñöôøng ñaøn 
hoài cuûa daàm laø y(z). 
 Vì:        y” = 

EJ
M− ⇒ M = – EI y” 

aùp duïng coâng thöùc tính theá naêng bieán daïng ñaøn hoài cuûa 
daàm, ta ñöôïc: 

       dz
dz

zydEIU
2

2

2 )(
2
1
∫ ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=   

theo nguyeân lyù baûo toaøn naêng löôïng, T = U, ta ñöôïc: 

Hình  13.20  Heä n baäc töï do 

mi
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  dz
dz

zydEIyM ii

2

2

2
2

2 )(
2
1

2 ∫∑ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

ω   

 taàn soá rieâng laø:      
∑

∫ ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

=ω 2

2

2

2

2

)(
2
1

ii yM

dz
dz

zydEI
 (13.24) 

 Vôùi daàm ñôn, tieát dieän ñeàu, troïng löôïng phaân boá q = 
γA, ñöôøng ñaøn hoài do taûi troïng baûn thaân laø: 
    )64(

24
)( 2234 zLLzz

EI
qzy +−=   

khi daàm dao ñoäng, coù theå choïn daïng ña thöùc nhö treân: 
     y(z) = z4 – 4Lz3 + 6L2 z2 
 AÙp duïng phöông phaùp Rayleigh ta tính ñöôïc taàn soá 

cuûa dao ñoäng chính thöù nhaát laø:           
A

EIg
L γ

ω 21
49,3

=   

 So vôùi giaù trò giaûi theo phöông phaùp chính xaùc laø: 

              
A

EIg
L γ

ω 21
52,3

=  

thì sai soá laø 1% ñuû nhoû, chaáp nhaän ñöôïc trong kyõ thuaät. 

13.8  VA CHAÏM CUÛA HEÄ MOÄT BAÄC TÖÏ DO  

 1- Va chaïm ñöùng 

 Xeùt moät daàm mang vaät naëng P vaø chòu va chaïm bôûi 
vaät naëng Q, rôi theo phöông thaúng ñöùng töø ñoä cao H vaøo 
vaät naëng P nhö treân H.13.21. Troïng löôïng baûn thaân cuûa 
daàm ñöôïc boû qua. Giaû thieát khi vaät Q va chaïm P caû hai 
vaät cuøng chuyeån ñoäng theâm xuoáng döôùi vaø ñaït chuyeån 
vò lôùn nhaát yñ. 
  

Hình 13.21  Heä moät baäc töï do chòu va chaïm ñöùng   

Q

 

 
 P

 

H

y0

yñ
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 Chuyeån vò cuûa vaät naëng P do troïng löôïng baûn thaân 
cuûa noù ñöôïc kyù hieäu laø 0y .   

 Goïi Vo laø vaän toác cuûa Q ngay tröôùc luùc chaïm vaøo P,  
V laø vaän toác cuûa caû hai vaät P vaø Q ngay sau khi va 
chaïm. AÙp duïng ñònh luaät baûo toaøn ñoäng löôïng tröôùc vaø 
ngay sau khi va chaïm, ta ñöôïc: 

    ( )V
g

QP
g

QVo +
=   

hay        oV
QP

QV
+

=   (a) 

 Trong baøi toaùn naøy, ta döïa vaøo phöông phaùp naêng 
löôïng ñeå tìm chuyeån vò trong daàm. 

 Ta goïi traïng thaùi 1 töông öùng vôùi khi vaät Q vöøa 
chaïm vaøo vaät P vaø caû hai cuøng chuyeån ñoäng xuoáng döôùi 
vôùi vaän toác V (luùc naøy chuyeån vò laø 0y ). Traïng thaùi 2 

töông öùng vôùi khi Q vaø P ñaït tôùi chuyeån vò toång coäng 
ñyy +0 . 

 Ñoäng naêng cuûa vaät P vaø Q ôû traïng thaùi 1 ngay sau 
khi va chaïm: 

  ( )
( )

2
22

2
1 2

1
2
1

2
1

oo V
QPg

QV
QP

Q
g

QPmVT
+

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

+
==   

Ñoäng naêng cuûa vaät P vaø Q ôû traïng thaùi 2: 
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  ( ) 00
2
1

2
1 22

2 =
+

==
g

QPmvT  

Ñoä giaûm ñoäng naêng khi heä chuyeån töø traïng thaùi 1 sang 
traïng thaùi 2 laø: 

  ( )
2

2

21 2
1

oV
QPg

QTTT
+

=−=  (b) 

Ñoä thay ñoåi theá naêng khi heä chuyeån töø traïng thaùi 1 sang 
traïng thaùi 2 laø: 
  ññ yQPyyyg

g
QPmgh )()( 00 +=−+

+
==π  (c) 

 Theo nguyeân lyù baûo toaøn naêng löôïng, khi heä chuyeån 
töø traïng thaùi 1 sang traïng thaùi 2, ñoä thay ñoåi cô naêng 
cuûa vaät P vaø Q seõ chuyeån thaønh theá naêng bieán daïng 
ñaøn hoài U tích luõy trong daàm.  

   U = T + π    (1

 Tính U döïa vaøo quan heä giöõa löïc vaø chuyeån vò trong 
daàm nhö treân H.13.22. ÔÛ traïng thaùi 1, trong daàm tích luyõ 
moät theá naêng bieán daïng ñaøn hoài U1  ñöôïc tính nhö sau: 
   01 2

1 PyU =  

Ñaët
P
y0=δ  laø chuyeån vò taïi 

ñieåm va chaïm do löïc ñôn vò 
gaây ra. Theá vaøo bieåu thöùc 
treân ta coù: 
         2

01 2
1 yU
δ

=  

ÔÛ traïng thaùi 2, theá naêng bieán 
daïng ñaøn hoài U2 trong daàm laø: 

y0 

Chuyeån vò
y0+yñ 

P 

Löïc 

Hình 13.22. Ñoà thò tính TNBDÑH 
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   ( )
δ

2
0

2 2
1 yyU +

= ñ   

Nhö vaäy khi heä chuyeån töø traïng thaùi 1 sang traïng thaùi 2, 
theá naêng bieán daïng ñaøn hoài trong daàm ñöôïc tích luyõ 
theâm moät löôïng: 
   ( ){ } ( )0ñññ yyyyyyUUU 2

2
1

2
1 22

0
2

012 +=−+=−=
δδ

 

   ñ
ñ PyyU +=
δ2

2

  (d) 

 Thay caùc bieåu thöùc (b), (c), (d) vaøo (13.25) ta coù: 

  ( ) ( ) ññ
ñ yQP

QPg
VQPyy o ++
+

=+
222

2
1

2δ
 

 Goïi yt laø chuyeån vò cuûa 
daàm taïi ñieåm va chaïm do 
troïng löôïng Q taùc duïng tónh 
taïi ñoù gaây ra nhö treân 
H.13.23. Thay δQyt =  vaøo 
phöông trình treân, ta ñöôïc: 
 ( ) 0

/1
2

2
2 =

+
−−

QPg
Vyyyy ot

ñtñ  (e) 

 Nghieäm cuûa phöông trình baäc hai (e) laø: 

   
)1(

2
2

Q
Pg

Vyyyy ot
tt

+
+±=d   

Vì yñ > 0,  neân chæ choïn nghieäm döông cuûa (e), töùc laø: 

     t

t

o
t

ot
ttd yK

Q
Pgy

Vy

Q
Pg

Vyyyy ñ=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
++=

+
++=

)1(
11

)1(

22
2   (13.26) 

Do ñoù heä soá ñoäng ñöôïc tính bôûi: 

Hình 13.23. Sô ñoà tính chuyeån vò yt  

  

 
  

Q 

 
yt
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)1(

11
2

0

Q
Pgy

VK
t

d

+
++=  (13.27) 

Khi vaät Q rôi töï do töø ñoä cao H xuoáng daàm, töùc laø 
gHVo 2= , thay vaøo (13.27): 

   
)1(

211

Q
Py

HK
t

d

+
++=  (13.28) 

 Khi taïi ñieåm va chaïm khoâng coù troïng löôïng ñaët saün 

P = 0, heä soá ñoäng taêng leân:     
t

d y
HK 211 ++=   (1

 Khi P = 0, H = 0, nghóa laø troïng löôïng Q ñaët ñoät ngoät 
leân daàm: 
         Kñ  = 2   (1
 Theo (13.29), khi yt caøng lôùn, nghóa laø ñoä cöùng cuûa 
thanh caøng nhoû, thì Kñ caøng nhoû, do ñoù söï va chaïm 
caøng ít nguy hieåm. 
 Ñeå ñaûm baûo ñieàu kieän beàn, ngöôøi ta coù theå laøm taêng 
yt baèng caùch ñaët taïi ñieåm chòu va chaïm nhöõng vaät theå 
meàm nhö loø xo hay taám ñeäm cao su... 
 Khi ñaõ tính ñöôïc Kñ, coù theå tính ñaïi löôïng S khaùc 
trong heä töông töï nhö chuyeån vò, nghóa laø: 
    PQ

ttp SSKS += ñ   (13.31) 

 Q
tS  laø ñaïi löôïng caàn tính (noäi löïc, öùng suaát…) do Q coi 

nhö ñaët tónh leân heä taïi maët caét va chaïm gaây ra. 
 P

tS  laø ñaïi löôïng caàn tính (noäi löïc, öùng suaát…) do caùc 
taûi troïng hoaøn toaøn tónh ñaët leân heä gaây ra. 
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 Ñieàu kieän beàn: σñ,max ≤ [σ] 
Chuù yù: 
 Neáu choïn moác theá naêng baèng khoâng ôû vò trí daàm 
khoâng bieán daïng, thì cô naêng ban ñaàu cuûa heä chính laø 
theá naêng:  
  QH=π  

 Ngay sau khi va chaïm, P vaø Q cuøng chuyeån ñoäng 
xuoáng döôùi vôùi vaän toác V thì cô naêng cuûa heä chính laø 
ñoäng naêng: 

  ( ) ( ) π<
+

=
+

=
+

= QH
QP

QV
QPg

QV
g

QPT o
2

2
2

2
1

2
1  

Nhö vaäy ñaõ coù söï maát maùt naêng löôïng töông öùng vôùi giaû 
thieát va chaïm meàm tuyeät ñoái cuûa 2 vaät theå; naêng löôïng 
naøy laøm cho 2 vaät theå bieán daïng hoaøn toaøn deûo, aùp saùt 
vaøo nhau vaø chuyeån ñoäng cuøng vaän toác veà phía döôùi. 
 

2- Va chaïm ngang 

 Xeùt moät daàm mang vaät naëng P. 
Vaät naëng Q chuyeån ñoäng ngang vôùi 
vaän toác V0 va chaïm vaøo vaät naëng P 
nhö treân H.13.24. Troïng löôïng baûn 
thaân cuûa daàm ñöôïc boû qua. Giaû 
thieát khi vaät Q va chaïm P caû hai vaät cuøng chuyeån ñoäng 
ngang vaø ñaït chuyeån vò lôùn nhaát yñ. 
 Laäp luaän nhö tröôøng hôïp va chaïm ñöùng, ta cuõng coù:  

Hình 13.24. Heä moät baäc töï do chòu va chaïm ngang 

Vo P 
Q yñ
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 Vaän toác cuûa hai vaät P, Q cuøng chuyeån ñoäng ngay 
sau khi va chaïm laø: 
   oV

QP
QV
+

=    

 Ñoä giaûm ñoäng naêng trong heä: ( )
2

2

2
1

oV
QPg

QT
+

=  

 Vì hai vaät chuyeån ñoäng theo phöông ngang, neân 
khoâng coù söï thay ñoåi theá naêng, töùc laø: 
      π = 0 
 Theá naêng bieán daïng ñaøn hoài tích luõy trong heä laø:  

      
δ2

2
ñyU =  

 Nguyeân lyù baûo toaøn naêng löôïng, T+π = U, ta ñöôïc 
phöông trình sau: 
    ( ) δ22

1 2
2

2
ñyV

QPg
Q

o =
+

 

Laáy giaù trò nghieäm döông cuûa yñ, ta ñöôïc: 

           
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

=

Q
Pg

QVy o

1

2δ
ñ  (13.32) 

 Ta laïi coù 
Q
yt=δ , vôùi yt  laø chuyeån vò ngang cuûa daàm 

taïi ñieåm va chaïm do troïng löôïng Q taùc duïng tónh naèm 
ngang taïi ñoù. Thay vaøo phöông trình (13.32) nhö sau:  
            ññ Ky

Q
Pgy

Vyy t

t

o
t =

+
=

)1(
 (13.33) 

 Heä soá ñoäng: 
    

)1(
Q
Pgy

VK

t

o

+
=ñ  (13.34) 
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 Khi khoâng ñaët saün troïng löôïng chòu va chaïm, töùc P 
= 0, heä soá ñoäng laø: 
           

t

o

gy
VK =ñ   (13.35) 

 Khi ñoù, noäi löïc, öùng suaát cuõng ñöôïc tính nhö sau: 
  Mñ = Mt.Kñ 
  σñ = σt.Kñ    

                  ...............     (
Ñieàu kieän beàn: ][max, σσ ≤ñ  

Ví duï 13.5 Moät daàm 
coâng xon tieát dieän chöõ 
nhaät (20 × 40) cm chòu va 
chaïm ñöùng bôûi moät troïng 
löôïng Q = 1 kN rôi töï do töø 
ñoä cao H = 0,5 m 
(H.13.25.a). Boû qua troïng löôïng baûn thaân daàm, tính öùng 
suaát vaø ñoä voõng lôùn nhaát cuûa daàm. Neáu keå ñeán troïng 
löôïng baûn thaân daàm q, tính laïi öùng suaát vaø ñoä voõng. Neáu 
ñaët tieát dieän daàm nhö (H.13.25.b), tính laïi öùng suaát vaø 
ñoäï voõng. Cho:      E = 0,7.103 kN/cm2; q = 0,64 kN/m. 
 Giaûi. ÖÙng suaát ñoäng:  
        dQtd K,σσ =  

vôùi:                
t

d y
HK 211 ++=   

 Khoâng keå troïng löôïng baûn thaân daàm, ta coù: 
                cm 0357,0

12
40.20)10.7,0(3

)200(1
3 3

3

33

===
x

t EI
QLy  

Hình 13.25  Daàm coâng xon chòu va chaïm

Q = 1 kN

H = 0,5 m

L = 2 m b)a)

Mx,Q

Q.L

Mx,q

Q.L2

2
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 Heä soá ñoäng :    93,53
0357,0

)50(211 =++=dK  

 ÖÙng suaát lôùn nhaát taïi ngaøm (H.13.25): 

          
2kN/cm           02,2)93,53(

6/40.20
)200(1

.

2

max,
max,,max,

==

=== d
x

d
x

x
dQtd K

W
LQK

W
M

Kσσ
 

 Ñoä voõng lôùn nhaát taïi ñaàu töï do: 
             cmKyy dQt 92,1)93,53(0357,0max,,max ===  

 Khi keå ñeán troïng löôïng baûn thaân, coù theå duøng 
phöông phaùp thu goïn khoái löôïng, khi ñoù coi nhö daàm 
khoâng troïng löôïng vaø taïi ñaàu töï do coù moät troïng löôïng laø 
(33/140)qL = 0,3 kN (qL laø troïng löôïng daàm). 
 Heä soá ñoäng seõ laø: 

        43,47
)

1
3,01(0357,0

)50(211
)1(

211 =
+

++=
+

++=

Q
Py

HK
t

d   

 ÖÙng suaát do va chaïm laø: 
  2kN/cm 78,143,47.

6/40.20
)200(1

2,max, === dQtd Kσσ  

 Keå theâm öùng suaát do troïng löôïng daàm: 
  2kN/cm 024,0

6/40.20
100.2.64,02/

2

22
max,,

max, ====
xx

qt
d W

qL
W

M
σ  

 ÖÙng suaát lôùn nhaát trong daàm laø: 
      σmax = 1,78 + 0,024 = 1,804 kN/cm2 
 Khi keå ñeán troïng löôïng daàm, öùng suaát lôùn nhaát 
giaûm. 
 Ñoä voõng taïi ñaàu töï do 
 Ñoä voõng do troïng löôïng baûn thaân: 
        cm 017,0

12
40.20).10.7,0(8

)200(10.64,0
8 3

3

424

===
−

x
t EI

qLy  
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 Ñoä voõng khi coù va chaïm: 
  cm71,1017,043,47.0357,0,max,,max, =+=+= qtdQtd yKyy  
 Neáu ñaët tieát dieän daàm nhö (H.13.25.b), ta ñöôïc: 
 • Khoâng keå troïng löôïng daàm: 
             cm 143,0

12
20.40).10.7,0(3

)200.(1
3 3

3

33

===
x

t EI
QLy  

 Heä soá ñoäng : 46,27
143,0

)50(211 =++=dK  

 ÖÙng suaát lôùn nhaát taïi ngaøm : 

  
2kN/cm           06,2)46,27(

6/20.40
)200.(1

2

max,
max,,max,

==

=== d
x

d
x

x
dQtd K

W
QLK

W
M

Kσσ
 

 Ñoä voõng taïi ñaàu töï do:  cm93,3)46,27.(143,0 ==ty  
 • Keå ñeán troïng löôïng baûn thaân, ta duøng phöông 
phaùp thu goïn khoái löôïng, khi ñoù coi nhö daàm khoâng 
troïng löôïng vaø taïi ñaàu töï do coù moät troïng löôïng laø 
(33/140)qL = 0,3 kN (qL laø troïng löôïng daàm). 
 Heä soá ñoäng seõ laø: 

       21,24
)

1
3,01(143,0

)50(211
)1(

211 =
+

++=
+

++=

Q
Py

HK
t

d   

 ÖÙng suaát do va chaïm laø: 

        2kN/cm 816,121,24.
6/20.40

)200(1
2,max, === dQtd Kσσ  

 Keå theâm öùng suaát do troïng löôïng daàm: 

  2kN/cm 096,0
6/20.40

100.2.64,02/
2

22
max,,

max, ====
xx

qt
d W

qL
W

M
σ  

 ÖÙng suaát lôùn nhaát trong daàm laø: 
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   σmax = 1,816 + 0,096 = 1,912 kN/cm2 
 Khi keå ñeán troïng löôïng daàm, öùng suaát lôùn nhaát 
giaûm. 
 Ñoä voõng taïi ñaàu töï do:  
      cm48,3017,0)21,24.(143,0 =+=ty  
Ví duï 13.6 Daàm ABC tieát dieän I-24 chòu va chaïm ñöùng 
bôûi moät troïng     löôïng Q = 2 kN rôi töï do töø ñoä cao H = 
50 cm (H.13.26.a), boû qua troïng   löôïng baûn thaân daàm, 
tính σmax; kieåm tra beàn. Cho: I-24 coù: Ix = 3460 cm4,  Wx 
= 289 cm3, q = 0,273 kN/m; [σ] = 16 kN/cm2. 
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Chöông 13: Taûi troïng ñoäng 

      b) vaø c) Heä chòu va chaïm coù loø xo; d) Daàm chòu troïng löôïng baûn thaân

c)

 d)

qL2/8

A
B

A

B

q

Q = 2 kN

QL/2

Q = 2 kN

H = 50 cm

H = 50 cm

A

I-24

C

C

C Clx = 5 kN/m

B

L/2

a)

L = 6 m

b)

A
B

A

B

 
 Baây giôø, ñaët moät loø xo coù Clx = 5 kN/m taïi C ñeå ñôõ 
vaät va chaïm Q (H.13.24.b), tính laïi heä soá ñoäng vaø σmax; 
xeùt laïi ñieàu kieän beàn. Neáu khoâng ñaët ôû C maø thay loø xo 
vaøo goái töïa taïi B (H.13.26.c), heä soá ñoäng laø bao nhieâu? 
 Cho: E = 2.104 kN/cm2;  [σ] = 16 kN/cm2. 
Giaûi. Khoâng keå troïng löôïng baûn thaân daàm. 
 Chuyeån vò do Q taùc duïng tónh taïi C laø: 
       cm 39,0

3460).10.2(8
)600.(1

8 4

33

===
x

t EI
QLy  
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 Heä soá ñoäng: 
       04,17

39,0
)50(211 =++=dK   

 ÖÙng suaát lôùn nhaát taïi B (H.13.21): 

  
[ ] 22 kN/cm kN/cm 1669,17)04,17(

289.2
)600.(1

.2
.

max,

max,
max,,max,

=>==

===

σσ

σσ

d

d
x

d
x

x
dQtd K

W
LQK

W
M

K
 

 Daàm khoâng beàn. 
 Chuyeån vò taïi C: yC = 0,39(17,04) = 6,64 cm 
 Xeùt tröôøng hôïp coù loø xo ñaët ngay taïi ñieåm va chaïm. 
 Chuyeån vò do Q taùc duïng tónh taïi C laø: 
  cm 59,02,039,0

5
1

3460).10.2(8
)600.(1

8 4

33

=+=+=+=
lxx

t C
Q

EI
QLy  

 Heä soá ñoäng : 
  06,14

59,0
)50(211 =++=dK   

 ÖÙng suaát lôùn nhaát taïi B (H.13.24): 
    2kN/cm 6.1406,14

289
)300.(1

max,,max, === dQtd Kσσ   

    σñmax < [σ] = 16 kN/cm2 
daàm thoûa ñieàu kieän beàn. 
 Chuyeån vò cuûa daàm taïi C:  yC = 0,39(14,06) = 5,48 
cm 
giaûm so vôùi tröôøng hôïp treân. 
 Xeùt tröôøng hôïp coù loø xo ñaët taïi goái B. 
 Baây giôø, chuyeån vò do Q taùc duïng tónh taïi C laø: 
 cm 69,03,039,0

5
1

2
3

3460).10.2(8
)600.(1)2/3(

2
3

8 4

33

=+=+=+=
lxx

t C
Q

EI
QLy  

 Heä soá ñoäng: 08,13
69,0

)50(211 =++=dK  

 ÖÙng suaát lôùn nhaát taïi B (H.10.21): 
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  2kN/cm 57,1308,13
289

)300.(1
max,,max, === dQtd Kσσ   

 Chuyeån vò taïi C:  yC = 0,69(13,08) = 9,02 cm 
 Trong tröôøng hôïp naøy, öùng suaát giaûm nhöng chuyeån 
vò taêng so vôùi khi ñaët loø xo ôû ñaàu töï do. 

BAØI TAÄP CHÖÔNG 13 

13.1 Moät vaät naëng P ñöôïc naâng leân cao vôùi baèng heä 
thoáng roøng roïc ñôn giaûn nhö treân H.13.24.a. Neáu 
keùo daây caùp vôùi gia toác ñeàu a, tính löïc caêng treân daây 
caùp. Neáu duøng heä thoáng ba caëïp roøng roïc vaø cuõng 
keùo daây vôùi gia toác a thì löïc caêng laø bao nhieâu? 

Hình 13.25

P

a)

P

b)
P = 2kN

A = 5 m/s2

A

B C

D

Hình 13.26

450

 
13.2  Moät keát caáu naâng vaät naëng P chuyeån ñoäng leân vôùi 

gia toác a (H.13.26). Tính noäi löïc phaùt sinh trong caùc 
thanh AB, BC vaø CD. 

13.3  Moät truï AB coù chieàu cao H, dieän tích maët caét 
ngang laø F, moâñun choáng uoán W, troïng löôïng rieâng 
laø γ mang moät vaät naëng P. Truï ñöôïc gaén chaët vaøo 
moät beä vaän chuyeån theo phöông ngang vôùi gia toác a 
(H.13.27). 
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  M2

Hình 13.29

a

a/2

a/2

A

B

C
D

P

Xem truï bò ngaøm taïi tieát dieän A vaøo beä, xaùc ñònh öùng 
suaát phaùp σmax, σmin taïi maët caét nguy hieåm cuûa truï.  

Hình 13.27

A

H

P

F, W, γ

A

B

a

2 m 2 m4 m

F = 1 cm2

a = 2 m/s2

F = 1 cm2

Hình 13.28  
 
13.4  Xaùc ñònh öùng suaát phaùp lôùn nhaát trong daây caùp vaø 

trong daàm I-24 do taùc duïng ñoàng thôøi cuûa troïng löïc 
vaø löïc quaùn tính khi heä ñöôïc keùo leân vôùi gia toác a 
(H.13.28).  

13.5  Moät truïc tieát dieän troøn AB ñöôøng kính D mang moät 
thanh CD tieát dieän chöõ nhaät b.h, ñaàu thanh CD coù 
moät vaät naëng troïng löôïng P, heä quay quanh truïc AB 
vôùi vaän toác n = 210 vg/ph (H.13.29). Tính öùng suaát 
lôùn nhaát trong thanh CD vaø truïc AB.  

 Cho: a = 1 m; D = 4 cm; h = 2b = 6 cm; P = 0,1 kN. 
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Boû qua troïng löôïng baûn thaân cuûa heä. 

13.6  Tính taàn soá goùc vaø chu kyø dao ñoäng cuûa caùc heä veõ 
treân H.13.30, C1 vaø C2 laø ñoä cöùng cuûa loø xo. 

Hình 13.30

C1

C2

C1 C2

a) c) d) e)

C1

C2

C1 C2

C1

C1

C2

Q

b)

Q 
Q Q 

Q 

 
 
13.7  Moät daàm ñôn giaûn maët caét hình chöõ I soá 40 daøi 8 

m mang moät troïng löôïng 20 kN ôû giöõa nhòp. Tính taàn 
soá rieâng ω cuûa heä khi coù keå vaø khi khoâng keå ñeán 
troïng löôïng daàm. 

13.8  Moät daàm theùp I24 mang moät moâtô naëng 2 kN toác 
ñoä 200 vg/ph, löïc quaùn tính do khoái löôïng leäch taâm 
laø 0,2 kN (H.13.31). Boû qua troïng löôïng baûn thaân 
cuûa daàm vaø loø xo, xaùc ñònh öùng suaát ñoäng lôùn nhaát 
trong daàm trong caùc tröôøng hôïp sau: 

a) Daàm I24 ñaët theo 
phöông ñöùng (I) 

b) Daàm I24 ñaët theo 
phöông ngang (     ). 

13.9  Giaû söû hai goái töïa 
loø xo treân daàm ôû 

c =1,5 kN/cm

n = 200vg/ph

Q = 2 kN

Qo = 0,2 kN 

2 m

Hình 13.31

2 m 

c = 1,5 kN/cm 
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H.13.31 ñöôïc thay baèng goái töïa cöùng vaø ñaët hai loø 
xo döôùi ñeá moâtô nhö ôû H.13.32. Tính laïi öùng suaát vaø 
ñoä voõng lôùn nhaát trong daàm theo caû hai tröôøng hôïp 
nhö treân. Cho:          E = 2.104 kN/cm2. 

n = 200 vg/ph

Q = 2 kN

Qo = 0,2 kN

          2 m

Hình 13.32

       2 m

c = 1,5 kN/cm

 

13.10 Moät daàm goã tieát dieän chöõ nhaät b.h, coù ñaàu muùt 
thöøa gaén moät roøng roïc ñeå ñöa moät thuøng troïng löôïng 
Q chöùa vaät naëng P leân cao. (H.13.33). Haõy xeùt hai 
tröôøng hôïp: 
a) Vaät naëng P ñöôïc treo trong thuøng vaø thuøng ñöôïc 
keùo leân vôùi gia toác a = 2 m/s2. Boû qua troïng löôïng 
daàm, daây vaø roøng roïc, tính öùng suaát lôùn nhaát cuûa 
daàm. Cho: P = 0,5 kN; Q = 1 kN; L = 4 m. 
b) Trong quaù trình dòch chuyeån vôùi gia toác a = 2 m/s2 
vaät naëng P bò rôi xuoáng ñaùy thuøng. Tính laïi öùng suaát 
cuûa daàm. Cho: H = 0,4 m. 
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13.11 Moät troïng löôïng P = 0,5 kN rôi töø moät ñoä cao H = 
10 cm xuoáng ñaàu C cuûa moät daàm tieát dieän chöõ nhaät 
b × h = 20 × 40 cm2, daøi L = 4 m (H.13.34.a). Tính 
öùng suaát vaø ñoä voõng lôùn nhaát cuûa daàm 
Neáu thay goái töïa B baèng moät loø xo coù ñöôøng kính D 
= 100 mm, ñöôøng kính sôïi theùp d = 10 mm, soá voøng 
laøm vieäc n = 10 (H.13.34.b). Tính öùng suaát vaø ñoä 
voõng lôùn nhaát cuûa daàm. 
Cho: Edaàm = 2.104 kN/cm2, Gloxo = 8.103 kN/cm2. 

Hình 13.34

L/2

b)

b.h

A B C
H

P

L L/2

a)

b.h

A B C
H

P

L 

 

13.12  Xaùc ñònh öùng suaát cuûa daàm khi vaät bò va chaïm 
ngang (H.13.35). Cho:  a = 2 m; b.h = 20 × 40 cm2. 
Thanh DB tuyeät ñoái cöùng. 

H = 0,4 m

300

L L/2

P

Q
Hình 13.33

b.h



http://www.ebook.edu.vn

  GV: Leâ ñöùc Thanh 
 

 
Chöông 13: Taûi troïng ñoäng 

 

Hình 13.35

b.h

A B C

Q = 0,1 kN
V = 5 m/s

a

a2a

D

 



SỨC BỀN VẬT LIỆU

NAM ĐỊNH - 2009









Chƣơng I

NHỮNG KHÁI NIỆM CƠ BẢN

- hỗn hợp khí lên đáy pítông , 

-trọng lƣợng hàng hoá vận chuyển lên satxi của 

xe tải,                                                                              

-lực cản cắt,

-trọng lƣợng của đoàn xe di chuyển trên cầu,                            

-tác dụng của dòng nƣớc chảy, của gió bão lên 

cầu v. v. .  

ngoại lực .

• Tải trọng:

1.1. Nhiệm vụ của môn học Sức bền vật liệu (SBVL).



Các bộ phận của máy móc, công trình cần:

- đảm bảo đủ độ bền

- đảm bảo đủ độ cứng

- đảm bảo độ ổn định

SBVL nghiên cứu  các nguyên tắc chung, 

làm cơ sở cho việc tính toán  các chi tiết, 

bộ phận của máy móc công trình theo độ

bền, độ cứng  và độ ổn định. 

Các môn khoa học nghiên cứu độ bền:

lý thuyết đàn hồi, lý thuyết dẻo, từ biến,  cơ học    

phá huỷ vật liệu, sức bền vật liệu (SBVL)…

ng



-Đủ độ bền: kết cấu có khả năng tiếp nhận tải 

trọng quy định mà không bị phá huỷ trong thời 

gian quy định của tuổi thọ.                        

- Đủ độ cứng: trong khi nhận và truyền tải trọng

những thay đổi kích thƣớc hình học không vƣợt

quá giá trị cho phép nhằm đảm bảo cho việc sử 

dụng công trình một cách bình thƣờng, đáp ứng

đƣợc các yêu cầu công nghệ.

- Ổn định là khả năng bảo toàn đƣợc trạng thái cân

bằng ban đầu của kết cấu trong quá trình chịu tải.



SBVL là môn khoa học được xây dựng trên

cơ sở một số giả thuyết xuất phát từ những

thực nghiệm cho phép đơn giản hoá nhiều vấn

đề phức tạp, nhƣng vẫn giữ đƣợc những tính

chất cơ bản của hiện tƣợng đƣợc nghiên cứu.

Mục đích và động lực phát triển của SBVL

giải quyết mâu thuẫn giữa thoả mãn các yêu cầu

về độ bền, độ cứng và độ ổn định với yêu cầu tiết 

kiệm nguyên vật liệu, giảm giá thành.

SBVL nghiên cứu độ bền, độ cứng và độ ổn định 

của các chi tiết máy dạng thanh.



Sử dụng các kết quả nghiên cứu của SBVL  để  

tính toán các máy móc, công trình cụ thể làm  bằng

các vật liệu khác nhau là nhiệm vụ của các  môn

học kỹ thuật cụ thể nhƣ Kết cấu kim loại,  Kết cấu 

bêtông cốt thép, Máy nâng hạ và vận chuyển, Chi 

tiết máy…

SBVL là môn học cơ sở kỹ thuật, là cầu nối giữa 

các môn học cơ bản nhƣ Toán, Vật lý. . . với các

môn kỹ thuật cụ thể . Hiểu biết về SBVL là một 

phần kiến thức quan trọng, không thể thiếu đƣợc

đối với các kỹ sƣ xây dựng, cơ khí. 



• 1.2. Lực và biến dạng.

Nội lực: lực liên kết giữa các phần tử của vật thể

giữ cho vật thể tồn tại dƣới hình dạng ta vẫn thấy.

Ngoại lực: tác động cơ học của các vật thể kế

cận, của môi trƣờng bên ngoài lên vật thể đƣợc

xét làm thay đổi hình dáng, kích thƣớc của vật thể, 

làm thay đổi nội lực nghĩa là gây ra nội lực phụ.

Tính chất của vật thể khôi phục lại hình dáng  và 

kích thƣớc ban đầu khi ngoại lực thôi tác dụng 

đƣợc gọi là tính chất đàn hồi. 

Vật thể là hoàn toàn đàn hồi nếu sau khi bỏ tải 

vật thể hoàn toàn trở lại hình dáng và kích thƣớc

ban đầu 



Biến dạng biến mất sau khi bỏ tải được gọi là

biến dạng đàn hồi.

Vật thể không hoàn toàn đàn hồi: Nếu ngoại lực 

tác dụng lên vật thể đã cho vƣợt quá một giới hạn 

nào đó, sau khi bỏ tải vật thể không hoàn toàn

trở lại hình dáng và kích thƣớc ban đầu mà tồn tại

một lƣợng biến dạng nào đó (lớn hay nhỏ).

Phần biến dạng không biến mất sau khi bỏ tải gọi 

là biến dạng dƣ hay biến dạng dẻo

.



• 1.3. Các giả thuyết cơ bản của SBVL.

• 1. Trong giới hạn đƣợc xét vật liệu đƣợc coi

là hoàn toàn đàn hồi, 

2. Trong giới hạn đƣợc xét hệ thức giữa lực và 

biến dạng của vật thể là bậc nhất (định luật Húc). 

3. Vật liệu cấu thành vật thể có tính chất liên tục , 

đồng nhất và đẳng hƣớng .

4. Biến dạng do ngoại lực gây ra rất nhỏ so với 

kích thƣớc của vật thể nên có thể bỏ qua khi 

xác định tải trọng và phản lực liên kết.

Lý thuyết SBVL - lý thuyết tuyến tính và gần đúng



1.4.1. Phân loại các chi tiết của máy móc,

công trình.

1.4. Phân loại các chi tiết của máy móc công

trình và sơ đồ tính toán.

a/ Khối

b/ Bản

c/ Vỏ

d/ Thanh thẳng

e/ Thanh cong

g/ Thanh không gian



Thanh là một vật thể hình học đƣợc tạo thành

bởi một hình phẳng F dịch chuyển dọc theo đƣờng

tựa S sao cho trọng tâm của F luôn nằm trên S

và F luôn nằm trong mặt phẳng pháp tuyến của S.

S đƣợc gọi là trục thanh và 

F là mặt cắt ngang. Tuỳ theo 

hình dạng của trục thanh 

ngƣời ta phân  biệt thanh 

thẳng (S là đƣờng thẳng,), 

thanh cong (S là đƣờng cong) và thanh không 

gian (S là một đƣờng bất kỳ trong  không gian).

S

F



1.4.2. Sơ đồ tính toán.

A

A B

P

l



1. 5. Ngoại lực và nội lực.

Ngoại lực là những lực do môi trƣờng, do các vật 

thể kế cận tác dụng lên vật thể đƣợc xét. 

Ngoại lực =  tải trọng , phản lực liên kết. 

Tải trọng =  lực chủ động.

Phản lực liên kết là những lực ở những vị trí liên 

kết giữa vật thể đang  đƣợc xét với những vật thể 

xung quanh khi có tác dụng của tải trọng 

P
M

VAMA

A C B



Các loại tải trọng: *

Lực tập trung , lực phân bố,momen tập trung.

Đơn vị đo  lực tập trung là N, kN..., đơn vị đo  lực 

phân bố theo chiều dài là N/m, kN/m..., đo  lực phân 

bố theo bề mặt là N/m2, kN/m2...,đo  lực phân bố 

theo thể tích là N/m3, kN/m3,đo momen là Nm,kNm…

d/

M M

a/

e/

b/

c/



• *Tải trọng tĩnh và tải trọng động. 

Tải trọng tĩnh tăng chậm theo thời gian cho đến khi 

đạt tới trị số cuối  cùng sẽ dừng lại không thay đổi. 

Tải trọng động gây ra gia tốc lớn vì thế không thể 

bỏ qua lực quán tính. 

RR

R2R1

H

R
H

R
H

R
H

M

Ba loại liên kết thƣờng gặp:

Gối đỡ bản lề di động

Gối đỡ bản lề cố định

Ngàm



RR

R2R1

H

R
H

R
H

R
H

M

Xác định các thành phần phản lực từ điều kiện 

cân  bằng.

0 X ; 0Y ; 0 AM .  
( x, y không song song ) 

0 AM ; 0 BM ; 0 CM . 
(A, B, C không thẳng hàng)

0 AM ; 0 BM ; 0X . 
(AB  không vuông góc với x)

.0;0;0

;0;0;0





zyx MMM

ZYX

Bài toán phẳng

Bài toán không gian



• 1.6. Phƣơng pháp mặt cắt.

P1

P2

y

x

z

Nx

Qy

Qz Mx

M z

MyP1

P2

Sáu phƣơng trình cân

bằng xác định sáu

thành phần nội  lực :

 0 ix XN           ix XN  . 

Nx - thành phần lực dọc của nội lực trên mặt cắt;

iX   -tổng hình chiếu của ngoại lực 

ở một bên mặt cắt xuống trục x.

P1

P2
x

z

y

M

P
x

z
y



• Bài toán tĩnh định: số thành phần phản lực liên kết

bằng số phƣơng trình cân bằng tĩnh học và nếu các

liên kết đƣợc bố trí hợp lý thì có thể xác định đƣợc

các thành phần phản lực liên kết bằng tĩnh học.

Bài toán siêu tĩnh : số thành phần phản lực liên kết 

lớn hơn số phƣơng trình tĩnh học (cần phải lập thêm 

các phương trình bổ sung).

SBVL chỉ nghiên cứu phần nội lực phụ xuất hiện khi 

vật thể chịu tác dụng của ngoại lực

M

P

VA
MA

HA
A

B
A B M

P

VA
MA

HA

VB



                              ;0 iy YQ       iy YQ  ; 

                              0 iz ZQ ;     ;iz ZQ   

                           ;0 xix MM     ;xix MM   

   
.;0

;;0

zizziz

yiyyiy

MMMM

MMMM





 

 0 ix XN ;       ix XN  . 



• 1.7. Biểu đồ nội lực.
Quy ƣớc về dấu của các thành phần nội lực

Lực dọc có giá trị dƣơng khi gây ra biến dạng kéo

và giá trị âm khi gây ra biến dạng nén; 

Lực ngang Q có giá trị dƣơng khi có tác dụng quay 

phần đƣợc xét theo chiều kim đồng hồ và  giá trị âm 

khi quay phần đƣợc xét quay ngƣợc chiều kim đồng hồ. 

Momen uốn có giá trị dƣơng nếu có tác dụng làm cho 

những thớ dọc  phía trên chịu  nén và có giá trị âm khi

những thớ dọc phía trên chịu kéo.  

Momen xoắn: dấu đƣợc lựa chọn tuỳ ý.

N

M Q

N

M

Q



Thí dụ 1.1. Xác định nội lực trong các thanh 1 và 2 

của hệ chịu lực P nhƣ hình vẽ khi α=30o.  

;0sin2  PN    ;2
sin

2 P
P

N 


   

21 NN  cosα =
2

3
)2( P 3P . 

P

N1

N2

x
B

y

P

α

A B

C

α



• Thí dụ 1. 2. Vẽ biểu đồ nội lực của thanh chịu 

kéo, nén nhƣ hình vẽ.

3P

N

-2P

N1

A

2P

x
1

11

2P

5P

A

C

B

l 1

l 2

Đoạn BC

N2 =  - 2P+5P = 3P.

221 lxl 

A
2P

B

5P

l 1
x

2

22

N2

Đoạn AB: 0  ≤  x1 ≤  l1 ;  N1 = - 2P . 

2 2

1 1



• Thí dụ 1. 3 t 

ngang của dầm trên hình vẽ 

M(kNm)

M

-30

10
Mmax=36,7

30
x

ΣMc=0=

P.4-Vb.3+q.2.1+M;
P=30kN q=30kN/m M=30kNm

Vb= Vc=





3

24 MqP
Vb

.70
3

3030.230.4
kN



ΣMB=0=

P.1-q.2.2+M+Vc.3;





3

4 MPq
Vc

.20
3

303030.4
kN



40

Q(kN)
-30 -20

Q

xE

A
B

CD
1m 1m 2m

70kN 20kN

Kiểm tra: -P+Vb-q.2+Vc=0.



A

P

x1

Q1

M11

1

Đoạn BD ( 1m ≤ x 2 ≤ 2m) 

Q2 = – P +VB = – 30 + 70 

= 40 kN = const.

M2 = – Px2 +  Vb(x2 – 1)

= – 30x2 + 70(x2 – 1).

ở   B:  x2 = 1m;     M2 =  – 30 kNm; 

ở   D: x2 = 2m;      M2 =  10 kNm.

Đoạn AB ( 0 ≤ x 1 ≤ 1m) 

A B1

x2

Q2

M2P

2

2

Vb

Q1 =  - P = - 30kN = const; 

M1 = - Px1;

40

Q(kN)
-30 -20

Q

xE

M(kNm)

M

-30

10
Mmax=36,7

30
xỞ A x1=0; M1=0;

Ở B x1=1m;M1=-30kNm.



Ở D x3= 2m; M3=10 kNm; 

ở C x3 = 4m; M3 = 30kNm;

Ở E x3= 3,33m; 

M3 = Mmax= 36,7 kNm.

M3 = – Px3 + Vb(x3 – 1)
 

2

2
2

3 
x

q

Đoạn DC ( 2m ≤ x 3 ≤ 4m) 

Q3 = – P + VB – q (x3 – 2) 

= 40 – 30(x3 – 2).

ở D: x3 = 2m; Q3=40 kN;   

ở C: x3 = 4m; Q3= – 20 kN.

ở E: Q = 0 =40 – 30(x3 – 2)      

x3 = 3,33m

Q3

M3

x3

11

P

A B D3

3
q

VB

40

Q(kN)
-30 -20

Q

xE

M(kNm)

M

-30

10
Mmax=36,7

30
x



A

3M

M1

x1

1

1
A

3M

B

2M

x2

2

2

M2

A

3M

B

2M

x3

3M
C

3

3M3

l2

ABCD

l1l 3

3M3M 2M

-2M

3M
M

Thí dụ 1. 4. Vẽ biểu đồ momen xoắn của thanh chịu 

lực nhƣ hình vẽ.

Đoạn AB 0 ≤ x1 ≤ l1:

M1 = 3M = const.

Đoạn BC l1 ≤ x2 ≤ l1  + l2;

M2=3M –2M  = M =const.

Đoạn CD l1 + l2 ≤ x3 ≤  l1  + l2 + l3.

M3 = 3M – 2M – 3M

= – 2M = const.



l ll

Mo P q

Mo P q

l l

Mo

a b

a a a

MO P

Mo

Pa

q

Bảng 1

Mo

Pl ql2/2

ba

ab
P

 8

2ql

2

2qa



• 1.8.Quan hệ giữa cƣờng độ tải trọng, lực cắt 

ngang và momen uốn.

.
)(

)(
dx

xdQ
xq 

q(x)

Q(x)

M(x)

Q(x)+dQ(x)

M(x)+dM(x)

2

2 )()(
)(

dx

xMd

dx

xdQ
xq  .                                                    

dx

xdM
xQ

)(


Q(x) + q(x)dx – [Q(x) + dQ] = 0

dx

           0
2

. 
dx

dxxqxMxdMxMdxdQxQ

q(x)

x dx

( 1. 1 )

Đạo hàm bậc hai của momen uốn theo hoành độ x bằng 

t ngang theo hoành độ x và 

bằng cường độ của lực phân bố.



Bước nhảy của biểu đồ momen uốn, lực cắt và

các tải trọng tập trung.
Po

Mo

dx

Qtr

Mtr

Qph

Mph

dx

x

N(x) N(x)+dNp(x)

dx

x

Ntr
NphPO

;)(
dx

dN
xp         

.0PNNN trph    

( 1. 2 )

( 1. 3 )

( 1. 4 )

.

;

0

0

PQQQ

MMMM

trph

trph





-N(x)+p(x)dx+N(x)+dN=0;



• 1. 9.Vẽ biểu đồ nội lực theo nhận xét

1.9.1. Áp dụng nguyên lý cộng tác dụng.
Thí dụ 1.5.   Vẽ biểu đồ momen uốn của dầm.

6 3
( b )

MO=4kNm
q=2kN/m

1m 4m

P=6kN

( a )

4

( c )

2 4
( d )

6

1

4
4

( e )



• 1.9.2. Vẽ theo từng mặt cắt.
Theo tải trọng đã cho và theo liên hệ vi phân (1. 1) sẽ nhận xét dạng 

của các biểu đồ và từ đó xác định số điểm cần thiết đê vẽ được từng 

đoạn biểu đồ nội lực. 
Thí dụ 1.6. Vẽ biểu đồ momen uốn và lực ngang của dầm chịu tải 

trọng  như hình vẽ.

-20

7,5
8,44

D

20kN 30kN/m

1m 1m 1m

20kN

A B C

B
D

-22,5

27,5
7,5

-20
E-



Thí dụ 1.6. Vẽ biểu đồ momen uốn và lực ngang của dầm

chịu tải trọng như hình vẽ.

0 BM ;  D = 22,5 kN;     

0 DM ;  B = 47,5 kN. 

-20

7,5
8,44

-22,5

27,5

7,5

-20
EQ =  - D + qxE =0;  

75,0
30

5,22


q

D
xE . 

Mmax 

kNm

x
qDx E

E

44,8

2

2




.  

MA= 0;MB = - 20. 1= - 20 kNm.

MC = - 20. 2+  47,5 .1= 7,5 kNm; MD = 0.

20kN 30kN/m
20kN

B DDB C

1m 1m 1m

A



• 1.10. Quan hệ giữa tải trọng, lực cắt ngang và 

momen uốn trong thanh cong phẳng

•

.

;

;

mQ
ds

dM

q
N

ds

dQ

t
Q

ds

dN











  

ρ - bán kính cong của trục thanh;

ds  - chiều dài   của đoạn trục thanh;

N, Q, M  - lực   dọc,lực ngang,   momen  uốn;

t,q,m- cƣờng độ  tải trọng ngang,dọc và momen uốn phân bố.

Đối với thanh thẳng,                ds=dx,  , 

ds=ρdθ

O

dθ
M Q M+dM

Q+dQ

N
N+dN



– 3PR  
M

45

Q

P

2P

N + 2Pcosυ – Psinυ = 0; 

N = P( sinυ – 2cosυ); 

Q – Pcosυ – 2Psinυ = 0; 
      Q = P(2sinυ + cosυ);  

M + PRsinφ + 2PR( 1 – cosφ) = 0; 

M = – PR(2 + sinυ – 2 cosυ). 

υ =  0;  N =  – 2P; Q = P; M = 0; 

υ = 45
o
;N =-0,707P ;Q = 2,12P;   M = 1,29PR; 

υ = 90
o
 ;N = P;Q = 2P; M = – 3PR;   υ = υ1 = 63

o
26’; N = 0. 

Thí dụ 1.7. Vẽ biểu đồ lực

ngang, lực dọc, momen 

uốn của thanh cong chịu

tải nhƣ hình vẽ.

2P

P

O O

P

Q M
N



2P

PN
'26631

o

1
-2P



• 1.11. Ứng suất - Điều kiện bền.  

dF

dN
 ;   

dF

dQ
 ;   

dF

dR
p  ;   

 22  p ;    22 dQdNdR  . 

(1. 6)

Đơn vị đo lƣờng của ứng suất là Pa (N/m2) và MPa.

 max     max   . 

 
n

gh
    

(1. 7) (1. 8)

(1. 9)
n - hệ số an toàn.

dQ

dN

dF

dR p

ζ





•1. 12. Biến dạng – điều kiện cứng.

Mọi cách làm biến đổi hình dáng và kích thƣớc đều 

có thể quy về hai loại biến dạng: biến dạng dài và 

Biến dạng góc P

P

Δl – độ dãn tuyệt đối 

(độ co tuyệt đối); 

l

l
 . 

  a

s
 .

  

Độ trƣợt tƣơng đối:

a – khoảng cách giữa hai mặt phẳng trƣợt. 

Điều kiện cứng    ll  .  

(1. 10)

(1. 11)

(1. 12)

- độ dãn tƣơng đối:ε
P

P

P

P

∆s

a



a

s
 .

  

a - khoảng cách giữa 

hai mặt phẳng trƣợt . 

Điều kiện cứng : 

   ll  .  

(1. 11)

(1. 12)

P
P

Độ trƣợt tƣơng đối :

∆s - độ trƣợt tuyệt đối ;  

  
a

Δs





BÀI TẬP SỐ 1A-VẼ BIỂU ĐỒ NỘI LỰC

2.10.6.2
20 .12 10.8.8 40.4 0; 58,33 .

2
c A AM V V kN       

2.10.6.14
20 10.8.4 40.8 .12 0; 121,67 .

2
A c CM V V kN       

20 ; 20 10.8.4 58,33.8 126,64;A BM kNm M      

'

58,33 ;

58,33 10.8 21,67 ;

58,33 10.8 40 61,67 .

A

B

B

Q kN

Q kN

Q kN



   

    

2.10.6
60 .

2
CQ kN 

M=20kNm P=40 kN
2qq=10kN/m

8m 4m 6m
VA Vc

A CB

;0 EAE qxVQ

;12,150
2

2

kNm
x

qxVMM E
EAE 

xE=5,833m
.120

3
..2

2

1
kNm

c
cqM c 



BÀI TẬP SỐ 1A - VẼ BIỂU ĐỒ NỘI LỰC

P=40 kNM=20 kNm

A B C D

2q

8m 4m 6m

q=10kN/m

-20kNm

150,12 126,64

-120

60 kN58,33

-21,67 -61,67XE

E



BÀI TẬP SỐ 1B - VẼ BIỂU ĐỒ NỘI LỰC

10.2.1 20.4 20 10.2

2.10
30.(4 1,5) 1,5(4 0,5) 67,5 ;

2

AM

kNm

    

   

67,5 45.2 10.2.1 2,5 ;BM kNm    

67,5 45.4 10.2.3 52,5 ;CM kNm    
2.10

30.1,5 .1,5.0,5 52,5 ;
2

EM kNm  

'

2.10
30.1,5 .1,5.0,5 10.1 62,5 ;

2
DM kNm   

45 ; 45 10.2 25 ;A BQ kN Q kN      

VA=10 kN;

.455,1.
2

10.2

30202.10

kN

H A




R=10kN

q=10kN/m

2qS=20kN

P=30kN

1m1m

M=20kNm

2
m

B

C D

A

2
m

G

E

AV

AH

AM
1
,5

m



52,552,5

M

67,5kNm

2,5

62,5

52,5

N

-10kN

-45

-45kN

-25kN
Q

10 45

30

QA = -45 kN ; QB = -45 + 10.2 = -25 kN ; QC = 10 kN ;

QG = 30 kN ; ;455,1.
2

10.2
30 kNQE 

;455,1.
2

10.2
30 kNND  NC = -10 kN. 



Chƣơng 2

KÉO NÉN ĐÚNG TÂM

2. 1. Khái niệm .
Kéo (hay nén) đúng tâm là loại biến dạng trong đó trên mặt 

cắt ngang chỉ có một thành phần lực dọc (kéo hay nén)

không có các thành  phần nội lực khác . 

Pb/

Pa/
P

x

y z

h

g/

P
0,5Ph

e/

P

0
,5

hd/

P

Mz=0,5Ph

My=0,5Pb

h/

x

z

c/

p



• 2.2. Biểu đồ lực dọc N. 

N1 6P
I

6P8PN2
II

6P
III

8P3PN3

6P
8P3P

x
Đoạn I:  0 < x1 < 1m

Đoạn II: ;75,11 2 mx 

Đoạn III:

;25,275,1 3 mxm 

;06833  PPPNX i    

N3 =P; A=P.

;0 iX ;0682  PPN N2 = - 2P.

+
6P

-2P

P+
+

;0 iX ;061  PN

1N = 6P II IIII

0,5m 0,75m 1m

A B

HA



Thí dụ 2. 1.Vẽ   biểu  đồ lực   dọc của thanh chịu 

lực  nhƣ  hình vẽ. 

2P

8P

+
+

-2P

IIIIII

6P10P 2P

Đoạn I:

.2;02 11 PNPN 

.8;062 22 PNPPN 

Đoạn II:

Đoạn III:

.2;01062 33 PNPPPN     



• 2. 3. Ứng suất  trên mặt cắt ngang.

1.Giả thuyết mặt cắt phẳng: mặt cắt  ngang  phẳng 

và vuông  góc với   trục  thanh  trƣớc  khi  biến dạng 

thì sau khi biến dạng vẫn  phẳng và vuông góc với 

trục thanh 

2. Giả thuyết về cac thớ dọc : trong quá trình biến 

dạng các thớ dọc không tác động tƣơng hỗ lên 

nhau.
- trên mặt cắt ngang có ứng suất pháp. 

- trên các mặt  phân tố song song  với trục thanh    

không có ứng suất pháp. 

Thí nghiệm và giả thuyết

dF

A

x
y

z x

A

P P



x

z

dF

A

y xdFN

F

xx   .

  

Phân tố đƣợc xét chịu kéo (hoặc nén) đơn do

ứng suất pháp x .Các thớ dọc dãn dài nhƣ nhau :

x const    ; xx E  =const. 

(2. 1)

    
F

N x
x  .

   max  
F

N
            

ba loại bài toán:

1. Kiểm tra độ bền ( biết N,F ):  max  
F

N
. 

2. Chọn mặt cắt ngang (biết N,     ):     
 
N

FF  . 

3.Xác định tải trọng cho phép

(biết F và        ):    
    .FNP 

F
ζx



• Ứng suất tập trung.

k - hệ số tập trung ứng suất.  

Fo - diện tích của mặt cắt bị giảm yếu;

Điều kiện bền của thanh 

làm bằng vật liệu dẻo:

σmax = kσ; (2. 2)

σmax     ; 
  

(2. 3)

Điều kiện bền đối với 

vật liệu giòn:

o

x

F

N
 . ( Nx = P )

P P
ζmax

ζ

Nguyên lý Xanh Vơnăng :

Sự phân bố của ứng suất  và 

biến dạng của  vật  thể  tại 

những miền xa nơi đặt lực sẽ 

không  thay đổi nếu thay lực  đã cho bằng một hệ  lực 

tƣơng đƣơng.

P P

PP

2P 2P

(2. 4)    .; kknn  



• 2.4. Biến dạng của thanh.

2.4.1. Biến dạng dài dọc trục

Biến dạng dài tƣơng đối dọc trục: 

EF

N

E



 .

  

(2. 5)

Biến dạng dài tuyệt đối 

dx
EF

N
dxl

ll

   .  (2. 6)
EF

lN
l


 . (2. 7)

2.4.2. Biến dạng dài theo phương ngang. 

E


 '  .  (2. 8)

– biến dạng dài tƣơng đối theo phƣơng ngang;ε’ 
μ   – hệ số biến dạng ngang ( hệ số Poatxông ).



Vật liệu E (kN/cm2) μ

Thép cán 2,1. 10 4 0,30 - 0,05

Hợp kim nhôm 7,0. 103 0,30

Đồng 1,0. 10 4 0,32

Bêtông 2,4. 103 0,20

Gỗ dọc thớ 1,0. 103 0,48

Gỗ ngang thớ 4,0. 10 0,02

Gạch 7,0. 102 0,25

Cao su 0,7 0,50

2.4.3. Các hằng số đàn hồi của vật liệu.

Xác định E và    bằng thực nghiệm. 

E đặc trƣng độ cứng của vật liệu   [ lực/(chiều dài)2] .

không thứ nguyên  μ   5,00   .  

μ   



• 2.4.4. Chuyển vị của mặt cắt.

1 2

l1 l2

2P P

1 2

+

Đoạn thanh l1: EF

Pl
l 1
1

3
 . 

Đoạn thanh l2: EF

Pl
l 2
2  . 

Chuyển vị 

của mặt cắt 1 - 1 : 

của mặt cắt 2 - 2 :

n

nl

n1

n1

P

Δl

Δ
l 2

n
E

Pl
l 

F
( N = P )

EF

Pl
l 1
1

3
 . Δ1=

EF

llP

EF

Pl

EF

Pl
ll

)3(3 2121
21


 . Δ2=

(2.7)

+

N1=3P N2=P+
+



• 2.5. Ứng suất trên mặt cắt nghiêng. 

ABAC dFdFu   cosα = 0;  
0sin   ABAC dFdFv , 

cos
AC

AB

dF

dF

AC

AB
 ;    

 α = 0 ,  σmax = σ =  
F

N
  ;   

Ứng suất tiếp trên hai mặt nghiêng vuông góc với 

nhau có cùng trị số nhƣng ngƣợc dấu.

(2. 10)

α=450 và α=1350; ηmax = ζ/2
min

(2. 9);2sin
2

cossin;cos2 


  

A

B C

α PP

u

v

A

B
C

α

бα



u

v

б



• 2.6. Đặc trƣng cơ học của vật liệu. 

2.6.1. Nhận xét.

Quy ƣớc phân các vật liệu thực thành 

vật liệu dẻo và vật liệu giòn.

Vật liệu dẻo khi bị phá huỷ có biến dạng lớn, 

quan sát đƣợc bằng mắt   nhƣ thép, đồng,

chất dẻo, nhôm, gỗ v. v . . .

Vật liệu giòn khi bị phá huỷ biến dạng hãy còn 

nhỏ,  không thấy  đƣợc bằng mắt thƣờng nhƣ 

gạch, đá, gang, bêtông v. v . . .



2.6.2. Mẫu thí nghiệm

Mặt cắt  hình  tròn đƣờng  kính 

ban  đầu do và chiều dài tiêu 

chuẩn ban đầu lo .

Mẫu thử dài lo = 10 do , mẫu 

thử ngắn lo = 5 do.

Mặt cắt ngang hình chữ nhật Fo = ab (a/b = 1 5).

Mẫu thử dài                  ,mẫu thử ngắn oo Fl 3,11   oo Fl 65,5 . 

lO

dO

a

b

h

d

Mẫu thử nén (thép, gang):h ≤ 3d

Mẫu thử nén (bêtông) : 

-hình lập phƣơng cạnh 15;20cm

-hình trụ ngắn đƣờng kính 10cm.



2.6.3. Kéo vật liệu dẻo. 

Δl

P

O

A
B

C

DPB

PC

Ptl

- Giai đoạn tỷ lệ OA:

- Giai đoạn chảy BC. 

- Giai đoạn củng cố CD. 
o

c
c

F

P
   Giới hạn chảy (2. 12)

Giới hạn bền

o

B
B

F

P
   (2.13)

(2. 11)

Giới hạn tỷ lệ :

0F

Ptl
tl 

- Giai đoạn thắt eo DE

E



• -Biểu đồ ứng suất quy
ước-biểu đồ úng suất

thực

lO, FO - chiều  dài và diện 

tích  ban đầu của mẫu thử;

l1 - chiều dài của mẫu thử sau

khi đứt (đã chắp lại);

F1 - diện tích mặt cắt ở chỗ cổ eo. 

Độ dãn dài tƣơng đối 

%1001

o

o

l

ll 
 ;

  

%1001

o

o

F

FF 
 . 

  

Độ thắt tƣơng đối 

(2. 15)

(2. 14)

ε=Δl/lo

ζc
ζtl

α
E=tgα

ζ=P/Fo

ζb

Biểu đồ ứng suất quy

ƣớc

Biểu đồ ứng suất thực



2.6.4. Nén vật liệu dẻo.

Đồ thị quy ƣớc

ứng suất - biến dạng. 

2.6.5. Kéo và nén vật liệu giòn.

Đồ thị quy ƣớc ứng suất –

biến dạng của  mẫu thử  bằng

vật liệu giòn chỉ có một giai 

đoạn,  đƣờng biểu diễn có 

độ cong bé, gần nhƣ thẳng 

và kết  thúc tại  D khi  mẫu 

thử chịu  kéo  đứt  đột ngột 

hoặc mẫu thử chịu nén nứt vỡ .
Đƣờng thực

Đường quy ước

бb

бtl

б

εO

D





• 2.7. Một số hiện tƣợng trong thí nghiệm vật liệu.

PK K

O’
K’

O

P

PB

PC

PTl A

B

C

l

a/Biến cứng nguội

O t



o  =const

b/Ảnh hƣởng của thời

gian:Hiện tƣợng rão  -

từ biến

O t

A

B C



 const

O’K’-Bd đh

OO’-Bd dẻo



c/Ảnh hƣởng của

nhiệt  độ đến độ 

bền của vật  liệu:

(kN/cm
2
)

E

B




c

%

80

70

60

50

40

30

20

10

0
100 200 300 400 t

O
,C

90

80

70

60

50

40



45

35

25

15

%

Ở nhiệt độ thấp tính

dẻo của vật liệu giảm,

tính giòn tăng.

Ở nhiệt độ cao các

đặc trƣng cơ học 

của phần lớn vật

liệu giảm.

22

18

14

(MN/cm
2
)E



2.8. Ứng suất cho phép - Hệ số an toàn.

Vật liệu dẻo: ứng suất nguy hiểm               ,

vật liệu giòn  ζ0=ζB. . 
o = c  

Kết cấu chỉ có thể làm việc ở trị  số [ζ]<ζ0 Ứng suất

cho phép [ζ] thƣờng đƣợc xác định theo công thức :

 
n

o 

  

(2. 16)

Giá trị của hệ số an toàn n đƣợc lựa chọn trong mỗi

trƣờng hợp cụ  thể tuỳ thuộc chất lƣợng vật liệu và 

điều kiện làm việc: Tải trọng tĩnh, với thép rèn n= 

1,25 - 1,5; thép đúc 1,5 - 2,0 (theo giới hạn chảy), 

gang và gỗ là 2,5 - 3,0 (theo giới hạn bền).

( với hệ số an toàn n > 1 )



• Thí dụ 2. 2. Xác định tải trọng  

• cho phép  của hệ theo độ bền 

• của  thanh AB  biết  d1 = 2,5 cm, 
[ζ]1 = 16 kN/cm2, α = 30O.   Xác 
định  đƣờng kính d2 của  thanh

• BC,  biết   [ζ]2 = 20 kN/cm2 .

  ;54,78
4

5,2
..16

4

22
1

1 kN
d

N  

N1sinα – Pcosα = 0. P = N1tg α = N1tg30o=45,35kN

N2sin α + P = 0.  70,90
30sin

35,45

sin
2 

o

P
N


kN. 

  70,90
4

2
2

2 
d

               4,2
20

470,90
2 







d cm. 

Đƣờng kính của thanh BC  

A B

C

1
α

2 P

B

P

N1

N2

;35,45305,78 kNtgP o 



• 2. 9 . Ảnh hƣởng của trọng lƣợng bản thân, 

• thanh có độ bền đều.

2.9.1. Ứng suất và biến dạng khi có tính 

đến ảnh hưởng của trọng lượng bản thân.

Vật liệu làm thanh có trọng lƣợng riêng

là   γ,  mặt cắt ngang của thanh là F

Nx = P + γ Fx  ( a );  x
F

P
x     ( b )

Tại ngàm B: x = l  ;    max = l
F

P
      ( c ) 

Biến dạng dài của thanh: dx
EF

FxP

EF

dxN
l

ll
x






00



Q =γ Fl –

trọng lƣợng của thanh, EF

Ql

EF

Pl
l

2
   

A

B

1 1

x

l

P

(2.17)



• 2.9.2. Thanh có độ bền đều.

     ;dxxFPxF

x

o

o  

F(x)

FoP0

A

B

x

Thanh bền đều :ứng suất ở mọi mặt cắt 

đều đạt tới giá trị của ứng suất cho phép

 
x

F

xF

o 










 )(
ln .       

x

oeFxF


 



)( ;
 

o
o

P
F  . 

Quy luật biến đổi của diện 

tích mặt cắt dọc theo trục x: :
 

 
x

o e
P

xF


 




)( . 

x = 0, F(x) = F0 ; lnFO = C ; 

.        

     dxxFxdF  

 
   

 
 

;ln; CxxFdx
xF

xdF










(2.18)



• 2.10. Thế năng biến dạng đàn hồi.

dA = P dΔl.

22

2
xxx

EFl

U

V

U
u


 .  

(2. 19)

(2. 20)

P+dP
P

P

O

A

C

Δl dΔl
Δl

l

P Δ
l

..5,0.)(5,0 lddPldPlddPPPdA 

EF

P2llP
AU

22







2.11. Bài toán siêu tĩnh.

VA + VB - P = 0.  (a)

N1=-VB, N2 = P - VB.

VB

VA

P

VB

1 1

22

(b)

02
1 


 l

EF

VP

EF

lV BB

21

2

ll

l
PVB


 ; 

21

1

ll

l
PVA


  

.02211 
EF

lN

EF

lN
l

P

A

B

l 1
l 2



• Thí dụ 2.6. Vẽ biểu đồ lực dọc và ứng suất của thanh. 

;
5

4

2.5

8
1

F

P

F

P


2F

A
F B

2PP

l l l

1 2

P 2PVA VB

1 2 3

3

- VA + P + 2P - VB = 0     ( a ) 

0
2

321 
EF

lN

EF

lN

EF

lN
l . ( b )

N1 = VA; N2 = VA - P;

N3 = VA - P - 2P  =  VA - 3P.

;0
)3()(

2
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lPV
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lPV
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lV AAA
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7
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5

3
;
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8
321
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P
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P
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3
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P
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7
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+ +F

P

5

4
F

P

5

3

F
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P
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3
+

+P
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P
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• 2. 12. Các quan điểm tính toán độ bền kết cấu.
2.12.1. Tính toán theo ứng suất cho phép.

Ƣng suất hoặc tổ hợp ứng suất tại điểm nguy hiểm 

nào đó gọi là ứng suất nguy hiểm:

σ max    [ ] , (2. 21)   
n

o   (2. 22)

2.12.2. Tính toán theo tải trọng giới hạn.
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n
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gh
  

Khi xác định tải trọng giới hạn 

của vật thể làm bằng vật liệu  

dẻo  ta dùng sơ đồ bên.

* n là hệ số an toàn (giống nhƣ  

đối với ứng suất cho phép).

(2.23)



Thí dụ 2.7.Xác định tải trọng cho phép Pcp theo ứng 

suất cho phép và theo tải trọng giới hạn biết các 

thanh 1,2 và 3 có chiều dài l0.Các thanh 1,2 có mặt

cắt ngang F, thanh 3 có mặt cắt ngang 2F. Vật liệu 

làm các thanh có modun đàn hồi E, có giới hạn chảy

ζc, hệ số an toàn n.

Phƣơng trình cân bằng:

N1+N2+N3-P=0;

Phƣơng trình bổ sung:
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Phƣơng trình cân bằng:

N1+N2+N3-P=0;
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ΔN1 + ΔN2 – ΔP = 0 ;

ΣMA=ΔN2.l/3 – ΔP.2.l/3

= 0 .
ΔN1 = - ΔPΔN2 = 2ΔP;
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Thí dụ 2. 8. Dầm tuyệt đối cứng AB chịu tác dụng 

của lực Q và đƣợc giữ bằng khớp bản lề A và 

các thanh treo BC và DE. 
2m 3m

3
m

E

D

F 2F

Q

A B

1m
1

2
450

C
1. Xác định nội lực và  

ứng suất trong các thanh

treo theo tải trọng Q khi

F = 10-3 m2 ; 

2. Xác định [Q]  theo ứng 

suất cho phép khi                               ;

3. Xác định   Qgh và  Qcp nếu

và hệ số an toàn n = 1,5 

( tính theo tải trọng giới hạn ). 
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2/5,23 cmkNc    
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(a)+ (c)     → N1 = 0,1153Q;   N2 = 0,769Q. 
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Tải trọng giới hạn Qgh đƣợc xác định từ phƣơng 

trình (a ) khi thay N1 và N2 bằng các giá trị giới hạn :

0447052235  ghQ . Qgh = 671 kN.

447
5,1

671


n

Q
Q

gh
cp  kN. 

 
1,1

416

447


Q

Qcp
.  

3/

N1gh = σcF = 23,5.10-3.104 = 235 kN;

N2gh = σc2F = 23,5.2.10-3.104 = 470 kN. 

(a)



1.Xác định lực P khi mặt dƣới 

H của thanh giữa vừa chạm 

vào nền.
2.Tìm phản lực của nền tác

dụng lên thanh giữa, nội lực

và ứng suất trong các thanh 

bên khi P = 200 kN; β = .10-4;

E = 2.104 kN/cm2.

3. Cần phải hạ nhiệt độ của thanh  giữa xuống bao

nhiêu độ để phản lực của nền lên thanh giữa  bằng 

không khi giữ  nguyên giá trị của P,  biết                          710125    1/độ.

Δ = βc  

•Thí dụ 2.9. Một xà ngang tuyệt đối cứng AB đặt trên 

•hai thanh thép AC và BD có diện tích mặt cắt ngang 

•F. Thanh thép có 2 bậc GH đƣợc gắn vào xà ngang 

•và có khe hở            so với nền
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Nội lực và biến dạng trong 2 thanh bên là  nhƣ nhau. 

Δ’H -chuyển vị của mặt dƣới H của thanh giữa khi 

mặt này vừa chạm vào nền

Chuyển vị  ΔH phụ thuộc 

vào biến dạng thanh 

giữa và thanh cạnh .

PO - giá trị của lực P 

khi mặt dƣới H chạm 

vào nền.
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-phản lực của nền lên

thanh giữa. 
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oP  kN. 

ΔH-chuyển vị của mặt dưới thanh giữa do lực P=200kN

gây ra khi giả định  mặt nền không cản trở biến dạng của hệ; 

ΔR-chuyển vị của mặt đáy H do phản lực R của nền  gây ra 

ΔH-ΔR=Δ.    
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• Khi R = 0 do hạ nhiệt độ, lực trong thanh bên

• N = P/2.

• Độ hạ nhiệt độ Δt đƣợc xác định từ điều kiện:
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Thí dụ 2.10 Xác định lực trong các thanh có cùng độ 

cứng EF của dàn chịu tải nhƣ hình vẽ.         
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Vẽ biểu đồ nội lực và ứng suất của thanh dƣới đây.
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• Chƣơng 3

• TRẠNG THÁI ỨNG SUẤT VÀ THUYẾT BỀN

3.1.Khái niệm.

3.1.1. Trạng thái ứng suất ở một điểm.

Tập hợp các ứng suất trên các mặt cắt khác 

nhau đi qua một điểm đƣợc xét là trạng thái

ứng suất tại điểm đó.

x
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z

y

x

z
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yx
yz
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ζz



xy

ζx

xz



• 3.1.2. Mặt chính, phương chính, ứng suất chính.

Quy ƣớc                      đặc trƣng cho trạng thái ứng 

suất tại một điểm:
321     

3.2. Trạng thái 

ứng suất phẳng.
3.2.1. Định lý đối ứng 

của  ứng suất tiếp. 

Quy ƣớc về dấu của

ƣ.s.tiếp
0 dxdydzdydzdxm yxxyz  ;     yxxy   . 

  Định lý đối ứng : ứng suất tiếp trên hai mặt vuông 

góc với nhau có cùng trị số nhƣng ngƣợc dấu.

(3. 1)

ζ1ζ1

ζ2

ζ1 ζ1

ζ2

ζ1 ζ1

ζ2

ζ2

ζ3

ζ3

Trạng thái 

ứng suất

khối phẳng đơn

Định nghĩa mặt chính, phƣơng chính, ứng suất chính.

ζxxy

ζy

yx
ζx

xy

ζyyx



• 3.2.2. Ứng suất trên mặt cắt nghiêng.

dx = ds.sin α;  dy = ds.cos α ; yxxy   ,  




 2cos
22

yxyx
u





    2sinxy  . 

( 3. 2)

.Σu=ζudsdz-ζxdydzcosα -ζydxdzsinα+ dydzsinα

+       dxdzcosα =  0
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( 3. 3)

3.2.3.Ứng suất chính.
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Trên mặt chính:
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 . 

min

.

Σv=  uvdsdz-ζxdydzsinα+ζydxdzcosα- xydydzcosα

+   yxdxdzsinα=0 ;
 



• Thí dụ 3. 1. Xác định giá trị ứng suất trên mặt cắt 

nghiêng,các ứng suất chính và các mặt

• chính. Các ứng suất có đơn vị là kN/cm2.

30o 5
5

5
3

. x  = 5 kN/cm2;  y  = - 3 kN/cm2; 

xy  = - 5 kN/cm2;  α = 30O. 

2

)3(5
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)3(5 



u cos60O - (-5)sin60O = 7,3 kN/cm2. 

(3. 2), (3. 3),(3. 4)

)5(60sin
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 o

uv cos60O = 0,96 kN/cm2. 

            σmax= σ1 = 7,4 kN/cm
2
; σ2 = 0 ;σ3 = - 5,4 kN/cm

2
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• 3.3. Vòng tròn Mo ứng suất.
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3.3.1.Phương trình vòng tròn Mo ứng suất

(3.2),(3.3) 
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• 3.3.2.Ứng suất trên mặt cắt nghiêng bất kỳ. 

OI = OC + CI =
2

yx  
 + CHcos );22( 1   
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Các điểm F và G diễn tả các ứng suất tiếp cực đại và cực tiểu:
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  max  = 483kN/cm2;  min= - 83 N/cm2. 
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Thí dụ 3.2 Xác định ứng suất chính và mặt chính 

của phân tố ở trạng thái căng nhƣ hình vẽ.



3.2.3.Trạng thái ứng suất trƣợt thuần tuý

ζmax
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ηxy
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• Ba vòng tròn ứng suất tâm C1,C2,C3 ứng với 

các cặp: ),();,();,( 133221    

*Ứng suất trên một mặt nghiêng bất kỳ ứng với các toạ độ của 

điểm nằm trong vùng gạch chéo giữa ba vòng tròn Mo.

Ƣng suất tiếp cực đại: .
2

;
2

;
2

31
13

32
23

21
12

















    

(3. 5)

3.4. Khái niệm về trạng thái ứng suất khối



• 3.5. Quan hệ giữa ứng suất và biến dạng. Định luật 

Húc
3.5.1. Trạng thái ứng suất kéo (nén)đơn.

Biến dạng dài tƣơng đối theo

phƣơng dọc:
E


 

     

(3. 6)

Biến dạng tƣơng đối theo phƣơng

ngang: 
E


 '     (3. 7)

  -  hệ số Poatxông;

Ứng suất  pháp không gây ra biến dạng góc.

3.5.2. Trạng thái ứng suất trượt thuần tuý.

Phân tố đƣợc xét chỉ có biến dạng góc, không có              

biến dạng dài.

)1(2 
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; (3. 9)

G - môđun  trƣợt;

(3. 8);

G


 



• 3.5.3. Trạng thái ứng suất tổng quát.
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Biến dạng thể tích tƣơng đối θ.

Trƣớc biến dạng: dx,dy,dz,   dv = dxdydz. 

 

dV1 =dxdydz )1)(1)(1( zyx   . 

Sau biến dạng:

.

zyx   (3. 12)
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+ (3. 10) (3. 13)

định luật Húc tổng quát.(3. 10), (3. 11), (3. 13) 
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dVdV zyx 
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• 3.6. Thế năng biến dạng đàn hồi. 

Thế năng riêng biến dạng đàn

hồi ( trạng thái ứng suất đơn): 2


u

321 ,,  : 
Trạng thái ứng suất khối với

các ứng suất chính
222

332211 
u

321 ,,  xác định theo công thức (3. 10)
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ζ2 -ζtb
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* Phân tố trên hình b/ chịu kéo đều theo ba phƣơng

với ζtb sẽ không thay đổi hình dáng, chỉ thay đổi 

kích thƣớc các cạnh,  nghĩa là chỉ thay đổi thể tích.  

* Phân tố trên hình c/:

tb  11 ' , tb  22 ' ,  

tb  33 ' .      tb 3''' 321321   = 0 ;  

+ (3. 12) chỉ biến dạng hình dáng

u = utt + uhd .



u = utt + uhd .
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1 222
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uhd = u - utt; 
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• Thí dụ 3. 3. Một phân tố hình lập phƣơng làm bằng thép

• ở trạng thái ứng suất phẳng (đơn vị tính kN/cm2).

• Xác định : 

1.Trị số và phƣơng của 

các ứng suất chính; 

2. Ứng suất  tiếp cực đại; 

3. Biến dạng dài tƣơng đối; 

4. Biến đổi thể tích tƣơng đối;

5. Thế năng biến đổi hình dáng riêng. 

24 /10.2;3,0 cmkNE  . Biết
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1. (3. 4)

ζmax  =  ζ1 =  14 kN/cm2;  ζ2 =   0;  ζ3  = - 6 kN/cm2.
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• 3.7. Khái niệm về các thuyết bền.

Điều kiện bền ở trạng thái ứng suất đơn:

σmax  =  σ1   k ;    n  3min . (3. 17)

 
c

c
k

n


  ;   

B

B
n

n


  .  (3. 18)

nB và nC là hệ số an toàn theo giới hạn chảy hay

giới hạn bền.

•Vƣợt qua những khó khăn bằng các giả thuyết về 

nguyên nhân phá huỷ của vật liệu (các thuyết bền) .

*Các yếu tố ảnh hƣởng đến  độ bền của vật liệu: 

ứng suất pháp, ứng suất  tiếp, biến dạng dài, thế 

năng biến dạng . . . có thể đƣợc chọn  làm  tiêu 

chí để đánh giá độ bền của vật liệu .



3.8. Thuyết ứng suất pháp lớn nhất

(thuyết bền thứ nhất). 

Vật liệu ở trạng thái ứng suất phức tạp (phẳng hay

khối) bị phá  huỷ khi giá trị lớn nhất của ứng suất

pháp đạt tới giá trị giới hạn của ứng suất kéo (hay 

nén) của phân tố ở trạng thái ứng suất đơn.
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  (3. 19)



3. 9. Thuyết bền biến dạng dài tƣơng đối lớn nhất
(thuyết bền thứ hai). 

Vật liệu ở trạng thái ứng suất phức tạp (phẳng, 

khối) bị phá huỷ khi biến dạng dài tƣơng đối lớn 

nhất đạt tới giá trị giới hạn của biến dạng dài 

tƣơng đối ở trạng thái ứng suất đơn:   1 . 
Ở trạng thái ứng suất khối  : 

)]([
1

3211  
E

. 

Trƣờng hợp ứng suất đơn:  
 
E


 

Thuyết bền thứ hai tƣơng đối phù hợp với vật liệu giòn. 

(3. 20)   )( 3212td .  



3. 10. Thuyết bền ứng suất tiếp lớn nhất

(thuyết bền thứ ba). 

Vật liệu dẻo bị phá huỷ khi ứng suất tiếp lớn 

nhất của phân tố ở trạng thái ứng suất phức tạp 

đạt tới giá trị của ứng suất tiếp nguy hiểm của 

phân tố ở trạng thái ứng suất đơn: 
τmax    

τmax  
2

31  
  ;  (3. 5)

    
 
2


  . (2. 8)

   313td .  (3. 21)



• 3. 11. Thuyết bền thế năng biến đổi hình dáng
(thuyết bền thứ tƣ). 
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Vật liệu bị phá huỷ khi thế năng biến đổi hình dáng của 

phân tố ở trạng thái ứng suất phức tạp đạt tới giá trị 

nguy hiểm của thế năng biến đổi hình dáng của phân tố 

ở trạng thái ứng suất đơn:  hdhd uu  . 

(3. 16)

4td    )( 133221
2
3

2
2

2
1 .    

(3. 22)
Thuyết bền này phù hợp với vật liệu dẻo và đƣợc dùng 

rộng rãi trong  chế tạo máy, trong xây dựng.

    ;
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3.11.Thuyết bền Mo (thuyết trạng thái ứng suất

giới hạn).

nén đơn

kéo đơn

đƣờng bao

Trƣợt thuần tuý
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η

o
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FO=GO-GF;

=-б3-0,5(б1-б3)
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OC1=0,5[б].

AE=0,5([б]-б1-б3)
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(3. 23)
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• Thí dụ 3. 4. Tìm phân tố làm bằng vật liệu dẻo ở trạng

• thái ứng suất nguy hiểm của phân tố (đơn vị đo kN/cm2)

Vật liệu dẻo chịu kéo, nén nhƣ nhau nên có thể sử  dụng 

thuyết bền ba để xác định ứng suất tƣơng đƣơng: 

31  td

;/80)30(50 2cmkNtd b/

;/1000100 2cmkNtd   c/

100

20

50a/

30

50

b/

100

50c/

a/
td= /8020100 kN=- cm2;



• Thí dụ 3. 5. Dùng thuyết bền Mo so sánh các ứng suất

• tƣơng đƣơng trong hai khối lăng trụ làm bằng vật liệu giòn

• ở hai trƣờng hợp

  
;0

''





E




a. Các ứng suất chính:

.;0;0 321     kktd  31 . ( a )

ζ

a

ζ

b

( b )

b.Ứng suất theo phƣơng ngang  của lăng trụ  (ζ’):

;
1

21 



 


 ;3  

a/Nén tự do;

b/Nén trong ổ cứng không 

cho phép nở ngang.

.
1

31 



 











 kktdM

So sánh (a) và (b) ta thấy ứng suất tƣơng  đƣơng giảm. 



BÀI TẬP  SỐ 4 - TRẠNG THÁI ỨNG SUẤT

ηxy

α

ζx

ζy

Xác định trị số và phƣơng của các 

ứng suất chính, ứng suất pháp và 

ứng suất tiếp trên mặt nghiêng α

bằng công thức giải tích và bằng

cách vẽ.
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minmax
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ζ1=13,82kN/cm2; ζ2=0; ζ3= -7,82kN/cm2.
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2. Phƣơng pháp vẽ

-Chọn tỷ lệ xích, vẽ hệ toạ độ.

-Vẽ vòng tròn ứng suất đƣờng kính A(ζx,      ),B(ζy,     ).

-Tìm ζmax(E), ζmin(D),         (G).

-Tìm cực P, phƣơng của ứng suất chính(α11), mặt chính.

-Tìm điểm H(ζα ,     ).
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ĐẶC TRƢNG HÌNH HỌC CỦA MẶT CẮT
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4.1. Khái niệm.  

Khả năng chịu lực và

biến dạng của vật thể 

phụ thuộc: 

- diện tích mặt cắt ngang

-sự  phân bố của

mặt cắt so  với 

phương  tác dụng của lực .         

CHƢƠNG  4



4.2. Momen tĩnh. 

Diện tích của hình 
F

dFF  

  

(4. 1)

Momen tĩnh của hình đối với các 

trục x và y  
F

x ydFS ;    
F

y xdFS .  (4. 2)

Momen tĩnh có thứ nguyên [chiều dài]3

và có giá trị dƣơng, âm hay bằng không. 

Định lý Varinhông 

Trƣờng hợp hình phẳng

đƣợc ghép từ nhiều phần 

F

S
x

y
c  ;

F

S
y x

c  . (4. 3)
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 ;   (4. 4)

Fi, xci, yci - diện tích và toạ độ trọng tâm của từng phần 

hình phẳng. 
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• 4.3. Momen quán tính.

Momen quán  tính trục 

;2dFyI
F

x     .2dFxI
F

y   (4. 5)

Momen quán tính ly tâm 


F

xy xydFI . (4. 6)

Momen quán tính cực đối 

với một điểm (cực) O : (4. 7)

dF

O

y

x

yC

xC

C
y

x

Trục trung tâm - trục đi qua trọng tâm;
Trục chính – momen quán tính ly tâm Ixy = 0;

Trục đối xứng - trục chính trung tâm;

Momen quán tính trục của hình phẳng đối với hai trục

chính trung tâm có giá trị cực đại hay cực tiểu

Hình phẳng có trên hai trục đối xứng: mọi trục trung tâm

đều là trục chính

.
2

yx
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p IIdFI   



• 4.4. Momen quán tính của một số hình đơn giản. 
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Hình vành khăn.
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• 4.5. Công thức biến đổi hệ trục toạ độ. 

4.5.1. Công thức chuyển trục song song.

;2 2FbbSII yyv    

.abFaSbSII yxxyuv 

(4. 12)
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y vb

a

a<0

b<0

Nếu các trục x, y là trục trung tâm  Sx = Sy = 0

.;; 22 abFIIFbIIFaII xyuvyvxu    (4. 13)

u = x+b ;

v = y+a
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C- trọng tâm của tam giác

Thí dụ 4.1.



• 4.5.2. Công thức xoay trục.
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• 4.5.3. Trục quán tính chính. Momen quán tính chính. 

Vị trí của trục quán tính chính 
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(4. 17)
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Momen quán tính chính



4.5.4.Vòng tròn Mo quán tính.
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Thí dụ 4.1 Xác định vị trí của các trục quán tính

chính trung  tâm của các hình dƣới đây.

4.5.5.Bán kính quán tính.
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• Thí dụ 4.2 Xác định vị trí của các trục quán tính chính

trung tâm và trị số của các momen quán tính chính

trung tâm của hình phẳng. Kích thƣớc của hình đƣợc

đo bằng cm.
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• a1 = y1 - yC = 3 - 1,29 = 1,71 cm;  b1 = x1 – x C = -2+0,857 = 

• -1,14 cm; a2 =  -yC =  -1,29;   b2 = -xC = 0,857 cm.

•
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• a1 = y1 - yC = 3 - 1,29 = 1,71 cm;  b1 = x1 – x C = -2+0,857 = 

• -1,14 cm; a2 =  -yC =  -1,29cm;   b2 = -xC = 0,857 cm.
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a1 = y1 - yC = 3 - 1,29 = 1,71 cm; b1 = x1 – x C = -2 + 0,857 =

-1,14 cm; a2 = -yC = -1,29; b2 = -xC = 0,857 cm.
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min

Jmax  =  100,3 cm4;       Jmin =  29,1 cm4.

Jxc + Jyc  =  Jmax +  Jmin

68,3 + 61,1  =  100,3 + 29,1  =  129, 4 cm4

Kiểm tra



Thí dụ 4.3 Cho dầm ghép gồm thép hình chữ UN010

và thép góc đều cạnh N08 .

- Xác định vị trí trọng tâm hình ghép;

- Xác định momen quán tính của mặt cắt đối với hai

trục trung tâm, - Xác định vị trí của các trục quán

tính chính trung tâm và trị số của các momen quán

tính chính trung tâm;

- Vẽ mặt cắt có ghi rõ kích thƣớc và vị trí của các trục
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Các kích thƣớc của thép góc N08

Các kích thƣớc của thép chữ UN010
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x2 = zI + zII = 1,44 + 2,19 = 3,63 cm; 

y2 = .81,219,2
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trong đó a1 = - yc = - 1,30 cm.
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Chƣơng 5

Xoắn và cắt 

5.1. Biểu đồ momen xoắn

Thí dụ 5. 1. Vẽ biểu  đồmomen xoắn 

Trên đoạn AB:  Mx = 0;

trên đoạn BC: Mx = 50 kNm;

trên đoạn CD: Mx = - 30 kNm;

trên đoạn DE : Mx = 20 kNm.

Mx>0 Mx>0

Mx kNm -

+
+

50

30

20

A B C D E

Chiều dƣơng của momen xoắn

M3 = 50

M2 = 80

M1 = 50



• 5.2. Xoắn thanh có mặt cắt ngang hình tròn

5.2.1. Giả thuyết . 

1. Đƣờng kính và khoảng cách giữa các mặt cắt không 

thay đổi

2. Các lớp vật liệu dọc trục không kéo hoặc đẩy nhau 

nghĩa là không có ứng suất pháp trên các mặt song song 

với trục thanh.

3. Mặt cắt thanh hình tròn vẫn phẳng và quay quanh trục 

thanh, bán kính mặt cắt quay quanh trục thanh nhƣng 

vẫn thẳng.

Thí nghiệm
xx Mx

Mx
xx



- Sự xoắn thanh hình trụ là kết quả của biến dạng trƣợt do 

các mặt  cắt ngang quay tƣơng đối quanh trục x.

- Trong mặt cắt ngang xuất hiện ứng suất tiếp có phƣơng 

vuông góc với bán kính tƣơng ứng.

Kết luận

- Không có ứng suất pháp trên các mặt cắt ngang và dọc

- Trạng thái ứng suất là trạng thái trƣợt thuần tuý.
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• Hình tròn:

d/D=α.
3

3

2,0
16

D
D

Wp 
   )1(2,0)1(

16

434
3




 D
D

Wp   

(5. 1)

ηmax

ηmaxD

ηmax

D
d

Hình vành khăn:

Ba bài toán cơ bản của SBVL về độ bền

Xác định ứng suất, điều kiện bền

Điều kiện bền  .
Wp

max   xM
( 5.3 )



5.3. Biến dạng của thanh chịu xoắn.

          
p

x

GI

lM
 .  (5. 6)

  
p
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lM
.   (5. 7)

p

x

GI
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 - Góc xoắn tƣơng đối. 

  
p

x

GI

M
; (5. 8)

Điều kiện cứng

Ba bài toán cơ bản của SBVL về độ cứng

  max =  
x

x

W

M
 

5.4. Xoắn thanh có mặt cắt không tròn 

3bW
x



 
1 max

.        

;
x

x

GI

lM
 .4bIx 

(5.10) (5.11)

(5.12)

(5.13) (5.14)

G – modun trƣợt của vật liệu (N/m2)

Ip≈0,1D4- momen q.t. cực của hình tròn

( 5.9 )
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Wx cm3 Điểm có ứng suất 

tiếp cực đại
Jx cm4

b

h

A

Wx=2BH δB

Trung điểm cạnh dài 

bên ngoài

H

n
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0,1404

1,0
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Mặt cắt Wx cm3 Điểm có ứng suất         

tiếp cực đại
Jx cm4

δ
Wx=2F δ

F – diện tích 

nằm trong 

đường trung 

bình

Điểm ở trên chu vi 

ngoài gần tâm nhất

F và l – diện tích 

và chiều dài của 

đường trung 

bình

b

h
Trung ®iÓm 

cña c¸c c¹nh

x
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M
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J x
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5.5. Các dạng phá huỷ của thanh chịu xoắn. 

Mx

Mx

Mx

Mx

ηmax

xx

dr Rηmax

ηmax
x xMx

Mx

Vật liệu:  dẻo  
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Thí dụ 5.2. Một trục thép có mặt cắt ngang hình tròn  chịu tác 

dụng của các momen xoắn M1 = 1800 Nm, M2 = 1400 Nm,

M3 = 2000 Nm và Mx. 

1.Xác định Mx khi 

góc  quay của mặt 

cắt ở đầu bên phải 

trục bằng không. 

2. Vẽ biểu đồ momen 

xoắn  với giá trị tìm đƣợc của Mx .

4.Vẽ biểu đồ góc xoắn.

5.Tìm góc xoắn tƣơng  đối lớn nhất. Biết mođun trƣợt của 

thép là 8.1010 N/m2.

M1=1800Nm M2=1400Nm

M3=2000Nm

Mx

A B C
D

E

2m 3m 4m 6m

3.Vật liệu có ứng suất cho phép                              Xác định 

đƣờng kính của trục theo độ bền(lấy tròn theo giá trị gần nhất 

30, 35, 40, 45, 50, 60,70, 80, 90, 100, 200 mm.)

  26 /10.60 mN . 



M1=1800Nm M2=1400Nm

M3=2000Nm

Mx

A B C

D

E

2m 3m 4m 6m
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2/ Đoạn DE:

M4 = 493,33 Nm;

Đoạn CD: M3 = 493,33

– 2000 = -1506,67 Nm;

Đoạn BC:M2 = 493,33 

-2000 + 1400 = 

-106, 67 Nm;

Đoạn AB:M1 = 493,33 

-2000 + 1400 + 1800 

= 1693,33 Nm.

3/Mxmax = 1693,33 Nm, 

 max   ;max 
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M
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(5. 15)

Mỗi đinh chịu cắt theo hai mặt 

a - a và b – b.

Tổng diện tích chịu cắt : 
4

2d
niF




n - số đinh tán; i - số mặt

chịu cắt của một đinh;

d - đƣờng kính đinh tán.

(n = 4; i = m - 1 = 3 - 1 = 2)

m - số tấm nối; 

tổng lực cắt Q = T
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Ứng suất dập

5.6.Tính toán quy ƣớc theo cắt và dập

( 5.16 )

( 5.17 )

( 5.18 )
t



• 5. 6. Tính toán gần đúng lò xo xoắn ốc hình trụ.
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d - đƣờng kính dây lò xo.

 max =  
33

8

2

16.

d

PD

d

PD

W

M

p

x


  

                     max = )
2

1(
884

332 D

d

d

PD

d

PD

d

P



 

Ứng suất tiếp tổng cộng cực đại:
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Ang =  An
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;Dnl lấy gần đúng n - số vòng tính toán của lò xo.

D - đƣờng kính lò xo.
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Biến dạng của lò xo:

Khi tính toán những lò xo có vị trí quan trọng ngƣời

ta đƣa thêm hệ số hiệu chỉnh vào công thức xác 

định ứng suất tiếp cực đại.  Khi đó điều kiện bền có

dạng:

  
4

38

Gd

nPD

Điều kiện cứng của lò xo:

(5. 20)
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l

IG p..

= 60300w = 60,3 kw.

2.       N = Mω =

Chọn  N = 32,2 kW

Thí dụ 5.3

Một trục có đƣờng kính d = 4 cm, quay với vận tốc ω = 80 

rad.Vật liệu làm trục có modun trƣợt G = 8.104 MN/m2; ứng suất 

cho phép      =60 MN/m2. Góc xoắn cho phép [φ] = 2.10-2rad/m. 

Xác định công suất truyền qua trục theo điều kiện bền và điều 

kiện cứng.

 

1.    
16
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Thí dụ 5.4. Một trục gồm ba đoạn: AC và DB có mặt cắt 

ngang hình vuông cạnh d = 4 cm và CD có mặt cắt ngang 

hình tròn đƣờng kính d, Chiều dài của các đoạn trục 

l1=l2=40cm, l3=60cm. Trục chịu tác dụng của các  momen 

Mc=80kNcm và Md=40kNcm. Modun trƣợt của vật liệu G = 

8.103kN/cm2.Vẽ biểu đồ momen xoắn; xác định ứng suất 

trong các đoạn trục. Xác định góc xoắn φAC
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Mc
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MA + MB –Mc+Md= 0 ;

φAB = 0 = φAC + φCD + φDB;

Jp=0,1d4;

Jx=αd4;

Wp=0,2d3;

Wx=βd3;

n = 1

α = 0,1404

β = 0,208



MD=40kNcmMC=80kNcm

DC BA

l2 l3l1

MA

1

1

3

2

2

3

M1 = 44,1kNcm;  M2 = -35,9kNcm;  M3 = 4,1kNcm
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Thanh chủ yếu chịu uốn đƣợc gọi là dầm

a định nghiã :

ng ) và 

một trục quán tính chính trung tâm của mặt cắt ngang

ng 

ng. 

Chƣơng 6

Uốn ngang phẳng
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1. Trục dầm là một đƣờng thẳng, mặt cắt ngang có trục đối 

xứng. Dầm có mặt phẳng đối xứng do trục dầm và trục đối 

xứng của mặt cắt ngang  tạo ra.

2. Ngoại lực (lực tập trung hay lực phân bố) nằm  trong 

mặt phẳng đối xứng và vuông góc với trục dầm, các momen  

c dụng trong mặt phẳng đối xứng của dầm.

3.Chỉ tính đến những ứng suất trong mặt cắt ngang của 

dầm, ứng suất pháp giữa các thớ dọc có giá trị không đáng kể 

và đƣợc  bỏ qua. Sơ đồ tính của dầm là đoạn thẳng trùng với 

trục dầm chịu tác dụng của ngoại lực.

4.Tải trọng tác dụng lên dầm là tải trọng tĩnh.

u

ng 

n sau :



Lực cắt ngang Qy và momen uốn Mz tại một mặt cắt 

ngang bất kỳ đƣợc xác định bằng phƣơng pháp mặt cắt:

Qy(x) = Σ Pi(y)

Mz(x) = Σ m(Pi )

Σ Pi(y) -Tổng đại số hình chiếu tất cả ngoại lực (tập trung,   

phân bố) tác dụng trên phần dầm ở một bên mặt cắt lên 

trục y

Σ m(Pi ) -Tổng đại số momen của  tất cả các ngoại lực (tập 

trung, phân bố, momen tập trung) tác dụng trên phần dầm

ở một bên mặt cắt  đối với trọng tâm  của mặt cắt

Nội lực và biểu đồ nội lực

B

P

A

x

q

M

y



M M

m u

y

t 

c 

ng 

n 

ng.

p 

c thay 

o

c không thay

a. Giao

t ngang 

a.  



dφ

O O’

1 2

2

dx

1

  ;



y

xy    ;



y

Exy 

;
z

z
y

J

yM
 y

b

h z

y

+
ζmax

ζmin
-



z

y

dN

dN=ζydF

z

y

x

Mz

    00 zSdFN
F

y

 
FF

yy yzdFzdFM 00

 0yzS

a đi qua 

t

nh trung tâm.

.
z

z
y

F

yz
I

yM
ydFM   



;
z

z
y

J

yM


;
WJ zz

max
max

zz MyM


;
12

;
6

W
32

z

bh
J

bh
z Hình chữ nhật :

Hình tròn: ;
64

;
32

W
43

z

d
J

d
z




Hình chữ I, chữ U : tra bảng.

(6.1)

(6.2)

(6.3)

(6.4)
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6.1.4. Điều kiện bền. Dạng hợp lý của mặt cắt 

ngang.   max =  kk
z

z y
I

M
 ;    

    nn
z

z y
I

M
 min  

(6.5)

Mặt cắt nguy hiểm cần đƣợc kiểm tra là mặt cắt 

có momen uốn dƣơng (hoặc âm) có trị số tuyệt 

đối lớn nhất.

Vật liệu dẻo ( ứng suất cho phép theo kéo và nén  

nhƣ nhau):

 max =  
z

z

W

M
 ( 6. 6 )



Mặt cắt có hình dáng hợp lý phải tận dụng đƣợc 

cao nhất khả  năng làm việc của vật liệu .

Các ứng suất  ở các điểm nguy hiểm đồng thời đạt tới 

giá trị của ứng suất kéo và ứng suất nén cho phép.

Thép I NO30; F = 46,5 cm2 , Wz = 472 cm3; mặt cắt  hình

vuông cùng diện tích Wz= 52,9 cm3 (nhỏ hơn gần 9 lần).

3 F

W
 đánh gíá khả năng chống uốn của mặt cắt.

I NO 30 β = 131,26; hình vuông cùng diện tích β=14,70. 

  ;z
max k k

z

M
y

I
  

 

 
.k k

n n

y

y





 

Vật liệu giòn α ‹ 1; yk ‹ │yn│

Vật liệu dẻo α = 1; yk =│yn│

 nn
z

z y
I

M
 min  nn

z

z y
I

M
 min

( 6.7 )



 
W

Pl

W

M

4

max

Điều kiện bền của dầm:

 
l

W
P

4


  kNP 1216
8

16.152.4
1 

+
Mmax=Pl/4

BP
A

C
l

0,5la/

z

yb/

y

zc/

b/

  kNP 164
8

16.5,20.4
2 c/

[P1]/[P2] =  

1216/164 = 7,41

Thí dụ 6.1. Xác định tải trọng cho phép P đặt trên dầm 

NO 20 có gối đỡ bản lề ở hai đầu cho hai trƣờng hợp đặt 
dầm khác nhau nhƣ trên hình vẽ. Biết l=8m; vật liệu có ứng 
suất cho phép   2/16 cmkN . NO 20: Wz=152 cm3 ,
Wy = 20,5 cm3 .



Thí dụ 6. 2. Kiểm tra độ bền theo ứng suất pháp của dầm 

chịu tải trọng  nhƣ hình vẽ. Vật liệu có ứng suất chophép 

  2/2,4 cmkNk  ;    2/10 cmkNn  . 
P=10kN

A
C B D

q=0,56kN/cm

100cm 30cm

MC = 550 kNcmMB= -300kNcm.

Dầm không đủ bền ở mặt cắt B, tại đó momen 

uốn có giá trị tuyệt đối không phải là lớn nhất.

2550.4
4,125 / ;

533,34
kc kN cm  

300kNcm

550kNcm
2550.8

8,25 / ;
533,34

nc kN cm  

2300.8
4,5 /

533,34
kB kN cm   ›  

k


2300.4
2,25 / .

533,34
nB kN cm  

100

20

2
0

1
0

0

yc
C



Mômen tĩnh của mặt cắt đối với trục zo:

SZO = 10 x 2 x 1 + 2 x 10 x 7 = 160 cm3.
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20

2
0

1
0

0

y
C

O2

Z 2
z

z1

zO
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C
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y
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S
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C 4
102210

160





;34,5333.2.10
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6.2. Uốn ngang phẳng. 
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6.2.2. Xác định ứng suất.

h
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4
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( 6.8 )



6.2.3 Biểu đồ ứng suất tiếp ( mặt cắt hình chữ nhật).

z

y
y

bI

zQS )(
 ;   Cyy yFzS )(  ; 

y

dF

ηmax

Fy

z

y

Mặt cắt hình tròn
;
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4
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F

Q


;
2

3
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F

Q


Ft - diện tích mặt 

cắt ngang phần

thành chữ I

( a2e2e3a3 ). 

r
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s
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a2 e2
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B

b

h
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( 6.9 )

( 6. 10 )

( 6. 11 )



- tại A và D trên mặt cắt có momen  uốn lớn  nhất. 

Đối với dầm làm bằng vật liệu dẻo

z

y

x

B

C

D

ζmin

ηmax

ζ
η

A
ζmax

Dầm bằng vật liệu giòn

-tại điểm B (trƣợt thuần tuý) trên 

mặt cắt có lực cắt lớn nhất:

(6. 12)

 max  k ;  n min   (6. 13)

  max   .   (6. 14)

vật liệu dẻo             (thuyết bền thứ ba); 

vật liệu giòn: thuyết bền Mo.

   
2

    

n Mo.

 ;
max

 

- tại C (trạng thái căng phẳng): mặt cắt có Q và  M có giá 

trị lớn. Kiểm tra điểm có ứng suất ζ,    có giá trị khá lớn. 

Vật liệu dẻo dung thuyết bền ba :    22 4 , 



n



q=40kN/m

P=30kN
A

B CD
4m 1m

h

b

d

t
.5,87305,424.40

.5,42
4

5.302.4.40

;05.304.2.4.40

kNA

kNB

BM A










 

Mặt cắt D:Mmax= 97,5kNm. 

Mặt cắt A      Qmax = 87,5kN. 

Mặt cắt B: M = 30 kNm và Q=72,5 kN.

.

Thí dụ 6. 3. Chọn và kiểm tra toàn phần độ bền của dầm chữ 

t cho phép 

  ./16 2cmkN

+

97,5kNm

30kNm

30kN
72,5kN

+

87,5kN

2,1875

+

-



+

97,5kNm

30kNm

h

b

d

t
Tại D:  Mmax= 97,5kNm. 

Tại A:  Qmax = 87,5 kN. 

Tại B:  M = 30 kNm; 

Q = 72,5 kN.

Chọn số hiệu của dầm 

chữ I theo ứng suất pháp

cực đại (tại D):

 

 
.598

16

9570
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Chọn thép chữ  I  NO 33 có Iz = 9840 cm4; 

S(z) = 339 cm3; Wz = 597 cm3; 

h = 33 cm; d = 0,7 cm; t = 1,12 cm.

30kN

+
-

87,5kN

2,187

5 72,5kN

A D B C



Phân tố ở trạng thái trƣợt thuần tuý (mặt cắt A ): 
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)( 2max
max cmkN

dzI

zSQ
    

  
Phân tố ở trạng thái ứng suất phẳng (mặt cắt B):
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6.3. Quỹ đạo ứng suất chính khi uốn ngang.
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6.4. Thế năng biến dạng đàn hồi của dầm chịu uốn.

Thế năng riêng biến dạng đàn hồi  đƣợc xác định theo

công thức (3.14):

  133221
2
3

2
2

2
1 2

2

1
 

E
u . 

Các phân tố vật liệu của dầm chịu uốn ở trạng thái ứng suất

phẳng đặc biệt. Trị số của ứng suất chính đƣợc xác định

theo công thức:

   .
22

12
2

1 22
22

GEE
u


 

(3. 14)

E=2G(1+μ)
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Mặt cắt hình tròn :                       k = 1,1;

Mặt cắt hình chữ nhật:

Dầm có chiều dài lớn ;
2

2


l z

z

EI

dxM
U

Thép chữ I:                                  k = 2,2 – 2,4 ;

k = 1,2

dV
GE

udVU
V V
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22 
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Thế năng biến dạng của toàn bộ dầm:
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(6.15)

(6.16) 



6.5. Biến dạng và chuyển vị của dầm chịu uốn.

6.5.1. Biến dạng của dầm chịu uốn.

z

z

EI

M




1
Độ cong  (6. 3)

Chuyển vị (độ võng, góc xoay).

Độ  võng y của dầm là chuyển vị của trọng tâm mặt cắt theo

phƣơng vuông góc với trục dầm:        y = y( x ). 

Góc xoay của mặt cắt hay chuyển vị góc là góc giữa hai

vị trí của mặt cắt trƣớc và sau khi biến dạng. Dựa theo giả   

t phẳng ta có: 

'y
dx

dy
tg 

(6.17)



6.5.2. Phƣơng trình vi phân của độ võng. 

Độ cong của đƣờng cong phẳng y = y( x ) :

32 )'1(

''1

y

y





(6.18)

(6. 3), (6. 23)
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32 xEI

xM
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z


(6.19a)

Nếu chọn chiều dƣơng của trục y hƣớng lên trên và chiều 

dƣơng của trục x hƣớng sang phải thì dấu của độ cong và 

momen uốn trùng nhau, ta sẽ lấy dấu cộng trong biểu thức 

(6. 19a ):
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32 xEI
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(6.19b)



Phƣơng trình vi phân gần đúng của đƣờng đàn hồi  (y’≈0):

Mz(x) - momen uốn đối với trục z ở mặt cắt có toạ độ x;

EIz(x) -độ cứng chống uốn của dầm trong mặt phẳng yx tại

mặt cắt có  toạ độ x. 
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6.5.3. Phƣơng pháp thông số ban đầu.
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(6. 20)

Các hằng số đƣợc xác định theo điều kiện liên kết của dầm. 

   f max   f .   (6. 21)
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l - chiều dài của dầm. 
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Thí dụ. Xác định độ võng và góc 

xoay của mặt cắt A.

Phƣơng trình góc xoay 

y

P
p

B xx

l

A

2

2Px
EIEI o   ;   x = l, 0 ; 
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22 PxPl
EI 

Phƣơng trình độ võng
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Khi x = l, y = 0 
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0
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0  (6. 22)
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Thí dụ 6.5. Xác định độ võng 

và góc xoay lớn  nhất của dầm .
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qVV BA  . 

Các phƣơng trình độ võng và

góc xoay: 
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( 6.24 )



Thí dụ 6. 6. Xác định độ võng và góc xoay lớn nhất của 

mặt cắt trên dầm 
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x = 0, p = 0  và  y = 0 nên EIyO = 0. 

x = l; p = l-a; y = 0: 

(6. 25)
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6.6. Phƣơng pháp tải trọng giả tạo.
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q
dx
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Md
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M

dx
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2
( b )

t

ngang Q và momen uốn M từ cƣờng độ của tải trọng phân

bố 

tải trọng giả 

tạo trên dầm ta có thể dùng phƣơng pháp mặt cắt để tìm 

các đại lƣợng chuyển vị  góc và chuyển vị y nhƣ một loại 

t ngang giả tạo và momen uốn giả tạo:

qgt = M/EI;  Qgt =  φ  và Mgt = y. 

Dầm giả tạo cần có các liên kết sao cho các thành phần nội

lực giả tạo phù hợp với các chuyển vị  ở các  mặt cắt  tƣơng

ứng  trên  dầm thực. 
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Thí dụ 6. 7. Xác định độ võng và 

góc xoay tại đầu A của dầm 
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6.8. Bài toán siêu tĩnh. 

Vẽ biểu đồ momen uốn  và lực 

t ngang của dầm siêu tĩnh .

Gối tựa A ≡ phản lực VA + đ/k: yA = 0.

Thí dụ 6. 7 + đ/k  yA = 0
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6.7. Dầm có mặt cắt biến đổi, ứng suất tập trung, xác định 

biến dạng.
6.7.1. Xác định ứng suất, điều kiện bền.

ng hệ số tập trung ứng suất khi uốn αζ nh 

t :

 ;max  
zW

M  ;max  
yW

M ( 6. 27 )
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6.7.2. Xác định biến dạng.
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a momen 
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- nh; 
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cao.



biến dạng của một đoạn dầm có momen quán tính của mặt 

cắt là Ii và nội lực trong mặt cắt là momen uốn Mi t 

ngang Qi sẽ giống biến dạng của đoạn dầm có momen quán 

tính của mặt cắt IO và nội lực trong mặt cắt là MO = αiMi và 

QO = αiQi với                .ioi II /

n 

t

ng sau :

3

nh 

I1 ,

I2 , I3 ng 

i

nh I0.

I1 I2 I3

M q PVA

3

3

2

2

1

1 ;;
I

I

I

I

I

I ooo  



I1 I2 I3

M
q PVA

P
M

q

VA

M1

Q1
M2

Q2

M2
Q1

M1
Q2

α2Q2

α2q

α1M1

α1Q1
α3M2

α3Q2

α2M1

α2M2

α3Pα1VA

α2Q1

α1M

ΔM1 ΔM2

ΔQ1

α2qα1VA
α1M

ΔQ2 α3P

-Phần lực bổ sung       và 

(vẫn tuân thủ quy tắc về dấu ):
iQ iM

).();(

);();(

23221211

23221211









MMMM

QQQQ
(6. 28)

-Các thành phần lực bổ sung       

và      đƣợc  đặt  vào  các mặt cắt  

chuyển tiếp.

iQ

iM

-Có thể kiểm tra kết quả tính toán 

theo điều kiện cân bằng. 

-Cuối cùng xác định biến dạng của 

dầm quy đổi theo các phƣơng trình

( 6.20 ). 

đi từ bên trái sang phải lực hƣớng 

lên là dƣong và momen theo chiều 

kim đồng hồ là dƣơng). 



Thí dụ 6.9. Chọn kích thƣớc mặt cắt ngang của dầm chữ I có 

tăng cƣờng hai lá thép cho phần chịu tải lớn nhất Biết

    mmfcmkN 15;/14 2  . VA=53,3kN

A
BKCD

P=120kN VB=106,7kN

2m 1m 1,5m 1,5m

6m

q=40kNm

150x12I NO30a

1,53m 3,63m 0,79

VA = 53,3 kN;

VB = 106,7 kN. 

Momen uốn cực đại

Mmax = 160 kNm

Momen chống uốn 

của mặt cắt ngang: 

140
106,6

152kNm

160kNm

53,3kN

13,3kN

106,7kN

83,58

.

 



maxM

Wz

.1143
14

100.160 3cm



150x12I NO30a

1,53m 3,63m 0,79 

Chọn dầm  I có

I NO 30a có

WIz=  597 cm3. 

WIZ = 0,5.1143 = 

570cm3.

140
106,6

152kNm

160kNm

53,3kN

13,3kN

106,7kN

83,58

c

m

ng

12x150 mm

IIZ =8950 cm4.

.87606,15.2,1.15
12

2,1.15
2 42

3

2 cmI z 









IZ = 8950 + 8760 = 17710 cm4.



Momen uốn cho phép của thép chữ I có gia cƣờng là

Sai lệch 5% so với momen uốn cực đại (Mmax = 160 kNm). 

Vẽ biểu đồ momen uốn cho phép của thép chữ I:

Tấm thép gia cƣờng có chiều dài l3 = 3,63 m đặt cách đầu 

trái một khoảng l1 = 1,58m và cách đầu phải một khoảng 

l2 = 0,79m.

    ;
2,16

17710
14

max

21 



y

II
M zz

  .15215200 kNmkNcmM 

[M1] = [ζ]W1z = 14.597 = 8400 kNcm = 84 kNm.



Xác định biến dạng của dầm và kiểm tra độ cứng.

Dầm quy đổi có momen quán tính của mặt cắt

IO = 17710 cm4. 

Các thành phần nội lực ở các mặt cắt phân chia các đoạn 

dầm :       M1 = 84 kNm; M2 = 84 kNm; Q1 = 53,3 kN; Q2 = 

- 106,7 kN. 

2
8950

17710


3


;2
8950

17710
1



1I

I o
;

17710

17710


2
 =1

α1VA=106,6
α3VB=21

3,

ΔQ1=53,3

ΔM1=84

ΔQ2=106,

7

ΔM2=84

P=120q=40kN/m

VB
VA

1,58 0,42 1,0 1,0 0,71 0,79



Các thành phần lực bổ sung:

;84)12(84)(

;84)21(84)(

;7,106)12(7,106)(

;3,53)21(3,53)(

2322

1211

2322

1211

kNMM

kNMM

kNQQ

kNQQ

















α1VA=106,6
α3VB=213,

4

ΔQ1=53,3

ΔM1=84

ΔQ2=106,7

ΔM2=84

P=120
q=40kN/m

1,58 0,42 1,0 1,0 0,71 0,79

p3=m2

p2

k2

k1

p1=m1

x=p



α1VA=106,6
α3VB=213,

4

ΔQ1=53,3

ΔM1=84

ΔQ2=106,7

ΔM2=84

P=120
q=40kN/m

1,58 0,42 1,0 1,0 0,71 0,79

p3=m2

p2

k2

k1

p1=m1

x=p

Phƣơng trình độ võng cho mặt cắt ở đoạn cuối:

.
26624

266
2
2

2

3
3

2

3
2

4
2

4
1

2
1

1

3
1

1

3

1

m
M

p
Q

p
P

kk
q

m
M

p
Q

p
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( a )



Khi x = 0; y = 0 ;          yO = 0.  Khi  x = 6; y = 0; p = 6;  

p1 = m1 = 4,42; k1 = 4;  k2 = 3;  p2 = 1,5; p3 = m2 = 0,79.

Thay các giá trị này vào ( a ) ta xác định đƣợc                                  . 

2318kNmEI oz 

Mặt cắt giữa dầm : x = 3m; p = 3m; p1 = m1 = 1,42 m; 

k1 = 1m; k2 = 0.

( a ) 
EIzy = 546 kNm3. 

mmcmfy c 4,1554,1
17710.10.20

10.546
6

3



(vƣợt quá trị số cho phép 2,6%). 



6.9. Ảnh hƣởng của lực cắt đến độ võng của dầm chịu uốn. 

Phƣơng  trình vi  phân gần đúng của đƣờng 

đàn hồi  (chỉ tính ảnh hƣởng của momen uốn):

z

z

EI

xM
y

)(
''  (6. 29)

Do biến dạng trƣợt trục thanh sẽ quay 

đi một  góc rất nhỏ γo. Độ chênh

o - góc lệch của trục dầm: 
G

o
o


 

Gdx

dy
oQ 

 ( a )

Trong ( a ) vế phải có dấu trừ vì khi ứng suất tiếp dƣơng lại

tạo ra góc  trƣợt âm  G - mođun trƣợt của vật liệu làm dầm.

ứng suất tiếp tại điểm nằm trên đƣờng trung hoà, o - 
F

Q
o  

Mặt cắt hình chữ nhật α  = 1, 5;

,

dyQ

dx

Q

Q

γO

;000   tg
dx

dy
dxtgdy

Q

Q



( a )

GF

Q

dx

dyQ
 (6. 30)

dx

dQ

GFdx

yd Q 


2

2

(6. 31)

Độ võng tổng cộng : y = yM + yQ.

y’’ = y’’M + y’’Q ;

dz

dQ

GFEI

xM
y

z

z 


)(
'' (6. 32)

Tích phân hai vế phƣơng trình (6. 32) và xác định các hằng 

c độ 

võng và góc xoay.

Mặt cắt hình tròn đặc α  = 1, 38;

hình chữ nhật rỗng  α =  F/Ft; 

F- diện tích toàn bộ mặt cắt;

Ft - diện tích phần thẳng đứng của mặt cắt. 



Thí dụ 6. 10. Xét dầm đơn giản có gối đỡ bản lề ở hai đầu

chịu tải trọng  phân bố đều với cƣờng độ q, chiều dài của

dầm là l.

.)(
2

'' 2

GF

q
xxl

EI

q
y

z




.
2

)2(
24

21
234 CxCx

GF

q
lxx

EI

q
y

z




GF

ql

EI

ql
C

z 224

3

1


 C2 = 0.

.
2

;
22

)( 2 qx
ql

Qx
q

x
ql

xM z  ;

n biên:  y(x = 0) = y(x = l) = 0



h/l < 1/5 bỏ qua ảnh hƣởng của lực cắt đến độ võng.

Dầm rỗng (mặt cắt rỗng:các mặt cắt ghép của cột điện cao

thế, các tháp,  các dầm dàn)            có bậc xấp xỉ đơn vị, ảnh

hƣởng của lực cắt là  đáng kể. 2Fl

I z

x=0,5l

Mặt cắt hình chữ nhật tỷ số  có bậc của 
2Fl

I z

2










l

h
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8384
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x

FEI
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1
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1
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2

2

2
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( c )

( b )



6.10. Khái niệm về dầm bền đều.

Thay đổi kích thƣớc của mặt cắt ngang của dầm dọc theo

trục dầm tƣơng ứng với sự thay đổi của momen uốn, ta có

thể đạt đƣợc tình huống khi đó ứng suất ở những thớ ngoài 

cùng của dầm tại mọi mặt cắt đều đạt tới giá trị của ứng suất 

cho phép. Những dầm này đƣợc gọi là dầm bền đều.

Ứng suất  ở những điểm nằm xa trục trung hoà nhất trong

mọi mặt cắt của dầm có độ bền đều phải thoả mãn điều kiện:

  ;
)(

)(
const

xW

xM

z

z   ( a )

Mz(x); Wz(x) là momen uốn, momen chống uốn ở mặt 

cắt có hoành độ x. 



Mặt cắt hình chữ nhật

    6

)(
)(

2
xxz

z

hbPxxM
xW 


( b )

Có thể thoả mãn điều kiện này bằng cách biến đổi một hay

cả hai kích thƣớc bx và hx tƣơng ứng với sự biến đổi của

momen uốn dọc theo trục dầm.

Trƣờng hợp mặt cắt hình 

chữ nhật có chiều cao không

đổi và bề rộng  biến đổi:

 
;

6

2hbPx x


  
x

h

P
bx

2

6
 b bx b1

x P

A B

l

h



Khi x = 0, b0 = 0; 

 2

6

h

Pl
bb l 

Bề rộng của mặt cắt ở đầu B của 

dầm cần xác định từ điều kiện bền

cắt do tác dụng của lực ngang P.

 max =  
hb

P

F

P

F

Q

12

3

2

3

2

3
;        

 h

P
b

2

3
1  . 

Phƣơng trình đƣờng đàn hồi: )('')( xMyxEI zz 

Iz là momen

quán tính cực đại  
bx = b 

x = l 

  ;
12

3

l

x
I

l

xbh
xI zz 

b bx b1

x P

A B

l

h

Momen uốn của dầm công xôn: Mz(x) = - Px.



 ,'' Pxy
l

x
EI z ;'' max constMPlyEIz 

Độ cong của cả

hai dầm này là 
const

EI

Pl

EI

M

zz

z 


1

Dầm bền đều này đƣợc uốn cong theo cung tròn.

,PlxEIMmEIEI ozozz  

22

22 x
PlxEIyEI

m
MxEIyEIyEI ozozozozz  

(6. 33)

x = l,  φ = 0 và y = 0 

hay
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o
EI
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y

2

3


zEI
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PlEI oz  ,
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3
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PyEI oz 



Dầm  có mặt cắt  hình chữ nhật 

m.

A

P/2
P/2 P

x

l/2
f

h

bx
b

l

m 

các lò xo lá.

Có thể coi dầm bền đều gồm 

nhiều lá lò xo riêng biệt tách 

ra từ dầm bền đều và ghép lại nhƣ trên hình vẽ. 

Độ võng của các lò xo lá đƣợc xác định  gần đúng theo 

công  thức f = βf1  với β= 1,25 - 1,4 ( f1 - độ võng của dầm 

có mặt cắt không đổi). 
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l

1

0

2
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Dầm bền đều có  mặt cắt  hình 

chữ nhật với bề rộng b  không đổi 

và bề cao biến đổi .

P

x

b

hx

 
,

6

2



Pxbhx 
 

x
b

P
hx



62  ( c )

Dầm  có mặt cắt hình tròn:

 
Px

dx 
31,0

 1,0
3 Px

dx 

Đƣờng kính của dầm biến đổi     

theo quy luật  parabôn  bậc  ba. 

P
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x

z
Qy

P1

P2

y

x

z

Mx

P1

P2

y

x

z

M z

P1

P2

Căt ( trượt )

Xoắn Uốn

y

x

z

Nx

P1

P2

Kéo ( nén )

CÁC BIẾN DẠNG CƠ BẢN



Chƣơng 7

Thanh chịu lực phức tạp
7. 1. Khái niệm.

x

y

z

m

m

Qz

Qy

Nx

Mx

My

Mz

Trƣờng hợp tổng quát nhất:

z

x

y

1/ Biến dạng kéo (nén) do lực dọc Nx;
2/ Hai biến dạng cắt do lực cắt ngang Qy, Qz;

3/ Biến dạng xoắn do momen xoắn Mx;

4/ Hai biến dạng uốn do momen uốn My, Mz.



Trong thực tế thƣờng gặp các biến dạng phức tạp sau:

1/ Uốn xiên và uốn phức tạp; 

2/ Uốn cộng kéo (nén);

3/ Uốn cộng xoắn;

4/Một số bài toán riêng biệt (thanh cong, ống thành dày, thùng 

chứa thành mỏng, thanh mảnh . . .).

Trình tự nghiên cứu:

1.Xác định tất cả các thành phần ngoại lực tác dụng lên thanh 

đƣợc xét. Đánh giá so sánh các thành phần này, loại bỏ các 

thành phần tƣơng đối nhỏ, ít ảnh hƣởng đến biến dạng và độ

bền của thanh đƣợc xét. Theo các thành phần ngoại lực còn 

lại xác định  trƣờng hợp đƣợc xét thuộc loại biến dạng phức 

tạp nào. 



2. Vẽ biểu đồ các nội lực thành phần, tìm mặt cắt nguy hiểm.

3. Vẽ biểu đồ ứng suất trên mặt cắt nguy hiểm do từng thành 

phần nội lực gây ra; bỏ qua những ứng suất nhỏ, ảnh hƣởng 

không đáng kể đến độ bền của thanh; tìm điểm nguy hiểm 

trên mặt cắt nguy hiểm; xác định  ứng suất do từng thành 

phần nội lực gây ra và đặc điểm của trạng thái căng tại điểm 

nguy hiểm.

4. Xác định biểu thức giải tích của ứng suất tổng cộng cực đại

tại phân tố đƣợc xét, tách ra từ điểm nguy hiểm. Lập điều kiện 

bền.

5. Xác định biến dạng do từng thành phần lực gây ra, tìm  

biến dạng tổng cộng và lập điều kiện cứng.



7.2. Uốn xiên và uốn phức tạp. 
q1

q2

P1

P2 P3

1/ Chiếu tất cả các ngoại lực xuống hai mặt phẳng quán tính 

chính trung tâm;

2/ Nghiên cứu biến dạng uốn phẳng trong từng mặt phẳng 

quán tính chính trung tâm nghĩa là vẽ biểu đồ momen uốn 

và lực ngang, xác định mặt cắt nguy hiểm và điểm nguy hiểm, 

xác định ứng suất cực đại và biến dạng cực đại;

3/ Sử dụng định luật tác dụng độc lập của các lực tìm ứng 

suất tổng cộng cực đại và biến dạng của dầm, kiểm tra điều

kiện bền và điều kiệ\ện cứng hay là từ điều kiện bền và điều

kiện cứng chọn mặt cắt của dầm.

x
π

Pq
y

z



7.2.1. Xác định ứng suất

zA

yA

A

Qy

z
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y

Ay
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I

yM
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zM
 (7. 1)
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Mz
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Đƣờng lực

α



Đƣờng trung 

hoà

yO

zO

y

z

m

n

My

Mz

P

Đƣờng lực

α

7.2.2. Đường trung hoà.

Phƣơng trình đƣờng trung hoà

0
z

oz

y

oy

I

yM

I

zM

y

z

z
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o

o
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I

M
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y


(7. 2)

(7. 3)

Trƣờng hợp đang xét

My = Pcosα.l và Mz = Psinα.l  

y

z

o

o

I

I
ctg

z

y
tg   (7. 4)

trong biến dạng uốn xiên 

đƣờng trung hoà không vuông góc  với đƣờng lực.
yz II Nói chung nên tgα.tgβ     - 1

β



7.2.3. Ứng suất cực đại. Điều kiện bền.

Điểm nằm trên đƣờng biên của mặt cắt ngang ở xa đƣờng 

trung hoà nhất  sẽ có ứng suất kéo (hoặc ứng suất nén) có 

giá trị tuyệt đối cực đại.. Điều kiện bền:

ym,n; zm,n - toạ độ của điểm trên mặt cắt ở xa đƣờng trung hoà

nhất;

  nk , - ứng suất cho phép theo kéo hay nén của vật liệu làm dầm. 

Mặt cắt có hai trục đối xứng (mặt cắt hình chữ nhật, chữ I . .) 
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7.2.4. Xác định biến dạng.
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Trong trƣờng hợp đang xét:
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Phương của độ võng vuông góc với đường trung hoà và 

không trùng với đường lực
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 fff zy  22Điều kiện cứng: (7. 9)

Phƣơng của độ võng càng gần với phƣơng của trục z thì Iy
càng nhỏ so với Iz hoặc fz càng lớn so với fy. Mặt cắt hình 

chữ nhật có cạnh h = 20cm, cạnh b = 4 cm, α = 85o:
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7.2.5. Điều kiện bền và điều kiện cứng

(7. 1)

Mặt cắt có hai trục đối xứng 

( hình chữ nhật, chữ I . .) 
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m

n
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Mz
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Đƣờng lực

α



Ví dụ 7. 1. Một dầm chữ I NO 14   chịu tải trọng nhƣ hình vẽ.    

Kiểm   tra độ bền và độ cứng của   dầm   biết : ζ =10kN/cm2 ;

P1 = 3kN; P2= 4kN; l=4m; a = 0,7m; b = 0,8m; α = 80o.

a bq

l

P1
P2

A B
C D

z

y
P,q

α

P1y = 2,954 kN; P1z = 0,521 kN; P2y = 3,030 kN; P2z = 0,695 kN; 

qy = 0,492 kN/m; qz = 0,087 kN/m. 

Thép chữ I NO 14 có Iz = 712 cm4; Iy = 64,4 cm4; Wz = 102 cm3;  

Wy = 16,1 cm3. 



VAy = 4,21 kN;

a/ Trong mặt phẳng xy.
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Q = 4,21 - 2,954 - 0,492x = 0. x = 1,86 m. 
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max zM

VBy = 4,65 kN.



Ở A: x = 0; y = 0; p = 0; p1 = 0; p2 = 0; k1 = 0          EIzyO = 0.

Ở B: x = 4m; y= 0; p = 4m; p1= 3,3m; p2= 0,8m; k1= 4m
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b/ Trong mặt phẳng xz.

VAz = 0,74kN; VBz = 0,83kN;

MCy = 0,5kNm; MDy = 0,63kNm;

Mymax = 0,66kNm; EIyzO = 0; 

;945,0 2kNmEI oy 
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Ứng suất pháp cực đại:

mmfff zy 3,106,42,9 2222

max 

Độ bền và độ cứng được đảm bảo.



Ví dụ 7. 2. Một dầm làm bằng thép góc không  đều cạnh  

No 12, 5/8 chiều dày δ = 10mm,    có các  thông số sau:  

Izo =312cm4; Iyo = 100cm4; yo = 4,14cm; zo = 1,92cm; 

Iy = Imin= 59,3cm4; α  = 22o, P = 8kN. 

Xác định ứng suất cực đại và độ võng cực đại của dầm. 

Vẽ biểu đồ ứng suất pháp ở mặt cắt nguy hiểm.

zO=0,0192

P
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y
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=
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y
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z
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4
1

,4

1
2

5

19,2

280MPa

-295MPa

Phương 

độ võng

Đường trung hoà

+

-

10

10

α=22o

β=-67o25’

Hệ trục chính  trung 

tâm Oyz nằm nghiêng 

một góc  α  = 22O so 

với hệ trục trung tâm 

OyOzO.

Py = Pcosα= 8. cos22O

= 8.0,927 = 7,4175 kN;

Pz = Psinα = 8sin22O

= 8. 0,374 = 2,9967 kN.

Mz = Pyl = 7,4175.1,2 

=8,901 kNm;

My = Pzl = 2,9967.1,2 

= 3,596 kNm. 



Từ điều kiện Imax + Imin = Izo + Iyo,

Iz= Imax= Izo+ Iyo- Imin= 312+100 - 59,3  =  352,7 cm4;  

Iy= Imin= 59,3 cm4.

Phƣơng trình của đƣờng trung hoà: .0 z
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M
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z

Góc nghiêng của đƣờng trung hoà so với trục z:

;403,2
901,8.3,59

7,352.596,3
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y
tg  = - 67

 o
25’. 

Điểm nguy hiểm trên mặt cắt nguy hiểm là A (chịu kéo),

B (chịu nén).

Toạ độ của điểm A, B trong hệ toạ độ Oy oz o:

zAO = 1,92 cm; yAO = 4,14 cm; 

zBO = 1,92 cm; yBO = - (12,5 - 4,14) = - 8,36 cm. 



Toạ độ của điểm A, B trong hệ toạ độ Oxy: 

zA = zAOcosα  + yAOsinα  = 

= 1,92.0,927 + 4,41.0,374 = 3,326 cm;

yA = yAOcosα  - zAOsinα  = 

=4,14.0,927 - 1,92.0,374 = 3,112 cm.

zB = zBOcosα   +yBOsinα  = 

=1,92.0,927 - 8,36.0,374 = - 1,35 cm;

yB = yBOcosα  - zBOsinα  = 

= - 8,36.0,927 - 1,92.0,374 = - 8,46 cm.
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E = 2.1011 N/m2

.58,146,161,0 2222 cmfff zy 

Phƣơng của độ võng tổng cộng vuông góc với đƣờng 

trung hoà.



Thí dụ 7.2 Xác định momen uốn tƣơng đƣơng cực đại 

trong dầm biết mặt cắt ngang hình chữ nhật cạnh H = αB
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ζ(N) ζ(My) ζ(Mz)

Mz = Pyl và My = Pzl.

Ứng suất pháp tổng cộng tại 

điểm A bất kỳ trên mặt cắt 

ngang có toạ độ yA và zA :

A

z

z
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yx
A y
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M
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N
 (7. 10)

Mặt cắt nguy hiểm: ngàm.
Các thành phần nội lực:
*Lực dọc và lực ngang:

N = Px;  

Qy = Py; Qz = Pz;

*Momen uốn:

Trƣờng hợp dầm công xôn:

7.3. Uốn cộng kéo.

Trong trƣờng hợp đƣợc xét,điểm m là điểm nguy hiểm, 

điều kiện bền:
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Đối với mặt cắt chỉ có một trục đối xứng hoặc hình dáng bất kỳ, 

trƣớc hết cần xác định vị trí của đƣờng trung hoà, phƣơng trình:
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ry và rz - bán kính quán tính của mặt cắt.
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Điều kiện bền: (7. 13)

Đƣờng trung hoà có thể cắt, tiếp xúc hay ở ngoài mặt cắt.
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Trƣờng hợp phối hợp giữa biến dạng uốn phẳng và biến dạng 

kéo (hay nén), đƣờng trung hoà song song với một trục chính 

trung tâm. Khi đó chỉ cần xác định một toạ độ yo hay zo. 

Khi chọn kích thƣớc của mặt cắt cũng cần thực hiện theo 

phƣơng pháp đúng dần nhƣ trong biến dạng uốn phức tạp.
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 (7. 14)

(7. 12) + ( N = P; Mz = Pyp; My = Pzp) 

(7. 15)

Gốc toạ độ nằm giữa đƣờng 

trung hoà và  điểm  đặt lực P

 m max =  
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Kéo (nén ) lệch tâm



Khi đƣờng trung hoà nằm ngoài hoặc tiép xúc với mặt cắt 

mọi điểm trên mặt cắt chỉ chịu một biến dạng kéo hoặc nén’

Lõi mặt cắt là phần mặt cắt ở xung quanh trọng tâm thoả 

mãn điều kiện sau: nếu điểm đặt lực nằm ở trong hoặc 

trên đường viền của miền này thì mọi điểm trên mặt cắt 

của thanh chịu kéo (nén) lệch tâm chỉ chịu biến dạng 

kéo (hay nén) . Muốn vậy thì đƣờng trung hoà tƣơng ứng 

khi đó phải nằm ngoài hay tiếp xúc với mặt cắt.
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Vẽ  các trục  quán  tính  chính 

trung tâm y và z. Tính các bán 

kính quán tính;  
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Lõi mặt cắt là hình thoi 1-2-3-4.

∞

Vẽ tiếp tuyến 1-1 với mặt cắt .

Tiếp tuyến này song song với 

trục y (yo =     )và cắt trục z ở 

điểm có hoành độ zo = b/2.

Như vậy điểm đặt lực phía trái của lõi mặt cắt nằm trên 

trục z và ở bên trái gốc toạ độ một khoảng bằng b/6.

Tƣơng tự các điểm đặt lực ứng với các tiếp tuyến 2-2 , 3-3 ,

và 4-4 lần lƣợt có toạ độ (b/6, 0); (0, -h/6) và (0, h/6). 
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Ở  mặt cắt nguy hiểm móc chịu uốn cộng kéo. Điều kiện bền:
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 Với  M = Pc.
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Trong gần đúng thứ nhất ta chỉ tính với ứng suất do uốn 

gây ra với ứng suất cho phép hạ thấp [ζ1] = 12kN/cm2.

Thí dụ 7. 4.   Một móc  thép 

có mặt cắt ngang hình   tròn  

đƣờng kính  d  chịu kéo  bởi  

lực   P= 10kN, độ  lệch  tâm  

c = 40mm. Vật  liệu  có ứng  

suất cho phép [ζ] =14kN/cm2
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Sai lệch so với ứng suất cho phép: 
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Ứng suất ở mặt cắt ab:
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Thí dụ 7. 5. Tìm ứng suất có giá trị cực đại trong móng của 

một động cơ.   Biết   trọng lƣợng của  động cơ   P = 80 kN, 

trọng lƣợng  riêng  của  vật liệu   làm móng    γ = 25 kN/m3. 

Hình chiếu  của   trọng tâm   động cơ xuống  mặt  phẳng yz 

có toạ độ zp = 0,2 m; yp = 0,1 m. Bỏ  qua  ảnh hƣởng  áp 

lực bên sƣờn móng.
P

Q

C 2

P

P

N = -(P + Q) = - (P + γFh) =

= -(80 + 25.1,2.2.2)= - 200 kN

My = 80.0,2 = 16 kNm;

Mz = 80.0,1 = 8 kNm. 
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Vị trí của đƣờng trung hoà:
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Thí dụ 7.6. Vẽ biểu đồ ứng suất pháp trên mặt cắt nguy hiểm 

của thanh gỗ
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Phƣơng trình của đƣờng trung hoà
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7. 4. Uốn cộng xoắn.

7.4.1. Thanh có mặt cắt tròn.
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x
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Momen uốn tổng cộng:
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Theo thuyết bền thứ ba:
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Các điểm nguy hiểm: a, b.:

Theo thuyết bền thứ tƣ:
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7.4.2. Mặt cắt hình chữ nhật. y
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Phân tố đƣợc tách ra từ điểm 1 ở trạng thái kéo đơn.
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Điều kiện bền: (7. 20)

Điểm 2 ở trạng thái nén đơn. Giá trị của ứng suất cũng đƣợc 

tính theo công thức (7. 20) nhƣng có dấu âm. Các điểm 3 và 4 

(trung điểm của các cạnh ngắn của hình chữ nhật ở trạng thái 

căng phẳng :

;4,3
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Điểm 5 và 6: (7. 22)

Điểm nào nguy hiểm hơn trong số các điểm 1, 2, 3, 4 hay 

5, 6 tuỳ thuộc vào từng trƣờng hợp chịu lực cụ thể ( tuỳ 

thuộc vào quan hệ giữa các momen Mx, My, Mz và  quan  

hệ   giữa   chiều dài các cạnh b và h).

Điều kiện bền ở điểm này khi thanh làm bằng vật liệu dẻo

theo thuyết bền thứ ba :
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Thí dụ 7. 7. Kiểm tra độ bền của trục bánh răng chủ động của 

ôtô, biết  P = 36 kN, Q = 19 kN, R = 20 kN. Các kích thƣớc cho 

trên hình vẽ.
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* Xét mặt cắt A của trục :

Mu = 0;  Mx = P.3 = 36.3 = 108 kNcm;   lực dọc NA = -19,0 kN. 

Ứng suất pháp do nén: 2

22
/98,1

5,3.14,3

4.194.
cmkN

d

NA
n 







Ứng suất tiếp do xoắn: 2

3
/5,12

5,3.2,0

108
cmkN

W

M

p

x 

Ứng suất tƣơng đƣơng theo thuyết bền ba:

./3,256,12.498,14 22222 cmkNAtd  

* Mặt cắt D có then hoa chỉ có momen xoắn  Mx = 108 kNcm.

2

3
/6,12

5,3.2,0

108
cmkNỨng suất tiếp danh nghĩa:

Lấy hệ số tập trung ứng suất ở then hoa  αη = 2,5 :

ηmax = 2,5. 12,6 = 31,5 kN/cm2.



* Mặt cắt C có các thành phần nội lực :

MCy = NA.2,4 = 1,1. 2,4 = 2,64 kN/cm2;

MCz = VA. 2,4 = 10,70. 2,4 =25,7 kN/cm2;

.84,2522 kNcmMMM CzCyC 

Ứng suất pháp do uốn: ./19,7
3,3.1,0

84,25 2

3
cmkNu 

2

22
/22,2

3,3.14,3

4.194.
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Ứng suất pháp do nén:

2

23
/0,15

3,3.2,0

108

2,0
cmkN

d

M x Ứng suất tiếp do xoắn:

Ứng suất tƣơng đƣơng cực đại ở mặt cắt C:

22222 /3115.4)22,219,7(4)( cmkNnuCtd  



Ứng suất pháp do uốn : 

Ứng suất pháp do nén :

* Mặt cắt B có các thành phần nội lực sau:

Momen uốn :    MBy = R. 3,5 - Q.3 = 20. 3,5 - 19. 3 = 13 kNcm;

Momen uốn :    MBz = P. 3,5 = 36. 3,5 = 126 kNcm.

Momen xoắn ;  MBx = P.3 = 36. 3 = 108 kNcm;

Lực nén: NB = Q = -19 kN.
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Ứng suất tƣơng đƣơng theo thuyêt bền ba:

22222 /6,1443,4.4)55,11(4 cmkNtd
 

Nhƣ vậy ứng suất tƣơng đƣơng ở mặt cắt C (ζCtđ =
31,0 kN/cm2)  so với giới hạn bền của vật liệu làm trục ( ζB =

110 kN/cm2 ) so với giới hạn bền của vật liệu làm trục  ( ζB = 
110kN/cm2)  hệ số an toàn là nB = 3,55  là có thể   chấp nhận, 

nhất là chế độ làm việc  lùi xe chỉ xảy ra trong thời gian  ngắn.

./55,1115,14,10 2cmkNnu  

Ứng suất pháp tổng cộng do uốn và nén :

Ứng suất tiếp do xoắn :
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Thí dụ 7. 8. Kiểm tra độ bền  ở 
các điểm  1, 2   và 3  trên   mặt   cắt 
1-1 của thân cày 

Tại mặt cắt 1-1 có các thành phần 
nội lực:

P = N + T;  Mz = ( N + T )H;    

My = Na; Mx = QH = NctgαH.

Biết N  =  6,5 kN; T  =  5,5 kN; 
α = 40O;  thân cày có mặt  cắt  hình 
chữ nhật có b = 10mm; h = 70mm ;
H = 560 mm; a = 260 mm. Vật liệu 
thân cày có 
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α
Tại điểm 1 ứng suất tiếp do xoắn gây ra 
bằng không, ứng suất pháp tổng cộng 
có giá trị bằng:
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Tại điểm 2 có ứng suất tiếp cực đại :

 max =  
3b
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 . 

Với tỷ số n = b/h = 7/6 = 1,17;        β  = 0,213. 
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Ứng suất pháp tại điểm 2:

22222
2 /3,1943,9.43,44 cmkNtd  
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M
max=  0,952.9,43 =8,98kN/cm

2
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Ứng suất tiếp tại điểm 3:
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Ứng suất pháp ở điểm 3:

22222
3 /8,2298,8144 cmkNtd  

Ứng suất tƣơng đƣơng tại điểm 3:

Thép làm khung cày có giới hạn chảy ζc = 40kN/cm2, nhƣ 

vậy có thể coi là đủ độ bền ( n = 40/22,8 = 1,75 ).



Thí dụ 7.9. Hai thanh thép lập là có mặt cắt ngang 120x10 mm 
đƣợc nối với nhau bằng cách hàn với tấm nối là thép góc 
100x63x10 mm . So sánh độ bền của thanh lập là và thép góc 
nếu chúng đƣợc làm bằng cùng một vật liệu.

Các thông số của thép góc 100x63x10: F = 15,5 cm2; IX’= 47,1 cm4;

100x63x10

100x10mm

Đường 

trung hoà
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YY’
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8
P=100kN P '1021o

IY’ = 154 cm4; IX = 28,3 cm4; tgα = 0,387;   α = 21o10’

. Iy = IX’ + IY’ – IX =172,8 cm4; ;825,1 22 cm
F

I
i x
x  ;10,11 22 cm
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Các thanh lập là chịu tải đúng đƣờng tâm, ta dễ dàng xác định 

tâm áp lực C trong hệ toạ độ X’OY’. 

X’C = 6 – 1,0 – 3,4 = 1,6 cm; Y’C = – ( 1,58 + 0,5 ) = – 2,08 cm. 

XC = X’Ccos(–21O10’) + Y’Csin(–21O10’) =  

=  1,6.0,9325 + 2,08.0,361 = 2,245 cm;

YC =  – X’C sin(–21O10’) +Y’Ccos(–21O10’) =

=  – 1,6.( –0,361) – 2,08. 0,9325 = – 1,364 cm.

ứng suất ở một điểm bất kỳ trên mặt cắt của thép góc:(7. 14)

Xác định toạ độ của điểm C trong hệ toạ độ XOY ( XOY quay 

một góc α = 21o10’ so với hệ toạ độ X’OY’ theo chiều kim 

đồng hồ)
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Toạ độ của  điểm A,B(xa đƣờng trung hoà nhất)trong hệ toạ 

độ X’OY’ :

X’A = – 3,4 cm; X’B = – 2,4 cm;Y’A = – 1,58 cm; Y’B = – 4,72 cm. 

Toạ độ của  A và B trong hệ toạ độ XOY:

XA = X’Acos21O10’ – Y’Asin21O10’ = 

– 3,4.0,9325 + 1,58.0,361  = – 2,58 cm;

YA = X’Asin21O10’ + Y’Acos21O10’ = 

– 3,4.0,361 – 1,58.0,9325 = – 2,7 cm;

XB = X’Bcos21O10’ – Y’Bsin21O10’ =

– 2,4.0,9325 – 4,7.0,361= – 3,94 cm;

YB = X’Bsin21O10’ + Y’Bcos21O10’ = 

– 2,4.0,361 + 4,7.0,9325 = 3,53 cm.

Toạ độ của giao điểm của đƣờng trung hoà và các trục toạ độ:
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Ứng suất  pháp trong thanh lập là: 

MPamN
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P
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Nhƣ vậy mặc dầu diện tích mặt cắt ngang của thép góc lớn 

hơn thanh  lập là khoảng 30% nhƣng ứng suất cực đại trong 

thép góc lại lớn hơn 93%.

.161/161000000

)0258,0(
10.1,11

10.245,2
)027,0(

10.825,1

10.364,1
1

10.5,15

10.100

2

4

2

4

4

4

3

MPamNA

A





























Thí dụ 7.10.  Một đập chắn nƣớc bằng bê tông có

chiều cao h, chiều rộng  đỉnh đập a, chiều rộng chân 

đập b, trọng lƣợng riêng của bê tông γ.  Hãy xác định

trị số ứng suất pháp lớn nhất và nhỏ nhất tại mặt cắt 

chân đập khi hồ chứa đầy nƣớc.

a

b

h

b

h

Q

h
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C1

P1C1
P2

C2

C2

pmax

pmax = 10.h kN/m2;

Q = pmax.h.1/2 =5h2 kN;

P1 = γ.h.a.1= γ.h.a kN;

P2 = γ.h( b – a ).1/2 = 0,5γ.h( b – a ) kN;

N = - ( P1 + P2 ) ;

M = Q.h/3 – P1.CC1 + P2.CC2 ;

CC1 = ( b – a )/2 ; 
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Wu
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F = 1.b ;

Wu = 1.b2/6 .
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C 1

Xét một đoạn đập dài 1m .
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h
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P1C1
P2

C2

pmax

a

b

a

C1

a

P1

b-a

P2

C2

P2 = γ.h( b – a ).1/2

= 0,5γ.h( b – a ) kN;

P1 = γ.h.a.1

= γ.h.a kN;

Q = pmax..h.1.1/2 

=5h2 kN;

h
/3

Q h

pmax



b = 2a = 2m ; h = 3m ; γ = 25 kN/m3 .

P1 = 25.3.1.1 =75 kN ; P2 = 0,5γh(b-a).1 = 0,5.25.3.1 = 37,5 kN ;

Q = pmax.h.1/2 = 10.h2.0,5 = 10.32.0,5 = 45 kN ; 

M = Q.h/3 - P1.CC1 + P2.CC2

CC1 = ( b – a )/2 = ( 2 – 1 )/2 = 0,5 m ;

CC2 = 0,5b – 2/3.( b – a ) = 1 – 2/3 = 1/3 m ;

M = 45.3/3 – 75.0,5 + 37,5.1/3 = 20 kNm 

N = - ( P1 + P2 ) = - ( 75 + 37,5 ) = - 112,5 kN ;

F = 1.b = 2 m2 ; Wu = 1.22/6 = 2/3 m3 ;

2

3.20

2

5,112

WF
minmax, 




MN


ζmax = - 26,25 kN/m2  ; ζmin =  - 86,25 kN/m2

-26,25
-86,25



3. Xác định chiều rộng của chân đập ( sơ đồ a và b ) sao cho không có

ứng suất kéo ở mặt cắt đáy chân đập biết vật liệu làm đập có γ = 20 kN/m3.

6
m 7

m
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m 7
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Q

2
m

pmax = 10.h = 10.6 = 60 kN/m2;

Q = pmax.h.1/2 = 60.6.0,5 = 180 kN;

P

1
m

aP = γh’.1.a = 20.7 = 140a kN

M = Q.2 = 180.2 = 360 kNm
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N = - P = -140a kN;

F = 1.a m ; Wu = 1.a2/6 ;
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pmax = 10.h = 10.6 = 60 kN/m2;

Q = pmax.h.1/2 =5h2 = 5.62 = 180 kN;

P1 = γ.h’.a.1= γ.h’.a = 20.7.2 = 280 kN;

P2 = γ.h’ b .1/2 = 0,5γ.h’.b = 0,5.20.7.b = 70b kN;

N = - ( P1 + P2 ) = - (180 + 70b ) kN;

M = Q.h/3 – P1.CC1 + P2.CC2 ;

CC1 = ( b + 2 )/2 – 1 = b/2 m ;

CC2 = ( b + 2 ).1/2 – b.2/3 = 1 – b/6 m ;

0
Wu

max 
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N


F = 1( 2 + b ) m2 ; Wu = 1.( 2 + b )2/6 m3 .

7b2 + 42b - 80 = 0           b = 1,52 m 
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ζmin = - 219,54 kN/m2 .
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Chƣơng 8

PHƢƠNG PHÁP NĂNG LƢỢNG 

XÁC ĐỊNH CHUYỂN VỊ

Một trong những nhiệm vụ cơ bản của SBVL là đánh 

giá độ cứng của công trình nghĩa là mức độ sai lệch vê 

hình dáng và kích thước của nó do tác dụng của tải 

trọng. 

Tính toán  theo độ cứng nhằm đảm bảo điểu kiện cứng: 

],[              ][   

δ , θ là chuyển vị thẳng và chuyển vị góc của mặt cắt

đƣợc xét;

[δ ],  [θ ] là chuyển vị thẳng và chuyển vị góc cho phép. 



8.1. Công của ngoại lực, công của nội lực, thế năng

biến dạng đàn hồi. 

8.1.1.Công của ngoại lực.
P(N,Q,Mx,Mu)

O
A1

A

Trong giới hạn biến dạng tỷ lệ đồ thị

công của ngoại lực  trong  mọi biến 

dạng cơ  bản đều có dạng hình tam 

giác OAA1: 

Công của ngoại lực cần thiết để gây ra mọi biến dạng 

trong gíơi hạn tỷ lệ đều có giá trị bằng  nửa tích số của 

lực  tác  dụng  thành phần và biến dạng tƣơng ứng, nghĩa 

là: 

A =  P.∆/2 . (8. 1)



8.1.2. Công của nội lực và thế năng biến dạng. 

Với tải trọng tĩnh và trong gíơi hạn biến dạng đàn hồi

công của ngoại lực làm biến dạng vật thể sẽ hoàn toàn

biến thành thế năng của nội lực hay còn gọi là thế năng

biến dạng: 

A = U. (8. 2)
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( 8. 3)



8.2. Xác định chuyển vị theo phƣơng pháp Mo.

1. ip  =  
n l

Pi

EI

dxMM

1 0

. (8. 4)
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(8. 5)

1. ip  =  
n l

Pi

EI

dxMM

1 0

. (8. 4)



a/ Chia dầm thành nhiều đoạn, lập biểu thức giải 

tích  của các nội lực thành phần do tải trọng  gây ra 

trên từng đoạn.

b/ Lập biểu thức giải tích của các thành phần nội 

lực trên các đoạn  tƣơng ứng do lực đơn vị gây 

ra.

Chú ý khi chia đoạn và xác định giới hạn của từng 

đoạn cần quan tâm đến quy luật biến đổi của từng 

thành phần nội lực do tải trọng đã cho và do lực đơn 

vị gây ra cũng nhƣ sự thay đổi kích thƣớc mặt cắt 

ngang.

Lực đơn vị sẽ là lực cùng phƣơng với chuyển vị thẳng 

cần xác định (độ võng, độ dãn dài, độ trƣơt . . .).

Trình tự tiến hành:



Lực đơn vị là momen bằng đơn vị khi xác định chuyển vị

góc (góc xoắn, góc xoay của mặt cắt khi uốn).

Hai lực đơn vị cùng phƣơng ngƣợc chiều hay hai momen 

đơn vị ngƣợc chiều đặt vào hai mặt cắt khi cần xác định 

sự thay đổi khoảng cách hay góc quay tƣơng đối giữa hai 

mặt cắt.

d/ Tính các tích phân và tính tổng số các số hạng nghĩa

là xác định chuyển vị. Nếu kết qủa tính có dấu cộng có

nghĩa là chuyển vị cần xác định cùng chiều với lực đơn

vị, nếu kết quả tính có dấu trù thì ngƣợc lại.

c/ Thay các biểu thức giải tích vào các tích phân tƣơng

ứng. 



8.3. Phƣơng pháp Vêrêsaghin

Khi dầm có độ cứng uốn EI =const, 

đƣa EI ra ngoài dấu tích phân, 

Tính tích phân dạng :
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( 8. 6 )

FMP - diện tích của biểu đồ MP; 

- tung độ của biểu đồ tại vị trí ứng với trọng tâm 

C của biểu đồ MP. 
iCM iM

Qua cách chứng minh trên ta thấy rằng khi biểu đồ MP cũng

là đoạn thẳng ta có thể hoán vị hai số hạng ở tử số trong 

công thức (8. 6):
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Thí dụ 8. 1. Xác định độ võng và 

góc  xoay của mặt cắt ở đầu tự do

của dầm  côngxôn .

x
BA

l

EI
P

1

x

.- Xác định chuyển vị tại A.

MP = - Px; ;1 xM i 

Độ võng yA cùng chiều với lực

đơn vị (hƣớng xuống phía dƣới).

- Xác định góc xoay tại A.

Trong trƣờng hợp này biểu thức của           có dạng iM
iM  = - 1 .  
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Chuyển vị góc hƣớng ngƣợc chiều kim đồng hồ ( giống 

nhƣ momen đơn vị đặt ở A ).

Vẽ biểu đồ momen MP và biểu đồ momen       , sử

dụng phƣơng pháp Vêrêxaghin ta có ngay :    

iM



Thí dụ 8. 2. Xác định độ

võng ở mặt cắt C của dầm

trên hình vẽ.
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Thí dụ 8.3. Xác định độ võng ở đầu 

tự do của  dầm chịu  tải trọng   nhƣ 

hình vẽ. Độ cứng uốn của đoạn  AB 

là EI và đoạn BC là 2EI.

Vẽ biểu đồ momen uốn MP và iM
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Thí dụ 8. 4. Xác định chuyển vị thẳng đứng của điểm A trên 

trục khuỷu biết đƣờng kính trục d = 45 mm, chiều dài của các 

đoạn l1 = 220 mm; l2 = 450mm; l3 = 180mm; lực P =2,3 kN.

Vật liệu làm trục có môđun đàn hồi E = 2.104 kN/cm2; môđun

trƣợt G=8.103 kN/cm2.

Biểu đồ momen 

uốn (MPz), (       ).izM

Biểu  đồ momen 

xoắn (MPx), (       ). ixM

y

92(40)

41,4(18) 41,4(18)

103,5(45)

)( izPz MM

41,4(18)

103,5(45)

)( ixPx MM

y

z

x

D

C B

A

l2
P



 

.7,0
5,4.1,0.10.8

)18.45.4,41()45.22.5,103(

1840.2(92)4018.492,41
6

22

3

45.5,103.45

3

18.4,41.18

5,4.05,0.10.2

1

43

44

cm

yA



















Xác định yA theo phƣơng pháp Vêrêsaghin:
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Thí dụ 8. 5. Xác định độ võng tại trung điểm của dầm có 

các  lá thép tăng cƣờng trong thí dụ 6. 9 .

Lập biểu thức của momen MP do tải trọng gây ra và biểu thức

của momen        do lực đơn vị đặt ở gĩƣa dầm gây ra.iM

1.Đoạn I :

Iz = 8950cm4; 

MP = 53,3x1;       

= 0,5x1. 

;58,10 1 mx 

iM

2. Đoạn II :                         
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Thí dụ 8.6. Xác định chuyển vị thẳng đứng của A và góc 

quay của mặt cắt B biết xà và cột có cùng độ cứng uốn EI.
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Bài tập số 8a. Xác định chuyển vị thẳng đứng,nằm ngang 

và chuyển vị  góc của mặt cắt A .Các đoạn thanh có cùng 

mặt cắt có độ cứng uốn EI.
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BÀI SỐ 8B. Xác định chuyển vị ngang và chuyển vị góc của

mặt cắt A trên khung ABCD. Khung có mặt cắt ngang hình

tròn đƣờng kính d vật liệu có modun trƣợt G = 0,4E.
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Chƣơng 9

TÍNH TOÁN HỆ SIÊU TĨNH BẰNG

PHƢƠNG PHÁP LỰC

9.1. Khái niệm chung.

Các kết cấu hay hệ  siêu  tĩnh có số ẩn số lớn  hơn  số 

phương trình  tĩnh học có thể lập được cho hệ đó. Có thể 

lập các phương trình còn thiếu để xác định số "ẩn số 

thừa" ( so  với  các  phương trình  cân bằng tĩnh học ) 

bằng  cách lập  các phương trình biến dạng hay phương

trình chuyển vị.

9.2. Phƣơng pháp lực. A

B C

D
Pn

P1
P2Hệ này  có  tổng  số phản lực : 7

Số phƣơng trình tĩnh học : 3. 

Số phản lực thừa : 4.



Thay thế hệ siêu tĩnh bằng một hệ tĩnh định tƣơng đƣơng 

đƣợc gọi là hệ cơ bản bằng cách tạm thời loại bỏ các liên 

kết thừa.

Phương pháp:

Để đảm bảo cho hệ cơ bản làm việc nhƣ hệ siêu tĩnh đã 

cho mỗi liên kết thừa đã bỏ đi đƣợc thay thế bằng một 

phản lực thừa tương ứng kèm theo điều kiện chuyển vị 

của điểm đặt lực theo phương phản lực thừa bằng không.

Chú ý:

1. Hệ cơ bản phải là hệ tĩnh định, bất biến hình

2. Các phản lực thừa đƣợc chọn không đƣợc nằm trong số 

các phản lực  có thể xác định ngay đƣợc bằng các phƣơng 

trình cân bằng tĩnh học. 



3. Số phản lực thừa phải bằng số liên kết thừa bị loại bỏ.

-Bỏ gối đỡ bản lề di động, thêm 

khớp bản  lề vào giữa thanh là 

bỏ đi một liên kết;

-Bỏ khớp bản lề cố định là bỏ 

hai liên kết;

- Bỏ ngàm là bỏ đi ba liên kết. 

A
Pn

P1
P2

X1 X2

X4

X3

Các phản lực thừa đƣợc xác định từ điều kiện

.0i

Số lƣợng phƣơng trình dạng này bằng số phản lực

cần xác định . 



;022222121  Pmm XXX 

.   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   .   

.02211  mPmmmmm XXX 

(9. 1)

( hệ phƣơng trình chính tắc tính toán hệ siêu tĩnh theo 

phƣơng pháp lực)

.0i
A

Pn

P1
P2

X1 X2

X4

X3

;011212111  Pmm XXX 



Đối với các thanh chịu uốn


n l
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dxMM

1 0

(8. 4) 
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n l
P

P
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 .  .  .    

n l
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mP
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1 0
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mMMM ,...,, 21 -momen uốn do các lực đơn vị đặt tại các 

điểm tƣơng ứng,

MP -momen uốn do tải trọng gây ra.

1.                               có giá trị dƣơng;
mm ,...,, 2211

2.                  ;
jiij  

Hệ dàn:

;
1


n

i

iji
ij

EF

lNN
       

(9. 3)

3.        (với i     j ) và         có giá trị âm, dƣơng hay bằng không;ij  iP

;
1


n

i

iPi
iP

EF

lNN



Trình tự giải bài toán siêu tĩnh

1. Tìm các phản lực tựa;

2. Lập hệ phƣơng trình cân bằng tĩnh học của hệ. Xác định 

số phản lực thừa. Tìm các phản lực có thể xác định  từ các 

phƣơng trình cân bằng tĩnh học;

3. Chọn hệ cơ bản. Đặt tải trọng và các phản lực thừa lên 

hệ cơ bản;

4. Viết phƣơng trình chính tắc ( 9. 1 );

5. Xác định các biểu thức giải tích và vẽ biểu đồ nội lực trong 

hệ cơ bản do tải trọng gây ra;

6. Xác định biểu thức giải tích, biểu đồ nội lực do từng lực 

đơn vị gây ra;

7. Xác định các hệ số và số hạng tự do của hệ phƣơng trình 

chính tắc bằng cách tích phân trực tiếp hoặc nhân biểu đồ;



8.Giải hệ phƣơng trình chính tắc, tìm các giá trị của Xi

9. Xác định nội lực trong hệ siêu tĩnh theo công thức:

iiPiP XSSSSS  (9. 4)

S -thành phần nội lực cần xác định trong hệ siêu tĩnh;

SP -thành phần nội lực tƣơng ứng trong hệ cơ bản do tải 

trọng gây ra;

Si -thành phần nội lực tƣơng ứng trong hệ cơ bản do Xi

gây ra;

iS -thành phần nội lực tƣơng ứng trong hệ cơ bản do             

gây ra.1iX

Thí dụ với momen uốn

iiP XMMM  (9. 5)



Thí dụ 9.1. Vẽ biểu đồ momen uốn và lực cắt ngang của dầm
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Thí dụ 9. 2. Cho   khung 

phẳng  có  mặt  cắt  ngang  

hình tròn chịu  tác dụng của

tải  trọng  n  hƣ  hình  vẽ.  

Vật  liệu  làm   khung    có   

mođun   trƣợt   G  = 0,4 E. 

Vẽ  biểu   đồ   momen   uốn  

và  momen xoắn trong khung. 

Biết   a = b = 1,6m.

b

a/4 a/4a/2

C
M M



b

a/4 a/4a/2

C
M M

Vì lý do khung và tải trọng có  tính 

chất đối xứng nên nếu chọn hệ cơ 

bản  bằng  cách cắt  ngang qua  C 

( mặt  phẳng  đối  xứng ) , nội  lực 

chƣa  biết  ở  mặt cắt   chỉ có  một 

thành phần là momen uốn X1.

Biểu đồ momen uốn          và momen  xoắn           do momen  

đơn vị         gây ra, biểu đồ   momen uốn MuP ,momen   xoắn  

MxP do tải trọng (các momen uốn) gây ra.
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Thí dụ 9. 3. Vẽ biểu đồ momen uốn của khung . Độ cứng uốn 

của xà ngang là EI và của cột là 2EI.
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9.3. Dầm liên tục.

Dầm liên tục là dầm thẳng, siêu tĩnh , có trên một nhịp 

( trên hai gối đỡ).

Xét trƣờng hợp  các nhịp của dầm có cùng độ cứng uốn  EI.

Nhƣ vậy ta sẽ thêm vào hai mặt cắt bên trái và bên phải 

của khớp bản lề hai momen uốn Mi bằng nhau và ngƣợc

chiều nhau kèm theo điều kiện là góc quay tƣơng đối 

giữa hai mặt cắt này bằng không.

Chọn hệ cơ bản bằng cách thêm khớp bản lề tại các mặt 

cắt nằm trên các gối đỡ trung gian .

Ẩn số trong trƣờng hợp này là momen uốn Mi của dầm 

liên tục tại các mặt cắt đó.



Hệ cơ bản đƣợc chọn là các dầm đơn giản tĩnh định 

và độc lập

.01)1(1)1(   iPiiiiiiiii MMM  (9. 6)

- góc xoay tƣơng đối giữa hai mặt 

cắt ở  hai bên gối  tựa  thứ i lần lƣợt do  các momen đơn vị                              

và tải trọng gây ra.

iPiiiiii  ,,, )1()1( 

11 ,,  iii MMM

1, ii  - diện tích của các biểu đồ MP trên nhịp thứ i và 

thứ i+1 với các trọng tâm lần lƣợt là Ci và Ci+1;

ai, bi - khoảng cách từ Ciđến gối tựa bên trái và gối tựa bên 

phải ;
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MlMllMl  (9. 7)

δi(i-1)Mi-1 + δiiMi + 

δi(i+1)M(i+1) + ΔiP =  0 ;

X1
Xi-1 Xi

Xi+1
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Mi-1 Mi+1
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l1 li li+1

i i+1i-1
qP1 P2 Pn
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Thí dụ 9. 4. Vẽ biểu đồ momen uốn trong dầm liên tục

Dầm đã cho có một đầu ngàm bên trái đƣợc thay thế bằng dầm 

liên tục toàn khớp bản lề với điều kiện  chiều dài l1 0.
P=2qa q
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l1 = 0; l2 = 2a; l3 = 4a; M0 = 0; 

M3 = 0; ω1 =0;  ω2 = qa2; 

ω3 = 16qa2; a1 = b1 = 0,5l1 =0; 

a2 = b2 = 0,5l2; a3 = b3 = 0,5l3.

2M1 + 2M2 + 3qa2 = 0;

2M1 + 12M2 + 19qa2 = 0.

M1 = 0,1qa2;   M2 = - 1,6qa2.



BÀI TẬP 9B

Vẽ biểu đồ momen uốn, xác

định độ võng của điểm C.
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Chƣơng 10

TÍNH TOÁN MỘT SỐ CHI TIẾT ĐẶC BIỆT

10. 1. Thanh cong phẳng.

* Quy tắc về dấu của các thành

phần N và Q vẫn nhƣ cũ

* Momen uốn M dƣơng có xu hƣớng tăng độ cong của thanh.

-tải trọng cũng nằm trong mặt 

phẳng đối xứng.

-trục thanh là đƣờng cong nằm 

trong mặt phẳng đối xứng, 

- toàn thanh có một mặt phẳng đối xứng,

P1

P1

P2

P3
N

R

Q
R OR

Pn

P2

P3

a

b

-mặt cắt ngang có trục đối xứng;

-sau khi thanh biến dạng trục thanh 

vẫn là đƣờng cong phẳng nằm trong mặt phẳng đối xứng




F

dFN  ( a )

Giả thuyết : dƣới tác dụng của lực dọc N độ dãn tƣơng đối 

của các thớ dọc và ứng suất pháp phân bố đều trên mặt cắt 

ngang đủ chính xác để sử dụng trong thực tế kỹ thuật: 

= const.

FdFN
F

     ;         
F

N
 .  ( b )

10.1.2. Ứng suất do thành phần lực tiếp tuyến Q.

Thƣờng bỏ qua ứng suất tiếp khi tính toán thanh cong. Trong 

trƣờng hợp cần thiết có thể  xác định gần đúng giá trị của ứng 

suất tiếp bằng công thức Jurapski:

bI

QS
 ( c )

10.1.1. Ứng suất do thành phần lực pháp tuyến



10. 1. 3. Ứng suất do tác dụng của momen uốn.

Các tính toán dựa trên giả thuyết 

mặt cắt phẳng.
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nn1 = y Δdθ,

Ứng suất pháp do uốn thuần tuý chỉ

phụ thuộc vào toạ độ y.
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(e )        theo chiều cao của mặt cắt ứng suất

ζy biến đổi theo quy luật hypecbôn.

C
O

h1

h2

Để ứng suất ở mép trong và mép

ngoài của mặt cắt có cùng giá trị tuyệt 

đối, mặt cắt phải có hình dáng sao cho 

trọng tâm  nằm gần các thớ lõm  hơn 

(mặt cắt hình thang, hình chữ T). 
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trục trung hoà không đi qua trọng tâm của mặt cắt.

( g )         bán kính cong r của mặt trung hoà ( yo ).
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.  ( 10. 1 )

Khi thanh cong chịu tác dụng của momen uốn dƣơng,  ứng 

suất kéo cực đại (y = h1): 
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( e ) ( 10. 2 )

Sử dụng bảng10. 1, từ tỷ số rO/yC (rO là  bán kính cong của

đƣờng tâm  thanh cong; yC là khoảng cách từ mặt trong của

thanh cong đến trọng tâm mặt  cắt )  chọn  giá trị k theo bảng 

yO = krO. 
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10.1.4. Ứng suất cực đại. Điều kiện bền.
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(10. 4)

Thƣờng ứng suất do N gây ra khá nhỏ 
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2

hr
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(10. 5)

Theo bảng 10. 1 khi tăng tỷ số rO/yC , giá trị của k giảm,       

rO/yC = 10        k     0 ;  yO = 0          thanh cong là thanh thẳng. 



Thí dụ 10. 1.  Kiểm tra độ bền của  móc  nếu  P = 30  kN, 

R = 60mm, = 16,0kN/cm2. 
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Bán kính cong của trục thanh cong:   

ro = R + yC = 6 + 2,67 = 8,67 cm.

1025,3
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Móc sẽ đƣợc tính toán theo công thức của thanh cong.
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 ; Sz =  FyO =  18. 0,35  =  6,3cm3;

r =  rO - yO =  8,67  - 0,35  =  8,32cm.

-Lực pháp tuyến N  =  P = 30kN.

- Momen uốn âm      M  =   - PrO  =   - 30. 8,67  =  - 260kNcm.
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Vƣợt quá ứng suất cho phép 10%.

Bảng 1 k     0,04. yO = krO = 0,04.8,67 = 0,35cm;

h2 = yC - yO = 2,67 - 0,35 = 2, 32cm;  h1 = h - h2 = 6 - 2,32 = 6,38cm;





10.2. Ống thành dầy.
Ống thành dầy là những ống hình trụ có bề dầy thành lớn 

hơn 1/10 bán kính trung bình.
Xét ống thành dâỳ không đáy (không chịu lực dọc trục) chịu

áp suất bên trong và bên ngoài pt và pn..

- Chỉ cần xem xét một đoạn ống có chiều dài một đơn vị (1cm) . 

-Trên mặt phần tử ống không có ứng suất tiếp chỉ có ứng suất

pháp.
Ap lực giữa các lớp thớ có ý nghĩa  rất quan trọng          ứng 

suất pháp xuyên tâm phân bố không đều theo chiều dầy. 
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     =  tpmin . ( 10. 10 )

Với vật liệu chịu kéo và nén nhƣ nhau điều kiện bền sẽ là:

   minmax
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10.2.1. Áp suất ngoài bằng không hoặc rất nhỏ so với áp

suất trong.

( 10. 6), (10. 7), (10. 8) và (10. 11) với  pn = 0
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Ứng suất xuyên tâm : (10. 12)



















2

2

22

2

1


 n

tn

tt
t

r

rr

rp
Ứng suất vòng : (10. 13)

Chuyển vị xuyên tâm của mặt trong :
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(10. 15)

Điều kiện bền:



10.2.2. Áp suất  trong bằng không hay rất nhỏ so với áp suất

ngoài. ( 10. 6), (10. 7), (10. 8) và (10. 11)  với pt = 0
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Ứng suất xuyên tâm: (10. 16)
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Ứng suất vòng: (10. 17)

Chuyển vị xuyên tâm 

của mặt ngoài :
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(10. 18)

Ứng suất  nén có giá trị tuyệt đối lớn nhất ở mặt trong là ứng 

suất vòng       tính theo ( 10. 17 ) với t tr

t  = 
22

2

min

2

tn

nn

rr

rp


 .  

Ap suất  ở mặt trong bằng không      =  max = 0   

 k
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Thí dụ 10. 2. Xác định ứng suất cực đại khi lắp ráp một ống 

thép lên trục thép khi đƣờng kính trong của ống nhỏ hơn đƣờng

kính ngoài của trục một khoảng Δ= 0,05mm. Kích thƣớc của 

ống và trục cho trên hình . Vật liệu làm ống và trục có mođun

đàn hồi E = 2,1.104kN/cm2, hệ số Poatxông  bằng 0,3.

A

140

150
100

( 10. 13 ) = rt và pt = p.

1 - chuyển vị xuyên tâm của mặt ngoài trục;

2 - chuyển vị xuyên tâm của mặt  trong ống.

Với.trục (10. 18)                 pn = p, rn = 5cm, rt = 0
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Với ống ( 10. 14)    pt = p; rt = 5cm; rn = 7,5 cm. 

Tính đến sự tập trung ứng suất ở điểm A: 

theo  sổ tay kỹ thuật  = 1,5

max =7,6.1,5 =11,40 kN/cm
2
. 
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p= 2,92kN/cm2 và  ứng suất

, 2/6,792,2.62 cmkN
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10. 3. Bình chứa thành mỏng.

-bề dày của thành bình 
δ< 1/10 bán  kính trong.

- Thành bình không chiu uốn và chỉ chịu kéo,

-Ƣng suất phân bố đều theo thành  bình.

-Phân tố ở trạng thái căng phẳng.

y

D

z


1

2

pt = p (độ chênh áp suất  của áp suất  trong  so với  áp suất 

ngoài trời)

(10. 20)
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( 10. 21 ) cũng dùng để tính ứng suất trong thành bình chứa

hình cầu.

1  , 2  > 0 ; 0min3    (10. 20), (10. 21)

Điều kiện bền:

 kk   minmax              k max         k

pD





2
  (10. 22)

Đối với bình chứa hình cầu:

 
k

pD





4

Chiều dày thực của bình chứa sẽ lớn hơn chiều dày tính từ 

công thức (10. 22) từ 1 đến 3 mm để phòng ngừa hao mòn 

hoặc sữa chữa.

(10.21)



Chƣơng 11

DẦM TRÊN NỀN ĐÀN HỒI

11. 1.Khái niệm.

cường độ phản lực của nền tại mỗi điểm tỷ lệ với độ lún 

của nền tại điểm đó:

P = ky, (11. 1)

P - phản lực của nền trên một đơn vị diện tích;

k -hệ số nền đƣợc xác định bằng thực nghiệm (bảng 11. 1). 

Thứ nguyên của hệ số k là [ lực/(chiều dài)3], ví dụ MN/m3.

Mô hình đơn giản của nền đàn hồi ( mô hình Wincle) :

y - độ lún của đất dƣới dầm.



Đá mềm có vết nứt, đá

vôi, đá sa thạch

Loại nền

Bảng11. 1

Đất có độ                        

chặt kém
Đất chảy, đất mới đắp, đất

sét ƣớt và mềm nhão

Tên đất nền Hệ số nền k (MN/m3)

1 5

Đất có độ chặt

trung bình

Sỏi đắp nhân tạo,

đất sét ẩm
5 10

Đất chặt Cát đầm chặt,sạn, sỏi,đá

dăm, đất sét có độ ẩm bé
50 100

Đất rất chặt
Đất sét pha cát đầm kỹ, 

đất sét cứng
, 

Nền cứng

100 200

200 1000



11.2. Phƣơng trình vi phân độ võng của dầm trên nền Wincle

Phản lực phân bố dọc theo chiều dài với cƣờng độ

q1 = bky = Ky. (11. 2)
q(x

)

q1(x)
x

y

x

EI
( K = bk có thứ nguyên [lực/(chiều dài)2]). 

Chọn chiều dƣơng của  trục y  

hƣớng xuống  dƣới, phƣơng   

trình vi phân của đƣờng đàn hồi :

EI

M

dx

yd


2

2

Dầm chịu tải trọng phân bố q1 (x) - q(x) 

(11. 3)

là đại lƣợng đặc trƣng 

cho dầm và nền có thứ

nguyên [(chiều dài)-1]. 
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qq
EIdx

yd
 ;

4
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K
EIyIV = q – q1 = q – Ky ;

;4 4

EI

q
yy IV  



Nghiệm của (11.3) : y      =     y  + y*        (11. 4)

y -nghiệm tổng quát của phƣơng trình vi phân khi vế phải 

bằng không; 

y* - một nghiệm riêng của phƣơng trình vi phân có vế phải.

Trƣờng hợp q = ax + b :

)sincos()sincos( 4321 xCxCexCxCey xx     (11. 5)

K

q

EI

bax
y 




44
*


(11. 6)

Nghiệm của phƣơng trình (11.3) sẽ là:

           y = 
K

q
xCxCexCxCe xx   )sincos()sincos( 4321   .    (11. 7)

Các hằng số C1,C2,C3,C4 đƣợc xác định từ điều kiện biên. 



11.3. Dầm dài vô hạn chịu lực tập trung P. Chọn  y* = 0,

)sincos()sincos( 4321 xCxCexCxCe xx    
y  =

Ở xa vô cực ( x =     ) :  y = 0  ;      C1= C2 = 0 

y = )sincos( 43 xCxCe x   .                                                        (11. 8a)

]sin)(cos)[(' 4343 xCCxCCey x     (11. 8b)

y' =           = 0 . )0( (11. 8e)

(11. 8c)M= -EIy'' = );cossin(2 43
2

xCxCEIe
x    

(11. 8d)Q = -EIy'''= ]sin)(cos)[(2 3443
3

xCCxCCEIe
x     .         

Lực cắt là hàm phản đối xứng và có bƣớc nhảy bằng lực P ở 

gốc toạ độ ( x= 0 ). Lực cắt trên hai mặt cắt ở hai bên và cách 

đều gốc toạ độ có cùng trị số và ngƣợc dấu.
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Q>0 Q<0

         C3 + C4 = 
EI

P
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C3  =  C4  =  
K

P

EI

P

28 3




 . 

(11. 9)

(11. 10)

Giá trị của các hàm số này đƣợc cho sẵn trong bảng phụ lục II.

2

P
Q(0) = (11. 8g)

  ;cos3 xex x  

   .;
2

4

2

1 x
K

P
x

K

P
y 







+(11.8a,b,c,d)

);(
4

2 x
P

M 


 )(
2

3 x
P

Q 

)sin(cos)(1 xxex x    

);sin(cos)(2 xxex x    

  .sin4 xex x  

C3 - C4 = 0 ; 

( 11.8 b,d e,g )        



Các biểu đồ độ võng, góc xoay, momen uốn, lực cắt là các 

hàm tuần hoàn chu kỳ  và có biên độ tắt dần. Tại gốc toạ độ : 

K

P
y

2
max




(khoảng 0,2% độ võng cực đại, thực tế có thể coi bằng không ). 

Sau một chu kỳ tại hoành độ
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-khoảng cách tù điểm đặt lực đến hai đầu mút >              : dầm 

dài vô hạn;

 /2

-khoảng cách này  <            :dầm có chiều dài hữu hạn.  /2

Dựa vào định luật tác dụng độc lập của các lực ta có thể mở 

rộng ứng dụng công thức (11.9) cho các trường hợp chịu lực 

khác.



Xét dầm dài vô hạn chịu tải trọng phân bố đều q trên 

chiều dài l.

q

l

a b

x
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2
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(11. 11)

Khi a và b có gía trị lớn,          và có giá trị nhỏ thì độ

võng sẽ tiến tới giá trị q/K nghĩa là độ võng có giá trị bằng 

hằng số, dầm không bị uốn cong, momen uốn bằng không. 

ae  be 

Độ võng tại mặt cắt A nằm trong đoạn đặt tải

 beae
K

q
y ba   coscos2

2

 



Nếu điểm A nằm bên ngoài đoạn đặt tải, thí dụ ở bên phải

đoạn này
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PO MO

).coscos(
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(11. 12)

Đối với dầm dài nửa vô hạn chọn gốc 

toạ độ ở O  (điểm đặt tải trọng Mo và Po). 

).sincos( 43 xCxCey x   

C3, C4 xác định từ điều kiện ban đầu: M(x=0) = Mo;Q(x=0) = - Po.

).(2;2 43
3

4
2 CCEIPEICM oo  

Thay giá trị của các hằng số này vào các phƣơng trình (11. 7) 

ta sẽ có các biểu thức của độ võng y, góc xoay φ, momen uốn 

M và lực cắt Q.

(11. 13);
2 2

4
K

M
C o

 ;
)(2

3
K

MP
C oo  





Thí dụ 11.1 Một dầm dài vô hạn có momen quán tính của 

mặt cắt ngang I = 2500 cm4; vật liệu làm dầm có modun 

đàn hồi E = 2.1011 N/m2 đặt trên nền đàn hồi có hệ số 

K = 30.106 N/m2. Dầm chịu tác dụng của các lực P nhƣ hình 

vẽ. Xác định độ võng và momen uốn ở mặt cắt B ( dƣới điểm

đặt của lực P thứ hai ).    

1m1m 1m

P P=200kNP P

DCA B

Xác định hệ số α theo công thức:

.
1

1,1
10.2500.10.2.4

10.30

4
4

811

6

4

mEI

K







  ;1,70071,00244,04476,0.21
10.30.2

1,1.10.200

2 6

3

1 mmm
K

P
yB  



Hoành độ của điểm B so với các điểm đặt lực A,B,C,D la:

xA = 1m ; xB = 0 ; xC = -1m ; xD = -2m .

   .10.5,21548,01457,021
1,1.4

10.200

4

3
3

2 Nm
P

M B  


0,0244

-0,1548

-2,20

-0,1457

0,4476

-1,100

1

1

αx

η1

η2

1,10

0,4476

-0,1457

1m1m 1m

P P=200kNP P

DCA B



11.4. Dầm dài hữu hạn.

Dầm dài hữu hạn chịu tải trọng phân bố theo quy luật bậc nhất 

).sincos()sincos( 4321 xCxCexCxCe
K

q
y xx    

Chọn nghiệm của phương trình này dưới dạng tổ hợp các 

nghiệm độc lập của phương trình vi phân: l

QO

yO

MO

qO

q'O

y'O

Y1( xxchx  cos)  ; 

Y2  xxshxxchx  cossin
2

1
)(  ;     

Y3   xxshx  sin
2

1
 ; 

Các hàm Yi có tên gọi là hàm Crƣlop có giá trị cho trong 

bảng ( phụ lục II ) và có các tính chất sau: 

Y1(0) = 1; Y2(0) = Y3(0) = Y4(0) = 0;

(11. 14)Y4   xxshxxchx  cossin
4

1
 .



- 4 Y1

Y3

Y2Y4



 


.;;;4 3
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1 Y
dx

dY
Y

dx

dY
Y

dx

dY
Y

dx

dY
 

Các tính chất này đƣợc minh hoạ trên hình bên.

y = 4321 DYCYBYAY
K

q
  ; 

32144
'

' DYCYBYAY
K

q
y   ; 

M=-EIy''= 243
4

DY
K

KBYKAY   ;      Q = 1432
4

DY
K

CYKBYKAYK   .                           

Khi x = 0          y(0) = yo ;     , 000 )0(;)0(;)0( QQMM  ;
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;
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'

; 000
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0
0 QD
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q
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;; 000
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KK

q
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q
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Biết hai thông số q0 và q'o, hai trong 4 thông số y0,,θ0,M0 và Q0

đƣợc cho  trƣớc, hai thông số còn lại đƣợc xac định từ điều 

kiện biên ở cuối dầm ( x =l) A,B,C,D
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 (11. 15)

Trên đây là phƣơng trình độ võng, góc xoay, momen uốn và 

lực cắt đƣợc   viết theo phƣơng pháp thông số ban đầu.cho 

trƣờng hợp dầm hữu hạn   một đoạn .  Dầm có nhiều đoạn :

(11.15 ) là nghiệm ứng với đoạn đầu tiên  tính từ bên trái .Các 

đoạn tiếp theo:
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a -toạ độ của mặt cắt phân chia đoạn thứ i và thứ i+1 ;

aay  , -bƣớc nhảy của độ võng và góc xoay tại mặt cắt có 

hoành độ  x = a;

aa qq ', bƣớc nhảy của cƣờng độ vàđạo hàm của cƣờng độ 

của lực phân bố tại mặt cắt có hoành độ x = a (chiều 

q hƣớng xuống là chiều dƣơng );

aa
MM  -momen  tập trung tại mặt cắt x = a;

aa QQ  - lực tập trung tại mặt cắt x = a.

(11. 16)
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Chƣơng 12

UỐN DỌC

12. 1. Khái niệm cơ bản.

Sự cân bằng đan hồi ổn định và sự cân bằng đan hồi không

ổn định.

Mất ổn định xẩy ra khi tải trọng hãy còn rất nhỏ nếu chiều dài 

và các kích thƣớc ngang càng khác nhau nhiều. Các thanh 

mảnh và dài sẽ bị  uốn khi chịu nén ,các dầm có chiều cao 

mảnh sẽ bị xoắn khi uốn ,các ống thành mỏng  sẽ bị uốn khi 

xoắn.

PP<Pth PP>Pth

a/

P<Pth b/ P>Pth



Giữa trạng thai cân bằng ổn định va mất ổn định tồn tại một 

trạng thai chuyển tiếp gọi la trạng thái tới hạn. 

Tải trọng  tƣơng ứng với trạng  thái tới hạn gọi la tải trọng 

tới hạn Pth.

Điều kiện lam việc ổn định  odPP   ;   
m

P
P th

od  ;           (12. 1)

m - hệ số an toan ổn định.

Trƣờng hợp thanh chịu nén    od ;     
m

th
od


  ;        (12. 2)

th - ứng suất tới hạn (ứng suất ứng với lực tới hạn);

 - ứng suất tac dụng trong thanh. 

Khi tải trọng tác dụng tĩnh hệ số an toàn ổn định của thép  

m = 1,7 - 3; gỗ m = 3 – 4; gang m = 5 - 6. 



12. 2. Uốn dọc trong giới hạn tỷ lệ.

Phƣơng trình vi phân gần đúng của đƣờng đàn hồi:

xMyEI min ( a )

EImin - độ cứng uốn nhỏ nhất của dầm ;

Mx = - Pthy là momen uốn do lực tới hạn gây ra ở mặt cắt

co hoành độ x.

Pth Pthy

x

A B



EIminy" = - Pthy. 

0"
min

 y
EI

P
y th . 2

min

k
EI

Pth  , : 

y" + k2y = 0.

y =  Asinkx + Bcoskx.

( b )

( c )

Ở A  x = 0; y = 0 ;    B = 0; ở B  x = l; y = 0 nên Asinkl = 0. 

2

2
2

min l
k

EI

Pth 
 ,  

2

min
2

l

EI
Pth


 .  

(12. 1)

A    0 ; kl = iπ ( i = 0, 1, 2, 3, . . .)        kl = .π 



Công thức Ơ le  cho ta giá trị của lực tới hạn khi thanh bắt

đầu  cong. Lagrăngiơ xuất phát từ phƣơng trình vi phân 

chính xác của đƣờng đàn  hồi:

lực nén đạt tới giá trị lực tới hạn tính theo công thức Ơ le  

thì thanh bắt đầu bị cong. Sau đó dù lực tăng thêm  chút ít

thì biến dạng của thanh cũng tăng lên rất nhanh dẫn đến 

chỗ thanh bị pha huỷ.

EI

M

y

y


 2/32 )'1(

"



12.4. Ứng suất tới hạn, giới hạn sử dụng công thức Ơ le.

2

min
2

)( lF

EI

F

P
th

th




  ; 2

min
min r
F

I
 ; 

2

min

2











r

l

E
th




   (12. 2)

λ - độ mảnh của thanh 

minr

l



 (12. 3)
2

2






E
th  (12. 4)

l
l

l/
2

l/
4

l/
4

12. 3. Ảnh hƣởng của phƣơng phap  liên kết  đầu 

thanh đến sự ổn định. 

-Khớp bản lề ở hai đầu   μ = 1; 

- Một đầu ngàm, một đầu tự do   μ = 2;

- Ngàm hai đầu   μ = 0,5. 

 
2

min
2

)( l

EI
mPP odth




 .  (12. 2)



Thép ít cacbon ζtl = 20 kN/cm2 ,E = 2. 104 kN/cm2

100
20

102 42









Vật liệu λo

Thép 100

Gang 80

Gỗ 100

(12. 5)

Điều kiện sử dụng công thức Ơ le là

tlth   ; tl

E
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2

  

tl

E
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Trong tính toán kỹ thuật thƣờng sử dụng công thức thực

nghiệm của Iasinski: 2 cbath  (12. 6)

Các kết quả nghiên cứu thực nghiệm cũng cho thấy trong tính 

toán kỹ thuật co thể không quan tâm đến sự nguy hiểm do mất 

ổn định khi thanh có độ mảnh khá nhỏ tuỳ thuộc vào từng loại 

vật liệu. Thí dụ với thép khi                  ; với gỗ khi                   ; 

với gang khi                . 

40 30
20

12.4. Uốn dọc ngoài giới hạn tỷ lệ . Công thức thực 

nghiệm

Vật liệu Giới hạn 

Thép CT3

Thép CT5

Gang xám

Gỗ 

a b c

31,00

46,40

77,60

2,39

0,114  

0,3617

1,2000

0,0100

0,00

0,00

0,0053

0,00

40 < λ < 100

30 < λ < 90

20 < λ < 80
30 < λ < 100



Khi  λ < 40  ứng suất   tới hạn 

là giới hạn chảy (đoạn AB ).

Khi 10 <  λ < 100  ứng  suất 

tới hạn đƣợc xác định  theo 

công thức (12. 6 )(đoạn BC). 

Ở C ( λ =100) ứng suất tới 

hạn là giới hạn tỷ lệ .

Khi   λ > 100 ứng suất tới hạn 

đƣợc xác định theo công thức 

( 12. 4) (đoạn CD).  Rất ít khi 

gặp trƣờng hợp  λ > 200. 

20 60 100 140 1800
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nén

Uốn dọc
chảy Uốn dọc đàn hồi

A B

C

Ứng suất tới hạn

Ứng suất cho phép
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n
.   (12. 7)

φ - hệ số uốn dọc;
m

n

c

th 



 (12. 8)   n

F

N




Độ mảnh

λ 

Hệ số θ

Thép CT3 Gang Gỗ

0

10

20 

30

40

50

60

70

80

90

100

180

190

200 

1,00

0,90

0,96

0,94

0,92

0,89

0,86

0,81

0,75

0,69

0,60

0,23

0,21

0,19 

1,00

0,97

0,91

0,81

0,69

0,54

0,44

0,34

0,26

0,20

0,16 

1,00

0,99

0,97

0,93

0,87

0,80

0,71

0,60

0,48

0,38

0,31

0,10

0,09

0,08 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

Bảng 12. 2



-Bai toan xac định tải trọng cho phep

    FN n (12. 9)

- Bài toán thiết kế

 n

N
F


 (12. 10)

σ = N/F ≤ [σ]nυ

- Bai toan kiểm tra theo công thức (12. 8):



Thí dụ 12. 1. So sánh khối lƣợng theo khả năng ổn định theo

uốn dọc của thanh có mặt cắt hình tròn và thanh có mặt cắt 

hình vành khăn  có  đƣờng kính ngoài d1 = 100mm; đƣờng 

kính trong d2 = 80mm.

Diện tich mặt cắt hình vanh khăn:

2
222

2
2
1

1 28
4

8.14,3

4

10.14,3

44
cm

dd
F 



44
44

1

24
11 29510

10

8
105,0105,0 cm

d

d
dI 
















































Đƣờng kính thanh có mặt cắt hình tròn có cùng khả năng

ổn định 0,05d4 = 295            d = 8,8cm.

2
22

2 61
4

8,8.14,3

4
cm

d
F 



khối lƣợng của thanh tăng lên                     lần 2,2
28

61




Thí dụ 12. 2. Chọn đƣờng kính của mặt cắt  của  thanh 

chống BC , biết P = 10kN.  Vật  liệu làm thanh BC có ứng 

suất cho phép    2/14 cmkNn 

;030sin..  o
A ABNADPM

.25
5,0.1

10.25,1

30sin

25,1
kN

AB

P
N

o


Thử cho φ = 0,4;  ( 12. 10)

A
B

C

D

1m 0,25m

30o

P

N246,4
14.4,0

25
cmF 

d = 

.38,2
14,3

46,4.4
cmd 



  2/8,214.2,0 cmkN
od



Ứng suất nén làm việc của thanh BC : 

2/6,5
46,4

25
cmkN

F

N


Đƣờng kính d = 2,4cm không đảm bảo điều kiện ổn định

của thanh.

;6,0
4

min cm
d

r 

;195
30cos6,0

100.1

min


or

l
 ;2,0



Chọn lại φ = 0,3.

295,5
14.3,0

25
cmF  ; cmd 75,2

14,3

95,5.4
 ; 

cmr 7,0
4

75,2
min  ;  166

30cos.7,0

100.1


o
  

Tra bảng ta có φ = 0,275

  2/85,314.275,0 cmkN
od



Ứng suất làm việc của thanh BC :

2/2,4
95,5

25
cmkN

vƣợt 9% so với ứng suất cho phép.



Chọn đƣờng kinh của thanh BC  d = 2,84 cm; 

71,0
4

84,2
r

;6,162
30cos71,0

100.1


o
 φ = 0,28;

  2/95,314.28,0 cmkNod 

Ứng suất làm việc trong thanh BC :

2
2

/95,3
84,2.14,3

4.5,2
cmkN

Ta có thể dừng ở đây.



12.6. Uốn dọc và uốn ngang đồng thời.

12.6.1. Lực ngang tác dụng trong mặt phẳng có độ 

cứng cực đại.

-Kiểm tra độ bền của thanh theo uốn ngang trong mặt

phẳng có độ cứng cực đại.

-Kiểm tra độ bền theo uốn dọc trong mặt phẳng có độ

cứng cực tiểu.

-Khi thiết kế  chọn kích thƣớc mặt cắt ngang theo độ bền 

khi uốn ngang trong mặt phẳng có độ cứng cực đại rồi 

kiểm tra độ bền theo uốn dọc trong mặt phẳng có độ cứng

cực tiểu.



12.6.2. Lực ngang tác dụng trong mặt phẳng có độ cứng    

cực tiểu. 

Khi tải trọng ngang hƣớng về một phía, mặt cắt có độ võng 

lớn nhất  ở  khoảng giữa   dầm, phƣơng trình gần đúng của 

trục dầm

HA= N N

x

0,5l

ay

A B;sin x
l

ay


 (12. 11);

EIminy" = Mx.
( a )

Mx = - (MP + Ny);

;sin
2

2

min NyMx
ll

aEI P 


( b )

MP - momen  uốn do tải trọng ngang gây ra;

N - lực nén dọc.



Khi x = l/2; y = a, MP =  M PC ( momen uốn ở giữa dầm ). 

;

2
min

2

N
l

EI

M
a PC






thP
l

EI


2
min

2
lực tới hạn theo công thức Ơ le

NP

M
a

th

PC




(12. 12)

MPC - momen uốn ở mặt cắt giữa thanh do lực ngang gây ra;

Pth - lực tới hạn theo công thức ( 12. 1 ).

Xác định đƣợc độ võng cực đại ở giữa thanh, ta có thể xác

định độ võng ở mặt cắt bất kỳ theo (12. 10).



Trong tính toán kỹ thuật theo uốn dọc và uốn ngang đồng thời 

thƣờng  thực hiện theo công thức quy ƣớc:

Wz, F - momen chống uốn và diện tích mặt cắt ngang bình 

thƣờng  của  thanh.

 n
F

NM



 

z

max
max

W
( 12.14 )

Ứng suất ở mặt cắt bất kỳ cho trƣờng hợp uốn trong mặt 

phẳng xy  sẽ là:

zz

P

W

Ny

W

M

F

N


)(
 (12. 13)

Tính toán theo công thức gần đúng này thƣờng chỉ sai lệch

so với  phƣơng pháp chính xác dƣới 5%.



Ngoài ra cần kiểm tra theo biến dạng nén ở mặt cắt bị giảm 

yếu  theo công thức

Wt, Ft - mômen chống uốn và diện tích mặt cắt ngang

tại chỗ giảm yếu.

(12. 15)
 .

Wt
n

tF

NM
 



Thí dụ 12. 3. Kiểm tra thanh truyền của máy gặt làm bằng gỗ

x

y

z
PP=3,4kN

P P

550

55

28

Trong mặt phẳng xy thanh truyền chịu uốn dọc theo sơ đồ có 

gối đỡ  bản lề ở hai đầu. Vì thanh truyền có khối lƣợng nhỏ 

nên có thể bỏ qua tải trọng ngang do lực quán tính. 

F

P


 (12. 8) ;59,1

5,5.8,2.12
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Bảng 12. 2 θ  = 0,9.

2/25,0
8,2.5,5.9,0

4,3
cmkN

Trong mặt phẳng xz thanh truyền không quay tự do trên gối tựa

nhƣng cũng chƣa đƣợc ngàm hoàn toàn nên ta lấy μ = 0,75 : 

;81,0
8,2.5,5.12

8,2.5,5 3

cm
F

I
r

y
y 

Theo bảng 12. 2 :                              θ  = 0,80.50y

2/28,0
5,5.8,2.8,0

4,3
cmkN

Nói chung ứng suất hãy còn nhỏ.
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81,0

5,5.75,0
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BÀI TẬP SỐ 12 - UỐN DỌC

zc

b

z

y
Một cột đƣợc lam từ 2 thép chữ U

dai l=10m,ứng suất cho phep [ζ]n=

14kN/cm2,chịu lực nen P=560kN,

hệ số quy đổi chiều dai μ=0,75.

Chọn số hiệu của thep, xac định

khoảng cach b giữa hai nửa cột,

khoảng cach h giữa hai thanh ghep 

ngang va hệ số an toan ổn định m. 



Tạm chọn  λ=80.→

cm
l

rz 375,9
80

1000.75,0






UN022: rz=8,89cm;Iz=2110cm4;Iy=151cm4;zc=2.21cm. 

.36,84
89,8

1000.75,0


zr

l


λ=80→θ=0,75;λ=90→θ=0,69.

θ=0,75-(0,75-0,69).0,436=0,724. [ζ]ôđ=0,724.14=10,13kN/cm2;

ζ=560/(2.26,7)=10,49kN/cm2; sai lệch 100.(10,49-10,13)/10,13=+3,52%

2Iz=2Iy+2F(0,5b-zc)
2→b=21,55cm.

h≤λry/μ=266,58cm

k≥l/h=3,75;chọn h=250cm;k=4; số thanh ngang bằng 3.

λ=84,36<100→ζth=a-bλ+cλ2=21,38kN/cm2; m=21,38/10,49≈2,04.



Thử chọn φ = 0,75     Bảng λ=80

.375,9
80

1000.75,0
cm

l
rz 





.36,84
89,8

1000.75,0


zr

l


  .724,0
10

36,4
69,075,075,0 

Theo bảng chọn thép I No22 có rz=8,89cm;ry=2,37cm;

Iz=2110cm4;Iy=151cm4;F=26,7cm2.

Theo bảng chọn λ lớn hơn: λ=90 ; φ=0,69 .

    2/10,1014.724,0 cmkNnod  

./49,10
7,26.2

560

2

2cmkN
F

P
lv  Sai lệch +3,52%.

cmbFz
b

II cyz 55,21.
2

222

2









 Lấy b=22cm.

λ=84,36 < 100          бth=a-bλ =31- 0,114.84,36=21,38kN/cm2  

m=21,38/10,49=2,04



Chƣơng 13

TẢI TRỌNG ĐỘNG

13. 1. Khái niệm cơ bản.

- Tải trọng tĩnh và tải trọng động. 

-Đặc tính của tải trọng động và do đó phƣơng pháp tính toán 

phụ thuộc vào đặc tính của gia tốc.

13.1.1. Có thể coi gia tốc không phụ thuộc vào biến dạng 

của phần tử  kết cấu được xét .

*Xác định gia tốc bằng các phƣơng pháp của động học vật  

rắn           giá trị của lực quán tính. Bổ sung thêm lực quán 

tính vào các lực  tác dụng .

*Trƣờng hợp gia tốc của phần tử chuyển động của kết cấu có 

giá trị biến đổi theo chu kỳ làm việc : dùng gia tốc cực đại 

và lực quán tính tương ứng.



13.1.2. Gia tốc tăng đột ngột (tức thời) đến một giá trị rất 

lớn tuỳ thuộc  vào biến dạng của phần tử kết cấu được 

xét :  hiện tƣợng va chạm

(vận tốc của phần tử thay đổi rất lớn trong một khoảng thời 

gian rất ngắn t = 0,001 s). 

Khi va chạm tốc độ lan truyền biến dạng và đặc tính chịu phá

huỷ của vật liệu có ý nghĩa rất lớn. 

13.1.3. Gia tốc biến đổi theo chu kỳ.

*Tải trọng (bao gồm lực quán tính) sẽ gây ra dao động và có 

thể xẩy ra hiện tƣợng cộng hƣởng, ứng suất và  biến dạng khi 

đó sẽ tăng rất lớn.

*Khi tải trọng chu kỳ tác dụng nhƣng không có hiện tƣợng 

cộng hƣởng có thể xẩy ra hiện tượng mỏi : Chi tiết bị phá huỷ 

sau một số chu kỳ làm việc khi ứng suất còn nhỏ hơn rất nhiều 

so với giới hạn chảy hoặc giới hạn bền. Ƣng suất này đƣợc 

gọi là giới hạn mỏi.



13.2. Tính toán các chi tiết chuyển động không đều.

13.2.1. Tính các thanh chuyển động thẳng và song song

với  trục thanh. 
Giả sử có một thanh chịu tác dụng của các lực không cân 

bằng P1 và P (P1 là lực chuyển động, P là lực cản với P1 > P). 

Thanh chuyển động với gia tốc không đổi a. 

ma = P1 - P ;     P1 = P + ma.

F

maP
d


max ;        (13. 1)

 al
F

P
d  max  (13. 2)

λ - khối lƣợng riêng của vật liệu thanh (N/m3); 

P - lực cản (N) ;

l - chiều dài thanh (m);

F - diện tích mặt cắt ngang của thanh (m2);

d - ứng suất (N/m2).



g

a

F

Q

F

P
d max

(13. 2)

(13. 3)

Nếu chi tiết chuyển động với gia tốc thay đổi trong các công 

thức trên cần lấy gía trị cực đại của gia tốc.

Q - trọng lƣợng của thanh

Thí dụ 13. 1. Xác định ứng suất trong bu lông biên của động 

cơ máy kéo nếu khối lƣợng của nhóm pittông - biên (không 

kể nắp dƣới biên)  là m = 7,5 kg; số bu lông là 4; đƣờng kính 

trong của bu lông là d  =10mm;  gia tốc cực đại của pittông 

amax = 1130 m/s2.



Bu lông biên chịu kéo bởi nhóm pittông-biên (13. 1)

22
2

/7,2/2700
1.14,3.4

4.1130.5,7

4
max cmkNcmN

F

ma
d 

Hệ số tập trung ứng suất ở chân ren 4

2/117,2.4max cmkNd 
Ứng suất động lực học có giá trị không cao song bu lông 

biên vẫn được làm bằng vật liệu có chất lượng cao .

13.2.2. Tính các thanh chuyển động vuông góc với trục 

thanh hay có các khối lượng liên kết với thanh có chuyển 

động vuông góc với  trục thanh.           
*Trường hợp thứ nhất :

gaFdx /)( bổ sung thêm các lực quán tính phân bố                          có 

tác dụng nhƣ tải trọng phân bố:  và tính thanh theo biến dạng 

uốn tĩnh.



*Trường hợp thứ hai :

Thí dụ 13. 2. Kiểm tra ứng suất trong dầm dọc của máy kéo 
có Wz = 345cm3 khi máy kéo đang đứng nhƣng động cơ vẫn 
làm việc. Sơ đồ tải trọng tác dụng trên dầm do trọng lƣợng 
của động cơ, bộ phận truyền  lực, thùng nhiên liệu, bộ phận 
toả nhiệt cũng nhƣ lực quán tính Pqt = 6,7 kN cho  trên hình  
vẽ . Lực quán tính trong trƣờng hợp  này là  phần lực quán 
tính chƣa đƣợc cân bằng của các khối lƣợng chuyển động 
tịnh  tiến qua lại. 

-bổ sung vào các tải trọng của thanh lực quán tính của khối 

lƣợng chuyển động có liên kết với thanh.



Va=3,13kN
Vb=26,47kN Pqt=6,7kN

0,4kN 12,3kN
1,0kN

4,6kN

0,4kN
3,0kN

1,2kN

180 400
630

1500

2180

2590

2640

3130

10,37kNm

Ứng suất cực đại 

trong dầm:

2
2

Z

max
max /3

345

10.37,10

w
cmkN

M


Momen chống uốn 

của mặt cắt dầm 

chữ U Wz = 345cm3.



13.2.3 Ứng suất trong thanh truyền (biên).

q = m.an = mrω2 .

an - gia tốc pháp tuyến ở điểm A;

r - bán kính đƣờng tròn quỹ đạo điểm A;

ω - vận tốc góc của tay quay OA;

γ - khối  lƣợng riêng của vật liệu làm thanh truyền ( kg/m3 ).

q  = mN
Frnn

rF /
3030

1
2

22

2

22 
  , 

n - vận tốc góc của tay quay OA (vòng/phút).

F - diện tích mặt cắt ngang (m2); l - chiều dài của thanh ;

A

BO
r

q

90oω

16

2

max
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M 
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222

max
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 (12. 4)



Thí dụ 13. 3. Kiểm tra ứng suất do uốn dọc và uốn ngang 

đồng thời trong mặt phẳng chuyển động của thanh truyền 

động cơ máy kéo, biết hệ số quy đổi chiều dài μ = 1; l = 330 mm; 

r = 76mm;  n = 1050vg/ph; F = 3cm2; P = 23kN;   γ  = 0,008kg/cm3.  
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 (12. 14)

Momen quán tính của mặt cắt:
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3

3
cm

F

I
r z
z 

Độ mảnh: .33
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 Theo bảng 12. 2:   φ = 0,91.

Momen chống uốn : 314,2
4,1

3
cmWz 

Momen uốn cực đại:

Nm

lFrn
M

0,15
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/9126
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14,2

10.0,15
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Ứng suất tổng cộng :



13.2.4. Ứng suất trong vành quay.

Lực quán tính ly tâm tác dụng lên mỗi phần tử vành là: q = man.

m - khối  lƣợng  của  một  phân  tố vành  (tính  trên  đƣờng  

tròn trung bình đƣờng kính D);  Fdsm
F - diện tích mặt cắt ngang của vành;

γ - khối lƣợng riêng của vật liệu làm vành;

d
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  ;        
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Dn (13. 6)

man= q

an D
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ω
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qy

zN N

dθ

ds

θ



13.3. Ứng suất và biến dạng khi va chạm. 

Các giả thiết :

1. Biến dạng của vật thể bị va chạm chƣa vƣợt quá giới hạn 

tỷ lệ;

2. Va chạm là không đàn hồi ;

3. Không chú ý đến khối lƣợng của vật thể bị va chạm;

4. Động năng của vật thể va chạm hoàn toàn biến thành 

thế năng biến dạng của vật thể bị va chạm.

13.3.1. Va chạm theo phương thẳng đứng.

v0- vận tốc của  m1 khi  tiếp xúc ban đầu; 

yo - chuyển vị tĩnh của dầm do khối lƣợng m2;

yd - chyển vị lớn nhất của hai khối lƣợng m1 và m2 do va  chạm;



m1

m2

yO

yđ
yt

P

1δ

Định lý bảo toàn động lƣợng :

( a )

Xét quá trình xẩy ra từ khi m1 và m2 bắt đầu chuyển động 

xuống  đến  khi hai khối lƣợng này đạt tới vị trí thấp nhất .  

m1vo = (m1 + m2)v1 ;   ov
mm

m
v

21

1
1 
 .

Định lý bảo toàn năng lượng: biến thiên động năng và 

thế năng biến dạng của hệ thống bằng công của ngoại lực 

trong quá trình này:.

ATU  .  ( b )

.



.

A - công của ngoại lực (trọng  lƣợng của các khối lƣợng 

m1 và m2);
ΔT - độ biến thiên của động năng trong quá trình đƣợc xét;

ΔU - độ biến thiên của thế năng biến dạng trong quá trình 

đƣợc xét.
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kđ - hệ số động lực học;

Khi rơi từ độ cao h xuống dầm: ghvo 22 
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Khi h = 0 thì  kđ = 2 .    Khi  m2 <<m1 ;   m2/m1 0 .
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Thí dụ 13. 4. Xác định chiều cao rơi cho phép của vật nặng G 

có trọng lƣợng 500N trên đầu tự do của dầm công xôn không 

trọng lƣợng có chiều dài l = 1m, mặt cắt ngang dầm có cạnh 

a = 10cm . Vật liệu làm dầm là thép có E = 2.104 kN/cm2; ứng 

suất cho phép .  2/120 mkNd 
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)( 1MMP

Momen  chống uốn của mặt cắt 

ngang dầm là 
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Ứng  suất  tĩnh  cực đại  do 
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Độ võng đầu tự do của dầm do lực G tác dụng tĩnh 

gây ra là:
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Thí dụ 13. 5. Một thanh có chiều cài l, 

mặt cắt ngang có diện tích F làm bằng 

vật  liệu có môđun đàn hồi E chịu va 

chạm bởi khối lƣợng m rơi từ độ cao h.

1. Xác định ứng suất động lực học khi 

va chạm.

2. Xét trƣờng hợp một  nửa  thanh  có diện   

tích mặt cắt ngang là αF  khi  α < 1 và  α > 1. 

Ta xác định ứng suất động lực học khi va chạm theo công 

thức gần đúng (13. 13) và (13, 8): 
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yt - độ dãn của thanh khi lực mg tác dụng tĩnh.
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Vì  α < 1 nên nghĩa là   dd  21
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Trong cả hai trƣờng hợp tăng hay giảm cục bộ diện tích

mặt cắt ngang đều làm tăng ứng suất động lực học khi va

chạm.

b/    α < 1
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13.3.2 .Va chạm theo phương nằm ngang.

Sau khi va chạm hai khối lƣợng bắt 

đầu cùng chuyển động với vận tốc v1: 
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gmt 1 - chuyển vị theo phƣơng ngang do một lực bằng  

trọng     lƣợng của m1 tác dụng tĩnh theo phƣơng va chạm ; 

δ - chuyển vị do lực đơn vị tác dụng tĩnh theo phƣơng va chạm .
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13.3.3. Va chạm xoắn. 

Xét một trục quay với vận tốc góc 

ω Khi đột ngột giữ (hãm) đầu trục 

kia hoặc khi khởi động  đột   ngột 

trục sẽ  chịu  va   chạm xoắn.  Bỏ  

qua  momen quán  tính  của trục. 
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(13. 16)
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qd  ;     

G = 8.106N/cm2;
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n
 

m - khối lƣợng bánh đà (kg);     D - đƣờng kính bánh đà (m);

d, l - đƣờng kính và chiều   dài trục.
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13.3.4. Ảnh hưởng của khối lượng của thanh chịu va chạm 

đến ứng suất và biến dạng khi va chạm. 

Khối lƣợng của thanh được thay thế bằng khối lƣợng quy đổi 

đặt ở vị trí va chạm. Tiêu chí  quy đổi khối lƣợng : động năng 

của thanh bằng động năng của khối lƣợng thay thế.
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Hệ số quy đổi: (13. 18)
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Đối với thanh thẳng có mặt cắt ngang không đổi:
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 (13. 20)

xo  , chuyển vị của điểm va chạm và của điểm bất kỳ trên 

thanh; dx - chiều dài của phân tố   thanh. 
Hệ số quy đổi khối lượng của vật thể bị va chạm về điểm 

va chạm phụ thuộc vào điều kiện liên kết của thanh và dạng 

va chạm.
Thanh thẳng có mặt cắt không đổi chịu va chạm dọc 
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Dầm có mặt cắt không đổi ,có gối bản lề ở hai đầu, quy đổi 

khối lƣợng về giữa dầm: 
35

17
qdk

Dầm công xôn quy đổi khối lƣợng về đầu tự do :kqđ = 33/140.



Sau khi quy đổi khối lƣợng ta có thể xác định hệ số động lực 

học khi va chạm theo công thức (13. 8):
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m

mk

y

h
k

qd

t
d (13. 22)

h - chiều cao rơi;

yt - chuyển vị tĩnh của điểm va chạm;

kqđ - hệ số quy đổi khối lƣợng;

m1 - khối lƣợng của vật thể  va chạm;

m - khối lƣợng của vật thể bị va chạm.

13. 4. Khái niệm về tính toán theo độ bền và độ cứng khi 

dao động.

Giới hạn trong việc biết cách xác định tần số dao động 

nhỏ khi không có lực cản cho hệ một bậc tự do và kiểm 

tra sự cộng hƣởng.



13.4.1. Xác định tần số dao động riêng.

Dao động ngang và dao động dọc. 

Hệ thống đang ở vị trí cân bằng 

(ứng với điểm O). 

m

O
F

P

x

y

y

Δt

      mg = Fo = 


t
tk


 . 

k - độ cứng của dầm (N/m);

δ - độ dẻo của dầm.

Đầu dầm lệch khỏi vị trí cân bằng một khoảng y, khối lƣợng 

m chịu tác dụng của các lực sau: - trọng lực mg = P;

- lực hồi phục kyF t )( 

FP
dt

yd
m 

2

2

; .
2

2

kykykmg
dt

yd
m t   

                             

kmgt / (cm) - chuyển vị tĩnh của khối lƣợng m do trọng

lƣợng của nó gây ra.
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(13. 23)

Dầm công xôn  mang khối lƣợng tập trung ở đầu tự do thì 

EI

mgl
t

3

3



Thanh chịu kéo khi dao động: 
EF

mgl
t 

Khối lƣợng tập trung đặt trên lò xo: 
4

38

Gd

nmgD
t 



G - mođun trƣợt của vật liệu;

I- momen quán tính cực của mặt cắt ngang trục;

l- chiều dài trục. 

l

GIx





0

(13. 24)

θ - momen quán tính của khối lƣợng bánh đà.

l

GI

l

GI
n xx

o








55,9
30

(13. 25)

Dao động xoắn. 

(13. 22) với 1
xGI

kl
hay

l

Ix

l

GI
k x



Trƣờng hợp hai đầu trục có hai bánh đà :

2211

3030

l

GI

l

GI xx




          l1 + l2 = l             
21

2
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l
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 (13. 26)
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l

l1 l2

1 2



13.4.2. Biến dạng và ứng suất trong dao động cưỡng bức.

Qsinpt

O
m

x

/yptQ
y

dt

yd
m sin

2

2




pt
m

Q
y

mdt

yd
sin

1
2

2




21
o

m



Đặt pt

m

Q
y

dt

yd
o sin2

2

2

 ( a )

*Lời giải chung của phƣơng trình này gồm lời giải chung của 

phƣơng trình đẳng cấp tƣơng ứng và một lời giải riêng của 

phƣơng trình. 

*Dao động tự do [lời giải chung của phƣơng trình đẳng cấp

tƣơng ứng] sẽ tắt dần theo thời gian và ta cần xác định biên 

độ của dao động cƣỡng bức nên ta sẽ giới hạn chỉ xét một 

nghiệm riêng của phƣơng trình . 



*Chọn dạng của nghiệm riêng này là y = Asinpt.
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(13. 28)



kđ - hệ số động lực học. 

tdkA  (13. 29)

t
chuyển vị tĩnh do lực biên độ Q gây ra.

Ứng suất  tỷ lệ với biến dạng tdd k   (13. 30)

(13. 28), (13. 29) và (13. 30) dùng cả cho các trường hợp 

dao động dọc (kéo, nén) hay dao động xoắn.



Thí dụ 13.6. Trên một dầm có khớp bản lề ở hai đầu gồm 

hai thép hình chữ U No20a, chiều dài l = 2,4m. Giữa  dầm 

đặt động cơ khối lượng  M = 2500 kg. Trục động cơ có số 

vòng quay n = 650 vg/ph . Do độ  lệch tâm của rôto  động 

cơ nên khi động cơ làm việc đã gây   ra lực  kích   thích 

Qt = 5000sinωt (N). Kiểm tra độ bền của dầm. Mođun đàn  

hồi của vật  liệu E = 2.107N/cm2.

Số dao động tự do của dầm trong một phút 

t

on



300

             
EI

Mgl
t

48

3

 . với(13. 23)

U No 20a có khối lƣợng 1m chiều dài là 23,33kg, Iz =1804cm4, 

Wz =180,4 cm3.

kg35,544,233,23
35

17
2 

%18,2100
2500

35,54
(                                    so với khối lƣợng động cơ nên có thể 

bỏ qua )

Khối lƣợng quy đổi về giữa dầm :



cmt 098,0
1804.2.10.2.48

240.8,9.2500
7

3



3,958
098,0

300
on lần/phút

Không có nguy hiểm do cộng hƣởng

%2,32100
4,959

6504,959




Phần ứng suất trung bình do trọng lƣợng động cơ gây 

ra là:

2/4074
4,180.2.4

240.8,9.2500
cmN

W

M

z

t
tb 



Biên độ của ứng suất động lực học:

2/1538
4,180.2.4

240.5000
85,1 cmNa 

Hệ số động lực học

85,1

4,959

650
1

1

1

1

1

1
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ζmax = 4074 + 1538 = 5612 N/cm2 ;

ζmax = 4074  - 1538 = 2536 N/cm2 ;



l

M
B

A
EI

0,5l 0,5l

M

BA

C

EI

a b

M

BA

C

EI

Mg = P

EI

Pl
yA

3

3



EI

Pl
yA

48

3



 
EI

baPb
yA

3

2 




13.7    Một khối lƣợng M  rơi từ độ cao h  xuống đầu tự do A của dầm chữ

U  ( Iz , Wz )  chiều dài l Vật liệu làm dầm có mođun đàn hồi E . Xác định 

ứng suất cực đại trong dầm khi va chạm Bỏ qua trọng lƣợng của dầm.                   

l

M

h

AB

;
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 tMgdd k max 



0,5l 0,5l

M
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13.8  Một động cơ có khối lƣợng M  đặt ở chính giữa dầm AB có gối đõ bản 

lề ở hai đầu. Dầm làm bằng thép chữ U ( Iz = , Wz ). Xác định ứng suất cực đại 

trong dầm khi động cơ làm việc với tốc độ n vòng/phút sẽ xuất hiện thành phần

lực quán tính ly tâm theo phƣơng thẳng đứng  Q(t) = 600sinpt ( N ). Vật liệu

làm dầm có modun đàn hồi E .Bỏ qua trọng lƣợng của dầm
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Mgl
yctMg
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ctMgctMg y
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13.8 Một động cơ có khối lƣợng M  đặt ở đầu tự do C của dầm ABC nhƣ hình 

vẽ. Dầm làm bằng thép chữ U ( Iz , Wz ). Xác định ứng suất cực đại trong dầm

khi động cơ làm việc với tốc độ n vòng/phút sẽ xuất hiện lực quán tính ly tâm 

theo phƣơng thẳng đứng  Q(t) = Qsinpt ( N ).Vật liệu làm dầm có mođun đàn hồi

E . Bỏ qua trọng lƣợng của dầm.
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*Các đặc trƣng của một chu kỳ ứng suất :

a/ Hệ số không đối xứng ( trị số và dấu ) 
max

min




k (14. 1)

b/ Biên độ của chu kỳ : )1(
22

maxminmax ka 





 (14. 2)

c/ Ứng suất  trung bình : ),1(
22

maxminmax ktb 





 (14. 3)

Chƣơng 14 

TẢI  TRỌNG  BIẾN  ĐỔI  CHU  KỲ
14. 1. Tải trọng biến đổi chu kỳ và sự mỏi của vật liệu.

*Vấn đề mỏi của vật liệu nói chung và mỏi kim loai nói 

riêng có ý nghĩa rất quan trọng vì phần lớn các phần tử 

máy móc, công trình đều làm việc với tải trọng chu kỳ. 

*Tải trọng chu kỳ là tải trọng lặp lại nhiều lần với một chu 

kỳ nhất định. Quá trình biến đổi của tải trọng hay ứng suất  

từ cực đại đến cực tiểu rồi lại trở về cực đại là một chu kỳ 

tải trọng hay ứng suất.



1. Chu kỳ đối xứng

.0;

;1;

minmax

minmax





tba

k





2. Chu kỳ không đối xứng

.0;0

;minmax





tbk 
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t
O

ζa

ζ
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ζmax

ζtb

ζmin

ζa

ζ

O

Một chu kỳ không đối xứng có thể coi là tổng cộng của một 

chu kỳ đối xứng và chu kỳ ứng suất không đổi 

3. Ứng suất mạch động

tO

ζmax

ζa

ζtb

ζ
2

)1(
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)1( maxmax
max

kk
atb








 (14. 4)

(14. 5)

;0;0min  k

;
2

max
  tba



4. Tải trọng tĩnh.

.;0

;1;

minmax

minmax









tba

k

Do tải trọng chu kỳ có thể xuất hiện sự phá huỷ mỏi .

Sự nguy hiểm của phá huỷ mỏi là sau một thời gian làm 

việc chi tiết bị phá huỷ đột ngột khi ứng suất còn rất thấp, 

nhỏ hơn nhiều so với giới hạn bền, giới hạn chảy và cả 

giới hạn tỷ lệ nữa.

Khả năng vật liệu chịu tác dụng của ứng suất chu kỳ mà không 

bị phá huỷ gọi là độ bền mỏi hay độ bền chu kỳ.

Ứng suất lớn  nhất vật liệu chịu đƣợc mà không bị  phá huỷ 

với số chu kỳ làm việc lớn vô hạn đƣợc gọi là giới hạn mỏi.



Giới hạn mỏi khi ứng suất biến đổi theo chu kỳ không đối 

xứng :           ; 

khi ứng suất biến đổi theo chu kỳ đối xứng :                . 

Đối với tải trọng tĩnh (không đổi) giới hạn mỏi của vật liệu 

dẻo chính là giới hạn chảy                   , 

của vật liệu giòn là .

kk  ,
11,  

c 1

B 1

Giới hạn mỏi hạn chế (                      ): ứng suất khi vật liệu 

chịu đƣợc số chu kỳ N mà không bị phá huỷ. Giới hạn mỏi 

hạn chế dùng  để  tính  các chi  tiết  làm  việc chỉ trong một 

khoảng thời gian hạn chế.

kNkN  ,



14. 2. Khái niệm về thực chất 

của sự phá huỷ mỏi. 



*Giữa thế kỷ 19 ngƣời ta  nhận định cho rằng dƣới tác dụng 

của tải trọng chu kỳ vật liệu "bị mỏi" ,chuyển từ dẻo sang giòn 

và bị phá huỷ.

*Những nghiên cứu rộng  rãi trong nửa đầu thế kỷ 20 đã chứng 

minh quan điểm trên không còn đúng đắn nữa và thuật ngữ 

"mỏi" không còn nhƣ ban đầu mà mang một nội dung hoàn 

toàn khác.

*Sự hình thành hai vùng khác nhau trên bề mặt  chỗ gẫy hỏng. 

*Sự xuất hiện rạn nứt mỏi do tính chất không đồng nhất của 

vật liệu, của mạng tinh thể.  Khi chi tiết chịu lực, các tinh thể 

này cũng chịu lực khác nhau.  Do tính chất ngẫu nhiên ở tinh 

thể làm việc trong điều kiện bất lợi nhất sẽ xuất hiện biến dạng 

dẻo. Khi ứng suất thay đổi nhiều lần tại tinh thể đó sẽ có sự 

phân bố lại ứng suất cục bộ nhƣng chƣa gây ra sự phá huỷ 

kim loại. Ở các  chu kỳ tiếp theo sẽ có sự biến cứng ở tinh thể 

đó và phần nội lực do tinh thể này nhận sẽ tăng lên . 



*Đến một lúc nào đó sẽ xuất hiện  rạn nứt mỏi tại tinh thể này. 

Các rạn nứt mỏi thƣờng xuất hiện từ ngoài mặt chi tiết tại nơi 

có ứng suất lớn hoặc vật liệu có khuyết tật do kết quả gia công. 

Khi số chu kỳ chịu lực tăng lên  thì rạn nứt mỏi sẽ phát triển 

dần và khi  phần mặt cắt còn lại không đủ độ bền tĩnh chi tiết 

sẽ gẫy hỏng đột ngột.

14. 3. Đƣờng cong mỏi. Giới hạn mỏi.

Hệ thức giữa số chu kỳ N và ứng suất             được diễn tả 

trên đồ thị dưới dạng đường cong mỏi 
max

Với  ứng   suất  có chu kỳ 

đối  xứng,  giới   hạn mỏi 

đƣợc ký hiệu là       (k = -1), 

chu kỳ mạch động ký hiệu 

là        (k = 0) v. v...

1

o

NNc

max

B7,0

k



Giới hạn mỏi còn phụ thuộc loại biến dạng. Thép có giới hạn 

mỏi theo chu kỳ đối xứng khi kéo nén                      , khi xoắn                         

với gang                      , khi xoắn 
uk 11 85,0   

ux 11 55,0    uk 11 65,0    .8,0 11 ux   

Công thức thực nghiệm gần đúng  với thép khi uốn                           

khi kéo                         khi xoắn                        .Bx  2,01 Bu  4,01  Bk  3,01 

(14. 4)
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 (14. 6)

k - hệ số  không đối xứng của chu kỳ, xác định theo (14. 1).



NNc

max

B7,0

k

logNA logNC logNC logN

A

maxlog

kNAlog

klog

Thông thƣờng đƣờng cong mỏi đƣợc vẽ trong hệ toạ độ 

logarit .



14.4. Biểu đồ biên độ giới hạn trong hệ toạ độ σtb,σa

Những điểm nằm trên đƣờng ABC đặc trƣng cho các chu kỳ 

giới hạn, khi đó ứng suất cực đại là giới hạn mỏi với các hệ 

số không đối xứng của chu kỳ khác nhau: katb  max

O

-1<k<0

K

L

k=0

k=1

0<k<1

45o

A

B

C

a

1

agh
o5,0

tbctbgho5,0 tb

a

Các điểm nằm bên dƣới đƣờng 

ABC diễn tả những chu kỳ không 

làm phá huỷ mẫu thử trƣớc số 

chu kỳ cơ sở Nc. Những điểm 

nằm bên trên đƣờng AC ứng 

với các chu kỳ mà mẫu thử bị 

phá huỷ với số chu kỳ N < Nc.

Tia đi qua gốc toạ độ là quỹ

tích của những điểm ( K,L ) đặc trƣng cho các chu kỳ đồng

dạng ( có cùng hệ số k ).
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45o
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a

1
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tbc

Phƣơng pháp của Kinaxôvili : biểu đồ đƣợc vẽ từ 3 điểm

A ( ζ-1) , B ( ζ0 ) , C ( ζc ).

Phần phải là đƣờng thẳng EC đi qua điểm C và nghiêng với 

trục hoành độ một góc bằng 45o để đảm bảo độ bền tĩnh:  

(      - giới hạn chảy ).catb σσσσ <+=max cσ

O

-1<k<0

K

L

k=0

k=1

0<k<1

45o

A

B

C

a

1
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tbctbgho5,0 tb

a

o5,0

Phần trái của biểu đồ là đƣờng thẳng AE



Biên độ giới hạn của các mẫu thử chịu ứng suất  biến đổi theo 

chu kỳ không đối xứng đƣợc xác định từ phƣơng trình của 

đƣờng  thẳng AE :

tbkaktbkak   -;- 1-1- 

0

01-

0

01- -2
;

-2









  

FB

AF
tgTrong đó

là hệ số đặc trƣng cho độ nhạy 
của vật liệu đối với chu kỳ không  
đối xứng. Đối với thép khi thiếu 
các   số liệu  thực   nghiệm  về             

hay              ,giá trị của 
các hệ số                 đƣợc  xác 
định theo các công thức thực 
nghiệm:

01- σσ ,
τσ ψψ ,

01- ττ ,

.5,0    (14. 7)

(ζB tính bằng MPA)

45o

B
E

D

A

F

O
45o

a

1

o5,0

o5,0 tbc

α

.0002,002,0 B 



14.5.Các  yếu tố ảnh hƣởng đến giới hạn mỏi.

1/Sự tập trung ứng suất;

2/Yếu tố kích thƣớc;

3/Chất lƣợng gia công bề mặt;

4/Các yếu tố sử dụng ( sự ăn mòn, nhiệt độ, tần số của 

các chu kỳ ứng suất v.v...);

5/Sự làm chặt bề mặt.

14.5.1.Sự tập trung ứng suất.

Hệ số tập trung ứng suất lý thuyết

,
τ

τ
α;

σ

σ
α

dn

max
τ

dn

max
σ ==

maxmax τ,σ - ứng suất cực đại cục bộ;

dndn τ,σ - ứng suất danh nghĩa ( SBVL )

x

x
dn W

M
τ =khi kéo hay nén ,

F

N
σdn = khi uốn 

u

u
dn W

M
σ = ; khi xoắn .

P

P

max
dnσ



Hệ số tập trung ứng suất thực tế :

;
1

1

t

K






       .

1

1

t

K






  

11,     - giới hạn mỏi của 

mẫu thử nhẵn;

- giới hạn mỏi của 

mẫu  thử có  tâp 

trung  ứng  suất.

tt 11 ,     

0,5

0,6

0,7

0,8
q

0,8

0,6

0,4

0,2

O 1 2 3 4 5 mm,ρ

4,0=/ Bc σσ

                  )1(1   qK   ;      )1(1   qK      

q - hệ số nhạy của vật liệu đối với sự tập trung ứng suất .



1,0

1,4

1,8

2,2

2,6

0 0,08 0,16 0,24

D dMu Mu

1,2

1,05

1,01

ρ

d/ρ

a/

1,0

1,4

1,8

2,2

2,6

0 0,08 0,16 0,24

D dMx Mx

1,2

1,05

1,01

ρ

d/ρ

b/

 



14.5.2. Yếu tố kích thước.

Giới hạn mỏi giảm khi tăng kích thước ngang của chi tiết do:

-Tăng độ không đồng nhất của kim loại.

-Khi gia công cơ khí sẽ tạo ra sự biến cứng trong lớp bề mặt của

chi tiết ở độ sâu tƣơng đối nhỏ hơn khi các chi tiết có các kích 

thƣớc ngang lớn hơn.
-Yếu tố thống kê đặc trƣng cho sự  gia tăng xác suất xuất hiện 

những khuyết tật khi tăng kích thƣớc ngang. 

-Ảnh hƣởng của chiều dài chi tiết đến giới hạn mỏi là không rõ

rệt 

1

1









d
dK    ;                

1

1









d
dK   ' Hệ số kích thước : 

 
D

d
KK dd log154,01     Công thức thực nghiệm: (d  <150 mm);

8,0  dd KK       (d > 150 mm).

- giới hạn mỏi của mẫu thử  nhẵn có đƣờng kính tiêu 

chuẩn d0 = 0,75 cm.
11,  

-giới hạn mỏi của mẫu thử nhẵn có đƣờng kính d;dd 11 ,  



14.5.3 Chất lượng gia công bề mặt.

1

1










g
FK  ;    

1

1










g
FK  , 

gg 11 ,   -  giới hạn mỏi 

của mẫu   thử có  chất 

lƣợng gia công bề mặt

cho  trƣớc;

11,    - giới hạn mỏi 

của mẫu thử có bề mặt đƣợc đánh bóng.

Công thức thực nghiệm :

)1
20

(loglog22,01  B
zF RK


    

425,0575,0   FF KK .  

Bσ đƣợc tính bằng MPa 

Rz - thông số đặc trƣng cho độ nhẵn bề mặt (μ).

Đánh bóng
Mài

Tiện

Có vẩy thép

kF

(Mpa)
0,2

0,4

0,6

0,8

400 600 800 1000 бB



•14.5.4 Các yếu tố sử dụng, ảnh hƣởng của môi trƣờng 

ăn mòn:

kh

am
amK

1

1







  . 

 am1   giới hạn mỏi của mẫu thử trong môi trƣờng ăn mòn;

kh1   - giới hạn mỏi của mẫu thử trong môi trƣờng không khí.

1 ngày

5
25

200ngày

Kam

(Mpa)
0,2

0,4

0,6

0,8

400 600 800 1000 бB



*Thực nghiệm cho thấy ở nhiệt độ thấp giới hạn mỏi tăng lên 

chút ít còn ở nhiệt độ cao giới hạn mỏi lại giảm.

*  Ở nhiệt độ bình thƣờng và không bị ăn mòn nếu tần số của 

các chu kỳ tăng lên từ 30 Hz lên 1000 Hz sẽ làm tăng giới

hạn mỏi lên 10-20%, nếu giảm tần số từ 30 Hz xuống 0,1 Hz 

sẽ làm giảm giới hạn mỏi tới 10-15%.
*  Dạng của chu kỳ ứng suất không ảnh hƣởng đến giới hạn

mỏi ( trong mỗi chu kỳ ứng suất có thể biến đổi theo quy luật

bất kỳ chứ không nhất thiết chỉ là hình sin). 

(MPa)

Nƣớc  ngọt

Nƣớc biển

Kam

0,2

0,4

0,6

400 600 800 1000
0

бB



14.5.5. Làm chặt bề mặt. 

1

1






 cm
vK , 

cm1 -  giới hạn mỏi của mẫu thử đƣợc làm chặt bề mặt;

1    - giới hạn mỏi của mẫu thử không đƣợc làm chặt bề mặt.

Hệ số Kv Bảng 14. 1

Phƣơng pháp làm

chặt  bề mặt

Loại mẫu thử Đƣờng kính mẫu thử

7 - 20 mm 20 - 40 mm

Tôi bằng dòng

điện cao tần

Không  ƣs tập 

trung
1,3…1,6 1,2…1,5

Có ứng suất tập 

trung 1,6…2,8 1,5…2,5

Thấm Nitơ ở độ

sâu  0,1... 0,4 mm
Có ứng suất tập 

trung

Không  ƣs tập 

trung
1,15…1,25 1,1…1,15

1,9…3,0 1,3…2,0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .



14.5.6 .Ảnh hưởng đồng thời của tất cả các yếu tố.

CT
CT

K


 1

1


  ;  
CT

CT
K


 1

1


  ; 

 11;   giới hạn mỏi của mẫu thử tiêu chuẩn;

CTCT KK  ;   hệ số hạ thấp giới hạn mỏi của chi tiết khi uốn 

hay khi xoắn đƣợc xác định theo công thức:

K;K τσ -Hệ số tập trung ứng suất khi uốn hay xoắn;

K;K dd τσ -Hệ số kích thƣớc khi uốn hay xoắn;

K;K FF τσ -Hệ số tính đến ảnh hƣởng của chất lƣợng gia công bề

mặt khi uốn hay xoắn;

Kv - Hệ  số tính đến ảnh hƣởng của phƣơng pháp làm chặt bề 

mặt. Khi có tác dụng ăn mòn của môi trƣờng hệ số KF trong 

công thức (14. 10) đƣợc thay thế bằng hệ số Kam.

;
1

1
1

vFd
CT

KKK

K
K















vFd
CT

KKK

K
K

1
1

1













 .

(14.10)



14.6. Tính toán độ bền trong chế độ chịu tải bình ổn.

Tính toán độ bền là tính toán kiểm tra:

n - hệ số  an toàn tính toán theo ứng suất chu kỳ;

[ ]n≥n
(14. 11)

[n] - hệ số  an toàn cho phép đƣợc xác định từ kinh nghiệm sử 

dụng và tuỳ thuộc vào nhiệm vụ của chi tiết, điều kiện làm việc, độ 

chính xác của phƣơng pháp tính và mức độ tin cậy của các thông 

tin về dặc trƣng cơ học của vật liệu. Thƣờng thì [n] = 1,3 . . . 3.

Tính toán theo hệ số an toàn cho phép đƣợc thực hiện cho trạng 

thái ứng suất đơn .Nếu kết quả tính toán thoả mãn điều kiện 

(14. 11) ngƣời ta cho rằng chi tiết có thể làm việc lâu dài vô hạn. 

Chế độ chịu tải bình ổn là chế độ khi ứng suất trung bình  

và biên độ ứng suất          không thay đổi theo thời gian.
tbσ

aσ

Khi chu kỳ ứng suất không đối xứng       đƣợc xác định theo đồ thị:σn



A

B
E

C

N

M

45o

A1

N1

E1

O

a

oσ5,0
1-σ

t1

agh

a

tbσ
tbghσ 05,0  tbσcσ

Hàm số biên độ giới hạn của mẫu thử tiêu chuẩn ( hai 

đƣờng thẳng AE và EC ) có dạng:

tbaa   1               tbca     . và

Rất nhiều thực nghiệm đã xác nhận rằng hàm số biên độ giới 

hạn đối với chi tiết thực cũng có thể diễn tả bằng hai đƣờng

thẳng A1E1//AE và đƣờng E1C Đƣờng A1E1 có phƣơng trình :

( ).σψσ
1

σ σ1
σ

tb-
d

a -
K

= (14. 12)

M1



Giả sử  có điểm M[             ] diễn tả một chu kỳ làm việc và điểm 

N                            nằm  trên đƣờng A1E1 diễn tả diễn tả trạng 

thái căng giới hạn đồng dạng với chu kỳ làm việc nghĩa là có 

cùng hệ số không đối xứng k  ( điểm M và N nằm trên cùng một 

tia đi qua gốc O ). Hệ số an toàn là tỷ số: 

atb σ,σ[ ]
aghmgh σ;σ

max




tn 
(14. 13)

aghtbghkt   - là ứng suất cực đại của chu kỳ giới hạn 

( giới hạn mỏi của chi tiết với hệ số không đối xứng k );

atb += σσσmax - ứng suất cực đại của chu kỳ làm việc.

Từ các tam giác đồng dạng ONN1 và OMM1 ta có:

1

1

1

1

MM

NN
=

OM

ON
=

OM

ON

a

agh

tb

tbgh
==n

σ

σ

σ

σ
σKhi đó (14. 14)



Thay toạ độ của điểm N vào phƣơng trình (14. 12) ta có:

( ).σψσ
1

σ 1
σ

tbgha
d

agh -
K

= - (14. 15)

( 14.15 )  + ( 14.14 )
ad

tbgha

K
=n

σ

σψσ

σ

1
σ

-
(14. 16)

( 14.14 )  +  ( 14.16 )

ad

tba

K

n
n











 1   .    (14. 17)

( 14.17 ) .1

tbaadK
n









    (14. 18)

Nếu chu kỳ làm việc không đối xứng ứng với khi điểm giới hạn 

N nằm trên đƣờng E1D1 :

.
σσ

σ
σ

tba

c

+
=n (14. 19)



Trong thực tế tính toán để tránh tốn công sức trong quá trình chọn 

công thức tính toán, hệ số an toàn      đựơc tính theo hai công thức 

( 14.18 ) và ( 14.19 ) sau đó chọn giá trị nhỏ hơn.
σn

Khi chi tiết chịu biến dạng kéo-nén, trong công thức ( 14.18 ) 

đƣợc thay bằng .
1

σ- k1
σ-

Chi tiết chịu biến dạng xoắn: ( 14.18 ) và ( 14.19 ) 

Khi chi tiết chịu biến dạng uốn cộng xoắn :công thức kinh nghiệm

.
τσ
222 n

1
+

n

1
=

n

1
(14. 22)

Trong đó       và        đƣợc xác định theo các công thức (14. 18), 

(14, 19), (14. 20), (14. 21).
σn τn

(14. 22) .
22




nn

nn
n


    (14. 23)

.1

tbaadK
n









    (14. 20) .

ττ

τ
τ

tba

c

+
=n (14. 21`)



Chƣơng 15

TÍNH TOÁN ĐỘ BỀN THEO TRẠNG THÁI GIỚI HẠN

15.1.Khái niệm và giả thiết.

Điều kiện bền theo quan điểm tính toán theo ứng suất cho phép:

Tính toán độ bền theo ứng suất cho phép chƣa đánh giá hết

khả năng chịu lực của toàn bộ kết cấu.

Trạng thái giới hạn, tải trọng giới hạn (Pgh).

Điều kiện bền theo trạng thái giới hạn:

=σσ BoVật liệu dẻo :              ; vật liệu giòn :               ; n là hệ số an toàn.co = σσ

 
n

o


 
max

.

 P
n

P
P

gh  .



Cách tính này sẽ tận dụng đƣợc khả năng làm việc của vật 

liệu, tiết kiệm vật liệu song chỉ phù hợp với các bộ phận máy 

móc công trình cho phép làm việc với biến dạng lớn và cũng 

bị hạn chế khi tải trọng động.

15.2.Hệ thanh chịu kéo nén.

Kéo, nén đúng tâm :ứng suất phân bố đều trên mặt cắt ngang.  

Tính theo ứng suất cho phép và tính theo trạng thái giới hạn

cho cùng một kết quả.

Biểu đồ ứng

suất quy ƣớc

σ

O

cσ

εvật liệu dẻo

(thực nghiệm)

O

σ

cσ

ε
vật liệu đàn dẻo lý

tƣởng (tính toán)

1. Hệ tĩnh định



2.Hệ thanh siêu tĩnh.

Thí dụ 15. 1.    Xác định tải trọng giới

hạn theo phƣơng pháp  ứng  suất cho 

phép và phƣơng pháp trạng thái giới 

hạn khi các thanh AB, AC và  AD  có 

cùng mặt cắt  ngang  diện tích F, làm 

bằng cùng  một  loại  vật liệu có  giới 

hạn chảy .ζc

A

P

N3
N2N1

A

B C D

1 2 3
30o30o

P

2N1cos30o + N2 - P = 0 ;

;cos 30lΔ=lΔ o
21

l2 = l1 cos30
o

=  
2

3
1l .

2

3
.

EFEF

N 2211 lNl


Hệ đƣợc xét đối  xứng  đối  với trục AC:

- N1cos300 + N2cos300 = 0 , N1=N3. 

Xét sự cân bằng của nút A

A

DCB

321
30o30o

P

∆
l 2

A1



Theo phƣơng pháp ứng suất cho phép 

Theo phƣơng pháp trạng thái giới hạn:

cgh FP 
 334

4
1 cgh FP 

4

334
1




)31(3 2


cghcc FPFF  ;

.,
σ)(

)(σ
191=

F33+4

43+1F
=

P

P

c

c

1gh

2gh

Hệ đƣợc xét đối  xứng  đối  với trục AC: N1=N3. 

Điều kiện cân bằng của nút A: 

2N1cos30o + N2 - P = 0 ;

21
4

3
NN  . PN

334

3
1


 ;   PN

334

4
2


 .

;cos 30lΔ=lΔ o
21

l2 = l1 cos30
o

=  
2

3
1l .

A

P

N1

N2
N3

2

3
.

EFEF

N 2211 lNl




15.3. Thanh chịu xoắn.

p

x

W

M
=maxτ

Theo phƣơng pháp ứng

suất cho phép

Theo phƣơng pháp trạng thái giới hạn

Momen chống xoắn dẻo :

pc1xgh W=M τ

12
)2(

32

0

2

D
ddFM

D

c

F

ccxgh


   .

3
3

267,0
12

D
D

W pd




cpdxgh WM 
2

.

ηc ηc

.333,1
2,0

267,0
3

3

1

2


D

D

M

M

xgh

xgh

;2,0 3dc

Mx

ηc

Mx



đàn hồi

dẻo

Mzgh1<Mz<Mzgh2

cσ

15. 4. Thanh chịu uốn thuần tuý.

cσ

Mzgh1

z'

F1

F2 cσ

cσ

Mzgh2

Mz<Mzgh1Đàn hồi

y

z

x



là momen tĩnh của các phần diện tích F1, F2 đối với đƣờng trung 

hoà z'. Tuỳ theo hình dáng của mặt cắt, z' có thể trùng với z ( trục

trung hoà trong giai đoạn biến dạng đàn hồi) hay không 

zczgh WM 
1

.

 
2

222

1

111 ;
FF

dFySdFyS

cσ

Mzgh1

z'

F1

F2 cσ

cσ

Mzgh2

),(; 212

2

22

1

112 SSMdFydFyM czgh

F

c

F

czgh   



dczgh WM 2 . 

Mặt cắt hình chữ nhật :

Mặt cắt hình tròn:

thép hình chữ  I, U có thể tìm Sz theo bảng phụ lục I.

0

2

2

1

1  
F

c

F

c dFdF  . F1 = F2 .

.
6

;
123

2

8

332

21

D
W

DDD
SS d






4
;

842

22

21

bh
W

bhhbh
SS d

 .

Σxi = 0     

Wd = S1 + S2 - momen chống uốn dẻo ;



15. 5. Thanh chịu uốn ngang.

15. 5. 1.    Hệ  tĩnh định. 

Trong  giới  hạn đàn hồi, momen 

uốn cực đại ở mặt cắt chịu lực

có giá trị bằng

BA C

P

a b

a/

b/

Mzgh1

Mzgh2
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Thí dụ 15. 2. Một dầm thép có gối 
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15.5.2. Hệ siêu tĩnh. 

Số khớp dẻo phải bằng số bậc siêu tĩnh cộng thêm một 

đơn vị.

Thí dụ 15. 3. Dầm siêu tĩnh chịu tác dụng của lực P = 50kN  . 
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Thí dụ 15.4. Xác định tải trọng giới 
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           Chương 10 
ỔN  ĐỊNH 

 
10.1. KHÁI NIỆM VỀ SỰ MẤT ỔN ĐỊNH CỦA MỘT HỆ ĐÀN HỒI 
           Những bài toán trước đây chúng ta đã trình bày, mới chỉ để ý đến việc tính toán độ 
bền, độ cứng cho các thanh có các loại biến dạng khác nhau. Trong chương này chúng ta 
sẽ trình bày cách tính ổn định của thanh, bởi vì đây cũng là một nhiệm vụ của môn học 
Sức bền Vật liệu. Trong thực tế một chi tiết máy hoặc một bộ phận công trình có thể đảm 
bảo điều kiện bền, điều kiện cứng nhưng không thỏa mãn điều kiện ổn định, do đó nó 
cũng không thể làm việc được. Để có khái niệm về sự mất ổn định của một hệ đàn hồi ta 
hãy xét một ví dụ sau. 
           Giả sử có một thanh dài, mặt cắt ngang hình chữ nhật bị ngàm một đầu (hình 
10.1). Thanh chịu nén đúng tâm bởi lực P. Khi P nhỏ hơn một giới hạn nào đó thì xem 
thanh là thẳng và chịu  nén thuần túy. Nếu ta 
xô ngang thanh bằng một lực R rất nhỏ (hình 
10.1a), (lực này chỉ có tác dụng kích thích) thì 
thanh bị lệch khỏi vị trí thẳng đứng. Nhưng 
nếu ta thôi tác dụng lực R thì thanh trở về vị 
trí thẳng đứng ban đầu. Ta nói thanh còn làm 
việc ở trạng thái cân bằng bền hay gọi  là ổn 
định. 
           Nếu ta tiếp tục tăng lực P và lặp lại quá 
trình trên thì sẽ đến lúc giá trị P đủ lớn cần 
thiết, dù ta thôi tác dụng lực R, thanh vẫn 
không trở về vị trí cân bằng thẳng đứng ban 
đầu nữa. Ta nói lúc này thanh bắt đầu mất ổn 
định hay gọi là ở trạng thái tới hạn. Lực P ứng 
với thời điểm này gọi là lực tới hạn và ký hiệu là Pth. Dĩ nhiên nếu lực P>Pth thì thanh 
hoàn toàn mất ổn định. Trong thực tế không cần có lực xô ngang R  nói trên vì có thể do 
gió, hoặc do tính không đồng nhất của vật liệu nên nó tự tạo thành tác dụng như lực xô 
ngang. Hơn thế nữa lực P không bao giờ có thể tác dụng đúng tâm được. Cần lưu ý thêm 
nếu kết cấu như hình 10.1 thì thanh có khả năng mất ổn định theo phương y chứ khó mất 
ổn định  theo phương x. 
           Trong thực tế còn có nhiều ví dụ khác như khi thanh chịu nén, những vỏ chịu áp 
lực cũng có thể xảy ra sự mất ổn định tương tự. Trong chương này chúng ta chỉ xét hiện 
tượng mất ổn định của thanh thẳng chịu nén thôi. 
           Một thanh chịu nén đúng tâm để đảm bảo ổn định thì lực nén P cực đại phải thỏa 
mãn điều kiện sau:        
           Trong đó: Kod là hệ số an toàn về mặt ổn định, thường Kod>n (n-hệ số an toàn khi 
tính toán độ bền). 
           Vì vậy để giải bài toán ổn định ,việc cơ bản là xác định được tải trọng tới hạn Pth. 
10.2. XÁC ĐỊNH LỰC TỚI HẠN CỦA THANH CHỊU NÉN ĐÚNG TÂM 
           (Bài toán Euler). 
           Euler năm 1774  và ông đã xác định lực Pth đối với một thanh có chiều dài l đặt 
trên 2 gối tựa, chịu nén đúng tâm  (hình vẽ 10.2). 

od

th
max k

PP ≤

a
)

b
)P

R
P P

x 

y 

               Hình 10.1: 
   Thanh chịu nén không 
đúng tâm 

R 
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           Ta giả sử P đạt tới giá trị Pth thì thanh bắt đầu mất ổn định. Thanh sẽ võng theo 
phương y và độ võng này thay đổi theo z (chọn hệ tọa độ như hình vẽ 10.2). 
           Tại mặt cắt cách gốc tọa độ O một đoạn là z, thanh có độ võng y(z) và mô men uốn 
M tại mặt cắt đó (bỏ qua trọng lượng bản thân của thanh), ta tính được mô men là: 
                    ( )zyPM th ×=                 (a)  
           Ta giả thiết thanh vẫn làm việc trong miền đàn hồi và có thể sử dụng phương trình 
vi phân gần đúng trong khi thiết lập đường đàn hồi trong uốn. 

           Vậy:  ( )
x

x

EJ
Mzy −=′′                (b)  

           Thay (a) vào (b), ta được: 

                     ( ) ( )
x

th

EJ
zyP

zy
⋅

−=′′                       

           Hay   ( ) ( ) 0zy
EJ
P

zy
x

th =⋅+′′                                      

           Ta đặt    2

x

th

EJ
P

α=                    (c) 

thì phương trình (10-1) có dạng:  
 
             0)z(y)z("y 2 =α+            (10-2) 
           Nghiệm tổng quát của phương trình (10-2) là:  
                                     

zcosCzsinC)z(y 21 ⋅α+⋅α=              (10-3) 
           Các giá trị C1 và C2 là các hằng số tích phân và được xác định nhờ điều kiện biên 
của bài toán. Cụ thể là: 
           Khi z = 0 thì y = 0 = C1 sin0 + C2cos0=C1× 0+C2× 1 

           Khi z=l thì y = 0 = C1 sinα⋅l + C2cosα⋅l   
           Từ điều kiện thứ nhất, ta có:          C2 = 0 
           Vậy                                     y = C1 sinα.z                                                   (10-4)  
           Từ điều kiện thứ 2, ta có:   C1 sin α.l = 0 
           Nếu C1 = 0 thì phương trình (8-3) luôn luôn bằng không, điều này trái với thực tế 
vì trừ  hai vị trí z = 0 và z = l thì y(z) ≠ 0. 
           Vậy (10-4) chỉ thỏa mãn khi sin α⋅l = 0 
           Hay αl = n.π    (n=1.2.3...)     

                                                            ⇒
l

nπ
=α                             (d) 

           Thay (d) vào (10-4) ta được phương trình đường đàn hồi khi ổn định là đường hình 
sin. Vì đường đàn hồi này sinh ra do lực dọc thanh chứ  không phải do lực vuông góc với 
trục thanh như trong uốn ngang phẳng, nên người ta còn gọi hiện tượng này là uốn dọc. 
           Thay (d) vào (c), ta tìm được lực tới hạn: 

                                           2
x

22

th l
EJnP π

=                           (10-5) 

           Ta để ý thấy rằng giá trị Jx  là nhỏ nhất, tức là Jx= Jmin , nên (10-5) có thể viết: 

Pt
h y 

y(z)z
 

l
 

z

y

x 

Hình 10.2: Sơ đồ tính 
lực tới hạn 

o
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                                                        2
min

22

th l
EJnP π

=                                                 (10-6) 

           Với những giá trị khác nhau của n ta sẽ có các lực Pth khác nhau, đầu tiên ta gặp 

khi n = 1 và:                              2
min

2

th l
EJ

P
π

=                                                           (10-7) 

            Lực tới hạn này còn gọi là lực Euler (PEuler) 
           Công thức (10-7) cho ta tính được Pth trong 
trường hợp thanh đặt trên hai gối tựa. 
           Với những thanh có liên kết khác ta có thể tính 
toán tương tự để có được giá trị Pth của chúng. 
Nhưng cũng có thể suy từ (10-7) cho các thanh có 
liên kết khác bằng việc để ý đến dạng của các đường 
đàn hồi của chúng. Nhìn lên hình vẽ 10.3, ta sẽ thấy 
thanh đặt trên hai gối tựa dạng đường đàn hồi là 1/2 
bước sóng hình sin (hình 10.3a). Với liên kết ngàm 
một đầu và một đầu tự do (hình 10.3b) thì muốn có 
được 1/2 bước sóng ta phải có chiều dài gấp đôi 
thanh đặt trên hai gối tựa. Đối với thanh ngàm chặt 2 
đầu ta chỉ cần  1/2 chiều dài của thanh kia thì đã có 
được dạng đường đàn hồi là 1/2 bước sóng. Như vậy 
công thức (10-7) có thể suy rộng cho các liên kết 
khác bằng cách thêm một hệ số m vào mẫu số. Hệ số 

m này phụ thuộc vào dạng liên kết:                                             
( )2

x
22

th ml
EJnP π

=                              

(10- 8) 
           Nếu liên kết khớp 2 đầu, thì m = 1; liên kết là ngàm một đầu, thì m = 2; liên kết là 
ngàm cả 2 đầu, thì m = 0,5 và nếu ngàm một đầu và một đầu đặt trên gối tựa, thì m = 0,7. 
           Khi đã tính được lực Pth ta có thể tính được ứng suất tới hạn xuất hiện trong thanh, 
ta chú ý rằng tại lực P = Pth thanh còn ở vị trí thẳng đứng nên ứng suất tính như khi nén 

đúng tâm:                               
F)ml(

EJ
F

P
2

min
2

th
th ⋅

π
==σ                                                 (10-9) 

           Ta đặt và gọi:  min
min i
F

J
=    là bán kính quán tính cực tiểu của mặt cắt ngang, thì 

(10-9) sẽ thành:                                2

min

2

th

i
ml

E

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

π
=σ                                       (10-10) 

           Tiếp tục đặt λ=
mini
ml , thì (10-10) sẽ có dạng:  2

2

th
E

λ
π

=σ                             (10-11) 

           λ là  số hạng phụ thuộc vào liên kết của thanh, phụ thuộc vào hình dáng và kích 
thước của thanh (chiều dài l và mặt cắt ngang). Nếu λ  lớn thì σth nhỏ, có nghĩa là dễ mất 
ổn định; nếu λ nhỏ thì σth lớn, có nghĩa là thanh khó mất ổn định hơn, nên ta gọi λ là độ 
mãnh. Thanh có độ mãnh lớn không có lợi. 

Hình 10.3:Tính lực tới 
hạn với các dạng thanh 

khác nhau 

Pt
h

l
 

l
 

l
 

l
/

a) b) c)
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10.3. GIỚI HẠN ÁP DỤNG CÔNG THỨC Euler. 
 Euler thiết lập công thức tính Pth với giả thiết thanh làm việc trong miền đàn hồi. 
Vì vậy công thức (10-8) hay (10-11) chỉ dùng được khi σth ≤ σtl (giới hạn tỷ lệ). 

           Tức là:                                           tl2

2E
σ≤

λ
π  

           Hay                                        
tl

2E
σ
π

≥λ        

           Nếu ký hiệu                    , thì điều kiện áp dụng công thức Euler là λ > λ0 . 
 
           Ta chú ý λ0 chỉ phụ thuộc vào vật liệu. 
           Ví dụ: Đối với thép CT3 có E = 2,1⋅105 MN/m2 , σ tl = 210 MN/m2  thì    

100
101,2

101,2 22

0 ≈
⋅
⋅×π

=λ ,  đối với gỗ thông  thì λ0 = 75; gang thì λ0 = 80.  

           Những thanh có λ > λ0 gọi là những thanh có độ mãnh lớn. Những thanh có λ ≤ λ0 
gọi là những thanh có độ mãnh vừa và bé không thể tính toán ổn định theo công thức của 
Euler được. 
           Vì vậy nếu vật liệu làm việc ở ngoài miền đàn hồi thì việc tính toán ổn định thực tế 
dựa vào công thức thực nghiệm của Iasinski đưa ra để tính toán cho những thanh có độ 
mãnh vừa λ1 ≤ λ ≤ λ0. Giá trị của λ1 là giới hạn của độ mãnh vừa, nó cũng phụ thuộc vào 
vật liệu (đối với thép λ1 = 40).  
           Công thức Iasinski có dạng:   σth = a - bλ                                                     (10-13)  
           Trong đó a và b là những hằng số thực nghiệm. 
           Ví dụ: đối với CT3, thì a = 336 MN/m2 và b = 1,47 MN/m2. 
           Đối với thanh có độ mãnh bé 0 < λ < λ1, thì ta lấy σth=σ0 (giới hạn chảy nếu là vật 
liệu dẻo, giới hạn bền nếu là vật liệu giòn). 

Như vậy tùy theo thanh có độ mãnh như thế nào đó mà ta tính toán ổn định. Hình 
10.4 biểu diễn đồ thị về sự quan hệ giữa độ mãnh λ và σth 

 Chú ý: Công thức Euler ở trên, ta sử dụng Jmin với điều kiện liên kết ở hai mặt 
phẳng quán tính chính như nhau. Trong kỹ thuật rất có thể liên kết theo hai phương (trong 
mặt phẳng zoy và zox ) khác nhau thì độ mãnh khác nhau vì m khác nhau. Lúc đó ta phải 
tùy theo liên kết để tính độ mãnh và nơi nào có độ mãnh lớn hơn sẽ nguy hiểm hơn. Nói 
một cách khác không nhất thiết thanh bị võng theo phương của cạnh nhỏ và có thể theo 
phương của cạnh kia (xem ví dụ dưới đây).       

tl

2

0
E

σ
π

=λ

Hình  10.4: Biểu diễn đồ thị về sự quan hệ giữa 
độ ã h λ à

σt

0 λ1 λ0 λ 

IaSinsk
i

Dạng hypecbol 
(Euler)

σ0 



 14

           Ví dụ 1: Xác định lực tới hạn (Pth) cho thanh thép định hình chữ  I           trong các 
trường hợp sau: 
               a/ Thanh đứng trên hai gối tựa có chiều dài 4m (hình 10.5a). 
               b/ Thanh cũng đứng trên hai gối tựa có chiều dài 2m. 
               c/ Thanh được ngàm 2 đầu có chiều dài 3m (hình 10.5b). 
           Cho biết:E=2,1⋅104kN/cm2, a=31kN/cm2, b=0,14kN/cm2,λ0=100,λ1=40. 
           Bài giải:  Trước hết tra bảng để biết các số liệu của thép định hình chữ I 22N0

− : 
imin=iy=2,27cm,   F=30,6cm2 

         a/ Trường hợp a: 
 
 

           Thanh có độ mãnh lớn, ta sử dụng công thức 
Euler (1) để tính σth :              

 
       

           Vậy    Pth=σth×F=6,69×30,6=204,7kN. 
         b/Trường hợp b: 
   
          

           Vậy σth sẽ phải tính theo công thức Iasinski: 
     σth =a−bλ=31− 0,14×88=18,68kN/cm2 

           và  Pth= σth×F=18,68×30,6=571,68KN. 
        c/ Trường hợp c: 
            
            

           Thanh vẫn có độ mãnh lớn, ta sử dụng công thức 
Euler để tính σth: 

 
           

           Vậy                           Pth= σth×F=11,86×30,6=363kN. 
 
10.4.PHƯƠNG PHÁP THỰC HÀNH ĐỂ TÍNH TOÁN THANH CHỊU NÉN. 
           Như đã biết theo điều kiện bền ta có:   

                                                      [ ]
nF

P oσ=σ≤=σ                              (a) 

           Mặt khác thanh chịu nén còn phải tính đến ổn định nữa theo biểu thức: 

                                                  [ ]
od

th
od KF

P σ
=σ≤=σ                   (b) 

           Chú ý: σth có thể tính theo Euler hoặc Iasinski hay lấy bằng σ0 tùy trị số λ.Ta đem 
(b) chia cho (a): 

                                      
[ ]
[ ] [ ] [ ]σϕ=σ→ϕ=

σ
×

σ
=

σ
σ

od
ood

thod n
K

                         (10-14)  

           ϕ < 1 (vì Kod > n, σth < σ0), hệ số này được gọi là hệ số giảm ứng suất, nó phụ 
thuộc vào vật liệu và độ mãnh, giá trị của nó được cho trong bảng 10.1. 

100176
27,2
4001

i
ml

0
min

=λ>=
×

==λ

2
2

42

2

2

th cm/kN69,6
176

101,2E
=

⋅×π
=

λ
π

=σ

0
min

88
27,2
2001

i
ml

λ<=
×

==λ

16,132
27,2
3005,0

=
×

=λ

2
2

42

2

2

th cm/kN86,11
16,132

101,2E
=

⋅×π
=

λ
π

=σ

Hình 10.5: Xác định 
lực tới hạn khi thanh 
đứng trên hai gối tựa 
(a) và thanh được ngàm

l
 

a
)

b
)

Pt Pt

22N0
−
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           Vậy điều kiện ổn định có thể viết:   

                                                   [ ] [ ]odF
P

σ=σ×ϕ≤=σ                                    (10-15) 

           Công thức (10-15) cho phép ta tính toán ổn định không cần xác định σth và được 
gọi là phương pháp thực hành hay phương pháp quy phạm. 
           Từ (10-15), ta tính được lực nén cho phép: 
                                                       [ ] [ ] FP ×σϕ≤                                                       (10-16) 
           Cũng nhờ (10-15), ta gặp lại 3 bài toán cơ bản là kiểm tra ổn định, tính lực lớn 
nhất nén thanh để khỏi mất ổn định (theo 10-16) và chọn kích thước của mặt cắt ngang 
của thanh. Tuy vậy bài toán chọn kích thước của mặt cắt ngang suy từ biểu thức (10-15) 
là: 

                                                        [ ]σϕ
≥

PF                                                  (10-17) 

không đơn giản như việc chọn kích thước trong các bài toán trước đây. Thật vậy căn cứ 
vào (10-17), ta không thể tìm ngay được F vì ϕ chưa biết. Muốn biết ϕ phải biết độ mãnh 
λ mới tra bảng được mà trong λ có chứa F, cho nên phải tiến hành xác định F theo 
phương pháp đúng dần. Tức là ban đầu người ta chọn một giá trị ϕ nào đó để xác định F 
sơ bộ, sau đó trên cơ sở F sơ bộ xác định lại ϕ, rồi suy lại điều kiện ổn định có thỏa mãn 
hay không. Nếu không sẽ phải chọn lại ϕ rồi lập lại quá trình tính cho đến khi nào đạt yêu 
cầu. Để sáng tỏ vấn đề này ta hãy xét ví dụ sau. 
           Ví dụ2: Chọn số hiệu thép chữ I cho một thanh dài 2m, liên kết khớp ở hai đầu và 
chịu một lực nén P = 230 kN. Biết vật liệu là thép số 2 với[σ] = 140 MN/m2. 
           Bài giải:  Theo công thức (10-17), muốn chọn F  ta phải chọn ϕ ban đầu . 
           1. Chọn lần thứ nhất ϕ = 0,50. Từ (10-17), ta có: 

           Tra bảng thép định hình ứng với F = 32,4cm2 xấp xỉ với trị số F1 tính toán, ta chọn 
loại I 22a nó có iy = imin = 2,5cm.  

           Ta tính độ mãnh của nó:     80
5,2
1021

i
ml 2

min

=
⋅⋅

==λ  

           Tra bảng 10.1, ứng với λ = 80 và thép số 2 ta có ϕ = 0,75. Hệ số ϕ này khác nhiều 
so với ϕ1 ta chọn ban đầu, nên phải chọn lại. 
           2. Chọn lần thứ hai: Ta lấy giá trị ϕ2 là trung bình cộng của ϕ1 và ϕ. 

                                                     625,0
2

75,05,0
2 =

+
=ϕ     

           Ta tính lại             224
6

3

2 cm2,26m102,26
10140625,0

10230F =⋅=
⋅⋅

⋅
≥ −   

           Tra lại bảng thép định hình, ta thấy loại thép I 20 có diện tích F = 26,4 cm2 xấp xỉ 
với F2 và imin = 2,06cm. Độ mãnh tính được là:  

97
0206,0

1021 2

=
⋅×

=λ  

[ ]
224

6

3

1 cm3,32m103,32
101405,0

10230PF =⋅=
⋅⋅

⋅
=

σϕ
= −
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           Tra lại bảng 10.1, ta thấy ứng với λ = 97, bằng cách nội suy giữa λ=90 và λ=100, 
ta có ϕ = 0,627. Trị số này gần bằng ϕ2 , ta chọn và ta tiến hành kiểm tra lại ổn định  theo 
(10-15):             

                               [ ]σϕ≤=σ
F
P    → 226

4

3

mMN87m/N1087
104,26
10230

=⋅=
⋅
⋅

=σ −  

           Rõ ràng                         [ ] [ ]od
2mMN8,87140627,0 σ==×=σϕ<  

           Vậy ta kết luận với quy cách của thép định hình I 20 đủ thoả mãn điều kiện ổn 
định và ta cho I 20 được dùng trong trường hợp uốn dọc này. 
           Chú y : Nếu mặt cắt ngang có một nơi nào đó bị khoét lỗ đi do điều kiện lắp ghép 
chẳng hạn, thì phải kiểm tra điều kiện bền tại đó theo nén đúng tâm: 

[ ]σ≤=σ
tF

P  

           Ft là diện tích thực ơ mặt cắt ngang đã bị khoét bỏ, tức là ở mặt cắt có diện tích 
nhỏ nhất, vì có thể điều kiện này nguy hiểm hơn điều kiện ổn định. 
           Ví dụ 3: Có một cột gỗ cao 7m, mặt cắt ngang hình chữ nhật 12×22 (cm2). Trong 
mặt phẳng có độ cứng nhỏ nhất, hai đầu bị ngàm chặt (hình 10.6a) và trong một mặt 
phẳng có độ cứng lớn nhất thì hai đầu có liên kết khớp (hình 10.6b). Hãy xác định lực tới 
hạn, cho biết  E=9×105 N/cm2. 

           Bài giải: Với mặt cắt hình chữ nhật, ta có: 
 
           Trong mặt phẳng có độ cứng lớn nhất, thì độ 
mãnh của thanh tính bằng: 

           Trong mặt phẳng có độ cứng bé nhất, thì độ 
mãnh của thanh tính bằng: 
 
 
 
           Như vậy, ở bài toán ổn định này, ta có λ′>λ′′, 
nên khi mất ổn định cột sẽ cong trong mặt phẳng có 
độ cứng lớn nhất, tức là độ võng theo y (hình 10.6). 
Ta sẽ dùng giá trị λ′ để tính ứng suất tới hạn và lực 
tới hạn. 
           Ta đã biết đối với gỗ thì λ0=75, vậy ở đây có 
thể sử dụng công thức Euler để tính ứng suất tới hạn 
và lực tới hạn: 
             
           

cm46,3
12

12
12
bi

cm86,6
12

22
12
hi

min

max

===

===

110
1036,6
71

i
ml

2
max

=
×
×

==λ′ −

( ) 22

5

2

2

th cm
N733

110
10986,9E

=
⋅×

=
λ′
π

=σ

Hình  10.6: 
Sơ đồ xác định lực 

tới hạn 

12cm 

a
)

Pt
h

Pt
h

22cm 

b
)
x 

y 

101
1046,3

75,0
i
ml

2
min

=
×
×

==λ ′′
−
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           Vậy lực tới hạn sẽ là :  
kN5,193N500,1932212733FP thth ==××=×σ=  

 
10.5. KHÁI NIỆM VỀ HÌNH DÁNG HỢP LÝ CỦA MẶT CẮT NGANG VÀ VẬT 
LIỆU KHI ỔN ĐỊNH 

             Như ta biết, muốn tăng tính ổn định thì cần giảm độ mãnh λ. Để giảm độ mãnh λ 
ta có thể giảm chiều dài của thanh, thay đổi liên kết  của thanh hoặc tăng imin. Vì vậy để 
mặt cắt ngang có hình dạng hợp lý người ta chọn hình dáng của nó sao cho: 

                 a) imin = imax, tức là jmin  = jmax. Như vậy thanh sẽ có sự ổn định theo mọi phương 
như nhau. Do đó mặt cắt ngang hợp lý khi chịu ổn định là tròn hoặc hình vuông, nói 
chung là loại đa giác đều. 

                 b) Nếu cùng một diện tích F mà tăng được giá trị mô men quán tính chính trung 
tâm thì càng tốt. Vì thế người ta thường dùng loại mặt cắt rỗng như hình tròn rỗng hoặc 
hình vuông rỗng... 

             Tóm lại: Hình dáng hợp lý của mặt cắt ngang khi thanh làm việc trong điều kiện 
ổn định là loại rỗng và có mô men quán tính đối với mọi trục qua trọng tâm đều bằng 
nhau. Dĩ nhiên phải đảm bảo chiều dày tối thiểu để tránh hiện tượng mất  ổn định cục bộ. 
Người ta còn dùng những thanh có mặt cắt ghép chữ I,   hoặc ghép bằng những bản mỏng 
sao cho Jmin = Jmax và các giá trị này càng lớn càng tốt. Thường người ta thêm những 
thanh giằng để các cột chịu ổn định được vững vàng. Ví dụ: các loại cột điện ta thường 
gặp. 
           Nhìn vào công thức tính ứng suất tới hạn σth (10-11), ta thấy đối với những thanh 
có độ mãnh lớn (sử dụng được công thức Eurler) thì chỉ có mô đun đàn hồi ảnh hưởng 
đến nó. Đối với những thanh có độ mãnh nhỏ và vừa (tinh theo IaSinski hoặc σth=σ0), thì 
giới hạn chảy và giới hạn bền ảnh hưởng đến σth. Do đó, đối với những thanh có độ mãnh 
lớn ta không cần dùng thép có độ bền cao- như thép hợp kim - để tiết kiệm vật liệu. 
Nhưng đối với những thanh có độ mãnh nhỏ và vừa thì nên dùng thép có cường độ cao là 
có lợi, vì nó làm cho giá trị σth tăng lên.  
           Theo đồ thị ở hình 10.7, ta thấy khi λ>100, thì ứng suất tới hạn của các loại thép 
như nhau.Trái lại khi λ<100, thì thép hợp kim có ứng suất tới hạn lớn hơn so với thép ít 
carbon.        

           Hiện tượng mất ổn định không những đối với thanh chịu nén như ta đã nghiên cứu, 
mà sự mất ổn định có thể xuất hiện ở những thanh chịu uốn, những vòng tròn chịu áp suất 

Hình 10.7: Đồ thị tính trị số λ ứng với các 
ật liệ khá h

σth (MN/m2) 

0 40 80 12
0
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0
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Thép hợp 
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hướng tâm, những tấm, vỏ, các công trình... Vì vậy, hiện tượng ổn định và mất ổn định là 
rất rộng lớn và có những chuyên khảo chuyên nghiên cứu về ổn định. 
           Dưới đây chúng ta tiếp tục nghiên cứu một số dạng mất ổn định thường gặp. 
10.6.ỔN ĐỊNH CỦA DẦM CHỊU UỐN. 
           Với các dầm chịu uốn, mà mặt cắt ngang của nó là hình chữ nhật hẹp (tức là mặt 
cắt ngang tương đối mõng), thì khi mô men uốn đạt tới giá trị nào đó (Mth) thì dầm bị mất 
ổn định. Khi đó nó không chỉ bị uốn cong mà còn bị vênh do thanh bị xoắn. 
           Lúc ban đầu ta gắn một hệ trục oxyz (hình 10.8a). Sau khi chịu tác dụng bởi 2 mô 
men uốn đạt đến tới hạn Mth (thanh bị mất ổn định). Do bị xoắn, thì hệ trục đó sẽ vẽ ở 
mặt cắt tương ứng, thì trục x (mặt cắt) bị xoắn một góc ϕ (như hình 10.8b) và lúc đó hệ 
trục có vị trí mới là OXYZ. Như đã biết Mth được biểu diễn bởi một véc tơ theo phương x 
cũ tức là Mth  (trên hình 10.8b).   
           Bây giờ ta phân tích Mth theo hai phương x, y. Ta sẽ có hai mô men uốn quanh 
trục X,Y và MZ được xác định bằng tích số giữa Mth và góc xoay quanh trục Y là X’: 

                                                 
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

′⋅=

ϕ⋅=
ϕ⋅=

XMM

sinMM
cosMM

thz

thy

thx

                                                    (10-18) 

ϕ là một góc rất bé, nên cosϕ ≈1, sinϕ ≈ tgϕ ≈ ϕ. 

           Vậy:                                
⎭
⎬
⎫

ϕ⋅=
=

thz

thx

MM
MM

                                                        (10-19) 

           Mặt khác như trong bài toán uốn,  giá trị góc xoay quanh trục Y là X ′′  với mô men   

My có liên hệ vi phân là: 

                                                                     
y

y

EJ
M

X
−

=′′                                                (10-20) 

                Góc xoắn ϕ được xác định từ phương trình vi phân: 

b) 

Mth Mth 

Mth 
My 

MX 
Z 

Y 

X 

ϕ 

ϕ 

x 

z y 

a) 

Hình10.8:Ổn định của một dầm chịu uốn 
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P

Z

GJ
M

dz
d

=
ϕ

=ϕ′                                           (10-21) 

                Phương trình này ta đã gặp trong chương xoắn. Vậy:   

                                                                       
P

th

GJ
xM ⋅

=ϕ′                                             (10-22) 

                Lấy đạo hàm lần nữa, ta có:  

                                                                   
P

th

GJ
xM ′⋅

=ϕ ′′                                               (10-23) 

                Chúng ta để ý đến (10-20) và đưa nó vào (10-23), cuối cùng ta có : 

                                                                
yP

2
th

JEGJ
M ϕ⋅

=ϕ ′′                                                  (10-24) 

               hay                                        0
JEGJ

M

yP

2
th =ϕ⋅+ϕ ′′                                           (10-25) 

               Nếu đặt:                                   
yP

2
th2

JEGJ
M

k =                                                  (10-26) 

     thì phương trình (10-25) sẽ là:           0k 2 =ϕ⋅+ϕ ′′                                                 (10-27) 
               Như đã biết, nghiệm của (10-27)  sẽ là: 
                                                             kzcosCkzsinC 21 +=ϕ                                    (10-28) 
               Các hằng số C1 và C2 được xác định nhờ các điều kiện biên: 
               Khi z=0   → ϕ=0              (a) 
               Khi z=l   → ϕ=0               (b) 
               Với điều kiện (a), thì nghiệm (8-28) chỉ thoả mãn khi C2=0. 
               Và từ điều kiện (b), ta có:          
                                                                 0SinklC1 =                                                   (10-29) 
               Nghiệm (10-29) không thể có khi C1= 0, vì như vậy là không thực tế vì ϕ chỉ bằng 
0 ở hai đầu thôi, còn ở các vị trí khác thì nó khác không. Vậy chỉ có thể cho:   
                                                               π== nsin0Sinkl  

          Tức là: (n=1,2,3....n) 

               Vậy                                  
yP

th
2

2

22
2

JEGJ
M

l
nk =

π
=  

               Với n=1, ta có mô men uốn tới hạn Mth cho dầm có gối tựa ở hai đầu là: 

                                                          yPth JEGJ
l

M π
=                                                (10-30) 

          Cũng với lí luận như ở trên, ta suy ra các dầm chịu liên kết khác nhau sẽ là: 

                                                       yPth JEGJ
ml

M π
=                                            (10-31) 

               m cũng là hệ số phụ thuộc vào  các dạng liên kết như đã gặp. 
         

10.7.ỔN ĐỊNH CỦA VÀNH CHỊU ÁP SUẤT BỀN NGOÀI. 
                Chúng ta xét một vành tròn (bằng  thép chẵng hạn) chịu áp lực phân bố đều bên 

ngoài với cường độ q (xem hình 10.9). 
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Rõ ràng là khi áp lực q tăng lên một giới hạn nào đó thì khi bỏ áp lực, vành cũng   
không còn giữ hình dáng là hình tròn như ban đầu nữa (mà có thể biến thành hình enlíp 
chẵng hạn), ta gọi trạng thái đó là trạng thái mất ổn định 

Tách một phân tố ds bởi hai mặt cắt vuông góc với trục. Khi vành bị mất ổn định, 
thì bán kính cong của phân tố bị thay đổi không còn là R nữa. Ta gọi bán kinh cong này 
là ρ. Nếu gọi ξ là sự thay đổi của độ cong: 

                                                         ξ=−
ρ R

11                                                         (10-32) 

          Khi vành chưa bị mất ổn định, trên mặt cắt ngang chỉ có một thành phần nội lực là 
N0 được xác định bằng cách cắt vành như hình 10.9b. Chiếu trên trục y, ta có:  

                   0cosqR2N2dsinRq2N2 2
0

2

0
00 =ϕ⋅+=ϕ⋅ϕ⋅⋅−

π

π

∫  

           Suy ra:                                    N0=qR                                                            (10-33) 
           Khi bị mất ổn định thì trên mặt cắt ngang có các thành phần  nội lực như trên hình 
vẽ 10.10. Lúc này các phương trình cần bằng được viết như sau:               

                           0ds)NN(dQqds 0 =
ρ

+++  (a) - Chiếu lên phương Q 

                            0
dS
dN

R
Q

=+                (b) - Chiếu lên phương N. 

                            0Q
dS
dM

=+                (c)- Lấy mô men đối với trung tâm mặt cắt  

           Khi viết các phương trình cân bằng này ta bỏ qua vô cùng bé bậc cao và xem 
sindϕ=tgdϕ, cosϕ=1. 

                Thay giá trị N0 từ (10-33) vào biểu thức (a) và rút gọn, ta được: 

0
R
N

dS
dQ

R
11

R
1q =

ρ
−⋅+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ρ

−  

                Hay                              0
R
N

dS
dQ

12
1q 2 =−⋅+ξ−                                           (10-34) 

                Chú ý ở số hạng  cuối cùng ρR≈ R2, các biểu thức (b), (c) và phương trình (10-34) 

có thể viết lại:                             132

2

CM
R
1

dS
Md

R
1q =⋅+⋅+ξ                                 (10-35) 

Hình 10.10: Sơ đồ tính 
ứng suất

dϕ 

Hình 10.9: Vành chịu áp 
suất bên ngoài

R 
q 

ρ 
N0+N

Q+ dQ
M

M+dM

Q
N0+N+dN

a) 

dϕ

N0N0

y 

b)

q
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                Ta đã từng biết tương quan giữa mô men uốn và sự thay đổi độ cong ξ sẽ là:  

                                                      ξ=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

ρ
= EJ

R
11EJM                                              (10-36) 

                Thay biểu thức này vào (10-35), ta sẽ được phương trình vi phân: 

                                                        
EJ
RCK

dS
d

1
2

2

2

=ξ+
ξ                                                (10-37) 

                Trong đó :                             
EJ
qR

R
1K 2

2 +=                                                 (10-38) 

                Nghiệm của phương trình (10-37) sẽ có dạng: 

kScosCkSsinC
EJK

RC 3221 ++=ξ  

            Giá trị ξ phải là một hàm tuần hoàn, vì trị sô ξ phải như nhau khi S có chiều dài là 
2πR. Với suy luận như vậy cũng có nghĩa là sự biến thiên của kS  với chiều dài 2πR phải 
là một số nguyên lần của 2π, tức là: 

( ) n2kSR2Sk π=−π+  
     n là một số nguyên. Vậy ta có:        nkR =  

           Thay giá trị này vào (10-38), ta sẽ xác định được qth  là:   

                        EJ
R

1nq 2

2

th
−

=                (10-39) 

                Rõ ràng n tối thiểu phải là 2 mới có giá trị 

                                2th R
EJ3q =                     (10-40) 

           Như vậy độ thay đổi của bán kính cong ξ theo 
chu vi của vành là 2 chu kì nguyên vẹn và vành sẽ bị 
uốn theo bốn nữa bước sóng và có hình dáng  gần với 
hình dáng của enlíp (xem hình 10.9a).            
           Trong trường hợp vành có sự gia cố bằng 2n 
liên kết đơn (dĩ nhiên n>2, vì bằng 2 đã được xét rồi), 
được bố trí đều theo chu vi vành, lúc này sự mất ổn 
định sẽ tạo nên 2n nửa bước sóng và qth cũng sẽ được 
tính theo (10-39) xem hình 10.11.           
       CÂU HỎI TỰ HỌC. 
10.1. Khị nào thì gọi là một thanh chịu nén ổn định và lúc nào là mất ổn định ? 
10.2. Bài toán Euler ? Khi mất ổn định thì thanh sẽ võng chiều nào ? Gía trị mô men quán 
tính trong công thức Euler như thế nào ? 
10.3. Định nghĩa độ mãnh của thanh. Ý nghĩa của giá trị độ mãnh. Độ mãnh phụ thuộc 
những yếu tố nào ? 
10.4. Phương pháp thực hành để tính ổn định ? ưu điểm của phương pháp này. 
10.5. Các bài toán khi uốn dọc. Bài toán nào phức tạp nhất, vì sao ? 
10.6. Hình dáng hợp lí của thanh khi uốn dọc.Vật liệu như thế nào thì phù hợp với bài 
toán uốn dọc? 
                                                           -----  ----- 
          Bảng 10.1 

Độ Trị số ϕ 

Hình 10.11: Sự thay 
đổi của bán kính 
cong ξ theo chu vi

qt
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mãnh 
λ 

Thép 
4. 3. 2 

Thép 
số 5 

Thép 
hợp kim 

Gang Gỗ 

0 1.00 1.00 1.00 1.00 1.00 
10 
20 
30 
40 
50 
60 
70 
80 
90 
100 
110 
120 
130 
140 
150 
160 
170 
180 
190 
200 

0.90 
0.96 
0.94 
0.92 
0.89 
0.86 
0.81 
0.75 
0.69 
0.60 
0.52 
0.45 
0.40 
0.36 
0.32 
0.29 
0.26 
0.23 
0.21 
0.19 

0.98 
0.95 
0.92 
0.89 
0.86 
0.82 
0.76 
0.70 
0.62 
0.51 
0.43 
0.36 
0.33 
0.29 
0.26 
0.24 
0.21 
0.19 
0.17 
0.16 

0.97 
0.95 
0.91 
0.87 
0.83 
0.79 
0.72 
0.65 
0.55 
0.43 
0.35 
0.30 
0.26 
0.23 
0.21 
0.19 
0.17 
0.15 
0.14 
0.13 

0.97 
0.91 
0.81 
0.69 
0.57 
0.44 
0.34 
0.26 
0.20 
0.1 
- 
- 
- 
- 
- 
- 
- 
- 
- 
- 

0.99 
0.97 
0.92 
0.87 
0.80 
0.71 
0.60 
0.48 
0.36 
0.31 
0.26 
0.22 
0.18 
0.16 
0.14 
0.12 
0.11 
0.10 
0.09 
0.05 

 
_ _ _  _ _ 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Chương 11 

UỐN NGANG VÀ UỐN DỌC ĐỒNG THỜI 
 
 11.1. KHÁI NIỆM CHUNG 
           Từ trước đến nay việc tính toán 
một thanh hay một hệ chịu lực phức 
tạp đều dựa trên nguyên lý cộng tác 
dụng. Nguyên lý này chỉ đúng khi vật 
liệu làm việc trong giới hạn đàn hồi và 

a
)

z

R1

R2 R3 

R3 R2

R1

P 

P 

y
0
 

y
(
z
)
 b

)

Hình  11.1: Thanh chịu uốn 
ngang 

và uốn dọc đồng thời
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hệ bị biến dạng nhỏ. Thật vậy nếu không xét đến biến dạng uốn do lực dọc gây ra thì dầm 
trên hình 11.1a sẽ tính toán như một thanh chịu uốn do các lực ngang R1, R2, R3 sinh ra  
và chịu nén do lực P. 
           Nếu thanh dài và độ cứng EJ nhỏ, tức là biến dạng lớn, ta phải kể đến sự uốn do 
lực dọc P gây ra nữa. 
           Bây giờ ta hãy xét biến dạng uốn do lực nén P gây ra (hình 11.1).  
           Tại mặt cắt bất kỳ cách đầu tự do một đoạn là z có độ võng là y(z), mô men tại mặt 
cắt đó sẽ là:                             M (z) = R1×z +P [y(z) -y0]                   (a) 
           Trong đó: y0 là độ võng ban đầu tại đầu tự do, do các lực dọc và lực ngang gây ra. 
           Biểu thức mô men (a) có thể viết dưới dạng: 
                                             M (z) = M* (z) + P [ y(z) - y0]                                     (11-1) 
           Số hạng thứ nhất trong vế phải của (11-1) là lượng mô men do lực ngang gây ra. 
Số hạng thứ hai là lượng mô men do lực dọc gây ra, lượng này tăng nhanh khi lực dọc và 
lực ngang tăng. Vì thế bài toán này được gọi  là bài toán uốn ngang và uốn dọc đồng 
thời. Nó có hai điểm khác  trước đây: 
                 1- Chuyển vị có ảnh hưởng đến trị số của nội lực (vì nó làm dời chuyển điểm 
đặt lực khá lớn). 
                 2- Nội lực không tỷ lệ bậc nhất với ngoại lực vì y(z) là hàm của P và R1, R2, R3 
nên số hạng thứ hai trong (11-1) không tỷ lệ bậc nhất với P được. 
           Một cách chặt chẽ hơn, ta nói lực dọc ở các mặt cắt không còn là không đổi và 
bằng lực P nữa vì mọi mặt cắt đã xoay đi. Tuy vậy lực dọc tính một cách chính xác không 
sai nhiều so với P nên người ta vẫn xem lực dọc là bằng giá trị lực  P:   
                                                                   NZ = −P 
           Trên mỗi mặt cắt, ứng suất pháp do lực dọc NZ và mô men uốn M(z) gây ra 
có giá trị tuyệt đối lớn nhất tại thớ biên chịu nén bằng: 

                                         ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−=σ

x
z W

)z(M
F
Pmax                         (11-2) 

           hay                 
[ ]

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛ −+
+−=σ

x

*

z W

yo)z(yP)z(M

F
Pmax               (11-3) 

           Người ta chỉ tính uốn ngang và uốn dọc đồng thời khi dầm dài có tỷ số 12
h
l
>  (h 

là chiều cao của dầm, l là chiều dài). 
 
11.2. XÁC ĐỊNH NỘI LỰC THEO PHƯƠNG PHÁP CHÍNH TẮC 
           Căn cứ vào biểu thức (11-3) đồng thời dựa vào mối liên hệ vi phân giữa độ võng 
với nội lực và ngoại lực, chúng ta có thể đi đến kết quả việc xác định các thành phần nội 
lực tương đối chính xác. Trước hết  ta thành lập phươg trình vi phân của mô men uốn 
bằng cách đạo hàm hai lần liên tiếp phương trình (11-1): 

                                             ( ) ( )
2

2

2

*2

2

2

dz
zydP

dz
Md

dz
zMd

⋅+=                                          (a) 

           Trong chương uốn, ta đã có: 

                                              ( )
x

2

2

EJ
zM

dz
yd

−=   và  ( )zq
dz

Md
2

*2

=                                    (b) 
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           Thay (b) vào (a), ta được: 

                                                ( ) ( ) ( )zM
EJ

Pzq
dz

zMd

x
2

2

−=                                         (11-4) 

           Ta đặt                                      
EJ
P2 =α  

           Và phương trình (11-4) có thể được viết lại: 

                                                  ( ) ( ) ( )zqzM
dz

zMd 2
2

2

=α+                                          (11-5) 

           Để thuận lợi và không quá phức tạp khi giải hệ (11-5), ta đưa ra một số giả thiết 
sau: 
               1. Dầm có độ cứng EJx= const suốt chiều dài của dầm và không có liên kết bản 
lề trên dầm. 
               2. Nếu dầm có tải trọng phân bố thì cường độ đó hoặc không  đổi hoặc bậc nhất 
trong từng đoạn hay trên suốt cả chiều dài dầm thì sẽ đơn giản hơn. 
           Với những giả thiết như thế thì biểu thức (11-5) sẽ là một phương trình vi phân 
cấp hai không thuần nhất, hệ số là hằng số hoặc là  hàm bậc nhất. 
           Bây giờ chúng ta hãy xét một dầm dài chịu tác dụng các lực ngang và lực dọc, tức 
là bài toán phải tính toán là uốn ngang đồng thời với uốn dọc. Có thể căn cứ vào sự tác 
động của tải trọng ta có thể chia ra làm nhiều đoạn sao cho tải trọng trên từng đoạn là 
hằng số hoặc một hàm bậc nhất liên tục như đã nói ở trên. 
           Chúng ta gọi các biểu thức mô men ứng với từng đoạn là: 
                                        M1(z), M2(z),... Mi(z), M1+1(z),... Mn(z). 
           Chúng ta hãy xét hai đoạn kề nhau thứ i và thứ i+1 (xem hình 11.2). Trên hình này 
vì  tách ra 2 đoạn i và i+1 nên ta không biểu diễn các lực dọc ở đầu dầm là nguyên nhân 
gây ra uốn dọc.Tại ranh giới giữa hai đoạn i và i+1 xem như có toạ độ là z=a. Giả sử tại 
điểm K giáp giới giữa hai đoạn có lực tập 
trung là Pa  và mô men tập trung là Ma và 
cường độ tải trọng phân bố có bước nhảy là 
∆qa (xem hình 11.2). Biểu đồ mô men uốn 
thứ i và thứ i+1 được trình bày trên hình 
11.2b. Tưởng tượng kéo dài biểu đồ mô 
men ở đoạn thứ i sang đoạn i+1, lúc đó  mô 
men trong đoạn thứ i+1 có thể xem bằng 
biểu thức:  
               M1+1(z)=M1(z)+∆M(z−a)     (11-
6) 
           Rõ ràng gia số ∆M thay đổi theo vị 
trí của mặt cắt, tức là ∆M cũng là hàm số 
theo (z−a). Khi đã biết Mi , ∆M(z−a) thì 
tính được Mi+1. Việc xác định ∆M(z−a) là 
quan trọng. Hãy viết cho đoạn thứ i và i+1:  
                                               ( ) ( ) ii

2
i qzMzM =α+′′                                               (c) 

                                            ( ) ( ) 1i1i
2

1i qzMzM +++ =α+′′                                           (d) 
           Thay biểu thức (11-6) và đạo hàm cấp 2 của nó  vào (d), ta được: 

Hình 11.2: Sơ đồ xác định 
nội lực

Pa

z=a
z>a

qi 
qi+1 

Mi+1 
Mi 

Mi 

Ma 

z 

∆M 
∆Mi 

Mi+1+∆Mi 

(i
)

(i+1) 

∆qa 
a) 

b) 

K 
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                             ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] 1ii
2

i qazMzMazMzM +=−∆+α+−′′∆+′′                  (e) 
           Lấy (e) trừ cho (c), ta có:  
                                   ( ) ( ) ai1i

2 qqqazMazM ∆=−=−∆α+−′′∆ +                        (f)                        
           Vì lẽ α và ∆qa (bước nhảy lực phân bố tại z=a) là các hằng số, nên nghiệm của 
phương trình (f) sẽ là: 

                                 ( ) ( ) ( )
α
∆

+−α+−α=−∆ aq
azsinBazcosAazM                  (g) 

           A và B là những hằng số tích phân được xác định theo điều kiện biên của bài toán: 

                                               
)2
)1

         
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

∆=∆

∆=∆

=

=

aaz

aaz

QQ

MM
                                         (h)        

           Đạo hàm (g), ta có: ( ) ( ) ( )azcosBazsinAazQ −α⋅α+−α⋅α−=−∆          (i) 
           Thay (h) vào (g), ta được:        

                                                 2
a

a
q

MA
α
∆

−∆= ; 
α

∆
= aQ

B  

           Khi đã xác định được các hằng số A và B thì thay (h) vào (11-6), ta được biểu thức 
tổng quát về mô men ở đoạn thứ i+1: 

                       ( ) ( ) ( ) ( )+−⋅
∆

+−∆+=+ azsn
Q

azcosMzMzM a
ai1i α

α
α   

                                           ( )[ ]azcos1
q

2
a −α−

α
∆

+                                                    (11-7) 

           Từ (11-7), ta viết được mô men của đoạn thứ nhất, khi đó Mi=0, a=0 sẽ là: 

                            ( ) ( )zcos1
q

zsin
Q

zcosMzM 2
00

01 α−
α

+α⋅
α

+α=                        (11-8) 

           Ở đây M0, Q0 và q0 là mô men uốn, lực cắt  và cường độ lực phân bố tại gốc toạ độ 
(đầu trên của dầm). Đã có các biểu thức mô men uốn M,  đạo hàm nó, ta có được lực cắt 
Q. Thật vậy, đạo hàm (11-7) và (11-8), ta được: 

           ( ) ( ) ( ) ( )azcosQazsinMzQzQ aai1i −α∆+−αα∆−=+ ( )azsin
qa −α
α
∆

+   (11-9) 

           và                       zsinqzcosQzsinMQ 00i α
α

+α+αα−=                           (11-10) 

           Chú ý: Trường hợp lực dọc là lực kéo thì  không tạo ra uốn ngang đồng thời với 
uốn dọc được vì lực kéo này làm giảm độ võng chứ không làm cho độ võng tăng thêm. 
          Ví dụ 1: Cho một dầm chiu lực như hình 11.3. Hãy xác định ứng suất lớn nhất 
trong dầm . 
           Lời giải :                 
               1-Đầu tiên ta xác định Q0 trong 
(11-8) theo ngoại lực và chuyển vị ở gốc toạ 
độ A của dầm. Gọi *

0Q  là lực cắt tại A chỉ do 
riêng lực ngang gây ra, cho nên:  

                A
*
0 Y

2
qlQ ==  

q a)

l YB YA 

B 

P 

Q0 
Q*0=YA 

θ0 

Đường đàn hồi

Hình 11.3: Xác định ứng suất 
lớn nhất

A 

b)

θ 
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           Và θ là góc xoay của mặt cắt ngang A tại đầu dầm (xem hình 11.3b) , nên: 
θ+θ= sinPcosQQ 0

*
00  

           Vì góc θ nhỏ, nên có thể viết lại: 

00
*
00 P

2
qlPQQ θ⋅+=θ⋅+=  

              2- Lập bảng của thông số ban đầu: Dầm này là một đoạn, nên các thông số tại 
toạ độ z=0 sẽ là:               

                                            0M0 =   ; θ⋅+= P
2
qlQ0    ;  qq0 −=  

           Do θ0 chưa biết, nên Q0 cũng chưa xác định được. 
                3- Viết biểu thức của mô men uốn theo (11-8) : 

( ) ( )zcos1qzsin
Q

zM 2
0 α−

α
−α

α
=  

                4-Xác định thông số Q0 bằng cách dựa vào điều kiện biên. Rõ ràng tại gốc cố 
định phía phải mô men uốn bằng không (tức là tại z=l, thì M=0): 0M lz ==  

           Do đó:                            ( ) 0lcos1qlsin
Q

2
0 =α−

α
−α

α
 

           Suy ra:                                    

α
⋅

α
α−

=
q

lsin
lcos1Q0  

           Và ta có biểu thức mô men uốn bằng: 

( ) ( )zcos1qzsinq
lsin

lcos1zM 22 α−
α

−α⋅
α
⋅

α
α−

=  

               5- Tính ứng suất pháp lớn nhất (giá trị tuyệt đối), nó phát sinh ở tại mặt cắt có 
mô men uốn lớn nhất. Và nhớ rằng do lực dọc là nén, nên tại mặt cắt đó thì điểm chịu nén 
xa nhất do mô men uốn sẽ có giá trị tuyệt đối bằng tổng giá trị do lực dọc và mô men uốn 

gây ra :                                        ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−=σ

x

max
minz W

M
F
P  

           Để xác định Mma x thì có thể lấy ( ) 0
dz

zdM
=  để xác định vị trí và trị số cực trị của 

nó. Song cũng có thể căn cứ vào tính chất của ngoại lực (chẳng hạn tính đối xứng) để 
đoán được vị trí và tính giá trị cực đại của mô men. Ví dụ trong bài toán của ta thì mô 
men sẽ đạt cực đại tại giữa dầm z=l/2. Vậy: 

                  ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ α
−

α
−

α
⋅

α
⋅

α
α−

===
2
lcos1q

2
lsinq

lsin
2lcos1)2/lz(MM 22max              (a) 

           Khi đó ứng suất lớn nhất sau khi biến đổi cuối cùng sẽ là: 

                                  
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

α

α
−

α
+−=σ

2
lcos

2
lcos1

W
q

F
P

x
2minz                                              (b) 

                6- Các nhận xét: 
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                - Theo (11-4), thì 
x

2

EJ
P

=α , kết hợp (a) và (b), ta thấy nội lực không tỉ lệ bậc 

nhất với ngoại lực. Do đó, ứng suất cũng không tỉ lệ bậc nhất với ngoại lực. 

                - Khi 0
2
lcos =

α thì Mmax và khi sinαz sẽ tiến đến vô cùng, lúc này ta có: 

                                          ( )
2

1k2
2
l π

+=
α         (k=0,1,2...) 

           Kết hợp với (11-4), ta có:   

                                           ( )
2

22
2

x l
1k2

EJ
P π+

=α=  

           Vậy: 

                                                      ( ) 2
x

2
2

l
EJ1k2P π

+=  

           Ta cho rằng với k=0, thì lực P đạt tới giá trị tới hạn (Pth)  và được tính: 

                                                         2
x

2

th l
EJP π

=  

           Chúng ta lại gặp lại giá trị lực dọc tới hạn như trong bài toán Eurler. 
           Như vừa trình bày việc xác định nội lực, ứng suất khi uốn ngang đồng thời bằng 
phương pháp chính tắc vừa rồi là khá phức tạp. Vì vậy dưới đây ta trình bày cách xác 
định nội lực, ứng suất gần đúng, nhưng kết quả đó cũng đủ thoả mãn cho việc giải các bài 
toán uốn ngang đồng thời với uốn dọc . 
11.3. BIỂU THỨC CỦA MÔ MEN UỐN VÀ LỰC CẮT BẰNG PHƯƠNG PHÁP 
GẦN ĐÚNG.      
           Phương pháp gần đúng này có kết quả không sai nhiều so với phương pháp đúng 
khi dầm chịu tải trọng đối xứng. 
           Giả sử có hai dầm giống nhau đặt 
trên hai gối tựa và chịu tải trọng đối 
xứng. Một dầm chỉ chịu tải trọng các lực 
ngang (hình 11.4a) và một dầm ngoài lực 
ngang còn có thêm lực dọc P tác dụng 
vào đầu khớp di động (hình 11.4b). 
           Đường đàn hồi của hai dầm có 
tính chất đối xứng và có thể xem dạng 
đường đàn hồi là hình sin. Do đó phương 
trình đường đàn hồi của dầm thứ nhất là: 

                             
l
zsin*f*y π

≈         (a) 

và dầm thứ hai là: 
l
zsinfy π

=            (b) 

           Trong đó: f *-độ võng lớn nhất 
của dầm a); f- độ võng lớn nhất của 
dầm b). 
           Như đã biết:    

Hình 11.4: Sơ đồ tính nội 
lực bằng phương pháp gần 

đúng 
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2

l/
2

P
q 

f

f*
a
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b
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EJ

)z(M)z("y −=  

           Vậy từ (a) và (b) ta viết được: 
                                                *"yEJ)z(*M x ⋅−=  

                                                            )z(*y
l

EJ
l
zsin*f

l
EJ 2

2

x2

2

x ⋅
π

=
ππ

=  

            (chỉ có lực ngang) 

                      )z(y
l

EJ
l
zsinf

l
EJ"YEJ)z(M 2

2

x2

2

xx
π

=
ππ

=⋅−=  

           (có lực ngang và lực dọc) 
           Thay chúng vào công thức (11-1), ta có: 

)z(yP)z(*y
l

EJ)z(y
l

EJ 2

2

x2

2

x ⋅+
π

=
π  

           Sau khi chuyển vế và rút gọn ta được:    

                                                           

2
x

2

l
EJ

/P1

)z(*y)z(y
π

−
=  

           Ta thấy: th2
x

2

P
l
EJ

=
π

 (trong uốn dọc), lực Pth trong trường hợp uốn dọc. 

           Cuối cùng:                       

thp
p1

)z(*y)z(y
−

=                                                       (11-11) 

           Trong đó y*(z) là độ võng chỉ do các lực ngang gây ra được xác định bằng phương 
pháp  thông thường đã biết ở chương uốn hoặc chương tính chuyển vị sau này. 
           Để tìm biểu thức mô men gần đúng ta tiến hành đạo hàm hai lần (11-4) rồi nhân cả 

hai vế cho EJX , ta được:       

th

x
x

P
P1

)z(*"yEJ
)z("yEJ

−

⋅−
=−  

           hay:                                     

thP
P1

)z(*M)z(M
−

=                                    (11-12) 

           Trong đó: M*(z) là biểu thức mô men do lực ngang gây ra (xác định bằng phương 
pháp mặt cắt khi xác định nội lực). Đạo hàm (11-12), ta được công thức gần đúng để tính 

lực cắt Q(z):                                

thP
P1

)z(*Q)z(Q
−

=                                                      (11-13) 

           Trong đó: Q*(z) là lực cắt do các lực ngang gây ra và cũng xác định được bằng 
phương pháp mặt cắt. Như vậy ta cũng có công thức tính ứng suất nén lớn nhất theo biểu 
thức (11-3) : 
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           Chú ý : 
                1- Các công thức gần đúng ở trên được chứng minh từ dầm đặt trên hai gối tựa. 
Tuy thế chúng có thể dùng cho các loại dầm có liên kết khác với điều kiện tính lực Pth 
trong điều kiện tương ứng mà ta đã biết:    

                                                          
( )2

x
2

th ml
EJ

P
π

=                                                   (11-15) 

           Cũng cần nói thêm rằng công thức (11-8) khác với công thức tính Pth trong ổn định 
ở chỗ: Nếu liên kết theo hai mặt zoy và zox như nhau, trong ổn định ta tính giá trị Jmin, 
còn trong trường hợp này nếu mô men uốn nằm trong mặt phẳng  zoy thì trong công thức 
(11-8) phải dùng Jx và ngược lại. Có thể mô men quán tính  Jx  không phải là cực tiểu. 
                2- Nếu dầm đối xứng chịu tải trọng đối xứng thì kết quả tính khá đúng. Nếu 
không thỏa mãn điều đó thì kết quả kém chính xác hơn, nhất là khi các tải trọng ngang 
không nằm cùng một phía thì sai số sẽ lớn. 
          Ví dụ 2: Hãy tính giá trị mô men lớn nhất của dầm chịu lực như trên hình vẽ 11.5. 
Cho biết lực P bằng một nửa lực tới hạn Pth.       
          Lời giải: Căn cứ vào công thức tính giá trị mô men lớn nhất bằng phương pháp gần 
đúng chỉ có lực ngang q tác động, thì mô men uốn lớn nhất ở giữa  là:  

                            
th

*
max

max PP1
M

M
−

=  

           Khi chỉ có lực ngang q tác dụng thì mô men 
lớn nhất sẽ ở giữa đầm là:  
                              8ql*M 2

max =  

           Theo đề bài thP
2
1P = , nên ta có:   

                       2
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max ql25,0
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⎛ −

=  

11.4. KIỂM TRA BỀN 
           Với trường hợp lực dọc là lực nén, thì khi ta tính mô men uốn bằng công thức 
(11.1), ta thấy rằng lúc đó Mx(z)  > M* (z), điều  đó có nghiã là mô men uốn do lực ngang 
và  lực dọc tác dụng đồng thời lớn hơn mô men uốn chỉ do tác dụng của các lực ngang 
sinh ra. 
           Nếu lực dọc là lực kéo thì ngược lại Mx(z)< M* (z), điều này cũng có nghĩa là một 
thanh vừa chịu kéo và vừa chịu uốn thì biến dạng nhỏ đi và có thể áp dụng nguyên lý độc 
lập tác dụng (cộng tác dụng) như trong bài toán uốn cọng kéo.Việc kiểm tra bền được 
tiến hành như đã gặp trong chương  chịu  lực phức tạp, tức là kiểm tra bền theo ứng suất 
cho phép và ta có:                                      max σ ≤[σ] 
            Tại mặt cắt có mô men lớn nhất, ta có: 

Hình  11.5: Tính mô 
men lớn nhất 

P

q 

l 
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           Trong đó: n- Hệ số an toàn;  *

maxM -Mô men uốn lớn nhất chỉ do lực ngang sinh ra. 
           Bây giờ chúng ta trở lại trường hợp lực dọc là một lực nén. Trong trường hợp này, 
giá trị ứng suất lớn nhất nằm ở xa trục đường trung hoà về phía chịu lực nén, tức là: 
 
 
                                                                                                                                 (11-16) 
 
            
           Nhìn vào (11-16), ta thấy tải trọng tăng lên n lần thì ứng suất sẽ tăng  lên hơn n 
lần. Chính vì lí do này trong uốn ngang đồng thời với uốn dọc người ta không kiểm tra 
bền theo ứng suất cho phép được, mà người ta phải kiểm tra bền theo phương pháp tải 
trọng cho phép, tức là: 
 
 
                                                                                                                                (11-17) 
 
          
           Chú ý: Trong công thức, P và M*

z được lấy giá trị tuyệt đối của nó và ở nơi mô 
men lớn nhất ∗

maxM . Cũng có khi hệ số an toàn n được thay bằng nhiều hệ số khác. Ví 
như gọi hệ số vượt tải là no (no >1), hệ số đồng nhất của vật liệu là K  (K<1) và hệ số điều 
kiện làm việc là m (m<1). Lúc đó , ứng suất  do tải   trọng  sau khi đã nhân hệ số vượt tải 
gây ra phải thoả mãn điều kiện: 
 
 
                                                                                                                                 (11-18) 
 
            
          Tích số σ0⋅K⋅m gọi là cường độ tính toán. 
          CÂU HỎI TỰ HỌC: 
11.1. Thế nào gọi là hiện tượng uốn ngang đồng thời với uốn dọc ? 
11.2. Công thức tính mômen  và ứng suất trong trường hợp uốn ngang đồng thời với uốn 
dọc ?. Các công thức này khác với trường hợp chỉ uốn ngang ở chổ nào   
11.3. Trình bày phương pháp tính gần đúng để xác định lực cắt, mômen khi uốn ngang 
đồng thời với uốn dọc . 
11.4. Hiện tượng uốn ngang đồng thời với uốn dọc chỉ xảy ra khi lực đọc là  nén,  tại sao? 
11.5.Giá trị Pth trong trường hợp uốn ngang cộng với uốn dọc khác gì khi chỉ có uốn dọc 
? 
11.6. Kiểm tra bền khi dầm vừa chịu lực dọc và lực ngang. 
11.7. Công thức tính ứng suất gần đúng ở trên phù hợp với  trường hợp nào về tải trọng, 
về kết cấu ? 
                                                            ---  %%%%%--- 
           Chương 12     
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THANH CONG PHẲNG 
 
12.1. KHÁI NIỆM CHUNG 
          Trong chương uốn ngang phẳng khi tính toán chúng ta chưa để ý đến độ cong của 
trục thanh. Người ta nhận thấy rằng những thanh cùng vật liệu, cùng liên kết như nhau, 
cùng có mặt cắt như nhau, nhưng có độ cong khác nhau thì khả năng chịu lực cũng khác 
nhau. Ảnh hưởng của độ cong đến độ bền của thanh được đặc trưng bởi tỷ số h/ρ, trong 
đó h là chiều cao của mặt cắt và ρ là bán kính cong của trục thanh tại mặt cắt có chiều 
cao h đó. 
           Người ta nhận thấy rằng nếu độ cong bé, nghĩa là tỷ số h/p nhỏ thì sự phân bố ứng 
suất trên mặt cắt ngang gần như trong thanh thẳng. Vì vậy khi tỷ số 101h >ρ   thì người 
ta mới tính toán theo thanh cong. Còn khi 101h <ρ , thì ta vẫn sử dụng những kết quả 
tính toán trong thanh thẳng. 
          Trong thực tế ta gặp loại thanh cong  là loại móc treo của cần trục, các vòng xích... 
Những loại này thường trục thanh nằm trong một mặt phẳng, nên được gọi là thanh cong 
phẳng. 
          Giới hạn nghiên cứu như sau:  
               1. Loại thanh cong phẳng mà mọi mặt cắt ngang có ít nhất một trục đối xứng và 
trục này nằm trong mặt phẳng chứa trục thanh. Mặt phẳng đó được gọi là mặt phẳng đối 
xứng của thanh. 
               2. Tải trọng tác dụng lên thanh đều nằm trong mặt phẳng đôi xứng của thanh. 

Những điều kiện đó giúp ta đơn giản được bài toán, nhưng cũng phù hợp với thực 
tế.     
12.2. ỨNG SUẤT PHÁP TRONG THANH CONG PHẲNG 
    12.2.1. Thanh cong chịu uốn thuần túy:  
          Gốc của hệ tọa độ oxyz được chọn như trên hình vẽ 12.1, trong đó trục y được 
chọn có chiều dương hướng từ tâm cong ra ngoai, C là  tâm cong của trục thanh. 
           Thanh cong chịu uốn thuần túy là thanh cong 
chịu lực sao cho trên mọi mặt cắt ngang của nó chỉ 
có một thành phần mô men uốn Mx. Mx được coi là 
dương khi nó làm cong thêm thanh cong. Trên hình 
12.1, Mx > 0.  
          Chúng ta dựa vào các giả thiết sau đây để làm 
cơ sở tính biến dạng và ứng suất trong thanh cong 
như đã gặp trong tính toán về thanh thẳng: 
              1. Trước và sau biến dạng mặt cắt ngang 
của thanh vẫn phẳng và vuông góc với trục thanh. 
              2. Trong quá trình biến dạng các thớ dọc 
(thớ song song với trục cong của thanh) không ép lên 
thanh và cũng không tách xa nhau. 
          Với giả thiết 1 chúng ta có thể khẳng định trên mặt cắt ngang của thanh chỉ có ứng 
suất pháp mà không thể có ứng suất tiếp.  

y 

Hình 12.1:Thanh chịu 
ứng suất thuần tuý 
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          Như trong uốn thuần túy của thanh thẳng, chúng ta tách ở thanh cong ra một đoạn 
thanh giới hạn bởi hai mặt cắt 1-1 và 2-2 (xem hình 12.2).  

          Dưới tác dụng của mô men uốn Mx các thớ phía trên của thanh bị giãn ra và các 
thớ phía dưới bị co lại. Chắc chắn có những thớ không co và cũng không giãn, tức là 
những thớ không biến dạng. Các thớ này tạo nên một lớp gọi là lớp trung hòa. Giao tuyến 
giữa mặt cắt ngang và lớp trung hòa là một đường thẳng gọi là đường trung hòa.  
           Khác với trong thanh thẳng đường trung hòa trong thanh cong không đi qua trọng 
tâm của mặt cắt ngang. 
          Ta chỉ xét biến dạng tương đối của một thớ ab có bán kính cong là r nên cũng có 
thể giữ cố định mặt cắt 1-1 và xem mặt cắt 2-2 xoay quanh đường trung hòa (lớp trung 
hòa có bán kính cong là ro). Như vậy sau biến dạng thớ  ab có độ dài là ab′ .Vậy biến 
dạng tỷ đối zε  của thớ ab sẽ là:  
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          Theo giả thiết các thớ dọc không ép lên nhau và cũng không tách xa nhau, nên 
trạng thái ứng suất ở điểm b đang xét là trạng thái ứng suất đơn. Do đó dựa vào định luật 
Hooke ta có biểu thức tính σZ tại b như sau:   

                                    ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
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dE.E o

zz                                      (12-1) 

          Công thức (12-1) chưa cho ta tính được giá trị ứng suất pháp, nó mới cho ta thấy 
được quan hệ σZ là hàm Hypecbol của r. Để tính được σZ ta sử dụng phương trình cân 
bằng tĩnh học .Ta có hai phương trình cần thiết sau đây: 
                                     ∑ ∫ ==σ= 0NdF)z(P z

F
z                                           (a)  

            (theo giả thiết uốn thuần tuý không có lực dọc) 
          và                                ( )∑ ∫ =σ=

F
xz MrdF)0(M                                             (b) 

Hình 12.2: Sơ đồ tính ứng suất 
của một thanh cong chịu uốn 
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          Từ (a) , ta có:          0dF
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          Vì 
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           Biểu thức (12-2) cho phép xác định giá trị của bán kính cong lớp trung hòa ro.  
Phương trình (b) cho ta tính được:   
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          Chúng ta nhận thấy rằng:     
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          Trong đó S chính là mômen tĩnh của mặt cắt ngang đối với đường trung hòa. Do 

đó:                                                  
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          Trở lại biểu thức (12-1), ta có:      ⎟
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          Xem hình 12.3: y - Khoảng cách từ điểm đang xét đến đường trung hòa X; l - 
khoảng cách từ trung tâm mặt cắt đến đường trung hòa X. ρ -Bán kính cong của trục 
thanh, ta có:                  y = r - ro ;         S = F ×l ;        l = ρ - ro  

           F - diện tích của mặt cắt ngang và (12-3) có thể viết thành : 
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           Từ (12-3) hay (12-4), ta thấy biểu đồ ứng suất theo r là một đường cong Hypecbol 
và với những điểm có cùng khoảng cách đến đường trung hòa thì có giá trị ứng suất như 
nhau (xem 12.3a). Cũng từ đây ta thấy giá trị tuyệt đối của ứng suất lớn ở mép trong hơn 
ở mép ngoài. Bởi vì do đường trung hoà X dịch vào trong tâm cong (xem hình 12.3b) nên 
diện tích phần dưới trục trung hoà nhỏ hơn phần diện tích trên trục trung hoà mà tổng ứng 
suất pháp chịu kéo ở trên phải bằng tổng ứng suất nén ở dưới nên giá trị tuyệt đối ứng 
suất bên mép trong phải lớn hơn mép ngoài, đây cũng là đặc điểm của thanh cong. 
     12.2.2. Thanh cong chịu uốn đồng thời với kéo (nén đúng tâm). 
          Trong trường hợp có thêm lực dọc, nếu thanh cong vẫn làm việc trong miền đàn 
hồi và biến dạng nhỏ thì theo nguyên lý cộng tác dụng ta có: 
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           I.XÁC ĐỊNH VỊ TRÍ ĐƯỜNG TRUNG HÒA  
      a) Phương pháp chính xác: 

               1.Mặt cắt hình thang, (hình 12.4). 
          Giải vô cùng nhỏ song song với trục x là vi phân diện tích vô cùng bé, được tính 
như sau: drbdF ⋅=  

           Suy ra: ( ) drrr
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          Theo (12-2), ta có:  
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          Sau khi tích phân và rút gọn ta có: 
   
                                                       (12-7) 
 
         
          Trong đó: h- Chiều cao của hình thang. 
                 2. Mặt cắt ngang hình tam giác. 
          Trong công thức (12-7), ta có   b2 =0;  b1 = b. 
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          Ta có:                                   
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                 3. Mặt cắt ngang là hình chữ nhật. 
          Trong công thức (12-7), ta cho b2 = b1 =b 

          Ta có:                                        
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hr =                                                    (12-9) 

                 4. Mặt cắt ngang hình tròn.  
          Ta cũng tiến hành tính toán tương tự, cuối cùng ta có: 
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            Trong đó ρ là bán kính cong của trục thanh, d là đường kính của mặt cắt ngang. 
          b) Phương pháp gần đúng để tính ro.  

          Ta có thể tính tích phân ∫
F F

dF  trong công 

thức ro một cách gần đúng bằng cách chia  mặt cắt 
ngang thành những giải hẹp ∆Fi song song với trục 
x (hình 12.5).Rõ ràng mỗi giải hẹp này xem như là 
hình chữ nhật và trọng tâm của nó xác định được, 
cũng có nghĩa là biết được khoảng cách ri  từ các 
trọng tâm của những giải đó đến tâm cong và do 
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           Để thuận tiện cho việc tính toán người ta 
thiết lập các bảng cho một số mặt cắt thông 
thường. 
         Ví dụ: Một chi tiết biểu diễn như trên hình 12.6, chịu tác dụng của hai lực P = 
800N. Mặt cắt ngang của chi tiết là hình chữ nhật, kích thước 80×30mm. Xác định ứng 
suất pháp ở các điểm A và B. Biết rằng bán kính cong của trục thanh tại mặt cắt ngang có 
các điểm A và B bằng ρ = 8cm. 
          Bài giải:   

          Xét tỷ số 
10
11

80
80h

>==
ρ

, nên phải 

tính toán theo thanh cong. 
          Tại mặt cắt ngang qua điểm A và B 
có giá trị nội lực:  
                    NZ = + P = +800N. 
                 MX = −P ×25 = − 20 000 Ncm 
          Bán kính cong của lớp trung hòa 
được tính theo (12-9):  
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                e=ρ−ro=8−7,28=0,72cm 

          Ứng suất được tính theo công thức (12-6):              
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          và 
 
           Kết quả này cho ta thấy tại mép trong A’ của thanh con,vì giá trị tuyệt đối  ứng 
suất này lớn hơn giá trị tuyệt đối của ứng suất ở mép ngoài B. Đây cũng là kết luận chung 
cho các thanh cong chịu lực tương tự. Tức là đối với thanh cong, thì điểm nguy hiểm vẫn 
ở mép trong của thanh cong. Vì vậy, mặt cắt ngang của thanh cong thường có kích thước 
ở mép trong lớn hơn mép ngoài như mặt cắt ngang có dạng hình thang hay tương tự mà 
mép trong thì dày hơn. Trong thực tế, các móc của các cần cẩu hay các mắc xích thì diện 
tích ở mặt cắt ngang thường có cấu tạo hình thang hoặc hình tương tự.        
          CÂU HỎI TỰ HỌC 
12.1. Một thanh như thế nào gọi là thanh cong ? 
12.2. Sự khác nhau về công thức tính ứng suất và biểu đồ ứng suất của thanh cong và 
thanh thẳng . 
12.3. Cách xác định r0 trong thanh cong. Tóm tắt phương pháp chính xác và phương pháp 
gần đúng . 
12.4. Đối với thanh cong thì ở nơi nào nguy hiểm hơn. Vì sao ? 
12.5. Hình dáng hợp lí của mặt cắt  ngang đối vơi thanh cong ? 
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Chương 13 
TÍNH CHUYỂN VỊ CỦA HỆ THANH 

            
          Trong các bài toán riêng biệt kéo (nén) đúng tâm, uốn ngang phẳng, xoắn thuần tuý 
chúng ta đã trình bày cách xác định chuyển vị (thông qua tính biến dạng) của các mặt cắt 
ngang. Tuy vậy các phương pháp đã trình bày không mang tính chất tổng quát, bởi vì đối 
với các hệ thanh phẳng cũng như không gian ta chưa tính được, hoặc cũng như chưa xác 
định được chuyển vị theo một phương bất kì ngay trong bài toán thanh thẳng. 
          Trong chương này chúng ta sẽ trình bày phương pháp tổng quát để xác định chuyển 
vị  của thanh và hệ thanh. 
 
13.1. NGUÊN LÍ CHUYỂN VỊ KHẢ DĨ. 
            Người đầu tiên phát biểu nguyên lí này là Bécnuli, sau đó là Lagơrăng đã hoàn 
thiện và đã trình bày trong sách giáo khoa giải tích. Sách này được dịch từ tiếng Pháp 
sang tiếng Nga và xuất bản tại Matscơva năm 1950. 
            Nguyên lí như sau: 
            Để một hệ có các liên kết hoàn thiện ở trạng thái cân bằng tại một vị trí nào đó, 
điều kiện cần và đủ là tổng công của lực đặt lên hệ trong các chuyển vị khả dĩ vô cùng bé 
là bằng không. 
            Chuyển vị khả dĩ là chuyển vị vô cùng bé sao cho trong các chuyển vị các liên kết 
của hệ không bị phá vỡ. 
            Một liên kết hoàn thiện là một liên kết mà tổng công các phản lực trong tất cả mọi 
chuyển vị khả dĩ của cả hệ là bằng không. 
            Các trường hợp sau đây có thể xem là những liên kết hoàn thiện: 
                 1. Một chất điểm hoặc một vật rắn luôn luôn tì lên một mặt nhẵn cố định.Vì 
mặt nhẵn nên xem như không có lực ma sát, phản lực liên kết đó có phương theo phương 
pháp tuyến với bề mặt. Các chuyển vị khả dĩ có thể xảy ra trong mặt phẳng tiếp tuyến với 
mặt tì và như vậy công của các phản lực trong các chuyển vị đó là bằng không. 
                 2. Các liên kết là bất động, nghĩa  là các lực liên kết không gây nên công. 
                 3. Khớp nối giữa các vật thể. Khớp này tạo nên các phản lực ngược chiều, nên 
công của chúng trong các chuyển vị khả dĩ 1 là bằng không (hình 13.1). 
            Ta hãy áp dụng nguyên lí trên cho một vật thể đàn hồi. Ví dụ có một hệ đàn hồi 
được biểu diễn như hình 13.2. Gọi ds là một phân tố vô cùng bé tách ra bởi hai măt cắt  
[1-1] và [2-2] cách nhau một khoảng cách ds. 

Hệ được xem như một tập hợp các phân tử đàn hồi ds. Dưới tác dụng của ngoại 
lực P và các phản lực tại A và B, thì trên các mặt  cắt [1-1] và [2-2] xuất hiện các thành 
phần nội lực. Bây giờ ta gây cho hệ một chuyển vị khả dĩ. Một chuyển vị như vậy có thể 
có được bằng cách đặt một hệ mới nào đó tạo cho hệ một trạng thái biến dạng mới hay 
làm cho hệ biến dạng bằng nhiệt độ.  
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  Ta nhận thấy công khả dĩ đây không chỉ có công Ang do ngoại lực tạo nên mà còn 
có công khả dĩ An do nội lực tạo nên. Do đó ta có:        
                                                               Ang+An= 0                                                   (13-1) 

Và đó là biểu thức của nguyên lí chuyển vị khả dĩ áp dụng vào một hệ đàn hồi. 
13.2. CÔNG THỨC  MOHR  ĐỂ XÁC ĐỊNH  CHUYỂN VỊ 
            Trước hết ta hãy đề cập đến bài toán phẳng. 
            Bài toán đặt ra như sau: Cho khung phẳng chịu lực như hình 13.3. Đòi hỏi ta phải 
tính chuyển vị theo phương K của trọng tâm mặt cắt qua D. 

            Ta gọi trạng thái chịu lực ở hình 13.3 là trạng thái”m”, tức ngoại lực cũng như nội 
lực của hệ đều mang chỉ số m để đánh dấu. Chúng ta coi chuyển vị theo phương K do lực 
ở trạng  thái m gây ra nên được kí hiệu là ∆km. Dĩ nhiên Pm cũng gây ra chuyển vị cho 
mọi vị trí của hệ. Như vậy, nếu xét một phân tố ds nào đó giới hạn bởi hai mặt cắt [1-1] 
và   [2-2] sẽ bị tác dụng bởi nội lực Nm, Qm, Mm  (hình 13.4) 
            Các thành phần nội lực này tạo nên chuyển vị tuơng đối giữa hai mặt [1-1] và    
[2-2] , các chuyển vị đó được trình bày như sau: 
                 1. Chuyển vị dọc theo chiều trục: 

                                                             
EF

dsNds m
m =∆                                                (13-2) 

                 2. Chuyển vị góc tương đối (hình 13.5):  
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EJ

dsMd m
m =ϕ∆                                               (13-3) 

                  3. Chuyển vị trượt tương  đối giữa hai mặt cắt (hình 13.6):   
                                                              dstbm γ=β∆  
            Trong đó: γtb- Góc trượt tỉ đối trung bình. Giá trị góc trượt tỉ đối đó tỉ lệ với ứng 
suất tiếp do Qm gây nên trên các mặt cắt. Ta có thể tính trị số ứng suất tiếp trung bình với 

công thức:                                            
F

Qm
tb η=τ  

            Trong đó: η- là hệ số điều chỉnh ứng suất do Qm gây ra phân bố không đều trên 
mặt cắt.Ví dụ: với mặt cắt hình chữ nhật : η=1,2 

            Với mặt cắt tròn:                          
27
32

=η  

            Với mặt cắt chữ I:                       
longF
F

=η  

            Trong đó: F- Diện tích toàn phần; Flòng- Diện tích của lòng chữ  I. 

            Từ đó ta có:                       
GF

dsQ
ds

G
mtb

m η=
τ

=β∆                                       (13-4) 

            Bây giờ ta hãy tưởng tượng  tạo nên một trạng thái “K” bằng cách bỏ tất cả các 
ngoại lực ở trạng thái “m” và đặt vào phương ‘K” một lực PK (hình 13.7). PK và các phản 
lực RK gây nên các thành phần nội lực NK, QK và MK trên các mặt cắt [1-1] và [2-2], như 
hình 13.8. 

            Vì hệ là một hệ cân bằng nên công của ngoại lực và nội lực của hệ trong bất kì 
một chuyển vị khả dĩ nào cũng phải bằng không. 
            Ta hãy chọn ngay trạng thái biến dạng của trạng thái “ m”  như là các chuyển vị 
khả dĩ. Công của ngoại lực khi đó là PK∆km ; còn công của nội lực thì ta chưa tính được, 
nhưng ta phải có :                          
                                                     PK∆km+An=0                                                         (13-5) 
            Ta chú ý rằng các phản lực RK tại A và B không sinh công vì các gối tựa đó bất 
động. 
            Để tính công An ta để ý đến phân tố ds. Ta thấy rằng: các thành phần nội lực NK, 
QK  và MK  trên các mặt cắt [1-1] và [2-2] đối với phân tố có thể xem như các ngoại lực 
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tác dụng lên ds. Phân tố đó có các chuyển vị khả dĩ là ∆dsm , ∆βm và ∆dϕm . Công của 
ngoại lực lúc này là:         
                                     mKmKmKng dMQdsNdA ϕ∆+β∆+∆=  
            Theo nguyên lí chuyển vị khả dĩ , ta phải có: 
                                   0dAdMQdsN nmKmKmK =+ϕ∆+β∆+∆                             (13-6) 
            Ta đưa các giá trị ở (13-2), (13-3), (13-4) vào (13-6), ta có: 
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            Đối với một thanh, hoặc một hệ thanh thì các thành phần MK, Mm, NK ,Nm ,Qk, Qm 
, có thể và thường là  hằng số hoặc hàm số liên tục suốt chiều dài của thanh hoặc hệ 
thanh. Nên công của nội lực của thanh hoặc hệ thanh sẽ là tổng các tích phân của từng 
đoạn  mà trong mỗi đoạn phải đảm bảo hàm số liên tục hoặc hằng số. 
            Vì vậy cuối cùng để tổng quát hoá bài toán, ta có công thức  tính công nội lực của 
toàn hệ sẽ là:  

                    ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅

η+
⋅

+
⋅

−= ∑∫ ∑∫ ∑∫ ds
GF

QQds
EF

NNds
EJ

MMA mKmKmK
n      (13-8) 

            Thay (13-8) vào (13-5), ta được: 

                      ds
GF

QQ
ds

EF
NN

ds
EJ

MM
P mKmKmK

KmK ∑∫∑∫∑∫
⋅

η+
⋅

+
⋅

=∆        (13-9) 

           Nếu đem chia hai vế cho PK hay nói một cách khác đi trong trạng thái “k” lấy lực 
KP =1/một đơn vị, thì từ đó ta có công thức chuyển vị ∆Km: 

                        ds
GF

QQ
ds

EF
NN

ds
EJ

MM mKmKmK
Km ∑∫∑∫∑∫

⋅
η+

⋅
+

⋅
=∆        (13-10) 

           Trong đó: ,M K  ,N K  KQ  là các thành phần nội lực trong hệ do 1PK =  gây nên. 
           Công thức đó được gọi là công thức Mohr. 
           Đối với bài toán không gian, khi trên các mặt cắt ngang có đầy đủ sáu thành phần 
nội lực, thì công thức Mohr  có  dạng như sau:          

                   ∑∫ ∑∫∑∫
⋅

η+
⋅

+
⋅

=∆ dz
EJ

MMdz
EJ

MM
dz

EJ
MM

z

zmzK

y

ymyK

x

xmxK
Km + 

                         dz
GF

QQdz
GF

QQ
dz

EF
NN xmxKymyKzmzK ∑∫∑∫∑∫

⋅
η+

⋅
η+

⋅
+       (13-11) 

            Trong đó: dz- độ dài của phân tố; dz=ds và các thành phần nội lực được biểu diễn 
như hình 13.9. 
            Trên đây ta đã tìm chuyển vị thẳng theo phương K. Tất cả mọi điểm ta vừa chứng 
minh cũng sẽ hoàn toàn đúng khi ta cần tìm góc xoay của mặt cắt ngang nào đó của hệ thì 
ta thay 1PK =  bằng một mô men mk=1 tại nơi cần tính góc xoay, sau đó tìm các đại 
lượng nội lực ,M K  ,N K  KQ  như ở trên và đưa  vào công thức Mohr và thực hiện các 
phép tính để có góc xoay tại đó.Từ đó có thể  suy rộng ra khi ta cần tìm chuyển vị thẳng 
tương đối của hệ  hay góc xoay tương đối của hai mặt cắt tại hai điểm bất kì nào đó của 
hệ, khi đó ta sẽ tạo nên trạng thái “k” bằng cách đặt hai lực tập trung hai chiều trực đối 



 43

nhau hay hai mô men ngược chiều có giá trị là 1, rồi sau đó cũng lặp lại quá trình tính 
toán như đã làm. 
            Kí hiệu ∆Km tuỳ theo trường hợp, sẽ có nghĩa là góc xoay của mặt cắt ngang, độ 
dịch gần hay độ dịch xa của hai trọng tâm hai mặt cắt và góc xoay tương đối của hai mặt 
cắt.            

            Ví dụ: Để tìm góc xoay của mặt cắt D, ta tạo ra trạng thái “k” như trên hình 
13.10. 
            Để tìm độ dịch gần giữa hai điểm D và H, ta tạo nên trạng thái “k” như trên hình 
13.11 

            Để tính góc xoay tương đối giữa hai mặt cắt ngang qua D và H, ta tạo trạng thái 
“k” như hình 13.12 
13.3. MỘT SỐ ĐỊNH LÍ QUAN TRỌNG 
     13.3.1. Định lí về công tương hổ (còn gọi là định lí Beti). 
            Định lí phát biểu như sau:  Công của ngoại lực ở trạng thái “m” trên chuyển vị 
của trạng thái “k” là bằng công của ngoại lực ở trạng thái “k” thực hiện trên chuyển vị 
của trạng thái “m”. 
            Thực vậy, từ biểu thức (13-9), ta luôn có: 
 

            ds
GF

QQds
EF

NNds
EJ

MMPP mKmKmK
mkmKmK ∑∫∑∫∑∫

⋅
η+

⋅
+

⋅
=∆=∆   (13-13) 

Hình 13.9: Sơ đồ 
nội lực
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Qy 

Nz 

Qx x 

My 

Mx 
Mz 

Hình 13.10: Tạo trạng 
thái “K” để tính góc 
xoay giữa hai mặt cắt 

A 

B 
D 

C 

1M K =

Hình 13.11: Tạo trạng 
thái “K” để tìm độ dịch 

gần giữa hai điểm

A 

B 
D 

C 

1PK = H 

1PK =

A 

B 
D 

C 

1M K =

H 

1M K =

Hình 13.12: Tạo trạng 
thái “K” để tính góc xoay 

giữa hai mặt cắt 
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     13.3.2. Định lí về chuyển vị đơn vị: 
            Nếu hai trạng thái “m” và “k”  đều là các trạng thái do lực đơn vị tác dụng theo 
phương m và phương k gây nên, khi đó các chuyển vị km∆  và mk∆ là các chuyển vị đơn 
vị và được kí hiệu δkm và δmk . 
            Thật vậy, căn cứ  vào biểu thức (13-13) khi 1PP mK == , thì: 

              ds
GF

QQds
EF

NNds
EJ

MM mKmKmK
mKKm ∑∫∑∫∑∫

⋅
η+

⋅
+

⋅
=δ=δ          (13-14) 

            Do đó ta có thể phát biểu định lí này như sau: 
            Chuyển  vị  đơn vị theo phương k do lực một đơn vị theo phương m gây nên là 
bằng chuyển vị theo phương m do lực một đơn vị tác dụng theo phương K gây nên. 
            Định lí này được gọi là chuyển vị đơn vị tương hổ MaxWell. Định lí này giúp ta 
đơn giản nhiều khi giải các hệ siêu tĩnh. 
            Ví dụ 1: Cho một dầm chịu lực như trên hình vẽ 13.13. Xác định độ võng và góc 
xoay tại A (bỏ qua ảnh hưởng của lực cắt ). Độ cứng EJ=const. 
            Bài giải: Ta xem trạng thái đã cho của dầm 
là trạng thái “m”. Hệ trục toạ độ được chọn như hình 
vẽ. Gọi z là hoành độ của mặt cắt [1-1]. Mô men 
uốn Mm trên mặt cắt có trị số là:   

                             
2
zqM

2

m −=                        (a) 

            Để tính độ võng A, ta tạo nên trạng thái “k” 
như hình 13.14. Mô men trên mặt cắt [1-1] là:                            
                            zlMK ×−=                          (b) 
            Ở đây ta bỏ qua ảnh hưởng của lực cắt, còn lực dọc Nz  là bằng không. Do đó 
chuyển vị thẳng đứng tại A sẽ có trị số là: 

                             dz
EJ

1
2
zqdz

EJ
MM

Y
x

l

0

3l

0 x

mK
Akm ⋅=

⋅
==∆ ∫∫  

xEJ8
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=  

            Để tính góc xoay tại A, ta tạo nên trạng thái “k” như hình 13.15, khi đó ta có:                              
1M K −=  

            Vậy:                              dz
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MMl
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Hình 13.13: Dầm chịu 
lực
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Hình 13.14: Tạo trạng 
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Hình 13.14: Tạo trạng 
thái “K” để tính góc 
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Các kết quả nhận được trên đây là những trị số dương, điều đó có nghĩa là độ 

võng và góc xoay cùng chiều với KP  và KM . 
            Ví dụ 2: Cho giàn chịu lực như hình 13.16. Tìm chuyển vị thẳng đứng tại A. Các 
thanh cùng làm bằng một vật liệu và cùng có mặt cắt như nhau, các thanh 2, 3, 4 và 6 đều 
có chiều dài bằng a. 
            Bài giải: Ta xem trạng thái đã cho của hệ là 
trạng thái “m”. Trị số lực dọc trong các thanh có được 
bằng lần lượt tách các nút A, B, C như sau: 
               2PN1

m = , PN2
m −= , 0N3

m =  
               P2N4

m = , 2PN5
m −= , PN6

m −=   
          Để tìm chuyển vị thẳng  đứng tại A ta bỏ lực P và 
thay vào đó một lực 1PK = .Trị số nội lực trong các 
thanh sẽ là: 
                                       2N1

k = ; 1N 2
k −= ; 0N3

k =    

                                       2N4
k = ; 2N5

k −= ; 1N6
k −=  

          Ở đây mô men uốn và lực cắt bằng không, nên chuyển vị thẳng đứng tại A sẽ là: 

              ∑∫
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mK
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EF
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EF
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EF
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+
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=                                              

                     ( )
EF
Pa2410 +=  

          Kết quả dương chứng tỏ là chuyển vị xuống dưới, tức là cùng chiều với KP .   
13.4.PHƯƠNG PHÁP NHÂN BIỂU ĐỒ  CỦA VÊRÊSAGHIN. 
          Khi mặt cắt ngang của thanh không đổi trên từng đoạn, khi đó các thành phần công 
thức Mohr (13-1) có thể viết như sau: 

                   ( ) ( )dzzfzG
n

1i

li

0
km ⋅=∆ ∑∫

=

       (13-15) 

            Nếu trong đó luôn luôn có một hàm số bậc nhất, 
thì các tích phân sẽ được thực hiện một cách đơn giản. 
Bây giờ ta giả sử  trên một đoạn dài từ 0→ li nào đó mà 
f(z) là một hàm số bậc nhất và G(z) có thể là một đường 
cong náo đó (xem hình 13.17). 
            Như vậy ta có thể biểu diễn: 
                         f(z)=az+b                     (13-16) 
            Đem thay (13-16) vào (13-15) và tính tích phân 
cho một đoạn từ 0→ li , sau đó sẽ suy rộng ra cho tổng 
quát các tích phân, ta sẽ được:  
                        ( ) ( )dzzGbazI ⋅+= ∫

Ω

    (13-17) 
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Hình 13.6: Một giàn 
chịu lực

Hình 13.17:Phương 
pháp nhân biểu đồ 
của Vêrêsaghin
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            Trong đó: tích G(z)⋅dz là vi phân diện tích dΩ của biểu thức G(z). Ta có thể viết 
(13-17) dưới dạng:   
                                    ( ) ( ) ∫ ∫∫

Ω ΩΩ

Ω+Ω=⋅+= dbzdadzzGbazI                                (13-18) 

            Trong đó: ∫
Ω

Ωd  là diện tích Ω của biểu thức G(z) từ  0→ li và ∫
Ω

Ωzd  là mô men 

tĩnh của biểu đồ G(z) đối với trục tung (trong chương đặc trưng hình học của mặt cắt 
ngang).    
            Trị số này có thể tính với biểu thức:    

Ω=Ω∫
Ω

cZzd  

            Trong đó: Zc- Hoành độ trọng tâm của Ω. 
            Vậy biểu thức (13-18)  có thể được viết lại duới dạng: 
                                               ( )baZbaZI cc +Ω=Ω+Ω=                                    (13-19) 
            Trong đó: aZc+b=f(Zc) là tung độ của biểu thức f(z) tại hoành độ  Zc  của biểu 
thức G(z) và (13-19) sẽ là:              
                                                   I=Ωf(Zc)                                                                (13-20) 
            Cuối cùng để thực hiện một tích phân nào đó theo Mohr mà một phương trình 
biểu diễn nội lực là bậc nhất thì tích phân đó được tính bằng diện tích của biểu đồ kia 
nhân với tung độ của biểu đồ bậc nhất này ứng với trọng tâm C của biểu đồ kia (biểu đồ 
đường cong). 

Ví dụ 3: Tìm độ võng tại B và góc xoay tại A của dầm chịu lực như hình 13.18 
(bỏ qua ảnh hưởng của lực cắt) 
 Bài giải: Ta hãy tìm góc xoay tại A. 
Tạo nên trạng thái “k” hình 13.19. Vì bỏ qua 
ảnh hưởng của lực cắt, nên góc xoay tại A sẽ 
được tính với biểu thức: 

dz
EJ

MMl

0 x

mK
Akm ∫

⋅
=θ=∆  

 Các biểu thức Mm và KM được biểu 
diễn như hình 13.20 
            Theo phép nhânVêrêSaghin,ta có:   
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Chú ý : 

          l
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: là diện tích của biểu đồ Mm 

(đường cong). 
          21 : là tung độ ứng với trọng tâm C 
(của biểu đồ Mm) lấy trên biểu đồ KM  (đường 
thẳng). 
          Dấu −: vì hai biểu đồ mô men nằm về 
hai phía. 
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          Kết quả mang dấu âm (vì hai biểu đồ có thớ căng khác nhau), điều đó có nghĩa là 
góc xoay tại A có chiều ngược lại với chiều KM  đã chọn.        
          Để tìm độ võng tại B, ta tạo nên trạng thái “k” (hình 13.21a). Biểu đồ mô men KM  
được biểu diễn trên hình 13.21b.Và thực hiện phép nhân biểu đồ theo VêrêSaghin của hai 
biểu đồ Mm (hình 13.20a) và biểu đồ KM  
(hình 13.21b) 
          Ở đây ta nhận thấy trong hai đoạn AB 
và BC  biểu đồ KM  được biểu diễn bằng 
các đường thẳng khác nhau, vì vậy để tính 
biểu thức tích phân ta cũng chia biểu đồ 
theo hai thành phần từ A đến B và từ B đến 
C. Do Mm và  KM  điều là những biểu đồ 
đối xứng, cho nên ta có thể thực hiện nhân 
biểu đồ cho một nửa và sau đó nhân đôi, ta 
sẽ có kết quả: 

x
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Bkm EJ
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4
l

8
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2
l

8
ql

3
22Y ×⋅×⋅⋅×==∆  

x

2

EJ
ql

384
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Ví dụ 4: Tìm độ võng tại B của dầm chịu lực như hình 13.22a (bỏ qua ảnh hưởng 

của lực cắt ) 
            Bài giải: Biểu đồ mô men ở trạng thái “m”  được biểu diễn trên hình 13.22b. Để 
tính chuyển vị tại B, ta tạo ra trạng thái “k” như hình 13.23a, biểu đồ mô men được biểu 
diễn  trên hình 13.22b.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Chúng ta có thể chia hình 13.22b ra làm ba diện tích Ω1, Ω2 , Ω3 như  trên hình 
11.22c và thực hiện phép nhân biểu đồ với KM  như trên hình 13.23b.       

a) 

b)

c) 

Hình 13.22: Tìm độ võng của dầm chịu lực 
(a);  Biểu đồ mô men ở trạng thái “m”(b); 

Chia diện tích tính toán (c) 
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Hình 13.21: Tạo trạng thái 
“K” để tính độ võng tại B (a) 
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             Tuy nhiên ta nhận thấy ngay phép nhân biếu đồ VêrêSaghin giữa hai biểu đồ Mm 
và KM  là phức tạp, vì khó xác định được trọng tâm diện tích Mm trong khoảng AC. Để 
tránh sự phức tạp đó, ta có thể xem biểu đồ Mm trong khoảng đó như tổng cộng của một 
biểu đồ bậc nhất và một đường bậc 2 (hình 13.24a,b). 
            Điều đó cũng giống như chúng ta xem rằng trạng thái “m” là tổng cộng của hai 
trạng thái: trạng thái chỉ có một mình lực P tác dụng (hình 13.24a) và trạng thái chỉ có 
một mình lực q tác dụng (hình 13.24b).  
            Với cách đó ta có thể thực hiện được phép nhân một cách dễ dàng:  
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  Chú ý : Tương tự như trên, nếu gặp 
biểu đồ trong đoạn AC là đường thẳng IK cắt 
qua trục hoành (hình 13.25), thì ta có thể xem 
biểu đồ đó là tổng của các biểu đồ biểu diễn bởi 
các đường AKC và KIC.         
           

Ví dụ 5:Tìm chuyển vị ngang tại A và 
góc xoay tương đối giữa hai mặt cắt tại gối tựa A và C của khung chịu lực như hình vẽ 
(hình 13.26a). Giả thiết bỏ qua ảnh hưởng của lực dọc và lực cắt đến chuyển vị của 
khung. 
            Bài giải: Ta xem trạng thái chịu lực của khung là trạng thái “m”. Biểu đồ Mm 
được biểu diễn như trên hình 13.26b. Để tìm chuyển vị ngang tại A ta tạo trạng thái “k” 
như trên hình 13.27.  Chuyển vị ngang tại A sẽ là: 
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Hình 13.25: Khi AC cắt 
trục hoành
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(nhân biểu đồ Mm ở hình 11.26b với biểu đồ ở hình 13.27) 
             

Muốn xác định góc xoay tương đối giữa hai mặt cắt B và C ta tạo nên trạng thái 
“K” như trên hình 13.28 và ta có : 
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            (nhân biểu đồ Mm trên hình 13.26b với biểu đồ trên hình 13.28) 

Ví dụ 6: Với khung chịu lực trên đây, hãy tìm chuyển vị ngang tại D là điểm giữa 
của AB. 
            Bài giải: Tạo nên trạng thái “K” như hình 13.29, ta nhận thấy phép nhân biểu đồ 
Vêrêsaghin trong đoạn AB trở nên phức tạp vì ta phải chia biểu đồ đó thành hai phần trên 
hai đoạn AD và DB mà trọng tâm mỗi phần ta điều chưa xác nhận. 
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Hình 13.26: Khung chịu lực (a); Biểu đồ Mm (b) 
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Hình 13.27: Tạo trạng 
thái “k” để tính 
chuyển vị ngang tại A 
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Hình 13.28: Tạo trạng 
thái “k” để xác định 
góc xoay tại B và C 
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            Để tránh khó khăn đó, ta xem biểu đồ Mm trên đoạn AB  như tổng hai biểu đồ 
(hình13.30). 

  Với cách đó, ta có thể thực hiện phép nhân VêrêSaghin dễ  dàng: 
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           Khi sử dụng phương pháp VêrêSaghin cần chú ý những điều sau đây: 
                 1. Nếu hai biểu đồ do tải trọng và trạng thái “k” (do KP  sinh ra) đều là đường 
bậc nhất cả thì ta có thể tính diện tích biểu đồ này nhân cho tung độ biểu đồ kia ứng với 
trọng tâm của biểu đồ đã lấy diện tích. 
                 2. Nếu chỉ có một biểu đồ bậc nhất thì tung độ phải lấy tại biểu đồ đó ứng với 
trọng tâm của diện tích biểu đồ kia (biểu đồ đường cong). 
                 3. Nếu các biểu đồ có dạng phức tạp và không liên tục thì ta chia ra từng  đoạn 
sao cho mỗi đoạn là hàm số liên tục để dễ tính được diện tích và cũng như dễ xác định 
được trọng tâm rồi cộng lại. Để dễ tính ở trạng thái “m” ta vẽ biểu đồ ứng với từng tải 
trọng và thực hiện phép nhân với tất cả các biểu đồ KM rồi cộng lại. 
                4. Trong phép nhân, nếu hai biểu đồ Mm và KM  cùng phía thì kết quả mang 
đấu +. Điều đó cũng có nghĩa là chuyển vị đúng như chiều KP  đã chọn. Nếu kết quả 
mang dấu −, thì chuyển vị ngược lại so với chiều KP  đã chọn và biến dạng theo chiều 
ngược lại. 

Bảng 13.1 giới thiệu cách tính diện tích và xác định trọng tâm của một số hình. 
               Bảng 13.1 

 
 

 

Hình 13.29: Tạo trạng 
thái “K”
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      CÂU HỎI TỰ HỌC: 
13.1. Khái niệm về công khả dĩ ? 
13.2. Công thức Mohr để xác định chuyển vị ? 
13.3. Những định lí rút ra từ công thức Mohr ? 
13.4. Cách nhân biểu đồ VêrêSaghin và thuận lợi của nó ? 
13.5. Những chú ý khi sử dụng phương pháp nhân biểu đồ VêrêSaghin ? 
 

----- ----- 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

h
 

zc 
C 

l 

h
 

zc 
C 

l 

h
 

zc 
C 

l 

Bậc 3

Bậc n

Bậc 2

hl
4
l

=Ω  

l
5
lZc =  

hl
)1n(

l
+

=Ω  

l
)2n(

lZc +
=

hl
3
l2

=Ω  

l
8
3Zc =  



 52

 
 
 
 
 
 
 
 



 53

          Chương 14  
TÍNH HỆ SIÊU TĨNH 

BẰNG PHƯƠNG PHÁP LỰC 
 
14.1.KHÁI NIỆM VỀ HỆ SIÊU TĨNH 

Hệ siêu tĩnh là một hệ mà các phương trình cân bằng tĩnh học thông thường chưa 
thể xác định phản lực của chúng, cũng như nội lực trên các mặt cắt ngang của hệ, cũng có 
nghĩa là bài toán  chưa giải được. 
           Trong kỹ thuật ta thường gặp những hệ như vậy và để tìm các phản lực cũng như 
nội lực của chúng ngoài những phương trình cân bằng tĩnh học thông thường, còn phải 
lập thêm các phương trình khác căn cứ vào từng trường hợp tùy theo biến dạng và chuyển 
vị của hệ thanh ở những vị trí đặc biệt. 
           Ví dụ: Xét 2 thanh chịu lực như nhau trên hình vẽ 14.1, nhưng hệ chịu lực như trên 
hình 14.1a là tĩnh định và hệ trên hình 14.1c 
là siêu tĩnh. Ở  hệ  chịu lực như hình 14.1c có 
số phản lực nhiều hơn số phương trình cân 
bằng tĩnh học ta có thể có được. Trên hình 
14.1b biểu diễn biểu đồ mô men uốn trong hệ 
tĩnh định và trong hình 14.1d biểu diễn biểu 
đồ mô men uốn trong hệ siêu tĩnh.  
           Qua đó ta có một số nhận xét sau: 
                1-Nội lực trong hệ siêu tĩnh phân 
bố đều hơn, ứng suất và biến dạng nhỏ hơn so 
với hệ tĩnh định tương đương. Như vậy hệ 
siêu tĩnh tiết kiệm vật liệu hơn hệ tĩnh định 
tương đương. 
           Nhưng hệ siêu tĩnh có thể phát sinh ra 
ứng suất khi nhiệt độ thay đổi, khi các gối tựa 
lún không đều và khi các chỗ nối chế tạo 
không chính xác. 
           Như đã biết trong cơ học lý thuyết đối 
với bài toán phẳng số liên kết đơn cần thiết 
đê giữ cho hệ cố định là 3. Số liên kết đó 
đúng bằng số phương trình cân bằng tĩnh học, 
vì vậy nếu số liên kết đơn (hoặc quy ra liên kết đơn) đặt vào hệ lớn hơn 3, thì với số 
phương trình cân bằng nói trên, ta chưa có thể xác định được các phản lực liên kết, do đó 
cũng chưa tính được nội lực trong các thanh, ta nói hệ siêu tĩnh có những liên kết thừa. 
Các liên kết này là liên kết giữa vật thể nối với mặt đất hoặc nối với các vật thể khác 
thường gọi là vật thể ngoại. 
            Ngoài ra sự liên kết thừa có thể do sự liên kết giữa các thanh của hệ sinh ra gọi là 
liên kết nội. Ví dụ một khung kín thì không thể xác định nội lực của nó bằng các phương 
trình cân bằng tĩnh học thông thường, và ta coi số liên kết nội của hệ là 3. 
           Tổng số các liên kết thừa nội và ngoại chính là số bậc siêu tĩnh của hệ. 
           Ví dụ: Trên hình 14.2a biểu diễn hệ siêu tĩnh có hai bậc siêu tĩnh do thừa hai liên 
kết ngoại, trên hinh 14.2b biểu diễn hệ siêu tĩnh có 3 bậc siêu tĩnh (liên kết thừa ngoại 

Hình 14.1: Hệ chịu lực 
(a,c -hệ siêu tĩnh; b- hệ 
tĩnh định; c- mô men uốn 

trong hệ siêu tĩnh)
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không có nhưng có 3 liên kết nội, hinh 14.2c biểu diễn hệ siêu tĩnh là 4, vì có hai liên kết 
thừa ngoại và hai liên kết thừa nội (chú ý 1 khớp làm giảm bớt một bậc siêu tĩnh). 
 

Sau đây chúng ta trình bày một phương pháp để tính các phản lực và xác định nội 
lực trong các hệ siêu tĩnh gọi là phương pháp lực vì nó lấy lực là ẩn số trong quá trình 
giải bài toán 
 
14.2 . TÍNH HỆ THANH SIÊU TĨNH BẰNG PHƯƠNG PHÁP LỰC  
     14.2.1. Hệ cơ bản: Muốn giải hệ siêu tĩnh phải từ nó chọn một hệ tĩnh định tương ứng 
bằng cách loại bỏ những liên kết thừa đi. Hệ tĩnh định đó gọi là hệ cơ bản. Cần chú ý 
rằng hệ cơ bản vẫn phải cố định, không bị biến hình (thay đổi dạng hình học của hệ khi 
chưa có tải trọng). 
 Việc bỏ các liên kết thừa có thể thực hiện bằng nhiều cách và từ đó có thể nhận 
thấy có nhiều hệ cơ bản khác nhau. Cho nên phải chọn hệ cơ bản sao cho việc tính toán 
đơn giản nhất 
           Ví dụ: Trên hình 14.3a biểu diễn một khung siêu tĩnh, chúng ta có thể chọn nhiều 

hệ cơ bản tĩnh định khác nhau. Ở hình 14.3b và 14.3c biểu diễn hai hệ cơ bản rút ra từ 
hình 14.3a. 
     14.2.2.Hệ tương đương:  
           Ta dễ dàng thấy rằng hệ cơ bản muốn làm việc như hệ siêu tĩnh thì tại A phải có 
những lực có trị số và chiều sao cho tại A có chuyển vị bằng không (hình 14.3b), tức là 
chuyển vị và góc xoay ở ngoài không có hoặc chuyển vị tương đối bằng không tại điểm C 
(hình 14.3c). 
           Như vậy muốn hệ tĩnh định làm việc tương tự như hệ đã cho cùng với ngoại lực 
(P1, P2 chẳng hạn) ta còn phải đặt vào những nơi đã bỏ liên kết những lực chưa biết theo 

Hình 14.2: Các dạng hệ siêu tĩnh: a-Hệ siêu tĩnh do thừa 
hai liên kết ngoại;b- Hệ siêu tĩnh do thừa 3 liên kết nội; 
c-Hệ siêu tính có 2 liên kết thừa nội và 2 liên kết thừa
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b
)Hình 14.3: Chọn hệ cơ bản. a:Hệ siêu tĩnh; 

b,c: Hệ cơ bản từ hệ (a)
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phương mà liên kết đã bỏ để đảm bảo cơ cấu hoàn toàn tương đương với hệ siêu tĩnh đã 
cho (xem hình 14.4a,b). 

           Với điều kiện chuyển vị tại A ở hệ tĩnh định cơ bản này giống như chuyển vị cũng 
tại A trong hệ siêu tĩnh đã cho. Rõ ràng nếu hệ có n bậc siêu tĩnh thì ta có n lực chưa biết, 
hệ như vậy gọi là hệ tương đương. Để xác định các lực chưa biết X1, X2 ,... Xn đó ta căn 
cứ vào điều kiện chuyển vị tương đương, tức là:       
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                                          (14-1)      

             Các ∆X1, ∆X2,...∆Xn là chuyển vị theo phương X1, X2. ...Xn  do lực X1, X2, ...Xn và 
các tải trọng P gây ra. Trong (14-1) các X1, X2, ...,Xn  là những lực cũng là những ẩn số, 
nên gọi là phương pháp lực. 
     14.2.3. Hệ phương trình chính tắc. 
           Từ (14-1), áp dụng nguyên lý cộng tác dụng ta có: 
        ∆X1 (X1, X2, ......Xn, P) = ∆X1(X1 ) + ∆X2(X2)  + .... + ∆Xn (Xn) + ∆XnP = 0 
           Có thể viết gọn hơn là: 

∆K1 + ∆K2 + .... + ∆Km + .... + ∆Kn + ∆KP = 0 
           Trong đó ∆Km là chuyển vị theo phương XK gây ra do Xm sinh ra ... ∆KP là chuyển 
vị theo phương XK gây ra do tất cả tải trọng sinh ra. Nếu gọi δkm là chuyển vị đơn vị theo 
phương XK, gây ra do lực 1=mX (đặt tại Xm và có trị số bằng 1). 
           Thì                                   ∆Km = δKm ⋅ Xm 
           Khi đó phương trình thứ  K của (14-1) có dạng: 
                 δK1⋅X1 + δK2 ⋅X2   +  δKm ⋅ Xm + .... + δKn ⋅Xn  + ∆KP = 0 
           Vậy hệ (14-1) sẽ có dạng: 
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                          (14-2) 

           Hệ (14-2) gọi là hệ phương trình chính tắc của phương pháp lực giải hệ siêu tĩnh 
vì nhờ (14-2) ta tìm được các ẩn số X1, X2,...Xn thì ta có thể xem các lực đó cùng với 
ngoại lực đã cho trong hệ siêu tĩnh  là những tải trọng bên ngoài tác dụng lên hệ tĩnh định 

Hình 14.4: Hệ tương đương a,b với hệ 
ở hình 14 3b c
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(hệ cơ bản), sau đó xác định nội lực của hệ tĩnh định với các tải trọng không những chỉ là 
P1, .... Pn mà có cả X1, .... Xn nữa, tức là khi đã biết X1.......Xn thì coi nó là ngoại lực tác 
dụng lên hệ. 
           δkm (khi K ≠ m) gọi là hệ số phụ, có thể dương hoặc âm. 
           δkk (khi K = m) gọi là hệ số chính, giá trị của nó bao giờ cũng dương. 
           ∆kp là số hạng tự do. 
           Nhờ có định lý chuyển vị đơn vị tương hỗ nên ta có δkm= δmk và nhờ vậy sẽ giảm 
bớt việc tính các hệ số trong khi giải hệ phương trình chính tắc (14-2). 
           Nếu bỏ qua ảnh hưởng của các lực cắt, lực dọc đối với chuyển vị của hệ thì theo 
công thức Mohr chỉ còn lại thành phần mô men và ta có: 
 
          
    
                                                                                                                                   (14 - 3) 
                    
  
 
           
           Ví dụ1:Vẽ biểu đồ nội lực của một khung siêu tĩnh hình 14.5. 
           Bài giải: Khung có hai bậc siêu tĩnh. Hệ cơ bản có được bằng cách bỏ liên kết kép 
tại A và hệ tương đương như  trên hình 14.5b. 
           Phương trình chính tắc có dạng:  
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                                               (14-4) 

           Biểu đồ mô men do các lực bằng 1 đơn vị tác dụng theo X1, X2 được biểu diễn trên 
hình 14.5c và 14 .5d, còn biểu đồ do tải trọng q được biểu diễn ở  hình 14.5e. 
           Trên cơ sở các biểu đồ đó, bằng phương pháp Vêrêsaghin ta tìm được: 
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Sau khi thay các giá trị δ11, δ12, δ22, ∆1P và ∆2P vào hệ phương trình (14-4) và rút 
gọn ta được:       
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                                       (14-5) 

           Giải hệ phương trình (14-5), ta sẽ được: 

qa
7
3X1 −= ;  qa

28
13X2 =  

          Như vậy ở hệ tương đương ta có X1 (đổi chiều) và X2 đã biết giá trị của nó. Từ đó 
ta 

 vẽ các biểu đồ nội lực của nó, biểu đồ mô men được biểu diễn trên  hình 14.5f. 
            Cũng có thể căn cứ vào X1, X2, ta tăng giá trị các biểu đồ 1M và 2M  đã có ở hinh 
14.5c và 14.5d bằng cách nhân mọi giá trị 1M  và 2M   cho X1, X2. Sau đó cộng 3 biểu đồ 
mô men do tải trọng (hình 14.5e) với M1, M2 (hình 14.5c,d) khi đã nhân X1  và X2, ta 
cũng có được biểu đồ mô men tổng cộng như hình 14.5f. 
             
14.3. TÍNH HỆ SIÊU TĨNH ĐỐI XỨNG 
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Hình 14.5: Vẽ biểu đồ nội  lực của 
khung siêu tĩnh
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           Một hệ được coi là đối xứng khi có hình dạng, độ cứng (EJx chẳng hạn), đối xứng 
qua một trục nào đó. Ví dụ khung biểu diễn trên hình 14.6a, khung đối xứng qua trục v 
nào đó. Giả sử khung chịu tác dụng bởi hệ lực nào đó. 
           Rõ ràng khung có 6 bậc siêu tĩnh. Nếu chọn hệ cơ bản, rồi hệ tương đương như 
hình 14.6b, thì ta cần có 6 phương tình để giải hệ siêu tĩnh như sau: 
         δ11X1 + δ12X2 + δ13X3  + δ14X4 + δ15X5  + δ16X6  + ∆1p  = 0 
                   ....                                                                                                            (14-6) 
         δ61X1 + δ62X2  + δ63X3  + δ64X4  + δ65X5 + δ66X6  + ∆6P = 0                         
            

Giải hệ phương trình này tốn rất nhiều thời gian. 
           Nhưng ta nhận thấy rằng: Nếu ta chọn hệ cơ bản, rồi hệ tương đương như trên 
hình14.6c (có tính chất đối xứng), thì việc tính toán sẽ đơn giản hơn nhiều.  
           Bởi vì với hệ tương đương đó các biểu đồ mô men 2M , 3M , 5M , 6M  (do các lực 

2X , 3X , 5X , 6X  có tính chất đối xứng sinh ra) đều có tính chất đối xứng. Còn 1M , 
4M có tính chất phản đối xứng (do các lực 1X1 = , 1X 4 = ). Các biểu đồ đó do các lực 

bằng 1 từ 61 X,...X   được biểu diễn trên hình 14.7.. 
           Dễ dàng thấy rằng kết quả việc thực hiện cách nhân biểu đồ theo Vêrêsaghin giữa 
các biểu đồ đối xứng và phản đối xứng sẽ bằng không. Một nửa kết quả dương và nửa kia 
là âm.Vì vậy sẽ có nhiều δkm  sẽ bằng 0, nên việc giải hệ phương trình chính tắc sẽ dễ 
dàng và nhanh chóng hơn. 

Ví dụ 2: Để tìm δ12 ta nhân biểu đồ 1M  (trên hình 14.7a) và biểu đồ 2M  (hình 
14.7b). Kết quả :  

             Nửa bên phải là:                lh
2
1

2
h2h2 2=⋅×  

             Nửa bên trái là:               lh
2
1

2
h2h2 2−=⋅×−  

             Do đó:                          ( ) 21
22

x
12 0lhlh

EJ
1 δδ ==−=  

 Tương tự, ta có thể tính cho các hệ số phu khác, kết quả là: 
                  δ13 = δ31 = 0; δ15 = δ51 = 0; δ16 = δ61 = 0 

Hình 14.6: Hệ siêu tĩnh đối xứng (a); hệ 
tương đương không đối xứng (b); Hệ tương 
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       δ24 = δ42 = 0 ;  δ34 = δ43 = 0   ;  δ45 = δ54 = 0  ;    δ46 = δ64 = 0 
            Như vậy hệ phương trình (14-6), khi tính đến một số hệ số phụ bằng không nhờ 
các biểu đồ ở hình 14.7, sau khi đã thay các hệ số có  giá trị bằng 0 vào (14-6), ta có: 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                               δ11 ⋅X1 + δ14 ⋅X4 + ∆1p = 0    
               δ22 ⋅X2 + δ23 ⋅X3 + δ25 ⋅X5 + δ26⋅X6 + ∆2P   = 0 
                          δ32 ⋅X2 + δ33 ⋅X3 + δ35 ⋅X5 + δ36 ⋅X6 + ∆3P = 0 
                                        δ41 ⋅X1 + δ44 ⋅X4 +  ∆4P = 0                                                 (14-7) 
                                  δ52 ⋅X2 + δ53 ⋅X3 + δ56 ⋅X6 + ∆5P = 0 
                         δ62 ⋅X2 + δ63 ⋅X3 + δ65 ⋅X5 + δ66 ⋅X6 + ∆6P = 0 
            

Hệ phương trình (14 - 7) có thể tách ra hai hệ:  

                                            
⎭
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δδ
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                                        (14-8) 

           Và          
                                 δ22 ⋅X2 + δ23 ⋅X3 + δ25 ⋅X5 + δ26 ⋅X6 + ∆2P = 0 
                      δ32 ⋅X2 + δ33 ⋅X3 + δ35 ⋅X5 + δ36 ⋅X6 + ∆3P = 0                           (14- 9) 
                      δ52 ⋅X2 + δ53 ⋅X3 + δ55 ⋅X5 + δ56 ⋅X6 + ∆5P = 0 
                      δ62 ⋅X2 + δ63 ⋅X3 + δ65 ⋅X5 + δ66 ⋅X6 + ∆6P = 0 
           Việc giải hai  hệ phương trình (14-8) và (14-9) tuy còn phức tạp nhưng dù sao nó 
cũng dễ hơn nhiều so với việc giải hệ phương trình (14-6). 
           Sau đây chúng ta xét hai trường hợp cụ thể. 
     14.3.1.Hệ siêu tĩnh đối xứng chịu tải trọng đối xứng: 
           Ví dụ 3: Hệ lực như trên hình 14.8a là hệ đối xứng, chịu tải trọng cũng đối xứng. 
Chúng ta cũng chọn hệ cơ bản, rồi hệ tương đương như trên hình 14.6c và có các biểu đồ 
mô men đơn vị như trên hình 14.7. Bây giờ ta vẽ các biểu đồ mô men do tải trọng gây 
nên  
như trên hình 14.8b . 

Hình 14.7: Biểu đồ mô men để tính các hệ số δ
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 Với những điều kiện bài toán siêu tĩnh như vậy, chúng ta tiến hành tính các hệ số 
tự do do tải trọng gây ra ở các phương ∆1P , ∆2P, ∆3P, ∆4P, ∆5P  và ∆6P .       
               - Trước tiên chúng ta xét hệ phương trình (14-8), ta xét các hệ số ∆1P  và ∆4P. Để 
có ∆1P ta tiến hành nhân biểu đồ của MP  và 1M . Như vậy, nếu ta nhân biểu đồ 1M  (phản 
đối xứng) với MP (đối xứng) thì kết quả sẽ bằng không. Cho nên trong ví dụ này ∆1P = 0, 
tương tự ta có ∆4P = 0. 
           Do đó hệ phương trình (14-8) sẽ trở thành: 
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414111                                              (14-10) 

          Có thể giải hệ phương trình (14-10) này như sau: Ta nhân phương trình 1 của nó 
với δ41 và nhân phương trình 2 của nó với (-δ11).  
           Ta sẽ được: 
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           Thực hiện phép cộng,  cuối cùng  ta được: 
0 + (δ11⋅δ41−δ11⋅δ44) ⋅X4= 0 

           Vậy X4=0 và X1 =0, có nghĩa là các lực cắt X1=X4=0. 
           Tóm lại cách giải một hệ siêu tĩnh đối xứng có lợi nhất là chọn hệ cơ bản bằng 
cách cắt hệ bằng 1 mặt đối xứng và xét các ẩn số tại đó. 
           Như vậy ta có nhận xét: Nếu tải trọng là đối xứng thì các lực chưa biết phản đối 
xứng sẽ bằng không. 
     14.3.2. Hệ siêu tĩnh đối xứng, chịu tải trọng phản đối xứng. 
           Nếu tải trọng là phản đối xứng như trên hình 14.9a thì các lực chưa biết đối xứng 
cũng sẽ bằng không. 

Hình 14.8:a-Hệ siêu tĩnh đối xứng chịu tải 
trọng đối xứng. 
b-Biểu đồ mô men 
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 Cũng tương tự cách làm  ở  trên, việc nhân biểu đồ  của MP  phản đối xứng với 
các biểu đồ 2M , 3M , 5M  và 6M đối xứng sẽ đưa đến kết quả:  

∆2P=∆3P=∆5P=∆6P=0 
           Vậy thực chất chỉ còn  X1 và X4  là các lực phản đối xứng khác không. 
           Cuối cùng sẽ dẫn ta từ hệ phương trình (14-9) thành hệ phương trình sau đây:  
                                  δ22 ⋅X2 + δ23 ⋅X3 + δ25 ⋅X5 + δ26 ⋅X6 = 0 
                       δ32 ⋅X2 + δ33 ⋅X3 + δ35 ⋅X5 + δ36 ⋅X6 = 0 
                       δ52 ⋅X2 + δ53 ⋅X3 + δ55 ⋅X5 + δ56 ⋅X6 = 0                                    (14-11) 
                       δ62⋅X2  + δ63 ⋅X3 + δ65 ⋅X5 + δ66 ⋅X6 = 0          

Chúng ta cũng có thể thực hiện phép giải như đã giải hệ phương trình (14-10) và 
hiển nhiên vì các hệ số δ22 ...δ66 đều khác 0, nên chỉ có thể  X2 = X3 = X5 =X6 = 0. 

 Vậy ta có kết luận: 
 Nếu một hệ đối xứng chịu tải trọng phản đối xứng thì các ẩn số đối xứng đều 

bằng không. Trong ví dụ trên X2 = X3 = X5 = X6 = 0, có nghĩa là các mô men uốn và lực 
dọc tại mặt cắt trên trục đối xứng của khung bằng không. 
      14.3.3. Hệ siêu tĩnh đối xứng tải trọng bất kì. 
           Ví dụ 4: Giả sử cho một hệ đối xứng chịu tải trọng P như hình 14.10a.  

Ở đây không giống ở hai trường hợp trên, tức là tải trọng  không đối xứng mà 
cũng không phải phản đối xứng. Trong trường hợp này, ta phân tích hệ này là tổng hợp 
của hệ đối xứng (hình 14.10b) và một hệ phản đối xứng (như trên hình 14.10c). Tưc là 
khi 
 tải trọng bất kì thì tạo nên một hệ  tải trọng đối xứng và một hệ tải trọng bất đối xứng 
 Tương tự như giải ở ví dụ trên, ta có hai nhóm phương trình, một hệ hai phương 
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Hình 14.10: a)-Hệ đối xứng  tải trọng bất 
kì. 

b-c): Hệ đối xứng  và phản đối xứng phân 

Hình 14.9: a-Hệ đối xứng chịu tải trọng 
phản đối xứng. 
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trình và một hệ bốn phương trình. Dĩ nhiên tổng cộng vẫn có 6 phương trình nhưng dễ 
giải hơn nếu ta không sử dụng những tính chất nêu ở trên. 
  
14.4.TÍNH HỆ SIÊU TĨNH KHI CHỊU TÁC DỤNG CỦA NHIỆT ĐỘ THAY ĐỔI 
           Về nguyên tắc tính siêu tĩnh chịu tác dụng của nhiệt độ thay đổi cũng giống như 
tính đối với tải trọng, chỉ khác ở chỗ nguyên nhân gây ra nội lực trong hệ là do nhiệt độ 
mà thôi. Phương trình chính tắc thứ  K của phương pháp lực có dạng: 
              δ K1 X1+ δ K2 X2 + ....+ δ KK XK + ... + δ Kn Xn + ∆K1 = 0                    (14-
12) 
          Trong đó ∆K1 là chuyển vị theo phương của lực Xk do sự thay đổi nhiệt độ gây ra 
trong hệ cơ bản. Theo công thức trong chương chuyển vị, ta có: 
            
                
           Trong đó: kN  và kM - Giá trị lực dọc và mô men nội lực do lực 1Pk =  tại nơi và 
phương tính chuyển vị ; tc - Nhiệt độ trung bình trong thanh chịu kéo (nén); t2- Nhiệt độ ở 
mặt trên của dầm ;t1 - Nhiệt độ ở mặt dưới của dầm; α- Hệ số giãn nhiệt của vật liệu; h - 
Chiều cao của dầm. 
            Nếu hệ gồm nhiều thanh thẳng có mặt cắt ngang không đổi trong từng thanh và 
nhiệt độ thay đổi như nhau  theo suốt chiều dài của nó thì theo cách tính chuyển vị ta có:   
           
 
           

Ví dụ 5: Giải hệ siêu tĩnh được cho như hình 14.11a và vẽ biểu đồ nội lực của nó 
            Bài giải: Hệ siêu tĩnh này có bậc siêu tĩnh là 1. Hệ cơ bản được chọn bằng cách 
gỡ bỏ gối tưạ A và thay vào đó một phản lực X1, ta sẽ có hệ tương đương như trên hình 
vẽ 14.11b. Phương trình chính 
tắc của hệ siêu tĩnh này là: 

0X P1111 =∆+δ  
            Bây giờ ta vẽ biểu đồ mô 
men nội lực do tải trọng bên 
ngoài gây ra (do q sinh ra) 
gọi là MP như trên hình 14.11c 
và biểu đồ 1X1 =  đặt tại A sinh 
ra là biểu đồ 1M (hình 14.11d). 
Ta tính: 
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            Ta đưa các số liệu này 
vào phương trình 14-12, ta 
được:    
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ql
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3X
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P1
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δ
∆

−=  

            Khi có X1 rồi, ta xem dầm chịu tác dụng lực phân bố q và lực tập trung tại A là 
X1. Với hệ lực này, ta vẽ được biểu đồ lực cắt Q và biểu đồ mô men nội lực M của dầm 
siêu tĩnh này (xem hình 14.11e và 14.11f). 
            Để có biểu đồ mô men nội lực như hình 14.11f, ta có thể thực hiện cộng  hai biểu 
đồ MP (hình 14.11c) và biểu đồ 1M  (hình 14.11d) với điều kiện các gía trị mô men tại 
biểu đồ này được nhân lên X1 lần (ví dụ ở ngàm  trên hình 14.11d là giá trị mô men 
không phải là l mà là:  

                         2
1 ql

8
3Xl =×  

 
 
Ví dụ 6: Tìm chuyển vị thẳng đứng tại điểm giữa D của thanh BC như hình vẽ 

14.12. Cho biết EJx= const. 
            Bài giải: Đây là bài toán tính chuyển vị ở hệ siêu tĩnh. 
            Trước tiên phải giải hệ siêu tĩnh và khi đã giải được hệ siêu tĩnh thì các lực tác 
dụng lên hệ gồm có tải trọng  và các phản lực liên kết điều đã biết, có nghĩa là trên hệ cơ 
bản tĩnh định mọi lực tác dụng đều đã rõ và bài toán tính chuyển vị của hệ siêu tĩnh cũng 
là bài toán tính chuyển vị trong hệ cơ bản tĩnh định đó. 
           Với cách làm đó chúng ta giải bài toán siêu tĩnh trước. 
                - Chọn hệ cơ bản: Hệ có hai bậc siêu tĩnh, có thể đưa ra nhiều hệ cơ bản, nhưng 
ở đây ta chọn hệ cơ bản như hình 14.13a (bỏ khớp ở B). 
                - Hệ tương đương: Trên hệ cơ bản ta đặt tải 
trọng q và các phản lực chưa biết tại B là X1 và X2 (như 
hình 14.13b). 
           Với hệ tương đương như vậy, ta sẽ có hệ phương 
trình chính tắc là:  

                       
⎭
⎬
⎫

=∆+⋅+⋅
=∆+⋅+⋅

0XX
0XX

P2222121

P1212111

δδ
δδ

        (14-13) 

Hình 14.12: Tính 
chuyển vị của hệ 
siêu tĩnh tại D
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           Để giải hệ (14-13), ta phải xác định δ11, δ12 = δ21 , δ22, ∆1P và ∆2P. Muốn vậy ta 
phải xây dựng các biểu đồ mô men do 1X1 = , do 1X2 = , do tải trọng q sinh ra. Các biểu 
đồ ấy được lần lượt giới thiệu ở các hình 14.13c;14.13d;14.13e. 

 Với các biểu đồ này ta dễ dàng tính được các hệ số trên: 

                               
x

3

x

2222 EJ
l

3
4llll

3
2ll

2
1

EJ
1MM =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅⋅+×××=×=δ  

                               
x

3

x

3

x

1111 EJ3
ll

3
2ll

2
1

EJ
l

EJ
1MM =⋅×⋅×==×=δ  

                               
x

3

x

3

212112 EJ2
llll

2
1

EJ
lMM =⋅⋅⋅×=×=δ=δ  

                               
x

42

x

3

x
P1P1 EJ8

qll
4
3l

2
ql

3
1

EJ
l

EJ
1MM −

=⋅⋅⋅⋅⋅=
−

==∆  

                               
x

42

x

3

x
P2P2 EJ6

qlll
2

ql
3
1

EJ
l

EJ
1MM −

=⋅⋅⋅⋅=
−

==∆  

           Đưa các hệ số này vào hệ phương trình (14-13), ta được: 

1×

a b c

11 =X

1M

1×

X1

X2

q 

d e f
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12 =X
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3 2ql
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Hình 14.13: a- Hệ cơ bản; b-Hệ tương đương; c , 
d, e- các biểu đồ mô men để tính các hệ số δni  
à ∆ f Biể đồ ô ủ hệ iê tĩ h )
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0

6
qlX

3
4

2
X

0
8
ql

2
X

3
X

2
1

21

=−+

=−+
                                               (14-14) 

           Giải hệ phương trình này  ta có : 

28
qlX;

7
ql3X 21 −==  

           Vì X2 mang dấu -, nên thực tế hệ tương đương sẽ được biểu diễn lại trên  
hình14.14a (thay X2 với chiều ngược lại) và biểu đồ mô men trong hệ siêu tĩnh cũng được 
vẽ  với tải trọng q, X1 và X2 (xem hình 14.13 f). 
                - Tính chuyển vị tại D của hệ siêu tĩnh cũng là tính chuyển vị tại D ở hệ tĩnh 

định khi đã giải được X1  và X2.  Như vậy chúng ta xem Mtổng  là biểu đồ nội lực của 
trạng thái “m”. Bây giờ chúng ta thiết  lập trạng thái  “K”  bằng cách trên hệ cơ bản tại D 
ta tác dụng một lực 1Pk =  theo phương tính chuyển vị là phương thẳng đứng và xây 
dựng biểu đồ cho trạng thái “K” là KM như trên hình 14.14b. Ta thực hiện việc nhân hai 
biểu đồ Mtổng và KM  thì ta có chuyển vị  yD tai D. 
           Vậy:                                       yD =  Mtổng  KM  
           Tức là ta thực hiện nhân biểu đồ trên (hình 14.13f và 14.14b). Ta chú ý đến biểu 
đồ KM  (hình 14.14 b) giá trị mô men chỉ có từ ACD, còn đoạn DB mô men bằng không 
và trong đoạn CD trên hình 14.13f biểu đồ là hình thang. Để dễ làm phép nhân 
Vêrêsaghin, ta chia hình thang này làm thành hai hình: hình (1) là hình tam giác, hình (2) 
là hình chữ nhật (xem hình 14.13f). Cũng tương tự ở đoạn AC của Mtổng (xem hình 
14.13f) là một đường cong bậc 2, để tính diện tích của nó ta chia ra làm hai hình (3) và 
(4). Như vậy để có yD ta nhân diện tích 4 hình đó với tung độ ở biểu đồ  KM  (hình 
14.14b) ứng với trọng tâm 4 hình đã chia.     
           Vậy : 
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Hình 14.14: a- Hệ tương đương thực tế 
b- Biểu đồ trạng thái “k” để tính 

chuyển vị tại D 
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           Tóm lại khi thực hiện nhân biểu đồ Vêrêsaghin giữa hai biểu đồ nào đó thì để dễ 
xác định diện tích và tung độ tương ứng ta nên chia các biểu đồ ra thành những hình đơn 
giản như tam giác, hình vuông , hình chữ nhật, hình tròn, những đường cong đã biết được 
diện tích và vị trí trọng tâm của nó. 
           Ví dụ 7: Vẽ biểu đồ mô men  nội lực đối với khung chịu lực như hình vẽ 14.15a. 
Cho P=12kN, a=60cm, E J=2.107kNcm2. 
           Bài giải :  Hệ siêu tĩnh đã cho là một hệ siêu tĩnh bất kì, ta có thể xem tương 
đương với hai hệ chịu tải trọng đối xứng (hình14.15b) cộng với hệ phản đối xứng (hình 
14.15c).Vậy việc giải hệ phương trình 14.15a tức là giải hai hệ 14.15b và 14.15c.Vệc giải 
này đơn giản hơn nhiều vì ta sử dụng được các tính chất ở phần trên đã nói. 
  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

                  
1.Ta giải hệ siêu tĩnh đối xứng và chịu tải trọng đối xứng P/2. Khi chọn hệ cơ bản 

và xây dựng hệ tương đương như trên hình 14.16a, thì thành phần lực cắt tại mặt đối 
xứng không còn (theo tính chất đã biết).Vậy trên hệ tương đương chỉ còn X1, X2 đối 
xứng. 
           Từ đó ta có thể viết hệ phương trình chính tắc như sau: 
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Hình 14.15: Vẽ biểu đồ nội lực đối 
với hệ siêu tĩnh a); b, c-Hệ tương 
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            Để giải hệ phương trình này, ta tính các hệ số nhờ các biểu đồ 1X1 = ; 2X2 =  
trên hình 14.16b, c, d. 
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          Thay các hệ sô này vào hệ (14-15) và giải nó, ta được: 
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Hình 14.16: Sơ đồ để tính các hệ số δin 
và ∆iP cho hệ đối xứng chịu tải trọng 
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       Khi có được X1 và X2 chúng ta dựng được biểu đồ mô men tổng như trên hình 
14.16e 
                 2. Bây giờ ta tiếp tục giải hệ siêu tĩnh đối xứng, chịu tải trọng phản đối xứng 
biểu diễn ở hình 14.15c. 
            Cũng tương tự như trên, trước hết ta chọn hệ cơ bản là cắt ở một mặt đối xứng thì 
các thành phần đối xứng của nó bằng 0, chỉ có lực cắt X3 phản đối xứng khác không và ta 
có được hệ tương đương như trên hình 14.17a 

           Trên cơ sở hệ này chỉ có một phương trình chính tắc là: 
                                                0X P3333 =∆+δ                                                          (14-16) 

           Để giải phương trình này, ta tính δ33 thông qua biểu đồ mô men do 1X3 =  gây ra 
(trên hình 14.17b) và ∆3P là sự nhân  biểu đồ 3M và MP (trên hình 14.17c). 
           Vậy: 
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          Thay các hệ số đó vào (14-16) và giải, ta có: 

Hình 14.17: Sơ đồ để tính các hệ số δin và 
∆iP cho hệ đối xứng chịu tải trọng phản 

đối xứng của hình 14.15c
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            Vậy :                                      
13
P3X3 =  

            Cũng làm như trên, nhân biểu đồ 3M với giá trị X3 rồi cộng với MP ta sẽ được 
Mtổng của hệ siêu tĩnh này như trên hình 14.17d. 
                 3.Cuối cùng để có biểu đồ mô men trong hệ siêu tĩnh đã cho (hình 14.15a), ta 
lại phải thực hiện phép cộng của hai biểu đồ mô men tổng của hệ đối xứng, tải trọng đối 
xứng M1

tổng (trên hình 14.16c) và M2
tổng ở hệ đối xứng, tải trọng phản đối xứng (hình 

14.17d). 
           Trên hình 14.18, ta vẽ lại hai biểu đồ M1

tổng và M2
tổng (xem hình 14.18a,b), sau đó 

ta cộng các giá trị lại, ta được biểu đồ mô men M (xem hình 14.18c) trong hệ siêu tĩnh đã 
cho ban đầu . 

           Chú ý: 
                - Trong những ví dụ trên, khi giải các khung siêu tĩnh ta mới chỉ để ý đến thành 
phần mô men uốn, còn các thành phần lực dọc, mô men xoắn, lực cắt ta chưa tính đến. 
Nếu có tính đến các đại lượng này thì bài toán dài hơn, nhưng nguyên tắc giải không có 
gì mới. Mặt khác cũng lưu ý rằng chúng ta mới trình bày bài toán phẳng, nếu mở rộng 
cho các bài toán không gian thì cách giải cũng tương tự như vậy. 
               - Khi sử dụng tính chất đối xứng của hệ thì ta sẽ có các hệ phương trình chính 
tắc có số phương trình ít hơn và dĩ nhiên dễ giải hơn khi không lợi dụng tính chất này. 
14.5.TÍNH DẦM LIÊN TỤC. 

Hình 14.18: Biểu đồ mô men 
a-Biểu đồ mô men tổng của hệ tải trọng đối xứng  (xem 

hình 14.16c). 
b-Biểu đồ mô men tổng của hệ tải trọng phản đối xứng 

(xem hình14.17d). 
Biể đồ ô tổ ủ hệ iê tĩ h đã h (
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           Tính toán dầm liên tục thực chất là giải bài toán siêu tĩnh với đặc tính là dầm 
thẳng, đặt trên nhiều gối tựa (hình 14.19). Các đầu mút của dầm có thể là tự do, có thể đặt 
trên gối tựa (hình 14.19a), cũng có thể là ngàm (hình 14.19b). 
           Để tiện tính toán, các gối tựa của dầm được đánh số từ trái sang phải theo thứ tự 
0,1, 2,...i...n. Gọi l1, l2,...ln là các chiều dài các nhịp và cũng được tính từ trái sang phải. 
Như vậy chỉ số của chiều dài tại mỗi nhịp trùng với chỉ số của gối tựa bên phải của nhịp. 

           Để tổng quát hoá bài toán, ta giả thiết mô men quán tính trong từng nhịp không đổi 
còn giữa các nhịp sẽ khác nhau. 
           Chúng ta hãy xét một dầm liên tục như trên hình vẽ 14.20a. Hệ cơ bản của dầm có 
thể chọn bằng cách bỏ các gối tựa trung gian và thay vào đó những phản lực X1, X2, Xi 
(hình 14.20b).  
           Cách chọn hệ cơ bản này 
không có lơi lắm, vì khi xác định 
các hệ số chính và phụ trong hệ 
phương trình chính tắc ta phải vẽ 
các biểu đồ mô men sinh ra do các 
lực 1X1 = , 1X2 = ,.... 1Xi = và chắc 
chắn các biểu đồ này có suốt chiều 
dài của dầm. Cho nên việc thực 
hiện cách nhân biểu đồ  Vêrêsaghin 
có khó khăn. 
           Vì lý do đó chúng ta hãy 
chọn lại hệ cơ bản khác bằng cách 
thay những gối tựa trung gian bằng 
những khớp (xem hình 14.20c). Dĩ 
nhiên ở đây phải thay vào những 
mô men M1, M2, Mi ... chống lại sự 
quay do các khớp sinh ra để hệ có thể làm việc tương đương. 
           Đối với hệ cơ bản này ta thấy việc tính toán các hệ số đơn giản hơn. Và rõ ràng 
mỗi mô men nội lực M1, M2, Mi  chỉ ảnh hưởng đến hai nhịp lân cận nó mà thôi. Nên các 
biểu đồ sinh ra do 1M,.....1M,1M n21 === cũng chỉ có ở hai nhịp lân cận chúng. 
           Đây cũng chính là điểm khác cách giải chung cho một hệ siêu tĩnh thông thường. 
           Để giải dầm liên tục chúng ta hãy xét điều kiện cụ thể tương đương tại gối tựa thứ 
i (hình 14.21a).  Rõ ràng điều kiện tương đương là góc xoay tương đối của hai mặt cắt tại 
i (bên trái và bên phải) phải bằng không. Phương trình chính tắc thứ i có dạng:  
                            δi(i-1) Mi-1 + δii Mi + δi(i+1) Mi+1 + ∆ip + ∆it + ∆i∆  = 0                        
(14-17) 
          Trong đó: 

a
)

b
)Hình 14.19: Dầm liên tục. 

a-Dầm có đầu mút tự do; b-Dầm có đầu 
mút bị ngàm

a
)

b
)

c
)

X1 X2 X3 

M1 M2 M3 

0 1 2 3 4 

l1 l2 l3 l4 

Hình 14.20 
a-Dầm liên tục; b và c- Hệ cơ bản 

của dầm 
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            - ∆ip, ∆it, ∆i∆: là góc 
xoay tương đối giữa hai mặt 
cắt ngang ở hai gối tựa thứ i, 
do tải trọng, nhiệt độ thay đổi 
và độ lún không đều gây ra 
trong hệ cơ bản. Thường ta ít 
gặp các đại lượng ∆it và  ∆i∆ . 
            - δi(i-1) ,δii , δi(i + 1): là 
góc xoay tương đối giữa hai 
mặt cắt thứ i do các mô men 
đơn vị: 
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gây ra . 
          Trên hình 14.21 b, c, d 
biểu diễn các biểu đồ mô men 
đơn vị  1M 1i =−  1Mi =  và 

1M 1i =+ (quanh gối tựa i) . 
          Căn cứ vào biểu đồ này 
ta tính được các hệ số δi(i-1), δii 
, δi(i + 1) theo phương pháp 
nhân biểu đồ Vêrêsaghin : 
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 Đưa các hệ số vừa tính vào (14-17), ta được: 
 
                                                                                                                       (14-18) 

  
Phương trình chính tắc (14-18) gọi là phương trình ba mô men vì nó biểu thị sự 

liên hệ giữa các mô men chưa biết tại 3 gối tựa liền nhau i-1, i và i+1. Rõ ràng có bao 
nhiêu gối tựa trung gian thì sẽ có bấy nhiêu phương trình 3 mô men. Các phương trình 
này lập nên một hệ gọi là hệ phương trình ba mô men. Giải hệ phương trình đó ta sẽ tìm 
được tất cả các mô men uốn nội lực tại gối tựa (mô men này gọi là mô men tựa). 
           Bây giờ trong phương trình (14.18) cần phải xác định ∆ip, ∆it, ∆i∆  thì mới giải 
được. 
           Dưới đây chúng ta hãy tính ∆ip trong từng nhịp i và i+1 chịu tác dụng của tải trọng 
như trên hình vẽ 14.22a. 
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Hình 14.21: Phương  pháp giải dầm 
liên tục 

a- Xét gối tựa tương đương thứ i 
      b, c, d- Mô men đơn vị thứ 
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           Chúng ta giả sử tại các nhip li và li+1 chịu tải trọng bên ngoài như trên hình 14.22a 
và nhiệt độ không gây ra sự khác biệt về góc xoay tại gốc i, cũng như độ lún không gây ra 
góc xoay tương đối ở hai mặt cắt trái, phải ở gối tựa thư i.Và như vậy ta chỉ cần tính ∆iP    
Căn cứ vào sơ đồ tải trọng ở hình 14.22a, với hệ này ta tiến hành vẽ biểu đồ mô men do 
tải trọng gây ra ở nhịp thứ i và thứ i+1. Việc vẽ biểu đồ mô men do tải trọng gây ra ở hai 

nhịp này là rất đơn giản, vì với cách 
chọn hệ cơ bản đã nói, thì xem ở nhịp 
i là một đoạn dầm đơn giản đặt trên 
hai gối tựa chịu tác dụng của các lực 
phân bố. Tương tự như vậy ở nhịp i+1 
cũng là một đoạn dầm đặt trên hai gối 
tựa chịu tác dụng của P1 và P2  và ta có 
được các biểu đồ đó (như trên hình 
vẽ14.22b). Để dễ tính toán, chúng ta 
vẽ lại biểu đồ mô men uốn do 1Mi =  
tại gối thứ i (xem hình 14.22c, d). 
         Để có ∆iP ta thực hiện phép nhân 
biểu đồ MP (hình 14.22b) và 1Mi =  
(hình14.22d). Giả sử trọng tâm của 
biểu đồ MP ở nhịp li là tại Oi và trọng 
tâm của biểu đồ MP ở nhịp li+1 là Oi+1.  
     Ứng với các trọng tâm này ở biểu 
đồ 1Mi =  (hình 14.22d) có các tung 
độ là yi và yi+1, thì kết quả sẽ là: 
 
         
        Trong đó:            

        - Ωi và Ωi+1: là diện tích biểu đồ mô men uốn do tải trọng sinh ra trong hệ cơ bản tại 
nhịp thứ i và i+1. 
        - yi , yi+1: là tung độ của biểu đồ mô men gây ra do 1Mi =  tại nhịp i và i+1 tương 
ứng với trọng tâm Oi và Oi+1 trên biểu đồ mô men do tải trọng sinh ra. 
          Dễ dàng thấy rằng : 
 
   
          Do đó:  
 
  
           Thay ∆iP vào trong phương trình (14-18) và cho ∆ it = ∆ i∆  = 0 (không xét như đã 
nói  ở trên), ta có: 
 
 
                                                                                                                               (14-19) 
 
           Nếu dầm có độ cứng không đổi thì phương tình này có dạng đơn giản hơn: 
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Hinh 14.22: Sơ đồ tính góc 
xoay tương đối ∆iP do tải 
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                                                                                                                    (12      (14-20)  
 
           Giải hệ phương trình (14-20) của các gối trung gian dầm liên tục, ta xác định được 
các M1, M2 ..... Mi...... Mn-1 và có thể xem mỗi đoạn dầm là một dầm riêng biệt và vẽ các 
biểu đồ nội lực của chúng. Sau đó sử dụng các nguyên lý cộng tác dụng để tìm các biểu 
đồ nội lực của toàn dầm. 
           Thật vậy, theo nguyên lý cộng tác dụng ta sẽ có biểu thức mô men tại mặt cắt 
ngang bất kỳ có hoành độ z sẽ là tổng giá trị mô men do tải trọng MP, Mi-1và Mi.  
           Như vậy: 
 
           
                                                                                                                                 (14-21)                                  
           Trong đó: MP(z)- là mô men uốn tại mặt cắt z  do riêng tải trọng gây ra trong đoạn 
dầm đơn giản thứ li,  (z lấy gốc từ gối i-1). 
           Muốn có biểu thức lực cắt ta lấy đạo hàm lần thứ 1 
 
                                                                                                                       (14-22) 
           Muốn tìm phản lực tại gối tựa thứ i, ta xét sự cân bằng của đoạn dầm quanh gối 
thứ i. Tương tự cắt quanh gối i một đoạn, (xem hình 14.23):                       
                              Xi = Qi(i+1) - Qii          
          Trong đó Qii là lực cắt nằm bên trái gối i và 
Qi(i+1) là lực cắt nằm bên phải gối i.        
          Ví du 8: Cho một dầm liên tục như trên hình vẽ 
14.24. Hãy vẽ biểu đồ nội lực  và xác định các phản 
lực tại gối tựa. 
          Bài giải: Dầm có hai bậc siêu tĩnh, ẩn số là các 
mô men tựa số 1 và số 2 là M1 và M2 (xem hình 14.24b) và hệ phương trình 3 mô men 
cũng sẽ được viết đối với 2 gối tựa đó là : 
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          Từ hệ phương trình ba mô men (hình 14.23) ta tiến hành vẽ các biểu đồ mô men do 
tải trọng sinh ra. Chú ý, do hệ cơ bản đã chọn (hình 14.24b) thì mỗi nhịp l1, l2, l3 là những 
dầm riêng lẽ, cho nên việc vẽ các biểu đồ mô men do tải trọng sinh ra rất đơn giản (hình 
14.24c). Ta lần lượt tính các đại lượng của hai phương trình ba mô men trong (14-23): 
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Hình 14.24:Vẽ biểu đồ nội lực và xác định các phản 
lực ở gối tựa của một dầm liên tục chịu tải trọng 

tác dụng như hình a
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                                             2
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           Ở hai đầu dầm không có mô men tập trung nên MO=M3=0 và chú ý trong hệ này, 
theo đề bài cho thì l1=6m, l2=6m, l3=6m . 
           Thay tất cả giá trị vào ta có:   
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21                                          (14-24) 

           Giải hệ phương trình ta có: 
         M1 = - 33,1 kNm    ;  M2 = - 29,3 kNm ; 
           Để vẽ biểu đồ mô men ta dùng biểu thức tính M (z) ở trên tính cho một số mặt cắt 
đặc biệt : 
            Nhịp 1: Ở mặt cắt giữa nhịp một z =l/2 
 
 
 
            
         

  Nhịp 2: Mặt cắt ở giữa nhịp 2: 
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              Nhịp 3: Mặt cắt ở l/3 nhịp 3: 
 
 
 
 
  

Để vẽ biểu đồ lực cắt Q, trước hết ta hãy vẽ biểu đồ  lực cắt Q do tải trọng sinh ra 
trong các dầm đơn giản bằng phương pháp mặt cắt ta đã biết (xem hình 14.25b). Sau đó 
dùng biểu thức xác định lực cắt (14.22) ở mục trên để xác định các giá trị lực cắt ở những 
nơi cần thiết và sử dụng các nhận xét về liên hệ vi phân của ngoại lực và nội lực đã biết 
để vẽ biểu đồ lực cắt Q (hình 14.25c). 
               Ở nhịp 1: Với z thay đổi từ  0 ÷ l/2 
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            Ở nhịp 2: Với z thay đổi từ  0 ÷l2 
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Hình 14.25 
a-Biểu đồ mô men tĩnh tổng cộng của dầm siêu tĩnh 
(xem hình 14.24a). 

b-Biểu đồ lực cắt  khi dâm đơn giản. 
c- Biểu đồ lực cắt của dầm khi tính lực cắt theo 

(14 22)
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                                Với 33 ll
3
2
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kN1,15
6
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         Nguyên tắc giải các dầm liên tục khi có sự thay đổi của nhiệt độ hoặc có độ lún 
cũng tương tự chỉ cộng thêm biến dạng do nhiệt độ và do độ lún sinh ra ở các phương 
trình ba mômen. 
            
            CÂU HỎI TỰ HỌC: 
14.1. Thế nào là hệ siêu tĩnh, bậc siêu tĩnh ? 
14.2. Hệ cơ bản là gì ? Có phải mỗi hệ siêu tĩnh chỉ có một hệ cơ bản không ? 
14.3. Hệ tương đương ? 
14.4. Thiết lập hệ phương trình chính tắc? Tại sao gọi là phương pháp lực ? 
14.5 .Cách xác định các hệ số trong phương trình chính tắc và cách giải nó ? 
14.6. Khi đã giải được các lực liên kết thì làm sao vẽ được biểu đồ mô men nội lực ? 
14.7. Lợi dụng tính chất đối xứng của hệ và tải trọng đối xứng hoặc phản đối xứng có lợi 
gì khi giải hệ siêu tĩnh ? 
14.8. Dầm liên tục là gì ? Cách giải nó có khác hệ siêu tĩnh không ? 
14.9. Phương trình ba mô men có lợi gi ? 
14.10. Giải một dầm liên tục có 2 gối tựa thừa. 
 
 

- - -   - - - 
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          Chương 15 
TÍNH ĐỘ BỀN KHI ỨNG SUẤT 
THAY ĐỔI THEO THỜI GIAN 

            
15.1.KHÁI NIỆM 
          Trong thực tế ta thường gặp các chi tiết máy chịu ứng suất thay đổi tuần hoàn theo 
thời gian. Thí dụ xét ứng suất tại một điểm A trên trục xe lửa đang chuyển động (hình 
15.1). Tung độ yA biến đổi tuần hoàn theo thời gian: 
                                                   yA = Rsinϕ=Rsinωt                                             (a)     
          Trong đó ϕ = ωt , ω: vận tốc góc của trục. 
          Vậy công thức tính ứng suất có dạng: 
 
                                                                                                                                  (15-1) 

          Ứng suất pháp σZ tại A là một hàm số tuần hoàn theo thời gian. Ứng suất có các giá 
trị cực trị và đổi dấu sau một vòng quay. Do tác dụng của ứng suất thay đổi dấu như trên, 
trong thực tế người ta thấy các chi tiết máy bị phá hỏng với giá trị ứng suất thấp hơn giới 
hạn bền khá nhiều và sự phá hỏng đó thường xảy ra đột ngột. 
          Một thời gian khá dài người ta cho rằng sự phá hỏng của vật liệu là do hiện tượng 
mỏi mệt vì vật liệu chịu ứng suất thay đổi dấu liên tục. Do đó mới có danh từ hiện tượng 
mỏi (Fatigue). Nhưng hiện nay người ta giải thích chặt chẽ hơn, đó là do sự xuất hiện các 
vết nứt vi mô trong lòng chi tiết khi chịu ứng suất thay đổi theo thời gian. Các vết nứt vi 
mô phát triển dần thành các vết nứt lớn (vĩ mô) cho đến khi mặt cắt ngang bị thu nhỏ và 
không đủ sức chịu lực nữa thì chi tiết bị phá hỏng một cách đột ngột. Tuy giải thích 
nguyên nhân như trên, nhưng do thói quen nên hiện nay, hiện tượng phá hỏng của vật liệu 
do ứng suất thay đổi vẫn gọi là hiện tượng mỏi của vật liệu. Để có thể hiểu rõ hơn thì cần 
biết rằng để xuất hiện các vết nứt vĩ mô và phát triển khi trị số ứng suất xuất hiện trong 
chi tiết hoặc bộ phận công trình chịu ứng suất thay đổi, mà giá trị cực đại của nó phải 
vượt quá một giới hạn nhất định  ta sẽ gọi là giới hạn mõi. 
          Nếu chúng ta có thể có đươc một chi tiết bị phá hỏng vì mõi thì sẽ dễ dàng nhận 
thấy  rằng ở mặt cắt bị đứt sẽ có hai vùng: một vùng nhẵn và một vùng xù xì. Phần nhẵn 
được giải thích là phần phát triển các vết nứt vi mô.Trong quá trình các vết nứt phát triển  
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thì chi tiết vẫn quay và chính nó sẽ cọ xác với nhau nên được mài nhẵn đi. Phần xù xì là 
phần diện tích còn lại của mặt cắt ngang không chịu nổi nữa nên bị gãy đột ngột và các 
tinh thể bị phá huỷ này tạo nên một vùng không được nhẵn.  
          Với quan điểm đó sự nghiên cứu về mỏi tập trung xem xét một số vấn đề sau: 
               - Xác định giới hạn mỏi, tức là tìm giới hạn cực đại của ứng suất thay đổi tương 
ứng với từng loại vật liệu và hình thức chịu tải của nó (như uốn, kéo). 
               - Tìm hiểu những nhân tố ảnh hưởng đến giới hạn mỏi 
               - Từ đó chúng ta tìm các biện pháp để nâng cao giới hạn mỏi, nghĩa là tìm các 
biện pháp hạn chế sự xuất hiện và phát triển các vết nứt vi mô và vĩ mô đã nói ở trên 
 
15.2.  CÁC ĐẶC TRƯNG CỦA CHU TRÌNH ỨNG SUẤT 
          Ta gọi một chu trình ứng suất là khi trị số ứng suất P biến thiên từ trị số cực đại 
sang trị số cực tiểu  và về trở lại trị số cực đại. Thời gian thực hiện  một chu trình là một 

chu kì (hình 15.2) .  
     Bằng thực nghiệm người ta đã cho biết  
sự biến thiên của các hàm ứng suất  không 
ảnh hưởng đến giới hạn mỏi. Yếu tố ảnh 
hưởng đến giới hạn mỏi  của vật liệu là trị 
số ứng suất cực đại và cực tiểu. Từ đó cho 
phép ta tiến hành các thí nghiệm với bất cứ 
cách biến thiên nào của ứng suất. 
          Ví vậy các trị số Pmax và Pmin  trở 
thành các đặc trưng của chu trình ứng suất. 
Ngoài hai đặc trưng đó ta còn có các đặc 

trưng khác như sau: 
          Ứng  suất trung bình Ptb, với định nghĩa:  

                                                           
2

PP
P minmax

tb
+

=                                             (15-2) 

          Ứng suất biên độ:       

                                                        
2

PP
P minmax

bd
−

=                                                (15-3) 

          Dễ dàng xác định Pmax , Pmin thông qua Ptb và Pbđ: 

                                                         
⎭
⎬
⎫

−=
+=

bdtbmin

bdtbmax

PPP
PPP

                                               (15-4) 

          Ta xác nhận Pbđ bao giờ cũng có giá trị dương. 

               - Hệ số bất đối xứng của chu trình:    
max

min

P
P

r =                                       (15-5) 

          Từ đó ta có thể phân loại  các chu trình ứng suất như sau: 
          1. Chu trình dương là khi cả Pmax và Pmin đều có giá trị dương (vật liệu luôn luôn 
chịu kéo). 
          2. Chu trình âm là khi cả Pmax và Pmin đều có giá trị âm (vật liệu luôn luôn chịu 
nén). 
          3. Chu trình đối xứng: Pmax =−Pmin, vậy 0Ptb =  và  r =−1 . 
          4. Chu trình bất đối xứng là khi r có trị số bất kì. 
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          5. Chu trình mạch động  là  khi r = 0 hoặc r=∞ (Pmin hoặc Pmax bằng không). 
          6. Nếu ứng suất là không đổi suốt quá trình (trạng thái tĩnh), thì minmax PP = và 1r =  
          Các chu trình đó được biểu diễn trên hình 15.3. 

15.3.GIỚI HẠN MỎI VÀ BIỂU ĐỒ GIỚI HẠN MỎI 
     15.3.1. Giới hạn mỏi.  
          Để xác định giới hạn mỏi, ta phải tiến hành thí nghiệm để tìm ra giới hạn mỏi đối 
với các loại chu trình có hệ số bất đối xứng khác nhau. Các thí nghiệm được thực hiện 
trên các máy thử mỏi. Thí nghiệm tương đối đơn giản và phổ biến nhất là thí nghiệm uốn 
để tạo nên một chu trình đối xứng. Sơ đồ máy được biểu diễn trên hình 15.4a.  

Mẫu thí nghiệm được lắp vào các ngàm A và B của máy tạo nên một thanh cứng 
đặt trong các ổ trượt quay C và D. Tải trọng P  đặt lên giá quay AB tạo nên mô men uốn 
đối với mẫu thí nghiệm như trên sơ đồ 
hình 15.4b. Giá treo  lực đặt trên các ổ bi 
tại A và B, do đó khi trục quay, phương 
của lực P không thay đổi, nghĩa là mô 
men uốn không thay đổi. Động cơ (1) có 
bộ phận đếm vòng và có số vòng quay từ 
2000 đến 6000 vòng/phút. Cách tiến 
hành thí nghiệm theo tiêu chuẩn VN. Ví 
dụ thí nghiệm cho 10 mẫu.Với mẫu thứ 
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nhất ta đặt tải trọng P sao cho ứng suất cực đại trên mẫu thử đạt đến giá trị quá 50% giới 
hạn bền. Trị số này lớn hơn giới hạn mỏi mà ta đã dự đoán. 
          Sau một số vòng quay 
nhất định, nghĩa là sau một số 
chu trình nhất định, giả dụ N1 
chu trình chẳng hạn, mẫu sẽ bị 
gãy. Ta tiến hành thử mẫu thứ 2 
bằng cách giảm lực P đi. Sau đó 
đến các mẫu khác. Lần lượt ta sẽ 
có các chu trình N1, N2,...Nn 
(tương ứng với sự phá hỏng của 
vật liệu), ta lập được biểu đồ 
như hình vẽ 15.5.  
          Biểu đồ đó được gọi là 
biểu đồ Vếle. Ta nhận thấy 
đường cong quan hệ giữa Pmax 
và số chu kì N sẽ tiến tiệm cận đến một đường ngang nào đó.  Đường đó xác định cho ta 
giới hạn (cùng với số chu kì khá lớn là Nn) gọi là  giới hạn mỏi P−1 vì rằng ứng suất cực 
đại đạt đến trị số đó vật liệu sẽ làm việc lâu dài dưới tác dụng của ứng suất thay đổi. 
          Trong thực tế có thể xem một chi tiết chế tạo bằng thép làm việc với số lượng chu 
trình  Nn=10 triệu, thì chi tiết đó được coi là làm việc vĩnh viễn.  
          Đối với kim loại màu số chu trình ít nhất cần thực hiện là từ 20⋅107 đến 50⋅107. 
          Giới hạn mỏi của vật liệu được kí hiệu với chỉ số r (Pr) (r- hệ số bất đối xứng). 
Trong trường hợp đối xứng, giới hạn mỏi là P−1 (ở đây chữ P để chỉ chung cho ứng suất 
pháp và ứng suất tiếp). Trong trường hợp cụ thể  chỉ có ứng suất pháp hay ứng suất tiếp ta 
có thể kí hiệu giới hạn mỏi là σ−1 và τ −1. 
          Giới hạn mỏi khi uốn của thép thường có quan hệ với giới hạn bền khi kéo như sau: 
                                                          b

u
1 4,0 σ=σ−                                                       (15-6) 

          Ta có thể dùng những công thức kinh nghiệm sau đây để suy  ra giới hạn mỏi σ−1 
của thép trong các biến dạng kéo - nén đối xứng hoặc τ −1 xoắn đối xứng:     
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28,07,0
                                          (15-7) 

          Đối với kim loại màu, ta có công thức kinh nghiệm: 
                                                   ( ) b

u
1 5,025,0 σ−=σ−                                                (15-8) 

     15.3.2. Biểu đồ giới hạn mỏi. 
          Đối với mỗi vật liệu, giới hạn mỏi phụ thuộc vào hệ số bất đối xứng của chu trình 
ứng suất. Để diễn đạt một cách tổng quát ta phải tìm cách biểu diễn giới hạn mỏi theo r 
trên một biểu đồ nhất định. Biểu đồ đó được gọi là biểu đồ giới hạn mỏi. Có hai loại biểu 
đồ: một loại vẽ trên hệ toạ độ tb

min
max PP − , và biểu đồ vẽ trên toạ độ Pbd-Ptb. Biểu đồ thứ hai 

này được gọi là biểu đồ Cơlây, là biểu đồ hay dùng trong chế tạo máy, nên ta sẽ nói kĩ về 
biểu đồ này. 
          Đem chia (15-3) cho (15-1), ta có: 

Pmax
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          Với một trị số r nhất định, tương quan giữa Pbđ và Ptb  là một đường thẳng qua gốc 
toạ độ. Nghĩa là, với các chu trình cùng có hệ số bất đối xứng như nhau thì được biểu 
diễn bằng các điểm trên cùng một đường thẳng, được gọi là các chu trình đồng dạng. Ví 
dụ, các chu trình mạch động r=0, thì tgα=1 được biểu diễn bằng các điểm trên đường 
phân giác của mặt toạ độ. Rõ ràng trên đường đó, ta sẽ tìm thấy một điểm B biểu diễn cho 
giới hạn mỏi P0 (có giá trị Pbd và Ptb  lớn nhất, mà thực tế vật liệu có thể làm việc với một 
thời gian dài mà không bị phá huỷ. Điểm B là thể hiện giới hạn mỏi của vật liệu với chu 
trình r=0 đó) .           
          Toạ độ điểm B được suy như sau:   
                                                         B

tb
B
bd

B
max PPP +=                                                 (15-9) 

          Với các điểm trên đường phân giác, ta có: tbbd PP = , vậy khi Pmax=P0 ta sẽ tìm thấy 
hoành độ và tung độ của B là 2P0 . Chú ý rằng mọi chu  trình r=0 trong khoảng OB thì 
vật liệu đảm bảo điều kiện bền mỏi. 
          Các điểm trên trục tung biểu diễn cho các chu trình đối xứng, vì với các chu trình 
đó ta có Ptb=0 và r=−1. Vì vậy trên trục tung ta sẽ tìm thấy một điểm giới hạn C. Tung  độ 
của C chính là giới hạn mỏi của chu trình đối xứng P−1,(r=−1). 
          Các điểm trên trục hoành biểu diễn cho các chu trình đối xứng tĩnh vì r=1, Pbđ=0. 
Điểm  giới hạn của chu trình này là giới hạn bền của vật liệu. Ta có σb=Ptb. Điểm đó được 
biểu diễn bằng điểm A trên trục hoành. 
          Tiến hành thí nghiệm với r thay đổi ta sẽ xác định được các điểm giới hạn khác. 
Nối các điểm đó lại ta được đường  cong giới hạn mỏi (hình 15.6).Vì Pbd luôn luôn lớn 
hơn không, nên đường cong của biểu đồ nằm phía trên của trục hoành.   
           Đối với vật liệu dẻo ta không tìm thấy giới hạn bền khi nén, do đó đối với vật liệu 

dẻo xem giới hạn bền khi nén và kéo bằng nhau, cho nên chỉ cần biểu diễn biểu đồ giới 
hạn mỏi ở góc phần tư thứ nhất thôi (xem hình 15.7).  
           Đối với vật liệu giòn biểu đồ giới hạn mỏi có dạng như  trên hình 15.8 
           Ta nhận thấy phần âm  lớn hơn phần dương (Do vật liệu giòn có giới hạn bền khi 
nén lớn hơn giới hạn bền khi kéo +− σ>σ− bb ), vì vậy khi có chu trình âm ta lấy trị số 
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tuyệt đối và tính như một chu trình dương thì hệ số an toàn bao giờ cũng cao hơn. Vì lí do 
đó, sau đây ta chỉ để ý đến phần bên phải của biểu đồ giới hạn mỏi. 
           Đường giới hạn mỏi ABC (hình 15.7) chia góc phần tư thứ nhất của góc toạ độ 
thành hai miền. Với những chu trình ứng suất được biểu diễn bằng một điểm trong miền 
OABC là những chu trình an toàn, nghĩa là vật liệu có thể làm việc lâu dài dưới tác dụng 
của chu trình ứng suất đó. Ngược lại, với những chu trình  được biểu diễn bằng một điểm 
bên ngoài OABC thì vật liệu thế nào cũng bị phá hỏng vì mỏi. 

Trước đây trong chương kéo, nén đúng tâm ta đã biết ứng suất lớn nhất Pmax 

không thể lớn hơn giới hạn chảy Pch , nghĩa là điểm giới hạn đối với các chu trình ứng 
suất là khi ứng suất cực đại Pmax đạt đến giới hạn chảy σch. Các điểm giới hạn này nằm 
trên đường thẳng xuất phát từ điểm D có hoành độ là σch và tạo với trục hoành một góc 
nghiêng 450 (xem hình 15.9).  
           Gọi giao điểm của đường thẳng đó với biểu đồ mỏi là E. Ta dễ dàng chứng minh 
rằng một chu trình ứng suất được biểu diễn bởi một điểm M nào đó trên ED có trị số ứng 
suất cực đại Pmax bằng σch.  
           Thực vậy Pmax của chu trình ứng suất đó có trị số là: 

MMMOPPP tbbdmax ′+′=+=  

            Nhưng                                   DMMM ′=′   
            Vậy                          chmax ODDMMOP σ==′+′=  
            Như vậy, chúng ta chỉ được phép sử dụng các chu trình ứng suất trong miền 
DEC.Ta nhận thấy miền đó được chia ra hai vùng rõ rệt. Vùng COE và vùng EOD. 
Những chu trình ứng suất có hệ số bất đối xứng r nằm trong vùng COE, nghĩa là những 
chu trình được biểu diễn trên những tia trong vùng COE, khi chúng ta tăng trị số Pmax  lên 
sao cho r không thay đổi thì những chu trình đó bị phá hỏng vì mỏi trước khi Pmax đạt đến 
giới hạn chảy. Ngược lại với các chu trình có r nằm trong vùng EOD, trị số Pmax sẽ đạt 
đến giới hạn chảy trước khi đạt đến giới hạn mỏi. Nhận xét đó dẫn đến một kết luận khá 
quan trọng: Như vậy chúng ta chỉ cần tính toán về mỏi khi r nằm trong miền COE. Khi r 
nằm trong miền EOD thì ta chỉ cần so sánh Pmax với giới hạn chảy σch. Vậy thực tế tính 
toán chỉ cần đoạn cong CE của biểu đồ giới hạn mỏi. Tuy nhiên, từ biểu đồ Cơlây như ở 
hình 15.7, 15.8, 15.9 việc xác định đường CE cũng không đơn giản, cho nên dưới đây 
chúng ta giới thiệu thêm hai biểu đồ gần đúng nữa mà cách xác định nó dễ dàng hơn. 
            1.Xerenxen đề nghị xây dựng biểu đồ giới hạn mỏi như sau: 

Pb

Hình 15.9: Đồ thị biểu 
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                  - Xác định giới hạn chảy σch (ứng với điểm D). 
                  - Xác định giới hạn mỏi với chu trình r=0 (ứng với điểm B). 
                  - Xác định giới hạn mỏi với chu trình r=−1 (ứng với điểm C). 
             Từ D ta vẽ  đường xiên 450 như đã nói ở trên. Nối  C và B, hai đường thẳng này 
cắt nhau tại E. Ta sẽ có biểu đồ giới hạn mỏi là miền OCED (như trên hình vẽ 15.10). 
Giản đồ này được gọi là giản đồ Xerexen. 
            2. Để đơn giản hơn nữa Kinaxosvili đề nghị chỉ cần xác định giới hạn bền σb 

(điểm A), giới hạn chảy σch (điểm D) và giới hạn mỏi của chu trình r−1 (điểm C). Từ D ta 
vẽ đường xiên DF tạo thành một góc 450  so với trục hoành, nối CA, CA cắt  DF tại E, ta 
sẽ được giản đồ đơn giản hơn được biểu diễn trên hình 15.11. 
           Khi một chi tiết máy hoặc một bộ phận công trình nào đó phải làm việc ở chế độ 
ứng suất thay đổi theo thời gian thì độ bền, tuổi thọ của nó kém nhiều so với khi chịu tải 
trọng tĩnh. Rất nhiều yếu tố ảnh hưởng đến giới hạn mỏi của vật liệu, dưới đây chúng ta 
sẽ giới thiệu một số yếu tố ảnh hưởng nhiều đến tuổi bền, tuổi thọ của các chi tiết máy 
hoặc các bộ phận công trình. 
             
15.4. CÁC YẾU TỐ ẢNH HƯỞNG ĐẾN GIỚI HẠN MỎI 
     15.4.1. Anh hưởng của sự tập trung ứng suất. 
           Hiện tượng tập trung ứng suất là hiện tượng ở một số vùng nào đó của chi tiết hoặc 
bộ phận của công trình xuất hiện các ứng suất lớn hơn bình thường. Những vùng đó ảnh 
hưởng nhiều đến giới hạn mỏi. 
           Nhiều thí nghiệm và nhiều công trình khoa học đã chứng tỏ rằng ở những nơi có 
sự thay đổi đột ngột về kích thước và những vùng lắp ghép căng giữa các chi tiết máy thì 
có hiện tượng tập trung ứng suất. 
            Ví dụ một tấm chịu kéo có một lỗ nhỏ (hình 15.12a) trên mặt cắt A-A.Trên mặt 
cắt đó ứng suất phân bố không đều nữa. Trạng thái ứng suất vùng mếp lỗ là trạng thái 
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ứng suất phẳng và ứng suất tại mếp lỗ có trị số lớn hơn ứng suất trên mặt cắt bình thường 
khác. Tương tự như vậy trong trường hợp trục bậc chịu uốn (hình 15.12b) hay trục lắp 
ghép căng với lỗ trên hình 15.12c. 
            Vùng có ứng suất tập trung là một vùng rất bé trên mặt cắt hoặc trên thanh. Độ 
lớn của ứng suất tập trung phụ thuộc vào hình dáng kích thước của vùng thay đổi diện 
tích. 

Các trị số của ứng suất tập trung được tính bằng lí thuyết đàn hồi hoặc bằng thực 
nghiệm quang đàn hồi. Ta gọi hệ số tập trung ứng suất lí thuyết là tỉ số: 

                                                           
bt

max

P
P

=α                                                         (15-10) 

           Trong đó: Pmax - trị số ứng suất tập trung. 
                            Pbt- ứng suất bình thường khi không có yếu tố tập trung ứng suất. 
 Ví dụ với tấm chịu kéo  trên hình 15.12a, σmax là trị số ứng suất ở mép lỗ, còn σbt 
là ứng suất trên mặt cắt không có lỗ. 
           Hệ số α được cho trong các sổ tay chế tạo máy hay trong các sách lí thuyết đàn hồi 
tuỳ theo các loại yêú  tố tập trung ứng suất. 
           Tuỳ thuộc vào vật liệu và tính chất của tải trọng mà sự tập trung ứng suất có ảnh 
hưởng ít hay nhiều đến độ bền của vật liệu. Cũng vì vậy trong tính toán, người ta đưa vào 
một hệ số được gọi là hệ số tập trung  ứng suất thực tế kr:  

                                                             *
r

r
r P

Pk =  

          Trong đó: Pr - là giới hạn mỏi ở chu trình có hệ số bất đối xứng r trên chi tiết không 
có yêú  tố tập trung ứng suất. 
                          *

rP - là giới hạn mỏi có yếu tố tập trung ứng suất. Ta xét trong hai trường 
hợp  khi r=1 và r=−1. 
                a) Khi r=1. Chu trình ứng suất là chu trình tĩnh; Pr  là giới hạn bền của chi tiết 
khi không có yếu tố tập trung ứng suất. Trị số của Pr=σB. 
            *

rP  là giới hạn bền của chi tiết khi có yếu tố tập trung ứng suất. 
            Đối với vật liệu dẻo thí nghiệm chứng tỏ rằng, yếu tố tập trung ứng suất không 
ảnh hưởng đến giới hạn bền của vật liệu. Thực vậy ví dụ ở vùng có ứng suất tập trung, 
khi tăng lực lên, vùng đó tạo thành một vùng biến dạng dẻo nhưng vùng đó vẫn không có 
vết nứt, tiếp tục tăng lực lên thì vùng dẻo sẽ lan dần cho đến lúc chiếm toàn bộ diện tích  
mặt cắt ngang (hình dung với tấm chịu kéo  ở hình 15.12a). 
           Điều đó không khác gì với thanh không có yếu tố tập trung ứng suất. Trước khi bị 
phá hỏng toàn bộ mặt cắt ngang của thanh cũng phải ở trình trạng biến dạng dẻo. 
           Đối với vật liệu giòn, ví dụ gang chẳng hạn. Trong lòng vật liệu đặc có nhiều yếu 
tố tập trung ứng suất, do đó thí nghiệm cũng chứng tỏ rằng các yếu tố tập trung ứng suất 
không ảnh hưởng gì đến giới hạn bền của gang. 
           Tóm lại đối với tải trọng tĩnh ta luôn luôn có: 
                                                                 b

*
rP σ=  

           Vậy:                                               1k 1 =+                                                     (15-11) 
                b) Khi r=−1.Trong chu trình đối xứng hệ số tập trung ứng suất  thực tế là: 

                                                               *
1

1
1 P

P
k

−

−
− =  
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           Trong đó: P −1 là giới hạn mỏi của chu trình  ứng suất đối xứng, chi tiết không có 
yếu tố tập trung ứng suất. 
                           *

1P−  là giới hạn mỏi  khi có yếu tố tập trung ứng suất. Hai trị số đó có thể 
xác định bằng thí nghiệm. 
           Qua các thí nghiệm, người ta đã thiết  lập được biểu thức tương  quan  giữa k −1 và 
α như sau:                                                 
                                                            ( )1q1k 1 −α+=−                                         (15-12) 
           Trong đó: q được gọi là hệ số nhạy của vật liệu. Hệ số đó chỉ phụ thuộc vào tính 
chất của vật liệu.Với thép xây dựng hoặc thép thường q biến thiên từ 0,6÷0,8. Đối với 
gang q gần bằng không, nghĩa là ảnh hưởng của yếu tố tập trung ứng suất đối với gang 
không đáng kể. 
           Hệ số nhạy, với một mức độ nhất định, phụ thuộc vào hình dáng của chi tiết đựợc 
xét và yếu tố tập trung ứng suất. 
           Công thức (15-12)  chỉ sử dụng khi không có kết quả thí nghiệm trực tiếp và có thể 
tính theo lí thuyết một cách dễ dàng. Thường k −1 được cho trực tiếp bằng kết quả của thí 
nghiệm; ví dụ trên các bảng ở hình 15.13.  

           Trên các bảng của hình 15.13a là trị số k-1 của trục bậc khi chịu kéo nén liên tục. 
Các đường cong 1, 2, 3 là tương ứng với các loại thép  có giới hạn bền: σb=40kN/cm2 , 
80kN/cm2 và 120 kN/cm2. 
           Trên bảng thứ hai (hình 15.13b) cho k −1 của thanh chịu xoắn có rãnh đối với thép 
thanh có giới hạn bền khi kéo σb=50kN/cm2.      
           Nếu chi tiết làm việc với một chu trình ứng suất bất kì thì luôn có thể xem là sự  
cộng tác dụng của một chu trình tĩnh với trị số ứng suất là Ptb và một chu trình đối xứng 
với ứng suất cực đại bằng Pbđ (xem hình 15.14). 

Yếu tố tập trung ứng suất không ảnh hưởng gì đến chu trình tĩnh, nghĩa là không 
ảnh hưởng đến Ptb. Yếu tố đó chỉ ảnh hưởng đến chu trình đối xứng, nghĩa là đến Pbđ. 
Nhận xét đó rất quan trọng để ta có thể tính  toán đến độ bền sau này. 

Hình 15.13: Bảng tra hệ số tập trung ứng 
suất thực tế k-1 

a- Đối với trục bậc; b-Đối với thanh chịu 
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     15.4.2.Anh hưởng  của độ nhẵn bề mặt và kích thước của chi tiết. 
           Bề mặt của chi tiết càng nhẵn, thì độ bền mỏi càng lớn, tức là giới hạn mỏi càng 
cao. Điều đó có thể giải thích là bề mặt càng nhẵn thì càng ít yếu tố gây nên vết nứt vi 
mô. Như ta đã nói các vết nứt đó chỉ phát sinh và phát triển khi vật liệu chịu tác dụng của 
ứng suất thay đổi. Nghĩa là với một chu trình tĩnh thì bề mặt nhẵn đều không có ảnh 
hưởng gì đến độ bền của vật liệu. Ta gọi hệ số bề mặt là tỉ số: 

                      
1

1
n P

P

−

π−=ε       (15-13) 

           Trong đó: P −1 là giới hạn mỏi trong chu 
trình đối xứng của mẫu có bề mặt nhẵn theo 
tiêu chuẩn; P−1π là giới hạn mỏi của mẫu có bề 
mặt tương tự của bề mặt chi tiết máy. 
          Trên hình 15.15 đưa ra giá trị của hệ số 
bề mặt đối với các loại thép có giới hạn bền 
khác nhau:             
          Hệ số bề mặt của bề mặt tiêu chuẩn xem 
như bằng đơn vị (đường1). Đường 2 đối với 
bề mặt  được đánh bóng. Đường 3 đối với các 
bề mặt được tạo nên bằng phương pháp cắt 
gọt. Đường 4 với các bề mặt được tạo nên 
bằng cách dũa tinh. Đường 5 với các bề mặt  
được tạo bằng phương pháp cán. Các đường 6, 
7 là các chi tiết có bề mặt bị ăn mòn trong 
nước ngọt và nước mặn. 
           Như vậy là đối với một chu trình bất kì hệ số bề mặt chỉ ảnh hưởng đến Pbđ, hệ số 
đó không ảnh hưởng đến Ptb như ta lập luận ở trên. 
           Ta để ý đến một yếu tố khác ảnh hưởng đến  giới hạn mỏi, đó là kích thước của chi 
tiết máy. Chi tiết càng to giới hạn mỏi càng thấp. Cách giải thích của chúng ta cũng tương 
tự như cách giải thích đối với hệ số bề mặt. Vật càng lớn khuyết tật trong lòng càng nhiều 
càng dễ gây nên vết nứt vi mô. Rõ ràng các vết nứt đó chỉ có thể phát sinh và phát triển 
khi vật liệu chịu tác dụng của ứng suất thay đổi. Do đó, một chu trình tĩnh, kích thước 
không ảnh hưởng gì giới hạn bền của  vật liệu. Anh hưởng đó chỉ có thể xảy ra  với ứng 
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suất thay đổi, nghĩa là với chu kì đối xứng. Ta có định nghĩa sau đây: Hệ số kích thước là 

tỉ số:                                             
1

d1
M P

P

−

−=ε                                                  (15-14) 

           Trong đó: P−1d là giới hạn mỏi trong chu trình đối xứng của chi tiết có kích thước 
thực; P−1là giới hạn mỏi của mẫu có kích thước theo tiêu chuẩn (d=8÷12 mm). 
           Ta giả thiết  rằng bề mặt của chi tiết và mẫu thí nghiệm là có chất lượng như nhau 
.Trên hình 15.16 cho giá trị của εM đối với các trục chịu uốn và chịu xoắn theo đuờng 
kính của chúng . 
           
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 Đường 1 là cho thép các bon không có các yếu tố tập trung ứng suất. Đường 2 
cho thép hợp kim có giới hạn bền từ 100kN/cm2÷120kN/cm2 và không có các yếu tập 
trung ứng suất. Đường 3  dành cho các loại thép có một yếu tố tập trung ứng suất. Đường 
4 cho các loại thép có nhiều yếu tố tập trung ứng suất.            
           Trong bảng 15.1 cho ta một số giới hạn mỏi trong chu trình đối xứng với các mẫu 
thí nghiệm có đường  kính khác nhau. 
           Bảng 15.1 

Giới hạn mỏi σ−1 (N/cm2) d(mm) 
Thép các bon Thép hợp kim 

15 
30 
60 
100 

25000 
21000 
17500 
16000 

26500 
22500 
19000 
17000 

32000 
27000 
22500 
20000 

38000 
32000 
27000 
24000 

44000 
37000 
31000 
28000 

50000 
42000 
35000 
31500 

60000 
50000 
42000 
38000 

σB 
N/cm2 
σchN/cm2 

45000 
25000 

55000 
31000 

65000 
36000 

80000 
56000 

88000 
61000 

98000 
75000 

120000 
100000 

Cũng giống như trên, đối với một chu trình bất kì hệ số kích thước chỉ ảnh hưởng  
trực tiếp đến Pbđ, hệ số đó không ảnh hưởng đến Ptb. 
15.5. HỆ SỐ AN TOÀN TRONG TRƯỜNG HỢP CHỊU ỨNG SUẤT THAY ĐỔI 
THEO THỜI GIAN. 
           Để  kiểm tra điều kiện bền  của một chu trình ứng suất với hệ số bất đối xứng r thì 
việc làm bình thường là phải dựa vào biểu đồ giới hạn mỏi để xác định giới hạn mỏi Pr  
và đem so sánh Pmax với Pr. Điều kiện bền khi mỏi là:        
                                                                 Pmax≤ Pr                                                       (1) 

           Tỷ số 
max

r

P
Pn = càng lớn thì càng an toàn, vì vậy tỉ số đó được gọi là hệ số an toàn. 

Hình 15.16: Giá trị εM  đối với 
trục chịu xoắn và chịu uốn có 

kích th ớc khác nha

1234 
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           Để thuận tiện hơn,người ta dựa vào biểu đồ giới hạn mỏi để thiết lập một cách 
tổng quát công thức của hệ số an toàn n và so sánh hệ số an toàn đó với một hệ số an toàn 
định trước [n] được gọi là hệ số an toàn cho phép.Nếu như n>[n] thí vật liệu an toàn vì 
mỏi. 
           Cách thiết lập công thức của hệ số an toàn như sau: 
           Tính đến các yếu tố ảnh hưởng đến giới hạn mỏi, theo đề nghi của Xêrexen và 

Kinaxôvili ta tăng biên độ của chu trình ứng suất thực lên một lượng là 
Mn

1k
εε
− . Sở dĩ như 

vậy vì các yếu tố đó  chỉ ảnh hưởng đến Pbđ. Cách làm đó dẫn tới việc tăng cao hệ số an 
toàn thực tế lên so với hệ số tính toán, nên ta có thể chấp nhận được. 
           Thực vậy gọi M là điểm cho chu trình ứng suất tác dụng lên chi tiết máy. M nằm 
trong miền OCE (hình 15.17). Giới hạn của M là điểm N, giao điểm của tia OM và đường 

BC. Nếu bây giờ ta tăng biên độ của M lên một lượng là
Mn

1k
εε
− , giá trị này >1, nghĩa là ta 

biểu diễn chu trình ứng suất đó tại M*. Giới hạn mỏi tương ứng với M* là N*, một điểm 
gần với giới hạn mỏi trong chu trình đối xứng mà ta biết rằng giới hạn mỏi của chu trình 
đối xứng là bé nhất (quan sát biểu đồ), tại B ta lấy tung độ gấp đôi để có điểm biểu diễn 
cho  P0 là B’. Vậy giới hạn mỏi tương ứng với N*  là bé hơn đối với N. Do đó hệ số an 
toàn trong thực tế sẽ lớn hơn hệ số an toàn tính toán. 
          

  Gọi điểm chiếu M và N lên trục hoành là  M1, N1 (hình 15.18). Xét hai tam giác 
đồng dạng OMM1 và ONN1 , ta có: 

                                      P
max

r

11

11

1

1

1

1 n
P
P

MMOM
NNON

OM
ON

MM
NN

==
+
+

==                             (2) 

           
           Ta tìm cách tính ON1. 
           Từ C vẽ đường ngang song song với trục hoành. Giao tuyến của đường đó với các 
đường song song với trục tung qua N và B là I và H. Sử dụng hai tam giác đồng dạng 

CNI và CBH, ta có:                                  
HB
IN

CH
CI

=  

Hình 15.17:Phương pháp 
1 xác định hệ số an 

toàn 

Hình 15.18: Phương 
pháp 2 xác định hệ số 

an toàn 
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b

45
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d

P-
1

Pr 

Pb
d
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           hay :                                  

2
P

P

NNP

2
P

ON
0

1

11

0

1

−

−
=

−

−                                             (3) 

           Do đó ta có:                      
ψ
−

= −− 11
1

NNPON                                             (4) 

           Trong đó:                            
0

01

P
PP2 −

=ψ −                                                     (15-15) 

           Đem thay (4) vào (2), ta có: P
1

11

1

1 n
OM

NNP
MM
NN

=
ψ
−

= −                                 (5) 

           Từ đó ta có :                     
tbbd

Mn

1

1
P

PPk
Pn

ψ+
εε

=
−

−                                           (15-16) 

           Nếu sử dụng biểu đồ mỏi thứ hai (hình 15.19) ta sẽ tính hệ số an toàn như sau: 
Tương tự như trên ta sẽ sử dụng bốn tam giác OM1M đồng dạng với ON1N; CNI đồng 
dạng với CBH. Từ đó ta có: 

                     
1

11

B

1

P
NNPON

−

− −
=

σ
 

            hay   

B

1

11
1 P

NNPON

σ

−
=

−

−  

           Từ đó ta lại có: 
                

          P
1

11

1

1

1

1 n
OM

NNP
OM
ON

MM
NN

=
ψ′
−

== −  

           Và cuối cùng:       

               
tbbd

Mn

1

1
P

PPk
Pn

ψ′+
εε

=
−

−      (15-17) 

           Trong đó:                            
b

1

P
P−=ψ′                                                           (15-18) 

           Trong các công thức (15-16), (15-17), (15-18) ta đã dùng chữ  P để chỉ chung cho 
ứng suất pháp và ứng suất tiếp. Khi trạng thái ứng suất là ứng suất đơn, ta có: 

tbbd
Mn

1

1

k
n

ψσ+σ
εε

σ
=

−

−
σ  

           Trong đó:                           
0

012
σ

σ−σ
=ψ −  

           Với biểu đồ mỏi thứ hai, vị trí của ψ thay bằng ψ’:  

Hình 15.19: Đồ thị tính 
hệ số an toàn khi M nằm 

trong ODC 

Pb
d

P-
1

C I H 

B 
O 

M 

N K 

D 
M1 N1 σch σB Ptb
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B

1

σ
σ

=ψ′ −  

           Khi trạng thái ứng suất là trạng thái trượt thuần tuý, ta có: 

tbbd
Mn

1

1

k
n

ψτ+τ
εε

τ
=

−

−
τ  

           Trong đó:                            
0

012
τ

τ−τ
=ψ −  

           Với biểu đồ mỏi thứ hai, vị trí của ψ thay bằng ψ’ với:    

                                                             
B

1

τ
τ

=ψ′ −  

           Trường hợp uốn và xoắn đồng  thời, ta có thể áp dụng công thức kinh nghiệm sau 
đây để tính hệ số an toàn:            

                                                        222
r n

11
n
1

τσ

+
σ

=  

           hay                                       
22r

nn

nn
n

τσ

τσ

+
=                                                  (15-19) 

           Việc tính toán vừa rồi chỉ cần 
thiết khi vật liệu làm việc ứng với điểm 
M nằm trong vùng OCE. Nếu M nằm ở 
vùng ODE thì ta chỉ cần so sánh ứng suất 
lớn nhất (Pbd+Ptb) với giới hạn chảy σch:                       
                             Pmax≤Pch 
           Ta thử  xét một chu trình ứng suất 
ứng với điểm M nằm ở vùng ODE (hình 
15.20). Lúc này hệ số an toàn được tính 

như sau:          
max

ch
T P

n
σ

=             (15-20)                                                                                      

           Ta gọi nT là hệ số an toàn về chảy. 
Tỉ số đó là tỉ số giữa các đoạn ON và 
OM (N là giao điểm của OM với đường 
thẳng KD). Gọi N’ là giao điểm của OM với biểu đồ mỏi, ta thấy ON’ lớn hơn ON, do đó 
nếu tính np thì trị số của nP sẽ lớn hơn nr . 
          Ngược lại, khi M thuộc vùng COE, ta nhận thấy ON’ nhỏ hơn ON, nghĩa là np  nhỏ 
hơn nT. 
           Từ đó ta đề ra cách tính như sau: Ta không biết M thuộc vùng nào, ta phải tính hai 
hệ số nP và nT luôn luôn lấy trị số nhỏ hơn để so sánh với hệ số an toàn cho phép [n]. 
           Ví dụ 1: Một trục bậc hình 15.21, được chế tạo từ thép các bon với 0,6% các bon 
chịu uốn. Các đặc trưng cơ học của vật liệu là:  
σb=75kN/cm2, σch=42kN/cm2 và 2

1 cmkN5,32=σ− .  
           Bề mặt của trục được mài nhẵn. Mô men uốn có 
trị số không đổi suốt thời gian trục quay là M= 64 

Hình 15.21: Kết cấu 
trục bậc

D
=
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Hình 15.20: Đồ thị tính hệ 
số an toàn khi M nằm ở 

vùng ODE 
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kNcm. Kiểm tra điều kiện bền của trục, cho biết hệ số an toàn cho phép [n]=1,5. 
           Bài giải: Trục chịu uốn quay đều và mô men uốn không đổi nên chu trình ứng suất 
ở đây là chu trình đối xứng: 

                                           2
3

x

x
minmax cmkN10

14,0
64

W
M

===σ=σ  

           Hệ số an toàn chảy sẽ là:     2,4
10
42n T ==  

           Hệ số an toàn về mỏi được tính với công thức (15-17). Hệ số ứng suất tập trung 
thực tế được tính theo các bảng như trên hình 15.22. 
 
 
        
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Hình 15.22a cho trị số (k-1)2 của trục bậc khi bị uốn với tỉ số 2dD = . 
            Đường 1 cho thép với σB=120kN/cm2; đường 2 cho thép σb=100kN/cm2; đường 3 
cho thép σb=80kN/cm2 và đường  4 cho các  loại thép σb=60÷40kN/cm2. 
           Hình 15.22b cho hệ số điều chỉnh khi dD  không phải là 2. 
           Trong ví dụ ta đang xét, vì σb=75kN/cm2 nên ta sử dụng đường 3 để xác định (k-1)2 

. Với tỉ số 
40
2

d
R
= , ta tìm thấy (k-1)2=2,2. Với tỉ số 25,1

40
5

d
R

== , ta tìm thấy trị số hệ 

số  hiệu  chỉnh  ξ=0,52. Từ đó ta có:   
                                    ( )[ ] ( ) 63,122,252,011k1k 212 =−+=−ξ+= −−  
           Hệ số kích thước εn được xác định theo đường 2 của bảng 1 với d=40mm, 
εM=0,78. Bề mặt của trục được mài nhẵn, vậy εM=1. 
           Từ đó ta có :          

                                         6,1
00,1063,1
50,3278,0

k
n

tbbd
nM

1

1 =
⋅
⋅

=
σψ′+σ

εε

σ
=

−

−
σ  

           Vì nσ nhỏ hơn nT, nên ta phải lấy nσ so sánh với [n], ta có: nσ>[n] 
           Vậy trục đạt được điều kiện an toàn. 
           Ví dụ 2: Trục bậc trên đây  dưới tác dụng của mô men xoắn theo chu trình bất đối 
xứng. Trị số mô men xoắn lớn nhất là m= 20kNcm; mô men xoắn cực tiểu là m=−20 kN 

Hình 15.22: Đồ thị tính hệ số an toàn thực 
tế:a-Đối với trục bậc có tỉ số 2dD = ; b-Khi 

2dD ≠  

0,
1

0,
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0,
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4
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D/d
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cm. Cơ tính của vật liệu như sau: τB=40kN/cm2; τ−1=19kN/cm2; σb=60kN/cm2. Xác định 
hệ số an toàn mới của chi tiết. 
           Bài giải: Trị số các ứng suất cực đại và cực tiểu là: 

                                            2
3max cmkN25,6

42,0
80

=
⋅

=τ  

                                           2
3min cmkN56,1

42,0
20

−=
⋅

−=τ  

           Từ đó ta có trị số ứng suất biên độ và ứng suất trung bình là: 
2

bd cmkN9,3=τ  ; 2
tb cmkN35,2=τ  

           Hệ số ứng suất tập trung thực tế được tra ở hình 15.23. Bảng trên hình 
15.23a là hệ số tập trung ứng suất thực tế đối với các mẫu thí nghiệm có d=12,5 và tỉ số 
D/d=1,4 khi xoắn. Đường 1 cho thép có giới hạn bền σB=120kN/cm2; đường 2 cho các 
loại thép có σB=60kN/cm2 và đường 3 cho các loại thép có σB=40kN/cm2. Đối với trục có 
tỷ lệ D/d khác 1,4 thì ta dùng hệ số hiệu chỉnh ξ cho trên hình (15.23b), k−1 được tính với 
công thức:                                     ( )[ ] 11kk 4,111 +−ξ= −−  
           Trong ví dụ  đang xét, ta sẽ dùng đường cong 2.  
           Với tỷ số 05,0dD =  ta có (k−1)1,4=1,36 
           Với tỷ số 25,1dD =  ta có  hệ số  hiệu chỉnh ξ=0,76. 
           Hệ số kích thước cũng tra bảng như ví dụ uốn trên đây εn=0,78.Từ đó ta có: 

[ ] 27,11136,176,0k 1 =+−=−  
  Vì trục mài nhẵn nên εn=1. Hệ số kích thước cũng tra bảng như ví dụ uốn trên đây 
εn=0,78 

 . 

Hình 15.23: Tra hệ số tập trung ứng suất. a-Bảng 
tra đối với mẫu có      d=12,5và tỉ số D/d=1,4 khi 
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          Từ đó ta có :    5,2
35,2

40
199,3

78,0
27,1

19
k

n
tbbd

nM

1

1 =
⋅+⋅

=
τψ′+τ

εε

τ
=

−

−
τ           

 Ví dụ 3. Xác  định hệ số  an  toàn  của trục I (hình 15.24). Mô men  xoắn     = 100  
kNcm. Đường kính trục là 50mm, kích thước đến các ổ trượt là a=20cm, b=8cm. Bán 
kính của bánh xe là R=8cm.Vật liệu của trục là thép các bon với τch=25 kN/cm2, σ−1= 
30kN/cm2. Hệ số ứng suất tập trung thực tế do lắp căng là k−1=1,4. Trục được mài nhẵn. 

Bài giải: Dưới tác dụng của mô men xoắn không đổi trên mặt cắt ngang của trục 
luôn có một hệ ứng suất tiếp không đổi theo thời gian: 

2
3tb cmkN00,4

d2,0
==τ  

           Hệ số an toàn chảy của vật liệu:         

2,6
4
25n

tb

ch
T ==

τ
τ

=  

           Ngoài mô men xoắn đó, trục sẽ bị uốn bởi lực P là lực tương tác giữa hai bánh xe 
(xem hình 15.24b). 
           Theo lí thuyết  sự ăn khớp của các bánh răng, ta có:   12 P4,0P ≈  
           Do đó:                                
                                                      1

2
2

2
1 P08.1PpP =+=  

           Từ điều kiện cân bằng của trục I, ta có:  

R
P1 =  ;  

R
03,1P =  

            
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Lực đó sẽ gây nên ứng suất thay đổi trên trục . Chu trình đó là chu trình đối xứng: 

                             33
x

bdmax d1,0
1

ba
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R
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M

⋅
+

⋅==σ=σ  

2
max cmkN16,6=σ  ; 0tb =σ  
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Hình 15.24:Sơ đồ xác định hệ số an toàn của một
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           Theo bảng 1, ta tìm thấy εM=0,75. Từ đó ta có hệ số an toàn vì mỏi là: 

6,2
k

n 1
bd1

Mn =σ⋅
σ
εε

= −
−

σ  

           Trạng thái ứng suất ở đây là trạng thái ứng suất phẳng vì cùng có τ và σ tác dụng 
đồng thời, vì vậy hệ số an toàn của trục I sẽ là:   

4,2
nn

nn
n

22r =
+

=
τσ

τσ  

 
15.6. NHỮNG BIỆN PHÁP NÂNG CAO GIỚI HẠN MỎI. 
           Đối với những chi tiết, bộ phận công trình chịu tác động bởi ứng suất thay đổi theo 
thời gian, thì các biện pháp nâng cao giới hạn mỏi tức là tránh đễ phát sinh ra các vết nứt 
vi mô, những nơi có ứng suất tập trung thường là những chổ dễ tạo nên các vết nứt vi mô, 
do đó phải tránh hết sức các nhân tố tạo nên ứng suất tập trung, ví dụ: 
                 a) Tăng bán kính chổ lượn. Để đảm bảo cho bán kính chổ lượn đủ lớn ta có thể 
làm chổ lượn ăn vào bên trong của chi tiết như hình 15.25a. 
 
 
             
 
 
 
 
 
 
       b) Làm các rãnh để điều hoà ứng suất (hình15.25b). Rãnh tiện ở đầu búa tán 
đinh nhằm giảm bớt chênh lệch đột ngột giữa hai phần có độ cứng khác  nhau, từ đó hạ 
thấp ứng suất tập trung giữa hai phần 
                c) Giảm bớt ứng suất tập trung khi lắp ghép căng bánh răng bằng cách khoét 
rãnh trên bánh răng (hình 15.26). 

               d) Mài nhẵn, đánh bóng hoặc mạ bề mặt chi tiết  để trừ bỏ các vết nứt phát sinh 
trong quá trình gia công. 
                e) Làm cứng mặt ngoài bằng cách cán lăn hoặc phun hạt gang lên bề mặt, bằng 
phương pháp hoá nhiệt như thấm cácbon, nitơ hoặc bằng phương pháp tôi cao tần... 

Hình 15.25: Biện pháp nâng cao giới hạn mỏi 
a-Tăng bán kính chổ lượn; b-Tạo các rãnh điều 

hoà ứng suất 

D
 

d
 

r1

r2 2
4

r
r

2

1 =

a) b)

Hình 15.26:Biện pháp nâng cao giới hạn mỏi  
a-Ứng suất khi lắp có độ dôi; b-Ứng suất khi bánh răng 
được khoét rãnh 

a ab b

c cd d

a
)

b
)
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CÂU HỎI ÔN TẬP  

15.1. Hiện tượng mỏi xuất hiện khi nào ? Những đặc trưng của các chu trình ứng suất. 
15.2. Trình bày cách xác định giới hạn mỏi của chu trình đối xứng. 
15.3. Những nhân tố nào ảnh hưởng đến giới hạn mỏi ? 
15.4. Trình bày các biểu đồ giới hạn mỏi của vật liệu. Ý nghĩa của hai chu trình đồng 
dạng ? 
15.5. Các biện pháp để nâng cao giới hạn mỏi ? 
15.6. Hệ số an toàn khi mỏi. Cách tính độ bền mỏi ? 

    ---  --- 
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          Chương 17 
ỐNG DÀY 

 
          Ống hình trụ cũng thường được sử dụng rộng rãi trong các ngành công nghiệp và 
xây dựng. Ví dụ: như nòng súng, ống dẫn khí, ống dẫn dầu.... 
          Do điều kiện chịu áp suất khác nhau, điều kiện làm việc khác nhau mà ống có bề 
dày khác nhau. Nếu một ống có tỷ số giữa bề dày δ và bán kính trung bình R của nó 

10
1

R
>

δ   gọi là ống dày. Trong chương này chủ yếu ta nghiên cứu  tính toán cho ống dày. 

          Sự phân bố ứng suất ở thành ống dày khác nhau, độ bền của mỗi điểm trong ống 
dày cũng khác nhau. Dưới đây chúng ta trình bày bài giải của nhà bác học Lamer (người 
Pháp) đối với loại ống dày chịu áp suất bên trong và bên ngoài, với điều kiện vật liệu làm 
việc trong miền đàn hồi. 
          Để đơn giản bài toán chúng ta giới hạn nghiên cứu của chúng ta là: 
               - Ông trụ tròn có bề dày không đổi. 
               - Ống chịu áp suất bên trong và bên ngoài phân bố đều dọc theo trục ống. 
               - Xem ứng suất pháp dọc trục là không đổi theo suốt chiều dài ống. 
 
17.1.ỨNG SUẤT VÀ BIẾN DẠNG 
          Chúng ta xét một ống dày hình trụ tròn có bán kính trong là a, bán kính ngoài là b. 
Ống dày chịu áp suất bên trong là Pa và áp suất bên ngoài là Pb (hình17.1). 
          Chúng ta tưởng tượng tách từ ống dày ra một phân tố ABCDEFGH (hình 17.2a) 
giới hạn bởi các mặt sau đây: 
          - Hai mặt cắt ngang (ABFE) và (DCGH) vuông góc 
với trục thanh và cách nhau một đoạn là dz rất nhỏ. 
          - Hai mặt phẳng xuyên tâm (ABCD) và (EFGH) 
chứa trục ống và hợp với nhau một góc vô cùng nhỏ dθ. 
          - Hai mặt trụ đồng tâm (ADHE) và (BCGF)  có bán 
kính là r và r + dr. 
          Vì tải trọng và hình dáng của ống đối xứng nên  
ứng suất và biến dạng cũng đối xứng qua trục ống và 
không đổi theo dọc trục. Do tính chất đó cho nên khi ống 
bị biến dạng các góc vuông của các mặt ABCD và EFGH 
là không đổi, vì thế trên các mặt này không có ứng suất 
tiếp mà chỉ có ứng suất pháp theo phương tiếp tuyến. 
          Như vậy các mặt ABCD và EFGH là các mặt 
chính. Theo định luật đối ứng trên các mặt ADHE và 
BCGF cũng không có ứng suất tiếp và do đó các mặt này 
cũng là các mặt chính. Ứng suất pháp trên mặt trụ ADHE 
là ứng suất pháp hướng tâm và ký hiệu là σr. Cũng vì tính 
chất đối xứng nói trên nên ứng suất pháp σr và σt chỉ phụ 
thuộc vào bán kính r từ trục ống đến điểm xét ứng suất. 
Như vậy ứng suất pháp hướng tâm trên mặt trụ BCGF ở bán kính r + dr sẽ là σr + dσr. 

Ở các mặt ABEF và CDHG cũng là mặt chính. Và tạm thời xem các ứng suất dọc 
trục này bằng 0(σz = 0). 

Hình 17.1: Ống dày chịu 
áp  

suất bên trong và bên 
ài

2a 
2R 

Pa 

Pa 

Pb 

2b 

Pb 
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            Để thiết lập công thức tính σr, σt  ta hãy xét sự cân bằng của phân tố (hình 
17.2a),muốn vậy chúng ta xem những lực nào tác dụng lên phân tố đó. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 

 - Trên mặt ADHE chịu tác dụng của lực:  
σr⋅rdθ⋅dz 

             - Trên mặt BCGF chịu tác dụng của lực:   
(σr + dσr) (r + dr) dθ⋅dz 

             - Trên các mặt ABCD và EFGH chịu tác dụng σt⋅dr⋅ dz. 
            Dưới tác dụng các lực ấy phân tố phải cân bằng. Ta viết phương trình chiếu các 
lực lên phương hướng kính phân giác của góc dθ:  

                    ( )( ) 0
2

dsindrdz2dzdrdzddrrd trrr =
θ

σ−⋅θ⋅⋅σ−⋅θ+σ+σ  

            Các phương trình cân bằng tĩnh học khác tự cân bằng. 

            Ta xem 
2

d
2

dSin θ
≈

θ  (vì dθ rất nhỏ) và bỏ qua vô cùng bé bậc 3 so với vô  

cùng bé bậc 2 , ta được:            0drdrrd trr =σ−σ+σ  

            Hay                                  0
dr

rd
tr

r =σ−σ+
σ                                           (a) 

            Vì phương trình (a) chứa hai ẩn σr và σt chưa thể có lời giải. Vì vậy ta phải xét sự 
biến dạng của phân tố. 
            Do tính chất đối xứng nên một điểm bất kỳ trong thành ống chỉ có thể di chuyển 
theo hướng kính (mặt cắt ngang của ống sau biến dạng co vào hoặc giãn ra nhưng vẫn là 
mặt tròn). Cho nên chỉ cần xét biến dạng của mặt ABEF. Sau biến dạng các điểm của 
A,B,E,F sẽ di chuyển đến các điểm A’,B’, E’ và F’ (hình 17.2b). Nếu ta gọi u là chuyển vị 
các điểm trên cung AE thì các điểm trên cung BF sẽ chuyển vị một đoạn u + du. 
            Vậy biến dạng tỷ đối εr theo phương hướng kính của đoạn dr sẽ là:  

            Biến dạng tỷ đối theo phương tiếp tuyến là εt của cung AE là: 
 

                                      ( )
r
u

rd
rdduur

AE
AEEA

r =
θ

θ−+
=

−′′
=ε                              (c) 

            Theo định luật Hooke áp  dụng cho trạng thái ứng suất phẳng sẽ là:  

dr
du

dr
dr]u)duudr[(

AB
AB'B'A

r =
−−++

=
−

=ε (b) 

Hình 17.2:a-Một phân tố được tách ra từ ống dày 
b-Phân tố sau khi biến dạng; c- 

dz
 

dr r 

A B 

C D 

H 

G 

F 

E 
σt 

σt 

σr+dσr

σr 

r drA 
A’

B B’
dθ

F’

FE’

E
u

u+du

σr+dσr

σt 

σt 

σr dθ

a) c) b)
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     [ ]trr E
1

µσ−σ=ε  ;     [ ]rtt E
1

µσ−σ=ε  

            Hay                    ( )tr2r 1
E

µε+ε
µ−

=σ ; ( )rt2t 1
E

µε+ε
µ−

=σ  

            Nếu kể đến (b) và (c): 

                         ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ µ+

µ−
=σ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ µ+

µ−
=σ

dr
du

r
u

1
E;

r
u

dr
du

1
E

2t2r                   (d) 

            Mang (d) vào (a), ta được phương trình vi phân để xác định chuyển vị u: 

                                                   0
r
u

dr
du

r
1

dr
ud

22

2

=−+  

            Hay                                     ( ) 0
dr
urd

r
1

dr
d

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛                                                 (e) 

            Lấy tích phân phương trình (e) liên tiếp hai lần, ta có: 
r
BAru +=              (g) 

            Mang (g) vào (d) , ta được: 

                                              
( )

( )
⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ µ−

+µ+
µ−

=σ

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ µ−

−µ+
µ−

=σ

B
r

1A1
1

E

B
r

1A1
1

E

22t

22r

                                (h) 

            Các hằng số tích phân A, B được xác định nhờ các điều kiện ở mặt trong và mặt 
ngoài của ống: 
            Ở mặt trong                   r = a  ,   σr (r=a) = - pa 

            Ở mặt ngoài                      r = b  ,   σr (r=b) = - pb 
            Theo các điều kiện biên này ta tìm được: 

                                                
( )

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

−
−

⋅
µ+

=

−
−

⋅
µ−

=

22
ba

22

22

2
b

2
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ab
PPba

E
1B

ab
bPaP

E
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                                         (i) 

            Thay giá trị A và B vừa tính được vào (h), ta được công thức tính các ứng suất 
pháp: 

                                     

⎪
⎪
⎪
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⎪
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⎬

⎫
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⎜⎜
⎝

⎛
+⋅

=σ

−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
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2
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22

2

2
2
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2
2

a

r

ab
r
a1bP

r
b1aP

ab
r
a1bP

r
b1aP

                                 (17-1) 

            Công thức này do Lamer tìm ra nên được mang tên của ông. Nhìn vào công thức 
dễ dàng thấy σr luôn luôn âm, còn σt dương hoặc âm còn tùy thuộc vào pa và pb. 
            Thay giá trị A và B vào (g) ta cũng tìm được công thức tính chuyển vị u: 



 130

                      ( )
r
1

ab
PPba

E
1r

ab
bPaP

E
1

r
BAru 22

ba
22

22

2
b

2
a ×

−
+µ+

+×
−
−

⋅
µ−

=+=             (17-2) 

            Chuyển vị hướng tâm u này chính là biến dạng tuyệt đối của bán kính. 
            Chú thích: Nếu kể đến thành phần ứng suất dọc ống σz thì biến dạng tuyệt đối u 

được cộng theo một lượng do σz sinh ra (theo định luật Hooke) là: zE
σ

µ
−  

  Dưới đây chúng ta xét hai trường hợp riêng khi chỉ có áp suất bên trong và khi 
chỉ có áp suất bên ngoài. 
 
17.2. ỐNG DAY CHỊU ÁP SUẤT BÊN TRONG (pb = 0; pa = p). 
            1) Về giá trị ứng suất . 
            Từ (17-1) , ta có công thức tính σr, σt : 

                                           

⎪
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⎭

⎪
⎪

⎬

⎫

⎟⎟
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                                                  (17-3) 

            Từ công thức (17-2) , ta có: 

                                     ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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−
⋅

= 2

2
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22

2

r
b1

r
b1

abE
raPu                                     (17-4) 

            Dựa vào (17-3) ta thấy σt> 0và σr< 0. Biểu đồ ứng suất theo bán kính được biểu 
diễn  trên hình 17.3a. 
            Dựa vào (17-3) dễ dàng thấy rằng σr, σt đều có giá trị tuyệt đối lớn nhất tại r = a: 
                                                   min σr (r=a) = -P   = σ 3 

            - Theo thuyết bền ứng suất tiếp lớn nhất, thì ứng suất tương đương sẽ là : 

             ( ) ( ) [ ]σ≤
−

=−−
−
+

=σ−σ=σ = 22

2

22

22

31artd ab
b2PP

ab
abP                       (17-5) 
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Hình 17.3:Biểu đồ ứng 
suất
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            Tại mép trong có giá trị ứng suất lớn nhất và theo thuyết bền ứng suất tiếp lớn 
nhất ta tính được giá trị ứng suất tương đương tại đó (dĩ nhiên cũng lớn nhất và các điểm 
ở mép trong là nguy hiểm nhất). 
            2/Về độ dày của ống (kí hiệu là δ). Ta có một số nhận xét: 
            - Ở mép ngoài, tức là r = b thì: 

                                                          
22

2

t ab
a2P
−

=σ                                              (17-6) 

            a/ Khi mà bề dày δ của thành ống rất nhỏ thì có thể lấy gần đúng: b2 + a2 ≈ 2a2 
            Khi đó ứng suất  σt ở mép trong ống bằng: 

                                             ( ) 22

2

22

22

art ab
a2P

ab
abP

−
⋅≈

−
+

=σ =                                   (17-7) 

          Như vậy ứng suất σt là phân bố đều từ mép trong ra mép ngoài và có trị số:  

                                      
( ) δ

=
−δ+

=
−

=σ
Pa

aa
a2P

ab
a2P

22

2

22

2

t  

            (ở mẫu số ta bỏ qua δ2 vì như đã nói bề dày δ nhỏ nên δ2 < so với a2 ) 
            b/ Nếu bề dày δ lớn, nghĩa là b lớn hơn a rất nhiều. 
            Giả sử  ∞→b , thì ta có:  

                                           
2

2

r r
aPlim ⋅−=σ  ;   

2

2

t r
aPlim ⋅+=σ  

           Rõ ràng lúc nàyσr, σt tỷ lệ nghịch với r2. Ví như giá trị ứng suất tại một điểm có r 
= 4a thì σt và σr giảm so với mép trong là 16 lần. Vì vậy có thể xem ứng suất σt, σr từ 
điểm đó trở ra là nhỏ không đáng kể. 
            Tại mép trong lúc này tại r=a 

                             P2
a

aP
a

aPlim 2

2
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31td =⎟⎟
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⎞
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⎝

⎛ ⋅
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⋅
=σ−σ=σ                      (17-8) 

            Điều này có nghĩa là bề dày của  ống lớn bao nhiêu đi nữa thì giá trị ứng suất 
tương đương của mép trong vẫn là:            

σtđ = 2p ≤ [σ] 
            hay                                              [ ] 2P σ≤   
            Theo bất đẳng thức này cho ta thấy rằng, dù bề dày lớn đến bao nhiêu đi nữa áp 
suất tối đa ở bên trong của ống chỉ bằng một nửa ứng suất cho phép của vật liệu. Cũng có 
nghiã là  những ống chủ yếu chịu áp suất bên trong thì để tăng độ bền  ta không thể chỉ 
tăng độ dày của ống (ví dụ nòng súng, các ống chịu áp suất bên trong lớn) mà phải có các 
biện pháp khác. Các biện pháp đó chúng ta sẽ nghiên cứu sau. 
17.3. ỐNG DÀY CHỊU ÁP SUẤT BÊN NGOÀI (pa = 0;  pb =p). 
            Căn cứ vào (17-1), ta có: 
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                                           (17-9) 

           Theo (17-2), ta có:  

b→∞ b→∞ 

b→∞
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                                        ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
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⎝
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22
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r
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r
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abE
rPbu                        (17-10) 

            Biểu đồ σr và σt được biểu diễn trên hình 17.3b. Dễ dàng thấy rằng mép trong vẫn 
nguy hiểm, vì giá trị ứng suất tương đương ở đó vẫn là lớn nhất. 

                              ( ) 22

2

22

2

31artd ab
b2P

ab
b2P0

−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−−=σ−σ=σ =                       (17-11) 

            Chú ý: σ1 = 0 vì xem σz = 0, còn σr ở đây sẽ là σ2 và σ3=σt . Với kết quả ở biểu 
thức (17-11) ta trở lại kết quả như ở (17-6) đối với trường hợp ống chỉ chịu áp suất bên 
trong. Ta có nhận xét:  
                 - Nếu a=0 tức là tấm tròn (ống đặc) chịu áp suất đều tác dụng ở chu vi ngoài 
thì σt = σr = -p. 
                - Nhìn vào (17-11), ta lại thấy           thì [ ]σ≤≈σ P2td . Vậy [ ] 2P σ≤ , cũng có 
nghĩa là đối với ống dày, áp suất bên ngoài nó chịu được  cũng không lớn hơn [ ] 2σ . 
17.4. BÀI TOÁN GHÉP ỐNG. 
     17.4.1. Đặt vấn đề. Ở phần ống chịu áp suất bên trong chúng ta đã có nhận xét dù ống 
có bề dày đến bao nhiêu đi nữa thì áp suất tối đa mà ống chịu được cũng chỉ bằng một 
nửa của giá trị ứng suất cho phép của vật liệu làm ra ống mà thôi. Vì vậy nhiều khi áp 
suất bên trong lớn thì việc chọn vật liệu trở nên khó khăn và không kinh tế. Để có thể 
tăng giá trị áp suất tác dụng bên trong ống người ta ghép nhiều ống vớí nhau. Mặt khác 
chúng ta biết điểm nguy hiểm của ống là ở mép trong, tức là khi ở mép trong nứt thì ở các 
điểm khác, nhất là ở mặt ngoài của ống ứng suất tương đương còn nhỏ. Vì vậy để tạo sự 
phân bố ứng suất đều hơn người ta tiến hành ghép ống, vì bản thân sự ghép ống sẽ gây 
cho ống trước khi chịu áp suất một hệ ứng suất trước có khả năng làm giảm các giá trị 
ứng suất thực khi nó làm việc. Dưới đây chúng ta sẽ trình bày cách ghép ống và qua đó 
thấy được cái lợi của nó. 
            Ta hãy nghiên cứu bài toán ghép ống: Giả sử cho 2 ống có cùng bề dày, nhưng 
đường kính ngoài 2c của ống trong lớn hơn đường kính trong của ống ngoài là 2∆, ∆ gọi 
là độ dôi ghép ống (xem hình 17.4). 
            Rõ ràng muốn lồng được 2 ống vào nhau 
ta phải đốt nóng ống ngoài đến một nhiệt độ nhất 
định sao cho đường kính trong của ống ngoài giãn 
ra một lượng ít nhất bằng 2∆. Sau đó lồng vào 
nhau và để nguội. Quá trình nguội của ống làm 
cho đường kính ngoài của ống trong bị co lại một 
lượng và đường kính trong của ống ngoài giãn ra 
một lượng so với ống ban đầu. Dĩ nhiên tổng độ 
giãn và độ co đó phải bằng 2∆.  
            - Ứng suất do mối ghép tạo nên: Ở mặt tiếp xúc sinh ra một áp suất gọi là pc, đối 
với ống trong đó là áp suất bên ngoài, đối với ống ngoài nó là áp suất bên trong. Biểu đồ 
ứng suất trong ống ghép do pc sinh ra được trình bày trên hình 17.5a. Biểu đồ này phụ 
thuộc vào độ dôi ∆ (độ dôi quyết định Pc). 
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           - Tiếp theo coi ống ghép là một ống có bán kính trong là a và bán kính ngoài là b. 
Nếu ống này chịu áp suất bên trong là p ta có được biểu đồ ứng suất như hình 17.5b (vẽ 
lại ở hình 17.3a) 
            Để có sự phân bố thực của ứng suất trong ống ghép khi ống ghép chịu áp suất bên 
trong thì ta cộng biểu đồ ứng suất trên hình 17.5a và 17.5b. Biểu đồ ứng suất đó được 
trình bày trên hình 17.6.Với  cách ghép này ta thấy ứng suất σt  ở hai ống tương đương 
nhau, nghĩa là hai ống sẽ hỏng cùng một thời điểm gần nhau. 

     17.4.2.Xác định quan hệ giữa áp suất mặt ghép Pc và độ dôi.  
           Vấn đề đặt ra là với một giá trị p cho trước cần phải chọn độ dôi sao cho từ đó xuất 
hiện áp suất ở mặt tiếp xúc pc có lợi. Muốn vậy ta hãy xét mối liên quan của p, pc và độ 
dôi. Nếu gọi u1 là độ co của mặt ngoài ống trong, u2 là  độ giãn của mặt trong ống ngoài 
thì như rõ ràng:                            
                                                          ∆=+ 21 uu                                                (a)  
            Dựa vào (17-2) ta có: 
            + Ống ngoài chịu áp suất bên trong pc: 
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            + Ống trong chịu áp suất bên ngoài pc thì: 
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            Trong đó: Ea, Eb là mô đuyn đàn hồi của ống trong và ống ngoài và µa ; µb là hệ số 
Poat-xông của ống trong và ống ngoài. 
            Mang các giá trị đó vào (a) và rút gọn ta được công thức tính độ dôi ∆ cần thiết 
sao cho trong ống có pc do sự ghép là: 
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            Trong đó :                      
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                                        (17-13) 

            Từ (17-12) ta tính được áp suất pc do ghép với độ dôi ∆ định trước gây ra: 
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            Trường hợp hai ống ghép cùng vật liệu Ea = Eb = E và µa = µb = µ , thì công thức 
(17-14) sẽ được:                             

                                                      ( )( )
22

2222

3c ab
cbac
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EP

−
−−∆⋅

=                              (17-15) 

            - Muốn cho hai ống cùng vật liệu này bị phá hỏng cùng một lúc thì các điểm của 
mép trong ống trong và mép trong của ống ngoài có giá trị σtd như nhau. Đây cũng là 
điều có lợi nhất  ta thực hiện phép tính đó. 
            - Ứng suất σtđ ở mép trong của ống trong ký hiệu là ( )A

tdσ : 
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(b) 
            - Ứng suất tương đương mép trong của ống ngoài ký hiệu là  ( )B

tdσ : 
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            Cho ( ) ( )B
td

A
td σ=σ   và sau khi rút gọn ta có : 

                              ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+
−

=
−
−

⋅= 22

2

22

2

c22

22

2

2

ac
c

cb
bP

ab
ac

c
bP                                        (d) 

            Sau đó mang giá trị pc tính theo (17-15) vào đây ta tìm được độ dôi hợp lý  (cho 

hai ống làm cùng một vật liệu ):  ( )
( ) ( )222222

222

cbcacb
accb

E
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−+−
−

×=∆                   (17-16) 

            Đối với trường hợp này ta sẽ có công thức tính ứng suất tương đương bằng cách 
tính pc theo (d) rồi thay vào (b) hoặc (c): 
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           Theo (17-17) ta thấy rằng ứng suất tương đương σtđ phụ thuộc vào bán kính ghép 
c. Muốn cho việc ghép hai ống có lợi nhất ta phải chọn bán kính ghép c sao cho ứng suất 
tương đương σtđ nhỏ nhất. Để có c, ta lấy đạo hàm bậc nhất của (17-17) cho bằng 0 ta 
được:                                                 abc =                                                         (17-18) 
            Bán kính c này hợp lý nhất và công thức đó (17-18) do Gadôlin tìm ra. 
            Thay abc =    vào biểu thức tính σtđ , ta được:   

                                                          
ab

bPmin td −
⋅=σ                                          (17-19) 

            và mang c vào (17-16),  ta có độ dôi ∆:    

                                                            ab
E
P

=∆                                                   (17-20) 

            Với những kết  quả đã trình bày chúng ta hoàn toàn có thể chọn c, ∆ theo (17-18) 
và (17-20) để có lơi nhất khi ghép ống. 
            Đối với các bài toán ghép nhiều ống cho tới nay vẫn chưa thấy ai giải quyết triệt 
để và trên thực tế sẽ càng ít gặp. 
           Ví dụ 1: Một ống dày chịu áp suất bên trong và bên ngoài (hình 17.1). Xác định áp 
suất bên trong Pa và độ biến dạng của bán kính trong và ngoài của ống với giả thiết áp 
suất bên trong Pa lớn hơn áp suất bên ngoài Pb. Cho biết 2

b cmkN1,0P = ; 

[ ] 2
k cmkN3=σ ; [ ] 2

n cmkN12=σ ; 24 cmkN102,1E ⋅= ; a=4cm; b=8cm và µ=0,24. 
            Bài giải: Vì ứng suất khi kéo và khi nén khác nhau, nên ta phải viết điều kiện bền 
theo Mohr:                                      [ ]k31td σ≤ασ−σ=σ  

            Trong đó :                            [ ]
[ ] 4

1
12
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n

k ==
σ
σ

=α  

           Như  đã nói ở trên là ở mép  trong là nguy hiểm  nhất nên  ta phải  xác định ứng 
suất chính ở đó, tức là ở r=a. Ứng suất ở mép trong này được tính theo (17-1) 
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            Mang vào σtd và điều kiện bền ta có : 
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            Ta tính được : 
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            Để xác định độ biến dạng tuyệt đối ∆a của bán kính trong ta sử dụng công thức 
(17-2) , trong đó ta thay r=a: 
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            Tương tự như tính chuyển vị ∆a khi tính chuyển vị mặt ngoài ∆b và lúc này trong 
công thức (17-2) ta thay r=b:       
                                                        ∆b=ur=b=0,0007cm 
            Ví dụ 2:  Xác định bề dày của ống thép chịu áp suất bên trong 2cmkN20P = . 
Sau đó tính độ giãn  của bán kính trong. Biết 24 cmkN102E ⋅= ; µ=0,3; a=2cm và 
[ ] 2cmkN50=σ . 
        Bài giải:Ta sử dụng thuyết bền ứng suất tiếp lớn nhất và σtd được tính theo (17-5):                                
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            Bề dày ống sẽ là cm5,225,4ab =−=−=δ  
          Với ống chịu áp suất bên trong thì độ giãn của bán kính trong được tính theo (17-4) 

với r=a:              ( ) cm0036,01
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            Ví dụ 3: Hai ống dày cùng vật liệu được ghép với nhau với độ dôi là 2∆=0,02cm 
(xem hình 17.7). Hãy vẽ biểu đồ ứng suất σr và σt trong thành ống khi chịu áp suất bên 
trong là 2cmN8000P = . Cho biết 27 cmN102E ⋅= và µ=0,3. 
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            Bài giải: Đây là bài toán về ống ghép có độ dôi cho nên trước hết ta phải xác định 
áp suất tại chu vi giáp giới giữa hai ống là Pc do độ dôi sinh ra.  

           Vì độ dôi cho trước và hai ống coi như làm cùng vật liệu, nên áp suất Pc được xác 
định theo công thức (17-15):   
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            Tương tự như trên hình 17.6c, thì các ứng suất được xác định như sau: 
            - Ở mặt trong của ống: 
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            - Ở mặt ngoài của ống trong: 
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⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

−
⋅

+−=σ  

                              2
22

22

2

2

22

2

t cmN1784
1015
10152160

15
201

1020
108000

=
−
+

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−
⋅

=σ  

            - Ở mặt trong của ống ngoài: 
                        2

r cmN4240−=σ  (như σr ở mặt ngoài của ống trong) 

a) 
40

0 

30
0 

20
0 

P 

σt 

σr 

2cm
N16720

2cm
N10887

2cm
N1784

2cm
N4240

2cm
N8000

P 

2cm
N5557

b) 

Hình 17.7: 
a-Hai ống dày cùng vật liệu ghép với nhau;b- Biểu 

đồ ứng suất 
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                        2
22

22

2

2

22

2

t cmN16720
1520
15202160

15
201

1020
108000

=
−
+

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+

−
⋅

=σ  

            - Ở mặt ngoài của ống ngoài:   0r =σ  

                         2
22

2

22

2

t cmN10887
1520

1522160
1020

1028000 =
−
×

⋅+
−
⋅

⋅=σ  

            Biểu đồ ứng suất σt và σr được biểu diễn trên hình 17.7b 
            Ví dụ 4: Chọn đường kính ghép 2c và đường kính ngoài 2b của một nòng súng 
ghép bởi 2 ống có đường kính trong 2a=100mm. Hãy xác định độ dôi hợp lí ∆ ; cho biết 
áp suất lớn nhất lúc bắn là 2cmkN20P = , thép làm nòng súng có mô đun đàn hồi 

24 cmkN102E ⋅= và giới han chảy của thép là 2
ch cmkN60=σ . Lấy hệ số an toàn 

n=2. 
            Bài giải :  Dựa vào điều kiện  của gadoline, ta xác định đường kính ngoài 2b theo 

công thức (17-19):               [ ] [ ]
nab

bP ch
td

σ
=σ≤

−
⋅=σ  

            Suy ra                       cm15
20260

560
nP
a

b
ch

ch =
×−
×

=
−σ
⋅σ

≥  

            Chọn:                                          b=15cm. 
            Bán kính ghép c được tính theo công thức (17-18): 
                                                cm6,8155abc =×==  
            Độ dôi ∆ xác định theo (17-20): 

                                         cm00865,0155
102
20ab

E
P

4 =×
⋅

==∆                      

            
          CÂU HỎI TỰ HỌC: 
17.1. Phương pháp xác định ứng suất và biến dạng trong ống dày ? 
17.2. Trong ống dày chịu áp suất bên trong và bên ngoài cũng như chịu riêng lẽ áp suất 
bên ngoài hoặc bên trong thì ở nơi nào nguy hiểm nhất, bị phá huỷ trước ? 
17.3.Vì sao phải tiến hành ghép ống ? Bài toán ghép ống chủ yếu đạt mục đích nào ? 
17.4. Cách xác định độ dôi trong ghép ống ? 
17.5. Bài toán của Gadoline để xác định các thông số độ dôi, ứng suất ở mặt ghép và bề 
dày của ống . 

-----$$$$$----- 
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           Chương 18 
DÂY MỀM 

 
18.1.KHÁI NIỆM 
           Các kết cấu dây mềm cũng thường gặp trong thực tế như dây điện, cầu treo bằng 
dây cáp, các dây neo tàu...Về mặt chịu lực các dây mềm chủ yếu chỉ chịu lực kéo, không 
chịu nén cũng như không chịu uốn. Mà như chúng ta đã biết, chịu kéo thì ứng suất đều 
như nhau, so với chịu uốn thì mọi điểm trên một mặt cắt đều nguy hiểm như nhau và như 
vậy tận dụng được vật liệu tốt hơn  so với chịu uốn. Vì vậy kết cấu dây thường nhỏ hơn 
so với kết cấu tương ứng khác tương tự. Tuy vậy việc tính toán kết cấu dây có phức tạp 
hơn và nhược điểm của nó là ổn định kém (loại cầu dây). 
           Ta hãy xét một dây mềm có mặt cắt ngang không đổi, chịu trọng lượng bản thân 
treo ở hai gối tựa không ngang mức nhau A  và B (hình vẽ18.1). 
           Để  dễ theo dõi quá trình nghiên cứu 
về dây mềm, ta chú ý một số khái niệm sau: 
                - Độ võng lớn nhất của dây mềm 
gọi là mũi tên và kí hiệu là f (hình 18.1). 
                - Khoảng cách giữa hai điểm A, B 
gọi là nhịp và kí hiệu là l. 
                -Trọng lượng bản thân hoặc tải 
trọng phân bố đều nào tác dụng lên dây cũng 
được  xem gần đúng như phân bố đều trên 
nhịp với hợp lực bằng nhau trong các trường 
hợp đó (bởi vì thường độ chênh lệch A và B 
cũng như mũi tên nhỏ so với khoảng cách 
AB). 
           Nên lưu ý một điểm: Thiết kế dây 
mềm phải tính được chiều dài s, mũi tên f và 
lực căng lớn nhất trong dây, để chọn kích 
thước mặt cắt ngang hợp lí. Các thông số ấy phụ thuộc vào nhau, vì vậy thường tuỳ theo 
yêu cầu cụ thể của từng bài toán mà ta có một số thông số đó định trước và trên cơ sở đó 
tìm các thông số còn lại. 

Có thể giải bài toán dây mềm bằng con đường chính xác. Nhưng phương pháp 
chính xác thì phải tính toán phức tạp mà kết quả của phương pháp gần đúng không sai 
lệch so với nó bao nhiêu. Nên ta thường dùng phương pháp gần đúng để giải bài toán dây 
mềm. Dưới đây chúng ta dùng phương pháp gần đúng để giải bài toán dây mềm chịu  lực 
phân bố đều. 
 
18.2.PHƯƠNG TRÌNH CỦA ĐƯƠNG DÂY VÕNG. 
           (trong trường hợp dây chịu lực phân bố đều). 
           -Tải trọng phân bố đều trên dây là q thì cũng phân bố đều trên nhịp là q (hình 18.1) 
                - Ta chọn gốc toạ độ xoy như trên hình 18.1. Cũng cần nói thêm trong thực tế 
gốc O là điểm thấp nhất của dây phụ thuộc vào tải trọng, chiều dài dây, nhịp và vị trí hai 
gốc A, B. 
           Ta hãy tách dây ra một đoạn tạo bởi hai mặt phẳng: mặt phẳng chứa trục y và  
vuông góc với dây. Mặt phẳng cách gốc O một đoạn là x (xem hình 18.2). 

Hình 18.1:Sơ đồ dây mềm có 
tiết  diện ngang không đổi 
chịu tải trọng bản thân 

l

b 

f1
f 

A 

B 

q 

y 

f2

a
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 Ta hãy xét phương trình cân bằng: lấy mô 
men với điểm C: 

          
( )

H2
qxy

0
2

xqyHCM

2

2

=→

=⋅−⋅=∑
    (18-1) 

           Trong đó: H- Lực căng nằm ngang của dây. 
           Phương trình (18-1) thể hiện đường cong 
của dây, gọi là phương trình đường dây. 
 
18.3. LỰC CĂNG. 
           Sử dụng phương trình cân bằng chiếu tất cả 
các lực lên phương x của đoạn OC, ta có:                                

( ) 0cosTHxP =α+−=∑  

                                                    
α

=
cos

HT                                                              (18-2) 

           Lực căng T tăng dần từ điểm thấp nhất đến điểm cao nhất của dây. Trị số lớn nhất 
ở chỗ có độ dốc lớn nhất:      

                                             max
2

max
max tg1H

cos
HT α+=
α

=                         (a) 

           Mà ta biết hệ số góc ytg max ′=α    tại x=b. 
           Ta lấy đạo hàm của (18-1), ta có:   

                                                     ( )bxmax yb
H
qT −′==  

           Vậy:                               
2

max H
qb1HT ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+=                                         (b) 

           Toạ độ điểm A(-a,f1 ); điểm B(b,f2) 
           Chú ý :                                   a+b=l                                                         (c) 
           Từ (18-1), ta có:  

                                                      
H2

qaf
2

1 =  

                                                     
H2

qbyf
2

bx2 == =  

           Vậy độ chênh lệch giữa hai gối A, B là: 

( ) ( )( )abab
H2
qab

H2
q

H2
qa

H2
qbffh 22

22

12 −+=−=−=−=  

                             ( )abl
H2
q

−⋅⋅=  

           Từ đây suy ra :                     
ql

hH2ab ⋅
=−                                              (d) 

           Từ (c) và (d), ta được:        

Hình 18.2: Sơ đồ tính đường 
cong dây

α 

y

x

T

H

O

C 

q

y

x 
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⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

⋅
+=

⋅
−=

lq
Hh

2
lb

lq
Hh

2
la

                                                      (18-4) 

           Thay b theo (18-4), ta được: 

                                               
2

max l
h

H2
q1HT ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++=                                            (18-5) 

           Tương tự:                       
2

A l
h

H2
q1HT ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+=  

           Lực căng ngang:                  
2

2

1

2

f2
qb

f2
qaH ==  

           Ta có thể thiết lập công thức tính lực căng H bằng cách lập tỉ số: 

                                                        2

2

2

2

2

1

b
a

H2
qb

H2
qa

f
f

==  

           Từ đó rút ra :                             
2

1

f
f

b
a

±=  

           Hay:                    
2

1

2

1

f
f

1
b
l

b
ab

f
f

1
b
a1 ±==

+
→±=+  

           Cuối cùng ta có :                    

2

1

f
f1

lb
±

=  

          Thay giá trị b vào (c) và biến đổi, ta sẽ thu được công thức tính lực căng ngang: 

                                                ( )212

2

ff2

qlH
−

=                                                   (18-6) 

           Đấu cọng hoặc dấu trừ tuỳ theo vị trí điểm thấp nhất của đường cong dây. Dạng 
đường cong của dây có thể có 3 trương hợp xãy ra: 
               (1) Nếu điểm thấp nhất của dây trùng với một trong hai điểm A hoặc B, thì f1=0 
hoặc f2=0. 
          Trên hình vẽ18.3 đường cong (1) ứng với điểm thấp nhất tại A (trùng với điểm A). 
  (2) Nếu điểm thấp nhất nằm trong đoạn AB, thì ta lấy dấu cọng trong thức (18-6). 
Đường cong (2) có điểm thấp nhất O trong AB 
và ở công thức (18-6) ta sử dụng dấu +. 
             (3) Nếu điểm thấp nhất của đường cong 
dây nằm ngoài điểm B hoặc A thì lấy dấu - 
(xem hình 18.3). Đường cong (3) có điểm thấp 
nhất O ngoài đoạn AB. 
           Ngược lại nếu biết được H mà phải tìm     Hình 18.3:Vị trí 

đường cong

OO O
(1
)

(2
)

(3
)A

B
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f1, f2 thì chúng ta thay H vào (18-3), (18-4). 
           Ta có :                             

                                                 

⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

+
⋅⋅

+=

−
⋅

+=

2
h

lq1
Hh

H3
qlf

2
h

lq2
Hh

H3
qlf

2

22

2

2

2

1

                                          (18-7) 

                - Chúng ta xét trường hợp đặt biệt tại gối treo A và B ngang mức nhau, tức là: 

f1=f2=f ; a=b=
2
l ; h= f1=f2=0. Ta thấy rằng, lúc này điểm thấp nhất của đường cong dây ở 

giữa AB, nên tính được:                     

                                                          
f8

alH
2

=                                                           (18-8) 

           Từ (18-8), ta có thể tính ngược lại múi tên f:    
H8

alf
2

=                                 (18-9) 

           Và :                            2

22

max l
f161H

H2
ql1HT +=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+=  

                                                    2

22

max l
f161

f8
qlT +=                                             (18-10) 

 
18.4.TÍNH CHIỀU DÀI CỦA DÂY (trường hợp lúc gối tựa ngang nhau). 
           Nếu gọi chiều dài của dây là S, thì ds là một đoạn dây vô cùng bé có liên hệ với dx 
là hình chiếu của ds trên trục x sẽ là: 

                                                  
α

=
cos

dxds   và ∫
+

− α
=

2/l

2/l cos
dxs  

           Hay:                                ∫∫ α+=α+=
+

−

2/l

0

2
2/l

2/l

2 dxtg12dxtg1S  

           Mà                                               x
l
f8

H
qxytg 2==′=α  

           Nên cuối cùng ta được:     

                                                         ∫ +=
2/l

0
4

22

dx
l

xf6412S                                  (a) 

          Khai triển (a) thành chuỗi:  

                                               4

22

4

222/l

0
4

22

l
xf321

l
xf64

2
11

l
xf641 +=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=+∫  

          Độ dài của dây được tính như sau:  

                                                
2/l

0

3

4

22/l

0
4

22

3
x

l
f64ldx

l
xf3212S ⋅+=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+= ∫  
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           Vậy:                                            ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+= 2

2

l
f

3
81lS                                            (18-11) 

           Điều kiện bền của dây: vì dây chịu kéo, nên tính toán như các thanh chịu kéo. 
           Gọi F là diện tich của mặt cắt ngang dây thì: 

[ ]σ≤=σ
F

Tmax  

           Nếu độ dốc nhỏ thì ta lấy HTmax ≈  
 
18.5. ẢNH  HƯỞNG CỦA NHIỆT ĐỘ VÀ TẢI TRỌNG THAY ĐỔI ĐỐI VỚI 
DÂY MỀM. 
           a)Tính biến dạng thêm gây ra do riêng nhiệt độ thay đổi là: 
                                                     ( )SttS 121 −α=∆                            (a) 
           b)Tính biến dạng riêng do sự  thay đổi tải trọng: 

                                                     S
EF

HHS 12
2 ×

−
=∆                          (b) 

           Trong đó: H2-Lực căng ngang sau khi thay đổi tải trọng; H1-Lực căng ngang trước 
khi thay đổi tải trọng; E- Mô đuyn dàn hồi. Công thức này là công thức tính biến dạng dài 
trong kéo đúng tâm. 
           Nếu gọi S2  là chiều dài của dây sau khi có sự thay đổi nhiệt độ và thay đổi tải 
trọng; S1 là chiều dài của dây trước khi thêm tải trọng và nhiệt độ, thì ta có: 

2112 SSSS ∆+∆+=  

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=⋅

−
+−α+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+= 2

2
212

122

2
1

2 l
f

3
81ll

EF
HH

ltt
l
f

3
81lS  

          Trong đó: f2- là mũi tên của dây sau khi tăng tải trọng và tăng nhiệt độ từ t1 lên t2; 
f1 là mũi tên của dây trước khi tăng nhiệt độ và tăng tải trọng. 

          Ta dễ dàng có :                 
1

2
1

1 H8
lqf =  ;     

2

2
2

2 H8
lqf =  

          Trong đó: q1 là tải trọng ban đầu; q2 là tải trong sau khi được tăng. 
          Thay các giá trị vào biểu thức S2, sau khi biến đổi ta có phương trình bậc 3: 

                              ( ) 0
24

lEFq
HHttFE

H24
EFqlH

22
22

21122
1

2
3
2 =−⋅⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−α++                (18-12) 

          Phương trình (18-12) xem H2 là ẩn số phải tìm, còn F, E, q1, q2, H1, t1, t2 là những 
đại lượng đã biết. 
          Giải (18-12) ta tìm được H2, trên cơ sở đó có thể tính được f2. 
          Chú ý : - Nếu chỉ có tải trong thay đổi, thì cho 0S2 ≠∆ , còn 0S1 =∆ . 
                      - Nếu tải trọng không đổi mà nhiệt độ thay đổi thì q2=q1=q. 
                      - Kết quả của (18-12) cũng dùng được khi nhiệt độ giảm. 
          Ví dụ 1: Một dây neo tàu có trọng lượng riêng mkN30q = .Tnh lực căng nằm 
ngang của  dây theo 3 trường hợp: 
               a) Điểm thấp nhất bên trái điểm B. 
               b) Điểm thấp nhất trùng với điểm B. 
               c) Điểm thấp nhất ở phía bên phải điểm B. 
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          Bài giải : 
               1.Trường hợp  (1): f1=2m ;  f2=12m. 

           Theo (18-6) thì : ( ) ( ) kN1427
2122

2030

ff2

qlH 2

2

2

22

2

=
−

⋅
=

−
=  

               2/ Trường hợp (2): Điểm thấp nhất trùng với điểm B. 
                                                   f1=0  ;  f2=12m.            

           Vậy                      ( ) kN500
122
2030

f2
ql

f2

qlH
2

2

2

2

2

2

=
×
⋅

===  

               3/ Trường hợp (3): Điểm thấp nhất ở phía bên phải điểm B: 
 f1=1,5m  ;  f2=11,5m   

  ( ) ( ) kN280
5,115,12

2030

ff2

qlH 2

2

2

22

2

=
−

⋅
=

−
=  

           Ví dụ 2: Một dây đồng có diện tích mặt cắt ngang F=80mm2 đặt trên hai gối tựa 
cùng độ cao, nhịp của nó là l=120m, mũi tên võng f=6m. 
          Tính độ tăng ứng suất trong dây khi nhiệt độ giảm 150C, biết trọng lượng phân bố 
đều theo chiều dài của dây là mN62,8q = ; hệ số giãn nhiệt 710167 −⋅=α 1/độ. Mô đun 
đàn hồi của vật liệu 26 cmN102E ⋅= . 
          Bài giải: 
          Khi nhiệt độ chưa tăng, lực căng ngang sẽ là: 

kN586,2N2586
68
12062,8

f8
qlH

22

1 ==
×
×

==  

          Ta xác định H2 từ phương trình (16-12) 

( ) 0
24

lEFq
HHttFE

H24
EFqlH

22
22

2112
1

2
3
2 =−⋅⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−−α++  

          Thay các giá trị bằng số đã cho vào phương trình trên và rút gọn , ta được : 
0428H4,57H 2

2
3
2 =−+  

          Giải phương trình này ta được lực căng ngang:  

Hình 18.4: Sơ đồ tính lực căng của dây 
nằm ngang

A

20m

2
m
 

1
,
5
m
 

1
0
m
 

(1)

(2)

(3)(3) (2) (1) B 



 146

H2=2668N=2,668kN 
          Độ tăng ứng suất ở mặt cắt thấp nhất là : 

212 cmkN102,0
8,0

586,2668,2
F

HH
=

−
=

−
=σ∆  

 
CÂU HỎI TỰ HỌC. 

18.1. Những ưu, khuyết điểm của dây mềm. Các kết quả tính toán dây mềm có độc lập 
nhau không? 
18.2. Viết phương trình đường dây mềm  khi chịu tải trọng phân bố đều. 
18.3. Công thức xác định lực căng ngang H và lực căng lớn nhất Tmax. Tính độ bền. 
18.4. Các trường hợp có thể xãy ra với kết cấu dây mềm. Cách xác định các đại lượng 
từng trường hợp. 
18.5. Sự thay đổi lực căng ngang khi thay đổi nhiệt độ và tải trọng. 
 

- - -*****- - - 
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          Chương 19 
DẦM TRÊN NỀN ĐÀN HỒI 

             
19.1. KHÁI NIỆM CHUNG. 
           Lâu nay những bài toán chúng ta nghiên cứu thường là loại dầm đặt trên các gối 
cứng. Trong thực tế nhất là các ngành cầu đường, xây dựng còn gặp loại kết cấu là các 
dầm đặt trên một môi trường hoặc một vật thể đàn hồi khác. Ví dụ như các tà vẹt đặt trên 
nền đất đá (xem là đàn hồi) chẳng hạn; dầm móng đặt trên nền đất, phà chuyển tải nằm 
trên mặt nước. Các bài toán này thuộc dạng các bài toán siêu tĩnh đặc biệt, việc xác định 
nội lực, độ võng,...của dầm phụ thuộc vào quan niệm và mô hinh, quan điểm này dẫn tới 
việc giả định các phản lực tác dụng lên dầm và trên cơ sở đó mới xác định được nội lực, 
chuyển vị của đầm. 
           Trong chương này chúng ta chỉ nghiên cứu một phần nhỏ về tính toán những loại 
kết cấu như vậy. Ở đây chúng ta không đi sâu phân tích các mô hình mà chỉ giới thiệu mô 
hình của Winkler, là một mô hình đơn giản nhưng khá phù hợp với các bài toán kĩ thuật. 
           Mô hình này quan niệm nền là một hệ vô số các lò xo (các lò xo này không liên 
kết với nhau). Ví dụ xét một dầm thẳng đặt trên một nền đàn hồi nào đó và mô hình hoá 
như hình 19.1. 

 1-Nếu ta cho các ngoại lực tác dụng lên dầm thì các lò xo sẽ xuất hiện những phản 
lực, những phản lực này tỷ lệ với độ võng của dầm. Như vậy nếu khoảng cách giữa các lò 
xo rất nhỏ, có thể xem một cách hợp lý các phản lực ấy là những phản lực phân bố, mà 
cường độ của nó là qk tỷ lệ với độ võng y của dầm: 
                                             qk = -χ y                                                (19-1) 
          Trong đó: χ  là hệ số tỷ lệ, phụ thuộc vào độ cứng của lò xo, mật độ của lò xo. Dấu 
trừ (-) ở đây thể hiện phản lực này ngược chiều với độ võng y. 
          Lập luận tương tự như vậy cho những hệ thống tương tự, có thể xem những gối đỡ 
lò xo như một môi trường liên tục đàn hồi. Môi trường liên tục đàn hồi này có tính chất: 
khi đặt một dầm chịu tác dụng của ngoại lực lên nó, thì ở mỗi điểm trong phạm vi đặt 
dầm xuất hiện những phản lực tuân theo phương trình (19-1). 
          Dầm đặt lên loại môi trường biến 
dạng liên tục như vậy gọi là dầm trên 
nền đàn hồi. Hệ số χ   gọi là hệ số đàn 
hồi hay là hệ số nền. 
          Trong kỹ thuật sơ đồ tính toán 
đó được sử dụng rộng rãi. Biểu thức 

Hình 19.2: a-Dầm có mặt cắt 
chữ nhật đặt trên mặt nước; 

b- Mô hình hoá 

a)

b)

 Hình 19.1: a- Một dầm đặt trên nền đàn hồi; b-
Mô hình hoá

P 
q z 

y

qk 

a) b)

P
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(19-1) không phải luôn luôn đúng, nó được xem là một biểu thức gần đúng và độ chính 
xác phụ thuộc vào từng bài toán cụ thể. Nếu tuân theo điều kiện như ở hình 19.1 đã trình 
bày,  thì biểu thức (19-1) xem hoàn toàn đúng. 
               2/ Đối với dầm đặt trên mặt nước, dầm có mặt cắt ngang chữ nhật (xem hình 
19.2). Trong trường hợp này phản lực của nước tác dụng lên mỗi mặt cắt của dầm tỷ lệ 
với độ sâu của dầm chìm trong nước. 
19.2. PHƯƠNG TRÌNH VI PHÂN CỦA ĐỘ VÕNG DẦM 
          Phương trình vi phân của độ võng dầm trên nền đàn hồi được thiết lập từ mối liên 
hệ giữa độ võng, góc xoay, các đạo hàm của nó với các giá trị nội lực và ngoại lực có trên 
những mặt cắt của dầm. 
          Ta rất quen thuộc các biểu thức sau đây: 

                                                         

⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

⋅=

′′′⋅=

′′⋅=

′=θ

IV
x

x

x

yEJq

yEJQ
yEJM

y

                                                 (19-2) 

          Trong đó: y là độ võng ; θ là góc xoay; M là giá trị mô men; Q giá trị lực cắt; q giá 
trị lực phân bố tại mặt cắt có độ võng y; E là mô đuyn đàn hồi của vật liệu dầm; Jx là mô 
men quán tính của mặt cắt ngang lấy đối với trục x. 
          Trong trường hợp dầm trên nền đàn hồi người ta phải xem tải trọng phân bố không 
chỉ là lực phân bố ngoại lực, mà giá trị lực phân bố là tổng đại số của lực phân bố ngoại 
lực q và phản lực qK , ký hiệu là qA. Chúng có mối liên hệ như sau:       
                                                  IV

xkA yEJqqq −=−=                                           (19-3) 

          Từ (19-3) ta suy ra:    
                                            yyJEqyEJq IV

xk
iV

x χ−−=+−=                                (19-4) 
          Vì  yq k χ=  

          Ta đặt:  4

x

k4
EJ

=
χ   

          Lúc đó phương trình (19-4) sẽ là một phương trình vi phân thuần nhất có vế phải:                                

                                                 
x

4IV

EJ
qyk4y −=+                                                 (19-5)  

          Nếu lực phân bố ngoại lực không có thì vế phải của (19-5) là bằng không. Điều đó 
có nghĩa trên dầm khi chỉ chịu tác dụng của các lực tập trung và mô men tập trung. Và 
lúc đó phương trình (19-5) sẽ có dạng: 
                                       0yk4y 4IV =+                                                        (19-6) 
          Đây là phương trình vi phân bậc 4 thuần nhất. 
          Lời giải của phương trình (19-6) có thể viết ở nhiều dạng khác nhau. 
          Ví dụ:    
                         ( ) ( )kzcosCkzsinCekzcosCkzsinCey 43

kz
21

kz +++= −              (19-7) 
          Trong nhiều trường hợp người ta sử dụng nghiệm (19-7) ở dạng khác: 
          chkzkzcosCShkzkzcosCchkzkzsinCShkzkzsinCy 4321 ⋅+⋅+⋅+⋅=     (19-8) 
          Các hằng số C1, C2, C3, C4 được xác định theo điều kiện biên. 
          Trong (19-8) các Shkz và chkz là các sin Hypecbol và cosin Hypecbol. 
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          Nghiệm của các phương trình (19-5) ta đã biết sẽ là ∗+= yyy , trong đó y  là 
nghiệm tổng quát của phương trình vi phân không có vế phải như các nghiệm của (19-6); 
y* là nghiệm riêng nào đó của phương trình vi phân có vế phải. Chẳng hạn khi tải trọng là 

bậc nhất bazq += , thì nghiệm riêng 
χ

=
+

=∗ q
kEJ4

bazy . 

           Khi đã xác định được y thì ta có thể tìm các đạo hàm của nó. Và nhờ mối liên hệ 
(19-2) chúng ta tìm lại M, Q. Khi nội lực đã xác định thì việc tính toán độ bền trở thành 
bình thường. 
           Dưới đây ta xét một số trường hợp cụ thể. 
 
19.3. DẦM DÀI VÔ HẠN 
           Chúng ta xét trường hợp xem chiều dài của dầm là dài vô hạn, chịu lực tập trung P 
như trên hình 19.3.Vì dầm dài vô hạn 
cho nên ta có thể xem P được đặt ở giữa 
dầm và chỉ cần nghiên cứu ở nửa dầm 
z≥0  và phần bên kia là đối xứng qua. 
          Vì không có lực phân bố nên ta sử 
dụng nghiệm (19-7) - là nghiệm của 
phương trình (19-6). 
                  

( ) ( )kzcosCkzsinCekzcosCkzsinCey 43
kz

21
kz +++= −

                (19-9) 
          Ở điểm xa lực P, tức là z rất lớn thì có thể xem độ võng sẽ bằng không. 
          Ứng với điều này thì C1 và C2 sẽ bằng 0 (vì số hạng đầu  ekz khi z càng lớn thì nó 
càng lớn để y=0 thì chỉ có  C1=C2=0), còn số hạng 2 thì thoả mãn điều kiện đó khi z→ rất 
lớn, vậy nghiệm (19-9) còn lại: 
                                     ( )kzcosCkzsinCey 43

kz += −                                         (19-10a) 
                          ( ) ( )[ ]zsinCCkzcosCCkey 4334

kz α++−−=′=θ −                   (19-10b) 
                        ( ) x34

kz2
x EJzcosCzsinCek2yEJM ⋅α−α−=′′−= −                   (19-10c) 

                  ( ) ( )[ ] x4343
kz34

x EJkzsinCCkzcosCCek2yEJQ ⋅−++−=′−= −    (19-10d) 
          Là bài toán đối xứng, độ võng là hàm liên tục đỗi xứng qua trục y nên tiết diện tại 
P (điểm đối xứng) thì đạo hàm bậc nhất  của nó phải triệt tiêu: 
                                                ( ) ( ) 000y =θ=′                                                       (19-10e) 
          Lực cắt là hàm phản đối xứng và có bước nhảy tại gốc toạ độ, tức là tại lực tập 
trung P(z=0), lực cắt ở hai bên trái phải của P có giá trị bằng nhau phải là P/2 và ngược 
 dấu nhau, túc là:                                  

                                                ( ) 2
PQ 0z ==                                  (19-10f),  (xem hình 19.4) 

          Căn cứ vào các biểu thức (19-10b,d,e,f) ta có được hệ phương trình: 

                                        
⎪⎭

⎪
⎬

⎫

=+

=−

x
343

43

EJk4
PCC

0CC
 

P

Hình 19.3: Dầm dài vô 
hạn chịu tác dụng lưc 

tập trung 

Hình 19-4: Sơ đồ 
lực

P 

Q<0Q>0

2
PQ =  
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          Giải hệ phương tình này , ta tìm được: 

                                      
χ

===
2
kP

EJk8
PCC

x
343  

          Thay các hằng số này vào (19.10 a,b,c,d), ta xác định độ võng, góc xoay, mô men 
và lực cắt nội lực .Và biến đổi cuối cùng có dạng sau đây: 

                   

( )

( )

( )

( ) ⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

η−=

η=

η
χ

−=θ

η
χ

=

kz
2
PQ

kz
k2

PM

kzPk

kz
2
kPy

2

1

3

2

0

        (19-11) 

          Trong đó các hàm: 

        

( ) ( )
( ) ( )
( )
( ) ⎪

⎪

⎭

⎪
⎪

⎬

⎫

α=η

=η

−=η

+=η

−

−

−

−

zsinekz

kzcosekz

kzsinkzcosekz

kzsinkzcosekz

kz
3

kz
2

kz
1

kz
0

  (19-12) 

             Các trị số này tìm được ở bảng 19-2.  
Căn cứ vào các bểu thức (19-10) ta vẽ được 
các biểu đồ độ võng, góc xoay, mô men M 
và lực cắt Q nội lực trên dầm (hình 19.5). 
               - Các biểu đồ đều có dạng tuần 
hoàn và tắt dần theo chiều z, chu kì của nó 

khi 
k

2z π
= . 

               - Nếu độ võng lớn nhất tại điểm lực P tác dụng là 
χ

=
2
kPymax , thì sau một chu kì 

k
2z π

=  độ võng sẽ là:    ( ) 00187,0
2
kP2

2
kPy 0 ⋅

χ
=πη×

χ
= , nghĩa là ở toạ độ 

k
2z π

=  độ 

võng chỉ còn lại gần 2% độ võng ở nơi P tác dụng. 
               - Như vậy một dầm chịu lực tập trung P ở điểm giữa có thể xem là dài vô hạn 

khi độ dài của dầm 
k

22z2l π
⋅== . 

                - Và cũng như vậy khi chiều dài 
k

4l π
<  thì coi như dầm dài hữu hạn. 

           Chú ý: Với dầm có nhiều lực tập trung tác dụng lên dầm, thì ta vẫn sử dụng kết 
quả của (19-11) đối với mỗi lực tập trung và sau đó áp dụng nguyên lí cộng tác dụng để 
tìm giá trị độ võng, góc xoay, mô men và lực cắt cho dầm. 
 
19.4.DẦM DÀI VÔ HẠN CHỊU TẢI TRỌNG PHÂN BỐ ĐỀU. 

y

P 

k4
3 π

k
π

k
4
π

 

k2
π

2
P

2
P

θ 

M

Q

m
π

k4
P

χ
⋅

2
kP

         Hình 19.5: Biểu 
đồ lực
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          Trên hình 19.6 giới thiệu một dầm dài vô hạn chịu tải trọng phân bố đều q trên một 
chiều dài l. 
          Chúng ta hãy xét độ võng tại điểm 
A nào đó (xem hình 19.6).  Sử dụng điều 
chú ý ở trên, ta xem độ võng tại A là 
bằng tổng độ võng do các tải trọng phân 
bố qdz và độ võng đó có thể  tính như 
sau :  

         ( ) ( )kzk
2
qdzkzk

2
qdzy 0

b

0
0

a

0

η
χ

+η⋅
χ

= ∫∫      

             

( ) ( )dzkzsinkzcose
2
qkdzkzsinkzcose

2
kq kz

b

0

kz

0

+
χ

++
χ
⋅

= −−
α

∫∫
    
          Sau khi tích phân ta có kết quả:   

                                        [ ]kbcosekacose2
2
qy kbka −− −−
χ

=                               (19-13) 

          - Khi các khoảng cách a và b tương đối lớn, các số hạng e-ka và e-kb sẽ rất nhỏ và có 

thể xem các số hạng đó bằng 0.Và 
χ

=
qy , nghĩa là độ võng ở xa miền đặt lực sẽ không 

đổi. 
          Dưới đây chúng ta sẽ đưa ra kết quả về tính toán ở hai trường hợp cụ thể để tiện sử 
dụng  mà không phải chứng minh.         
      19.4.1.Điểm nghiên cứu trong phạm vi tác dụng của tải trọng. 

( ) ( )[ ]kakb2
2
qy 22 η−η−
χ

=  

                                                 ( ) ( )[ ]kakb
2
kq

0 η−η
χ

=θ  

                                                 ( ) ( )[ ]kakb
k2
qM 332 η−η=  

                                                ( ) ( )[ ]kakb
k4

qQ 11 η−η=  

          Trong đó: a, b lần lượt là khoảng cách từ điểm nghiên cứu đến đầu phía phải và đầu 
phía trái của tải trọng phân bố. 
     19.4.2. Điểm nghiên cứu ở ngoài phạm vi tác dụng của tải trọng. 

( ) ( )[ ]kakb
2
qy 22 η−η
χ

=  

( ) ( )[ ]kakb
2
kq

0 η−η
χ

±=θ  

( ) ( )[ ]kakb
k2
qM 332 η−η=  

Hình 19.6: Dầm dài vô hạn 
chịu tải trọng  phân bố 

đều 

z
a b 

l

q 
z

A
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( ) ( )[ ]kakb
k4

qQ 14 η−η±=  

          Trong đó: a,b lần lượt là khoảng cách từ điểm nghiên cứu đến điểm đầu và điểm 
cuối miềm tải trọng phân bố (a<b). Trong biểu thức Q và θ trước dấu ngoặc vuông lấy 
dấu (+) nếu điểm nghiên cứu nằm bên phải tải trọng và lấy dấu (−) nếu điểm nghiên cứu 
nằm ở bên trái của tải trọng . 
 
19.5. DẦM DÀI VÔ HẠN CHỊU TẢI TRONG TẬP TRUNG P0 và MÔ MEN TẬP 
TRUNG M0. 
          Chúng ta hãy xét hai tải trọng này tác dụng ở đầu mút của dầm hình 19.7.  
          Lúc này ta áp dụng nghiệm (19-10a):  
              ( )kzcosCkzsinCey 43

kz += −  
          Điều kiện biên để xác định C3 va C4 là tại z=0. Ta có: M=M0  và Q=P0.  
          Thay điều kiện này vào (19-10c) và (19-
10d), ta giải được: 

                   

⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

χ
−

χ
=

χ
==

0

2
0

4

0

2

2
0

3

Mk2kP2
C

Mk2
EJk2
M

C
  (17-14) 

          Thay các hằng số này vào các biểu thức 
(19-10), ta được y, θ, M và Q. 
19.6. DẦM DÀI HỮU HẠN. 
          Đối với một dầm dài hữu hạn, khi tải 
trọng phân bố theo quy luật bậc nhất (như đã 
chỉ ở trên), thì nghiệm của (19-5) sẽ là: 

                  ( ) ( )kzcosCkzsinCekzcosCkzsinCeqy 43
kz

21
kz ++++

χ
= −             (19-15) 

          Trên  thực tế việc sử dụng biểu thức (19-15) này khá phức tạp nên thường ta sử 
dụng theo nghiệm (19-8). Tuy nhiên trong thực hành ta chuyển hoá thành tổ hợp của các 
nghiệm độc lập mà thường gọi là hàm Krưlov được biếu diễn ở một kí hiệu khác: 
                                           

( )

( ) ( )

( )

( ) ( )⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

⋅−⋅=

⋅=

⋅+⋅=

⋅=

kzcosshkzsikzchkz
4
1kzY

kzsinshkz
2
1kzY

kzcosshkzkzsinchkz
2
1kzY

kzcoschkzkzY

4

3

2

1

                       

(19-16) 
             Các hàm Krưlov Y1,Y2,Y3,Y4 đã lập thành 
bảng để tra các trị số (xem bảng 19-3). Các hàm này 
có tính chất sau: 
                 1/Y1(0)=1; Y2(0)=Y3(0)=Y4(0)=0. 

Hình 19.7: Dầm dài vô 
hạn chịu tải trọng tập 
trung P0 và mô men tập 

trung M0 

y

M0 
P0 

z 

-4k k
Y1 

Y3 

Y4 Y2 

dz
d

 

kk

Hình 19.8: Bảng tính 
Y1;Y2;Y3;Y4
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                 2/ Đạo hàm bậc nhất của hàm là: 

                                   4
1 kY4

dz
dY

−= ;   1
2 kY

dz
dY

= ;      

                                 2
3 kY

dz
dY

= ;     3
4 kY

dz
dY

=                             

          Quy tắc đạo hàm bậc nhất này được minh hoạ theo vòng tròn trên hình 19.8. Cuối 
cùng ta sẽ có các biểu thức tính các đại lượng cần thiết :   

                                  4321 DYCYBYAYqy ++++
χ

=  

                               3214 kDYkCYkBYkAY4qy +++−
χ
′

=′  

                         ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ χ

−
χ

−χ+χ=′′−= 2143 DY
4

CY
4

BYAYEJyEJM  

                           ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ χ

−χ−χ+χ= 1432 KDY
4

KCYKBYKAYEJQ  

          Các hằng số tích phân được xác định từ điều kiện biên của dầm (tại z=0). 
          Ví dụ:   ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 00000 q0q;P0Q;M0M;0;y0y ===θ=θ=  
          Trong hình 19.9 biểu diễn một dầm hữu hạn (1 đoạn). Theo các điều kiện này ta có 

hệ phương trình:      0
0 yA

q
=+

χ
 ;  0

0 kB
q

θ=+
χ
′

 ;  0MC
4

=⋅
χ  ;  0QD

4
k

=
χ

−  

          Từ đó ta tìm được các hằng số: 

                               
χ

−= 0
0

q
yA  ;  0

0

k
q

B θ+
χ
′

−= ;  
χ

−= 0M4
C ;   

χ
−=

k
Q4

D 0  

         Trong các giá trị trên thì tải trọng q0 và 0q′ đã biết và 2 trong 4 giá trị y0, θ0, M0 và 
Q0  cũng sẽ biết do đầu bài và còn 2 đại lượng nữa được xác định theo điều kiện biên ở 
cuối dầm khi z=l. Sau khi thay các hằng sô A, B, C và D, ta có các nghiệm sau:        

                      

[ ( ) ]

[ ( ) ( ) ]⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

++′−θ+−χ=
χ

+−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′

−θ+−χ=

χ
−

χ
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
χ
′

−
χ
θ

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
χ

−−
χ
′

=θ

χ
−

χ
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
χ
′

−
χ
θ

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
χ

−+
χ

=

EJYQYkM4YqkYqykQ

EJY
Q

YMY
k
q

YqyM

Y
Q

4Y
M

k4Y
k
q

kY
q

ya4q

Y
k
Q

4Y
M

4Y
k
q

Y
q

yqy

1020300400

2
0

104
0

0300

3
0

2
0

1
00

4
0

0

4
0

3
0

2
00

1
0

0

    (19-17)       

          
            Cách diễn  đạt này  giống như 
phương  pháp thông số ban đầu đã 
trình bày khi tính độ võng trong 
chương uốn ngang phẳng.Thật vậy 
phương trình (19-7) viết cho một 
đoạn (xem hình 19.9). Chúng ta có 

Hình 19.9: Một dầm hữu hạn 
chịu lực 

P0
M0 

l

y
0
 

q0

q 

z 

θ0= 0y′  

α= 0q′  
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thể mở rộng cho các đoạn tiếp theo, độ võng thư i+1 được viết theo độ võng và mô men ở 
đoạn thứ i như sau: 

                  ( )[ ] ( )[ ]azkY
k
q

azkY
q

yyy 2
áa

1
a

ai1i −⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
χ
′∆

−
χ
θ∆

+−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
χ
∆

−∆+=+  

                              ( )[ ] ( )[ ]azkY
k
Q

4azkY
M

4 4
a

3
a −

χ
∆

−−
χ

∆
−  

                  ( ) ( )[ ] ( )[ ]azkY
k
q

azkYqyMM 4
a

a3aai1i −⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ′∆

−θ∆+−∆−∆χ+=+  

                             ( )[ ] ( )[ ]azkY
Q

azkYM 2
a

1a −
χ

∆
+−∆+       

          Trong đó: a-Toạ độ ở ranh giới của đoạn i và đoạn i+1. 
          ∆Ya, ∆θa-Bước nhảy của độ võng và góc xoay tại z=a. 
          ∆qa, ∆ aq′ - Bước nhảy của cường độ và đạo hàm của lực phân bố tại z=a (xem q 
hướng xuống là dương) 
          ∆Ma=Ma-Mô men tập trung  tại z=a. 
          ∆Qa=Pa- Lực tập trung đặt tại z=a. chiều dương của Ma và Pa như trên hình 19.9. 
          Chú ý: Các đại lượng này có thể tồn tại cả và cũng có thể có  một số đại lượng nào 
đó vắng mặt, ta xem các giá trị này bằng không.         
                    Bảng 19.1: Giá trị hệ số nền  χ  

Loại nền Hế số )m
MN( 2χ  

Đất chặt 50÷100 
Đất rất chặt 100÷200 
Nền đá rất rắn 1000÷1500 
Nền cọc 50÷150 
Gạch, đá xây 4000÷6000 
Bê tông 8000÷15000 

 
CÂU HỎI ÔN TẬP: 

19.1. Biểu thức của Winkler. Hệ số nền và ý nghĩa vật lí cũng như thứ nguyên của nó. 
19.2. Viết phương trình vi phân của độ võng dầm trên nền đàn hồi. Cho biết các nghiệm 
của nó ứng với q=0 và q là hàm số bậc nhất. 
19.3. Vẽ biểu đồ của dầm vô hạn chịu lực tập trung P. Khi nào thì có thể xem dầm là vô 
hạn. 
19.4. Cách tính một dầm đàn hồi chịu nhiều lực khác nhau. 
19.5. Viết và giải thích dạng nghiệm của bài toán dầm dài hữu hạn đặt trên nền đàn hồi. 
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 Bảng 19.2 : BẢNG GíA TRỊ CỦA HÀM ηi 
         (để tính dầm dài vô hạn trên nền đàn hồi) 

az η0 η1 η2 η3 
0,0 
0,1 
0,2 
0,3 
0,4 

 
0,5 
0,6 
0,7 
π/4 
0,8 

 
0,9 
1,0 
1,1 
1,2 
1,3 

 
1,4 
1,5 
π/2 
1,6 
1,7 

 
1,8 
1,9 
2,0 
2,1 
2,2 

 
2,3 

3π/4 
2,4 
2,5 
2,6 

 
2,7 
2,8 
2,9 

1,0000 
0,9907 
0,9651 
0,9267 
0,8785 

 
0,8231 
0,7628 
0,6997 
0,6448 
0,6354 

 
0,5712 
0,5083 
0.4476 
0,3899 
0,3355 

 
0,2849 
0,2384 
0,2079 
0,1959 
0,1576 

 
0,1234 
0,0932 
0,0667 
0,0439 
0,0244 

 
0,0080 
0,0000 
-0,0056 
-0,0166 
-0,0254 

 
-0,0320 
-0,0369 
-0,0403 

1,000 
0,8100 
0,6398 
0,4888 
0,3564 

 
0,2415 
0,1431 
0,0599 
0,0000 
-0,0093 

 
-0,0657 
-0,1108 
-0,1457 
-0,1716 
-0,1897 

 
-0,2011 
-0,2068 
-0,2079 
-02077 
-0,2047 

 
-0,1985 
-0,1899 
-0,1794 
-0,1675 
-0,1548 

 
-0,1416 
-0,1345 
-0,1282 
-0,1149 
-0,1019 

 
-0,0895 
-0,0777 
-0,0666 

1,0000 
0,9003 
0,8024 
0,7077 
0,6174 

 
0,5423 
0,4530 
0,3708 
0,3224 
0,3131 

 
0,2527 
0,1988 
0,1510 
0,1091 
0,0729 

 
0,0419 
0,0158 
0,0000 
-0,0059 
-0,0235 

 
-0,0376 
-0,0484 
-0,0563 
-0,0618 
-0,0652 

 
-0,0668 
-0,0670 
-0,0669 
-0,0658 
-0,0636 

 
-0,0608 
-0,0573 
-0,0534 

0,0000 
0,0903 
0,1627 

0,2188 9 
0,2610 

 
0,2908 
0,3099 
0,3199 
0,3224 
0,3223 

 
0,3185 
0,3096 
0,2967 
0,2087 
0,2626 

 
0,2430 
0,2226 
0,2079 
0,2018 
0,1812 

 
0,1610 
0,1415 
0,1231 
0,1057 
0,0896 

 
0,0748 
0,0670 
0,0613 
0,0491 
0,0383 

 
0,0287 
0,0204 
0,0132 
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3,0 
3,1 

 
π 

5π/4 
6π/4 
7π/4 
8π/4 

-0,04226 
-0,04314 

 
-0,04321 
-0,02786 
-0,00898 
0,00000 
0,00187 

-0,05632 
-0,04688 

 
-0,04321 
0,00000 
0,00898 
0,00579 
0,00187 

-0,04929 
-0,04501 

 
-0,04321 
-0,01393 
0,0000 

0,00290 
0,00187 

0,00703 
0,00187 

 
0,0000 

-0,01393 
-0,00898 
-0,00290 
0,0000 

 
 
 

 
           Bảng19.3. BẢNG GíA TRỊ CÁC HÀM  KRULOV  Yi 
        (để tính dầm dài hữu hạn trên nền đàn hồi) 

az Y1 Y2 Y3 Y4 
0,0 
0,1 
0,2 
0,3 
0,4 

 
0,5 
0,6 
0,7 
0,8 
0,9 

 
1,0 
1,1 
1,2 
1,3 
1,4 

 
1,5 
1,6 
1,7 
1,8 
1,9 

 
2,0 
2,1 
2,2 
2,3 
2,4 

 
2,5 
2,6 
2,7 
2,8 
2,9 

 
3,0 
3,1 
3,2 
3,3 
3,4 
3,5 
3,6 
3,7 

1,0000 
1,0000 
0,9997 
0,9987 
0,9957 

 
0,9895 
0,9784 
0,9600 
0,9318 
0,8931 

 
0,8337 
0,7568 
0,6561 
0,5272 
0,3556 

 
0,1664 
-0,0753 
-0,3644 
-0,7060 
-1,1049 

 
-1,5656 
-2,0923 
-2,6882 
-3,3562 
-4,0976 

 
-4,9128 
-5,8003 
-6,7565 
-7,7759 
-8,8471 

 
-9,9669 
-11,1119 
-12,2656 
-13,4048 
-14,5008 
-15,5198 
-16,4218 
-17,1622 

0.0000 
0,1000 
0,2000 
0,2999 

0,39965 
 

0,49895 
0,59745 
0,6944 
0,7891 

0,88035 
 

0,96675 
1,04645 
1,1173 
1,1767 

1,22165 
 

1,24855 
1,2535 
1,2319 

1,17885 
1,0888 

 
0,95575 
0,7735 
0,5351 

0,23345 
-0,1386 

 
-0,5885 
-1,1236 
-1,7599 
-2,4770 
-3,3079 

 
-4,24845 
-5,30225 
-6,47105 
-7,7549 

-9,15065 
-10,65245 
-12,25075 
-13,9315 

0,0000 
0,0050 
0,0200 
0,0450 
0,0800 

 
0,1248 

0,17975 
0,24435 
0,31855 
0,40205 

 
0,49445 
0,59515 
0,70345 
0,81825 
0,9383 

 
1,06195 
1,18725 
1,3118 
1,4326 

1,54635 
 

1,64895 
1,73585 
1,8018 

1,84075 
1,8461 

 
1,81405 
1,72555 
1,58265 
1,3721 

1,08375 
 

0,70685 
0,2303 
-0,3574 
-1,0678 
-1,9121 
-2,9014 

-4,04585 
-5,35435 

0,0000 
0,00015 
0,00135 
0,0045 
0,0107 

 
0,0208 
0,0360 
0,0571 
0,08515 
0,1211 

 
0,1657 
0,2203 
0,28515 
0,3612 
0,4490 

 
0,5490 
0,66145 
0,7864 
0,9237 
1,0727 

 
1,2325 
1,4019 
1,57905 
1,7614 
1,94605 

 
2,12925 
2,3065 
2,47245 
2,6208 
2,7448 

 
2,8346 
2,8823 
2,8769 
2,80675 
2,6589 
2,4195 
2,0735 
1,60485 
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3,8 
3,9 

 
4,0 
4,1 
4,2 
4,3 
4,4 

 
4,5 
4,6 
4,7 

-17,6875 
-17,9387 

 
-17,8498 
-17,3472 
-16,3505 
-14,7722 
-12,5180 

 
-9,4890 
-5,5791 
-0,6812 

-15,67605 
-17.45985 

 
-19,25235 
-21,0160 
-22,70545 
-24,26685 
-25,63725 

 
-26,74465 
-27,50565 
-27,8274 

-6,8343 
-8,4909 

 
-10,3265 
-12,3404 
-14,52735 
-16,8773 
-19,37425 

 
-21,9959 
-24,71165 
-27,4823 

0,9969 
0,2321 

 
-0,7073 
-1,8392 
-3,1812 
-4,7501 
-6,5615 

 
-8,6290 
-10,9638 
-13,5731 

           BẢNG GíA TRỊ CÁC HÀM  Yi (Tiếp) 
az Y1 Y2 Y3 Y4 
4,8 
4,9 

 
5,0 
5,1 
5,2 
5,3 
5,4 

 
5,5 
5,6 
5,7 
5,8 
5,9 
6,0 
6,1 
6,2 
6,3 
6,4 

 
6,5 
6,6 
6,7 
6,8 
6,9 

 
7,0 
7,1 
7,2 
7,3 
7,4 

 
7,5 
7,6 
7,7 
7,8 
7,9 

 
8,0 
8,1 
8,2 
8,3 
8,4 

 
8,5 
8,6 
8,7 
8,8 

5,3164 
12,5239 

 
21,0504 
30,9997 
42,4661 
55,5317 
70,2637 

 
86,7044 

104,8687 
124,7352 
146,2448 
169,2837 
193,6813 
219,2004 
245,5231 
272,2487 
298,8909 

 
324,7861 
349,2554 
371,4244 
390,2974 
404,7145 

 
413,3762 
414,8263 
407,4216 
389,3783 
358,7306 

 
313,3700 
251,0334 
169,3472 
65,8475 
-62,0375 

 
-216,8647 
-401,1674 
-617,4142 
-867,9091 
-1154,6587 

 
-1479,3701 
-1843,2880 
-2247,0402 
-2690,4845 

-27,60515 
-26,72385 

 
-25,05645 
-22,46605 
-18,8057 
-13,9201 
-7,6440 

 
0,19005 
9,75435 
21,2199 
34,7564 
50,5203 
68,65775 
89,29465 
112,5249 
138,4120 
166,9722 

 
198,1637 

131,88005 
267,9374 
306,0558 

347,34985 
 

386,80715 
428,2849 
469,4772 

509,41565 
546,93425 

 
580,67095 
609,0402 

630,22945 
642,1835 

642,58715 
 

628,8779 
598,23435 
547,5808 
478,5993 

372,78655 
 

241,41355 
75,6088 

-128,58235 
-375,1167 

-30,2589 
-32,9814 

 
-35,57745 
-37,96185 
-40,0350 
-41,68225 
-42,77265 

 
-43,15925 
-42,67745 
-41,14535 
-38,32395 
34,1198 
-28,2116 
-20,3042 
-10,2356 
2,28885 
17,5862 

 
35,77125 
57,2528 
82,2255 
110,9037 
143,4927 

 
180,1191 

220,87175 
265,76635 
314,72645 
367,56875 

 
423,9858 
483,5233 
545,5557 

609,25955 
673,6057 

 
737,31005 
798,81785 
856,28775 
907,5542 

950,11575 
 

981,0984 
997,25265 
994,93765 
970,1255 

-16,4604 
-19,6232 

 
-23,0525 
-26,7317 
-30,6346 

-34,72455 
-38,9524 

 
-43,2557 
-47,5556 

-51,75625 
-55,74285 
-59,38045 
-62,5106 
-64,9518 
-66,3981 

-66,91745 
-65,9486 

 
-63,31045 
-58,6895 

-51,74295 
-42,11895 
-30,1819 

 
-13,2842 
6,7296 

31,02805 
60,0189 
94,1019 

 
133,6506 
179,00345 
230,44115 
288,16805 
352,3123 

 
422,8713 
499,7008 
582,49745 
670,7544 
763,7226 

 
860,3917 
959,44835 
1059,2289 

1156,18385 
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8,9 
 

9,0 
9,1 
9,2 
9,3 
9,4 
9,5 

-3172,6917 
 

-3691,4815 
-4243,5551 
-4824,0587 
-5426,5154 
-6042,3167 
-6660,9594 

-667,9794 
 

-1010,87995 
-1407,3690 
-1860,5365 
-2372,94855 
-2946,2708 
-3581,47555 

918,36635 
 

834,8607 
714,40845 
551,49275 
340,3091 
74,8875 

-250,9985 

1252,35605 
 

1340,3007 
1418,0930 

1481,76105 
1526,7834 
1548,0229 
1539,7669 

 
                                                                      ----- ----- 
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       Chương 20 
TÍNH  ĐỘ BỀN KẾT CẤU 

THEO TRẠNG THÁI GIỚI HẠN 
            
20.1. KHÁI NIỆM VỀ TRẠNG THÁI GIỚI HẠN. 
     20.1.1. Khái niệm chung. Trong những bài toán mà chúng ta đã nghiên cứu thì việc 
tính toán độ bền là căn cứ vào ứng suất lớn nhất xuất hiện trong thanh phải nhỏ hơn giá 
trị ứng suất cho phép [ ]σ  mà chúng ta đã xây dựng trước đây. 
            Ví dụ  các bài toán về kéo, nén, uốn và xoắn thuần tuý, ta có điều kiện bền là: 

                                                
[ ]

[ ] ⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

τ
=τ≤τ

σ
=σ≤σ

n
max

n
max

o

o

                                                 (20-1) 

           Trong đó:- σo, τ0 là những giới hạn nguy hiểm (có thể là giới hạn chảy đối với vật 
liệu dẻo và giới hạn bền đối với vật liệu giòn). 
                           - n là hệ số an toàn. 
           Nếu thanh làm việc ở trạng thái chịu lực phức tạp thì phải tính giá trị ứng suất 
tương đương theo một thuyết bền nào đó rồi so sánh với ứng suất cho phép [ ]σ . Tính 
toán như thế được gọi là tính toán độ bền theo ứng suất cho phép (USCP). Hệ số an toàn 
trong (20-1) biểu thị mức độ dự trữ về khả năng chịu lực của vật liệu, dĩ nhiên có để ý 
đến những nhân tố ảnh hưởng đến độ bền như đã nêu ở chương kéo, nén đúng tâm (trừ 
bài toán uốn ngang đồng thời với uốn dọc mà ta đã phân tích ở trên), nên hệ số an toàn 
cũng biểu thị mức dự trữ và khả năng chịu lực của kết cấu. Vậy n là hệ số an toàn chung 
cho ứng suất và tải trọng bên ngoài trong những bài toán đã nghiên cứu. 
           Chúng ta chú ý một đều: với cách tính độ bền bằng ứng suất cho phép thì chỉ cần 
một điểm, một số điểm hoặc một mặt cắt nào đó mà ứng suất của nó đạt đến giới hạn 
nguy hiểm σo thì coi như kết cấu đã nguy hiểm và không còn sử dụng được nữa. Cách 
tính theo phương pháp  USCP như vậy là đặt điều kiện vật liệu làm việc trong miền đàn 
hồi cho nên người ta còn gọi nó là phương pháp tính trong đàn hồi. Thế nhưng trong thực 
tế những kết cấu làm bằng vật liệu dẻo thì trong nhiều trường hợp tuy tất cá các điểm trên 
một hoặc một vài mặt cắt  ứng suất đạt tới giới hạn chảy, kết cấu vẫn còn khả năng chịu 
lực thêm, do vậy kết quả tính toán theo USCP ở trên là không phù hợp với nhiều bài toán 
thực tế và nó không tính hết khả năng chịu lực của kết cấu, không tiết kiệm được vật liệu. 
           Chúng ta hãy nhìn lại bài toán về uốn chẵng hạn: Theo cách tính độ bền theo 
phương pháp USCP thì ta coi dầm sẽ ở trong trạng thái nguy hiểm khi các ứng suất ở các 
mếp trên hoặc dưới của mặt cắt đạt đến giới hạn chảy (xem hình 20.1) trong khi đó các 
điểm khác gần trục trung hoà ứng suất còn rất thấp và ở nhiều trường hợp dầm vẫn còn 
khả năng chịu lực thêm mà không bị phá huỷ. 
           Với cách nhìn nhận như vậy, song song với 
phương pháp USCP người ta đưa ra phương pháp tính 
theo trạng thái giơi hạn hay tải trọng phá huỷ. 
     20.1.2. Phương pháp tính theo trạng thái giới 
hạn. 
           Tính theo trạng thái giới hạn là phân tích sự làm 
việc của kết cấu cho đến khi phá huỷ hoàn toàn hay bị 

Hình 20.1: Trạng 
thái ứng suất nguy 
hiểm ở mép trên và 
dưới của mặt cắt

y

x 

σch

σch
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biến hình toàn bộ kết cấu không còn có thể chịu tải được nữa. Rõ ràng với phương pháp 
này ta tận dụng hết khả năng của vật liệu và dĩ nhiên là rất tiết kiệm. Song việc tính theo 
phương pháp trạng thái giới hạn (TTGH) đôi khi đưa đến những biến dạng quá lớn (vật 
liệu làm việc ngoài miền đàn hồi), vượt quá giới hạn cho phép. Do đó trong khi sử dụng 
phương TTGH người ta chú trọng đặc biệt đến biến dạng. Và đối với những chi tiết máy 
yêu cầu biến dạng nhỏ thì không dùng phương pháp TTGH được mà phải sử dụng 
phương pháp USCP như trên. Ngoài ra đối với những bài toán ứng suất thay đổi theo thời 
gian cũng không dùng phương pháp TTGH này được. 
           Điều kiện bền theo phương pháp TTGH được đánh giá thông qua sự so sánh hệ số 
an toàn và hệ số an toàn cho phép:   

                                                             [ ]n
P

P
n gh ≥=                                                 (20-2) 

           Trong đó: n- Hệ số an toàn;  Pgh- Giá trị giới hạn lớn nhất mà kết cấu chịu được; P-
Tải trọng thực tế tác dụng lên kết cấu; [ ]n - Hệ số an toàn cho phép, phụ thuộc vào nhiều 
yếu tố và được xác định trước (thường được cho trong các sổ tay kĩ thuật). 
           Cơ sở của cách tính theo TTGH là giả thiết về đồ thị quan hệ giữa ứng suất và biến 
dạng. Căn cứ vào biểu đồ thí nghiệm về kéo vật liệu dẻo (hình 20.2a), từ biểu đồ này 
người ta coi như lí tưởng hoá từ khi xuất hiện giới hạn chảy thì vật liệu sẽ làm việc ứng 
với thời kì chảy kéo dài mà không có thời kì củng cố nữa, đồng thời xem giới hạn chảy 
và giới hạn tỉ lệ trùng nhau (xem hình 20.2b). 
            
 

 
 
 
 
 
 
 
Sự lí tưởng hoá này cũng có cơ sở thực tế vì giai đoạn chảy rất lớn thường gấp 

10÷20 lần so với giai đoạn tỉ lệ. Biểu đồ này được gọi là biểu đồ đàn hồi dẻo lí tưởng,   
thép tương đối phù hợp với biểu đồ này và biểu đồ này là sơ đồ prandt. 
            Theo sơ đồ này: ở giai đoạn đầu ứng suất nhỏ hơn giới hạn chảy σch thì vật liệu 
làm việc hoàn toàn đàn hồi, quan hệ giữa ứng suất và biến dạng tuân theo định luật 
Hooke và kết thúc tại điểm A (σch, εch). Sau đó thì vật liệu chuyển sang chảy dẻo, ứng 
suất tăng và giữ là hằng số, đồng thời biến dạng ở nơi nguy hiểm nhất của kết cấu sẽ tăng 
lên, hiện tượng này sẽ xuất hiện ở một nơi và cứ thế lan dần ra các nơi khác của kết cấu 
cho đến khi kết cấu bị phá huỷ hoàn toàn hoặc bị biến hình toàn cục. Khi đó ta nói kết 
cấu đã tới trạng thái giới hạn. Tải trọng ứng với trạng thái giới hạn này của kết cấu được 
gọi là tải trọng giới hạn và kí hiệu là Pgh. Đôi khi người ta bỏ qua cả giai đoạn đàn  hồi, 
tức là xem giai đoạn này quá ngắn so với giai đoạn chảy dẻo. Biểu đồ này là biểu đồ cứng 
dẻo lí tưởng (xem hình 20.2c). Trong việc tính toán theo TTGH ngoài việc sử dụng biểu 
thức (20-2) người ta cũng có thể sử dụng cách so sánh khác: 

                                                    [ ]
n

P
PP gh

max =≤                                                    (20-3) 

a) b) c) 

σ σ σ 

σch 
σth 

σch
σth

ε ε ε 

A B

Hình 20.2: Quan hệ giữa ứng suất và 
biến dạng
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           [ ]P - gọi là tải trọng cho phép. 
           Thực chất hai biểu thức (20-2) và (20-3) có bản chất giống nhau. 
 
20.2. BÀI TOÁN KÉO NÉN . 
     20.2.1. Ví dụ 1:Bài toán tĩnh định. Trên h 20.3 biểu diễn một hệ thanh tĩnh định. Hãy 
xác định ứng suất của các thanh. 
           Lời giải: Để xác định nội lực trong hai 
thanh OA và OB, chúng ta chỉ cần tách nút O 
và dùng hai phương trình hình chiếu (hai 
phương trình cân bằng tĩnh học thông thường) 
ta đủ xác định nội lực của chúng. Ứng suất 
xuất hiện trong cac thanh OA, OB sẽ là: 

             [ ]σ≤
α

=σ
cosF2
P                          (a) 

            hay            

         [ ] α×
σ

=α⋅⋅σ≤ cosF2
n

cosF2P ch    (b)  

            Nếu tính theoTTGH thì ứng suất trong 
thanh tính bằng biểu thức (a) và hệ bị phá 
huỷ. Giá trị lực ứng với lúc này là lực giới hạn Pgh (xem hình 20.3b). 
            Lập phương trình ứng với trạng thái này (hình 20.3b), ta được: 
                                                     α⋅⋅σ= cosF2P chgh              (c) 
            Nếu cũng dùng một hệ số an toàn n như nhau thì tải trọng lớn nhất tác dụng lên hệ 
cũng sẽ là:   

                                                      
n

cosF2
n

P
P chgh α⋅⋅σ

=≤     (d) 

            Kết luận trong bài toán tĩnh định về kéo (nén) đúng tâm thì giá trị lực lớn nhất 
tính theo phương pháp USCP và phương pháp TTGH sẽ như nhau (biểu thức (b) và (d) 
như nhau). Điều này cũng dễ hiểu, bởi vì ứng suất trong thanh là hằng số và cùng tiến tới 
giới hạn chảy cùng lúc. 
     20.2.2. Hệ siêu tĩnh 
           Ví dụ 2: Xét một hệ thanh siêu tĩnh gồm 3 thanh nối với nhau (hình 20.4a). Các 
thanh (1), (2) và (3) có diện tích như nhau là F và mô đuyn đàn hồi E như nhau. Hãy tính 
nội lực các thanh. 
            Lời giải : Trước hết ta phải giải bài toán siêu tĩnh này để tìm giá trị nội lực trong 

Hình 20.3: Sơ đồ hệ thanh 
tĩnh định (a) 
                 và tính lực 

α α 

A B

E F y 

x O

P

a/

Pgh

σch σch

b/

P
x

a
)

α α 

β β 

A 

(1
) 

(3
) 

(2
) 

l 
C B 

P 

I K 

O’ 

O 

O

b
)

Hình 20.4: Sơ đồ tính nội lực ở hệ thanh  
siêu tĩnh 

y

N1 
N2 

N3 

c
)

σch⋅F σch⋅F 

σch⋅F 

O

Pgh 
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các thanh (1), (2), (3).  
           Để xác định nội lực trong các thanh đó ta tách nút O ra (xem hình 20.4b). Xét sự 
cân bằng nút O từ hai phương trình hình chiếu lên trục Ox và Oy, ta có: 
                                               ( ) 0NNP 13x =−=∑                                     (a) 

                                 ( ) 0cosNcosNPNP 312y =α+α⋅+−=∑                  (b) 
           Hai phương trình (a) và (b) có 3 ẩn số nên ta phải xây dựng một phương trình bổ 
sung. Ta thấy khi chịu lực tác dụng P thì điểm O sẽ chuyển dời đến điểm O′ . Ta hạ  từ O 
xuống CO′  và AO′ (xem hình 20.4a) và tính được: 
                                                β′≈′=′ cosOOOKOI                                     (c) 
(chú ý do biến dạng nhỏ nên β≈α ) 
            Về mặt biến dạng, ta có thể tính đoạn OI ′ sẽ là: 

                                                 
α⋅

⋅
=′

α⋅
×

=′
cosEF

lN
OK;

cosEF
lN

OI 31  

           và                                    
EF

lN
OO 2 ⋅=′  

           Thay các đại lượng này vào (c). Từ (a), (b) và (c), ta tìm được: 

                                               
α+
α⋅

== 3

2

31 co21
coPNN                                       (d) 

          và:                                   
α+

= 32 co1
PN                                               (e) 

          Vì nội lực ở thanh (2) lớn hơn nên khi ta tăng P thì trong thanh (2) ứng suất sẽ là:  

                                        ( ) [ ]
nco21F

P
F

N ch
3

2
2

σ
=σ≤

α+
==σ                       (g) 

          Vậy nếu tính theo phương pháp USCP thì lực P phải thoả mãn biểu thức (g), có 

nghĩa là:                                      ( ) [ ]dh
3ch Pcos21F

n
P =α+⋅

σ
=                     (h) 

           Ta đặt giá trị P lớn nhất là [ ]dhP , lực cho phép ở giới hạn đàn hồi.  
           Nếu tính theo TTGH thì tải trọng P làm cho ứng suất trong thanh (2) đạt tới giới 
hạn chảy chưa thể coi là tải trọng giới hạn. Vì tuy lúc này ứng suất trong thanh (2) đạt 
giới hạn chảy σch  không thể tăng được nưã, nhưng ở thanh (1) và (3) ứng suất còn dưới 
giới hạn chảy  nên nó tiếp tục gánh thêm tải nếu tiếp tục tăng P. Và chỉ khi nào cả 3 thanh 
chịu ứng suất bằng giới hạn chảy σch thì mới xem kết cấu bị phá hủy (xem hình 20.4c). 
           Căn cứ vào hình 20.4c, ta tìm được Pgh là: 
                                                         ( )α+⋅σ= cos21FP chgh                         (i) 
          Tương tự như trên, nếu hệ số an toàn không thay đổi vẫn là n thì ta có lực cho phép 
theo phương pháp TTGH sẽ là:  

                                                  [ ] ( )
n

cos21F
n

P
P chgh

d
α+⋅⋅σ

==                  (k) 

          [ ] −dP gọi là tải trọng cho phép khi kết cấu làm việc ở trạng thái dẻo. 
          So sánh biểu thức (h) và (k), ta có kết luận:   
                                                             [ ] [ ]dhd PP >  
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          Tức là tải trọng cho phép khi tính theo TTGH lớn hơn tải trọng cho phép khi tính 
theo USCP. Độ chênh lệch đó có thể tính như sau: 

                                         [ ] [ ]
[ ]

( )
α+
α−α

=
−

=∆ 3

3

dh

dhd

cos21
coscos2

P
PP  

           Giá trị ∆ phụ thuộc vào góc α. Giả sử 030=α  thì 19,0=∆ , tức là tính theo 
TTGH thì tải trọng tăng 19% so với khi tính bằng phương pháp USCP. 
            Ví dụ 3: Một hệ thanh bằng thép treo một dầm tuyệt đối cứng AB như trên hình 
20.5a . Cho biết 030=α ; F2F1 = ; F3F2 = ; FFF 43 == . Tính Pgh. 

Lời giải: Có nhiều cách phân tích khả năng bị biến hình của kết cấu khi tải trọng 
P tăng. Dưới đây phân tích các khả năng xuất hiện sự biến dạng dẻo để hệ đi tới trạng thái 
giới hạn là: Thứ nhất nếu hai thanh (1) và (2) đều chảy dẻo. Thứ 2 là các thanh (1), (3) và 
(4) đều  chảy dẻo. Thứ 3 là các thanh (2), (3) và (4) đều chảy dẻo. Chúng ta hãy phân tích 
các trường hợp đó để tìm ra Pgh nhỏ nhất có thể có được 

- Trường hợp thứ 1: nếu hai thanh (1) và (2) đều chảy dẻo (hình 20.5b). Viết điều 
kiện cân bằng với phương trình mô men đối với điểm B với giả thiết là P đã đạt tới 1

ghP . 

Ta có:                0aF3a2F2
2
aPa2P3 chch

1
gh

1
gh =⋅⋅σ−⋅⋅σ−⋅+⋅  

(1
)

a
)

(2
)

(3
)

(4
)2F 3F F F

α α 
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P
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b
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Hình 20.5: Sơ đồ tính lực tới hạn 
của một hệ thanh bằng thép treo một 

dầm tuyệt đồ cứng vững
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            Suy ra:                            F077,1F
13
14P chch

1
gh ⋅σ=⋅σ⋅=  

     - Trường hợp thứ 2: các thanh (1), (2) và (4) đều chảy dẻo (hình 20.5c).  
            Viết phương trình mô men với điểm C, ta có: 

                           0cosaF2aF2
2
aPaP3 chch

2
gh

2
gh =α⋅⋅⋅σ−⋅⋅σ−⋅−⋅  

            Suy ra:                 ( ) F49,1cos1F
5
4P chch

2
gh ⋅σ=α+⋅σ=  

                  - Trường hợp thứ 3: các thanh (2), (3) và (4) đều chảy dẻo, xem hình 20.5d. 
Ta  
lấy mô men với điểm A: 

                                  0a2cosF2aF3a
2
3P chch

3
gh =⋅α⋅⋅σ−⋅⋅σ−⋅⋅  

            Suy ra:                ( ) F27,4cos43F
3
2P chch

3
gh ⋅σ=α+⋅σ=  

           Trong các trường hợp trên thì trường hợp thứ nhất là nguy hiểm nhất ứng với 
F077,1P ch

1
gh ⋅σ=  thì hệ đã biến hình và đó cũng là lực giới hạn có thể tác dụng lên hệ. Dĩ  

nhiên nếu tính đến sự an toàn với hệ số n thì  [ ]
n

P
P

1
gh

d =  

           Ví dụ 4: Kiểm tra bền theo theo phương pháp TTGH cho một thanh bị ngàm chặt 
ở hai đầu, chịu lực P dọc trục như trên hình 20.6a. Cho biết F=4cm, P= 85kN, 
σch=21 2cmkN và [ ] 8,1n = . 
         Lời giải: Giá trị lực P sẽ biến thành lực Pgh khi 
cả hai đoạn AB và BC cùng chảy dẻo , tức là NA , NB  

đều đạt đến giá trị σch⋅F= NA=NB . 
            Bằng phương pháp mặt cắt thông thường ta 
xét sự cân bằng như trên hình 20.6b, ta có:    
                 0F2PNNP chghBAgh =⋅−=−− σ  
            Suy ra:    kN16841,22Pgh =×⋅=  
           Theo (20-2) ta kiểm tra bền theo TTGH là:  

                   [ ]n97,1
85

168
P

P
n gh >===  

           Thanh làm việc đảm bảo điều kiện bền theo 
TTGH. 
20.3.TÍNH TRỤC TRÒN CHỊU XOẮN. 
           Một thanh tròn chịu xoắn thì trong giai đoạn đầu thanh làm việc trong giới hạn đàn 
hồi, tức là ứng suất nó lớn nhất ở chu vi và giá trị ta đã gặp ở chương xoắn:  

P

z
max W

M
=τ  

            Sự phân bố ứng suất được biểu diễn trên hình 20.7a.          
     
 τmax 

σch 
Đàn hồi dẻo 

τch 

∴∴

∴∴∴ 

∴ ∴ ∴ 

∴ 
∴ ∴ ∴ 

∴ ∴ 

∴ ∴ 
∴ 
∴∴ ∴ 

τch 

∴ ∴ ∴ 

∴ 

a)

a

2
a

P  
Pgh

 NB

 NA
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B

b)

Hình 20.6: Kiểm tra 
bền theo phương pháp 

TTGH 

C
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Khi ứng suất tiếp lớn nhất trên mặt cắt có mô men xoắn lớn nhất đạt tới giới hạn 
chảy τch. Theo phương pháp USCP thì đó là giới hạn nguy hiểm và mô men xoắn này 
nằm 
ở giữa giới hạn đàn hồi và dẻo, nó được tính: 

ch

3

PchZ 16
RWM

dh
τ⋅

π
=⋅τ=  ,    vì ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

16
RW

3

Pdh

π  

            Với hệ số an toàn n chẳng hạn thì mô men cực đại ở giai đoạn đầu đàn hồi sẽ là:  

                                             [ ] [ ]τπ
=

16
RM

3

dhZ     với [ ]
n
chτ

=τ  

            Đối với vật liệu dẻo lí tưởng đã nói ở trên, khi tiếp tục tăng tải trọng thì vùng dẻo 
ở mặt cắt tăng lên, không những ở  trên chu vi đạt giới hạn chảy mà ngay cả phía trong 
chu vi thì cũng xuất hiện ứng suất chảy và lan dần vào trong như hình 20.7b. Sự phát 
triển vùng chảy dẻo sẽ tăng đến tâm của mặt cắt và ứng suất mọi điểm đều đạt đến giới 
hạn chảy dẻo τch (xem hình 20.7c). Khi đó mô men xoắn nội lực đạt đến giới hạn gọi là 
mô men xoắn dẻo. Để tính giá trị này ta cũng làm như thường lệ:   

                               ch

32

0
ch

R

0

2

F
chZd 3

R2dddFM τ⋅
π

=ρ⋅ϕ⋅τ⋅ρ=⋅ρ⋅τ= ∫ ∫∫
π

 

           Đặt  Pd

3

W
3
R2

=
π   - mô men chống xoắn dẻo. Ta gọi 

3
4

W
W

k
Pdh

Pd == - hệ số tăng 

tải trọng khi tính theo TTGH với phương pháp USCP. 
20.4.THANH CHỊU UỐN THUẦN TUÝ 
           Theo định nghĩa đã biết thì thanh uốn thuần tuý khi trên mặt cắt của thanh chỉ có 
một thành phần nội lực là mô men uốn.Trong giai đoạn đầu vật liệu làm việc trong miền 
đàn hồi, phân bố theo chiều cao của mặt cắt ngang là bậc nhất và ứng suất cực đại đạt 
được ở các mếp trên và dưới của mặt cắt và được biểu diễn trên hình 20.8a. Ứng với giá 
trị mô men ở thời điểm này là Mxdh và được tính như sau: 
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                                                          xchxdh WM ×σ=  

          (Đối với hình chữ nhật,
6

bhW
2

x =  mà ta đã gặp trong chương uốn) 

           Tương tự như các bài toán trên với n là hệ số an toàn thì mô men cực đại có thể có 
trong giới hạn đàn hồi là:        

[ ] [ ] xx
ch

dhx WW
n

M ⋅σ=
σ

=  

           Theo phương pháp USCP thì khi mô men nội lực đạt tới giá trị [ ]dhxM  thì coi như 
kết cấu bị phá huỷ. Tuy nhiên nếu ta tiếp tục tăng tải trọng, mô men nội lực cũng tăng lên 
và sự phát triển ứng suất chảy σch sẽ tiếp tục tiến vào đường trung hoà (xem hình 20.8b). 
Sự phát triển  miền chảy dẻo còn có thể làm cho σch điền đầy cả mặt cắt như hình 20.8c. 
Mô men nội lực trên mặt cắt lúc này gọi là mô men dẻo Md. Ở trạng thái toàn bộ  mặt cắt 
chịu sự chảy dẻo thì trên mặt cắt chia làm hai vùng chảy dẻo có giá trị tuyệt đối là σch 
nhưng một vùng chịu kéo và một vùng chịu nén (xem hình 20.8c). Nó khác với trường 
hợp chịu kéo (nén) ứng suất trên một mặt cắt chỉ có thể là kéo hoàn toàn hoặc nén hoàn 
toàn. 
          Trở lại bài toán uốn ta xác định được Md bằng cách lấy mô men  đối với trục x1 (là 
trục trung hoà mới, ranh giới giữa miền dẻo chịu kéo và miền dẻo chịu nén. Cần chú y′ là 
ứng suất vuông góc với mặt cắt, nghĩa là tạo với trục x1 mô men dẻo). 
            Và                             ∫∫ ⋅⋅σ+⋅⋅σ=

nK F
ch

F
chd dFydFyM  

            hay                    [ ]nKch
F

ch
F

chd SSydFydFM
nK

+σ=σ+σ= ∫∫  

            Trong đó: ∫
KF

ydF, ∫
nF

ydF  là mô men tĩnh của phần diện tích dẻo chịu kéo và chịu  

nén lấy với trục x1 , được kí hiệu là Sk  và Sn. 
            Vậy                                     ( ) chnkd SSM σ+=  

Hình 20.8: Sự phát triển miền dẻo trên thanh 
chịu uốn thuần tuý

y
 

a) 

b) 

c) 

y

x1

x

né
n

ké
o

σch

σch
σch

σch

σch

σch

Mx=Mx,dh 

Mx,dh<Mx<Mx,d 

Mx =Mx,d 

Đàn 
hồi

Dẻo



 167

            Ta đặt dnK WSS =+ - mô men chống uốn dẻo. Thì mô men uốn giới hạn (ứng với 
mặt cắt hoàn toàn chảy dẻo) được viết:  

dchd WM ⋅σ=  
            Đến đây còn một vấn đề nữa là phải tìm đường trung hoà mới x1 (đường chia hai 
miền khi dẻo, nó có thể  không trùng với trục trung hoà x mà ta đã biết trong chương uốn, 
khi mặt cắt còn làm việc trong miền đàn hồi). Để xác định x1 ta chú ý rằng đây là bài toán 
uốn thuần tuý nên ngoài Mx, các thành phần nội lực khác không có. Ví vậy lực dọc NZ =0 
(tức là chiếu tất cả các lực lên trục z phải bằng 0). 
                                                0dFdFN

nK F
ch

F
chZ =⋅σ−⋅σ= ∫∫  

            Suy ra                                      0dFdF
nK FF

=− ∫∫  

            Hay                                             FK=Fn                                                        (20-4) 
            Như vậy đường trung hoà mới x1 chia diện tích mặt cắt ra làm hai phần bằng nhau 
khi tính bằng phương pháp TTGH.      
            Nếu vẫn sử  dụng n là hệ số an toàn khi tính độ bền theo TTGH, thì mô men lớn 

nhất khi dẻo sẽ là:                    [ ] [ ] dd
ch

d WW
n

M ⋅=⋅= σ
σ

 

            Rõ ràng đối với các hình đối xứng như hình chữ nhật, hình tròn, chữ I thì trục x và 
x1 phải trùng nhau. Nếu mặt cắt không đối xứng qua trục x, thì trục x1 sẽ xác định theo 
(20-4). Dưới đây chúng ta thử so sánh Wdh và Wd cũng chính là so sánh giá trị của Mdh và 
Md đối với một số hình thường gặp. 
            1/Mặt cắt hình chữ nhật có tiết diện b×h:   

nKd

2

dh SSW;
6
hbW +=
⋅

=  

            Mà                               
8

bh
4
h

2
hbSS

2

nK =×⋅==  

            Vậy                                       
4

bhW
2

d =  

            Chú ý: Khi tính mô men tĩnh SK, Sn là tính mô tĩnh của 1/2 hình chữ  nhật lấy đối 
với trục x (x và x1 trùng nhau). 
            Ta  lập tỉ số  so sánh:     

5,1
2
3

6bh
4bh

W
W

2

2

dh

d ===  

            Cũng có nghĩa là mô men nội lực tính theo phương pháp TTGH gấp 1,5 lần so với 
mô men nội lực tính theo phương pháp USCP. 
            2/ Đối với mặt cắt hình tròn. 

                                         3
2

nKd R
3
4R

3
4

2
R2SSW =

π
×

π
⋅=+=  

             (Tính mô men tĩnh 1/2 hình tròn với trục x qua tâm). 
            Như trong chương  đặc trưng hình học ta đã có: 

                                                         
32
RW

3

dh
π

=  
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            Lập tỉ số                        
3
5

32R
R34

W
W

3

3

dh

d ≈
π

=    (xem π≈3,2) 

            Vậy mô men nội lực tính theo TTGH tăng 5/3 lần so với mô men nội lực tính theo 
USCP. 
            3/ Đối với các tiết diện hình chữ I,     ta tìm được mô men chống uốn đàn hồi Wdh, 
Sx là mô men tĩnh của 1/2 hình đối với trục trung hoà x và ta được tỷ số: 

                                                     5,115,1
W
W

dh

d ÷=  

            Ví dụ 5:  Tìm giá trị mô men Mdh theo phương pháp USCP và gía trị mô men giới 
hạn Md tác dụng lên dầm công xôn có tiết diện như hình 20.9. Cho biết σch=32 2cmkN , 
hệ số an toàn n= 1,85. 
            Lời giải: Chúng ta xác 
định trọng tâm C của mặt cắt 
(xem hình 20.9b) và mô men 
quán tính chính trung tâm Jx rồi 
tìm Wdh, theo tuần tự đã gặp 
trong các chương đặc trưng hình 
học của mặt cắt và chương uốn 
trong phần đầu, ở đây ta cho kết 
quả Wdh=10,85 cm3. 
           Chúng ta  tìm trục trung 
hoà khi cả mặt  cắt chảy dẻo, tức 
là tìm  trục  chia  đôi mặt cắt đó 
ra. 
            Diện tích của cả mặt cắt là:     

F=4⋅1+6⋅1=10cm2 
            Vậy trục x1 cách mép dưới là 5cm (chia đôi mặt cắt) 
            Vậy                Wd=SK+Sn=5⋅1⋅2,5+1⋅1⋅0,5+4⋅1⋅1,5=19cm3. 
            Cuối cùng ta có: 

                                 
[ ]

[ ] kNcm84,32819
85,1

32W
n

M

KNcm67,18785,10
85,1

32W
n

M

d
ch

d

dh
ch

dh

=×=⋅
σ

=

=×=⋅
σ

=
 

 
20.5. THANH CHỊU UỐN NGANG PHẲNG. KHỚP DẺO. 
           Chúng ta vừa xét bài toán uốn thuần tuý (mô men nội lực là hằng số trong một 
đoạn nào đấy hoặc suốt chiều dài) tức là các mặt cắt trên kết cấu đang xét là bằng nhau và 
sự xuất hiện, phát triển chảy dẻo cũng sẽ đồng bộ cho mọi mặt cắt, nên tải trọng giới hạn 
cũng bằng nhau ở mọi mặt cắt. Nhưng trong bài toán uốn ngang phẳng thì nói chung có 
lực cắt Qy xuất hiện và mô men nội lực Mx sẽ thay đổi và chỉ lớn nhất ở một vài mặt cắt 
thôi (tuỳ theo tải trọng tác dụng) .Ta hãy xét một trường hợp đơn giản của một dầm chịu 
lực như trên hình 20.10a. Tại tiết diện đặt lực, mô men uốn nội lực Mx lớn nhất và giá trị 
 này có được bằng cách tính mô men uốn nội lực tại đó:  

Hình 20.9: Sơ đồ tính mô 
nen  Mdh  và  Md    theo 

phương pgháp USCP 
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ba
baPM maxx +
⋅⋅

=  

          Quá trình hình thành và phát triển biến dạng dẻo tại điểm đặt lực diễn ra như sau : 
              1- Giai đoạn đàn hồi: Cùng với lực P tăng lên thì giá trị Mxmax cũng tăng lên cho 
đến khi Mxmax=Mdh  , ứng với giới hạn đàn hồi và lúc này sự chảy dẻo bắt đầu xuất hiện ở  
các cạnh của mặt cắt đó xa trục trung hoà nhất (hình 20.10b). 
                 2- Giai đoạn đàn dẻo: Khi Mmax > Mdh thì tại tiết diện đặt lực biến dạng dẻo lan 
dần vào bên trong khi cả tiết diện này đều chảy dẻo thì tiếp tục các mặt cắt lân cận mô 
men cũng tăng và đạt tới giới hạn đàn hồi 
Mdh, cứ tiếp tục tăng lực P thì trên thanh 
sẽ hình thành 1 vùng dẻo (xem hình 
20.10c). 
                 3- Lực giới hạn và khớp dẻo: 
Khi tại mặt cắt chịu mô men nội lực đạt 
đến giá trị giới hạn  Mxmax=Md  (mô men 
lớn nhất làm cho cả mặt cắt bị chảy dẻo). 
Miền chảy dẻo này sẽ lan sang các mặt cắt 
lân cận tạo nên một vùng chảy dẻo (xem 
hình 20.10c) . Cũng chính ở nơi đặt lực P 
mặt cắt bị chảy dẻo hoàn toàn hình thành 
như một khớp gọi là “khớp dẻo“, khi đó P 
đạt đến giá trị tới hạn (xem hình 20.10d,e). 
Lúc này dầm biến thành một cơ cấu, một 
hệ biến hình. Về mặt cơ học, thì sự làm 
việc của dầm đối với “khớp dẻo“ cũng 
như khớp thật . Song chúng cũng có đôi 
điều khác nhau: 
                 - Tại khớp thật của kết cấu, mô 
men uốn bằng không, còn tại “ khớp dẻo” 
thì mô men uốn khác không và bằng mô 
men uốn chảy dẻo Md. 
                 - Ở mặt cắt ngang tại khớp thật 
có thể xoay theo hai chiều (hình 20.11a). 
Còn ở “ khớp dẻo“  mặt cắt chỉ xoay theo 
thớ căng của mô men (hình 20.11b,c), tức là tại “khớp dẻo“ chỉ cho phép mở về một phía. 
           Bây giờ chúng ta  hảy để ý đến vấn đề  về số “ 
khớp dẻo“ là bao nhiêu để  hệ trở nên biến hình tức là 
không còn làm việc được . Trong phần vừa mới trình 
bày trên hình 20.9 là một dầm tĩnh định  và qua phân 
tích ta thấy chỉ  cần cơ cấu xuất hiện một “khớp dẻo“ 
tại lực Pgh là cơ cấu đã biến hình. Vậy đối với những 
hệ siêu tĩnh bậc n thì cần phải hình thành bao nhiêu 
“khớp dẻo“  thì cơ cấu mới thật sự biến hình. Số khớp 
dẻo đó tối đa chỉ là n+1 (n là số bậc siêu tĩnh, chúng ta 
sẽ gặp điều này trong ví dụ sau )  Hình 20.11: Mô men 

uốn tại khớp  thật 
và khớp dẻo

a)

b)

c)

Pgh 

Pgh 

a)

b)

c
)

d)

e)

P

Mdh 

a b 

Biến dạng dẻo đầu 
tiên
Mdh Md Mdh 

Hình thành1vùng 
chảy dẻoP

Miền chảy 
dẻo

Hình thành khớp 
dẻo

                   Hình 
20.10:  

Quá trình hình
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            Một vấn đề cũng cần nói đến là khi tính dầm chịu uốn ta bỏ qua ảnh hưởng của 
lực cắt (ứng suất tiếp) đến sự chảy dẻo, điều kiện chảy dẻo như cách trình bày ở trên là 
mới để ý đến mô men nội lực (ứng suất pháp  như trong trạng thái ứng suất đơn). Trong 
sự phát triển vùng chảy dẻo, tại đây không có khả năng chịu  cắt, tức là ứng suất tiếp tại 
đó không có. Ứng suất tiếp chỉ xuất hiện và tồn tại ở vùng đàn hồi và được tính như trong 
uốn ngang phẳng. 
            Ví dụ 6: Xác định cường độ lực q phân bố trên dầm (xem hình 20.12a). Dầm làm 
từ thép định hình chữ I số hiệu 18, có 2

ch cmkN32=σ , chiều dài của dầm là 3,8m. 
            Lời giải: Tra bảng ứng với  thép I 18N0

− , ta có: 
                 - Mô men tĩnh của 1/2 diện tích của mặt cắt sẽ là: Sx= 81,4cm2. 
                 - Mô men chống uốn dẻo: 
                     Wxd=Sk+Sn=2×81,4=162,8cm3. 
                 - Mô men uốn dẻo ở mặt cắt giữa 
dầm sẽ là: 
             Mxd=σch⋅Wxd=32×162,8=5209,6kNcm  
                   =52,096kNm. 
                - Cũng tại giữa dầm (hình 20.12), ta 
vẽ biểu đồ nội lực sẽ nhận được giá trị mô men 
nội lực lớn nhất là 8qlM 2

maxx = . Khi giá trị 
này bằng Mxd thì ở đây hình thành “khớp dẻo” 
và hệ biến hình. Cho nên giá trị giới hạn qgh 
được xác định bởi:             

kNm096,52
8

lq
MM

2
gh

xdmaxx =
⋅

==  

           Cuối cùng:                   mkN85,288
l
096,52q 2gh =×=  

           Ví dụ 7: Xác định kích thước ngang của mặt cắt hình chữ nhật (h=2b) siêu tĩnh 
như trên hình vẽ 20.13a. Được biết P=25kN; a= 0,5m; 2

ch cmkN26=σ ; n=2. 
           Lời giải: 

1-Cách giải đàn hồi: Trước tiên ta vẽ biểu đồ mô men nội lực xuất hiện trong dầm 
siêu tĩnh này. Bằng phương pháp lực giải hệ siêu tĩnh  ta vẽ được biểu đồ mô men nội lực 
như trên hình 20.13b. Căn cứ vào biểu đồ ta thấy tại ngàm giá trị mô men lớn nhất. Cho 
nên khi tăng tải trọng P thì tại đây sẽ chảy dẻo trước và hình thành khớp dẻo đầu tiên (sau 
thời điểm này dầm có thể chịu tải tiếp  tục vì với một khớp ở ngàm dầm vẫn chưa bị biến 
hình hoàn toàn). Mô men ở khớp dẻo này có chiều quay làm căng thớ trên của dầm (xem 
hình 20.13c). 

Từ sơ đồ này ta xác định giá trị phản lực tại B là YB theo phương trình cần bằng 
(lấy mô men của các lực ở điểm A tại ngàm ), ta sẽ có: 
                                           0MaPa3YM xdBA =+⋅−⋅=∑  

3,8m 

q

18N0
−

a)

               Hình 
20.12: 
Tính lực q phân bố đều 

8
ql2

b)
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            Vậy                             ( )xdB MaP
a3
1Y −=  

Lúc này biểu đồ mô men nội lực được xây dựng như trên hình 20.13d. Nếu ta tiếp 
tục tăng lực P lên thì giá trị Mxd tại ngàm không đổi nhưng ở điểm đặt lực P mô men sẽ 
tăng dần đến giá trị chảy dẻo Mxd, tức là hình thành ở đây một khớp dẻo nữa, dầm làm 
việc theo sơ đồ của một hệ biến hình (xem hình 20.13e) và mất khả năng chịu lực. Vậy 
khi mô men nội lực tại lực P là YB×a đạt giới hạn dẻo Mxd  nữa  thì dầm ở  trạng thái giới 
hạn và tải trọng sẽ đạt đến  Pgh. Từ giá trị YB  tính được mô men tại điểm Pgh  phải bằng 

Mxd:                   ( )
a

M4
PMaMaP

a3
1aY xd

ghxdxdghB =→=×−=×  

               - Với mặt cắt chữ  nhật h=2b, thì mô men chống uốn dẻo: 

                                                            
8
h

4
bhW

33

xd ==  

                - Điều kiện bền theo TTGH 

8
h

anan
W4

n
P

P25
3

chxdchgh ⋅
⋅

σ
=

⋅
⋅σ

=≤=  

a
)

b
)

c
)

d
)

e
)

f
)

Hình 20.13: Tính kích thước ngang của mặt cắt hình 
chữ nhật siêu tĩnh

P
A B

C
a 2

a b 

h
 

Pa
9
4  

Pa
27
8Md 

Mxd YB×2a

P 

YB 

A 

Mxd 

Pgh 

Mxd 
Pgh 

H 

V

Mxd 

YB 
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            Vậy:                    4,192
26

2502252anPh
ch

3 =
⋅⋅⋅

=
σ

⋅⋅⋅
=    cm3 

            Suy ra:                            h=5,8 cm   và b=2,9 cm 
           Nếu tính theo phương pháp USCP thì ta căn cứ vào biểu đồ mô men nội lực trên 
hình 20.13b, thì tại A ở ngàm mô men lớn nhất, vậy: 

[ ]σ=
σ

≤=σ
nW

M ch

xdh

max
max  

                                                   
nbh

6aP
9
4 ch

2max
σ

≤×⋅=σ  

                                               13
2
26

2
h9

650254
3max =≤

×

×××
=σ  

            Vậy:                                        33 cm1358h =  
            Hay                                 h=11,4 cm  và b=5,7 cm 
           Rõ  ràng với ví dụ trên ta thấy rằng nếu để ý đến biến dạng dẻo của vật liệu thì mặt 
cắt ngang sẽ nhỏ hơn nhiều, nghĩa là tiết kiệm vật liệu hơn. 
                2- Phương pháp động học: 
           Phương pháp này dựa vào dự đoán số khớp dẻo và vị trí của nó để  hệ xảy ra việc 
biến hình. Thường việc dự đoán này dựa theo ý tưởng là số khớp dẻo bằng số bậc siêu 
tĩnh cộng thêm một (số khớp dẻo bằng n+1, trong đó n là số bậc siêu tĩnh). Trở lại ví dụ 
của ta đang xét, nếu mới có một khớp dẻo ở ngàm thì chưa thể biến hình được, mà chỉ khi 
nào xuất hiện thêm một khớp dẻo ở nơi đặt lực P (khớp này ngược chiều lại với khớp ở 
ngàm , vì mô men uốn ở ngàm căng phía trên  và ở nơi đặt lực lại căng phía dưới). Sơ đồ 
của dầm ở trạng thái giới hạn được biểu diễn trên hình 20.13e. Nó cho ta hình dung được 
sự chuyển động khả dỉ của hệ khi hệ đạt đến trạng thái giới hạn, vì vậy người ta gọi 
phương pháp này là phương pháp động học. Để xác định YB ta xét sự cân bằng của phân 
tử bên phải (xem hình 20.13f), viết phương trình cân bằng lấy mô men với điểm C. 

                                            =−⋅=∑ xdBc MaYM 0  ⇒
a

M
Y xd

B =  

           Tiếp tục xét sự cân bằng toàn dầm: 
                                   0MM2aP2Ya3M xdxdghBA =−+−⋅=∑  

           hay                           0MaP2
a

M
a3 xdgh

xd =+−⋅  

           Suy ra                         
a

W2
a

M2
P xdchxd

gh
⋅σ

==  

Kết quả giải bằng hai phương pháp này là như nhau. Lời giải theo phương pháp 
động học này tỏ ra ngắn gọn hơn. Đối với những trường hợp có khả năng xuất hiện nhiều 
khớp dẻo, ví như số vị trí có các lực tập trung tác dụng nhiều hơn số khớp dẻo tối đa n+1. 

Lúc này có nhiều phương án hình thành khớp dẻo để hệ biến hình. Dĩ nhiên phải 
dự đoán hết các phương án và giải nó để tìm lực giới hạn Pgh nhỏ nhất đủ cho hệ biến 
hình và phá huỷ. Chúng ta đã làm điều này trong ví dụ 3 ở mục 20-2. Chú ý một điều là 
phương pháp động học này chỉ sử dụng khi biết rõ những vị trí có thể hình thành khớp 
dẻo. Đối với những bài toán mà khớp dẻo có thể di chuyển trong quá trình hình thành và 
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phát triển của sự chảy dẻo (thường xảy ra khi tải trọng là các lực, mô men phân bố), thì 
hiển nhiên không sử dụng phương pháp động học .  

Ví dụ 8: Tính trải trọng cho phép của dầm chịu lực như trên hình 20.14a. 
            Lời giải: Dầm này có  bậc siêu tĩnh là 1. Trong giới hạn đàn hồi ta giải bài toán 
này bằng phương trình 3 mô men hoặc phương pháp lực để xác định được biểu đồ mô 
men nội lực như trên hình 20.14b. Căn cứ biểu đồ này, ta thấy tại điểm D điểm đặt lực P 

mô men có giá trị lớn nhất là Pl
64
13Mmax = . Theo phương pháp USCP, thì ứng suất tại đó 

được tính như sau:  

[ ]
nW

Pl
64
13

W
M ch

xdhxdh

maxx
max

σ
=σ≤⋅==σ  

            Vậy:                                  [ ] [ ]
l13
64W

P xdh
dh ⋅

×
⋅= σ  

            Tính theo TTGH: khi tại D hình 
thành khớp dẻo, nếu tăng lực thì tại B sẽ  
tiếp tục hình thành khớp dẻo nữa (số khớp 
dẻo để hệ biến hình là n+1=1+1=2), lúc này 
dầm ở trạng thái giới hạn (xem hình 20.14c). 
Tải trọng giới hạn Pgh và biểu đồ nội lực Mgh  
ứng với trạng thái giới hạn được trình bày ở 
hình 20.14d. 
               - Từ  Mgh= Md, ta suy ra phản lực ở 
gối A trong trạng thái giới hạn bằng cách 
viết phương trình lấy mô men tại D của phần 
dầm DA: 

0M
2
lYM dAD =−⋅=∑  

          Vậy           
l

M2
Y d

A =  

           -Ta tiếp tục xét phương trình mô men 
lấy với điểm B trong đoạn AB.Ta sẽ có: 
                                  

0MMMlY
2
lPM dddAghB =−−+⋅−×=∑

 

            Suy ra:                                
l

M6
P d

gh =  

            Trong đó :              Md=σch×Wd , vậy 
l

W6P dch
gh

⋅σ
=  

            Cũng lấy hệ số an toàn như trên, ta có:       

[ ] [ ]
dd W

l
6P σ

=  

            So sánh kết quả của hai phương pháp trên ta có: 

a) A D B C

l/
2

l/
2

l 

Pl
32
3  

Pl
64
13

4
1

Md 

Md 

Md 

Md 

Pgh

b)

c
)

d)

       Hình 20.14: Tính tải 
trọng cho 
          phép của một dầm 

P 
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                                           [ ]
[ ]

[ ]
[ ] m22,1

W
W

64
l13

l
6

P
P

dh

d

âPh

d =⋅⋅=
σ

σ  

          Trong đó :
dh

d

W
W

m =  là tỉ số so sánh khả năng chịu lực của mặt cắt  tính theo hai  

phương pháp trên . 
 CÂU HỎI TỰ HỌC: 
20.1. Phân tích sự khác biệt của hai phương pháp tính theo trạng thái giới hạn và phương 
pháp tính theo ứng suất cho phép? 
20.2. Nêu tính chất của vật liệu theo sơ đồ đàn-dẻo, dẻo lí tưởng. Vì sao phải xây dựng 
các sơ đồ này ? 
20.3. Khi tính theo trạng thái giới hạn thì khi nào có khớp dẻo. Sự phá huỷ công trình có 
liên hệ gì đến việc hình thành  và phát triển khớp dẻo. 
20.4. Bài toán kéo (nén) khi nào phải sử dụng phương pháp trạng thái giới hạn. 
20.5. Sự khác nhau của bài toán uốn thuần tuý và uốn ngang phẳng khi tính theo TTGH 
20.6. Hãy tìm lực giới hạn Pgh của một dầm chịu lực như trên hình vẽ 20.15. 
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Hình 20.15
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         Chương 21 
TẤM VÀ VỎ 

          
           Như đã nói ở phần mở đầu: Thanh mới là đối tượng nghiên cứu chính của môn học 
sức bền vật liệu, nhưng trong kĩ  thuật còn xuất hiện nhiều kết cấu có hình dáng khác như 
tấm, vỏ, thanh mỏng hay những bài toán về khối....Tấm và vỏ là những bài toán về cơ học 
và thường gặp trong các lĩnh vực xây dựng, cơ khí, hoá học...vì vậy chúng tôi mạnh dạn 
giới thiệu vấn đề cơ bản nhất của lí thuyết về tấm và vỏ. Cũng cần nói thêm rằng: lí 
thuyết về tấm và vỏ là rất rộng lớn, nó đã và đang được nhiều nhà bác học nghiên cứu. 
Tập sách của X.P.Timôsenkô, X.Voinovski Krige đã được một số nhà khoa học Việt nam 
dịch và xuất bản năm 1971 với độ dày 665 trang. Cho nên chúng tôi nghỉ rằng chương 
tấm và vỏ này chỉ trang bị cho sinh viên một số khái niệm nào đó về tấm, vỏ. Chúng tôi 
cũng chỉ mới chọn lọc một số dạng bài toán thường gặp để giới thiệu trong giáo trình này. 
 
           Tấm và vỏ là những vật thể có kích thước theo một phương rất bé so với hai 
phương kia. Kích thước đó được gọi là bề dày của tấm và vỏ. Mặt quỹ tích cách đều hai 
mặt giới hạn của chúng được gọi là mặt trung gian. Nếu mặt trung gian là phẳng thì ta gọi 
vật thể là tấm, nếu mặt trung gian đó là mặt cong thì ta gọi vật thể đó là vỏ. Cũng căn cứ  
vào hình dáng của mặt trung gian đó mà gọi là tấm tròn, tấm vuông, tấm chữ nhật...hay 
vỏ cầu, vỏ trụ, vỏ tròn xoay...Người ta còn căn cứ vào tỉ lệ bề dày của tấm, vỏ để  xác 
định ra loại tấm, vỏ mỏng hay tấm, vỏ dày. 

                    - Nếu 
5
1

lmin

>
δ  thì gọi là tấm, vỏ dày. 

                    - Nếu 
5
1

lmin

<
δ  thì gọi là tấm, vỏ mỏng. 

           Trong đó lmin là  cạnh ngắn nhất của tấm hay vỏ. 
           Bề dày của tấm, vỏ có thể thay đổi, nhưng cũng có thể là không đổi. Thường thì 
các kết cấu tấm và vỏ có bề dày δ không đổi nên ta chú tâm nghiên cứu các loại này. 
           Khi giải các bài toán về tấm và vỏ chúng ta cố gắng diễn giải vấn đề gần với kiến 
thức mà chúng ta đã học ở các phần trên. Chúng ta nghiên cứu trước các bài toán về tấm. 
 
21.1. TẤM TRÒN CHỊU UỐN. 
           Hãy xét tấm tròn có chiều dày không đổi chịu uốn dưới tác dụng của các tải trọng 
có phương vuông góc với mặt phẳng trung gian và phân bố đối xứng qua trục của tấm, 
xem hình 21.1.  
           Hình dạng của mặt sau khi biến dạng được gọi là mặt đàn hồi (hình 21.2). Gọi w là 
thành phần chuyển vị thẳng đứng của đểm trên mặt trung gian. Ta giả sử w là rất bé so 
với chiều dày của tấm ( )51hw ≤ , khi đó ta có thể bỏ qua thành phần chuyển vị theo 
hướng kính và xem w như chuyển vị toàn phần. Sử dụng hệ toạ độ trụ  với trục z trùng 
với trục của tấm, r và ϕ  là bán kính và toạ độ góc của các điểm trong mặt trung gian, khi 
chưa biến dạng thì w laì mäüt haìm âäúi våïi r (w khäng phuû thuäüc vaìo ϕ vì lí do đối 
xứng ).w phụ thuộc vào vị trí mỗi điễm trên mặt trung gian nên phương trình của nó cũng 
là phương trình mặt trung gian. Để đơn giản việc tính toán, ta thừa nhận giả thiết của 
Kiếc-hốp về pháp tuyến của mặt trung gian như sau: 
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  Ta xem rằng các điểm vật rắn nằm trên đường pháp tuyến của mặt trung gian sau 
biến dạng sẽ dịch chuyển  đến các vị trí mới trên pháp tuyến tương ứng của mặt đàn hồi. 
Nói một cách khác, pháp tuyến của mặt trung gian không bị biến dạng trong quá trình 
tấm chịu lực. 
           Giả thiết này đóng vai trò quan trọng như giả thiết về mặt cắt phẳng của Becnuli 
trong lí thuyết về uốn của thanh. 
           Như vậy pháp tuyến của mặt cắt trung gian bị xoay đi một góc ζ  trong quá trình 
tấm biến dạng (hình 21.2). Vì lí do đối xứng nên góc xoay đó hướng về trục của tấm và 
tương tự đối với thanh, góc xoay ζ  là đạo hàm của độ võng w:                

                      
dr
dw

=ς                 (21-1)    

          Độ võng  càng bé khi ζ càng bé. 
          Bây giờ ta hãy tách một phân tố vô 
cùng bé ra khỏi tấm bằng các mặt cắt sau 
đây : hai mặt cắt đi qua trục của tấm tạo 
với nhau một góc dϕ, hai mặt trụ có bán 
kính r và r+dr. Phân tố được biểu diễn 
trên hình 21.3. 
         Ta hãy tính biến dạng của lớp 
mỏng (ijkl) song song với mặt trung 
gian. 
          Sau biến dạng mặt trung gian trở 
thành mặt cong, các pháp tuyến bf và cg 
trở thành đường fb ′′ và gc ′′ , xem hình 
21.4. 

zdr

r 

z 

σr 
σt 

a 

b 

c 

d 

f 

g 
e 

i 

dϕ 

j 

k 

Hình 21.3: Phân tố tính 
biến dạng

h 

l 

Hình 21.1:Tấm tròn 
chịu 
  tác dụng của tải 

P 

z z

w

ζ 

ζ 

Hình 21.2:Hình 
dạng mặt tấm sau 

biến dạng 

ϕ 

r
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         Góc xoay của cg là góc ζ gồm giữa cg và gc ′′ . Góc xoay của bf sẽ là ζ+dζ, góc 
gồm giữa bf và fb ′′ . Biến dạng dài theo phương bán kính εr là biến dạng tỉ đối của thớ 
jk. 

                                            ( )
dr
dz

dr
zdz

r
ς

=
ς−ς+ς

=ε                                           (21-2) 

          Biến dạng theo phương vòng được tính bởi độ giãn của đường kính tròn đi qua kl. 
Chiều dài của đường tròn trước khi biến dạng là 2πr và sau khi biến dạng là ( )ξ+π zr2 . 

 Vậy: 

                                           ( )
r

z
r2

r2zr2
r

ς
=

π
π−ς+π

=ε                                           (21-3) 

          Sử dụng hai mặt cắt ijkl và i’j’k’l’ song song với nhau ta có thể tách từ phân tố trên 
một lớp mỏng (xem hình 21.5). 
           Ta thừa nhận rằng ứng suất pháp trên các mặt cắt song song với mặt trung gian là 
bằng không. Điều thừa nhận này tương đương với việc thừa nhận giả thiết về các lớp 
không ép lên nhau trong quá trình tấm biến dạng. Từ định luật Hooke, ta có: 

                                   [ ]trr E
1

µσ−σ=ε      ;   [ ]rtt E
1

µσ−σ=ε  

           Hay có thể biểu diễn ứng suất qua các thành phần biến dạng: 

                                                   
( )

( )
⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

µε+ε
µ−

=σ

µε+ε
µ−

=σ

rt2t

tr2r

1
E

1
E

                                         (21-4) 

           Thay các trị số của εr và εt  của (21-4) vào (21-2) và (21-3), ta được : 

                                                  

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ς

µ+
ς

µ−
=σ

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ς

µ+
ς

µ−
=σ

dr
d

r1
Ez

rdr
d

1
Ez

2t

2r

                                        (21-5) 

           (Những phương trình này có phần giống như các biểu thức biến dạng, ứng suất 
trong ống dày đã nghiên cứu). 
           Mối tương quan giữa nội lực và ứng suất cũng cần được xem xét. 

Hình 21.5:Sơ đồ 
ứng suất trên một 

lớp mỏng

rσ

rσ

zrτ

zrτ

Hình 21.4: Mặt trung 
gian trước và sau 

biến dạng

w 

b c

f g
j k z

ζ+dζ 

b′ c′

g′
k′

j′  
f ′

ζ 

k′

zrτ

k′
j′  

i′
i k 

j

σt 

σt l 
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           Ta xét lại phân tố abcdefgh. Vì lí do 
đối xứng nên trên các mặt cắt đi qua trục của 
tấm (mặt bcgf và adhe) không thể có ứng 
suất tiếp, nghĩa là không có lực cắt. Trên các 
mặt cắt trụ abfe và dcgh ta có các ứng suất 
τrz, nghĩa là có thành phần lực cắt Q. Thành 
phần lực cắt này cân  bằng với tải trọng đặt 
trên diện tích abcd. Ngoài thành phần lực cắt 
đó ta còn có các thành phần mô men uốn Mr 
và Mt (Q, Mr, Mt là các  thành phần nội lực 
trên đơn vị độ dài), hình 21.6. 
          Tương quan giữa nội lực và ứng suất 
là: 

                        ∫
−

⋅σ⋅ϕ⋅=ϕ⋅
2h

2h
rr zdzdrrdM    ;    ∫

−

⋅σ⋅=⋅
2h

2h
tt zdzdrdrM  

          Đưa các biểu thức tính ứng suất từ (21-5) vào ta có: 

                                         ∫
−

⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ς

µ+
ς

⋅
µ−

=
2h

2h

2
2r dzz

rdr
d

1
EM  

                                         ∫
−

⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ς

⋅µ+
ς

⋅
µ−

=
2h

2h

2
2t dzz

dr
d

r1
EM         

          Biểu thức tích phân:        
12
hdzz

32h

2h

2 =⋅∫
−

 

          Từ đó ta suy ra: 

                                                  

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ς

⋅µ+
ς

⋅=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ς

⋅µ+
ς

⋅=

dr
d

r
DM

rdr
dDM

t

r

                                             (21-6) 

           Trong đó :                    

                                                       ( )2

3

112
hED
µ−

⋅
=                                                     (21-7) 

           D được gọi là độ cứng khi uốn của tấm. Chiếu tất cả các lực lên phương của trục 
đối xứng, ta có: 
                                         ( )( ) 0drrdprdQddrrdQQ =⋅ϕ⋅−ϕ⋅−ϕ++  

           Do đó:                                  ( )rQ
dr
drp ⋅=⋅                                                   (21-8) 

           Lấy tổng mô men của các lực đối với trục y, trục tiếp tuyến với đường tròn r trên 
mặt trung gian, ta có: 

                                
( )( )

( ) 0drddQQddrM
2
drddrrpdrMddrrdMM

t

rrr

=⋅ϕ++ϕ⋅⋅−

−⋅ϕ⋅⋅⋅−ϕ⋅−ϕ++
 

Hình 21.6: Sơ đồ tính ứng 
suất

a b 

c d 

e f 

g 
y

Mtdr

Mr dϕdr 
Mtdr

(Q+dQ)(r+dr)d
ϕ

(Mr+dMr)(r+dr)d
ϕ

h 
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           Bỏ qua các lượng vô cùng bé bậc cao, cuối cùng ta được: 

                                                ( ) rQrM
dr
dM rt ⋅=⋅−                                               (21-9) 

           Vì lí do đối xứng nên tất  cả các phương trình cân bằng khác luôn thoả mãn. 
           Đem  các trị số Mt  và Mr  từ (21-6) vào (21-9) và giả thiết D là hằng số, ta nhận 
được phương trình vi phân: 

                                                
D

rQ
rdr

d
dr
dr 2

2 ⋅
−=−+⋅

ςςς  

           Hay có thể viết dưới dạng: 

                                              ( )
D
Qr

dr
d

r
1

dr
d

−=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ⋅⋅ ς                                                (21-10) 

           Như vậy để có ζ ta chỉ việc tích phân hai lần biểu thức (21-10), tacó: 

                                              [ ]∫ ∫⋅
−+= drQdrr

rD
1

r
C

rC 2
1ς                                   (21-11) 

           Trong đó C1 và C2 là các hằng số tích phân được xác định từ điều kiện biên của 
từng trường hợp cụ thể. 
           Trị số lực cắt Q được xác định từ phương trình 
(21-8) hay đơn giản hơn, ta  tách ra một phần của tấm, 
bằng một mặt trụ bán kính r (hình 21.7) và xét sự cân 
bằng của phần đó. 
           Khi đã xác định được ζ  ta sẽ xác định được các 
mô men Mr và Mt  theo (21-6) và có thể viết được 
phương trình của mặt đàn hồi w theo (21-1). 
           So sánh biểu thức (21-5) và (21-6) ta tìm được 
biểu thức của ứng suất : 

                                      
D

M
1

zE r
2r ⋅

µ−
⋅

=σ  ;    

D
M

1
zE t

2t ⋅
µ−
⋅

=σ  

           Thay trị số D từ (21-7) vào ta có : 

                                       z
h
M12

3
r

r ⋅=σ  ;      z
h
M12

3
t

t ⋅=σ  

           Trị số của ứng suất cực trị tại mặt trên và mắt dưới của tấm sẽ là: 

                                       2
rmax

r h
M6

±=σ  ;     2
tmax

t h
M6

±=σ                                    (21-12) 

           Ví dụ 1: Xác định độ võng và ứng suất trong tấm chịu tải trọng phân bố đều p ở 
hai trường hợp: khi tấm chịu ngàm chung quanh và khi tấm tựa trên các gối đỡ tự do. Gọi 
R là bán kính và h là chiều dày của tấm (xem hình 21.8). 

Hình 21.7: Sơ đồ 
tính lực cắt Q 

r 

QQ

p 
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           Bài giải:Trị số của lực Q được xác định một cách đơn giản bằng cách sử dụng mặt 
cắt trụ bán kính r để tách một phần tấm . Dù liên kết ở bên ngoài như thế nào, từ điều 
kiện cân bằng của phần tấm ta đều có: 

                     2rpr2Q ⋅π=π⋅  hay 
2
prQ =  

          - Đưa trị số đó vào biểu thức (21-11) ta có 
được biểu thức của góc xoay : 

                      
D16
rp

r
CrC

3
2

1 ⋅
⋅

−+⋅=ς  

          Với điều kiện góc xoay tại tâm của tấm là 
bằng không, ta xác định được C2=0, vậy biểu 
thức của góc xoay được rút gọn lại: 

                       
D16
rprC

3

1 ⋅
⋅

−⋅=ς                    (a) 

           Bây giờ ta hãy xét các trường hợp liên kết 
khác nhau. Trường  hợp thứ nhất khi tấm chịu 
ngàm chung quanh. Điều kiện biên sẽ là r=R thì 
ζ=0. Từ đó ta tính được: 

                                        
D16

pRC1 =   ;   ( )2rrR
D16

p
−⋅=ς  

           Theo công thức (21-6), ta có: 

                                         ( ) ( )[ ]µ+−µ+= 3r1R
16
pM 22

r  

                                         ( ) ( )[ ]µ+−µ+= 31r1R
16
pM 22

t  

          Căn cứ biểu thức (21-1) ta tiến hành tích phân biểu thức (a) theo r, ta có phương 
trình của mặt đàn hồi: 

                                         ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+−=

4
rrR

2
1C

D16
pw

4
22

3  

            trong đó C3 là hằng số tích phân được xác định từ điều kiện độ võng tại mép ngoài 
của tấm là bằng không, nghĩa là khi r=R thì w=0. Từ đó ta có:   

                                                         4
3 R

4
1C ⋅=  

                                                    ( )222 rR
D64

pw −⋅=  

           - Đối với trường hợp thứ  hai khi tấm được đặt trên các gối tựa, khi đó ứng suất σr 
(hay mô men uốn Mr) tại mép là bằng không. Theo (21-6) ta có: 

                                                         0
rdr

d
=

ς
⋅µ+

ς  

           Thay biểu thức của ζ vào ta có: 

0
D16

pRC
D16

pR3C
2

1

2

1 =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⋅µ+−  

p

P

r 

r Q Q 

Mr Mr 

Hình 21.8:Tấm chịu tải 
trọng phân bố đều khi 
chịu ngàm và khi đặt 
trên gối đỡ tự do
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           Từ đó ta tìm thấy: 

µ+
µ+

⋅=
1
3

D16
pRC

2

1 ;      ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⋅⋅

µ+
µ+

⋅=ς 32 rrR
1
3

D16
p  

          Đưa các hằng số tích phân đã xác định vào các biểu thức tính Mr và Mt, ta có: 

( )( )22
r rR3

16
pM −µ+⋅=  

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅

µ+
µ+

−µ+⋅= 22
t r

3
31R3

16
pM  

           Phương trình của mặt đàn hồi có dạng: 

                                         ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+⋅

µ+
µ+

−⋅=
4
r

2
rR

1
3C

D16
pw

422

3  

           Hằng số C3 được xác định từ điều kiện độ võng tại mép là bằng không. Ta có: 

                                                     
µ+
µ+

⋅=
1
5

4
RC

4

3  

                               ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅+⋅

µ+
µ+

⋅−⋅
µ+
µ+

⋅⋅= 4224 r
4
1rR

1
3

2
1R

1
5

4
1

D16
pw  

          Biểu đồ mô men  trong hai trường hợp được biểu diễn trên hình 21.9. 
         
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
          
            
 
 
(Do tính chất đối xứng nên các nội lực chỉ cần biểu diễn trên một nửa của tấm. Ở đây bên 
trái là Mt  và bên phải là Mr). 
          Ứng suất pháp lớn nhất xuất hiện tại ngàm. Tại đó chúng ta có:  

                       2

2

r1 h
6

16
Rp2

⋅
⋅

=σ=σ ;      2

2

t2 h
6

16
Rp2

⋅
⋅⋅µ

=σ=σ ;      03 =σ  

Vậy ứng suất tương đương theo thuyết bền ứng suất tiếp lớn nhất sẽ là: 

                                            2

2

31td h
Rp

4
3 ⋅
⋅=σ−σ=σ             

p

8
Rp 2⋅ ( )µ−⋅ 1

8
Rp 2

( )µ+⋅ 1
16

Rp 2

( )µ+⋅ 3
16

Rp 2

p 

Mt 

Mr 

Mt Mr 

Hçnh 21.9:Biãøu âäö mä men Mt vaì Mr
khi táúm bë 

ngaìm vaì khi táúm âàût trãn hai 

µ
⋅
8
Rp 2
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Trong trường hợp tấm tựa trên các gối tựa thì ứng suất lớn nhất ở tâm. Tại đó, ta 
có:                                 

                               2

2

rt21 h
Rp6

16
3 ⋅

⋅
µ+

=σ=σ=σ=σ ;     03 =σ  

           Ứng suất tương đương là:   

( ) 2

2

31td h
Rp3

8
3 ⋅

⋅µ+=σ−σ=σ  

           Cả hai trường hợp đều có độ võng lớn nhất ở giữa tấm.  
           Với trường hợp thứ nhất:    

D64
pRw

4

max =  

           Với trường hợp thứ hai:  

D64
pR

1
5w

4

max ⋅
µ+
µ+

=  

           Ví dụ 2: Xác định độ võng và ứng suất lớn nhất trong tấm tròn chịu ngàm chung 
quanh và lực tập trung P ở chính giữa, (hình 21.10). 
           Bài giải: Trước tiên ta xác định trị số của lực cắt Q. 
           Giống như ví dụ trước, ta có:     

                                                            
r2

pQ
⋅π

=  

           Do đó ta có :  

                                          
R
rlnr

D4
p

r
CrC 2

1 ⋅⋅
⋅

−
′

+⋅′=
π

ς  

           Ở tại tâm (r=0), góc ζ=0; do đó 
0r

0
R
rlnrlim

→

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅ , từ đó ta suy ra 0C2 =′ . Hằng số 

1C′  được xác định từ điều kiện biên khi r=R, ζ=0. Với điều kiện đó ta cũng tìm thấy 

0C1 =′ , do đó:                              
r
Rlnr

D4
p

⋅⋅
π

=ς  

           Vậy biểu thức các mô men uốn  sẽ là: 

( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −⋅µ+

π
= 1

r
Rln1

4
pM r  

( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ µ−⋅µ+

π
=

r
Rln1

4
pM t  

           Biểu đồ mô men uốn được biểu diễn trên hình 21.10. Ta thấy tại giữa tấm mô men 
uốn có trị số tăng lên vô cùng vì tại đây trị số lực cắt tăng lên vô cùng và điểm ở tâm trở 
nên điểm  đặc biệt.  
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         Trong thực tế không có lực tập trung tại một điểm, lực tập trung chỉ có trong sơ đồ 
để tính, bao giờ lực cũng đặt trên một diện tích nào đó, vì vậy trị số Mr và trị số Mt là hữu 
hạn, (hình 21.11). 
           Độ võng tại tâm của tấm có một trị số xác định. 

                                              ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅

π
⋅

−=
2
1

r
Rln

D8
rpCw

2

3  

           Từ điều kiện r=R, w=0, ta có: 
D16

RpC
2

3 ⋅π
⋅

=  

           Do đó :                    ( ) ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ⋅−−⋅

⋅π
=

r
RlnrrR

2
1

D8
pw 222  

           Độ võng tại tâm là:            

D16
Rpw

2

max ⋅π
⋅

=  

           Ví dụ 3: Vẽ biểu đồ mô men uốn cho tấm chịu lực tác dụng tải trong P phân bố 
đều trên đường tròn bán kính a (hình 21.12) và bị 
ngàm chung quanh. 
           Bài giải: Ta có hai miền rõ rệt: phần bên trong 
đường tròn đường kính 2a và phần bên ngoài. 
           Phần bên trong trị số lực cắt Q=0, do đó 
phương trình góc xoay sẽ có dạng: 

r
CrC 2

11 +=ς  

           Vì tại tâm 01 =ς , nên ta xác định ngay được 
C2=0, do đó:           
                                rC11 =ς                  (1) 
           Ở phần ngoài trị số lực Q sẽ là: 

                                                                  
r2

pQ
π

=  

           Từ đó ta có phương trình góc xoay là: 

                                                    
a
rlnr

D4
p

r
CrC 2

22 π
−

′
+′=ς                    (2) 

           Các hằng số C1, 1C′  và 2C′  được xác định từ điều kiện liên kết của hai miền. 
           Với r = a : ζ1=ζ2 và  Mr1=Mr2. 
           Với r = b : ζ2 =0. 
           Từ đó ta có hệ thống ba phương trình : 

Hình 21 .12: Sơ đồ tính 
mô men tấm tròn chịu 

lực phân bố đều

a b 

P 
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⎪
⎪
⎪
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                                (3) 

           Phương trình thứ hai của hệ thống đó thiết lập từ đều kiện 
21 rr MM = , có nghĩ là:                                 

ar
2

2

ar
1

1

dr
d
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d

==

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ µς+
ς
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⎠
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⎜
⎝
⎛ µς+
ς  

           Giải hệ phương trình, ta tìm thấy : 

                                          ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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π
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2
1

b
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2
1
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bln
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                                            ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅+

π
=′ 2

2

1 b
a

2
1

a
bln

D4
pC  

                                                    
D8

paC
2

2 π
−=′  

           Từ đó ta tìm mô men uốn ở các miền như sau: 

           Ở miền trong:  ( ) const
2
1

b
a

2
1

a
bln

4
1pMM 2

2

tr =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+

π
µ+

==  

           Ở miền ngoài: ( ) ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−µ−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅+µ+

π
= 11

r2
a

b
a

2
1

r
bln1

4
pM 2

2

2

2

r  

                                   ( ) ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
µ−µ−−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅+µ+

π
= 1

r2
a

b
a

2
1

r
bln1

4
pM 2

2

2

2

t  

           Biểu đồ được biểu diễn trên hình 21.12 
21.2.TẤM CHỮ NHẬT CHỊU UỐN. 
           Khi xét tấm tròn chịu uốn ta chỉ gặp các hàm chịu ứng suất và chuyển vị với một 
biến số. Trong bài toán này ta gặp các hàm số với hai biến số. Đó là khó khăn khi giải bài 
toán. 
           Các giả thiết mà ta đã sử dụng để giải cho bài tấm tròn chịu uốn đều được sử dụng 
để giải với bài toán tấm chữ nhật chịu uốn như giả thiết của Kiếc-hốp về đường pháp  
tuyến cũng như thừa nhận biến dạng và chutyển vị là rất bé so với chiều dày của tấm. Ta  
thiết lập phương trình vi phân cơ bản của tấm trong hệ toạ độ Đê-các. 
     21.2.1. Xét tương quan giữa chuyển vị, biến dạng và ứng suất. 
           Giả sử có tấm chữ nhật chịu uốn như hình 21.13. 
           Hệ trục toạ độ được chọn như hình vẽ. Các trục ox, oy nằm trong mặt trung gian 
khi tấm chưa biến dạng và oz là pháp tuyến của mặt trung gian đó. 
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           Tách một phân tố vô cùng bé bởi các mặt cắt song song với các mặt cắt toạ độ xoz 
và yoz. Phân tố được biểu diễn như trên hình 21.14. 
 Cũng như trên, ta xét các biến dạng theo phương x và y của một lớp ijkl (hình 

21.15) cách mặt trung gian một khoảng z. 
            
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
           
   Gọi ζ là góc xoay của pháp tuyến ac (hình 21.16). Tương quan giữa ζ và độ võng 
w là: 

                                                                  
x
w
∂
∂

=ς  

           Góc xoay của pháp tuyến bf sẽ có trị số là:    

dx
x
⋅

∂
ς∂

+ς  

           Vậy biến dạng theo phương x là:  

                                                          2

2

x x
wz

x
z

∂
∂

=
∂
ς∂

⋅=ε                                       (21-13) 

           Tương tự ta có:                           2

2

y y
wz

∂
∂

=ε                                                (21-14) 

           Xét đến biến dạng góc trong lớp ijkl. Gọi u và v là chuyển vị của các điểm. 
           Theo phương x và y, ta có 

                                                        
y
u

x
v

xy ∂
∂

+
∂
∂

=γ  

           Tương quan giữa u,v và wlà như sau:   

Hình 21.13:Tấm chữ nhật 
chịu uốn

y z

x 

z
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dx

d
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c

e f 

g 

Hình 21.14:Phân tố tính 
nội lực

y 
z 

x

P(x,y
)

Hình 21.15: sơ đồ tính 
biến dạng

a b
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i
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Hình 21.16:Sơ đố tính 
góc xoay
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x
wzzu
∂
∂
⋅=ς⋅= ; 

y
wzv
∂
∂
⋅=  

           Từ đó ta có :                          
yx

wz2
2

xy ∂∂
∂

⋅=γ                                               (21-15) 

           Cũng như trên, các tương quan định luật Hooke, được viết dưới dạng: 

( )yx2x 2
1

E
µε+ε⋅

µ−
=σ  

( )xy2y 2
1

E
µε+ε⋅

µ−
=σ  

( ) xyxyxy 12
EG γ⋅
µ+

=γ⋅=τ  

           Thay các trị số εx, εy và γxy được tính từ (21-13), (21-14), (21-15) vào đây ta có : 
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                           (21-16) 

           Ngoài thành phần τxy, trên các mặt cắt còn có các ứng suất tiếp  τyz và τxz hướng 
theo phương trục z. Ở đây  chúng ta cũng  thừa nhận  giả thiết  về các  lớp không ép lên 
nhau trong quá trinh tấm biến dạng. 
     21.2.2. Các thành phần nội lực và phương trình cân bằng. 
          Trên mỗi mặt cắt của phân tố đều có đủ  sáu thành phần nội lực: lực kéo, lực cắt 
theo phương thẳng đứng, lực cắt theo phương ngang, các mô men uốn và mô men xoắn. 
Song mô men uốn nằm trong mặt phẳng trung gian có trị số quá bé nên có thể xem bằng 
không. Thực vậy khi dx và dy là những lượng vô cùng bé và có thể xem ứng suất pháp  
phân bố dọc theo dx và dy là phân bố đều nên nó không sinh ra các mô men. 
           Ta cũng dễ dàng chứng minh rằng các lực kéo và lực cắt theo phương x và y là 
bằng không. Ta có: 
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           Do đó trên các mặt cắt của phân tố ta chỉ còn lại ba thành phần nội lực: mô men 
uốn Mx hoặc My, mô men xoắn Mxy và các thành phần lực cắt Qx; Qy (Một lần nữa ta 
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nhắc lại rằng Mx, My; Mxy và Qx, Qy là cường độ các thành phần nội lực trên đơn vị dài). 
Ta có các biểu thức tương quan giữa ứng suất và nội lực như sau:  

zdzdydyM
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−
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           Hay       zdzM
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;    zdzMM
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yxyxxy ⋅τ== ∫

−

 

           
 Đem thay các trị số của ứng suất (21-16) vào đây ta được: 
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                                  (21-17) 

           Trong đó:  ( )2

3

112
hED
µ−

⋅
=      (21-18), được gọi là độ cứng khi uốn của tấm. 

           Các thành phần nội lực cũng như ngoại lực đặt trên phân tố được biểu diễn trên 
hình 21.17. Chiều của nội lực trên phân tố được quy ước là dương như trên hình vẽ. 
          Chuyển từ mặt này sang mặt cắt kia, các thành phần nội lực có gia số được trình 
bày như trên hình 21.17. 

          Chiếu tất cả các lực đặt trên phân tố xuống trục z và lấy tổng mô men của các lực  
đối với trục x và trục y ta được các phương trình cân bằng sau đây: 

Hình 21.17: Sơ đồ biểu diễn các thành phần nội 
lực và ngoại lực

y 

x

Qydx

Qxdy 

Mxdy 

Mydx

pxdy

( )dxdyM
x

dyM xx ∂
∂

+

( )dxdyM
x

dyM xyxy ∂
∂

+

( )dxdyQ
x

dyQ xx ∂
∂

+

( )dydxM
y

dxM yxyx ∂
∂

+

( )dydxQ
y

dxQ yy ∂
∂

+

z

( )dydxM
y

dxM yy ∂
∂

+



 189

                   
( )

( )
⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

+−+

+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
∂

+−⋅+

0dydxQ
y

dxQdxQ

dxdyQ
x

dyQdyQpdxdy

yyy

xxx

                             (1) 

            
( ) ( )

( ) ⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

=⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
∂

++−

−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

++−
∂
∂

+

0dxdyM
x

dyMdyM

dydxQ
y

dxQdxMdydxM
y

dxM

xyxyxy

yyyyy

              (2) 

       
( ) ( )

( )
⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

=+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

+−

−⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
∂

+−⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡

∂
∂

+−

0dxMdydxM
y

dxM

dxdxdyQ
x

dyQdxdyM
x

dyMdyM

yxyxyx

xxxxx

          (3) 

           Sau khi rút gọn, ba phương trình trên có dạng: 
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                                            (21-19) 

           Đưa (21-17) vào (21-19) với các giả thiết là h và D không phụ thuộc vào x và y, 
hai biểu thức cuối của (21-19) có thể viết lại như sau: 
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           Dùng kí hiệu toán tử Lapơlatxơ ∇2 ta có thể viết gọn lại như sau: 
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           Trong đó:                         2
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           Đưa (21-20) và (21-21) vào phương trình đầu (21-19), ta được: 
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           Hay viết gọn lại:              wDP 22 ∇⋅∇⋅=                                                   (21-22) 
           Phương trình đó được viết dưới dạng khai triển như sau : 
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                                           4
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          Phương trình đó được gọi là phương trình của Sôphi Giếcmen. Phương trình đó 
không những dùng cho tấm chữ nhật mà còn đúng với mọi tấm khi sử dụng hệ toạ độ Đê-
các với các giả thiết mà ta đã nêu ở trên. 
     21.2.3. Các điều kiện biên. 

Nghiệm tổng quát của phương trình (21-23) gồm có hai phần: 
                                                      ( ) ( )y,xy,xfw Φ+=  
            Trong đó: f(x,y) là một nghiệm riêng; Φ(x,y) là nghiệm tổng quát của phương 
trình vi phân thuần nhất:                0w22 =∇⋅∇  
            Một hàm ϕ nào đó mà thoả mãn điều kiện 0w2 =∇  thì sẽ được gọi là hàm điều 
hoà. Cho nên hàm số Φ(x,y) được gọi là hàm trùng điều hoà. Song không phải tất cả mọi 
hàm điều hoà thoả mãn phương trình (21-23) đã là nghiệm của bài toán. Chỉ có nghiệm 
nào thoả mãn các điều kiện biên mới là nghiệm của bài toán và chính đó là  khó khăn của 
bài toán tấm nói chung và hình chữ nhật nói riêng. 
            Các điều kiện biên là như sau: 
                  1. Biên là ngàm. Giả sử tấm có ngàm tại hoành độ x=a. Tại đó ta phải có hai 
điều kiện: độ võng và góc xoay theo phương vuông góc với ngàm là bằng không (xem 
hình 21.18):                                      ( ) 0w ax ==                                                       (21-24) 

                                                        0
x
w

ax

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

=

                                                    (21-25) 

                  2. Biên đặt trên gối tựa (xem hình 21.19). 
            Tại đó có hai điều kiện: độ võng bằng không và mô men uốn cũng bằng không. 
Giả sử biên có vị trí tại x=a. Vậy:  ( ) 0w ax ==                                                        (21-26) 

                                                    0
y
w

x
w

ax
2

2

2

2

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

µ+
∂
∂

=

                                      (21-27) 

            Chú ý rằng với điều kiện ( ) 0w ax ==  kéo theo 0
y
w
2

2

=
∂
∂ .  

            Do đó điều kiện (21-27) có thể viết gọn lại là:   

Hình 21.18: 
Biên là ngàm 

a

a 
y z

x

Hình 21.19:
Biên là gối 

tựa

Qy 

x 

x 
A 

B 

dx 
dx 

dx
x
PP
∂
∂

+

dx
x
PP
∂
∂

+

Hình 21.20: 
Biên tự do 

C 
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                                                     0
y
w
2

2

=
∂
∂ hay 0w2 =∇                                        (21-28) 

                  3. Biên treo tự do. Khi đó cả ba thành phần ứng suất σy, τyx,τxy trên các biên 
đều bằng không. Điều kiện đó tương đương với mô men uốn My, lực  cắt Qy và mô men 
xoắn Myx phải bằng  không. Song nếu có cả ba điều kiện thì sẽ mâu thuẩn với giả thuyết 
về pháp tuyến thẳng. Thực vậy vì đã có Myx thì pháp tuyến không còn thẳng nữa. Do đó 
để thể hiện cả ba điều kiện thường mô men xoắn Mxy được đổi thành lực cắt. 
             Giả sử trên đoạn AB=dx (hình 21.20) ta có mô men xoắn Mxydx. Ta thay mô men 
xoắn đó bằng một ngẫu của hai lực P ngược chiều:  

P⋅dx=Mxydx.  
            Vậy                                           P=Mxy 

            Xét đoạn tiếp BC=dx .Trên đoạn này mô men xoắn có trị số là dx
x

M
M xy

xy ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂

∂
+ . 

Thay nó bằng ngẫu lực ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

+
x
PP . Vậy trên mỗi đoạn ta có một thành phần lực cắt phụ: 

                                                           
x

M
x
PQ xy

1 ∂

∂
=

∂
∂

=  

            Tại các điểm ở góc ta có các lực tập trung như P1=
1yxM  và P2= 2yxM . Như vậy lực 

cắt ở các biên sẽ được trừ đi một lượng là:   

x
M

Q yx
y ∂

∂
=  

            Do đó các điều kiện Myx=0 và Qy=0 được thay bằng một điều kiện duy nhất là: 

                                                        0
x

M
Q yx

y =
∂

∂
−  

            Ta có thể viết:     0M y =  hay 0
x
w

y
w

2

2

2

2

=
∂
∂

µ+
∂
∂  

                                  0
x

M
Q yx

y =
∂

∂
−   hay  ( ) 0

xy
w2

y
w

2

3

3

3

=
∂∂

∂
⋅µ−+

∂
∂                (21-29) 

 Ví dụ 4:  Tính tấm chữ  nhật có bốn biên tựa trên các gối tựa và chịu tác dụng của 
tải trọng phân bố đều p. Gọi 2a và 2b là các 
cạnh dài và ngắn của tấm (xem hình 21.21). 
            Bài giải: Chọn hệ trục toạ độ như hình 
vẽ, vì bài toán có tính chất đối xứng nên hàm 
biểu diễn theo phương trình của mặt đàn hồi là 
một hàm chẵn. Điều kiện biên là như sau: 
          Với x=±a, w=0, Mx=0,  
                 y=±b, w=0, My=0. 
          Theo 21-28, ta có: 

                            0
x
w

ax
2

2

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

±=

               (1) 

Hình 21.21: Tấm chữ nhật 
chịu tải phân bố đều đặt 

trên  bốn gối tựa 

2b 

2
a
 

o 

y 

p 
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                            0
y
w

bx
2

2

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∂
∂

±=

                (2) 

            Chọn hàm w dưới dạng: 

                       ( ) ( )
a2

xansin
a2

ynyshB
a2

ynchAxfw
n

...5,3,1
nn

+π
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅π

+
⋅π

+= ∑             (3) 

            Trong đó f(x) là một nghiệm riêng (hàm chỉ phụ thuộc vào một biến số). Ta phải 
chọn An và Bn để w thoả mãn phương trình vi phân 0w22 =∇∇  và phải là một hàm chẵn. 
Ngoài ra đối với x=±a các số hạng không phụ thuộc vào An và Bn phải bằng không. Cả 
đạo hàm bậc hai theo x hoặc y của nó cũng phải bằng không 
             Để xác định f(x) ta sử dụng phương trình vi phân (21-23). Thay f(x) vào ta có: 

D
p

x
f
4

4

=
∂
∂  

            Đặt                 ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
δ+⋅γ+⋅β+⋅α+= xxx

24
x

D
pxf 23

4

 

            Trong đó α, β, γ, δ là các hằng số bất kì. 
            Hàm f(x) phải là một hàm chẵn, vậy α= γ=0. 
            Từ điều kiện (1), ta có: 

0
x
w

ax
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=⎥
⎦

⎤
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⎣

⎡
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±=

 và [ ] 0w ax =±=  

            Để ý đến tính chất của hàm dưới dấu Σ của (3), ta xác định được: 

                                                    
4
a 2

−=β ;   
24
a5 4

=δ  

            Vậy :                  ( ) ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +⋅−⋅= 4224 a

24
5xa

4
1x

24
1

D
pxf  

            Do đó :          ( )++⋅−= 4224 a5xa6x
D24

pw            

                                          ( )
a2

xansin
a2
ynyshB
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ynchA

n

...5,3,1
nn

+
⎟
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⎞

⎜
⎝
⎛ ++ ∑ πππ                      (4) 

            Hàm đó với mọi giá trị An, Bn đều thoả mãn điều kiện trên các biên tại x=±a. Bây 
giờ ta phải chọn An và Bn sao cho thoả mãn cac điều kiện biên với y=±b. Nghĩa là ta phải 

có:                                               [ ] 0w by =±= và 0
y
w

by
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                                     (5) 

            Để đạt được điều đó phần đại số ở biểu thức (4) phải được triển khai theo các hàm 
lượng giác:     

                                       ( ) =+− 4224 a5xa6x
D24

p ( )
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xansin
n

...5,3,1
n

+π
α∑        

            Với                               ( ) ( )dx
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a
1 a

a
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+π
=α ∫

+

−

 

            Sau khi lấy tích phân ta được:  
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( )
( )ncos1

Dn
pa32

5

4

n π−
π

=α  

            Vậy với các trị số n chẵn αn=0 và với các trị số n lẻ:  

( ) Dn
Pa64
5
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n
⋅π

=α  

            Do đó w có dạng : 
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            Để thoả mãn điều kiện (5) với mọi giá trị của x, hệ số của mỗi số hạng phải thoả 
 mãn, nghĩa là :   
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            Từ đó ta tìm thấy: 
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            Vậy phương trình của mặt đàn hồi sẽ là: 
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            Độ võng lớn nhất là tại tâm. Với x=y=0, ta có: 
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            Ta có thể viết gọn lại dưới dạng: 

                                                       3

4

0 Eh
paw ξ=                                                          (7) 

            Để xác định được các mô men uốn Mx và My ta xác định các đạo hàm hạng hai 
riêng phần của w theo x và y:  
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            Theo (21-17) ta có các biểu thức Mx và My: 
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            Mô men uốn lớn nhất là tại gốc toạ độ.Trị số của chúng là: 
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            Hay có thể viết gọn lại : 
                         2

x paM
0

χ= ;      2
y paM

0
γ=  

            Các hệ số ξ, χ, γ phụ thuộc vào tỉ số ab . Nếu lấy 
µ=0,30 ta lập được bảng sau đây (bảng 21.1). 
           Một cách tương tự như vậy với tấm chịu ngàm chung 
quanh (hình 21.22), ta tìm thấy độ võng lớn nhất ở tâm: 

                                           3

4

10 Eh
paw α=  

và mô men uốn lớn nhất là ở giữa cạnh dài, nghĩa là tại 
x=± 2a  và y=0 :    
                                         2

1
max
x paM ⋅β=  

                    Bảng 21.1. 
b/a ξ χ γ 

Hình 21.22: Tấm 
chịu  

ngàm chung quanh

a 

b
 o 
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1 
1,2 
1,4 
1,6 
1,8 
2 
3 
4 
5 
6 

0,6928 
0,9856 
1,232 
1,4496 
1,6272 
1,7696 
2,1376 
2,24 

2,2656 
2,2752 

0,1916 
0,2504 
0,308 
0,3448 
0,3792 
0,4068 
0,4756 
0,494 
0,4984 

0,5 

0,1916 
0,2004 
0,2024 
0,1972 
0,1916 
0.1856 
0,1616 
0,1536 
0,15 
0,15 

              Các hệ số α1 ,β1 phụ thuộc vào tỉ số b/a. ab Nếu lấy µ=0,3 ta có một trị số α1  và 
β1 theo ab  như trong bảng 21.2:         
           Bảng 21.2 

b/a 1 1,25 1,50 1,75 2  
α1 

β1 
0,0138 
0,0513 

0,0199 
0,0665 

0,0240 
0,757 

0,0264 
0,0817 

0,0277 
0,0829 

0,0284 
0,0838 

            Ta có thể tìm thấy các trường hợp chịu lực khác của tấm chữ nhật trong các tác 
phẩm của B.G. Galenski và Timoshenko. 
 
21.3.VỎ MỎNG TRÒN XOAY. 
            Ta gọi vỏ mỏng tròn xoay là khi mặt trung gian của vỏ có một trục đối xứng. Vì δ 
nhỏ nên có thể xem ứng suất pháp phân bố đều theo chiều dày của vỏ. Điều đó cũng có 
nghĩa là bỏ qua ảnh hưởng của thành phần mô men uốn. Cách tính toán dựa vào giả 
thuyết đó được gọi là lí thuyết không mô men. 
            Cũng cần nói thêm rằng: trong thực tế có khi có những lực tập trung tác dụng lên 
một nơi nào đó của vỏ hoặc có vành đai tăng cường, vùng biên chịu ngàm hay có sự thay 
đổi đột ngột về độ cong, ứng suất do mô men uốn gây nên là rất đáng kể. Song ảnh hưởng 
của mô men uốn chỉ nằm trong phạm vi rất hẹp. Ở xa các vùng đo ảnh hưởng của mô 
men uốn là rất bé có thể bỏ qua được. 
            Khi δ càng nhỏ thì lí thuyết không mô men càng đúng, càng gần với thực tế. Ở 
đây ta chỉ xem xét trường hợp áp suất tác dụng lên vỏ có tính chất đối xứng, nghĩa là trục 
đối xứng của vỏ cũng là trục đối xứng của tải trọng. Xét vỏ mỏng tròn xoay chịu áp lực 
phân bố đều bên trong như hình 21.23. 
           Gọi ρm là bán kính cong của đường 
kinh tuyến và ρ1 là bán kính cong của 
đường vỉ tuyến tại một điểm nào đó trên 
mặt phẳng trung gian của vỏ mỏng. Các 
bán kính đó là bán kính chính của mặt 
cong. Chúng nằm trên pháp tuyến của mặt 
cong tại điểm đang xét. Gọi θ là góc làm 
bởi pháp tuyến này với trục đối xứng của 
vỏ, ρm và ρ1  là những hàm số đối với θ. 
ρt  là đoạn đường sinh của mặt nón giới 
hạn bởi đáy của đường tròn vỉ tuyến và 
đỉnh là giao điểm của pháp tuyến với trục 

Hình 21.23:Vỏ mỏng tròn 
xoay chịu lực áp lực 

phân bố đều

z 

ρt 
ρm 

z

θ 

a) b)
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đối xứng của vỏ. ρm là bán kính cong của đường kinh tuyến tại điểm đang xét. ρm và ρt 
cũng được xác định trên pháp tuyến chung nhưng rõ ràng tâm cong của đường kinh tuyến 
không nằm trên trục đối xứng của mặt (xem hình 21.23a) 
          Ta tách ra khỏi vỏ một phân tố bởi các mặt sau đây: 
                - Hai mặt cắt là hai mặt nón đi qua hai đường vỉ tuyến rất gần nhau. Chúng có 
các đường sinh tạo với nhau một góc dθ. 
                - Hai mặt kinh tuyến tạo với nhau một góc dϕ. 
            Phân tố được biểu diễn như trên hình 21.23b. 

Vç lê do âäúi xæïng nãn caïc goïc vuäng luän luän âæåüc baío tồn trong quá trình 
vỏ biến dạng và vì vậy trên các mặt cắt không có ứng suất tiếp, chỉ có các ứng suất pháp 
σm và σt theo phương kinh tuyến và vỉ tuyến. 
           Chiếu tất cả các lực lên phương pháp tuyến của phân tố ta có phương trình cân 
bằng như sau:        

0
2

dsind2
2

dsind2ddp mttmtm =
ϕ

⋅θρ⋅δ⋅σ−
θ

ϕδρσ−ϕθρρ⋅  

          Vì dθ và dϕ là rất bé nên có thể xem 
2

d
2

dsin θ
≈

θ ,
2

d
2

dsin ϕ
≈

ϕ . Sau khi rút gọn và 

chia cả hai vế cho ρm, ρt, δ ta được phương trình:   

                                                          
δ

=
ρ
σ

+
ρ
σ p

t

t

m

m                                               (21-30) 

          Phương trình đó được gọi là phương trình Lapơlatxơ. 
          Để thiết lập phương trình thứ hai, chúng ta xét sự cân bằng của một phần vỏ. Ví dụ 
cắt vỏ theo một mặt nón có đường sinh tạo với trục một góc θ (xem hình 21.25). Gọi P 
thành phần hợp lực của tải trọng trên phương của trục vỏ. Phương trình hình chiếu của 
các lực lên phương đó là:            
                                               Psinr2m =θδ⋅⋅π⋅σ                                               (21-31) 
            
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
 

T
rong đó 
r là bán 
kính của đường tròn đáy của hình nón. 
            Hệ phương trình (21-30) và (21-31) cho phép ta xác định được σm và σt. Ứng suất 
chính thứ ba là ứng suất ép giữa các lớp song song với thành vỏ. Ứng suất đó có thể bỏ 

Hình 21.24:Sơ đồ biểu 
diễn nội lực trên một 

phân tố

x 
y σt

σt 
σm

σm+dσm 

Pn 

ρm

ρt 

dϕ

θ 

dθ

r 
σm σ’

θ 

Hình 21.25:Nội lực 
trên mặt nón 
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qua so với σm và σt. Thực vậy, ví dụ với điểm trong cùng, ứng suất đó là lớn nhất và bằng 

p, trong khi đó σm và σt có trị số vào cỡ 
δ
ρ
⋅ mp  và 

δ
ρ
⋅ tp , mà ρt và ρm là rất lớn so với δ. 

  Vậy trạng thái ứng suất có thể xem là trạng  thái ứng suất phẳng. 
            Trong quá trình tính toán ta phải sử dụng định lí về hình chiếu sau đây: 
            Định lí 1: Nếu trên một mặt nào đó chịu  tác dụng của một hệ áp lực p phân bố 
đều thì dù hình dạng của mặt đó như thế nào, thành phần hình chiếu của áp lực trên một 
phương nào đó sẽ là tích của áp suất với hình chiếu của mặt đó lên mặt phẳng vuông góc 
với phương chiếu. 
            Giả sử mặt F đã cho (hình 21.26), trên đó ta có hệ áp suất phân bố đều p.Ta phải 
tìm thành phần hình chiếu của áp lực P trên phương trục x. Thành phần đó được tính với  
biểu thức tích phân:                            ∫=

F
x dFcospP ϕ  

            Trong đó: ϕ-góc gồm giữa pháp tuyến của dF và trục x. 
            Hình chiếu diện tích dF trên mặt π vuông góc với trục x và bằng: 

ϕcosdFFd ⋅=′  
            Do đó ta có thể viết lại:      FpFdpP

Fx ′⋅=′⋅= ∫  

            F′  là hình chiếu của F trên π. 
             Định lí thứ hai thường gặp là định lí về áp suất chất lỏng. 

            Định lí thứ 2:Nếu trên một mặt nào đó chịu tác dụng áp suất của chất lỏng (hình 
21.27) thì thành phần áp lực thẳng đứng là bằng trọng lượng cả thể tích cột chất lỏng đặt 
trên diện tích đó. 
            Trên các hình vẽ 21.28 ta thấy áp lực đặt trên AD là bằng trọng lực của cả cột chất 
lỏng BADC dù hình dạng của bình ơ phía trên là như thế nào. 
             

Hình 21.26: Mặt chịu áp 
suất đều

Hình 21.27: Mặt chịu áp 
suất lỏng

h

dF’

dF

PaF 

dF 

dF’ 

x 

π 

ϕ 

Hình 21.28: Kết cấu các  dạng bình chịu 
áp suất lỏng

A A AD D D 

B B B C CC 
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Thực vậy, khi mặt AD là nằm ngang thì áp suất của chất lỏng ở mọi nơi là bằng 
nhau và bằng p=γ⋅x . γ là trọng lượng riêng của chất lỏng. 
            Theo định lí thứ nhất, hình chiếu của áp lực tác dụng lên AD  trên phương thẳng 
đứng bằng áp suất nhân với diện tích  hình chiếu của AD trên phương nằm ngang. Ở đây 
diện tích hình chiếu cũng chính  là nó, do đó ta có: 

γ⋅⋅=⋅= xFpFPx  
             F⋅x là thể tích của cột chất lỏng ở phía trên AD, vậy Px là bằng trọng lượng của 
cả cột chất lỏng phía trên AD.           
            Ví dụ 5:Vỏ cầu bán kính R, chiều dày δ chịu áp suất bên trong p (hình 21.29). 
Xác định ứng suất trên thành vỏ. 
            Bài giải:  Đối với vỏ cầu, ta có: ρm=ρt=R và vì lí do đối xứng , nên: 

                       
δ
⋅

=σ=σ
2

Rp
tm  

Thành phần ứng suất thứ ba coi 
như bằng không. Như vậy ứng suất 
tương đương theo thuyết bền ứng suất 

lớn nhất là:  
δ
⋅

=σ−σ=σ
2

Rp
31td  

            Điều kiện bền của vỏ là: 

                           [ ]σ≤
δ
⋅

2
Rp  

           Ví dụ 6:  Một bình chứa hình trụ (xem hình 21.30) chịu áp suất bên trong p. Bán 
kính hình trụ là R1 và chiều dày của thành bình là δ . Xác định ứng suất trong thành bình. 

           Bài giải : Ta tưởng tượng cắt hình với mặt cắt ngang (hình 21.30b) vứt bỏ một 
phần và xét sự cân bằng của phần còn lại. Ta có phương trình cân bằng: 
                                                       PR2m =δ⋅⋅π⋅σ                                                  (1) 
            Thành phần hình chiếu của áp lực lên đáy theo phương của trục bình là: 

pRP 2π=  
            Từ đó ta có :                  δ⋅⋅π⋅σ=π= R2pRP m

2  

            Hay                                            
δ

=σ
2
pR

m                                                       (2) 

            Vì thân bình là hình trụ, nên ∞=ρm ;   Rt =ρ . 
            Do đó từ phương trình Lapơlatxơ ta tìm thấy:    

Hình 21.29: Sơ đồ tính ứng 
suất vỏ cầu

R

dR
ρ σt= σ

σm= σ

a) 

δ 

R
 

p 
B C
A D A

B C 

D 
σm σm 

σt 

σt b)

Hình 21.30: Sơ đồ tính ứng suất của bình hình trụ 
chịu áp suất bên trong

p
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δ

=σ
pR

t                                                        (3) 

            Vậy ứng suất vòng lớn gấp hai lần ứng suất kinh tuyến. 
            Thành phần ứng suất thứ ba xem như bằng không. Theo thuyết bền ứng suất tiếp 
lớn nhất, ta có điều kiện bền của vỏ trụ là: 

[ ]σ≤
δ
⋅

=σ−σ=σ
Rp

31td  

            So sánh với ví dụ 1, ta thấy bình chịu  áp suất có dạng cầu  là lợi hơn vì σtd nhỏ 
hơn hai lần khi bình có độ dày như nhau. 
            Ví dụ 7:  Thùng bán cầu bán kính R, chiều dày δ (hình 21.31) đựng đầy chất lỏng 
với trọng lượng riêng γ. Xác định ứng suất trong thành bình và vẽ các biểu đồ σm, σt, σtd. 

            Bài giải :  Ta dùng một mặt cắt hình nón chỏm cầu với góc 2γ (hình 21.31b) và 
thiết lập phương trình cân bằng cho chỏm cầu đó, thể tích ADECB được tính bởi biểu 

thức:                                         ϕψψπ= ∫
ϕ

dcossinR2V 23

0

 

          Từ đó :                                  ( )ϕ−π= 33 cos1R
3
2V  

          Viết phương trình cân bằng tổng hình chiếu các lực lên phương thẳng đứng, ta tìm 

thấy :                                               
ϕ
ϕ−

⋅
δ

γ
=σ 2

32

m sin
cos1

3
R                                     (1) 

              Sử dụng phương trình Lapơlatxơ và chú ý ρm=ρt =R  với ϕγ= cosRp , ta được: 

                                                ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
ϕ
ϕ−

−ϕ
γ

=σ 2

32

t sin
cos1cos3

h3
R                              (2) 

             Các biểu đồ σm, σt được biểu diễn trên hình 21.32. Qua các biểu đồ ta thấy σm và 
σt ở điểm thấp nhất của bình có trị số bằng nhau. Ở điểm trên cùng có trị số tuyệt đối 
bằng nhau nhưng ngược dấu nhau. 

Ứng suất tương đương tính theo thuyết bền của Mo là: 
31td ασ−σ=σ  

            Trong đó α là  tỷ số giữa ứng suất nguy hiểm khi kéo và ứng suất nguy hiểm khi 
nén. 

Hình 21.31: Sơ đồ tính ứng suất của thùng bán cầu 
đựng đầy chất lỏng
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                 - Xét ở hai miền khác nhau: miền σm và σt là ngược dấu, khi đó ở vùng phía 
trên ta có:                                           tmtd ασ−σ=σ  
                 - Xét ở hai miền có σm và σt cùng dấu: 
            Ứng suất tương đương sẽ có trị số mtd σ=σ  
            Do đó biểu đồ σtd có điểm gãy khúc tại vị trí thay đổi dấu của σt như trên hình 
21.32b. Trị số lớn nhất là:             

( )α+γ
=σ 1

h3
R 2

max
td  

            Ví dụ 8: Xác định ứng suất trên thành ống hình xuyến bán kính R chịu áp suất p 
bên trong. Kích thước của hình xuyến được biểu diễn trên hình 21.33. 
             

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Bài giải. Sử dụng các mặt cắt vuông góc với  bề mặt của hình xuyến, chia hình 

xuyến thành hai phần, tưởng tượng vứt bỏ phần dưới và xét sự cân bằng của phần trên 
(hình 21.33b). 
          Thiết lập phương trình hình chiếu của các lực theo phương thẳng đứng, ta có: 

( ) ( )[ ]22
m asinRapsinsinRa2 −ϕ+π=ϕϕ+πδ⋅σ  

( )
( )ϕ+

ϕ+
=σ

sinRah2
sinRa2pR

m  

            Từ phương trình Lapơlatxơ với ρm=R và ρt=
ϕ

ϕ
sin

sinRa + , ta tìm được:  

σm σm 

a 

a 

ρt 
R 

δ 
ϕ 

a) 

b) 

Hình 21.33:Thành ống hình xuyến chịu áp suất 
bên trong

          Hình 21.32: Biểu đồ ứng 
suất

ϕ 
σt 

σm 

σm 

σt 

σt 

σm 
σtd 

( )R1
h2

R2

+
γ

 

h2
R 2γ

h2
R 2γ  

h3
R2γ  

h3
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δ
=σ

2
pR

t  

            Ứng suất σm  là cực đại khi 
2
π

−=ϕ   

Ra
Ra2

2
pRmax

m −
−

⋅
δ

=σ  

            Vì σm và σt có cùng dấu, vậy ứng suất tương đương theo thuyết bền ứng suất tiếp 
lớn nhất :                                  

Ra
Ra2

2
pRmax

mtd −
−

⋅
δ

=σ=σ  

           Ví dụ 9:Thùng chứa hình nón đựng đầy chất lỏng (xem hình 21.34) có trọng lượng 
riêng là γ. Xác định ứng suất trên thành bình. 
            Bài giải:  Dùng mặt cắt là mặt nón vuông góc với bề mặt của bình. Xét sự cân 
bằng của phần dưới. Viết phương trình cân bằng tổng hình chiếu lên phương thẳng đứng, 
ta có :  
            1m QQcosytg2 +=ασ⋅δ⋅α⋅π         (1) 
            Q là trọng lượng của khối chất lỏng trong 
hình chóp và Q1 là trọng lượng của cột chất lỏng 
phía trên hình chóp. Ta có : 

                       γ
α⋅π

=
3
tgyQ

23

       

           và  ( )yhtgyQ 22
1 −α⋅⋅π⋅γ=             (2) 

            Thay (2) vào (1) ta tìm thấy:     

                      ( )
6

y2h3tgy
m

−α⋅⋅γ
=σ           (3) 

            Sử dụng phương trình Lapơlátxơ với chú ý 

ρm=∞, 
α
α

=ρ
cos
ytg

t  và ( )yhp −γ= , ta tìm thấy:                                               

( )
α
α

⋅
δ
−γ

=σ
cos
ytgyh

t                                   (4) 

            Lấy đạo hàm theo y, ta sẽ tìm thấy số cực đại của σt tại y=
2
h . Trị số đó là: 

                                                              
α
α

⋅
δ

γ
=σ

cos
tg

4
h 2

max
t                                      (5) 

            Tương tự ta có thể tìm thấy max
mσ  ở tại h

4
3y = và có trị số là: 

                                                           
α
α

⋅
δ
γ
⋅=σ

cos
tgh

16
3 2

max
m                                   (6) 

            σm và σt tại đỉnh của hinh chóp là bằng không. 
Ví dụ 10: Để có thể thực hiện các công tác ở sâu dưới nước người ta đã sử dụng 

một vỏ mỏng hình parabôlôit tròn xoay và thả xuống độ sâu như hình vẽ. Vẽ biểu đồ  ứng 
suất bên trong thành vỏ. Cho biết a=1m, b=2m và δ=3mm. 

Hình 21.34: Sơ đồ tính ứng 
suất của thùng hình nón 

chứa đầy chất lỏng
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            Bài giải: Xác định hệ trục toạ độ oxy như hình 21.35. Dạng kinh tuyến của mặt  
parabôlôit được biểu diễn bởi phương trình:  

                                                                 2x
a
by =                                                    (1) 

            Thể tích phần trên của vỏ tính đến mức y là: 

                                                           2
2y

0

2 y
b2
adyxV π

=⋅π= ∫                                  (2) 

            Thể tích phía trong của vỏ là:  ba
2

V 2
B ⋅

π
=                                                 (3) 

            Bây giờ ta hãy xác định mức chất lỏng 
ở bên trong của vỏ. Nghĩa là ta phải xác định 
y1 và  H1  (hình 21.35). 
            Áp suất p của không khí bên trong vỏ 
là bằng áp suất của chất lỏng ở độ sâu H1. 
Nghĩa là :         a1 PHp +⋅γ=                    (4) 
            pa là áp suất khí quyển ở mặt thoáng 
bên trên của chất lỏng. Mặt khác p được tính 
theo định luật Bôi-Mariốt như sau:   

                         
l

B
a V

V
pp ⋅=                        (5) 

            V1 là thể tích tương ứng với y1, do đó ta 
có: 

                        2
1

2

a y
bpp ⋅=                           (6) 

              Theo (4) ta có :             ( ) a12
1

2

a pybH
y
bp ++−γ=⋅  

              Từ đó ta có :                  2aa2
1

3
1 b

p
bH

p
yy

γγ
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−++  

              Với pa= 1atm và các kích thước đã cho như trên hình vẽ, ta có: 
72

1
3
1 104y1500y ⋅=+  

              Từ đó ta có:                            cm5,155y1 =  

2
2
1

2

a cm/N55,16
y
bpp =⋅=  

            Sử dụng một mặt cắt hình nón vuông góc với mặt vỏ và xét sự cân bằng của phần 
trên (hình 21.35). Lực theo chiều trục đang tác dụng lên phần đang xét gồm có: 
                 - Áp lực trong của vỏ. Trị số là: pπx2 
                 - Trọng lượng của cột chất lỏng ở phía trên của vỏ: 

( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ π
−+−πγ− 2

2
2 y

b2
aybHx  

                 - Áp lực của khí quyển: -paπx2 
            Từ đó ta có phương trình cân bằng: 

Hình 21.35: Vỏ mỏng 
parabôlôit 

thả sâu trong nước 

H H1 y y1 b 

a  

O
x

y
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                           ( ) ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ π
−+−π⋅γ−⋅π⋅−=θδ⋅π⋅σ y

b2
aybHxxppsinx2

2
22

am        (7) 

            Ta phải xác định sinθ. 

            Dễ dàng nhận thấy rằng tgθ= y′ . Vậy 
2y1

ysin
′+

′
=θ  

            Do đó :                           
2
1

2

2

b
y

a
b41

b
y

a
b2sin

−

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−+=θ                                      (8) 

            Để tính σt ta phải xác định các bán kính cong ρm và  ρ1 

            Ta có :                                 
( )2

3
2m y1

y1

′+

′′
=

ρ
 

            Do đó :                           
2
3

2

22

m b
y

a
b41

b2
a

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅+=ρ                                                  (9) 

                                                 
2
1

2

22

1 b
y

a
b41

b2
a

sin
x

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅+=

θ
=ρ                                        (10) 

            Áp suất tác dụng lên vỏ tại điểm đang xét là: 
                                                 ( )[ ]ybHppp a +−+−=∗ γ                                             (11) 
            Sau khi thay (8) vào (7) rồi đưa vào phương trình Lapơlatxơ cùng với (9), (10), 
(11), ta tìm thấy:     

                                    
2
1

2

2

a

2

m b
y

a
b41

b
y

2
11

b
Hbpp

b4
a

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅+−γ−−

δ
=σ  

       
2
1

2

2

2

2

a

a

2

t b
y

a
b41

b
y

a
b41

b
y

2
11

b
Hbpp

b
y1

b
Hbpp2

b4
a

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅+

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪⎪
⎨

⎧

⋅+

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅+−γ−−

−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−γ−−

δ
=σ  

          Các công thức đó chỉ dùng 
khi y biến thiên trong khoảng từ 0 
đến y1. 
          Nếu y>y1 thì ρ∗=0 vì áp suất 
ở bên trong và bên ngoài là như 
nhau. Song các thành phần lực mà 
ta tính toán ở trên là không thay 
đổi.Trị số của σm và σt sẽ là: 
 
 
                        Hình 21.36: Sơ đố ứng 

suất

y
1
 

103N/cm2

130N/cm2

65N/cm2 

175N/cm2
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2
1

2

2
1

a
1

2

m b
y

a
b41

b
y

2
11

b
Hbpp

y
y

b4
a

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅+−γ−−⋅=σ  

                         
2
1

2

2
1

a
1

2

t b
y

a
b41

b
y

2
11

b
Hbpp

y
y

b4
a

−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅+⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅+−γ−−⋅

δ
−=σ  

            Biểu đồ ứng suất được biểu diễn như trên hình 21.36. 
 
21.4. LÝ THUYẾT TỔNG QUÁT VỀ VỎ ĐỐI XỨNG 
     21.4.1. Phương trình cân bằng. 
          Trong trường hợp tổng quát, ta phải để ý đến sự phân bố không đều của σm và 

tσ theo chiều dày của vỏ. Khi đó trên các mặt cắt của phân tố, ngoài các lực căng còn có 
các mô men uốn. Lí thuyết 
vỏ có tính đến các mô men 
này  được gọi là lí thuyết 
mô men. 
 Phân tố được vẽ lại 
trên hình 21.37.  

Trên hình vẽ đó ta 
dùng chỉ số 1 và 2 để chỉ 
các phương kinh tuyến và 
vỉ tuyến. Gọi T1T2 và 
M1M2 là các ứng lực và mô 
men uốn trên đợn vị độ dài 
của các cung.Vì lí do đối 
xứng T2 và M2 có trị số như 
nhau còn T1 và M1 có thể 
có những trị số khác nhau 
khi đi từ vỉ tuyến này sang vỉ tuyến khác. Do M1 có sự biến thiên nên trên các mặt cắt 
phải có lực cắt Q và Q+dQ (Q là lực cắt trên đơn vị chiều dài).Ta cũng giả thiết rằng  
phần tải trọng đặt trên vỏ là đối xứng qua trục vỏ. Một cách tổng quát có thể phân tải 
trọng đó thành hai thành phần: thành phần theo phương pháp tuyến pz và thành phần theo 
phương tiếp tuyến của đường kinh tuyến đi qua điểm đang xét px.(Hệ trục oxy được xác 
định như hình vẽ). 
            Thiết lập các phương trình cân bằng. 
            Chiếu các lực lên phương trục z ta có phương trình: 

( ) 21z2
1

1
21

2

2
12 dsdspQdsd

R
dsdsT

R
dsdsT =+⋅⋅+⋅⋅  

            Trong đó: R1 và R2 là bán kính cong của đường kinh tuyến và đường vỉ tuyến. 
            Vì              θ⋅= dRds 11  và ϕθ⋅= dsinRds 22  
            Chú ý góc dϕ là góc của hai mặt cắt kinh tuyến của phân tố. 
            Nên phương trình được viết lại dưới dạng: 

                                  ( ) z2
212

2

1

1 psinQR
d
d

sinRR
1

R
T

R
T

=θ
θ

⋅
θ

++                          (21-32) 

Hình 21.37: Sơ đồ phân tố chịu lực tổng 
quát

dϕ
θ 

dθ 

R1 

R2 

Qds2 
T1ds2 

M1ds2 T2ds1 

M2ds1 

z 

Pzds1ds
2

x 

Pxd 
s1ds2

y 

T1ds2 
+d(T1ds2)

M1ds2 +d(M1ds2) 

T2ds1 

M2ds1 

Qds2 +d(Qds2)
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            Chiếu tất cả các lực xuống trục đối xứng của vỏ, ta có phương trình: 
( )[ ] ( ) −θ+θ+θ+−θ cosQdsdsindsTddsTsindsT 2212121  

                  ( )[ ] ( ) 0sindsdspcosdsdspdcosQdsdQds 21x21z22 =θ−θ+θ+θ+−  

            Hay: ( )[ ] ( )θ−θθ=θ+θθ
θ

sinpcospsinRRcosQsinTsinR
d
d

xz2112         (21-33) 

            Lấy tổng mô men của các lực đối với trục y ta được: 
( ) 0dcosdsMdsMddsQds 122121 =ϕ⋅θ+−  

            Hay:     ( )+θ⋅
θ

−θ⋅ sinRM
d
dsinRRQ 2121 0cosRM 12 =θ                       (21-34) 

            Vì lí do đối xứng nên các phương trình khác hoàn toàn thoả mãn. 
            Lấy tích phân phương trình (21-33) ta được: 
                ( ) ( ) θθ−θθ+=θ+θθ ∫ dsinpcospsinRRCcosQsinTsinR xz2112       (21-35) 
            Gọi r là khoảng cách từ điểm đang xét đến trục đối xứng, ta có các liên hệ sau 
đây:   
                                                    11 dsdR =θ và rsinR 2 =θ                                     (21-36) 
         Thay (21-36) vào (21-35) ta sẽ được biểu thức thể hiện 
sự cân bằng của một phần vỏ (xem hình 21.38). Hằng số C là 
tuỳ thuộc lực dọc trục đặt lên vỏ.Thật vậy, xét sự cân bằng của 
phần vỏ ta có: 
          ( ) ( ) 1xz01 rds2sinpcospPr2cosQsinT πθ−θ+=πθ+θ ∫  

Trong đó p0=2πC là lực tập trung dọc theo trục của vỏ. 
Nếu thay (21-36) vào đây ta lại được biểu thức (21-35) 

Để tiện trong quá trình  tính toán sau này, chúng ta sử 
dụng các biểu thức sau đây: 
                            ( ) ( )θ+θθ=θ cosQsinTsinRF 12  
            hay                                                                                                            
(21-37) 
                            ( ) ( ) θθ−θθ+=θ ∫ dsinpcospsinRRCF xz21  

          Trong các trường hợp thường gặp hàm ( )θF  có thể xác định từ điều kiện cân bằng, 
vì vậy hàm đó được gọi là hàm tải trọng. 
     21.4.2. Phương trình tương thích giữa 
chuyển vị và biến dạng. 
           Khảo sát đoạn cong AB nằm trên mặt 
kinh tuyến của vỏ và cách mặt trung gian một 
khoảng cách z. Do sự biến dạng của vỏ, đoạn 
cong đó có các chuyển vị. Gọi BA ′′  là vị trí mới 
của AB sau biến dạng xem hình 21.39. 
 Kí hiệu uz và wz là các thành phần 
chuyển vị của một điểm nào đó trên AB theo 
chiều trục và chiều vuông góc với trục trên mặt 
kinh tuyến. Gọi C và D là chân các pháp tuyến 
của một  mặt trung gian đi qua A và B, u và w là 
thành phần chuyển vị của các điểm trên CD và ζ 

R1 
ζ 

θ 

r2 
A 

B 

D 

C 

Trước biến
dạng

Sau biến 
dạng

z 

u uz 
wz 
w 

u+d
u

uz+duz 

w+dw 

wz+dwz

Hình 21.39: Sơ đồ 
chuyển vị của phân tố 

A’ 

C’

D’ 
B’’ 

Hình 21.38: 
Trạng thái chịu 
lực của phân tố

T1 T1 

Q Q 
Pt 

Pn 

Pt 

dS
t

Pn 

P0 P0 
r 

θ 
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là góc xoay của các pháp tuyến sau biến dạng, ta có các biểu thức tương quan 
BA ′′ , DC ′′ ;  và AB, CD như sau: 

( )
( )1

z1

1CDDC
1ABBA

ε
ε

+=′′
+=′′

 

Trong đó ε1z và ε1 là các biến dạng của AB và CD. 
           Xét đa giác DCCD ′′ (hình 21.39), chiếu đa giác đó xuống phương ngang và 
phương thẳng đứng. Ta có: 

( ) ( )
( ) ( ) 0sinCDduusin1CDu

0cosCDdwwcos1CDw

1

1

=θ−−−ς+θε++
=θ−+−ς+θε++

 

            Chú ý ζ là nhỏ so với θ và CD=R1dθ, ta sẽ được: 

                                             

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

θε+θς=
θ

θε+θς−=
θ

sincos
dR

du

cossin
dR

dw

1
1

1
1                                         (21-38) 

            Tương tự  ta có thể viết: 

                                          
( )

( ) ⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

θε+θς=
θ+

θε+θς−=
θ+

sincos
dzR

du

sinsin
dzR

dw

z1
1

z

z1
1

2

                                  (21-39) 

            Bây giờ chiếu đa giác CCAA ′′ lên phương ngang và phương thẳng đứng. Ta  

được:                                          
⎭
⎬
⎫

θξ+=
θς+=

sinzuu
coszww

z

z                                               (21-40) 

            Thay wz vào (21-39) sẽ được: 

( )
( )

θε+θς=
θ
θθ

⋅
+

+
θ+

cossin
d
cosd

zR
z

dzR
dw

z1
11

 

            Dựa vào biểu thức đầu của (21-38) ta có thể khử w trong biểu thức này và sẽ 
được: 

θ
ς

⋅
+

+ε=ε
d
d

zR
z

1
1z1  

            Vì z là vô cùng bé, nên có thể viết lại:   

                                                         
θ
ς

⋅+ε=ε
d
d

R
z

1
1z1                                            (21-41) 

            Như vậy ta có được biến dạng theo phương kinh tuyến. 
            Biến dạng theo phương vỉ tuyến ε2z được xác định bằng độ giãn của một đường 
tròn qua A bán kính r:                      

( ) θ+
=ε

sinzR
w

2

z
z2  

            Đối với điểm                         
θ

=ε
sinR
w

2
2                                                  (21-42) 

            Với biểu thức (21-40) có thể viết lại: 
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                                                       θ
ς

+ε=ε ctg
R

z
2

2z2                                           (21-43) 

            Thay trị số w từ (21-42) và biểu thức đầu (21-38) ta có: 

                                            ( ) ( )2222111 R
d
dRRctgR ε
θ

−ε−εθ=ς                           (21-44) 

     21.4.3. Tương quan giũa ứng lực và biến dạng. 
            Theo định luật Hooke các tương quan giữa ứng suất và biến dạng là như sau: 

( )z2z12z1 1
E

µε+ε
µ−

=σ   

  ( )z1z22z2 1
E

µε+ε
µ−

=σ  

            Thay các biểu thức (21-41) và (21.43) vào ta được: 

( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
θ

ς
µ+

θ
ς

+µε+ε
µ−

=σ ctg
Rd

d
R
1z

1
E

21
212z1  

( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
θ
ςς

µ+θ
ς

+µε+ε
µ−

=σ
d
d

R
1ctg

R
z

1
E

12
122z2  

            Từ đó dễ dàng xác định được các thành phần ứng lực và mô men nội lực: 

dzT
2/h

2/h
z11 ∫

−

σ=  ;     dzT
2/h

2/h
z22 ∫

−

σ=  

dzzM
2/h

2/h
z11 ∫

−

⋅⋅σ−=   ;     dzzM
2/h

2/h
z221 ∫

−

⋅⋅σ−=  

            Dấu trừ để chỉ mô men uốn làm căng thớ ngoài. 
            Sau khi tính các tích phân, chúng ta có: 

                                              
( )

( )
⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

µε+ε
µ−

=

µε+ε
µ−

=

1222

2121

1
EhT

1
EhT

                                            (21-45) 

                                        

⎪
⎪

⎭

⎪
⎪

⎬

⎫

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
θ
ς

µ+θ
ς

−=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
θ

ξ
µ+

θ
ς

−=

d
d

R
1ctg

R
DM

ctg
Rd

d
R
1DM

12
2

21
1

                                    (21-46) 

           Trong đó :                       

( )2

3

112
EhD

µ−
=  

            Từ các phương trình (21-45), ta tìm thấy: 
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( )

( )⎪⎪⎭

⎪⎪
⎬

⎫

µ−=ε

µ−=ε

122

211

TT
Eh
1

TT
Eh
1

                                               (21-47) 

            Nói tóm lại ta được tám phương trình (21-32); (21-33); (21-34); (21-44); (21-46); 
(21-47) với tám ẩn số T1; T2; M1; M2; Q; ζ ; ε1 và ε2. Để giải phương trình trên ta tìm 
cách đưa hệ về dạng đối xứng. 
    21.4.4. Đưa hệ phương trình về dạng đối xứng. 
            Thay trị số ε1và ε2 từ (21-47) vào (21-44), ta có: 

                ( ) ( ) ( )⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ µ−

θ
−⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ µ+−µ+θ=ς 12

2
12

2
21

1
1 TT

h
R

d
dRR

h
TRR

h
TctgER        (21-48) 

            Bây giờ quay  trở về hệ phương trình cân bằng. Sử dụng biểu thức thứ hai (21-
37), phương trình (21-35) được viết lại dưới dạng: 

( )
θ−

θ
θ

= Qctg
sinR

FT 2
2

1  

            Thay biểu thức đó vào (21-32), ta được: 
( ) ( )2

1
2

1
2z2 RQ

d
d

R
1

sinR
FRpT ⋅

θ
⋅−

θ
θ

−=  

            Sử dụng các kí hiệu:       

                                                   ( ) ( )′∗=∗
θd

d ; VQR 2 =                                           (21-49) 

            Sau khi thay T1 và T2 vào (21-48), ta có: 

               −′⋅
′

−θ′−′⋅
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡ ′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+θ+′′=ς V

R
R

h
hgct

R
RV

R
Rctg

R
RV

R
REhR

1

2

2

1

1

2

1

2

1

2
1  

                           ( )
−

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ µ
++θ⋅⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

θ
θ

+
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ ′
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ θ

+θµ−
hhR

R
hctg

R
R

R
R

sin
F

h
ctghctgV

1

2

1

2

2

1
2

2  

                           ( ) x212
z

2
2 pRRR
h

pRh ⋅µ+−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ⋅
−  

            Thay trị số  của M1, M2  từ  (21-46) vào (21-34), ta được: 

                            +ς′⋅⋅
′

+θ⋅ς−ς⋅
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡ ′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+θ+θ ′′

1

22

2

1

1

2

1

2

1

2

R
R

h
h3ctg

R
R

R
Rctg

R
R

R
R  

                             ( ) V
D
Rhctgh3

h
1 ⋅−=ς−θ′µ

+  

            Hai phương trình cuối cùng chỉ chứa hai ẩn số V và ζ. 

            Kí hiệu :   ( ) ( ) ( ) ( )∗θ−′∗
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡ ′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+θ+″∗=∗ 2

2

1

1

2

1

2

1

2 ctg
R
R

R
R

ctg
R
R

R
R

L             (21-50) 

            Ta có thể viết chúng gọn lại như sau: 
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( ) ( )

( ) ⎪
⎪

⎭

⎪
⎪

⎬

⎫

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ξ′+θµς

′
+µς−ς

θφ+ς⋅=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
′−θµ

′
+µ+

R
R

R
Rctg

h
h3L

EhRV
R
RVctg

h
hVVL

1

1

2

1

2

                      (21-51) 

            Trong đó :        ( ) ( ) −µ++
′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=θφ x212

z
2
2 pRRR
h
pRh  

                                               ( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ µ
++θ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

θ
θ

−
hhR

Rhctg
R
R

R
R

sin
F

1

2

1

2

2

1
2               (21-52) 

            Đó là dạng tổng quát của vỏ mỏng tròn xoay tính với lí thuyết có mô men. Đôi 
khiθ  được thay bằng biến số r (r là khoảng cách từ điểm trên mặt trung gian đến trục đối 
xứng), các phương trình sẽ có dạng đơn giản hơn một ít vì toán tử ( )∗L  viết gọn hơn, 
song viết dưới dạng đó phương trình sẽ rất khó giải với những điểm đặc biệt khi 2π=θ . 
Giải hệ trên ta sẽ tìm thấy ζ và V, do đó nội lực, biến dạng và các chuyển vị u và w được 
xác định . Thực vậy:                          

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
ς⋅

θ
µ+

θ
ς

−=
21

1 R
ctg

d
d

R
1DM  

                                               ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
θ
ς

⋅µ+θ−=
d
d

R
1ctg

R
1DM

12
2  

                                                                   
2R

VQ =  

            Và như ở trên ta đã có: 
( )

θ−
θ

θ
= ctg

R
V

sinR
FT

2
2

2
1  

            và                          ( )
θ

⋅−
θ

θ
−=

d
dV

R
V

sinR
FRpT

1
2

1
zz2  

            Cuối cùng từ (21-47) nhận được: 

                  

( ) ( )

( ) ( )
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪

⎬

⎫

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
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⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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θ
θ
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⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
θ
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θ

θ
−µ−θ−

θ
θ

=ε

ctg
R
V

sinR
F

d
dV

R
1

sinR
FRp
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1

d
dV

R
1

sinR
FRpctg

R
V

sinR
F

Eh
1

2
2

21
2

1
2z2

1
2

1
2z

2
2

2
1

     (21-53) 

            Các thành phần chuyển vị u  và w được xác định từ (21-39) như sau: 

                                                  
( )

( ) ⎪⎪⎭

⎪⎪
⎬

⎫

θς+θε=
θ

θς−θε=
θ

cossinR
d
du

sincosR
d
dw

11

11

                                   (21-54) 

            Các thành phân ứng suất sẽ có trị số là: 
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⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

⋅+=σ

⋅+=σ

3
22

z2

3
11

z1

h
M12z

h
T

h
M12z

h
T

                                          (21-55) 

            Khi độ dày h là hằng số thì các phương trình (21-51) và (21-52) sẽ  có dạng đơn 
giản như sau:                            

                                                 
( ) ( )

( ) ⎪⎭

⎪
⎬
⎫

−=µς−ς

θφ+ς⋅=µ+

V
D
RL

REhVVL

1

1

 

            Trong đó: 

                  ( ) ( ) ( )
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ ′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+θ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

θ
θ

−µ++
′

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=θφ

1

2

1

2

2

1
2x212

z
2
2

R
Rctg

R
R

R
R

sin
FpRRR

h
pRh  

     21.4.5. Điều kiện biên. 
            Tích phân hệ phương trình (21-51) ta có bốn hằng số tích phân. Các hằng số đó  
đều xác định từ các điều kiện biên của bài toán. Nghĩa là phụ thuộc vào điều kiện cố định 
ở biên cũng như cách chịu lực hoặc chuyển vị ở biên. 
            Ta xét một số trường hợp cụ thể sau đây: 
                  a.Ở biên của vỏ chịu ngàm cứng, (hình 21.40): 
           Ta có hai điều kiện sau đây: 
                      - Góc xoay của pháp tuyến của 
mặt trung gian là bằng không ζ=0. 
                      - Chuyển vị theo phương 
hướng kính là bằng không w=0. 
            Điều đó dẫn đến điều kiện (công 

thức 21-42):                  0
sinR
w

2
2 =

θ
=ε  

            Hai điều kiện khác được xác định từ 
biên thứ hai của vỏ. 
            Chúng ta cũng chú ý rằng, với liên kết ngàm chuyển vị ζ theo chiều trục cũng 
bằng không. Để có được trị số ζ chúng ta phải tích phân phương trình thứ hai của 21-54, 
như vậy trong phương trình:                           u=0 
            Ta có thêm hằng số tích phân mới và sẽ trở thành hệ 5 phương trình với 5 ẩn số.  
                 b.Ở các biên của vỏ chịu tải trọng  Tk, Qk và mô men Mk (hình 21.41). 
             
 
 
 
 
 
 
 
 
 

   Hình 21.40:  
     Vỏ chịu ngàm cứng ở 

biên 

p 

Hì h 21 41 Vỏ hị tải t à ô ở

Qk Qk 
Mk Mk Tk Tk 

θk 

(1)

Tkds2

Mkds2M2ds1

T2ds1

M1ds2

T1ds2 Q1ds2

T2ds1
ds1 

M2ds1

a) 

b) 

Qkds2
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 Xét sự cân bằng của một phân tố ngay sát biên ta được: 
T1=Tk ,    Q=Qk,    M1=Mk 

            Song hai điều kiện đầu không phải là các phương trình độc lập. Nếu một điều kiện 
được thoả mãn thì điều kiện thứ hai cũng thoả mãn và hàm F(θ) từ biểu thức (21-37) sẽ 
được xác định.Thực vậy, với phân tố mà ta đã xét trước đây bây giờ được viết lại như 
sau: 

kkkkkk1 cosQsinTcosQsinT θ+θ=θ+θ  
            Vậy nếu T1=Tk thì Q=Qk, do đó điều kiện biên chỉ còn lại hai điều kiện: 

Q=Qk và M1=Mk 
            Nếu biên giới của vỏ là tự do thì điều kiện biên sẽ là: 

Q1=0 và M1=0 
                 c. Trường hợp hai vỏ tiếp nối nhau, hình 21.42a. 
            Khi có hai vỏ nối  nhau, số hằng số tích phân phải xác định là tám. Ta phải xác 

định tám phương trình để 
xác định tám hắng số đó. 
Bốn phương trình được 
thiết  lập từ các điều kiện ở 
các biên riêng biệt , còn 
bốn phương trình khác 
được thiết lập từ điều kiện 
tiếp giáp giữa hai vỏ. Xét 
phân tố được tách ra từ 
điểm tiếp giáp (hình 
21.42b).   
       Giả sử  0sd 1 →′ , đồng 
thời với 1sd ′′ , từ  điều kiện  
cân bằng  ta được: 
              11 MM ′′=′  
        Nếu chiếu các lực 
xuống trục của vỏ ta được 
điều kiện để chọn hàm 
F(θ). Điều kiện thứ hai có 
được khi chiếu tất cả các 
lực xuống một phương nào 

đó, ví dụ theo phương của Q′  chẳng hạn.  
            Khi đó:                  ( ) ( )2121 cosTsinQQ θ−θ′′−θ−θ′′=′  
            Như vậy ta đã có hai phương trình. Hai phương trình khác được xác định từ điều 
kiện chuyển vị hoặc biến dạng của vỏ. Tại điểm tiếp giáp ta phải có: 
                                 ς ′′=ς′ ; ww ′′=′ ;    ( 22 ε ′′=ε′ ) 

Thành phần chuyển vị u như trên đã nói là không cần xét đến. 

Hình 21.42: hai vỏ nối tiếp nhau 
(a) và phân tố chịu lực được tách 

ra từ diểm tiếp giáp (b) 

2 

3

1 

θ1 

θ2 

21dsM′
2dsQ′

ds1 

ds1 

2dsT′  

2dsM ′′

21dsT ′′  

21dsM ′′
2dsQ ′′
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           d. Vỏ trụ kín. 
            Ví dụ có vỏ trụ kín như hình 21.43, khi đó biên thứ hai 
có bán kính bằng không. Như vậy các hằng số tích phân có trị 
số tiến tới vô cùng, điều đó không đúng với thực tế, vì ứng 
suất và biến dạng tại đó có trị số giới nội, do đó điều kiện biên 
tại đỉnh (điểm 2) là: ζ≠∞; T1≠∞ 

e. Vỏ trụ được cố định cả hai biên. 
          Khi đó nếu biết các phản lực ở một biên thì mới xác 
định được hàm F(θ) từ điều 
kiện cân bằng. Trong nhiều trường hợp như các ví dụ trên hình 21.44 ta chưa có các phản 
lực tại các biên, do đó để xác định F(θ) ta phải có các điều kiện khác. 
          Ta cũng gọi loại bài toán đó là bại toán siêu tĩnh.  
          Việc xác định điều 
kiện biên của bài toán 
siêu tĩnh cũng tiến hành 
tương tự như hệ siêu tĩnh. 
Trên một biên nào đó của 
vỏ, ta đặt các lực p thay 
cho phản lực của gối tựa 
và tính F(θ) theo p (xem 
hình 21.44b). 
          Sau đó p được xác 
định từ  điều kiện chuyển 
vị u theo chiều trục tại các điểm trên biên là bằng không. Như vậy ta có sáu hằng số tích 
phân phải xác định: [ bốn hằng số tích phân của hệ phương trình (21-51), một hằng số 
tích phân khi lấy tích phân phương trình thứ hai của (21-54) và trị số của p ], song ta có 
sáu điều kiện biên như sau. Ví dụ vỏ trên hình 21.45. 
           Trên biên 1  ta phải có: 
                  0=ς ; 02 =ε ; 0u =  
            Trên biên 2: 

                  0M1 = ; θ
π

= cos
r2

pQ
2

; 0u =  

            Vỏ trên hình 21.45. 
            Trên biên 1: 0=ς ; 02 =ε ; 0u =  
            Trên biên 2: 0=ς ; 02 =ε ; 0u =  
   
21.5. ỨNG SUẤT UỐN TRONG VỎ TRỤ CHỊU ÁP 
SUẤT BÊN TRONG. 
            Ở phần trên chúng ta đã thiết lập các công thức tổng quát để tính vỏ khi kể đến 
các mô men uốn. Khi tính toán cho những trường hợp cụ thể như vỏ là hình chóp hay một 
hình cầu với chiều dày không đổi, các công thức sẽ được rút gọn hơn, song sự tính toán 
vẫn còn phức tạp. Với phạm vi của giáo trình không cho phép ta đưa tất cả những điều đó 
vào mà ở đây ta chỉ đề cập một truờng hợp đơn giản nhất là vỏ trụ chịu áp lực bên trong. 
            Ví dụ với vỏ trụ như hình 21.46a, xét phân tố được tách ra bởi các mặt cắt qua 
kinh tuyến và vỉ tuyến (xem hình 21.46b).  

Hình 
21.43: 

Vỏ trụ kín

1

2 

   Hình 21.45:  
       Sơ đồ tính 

toán 

r2 
p 

θ 

1 

2 

       Hình 21.44: a)Vỏ trụ được cố 
định cả hai biên 

b) Sơ đồ tương đương

a) b) px
Pz 

1 1

2

M 
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 Các phương trình được rút gọn lại như sau: 
                 - Chiếu tất cả các lực xuống trục của vỏ, ta có: 

0dxRdpRddT 11 =+ ϕϕ  
                 - Chiếu các lực xuống phương pháp tuyến: 

0dxRdpdRdQddxT n2 =⋅⋅+⋅⋅+⋅− ϕϕϕ  

                 - Lấy tổng mô men của các lực với trục y:  
                                                             1dMQdx +  
            Từ phương trình đầu ta có:       dxpCT 11 ∫−=  
            Nếu pt=0 thì T1 là hằng số.  
            Từ phương trình thứ hai ta có:   

                                                             
R
Tp

dx
dQ 2

n
1 −=                                         (21-56) 

            Phương trình thứ ba cho ta liên hệ: ς=
dx

dM1                                             (21-57) 

            Vì tính chất đối xứng nên những phương trình cân bằng khác luôn luôn thoả mãn. 
            Kí hiệu w là chuyển vị theo phương bán kính và ς 
là góc xoay của pháp tuyến mặt trung gian (hình 21.47), ta 
dễ dàng tìm thấy tương quan:       

                                           ς=
dx
dw               (21-58) 

             Độ giãn dài tỉ đối của một thớ AB cách mặt trung 
gian một khoảng cách z do uốn gây nên là:    

                                           
dx
zdς  

             Độ giãn dài toàn phần của AB phải tính đến độ giãn do lực dọc trục gây ra: 

                                                         
dx
dz1z1
ς

+ε=ε                                                  (21-59) 

a) 

dx

x

T2 dx

M2dx

T1Rdϕ 

M1R dϕ 

QR dϕ 

Pn R 
dϕdx

PtR dϕdx

(M1+dM1) R dϕ 

(T1+dT1) R dϕ 

M2dx

T2 dx

(Q1+dQ1) R dϕ
dϕ

dϕ 

x 
dx 

Rdϕ 

b)

                 Hình 21.46: Vỏ trụ chịu 
áp suất bên trong (a) và   

ứng suất uốn khi vỏ lực chịu

Hình 21.47: Sơ 
đồ tính chuyển 

vi  w 

w ζ 

p  
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             Trong đó: ε1 là độ giãn tương đối tương ứng của mặt trung gian. 
             Biến dạng dài tỉ đối theo hướng tiếp tuyến vòng sẽ là: 

                                                               
R
w

z2 =ε                                                      (21-60) 

             Các biểu thức (21-59) và (21-60) thay thế cho các biểu thức (21-41) và (21-43). 
Từ định luật Hooke tổng quát ta có: 

                          
( )

( )
⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ς

µ++µε
µ−

=µε+ε
µ−

=σ

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ς

⋅+µ+ε
µ−

=µε+ε
µ−

=σ

dx
dz

R
w

1
E

1
E

dx
dz

R
w

1
E

1
E

12z1z222

12z2z121

                     (21-61) 

            Từ đó ta dễ dàng xác định các thành phần mô men uốn và lực kéo với các biểu 
thức:                                       

                                             zdzM
2/h

2/h
11 ∫

−

σ= ;    zdzM
2/h

2/h
22 ∫

−

σ=  

                                               dzT
2/h

2/h
11 ∫

−

σ= ;    dzT
2/h

2/h
22 ∫

−

σ=  

            Thay các trị số σ1 và σ2 vào ta có: 
 

dz
dx
dzz

R
w

1
EM

2h

2h

2
121 ∫
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⎥
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⋅+⎟

⎠
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dzz

R
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1
EM
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2
122 ∫
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⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ς
⋅µ+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +µε

µ−
=  

                                        dz
dx
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R
w

1
ET

2h

2h
121 ∫

−
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ς
⋅+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ µ+ε
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=  

                                        dz
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R
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1
ET

2h
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122 ∫
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⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ ς
⋅µ+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +µε

µ−
=  

            Vì ε1, w và 
dx
dς  không phụ thuộc vào z nên: 

∫
−

=
2/h

2/h

hdz ;     ∫
−

=
2/h

2/h

0zdz    ; ∫
−

=
2/h

2/h

3
2

12
hdzz   

           Do đó ta có: 

                                           
( )

( ) ⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

ς
⋅⋅µ=

ς
µ⋅

µ−
=

ς
⋅=

ς
⋅

µ−
=

dx
dD

dx
d

112
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dD
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d
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3

2

2

3

1

                               (21-62) 

 
 
                                                                                                                                  (21-63) 

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ µε+

µ−
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ⋅µ+ε

µ−
=

122

121

R
w

1
EhT

R
w

1
EhT
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    Khử ε1 trong hai phương trình (21-63) ta tìm thấy liên hệ: 

                                                          12 Tw
R
EhT ⋅µ+=                                           (21-64) 

             Từ phương trình đầu của (21-62) và từ (21-58), ta có: 

2

2

1 dx
wdDM ⋅=  

Thay vào các phương trình vi phân (21-57) và (21-56), ta được: 

                                                        n
2

4

4

p
R
T

dx
wdD =+  

            Tính T2 từ (21-64) và thay vào phương trình cuối cùng này, ta được: 

RD
T

D
Pw

DR
Eh

dx
wd 1n

24

4

µ−=+  

            Sử dụng các kí hiệu: 

                                                        ( ) 4
22

2

2 k4
hR

112
DR

Eh
=

µ−
=  

                                                            ( )
4

22

2

hR
13k µ−

=                                              (21-65) 

            Phương trinh vi phân trên được viết dưới dạng: 

                                                    ( )

RD
T

D
pwk4w 1n4IV µ

−=+                                     (21-66) 

            Trong đó T1 xem như đã biết, vì đó là hai ứng lực theo chiều trục. Nếu pt=0 thì T1 
được xác định từ điều kiện chịu lực ở hai gối đầu. 
            Khi phương trình (21.65) đã được giải, nghĩa là ta đã có w thì các thành phần mô 
men và nội lực khác đều được xác định. Thực vậy ta sẽ có: 

                                                             
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

′′′=

′′µ=

′′=

wDQ
wDM

wDM

2

1

                                              (21-67) 

            Ta dễ dàng tìm thấy các thành phần ứng suất như sau: 

                                                          

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

±=σ

±=σ

2
22

2

2
1

1

1
1

h
M6

h
T

h
M6

h
T

                                          (21-68) 

            Bây giờ ta đi sâu vào cách giải phương trình vi phân (21-67). Đó là phương trình 
vi phân tuyến tính với các hệ số là hằng số, do đó nghiệm sẽ có dạng hàm số vòng và hàm 
số hypecbôlich. Nghiệm của phương trình vi phân thuần nhất: 
                                                          ( ) 0wk4w 4IV =⋅+                                         (21-69) 
có dạng :           ( ) ( )kxcosCkxsinCekxcosCkxsinCew 43

kx
21

kx +++= −  
            Trong nghiệm đó ta có hai số hạng, một tắt nhanh theo x và một số hạng lại tăng 
lên theo x. Điều đó cho phép ta bỏ qua một số hạng và bài toán sẽ được đơn giản hơn rất 
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nhiều. Kí hiệu ∗w là một nghiệm riêng của (21-66) thì nghiệm tổng quát của phương trình 
vi phân đó sẽ là : 
                    ( ) ( ) ∗− ++++= wkxcosCkxsinCekxcosCkxsinCew 43

kx
21

kx      (21-70) 
            Ta sẽ làm rõ cách giải bằng những ví dụ cụ thể sau đây: 
            Ví dụ 1:Tính ứng suất thành trên thành bình vỏ trụ đựng đầy chất lỏng như hình 
vẽ 21.47. Gọi trọng lượng riêng của chất lỏng là γ. 
            Kích thước cho như sau: R=1m, 
h=5mm, H=5m, vật liệu của vỏ bằng thép 

25 mm/N102E ⋅= , 3,0=µ , 3cm/N01,0=γ  
            Bài giải: Gọi x là khoảng cách từ đáy 
đến điểm đang xét ở trên thành bình. Áp suất 
tại đó là :  
                          ( )xHp −γ=                (1) 
            Ứng lực theo phương dọc trục T1=0, 
vì vậy có thể chọn nghiệm riêng của (21-66) 
dưới dạng :  

                          ( )
Dk4
xHw 4

−γ
=∗             (2) 

            Nghiệm tổng quát sẽ là: 
                 

( ) ( ) ( )
Dk4
xHkxcosCkxsinCekxcosCkxsinCew 443

kx
21

kx −γ
++++= −

     (3) 
            Các điều kiện biên sẽ như sau: 

            Với x=0, w=0 và 0
dx
dw

=  

            Với x=H, M1=0 và Q=0 
            Từ (21-67) và (19-68) suy ra: 

            Với x= H thì 2

2

dx
wd và 0

dx
wd
3

3

=  

            Từ  các điều kiện đó ta có hệ thống bốn phương trình để xác định bốn hằng số C1, 
C2, C3, C4 như sau: 

                   
Dk4

HCC 442
γ

−=+  

                   
Dk4

CCCC 54321
γ

=++−  

                   0kHsineCkHcoseCkHsineCkHcoseC kH
4

kH
3

kH
2

kH
1 =−++− −−  

                                   ( ) ( )+−++ −− kHsinkHcoseCkHcoskHsineC kH
2

kH
1  

                                   ( ) ( ) 0kHsinkHcoseCkHsinkHcoseC kH
4

kH
3 =+−−+             (4) 

            Khử C3 và C4 ta nhận được: 
                 [ ] ( )[ ]=++++− −− kHsinkHcos2ekHsineCkHcosekHcoseC kHkH

2
kHkH

1  

Hình 21.47: Sơ đồ tính ứng 
suất trên thành bình vỏ trụ 

đựng đầy chất lỏng 

h

H
 

x
 

2R

P=γ(H-
x)

γ 



 217

                       ( )kHcoskHsine
Dk4

HkHcose
k4

kH
4

kH
5 −−−=

γγ  

                 ( ) ( )[ ]+−−+− − kHsinkHcosekHcoskHsineC kHkH
1  

                      ( )[ ] ( ) =−+−+ − kHsinkHcos3ekHsinkHcoseC kHkH
2  

                       ( ) kHcose2
Dk4

HkHsinkHcose
Dk4

kH
4

kH
5 ⋅−−=

γγ                                (5) 

            Từ (21-65) ta có : 
( )

91kH

cm18178,0
5,0100

09,013k 1
4

22

=

=
⋅

−
= −

 

            Rõ ràng trị số 91kH ee −− =  là quá nhỏ so với 91kH ee = , vì vậy ta có thể bỏ qua trị 
số kHe−  trong hai phương trình cuối cùng này. Từ đó ta có: 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

γ
= H

k
1

Dk4
C 41 ;   

Dk4
C 42

γ
−=  

0CC 43 ==  
            Thực ra phải nói rằng C3 và C4  không phải là bằng không mà có một trị số nào đó 
song rất bé so với C1, C2. Sự bé đó giống với sự tương quan giữa e-kH  và ekH 
            Nếu phải tính cụ thể thì chúng ta có thể  thực hiện phương pháp đúng dần để giải 
hệ phương trình (5) trên đây. 
            Ta hãy quay lại biểu thức (3). Chú ý rằng C3 và C4 là rất nhỏ nên số hạng thứ hai: 

( )kxcosCkxsinCe 43
kx +  

có thể bỏ qua so với số hạng thứ nhất: 
( )kxcosCkxsinCe 21

kx +−  
            Sai số do sự bỏ qua đó gây ra càng nhỏ khi x càng nhỏ. Với x lớn, giả dụ Hx ≈ , 
sự bỏ qua đó không còn đúng vì lí do C3 và C4 có trị số tương đôi lớn.Thực vậy lúc đó ekx 
lại trở nên cực kì lớn và haisố hạng trên trở nên cùng hạng. Song ngay trong trường hợp 
đó sự bỏ qua trên đây không đưa đến những sai số đáng kể, vì rằng như chúng ta đã thấy, 
trị số mô men uốn và ứng suất lớn nhất lại nằm ở vùng bị ngàm, nghĩa là tại nơi mà sự bỏ 
qua đó cho ta công thức đúng nhất. 
            Với điều nhận xét đó, nếu  phải khảo sát chính các hàm w ở miền w≈H, thì ta có 
nên chuyển gốc hệ  trục toạ độ và như vậy sẽ thay đổi điều kiện biên và do đó cũng bỏ 
qua C3 và C4. Với cách đó hàm số tắt dần với hệ số e-kx sẽ cho phép ta xác định chính xác 
ứng suất trong vỏ trụ ở tại biên thứ hai. 
            Lập luận bỏ qua phần tăng của hàm w và khảo sát phần hàm số tắt dần còn lại 
trong vùng biên của vỏ một cách độc lập với nhau (ta gọi là hiệu ứng biên). 
            Rõ ràng rằng phương pháp đó chỉ có thể ứng dụng cho trường hợp H khá lớn để 
trị số e-kH có thể bỏ qua so với e+kH. Giả sử sai số cho phép đó là 5%, khi đó ta có: 
                                                        kHkH ee05,0 −<  

            Do đó :                          5,105,0ln
2
1kH =−>  

            Trong trường hợp đang xét, từ công thức (21-65) 
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( )
116,1

13
5,1

Rh
H

4 2
≈=

−
>

µ
 

            Tóm lại, khả năng xét hiệu ứng ở các biên khác nhau là tuỳ thuộc vào trị số 

Rh
H . 

            Nói cách khác, sự bỏ qua trên đây là cho phép trong trường hợp chiều cao của trụ 
không bé hơn trị số bình quân giữa bán kính và chiều dày.  
                                                          RhH >  
           Ta tính tiếp cho bài toán: 
           Thay C1 và C2 vào biểu thức (3) và tính các đạo hàm ta có: 

                                 

( )[ ]{ }

( )[ ]
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

−+⋅
γ

=

=µ=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⋅

γ
−=

−+−
γ

−=ς

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

γ
=

−

−

−

−

kxcosH21kxsine
k4

Q

w
R
EhT,MM

kxcosH
k
1kxsinHe

k2
M

1kxcoskxsin1kH2e
Dk4

xHkxcosHkxsinH
k
1e

Dk4
w

kx
2

212

kx
21

kx
4

kx
4

                 (6) 

            Để xác định ứng suất lớn nhất ta vẽ 
biểu đồ T2 và M1 (xem hình 21.48). Qua biểu 
đồ đó ta thấy trị số mô men uốn lớn nhất tại 
ngàm và trị số đó giảm rất nhanh khi đi xa 
khỏi ngàm. Ứng lực T2 tại ngàm là lớn nhất  
và giảm nhanh chóng khi càng cách xa ngàm, 
và đồ thị biểu diển T2 là một đường thẳng. 
Phương trình của đường thẳng đó dễ dàng 
được xác định từ biểu thức (6) và (21-64). Với 
trị số x khá lớn: 

                         
( )

( )xHRT

xH
Dk4

w

2

4

−γ=

−
γ

=
 

            Các biểu thức này trùng với các biểu thức được tính với lí thuyết mô men. Quả 
vậy, từ điều kiện cân bằng của một nửa vòng hình trụ (hình 21.49) ta có: 

               ( )xHRpRT
dxT2dxpR2

2

2

−⋅γ==
=⋅

 

           Như vậy, với những điểm xa ngàm sự 
tính toán ứng suất theo lí thuyết có mô men có 
thể thay bằng lí thuyết không mô men ví mô 
men uốn tại những nơi đó không còn ý nghĩa. 

Hình 21.48: Sơ đồ tính 
ứng suất

M1 cmN7460T2

Đ
ư
ờ
n
g
 
t
h
ẳ
n
g
 

γR
(
H
-
x
)

Hình 21.49: Sơ đồ tính 
ứng suất

T2d
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p 
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            Ứng suất cực đại là ứng suất tại các điểm bên trong và bên ngoài của vỏ tại ngàm. 
Theo công thức (21-68) trị số các ứng suất chính tại mặt trong của vỏ là: 

0

cm/N537
5,0

6,7463,0
5,0

0

cm/N1790
5,0

6,746
5,0

0

3

2
22

2
21

=σ

=
⋅

⋅+=σ

=
⋅

+=σ

 

            Ứng suất tương đương theo thuyết bền ứng suất lớn nhất là: 
2

minmaxtd cm/N1790=σ−σ=σ  
            Ở mặt ngoài của vỏ ta có: 

2
1 cm/N1790−=σ , 2

2 cm/N540−=σ , 03 =σ 2
td cm/N1790=σ . 

            Nếu ta tính ứng suất lớn nhất theo lí thuyết không mô men và tính với ứng lực kéo 
lớn nhất tại ngàm:                                    HRT2 ⋅γ=  

            Ta sẽ có:                 2
2

2 cmN1000
5,0

50010010
h
T

=
⋅⋅

==σ
−

 

            Như vậy sai số gần gấp hai lần tại ngàm, do đó trong trương hợp này không thể 
tính theo lí thuyết không mô men được. 
            Ví dụ 2: Ống mỏng được cố định bởi hai mặt côn như hình vẽ 21.50. Xác định 
luật phân bố của ứng lực và mô men uốn trong ống. Cho biết l=30cm, R=5cm, 3,0=µ . 
Giả sử pn=pt=0. 

            Bài giải: Ứng lực theo trục là:        
R2

pT1 π
=  

            Bỏ qua lực ma sát trên mặt côn, trị số lực cắt Q được chỉ dẫn trên hình 21.51 và 

xác định bởi biểu thức:                          
R2
3pQ

π
=  

            Nghiệm riêng của (21-56) được chọn dưới dạng: 

hE2
P

RDk4
T

w 4 ⋅π
⋅µ

=
⋅

µ
=∗  

            Nghiệm tổng quát của hàm chuyển vị theo (21-70) có dạng: 

      ( ) ( )
Eh2
pkxcosCkxsinCekxcosCkxsinCew 43

kx
21

kx

π
µ

++++= −  

            Chọn gốc hệ  trục toạ độ là một đầu gốc. 

      Hình 21.50: Ống 
mỏng  

         được cố định bởi 
h i hố

p p p p 

Q 

Q 

T1

T1

300 

600

h
 

R
 

l

Hình 21.51: Sơ đồ 
tính ứng suất và 

mô men 
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            Lập lại tất cả các lập luận như trên ta thấy có thể bỏ qua C3 và C4 khi tính ứng 
suất với điều kiện e-kx

 có thể bỏ qua so với ekl. 

            Ta tính                                 ( ) 4,2430
5,05
09,013kl 4

22 =⋅
⋅
−

=  

            Vậy việc bỏ qua C3 và C4 là cho phép, biểu thức của chuyển vị có thể viết lại dưới 

dạng:                                       ( )
Eh2
pkxcos2CkxsinCew 1

kx

π
µ

++= −  

            Các đạo hàm của w là : 
                                ( ) ( )[ ]kxcosCCkxsinCCkew 2121

kh −++−=′ −  
                                ( )kxcosCkxsinCek2w 12

kx2 +=′′ −  
                                ( ) ( )[ ]kxcosCCkxsinCCek2w 2121

kx3 ++−=′′′ −  
            Thiết lập các điều kiện biên: 

            Với x=0, M1=0 ( 0w =′ ) và 
R2
3pwDQ

π
=′′′=  

            Từ điều kiện thứ nhất ta rút ra được C1=0 và từ điều kiện thứ hai
R2
3pC2 π

=  

            Từ đó:                           ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ µ

+
π

= −

2
kxcose3kR

Eh
pw kx  

            Các ứng lực có trị số là:              
R2

pT1 π
−=  

                                                        kxcose3kPT kx
2

−

π
=  

            Và trị số mô men uốn là:  

                                     kxsine
kR2
3PM kx

1
−

π
=  

                                     12 MM µ=  
           Từ các phương trình đó ta có thể vẽ các biểu đồ của mô men uốn và ứng lực T1, T2 
như trên hình 21.52. 
            Các ứng suất lớn nhất là tại điểm gần 
vị trí cố định của ống, trị số của chúng là: 

           2
2 cmN898,0

5,0
P449,0

+=−=σ  

          Ứng suất tương đương là:             
          2

31td cmN952,0=σ−σ=σ    
          

 
 
 
CÂU HỎI TỰ HỌC. 

21.1. Thế nào là tấm  và vỏ, phân biệt chúng ? 
21.2. Phương hướng tính ứng suất đối với tấm tròn chịu lực phân bố đối xứng ? 

 Hình 21.52:  
     Biểu đồ mô men và ứng lực

0,449p 
N/cmT2 0,02p N/cm 

M1 

T1=-
0,02pN/cm
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21.3. Các công thức tính ứng suất của tấm tròn ? 
21.4. Sự khác nhau khi tính toán tấm tròn và tấm chữ nhật ? 
21.5. Các công thức tính ứng suất trong tấm chữ nhật ? 
21.6. Cách xét các biến dạng và ứng suất đối với vỏ ? 
21.7. Các biểu thức tính ứng suất đối với vỏ trụ ? 
21.8. Các phương trình cân bằng đối với vỏ đối xứng ? 
21.9. Phương trình tương thích giữa chuyển vị và biến dạng. 
21.10. Tương quan giữa biến dạng và ứng lực ? 
21.11.Ứng suất uốn trong vỏ trụ chịu áp suất bên trong ? 

 
--- --- 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 222

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 223

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 224

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 225

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 226

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 227

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 224

          Chương 22 
KẾT CẤU THANH THÀNH MỎNG 

 
22.1.KHÁI NIỆM. 
          Kết cấu thanh thành mỏng là một dạng thanh theo định nghĩa trước đây, tức là nó 
cũng là một vật thể có kích thước theo một phương lớn hơn rất nhiều so với kích thước 
theo hai phương kia. Thế nhưng kích thước theo một phương trong hai phương còn lại rất 
nhỏ. Và thường chu vi của nó là hở, chúng ta sẽ rõ điều này khi đi vào nội dung  nghiên 
cứu. Và kết cấu thanh thành mỏng có thể xem là một kết cấu đặc biệt. Kết cấu này cũng 
thường gặp trong ngành cơ khí, xây dựng, đặc biệt được ứng dụng trong kết cấu máy bay, 
tàu thuỷ, toa xe...Vì vậy chúng tôi cho rằng việc giới thiệu những vấn đề cơ bản của tính 
toán của kết cấu thanh thành mỏng dưới đây là cần thiết. 
          Ở hình 22.1 biểu diễn một thanh thành mỏng, thanh này có bề dày δ rất bé so với 
chu tuyến S (đường trung bình của mặt cắt 
ngang) và S này lại rất bé so với chiều dài l của 
thanh. Loại kết cấu thanh thành mỏng này có ưu 
việt ở chỗ là trọng lương nhỏ nhưng chịu lực lớn 
cho nên nó được sử dụng trong kết cấu máy bay, 
tàu thuỷ, ô tô, tàu hoả, một số công trình xây 
dựng và cầu.... 
          Tính toán về kết cấu thanh thành mỏng 
cũng là một chuyên đề lớn đã được một số nhà 
bác học như Timôsenko, Vlasốp... nghiên cứu. 
Đặc biệt Vlasôp không những nghiên cứu  về 
tính toán độ bền mà còn nghiên cứu về ổn định, 
về dao động của các kết cấu thanh thành mỏng, vì vậy đôi khi người ta còn gọi là lí 
thuyết của Vlasốp.  Chúng ta làm quen với một số định nghĩa sau: 
               - Mặt cách đều hai mặt bên của một thanh được gọi là mặt trung gian. Giao 
tuyến của mặt trung gian với mặt cắt ngang gọi là đường trung gian. Hình dáng của 
đường trung gian còn được gọi là chu tuyến của mặt cắt ngang. 
               - Thanh có mặt cắt ngang hở thì chu tuyến của nó là một đường hở và thanh có 
mặt cắt ngang là kín thì chu tuyến của nó là một đường kín. 
               - Bề dày δ của thanh cũng có thể không đổi hoặc thay đổi (xem hình 22.2). 
 

22.2. ĐẶC TRƯNG QUẠT CỦA MẶT CẮT NGANG CỦA MỘT THANH THÀNH  
MỎNG HỞ. 
     22.2.1. Toạ độ quạt (trong hệ độc cực). 

Hình 22.2: Bề dày của thanh thành mỏng 

      Hình 22.1:Kết 
cấu một thanh thành 

mỏng 

δ

S

l 
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         Giả sử có một đường chu tuyến như trên hình 22.3. Ta chọn một điểm O bất kì trên 
đường đó làm gốc toạ độ và lấy một điểm P bất 
kì trên mặt phẳng chứa mặt cắt ngang gọi là điểm 
cực. Có một điểm A trên đường chu tuyến cách O 
theo đường chu tuyến là  S, ta xét phân tố AB có 
độ dài theo đường chu tuyến là dS (xem hình 
22.3), ta có: 
               - Hai lần diện tích tam giác PAB là: 

dSrd ⋅=ω  
          Trong đó r là khoảng cách từ P đến đường 
tiếp tuyến tại A. 
               - Ta gọi tích phân dưới đây là toạ độ 
quạt của A: 

                                                    ∫∫ =ω=ω
S

0S

rdSd   cm2                                           (22-1) 

               - Toạ độ quạt này về trị số bằng 2 lần diện tích của tia PA quét trong mặt cắt khi 
A chạy từ O đến điểm đang xét. Dấu của toạ độ quạt được xem là (+) khi tia A quanh 
quanh điểm P theo chiều kim đồng hồ và là (-) khi tia PA quay ngược chiều kim đồng hồ. 
Vậy toạ độ quạt phụ thuộc vào vị trí của cực P và gốc toạ độ O đã chọn. 
          Dưới đây chúng ta trình bày cách tính và vẽ các biểu đồ quạt. 
          Ví dụ 1: Cho một đường trung gian và chọn gốc toạ độ O và cực P như trên hình 
vẽ 22.4. 
         Bài giải: Toạ độ A là 2 lần diện tích của tam giác POA: 
                  SaOAPOA ⋅−=⋅×−=ω  
          Đại lượng này mang dấu (-) vì tia PA 
quét từ O→A quay ngược chiều kim đồng hồ. 
          Giá trị của toạ độ quạt tại một điểm trên 
đường chu tuyến được vẽ ứng với tung độ của 
nó kể từ đường trung tuyến (xem hình vẽ 22.4). 
Với cách làm như vậy:  
         Tại điểm (1) sẽ có :      2

1 a−=ω  
         Tại điểm (2) sẽ có :      2

2 a2−=ω  
         Tại điểm (3) sẽ có :      2

3 a+=ω  
         Tại điểm (4) sẽ có :      04 =ω  
(Tại điểm 4 có hai giá trị từ  O đến (3) và từ 
(3)-(4) bằng nhau nhưng ngược dấu) 
         Ví dụ 2: Hãy vẽ biểu đồ toạ độ quạt của 
đường chu tuyến của mặt cắt ngang được biểu 
diễn trên hình 22.5. 
         Bài giải: Với cách chọn gốc O và cực P 
như trên hình vẽ thì khi A chạy trên đường 
PO2 hay P-3, giá trị của toạ độ quạt bằng 
không. 
         Tại điểm (1) :         2

1 a2=ω  

Hình 22.3:Tính diện 
tích quạt trong hệ toạ 

độ độc cực 
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O 

Hình 22.5: 
Biểu đồ toạ độ quạt
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Hình 22.4: Sơ đồ chọn 
gốc toạ độ O và cực P
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         Tại điểm (2) :         2
1 a4−=ω  

         Biểu đồ toạ độ quạt được biểu diễn trên hình 22.5. 
          Ví dụ 3: Trên hình 22.6 biểu diễn một đường chu tuyến tròn hở  với vị trí cực và 
gốc như hình vẽ. Hãy vẽ biểu đồ quạt của nó. 
          Bài giải:  Gọi θ là gốc ở tâm của cung OD=S và r là khoảng cách từ P đến đường 
tiếp tuyến của vòng tròn tại D, r được xác định:  
                                                     RcosR2r −θ⋅=                                                    (1) 

          Vậy toạ độ quạt tại A là diện tích quạt do tia PD quét khi D chạy từ  O→A. 

( ) ϕ−θ==ω ∫∫
ϕ

d1cos2RrdS
0

2

S
A  

          Hay                                ( )ϕ−ϕ=ω sin2R 2
A                                                 (2) 

          Căn cứ vào (2) ta vẽ được biểu đồ quạt như trên hình 22.6b 
     22.2.2. Toạ độ quạt trong hệ trục vuông góc. 
          Trong hệ toạ độ vuông góc Pxy có một đường cong G biểu diễn một đoạn của 
đường trung gian của một mặt cắt ngang nào đó (xem hình 22.7). 
          Một cách gần đúng, ta xem diện tích vi phân dω là bằng hai lần hiệu của hai diện 
tích của hai tam giác PBC và PAC1 , nên ta có: 
                                              xdyydxd −=ω                                                           (22-2) 
         Trong đó x,y là toạ độ của điểm A và (x+dx), (y+dy) là toạ độ của điểm B. 

Hình 22.6: 
Đường chu tuyến hở (a) và biểu đồ toạ độ 

quạt của nó (b) 

P

O

D
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R 

r

2R
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( )ϕϕω −= sin2R 2

−

a
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b
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Hình 22.7: Toạ độ 
quạt trong hệ trục 
vuông góc 
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Hình 22.8:Quan hệ toạ 
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         Chúng ta cũng có thể thiết lập tương quan giữa các toạ độ quạt đối với 2 cực bất kì. 
         Thật vậy: trong mặt phẳng chứa đường cong G lấy hai cực P1 và P2 với hai trục 
song song P1x1y1 và P2x2y2 như trên hình vẽ 22.8.Toạ độ của cực P2 trong hệ trục P1x1y1 
là a,b. Giả sử đã xác định được toạ độ quạt trên cung OI=S tương ứng với cực P1, bây giờ 
hãy xác định toạ độ quạt của đoạn cung đó với cực mới là P2. 
          Tương tự như trên ta có:        

22222 dyxdxyd −=ω  
          Theo hình 22.8 ta có được quan hệ sau: 

byy;axx 1212 −=−=  

                 Vậy:                              ( ) ( ) 11112 dyaxdxbyd −−−=ω  
          Lấy tích phân hai vế dọc theo OI, ta có: 

( ) ( ) ( ) ( )10110112 yyaxxbSS −+−−ω=ω  
          Trong đó x1 và y1  là toạ độ của điểm I và x10 ,y10 là toạ độ của điểm O trong hệ toạ 
độ P1x1y1. Nếu có một hệ trục bất kì song song với chúng là Pxy chẳng hạn (xem hình 
22.8) thì ta có thể viết ω2 dưới dạng mới: 
                                     ( ) ( ) ( ) ( )0012 yyaxxbSS −+−−ω=ω                                    (22-3) 
          Từ biểu thức (22-3) ta có nhận xét sau đây: Khi thay đổi vị trí cực P, nghĩa là giá trị 
a, b thay đổi thì toạ độ quạt sẽ thay đổi một trị số tỉ lệ bậc nhất đối với các toạ độ x,y. Khi 
thay đổi vị trí gốc O trên cung, nghĩa là thay đổi vị trí toạ độ x0,y0 thì toạ độ quạt thay đổi 
một hằng số. 
     22.2.3. Đặc trưng quạt và cách xác định chúng. 
          Cũng như trong chương đặc trưng hình học trước đây, ta có các định nghĩa sau đây: 
               - Gọi mô men tĩnh quạt là biểu thức sau: 
                                                ∫∫ω=ω

F

dFS   (cm4)                                                    (22-4) 

               - Gọi mô men qụat đường là: 

                                               

⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

ω=

ω=

∫∫

∫∫

ω

ω

F

5

F

5

)cm(xdFJ

)cm(ydFJ

y

x

                                                (22-5) 

               - Gọi mô men tĩnh quạt là tích phân sau: 
                                               ∫∫ω=ω

F

2dFJ    (cm6)                                                  (22-6) 

          Với F là diện tích của mặt cắt ngang; x,y là toạ độ của điểm K nào đó trên mặt cắt 
ngang và ω là toạ độ quạt tương ứng của điểm K đó đối với cực P đã chọn (hình 22.9). 
          Trong trường hợp bề dày δ không đổi thì các biểu thức tích phân trên có dạng như 
sau : 
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⎪
⎪
⎪
⎪

⎭

⎪
⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

ωδ=

ωδ=

ωδ=

ωδ=

∫

∫

∫

∫

ω

ω

ω

ω

S

2

S

S

S

dSJ

xdxJ

ydSJ

dSS

y

x

        (22-7) 

          Rõ ràng nếu biểu đồ toạ độ quạt ω đã 
được xác định thì các tích phân (22-7) có thể 
tính dễ dàng. Nếu các đường chu tuyến có 
những đoạn thẳng thì các tích phân (22-7) có thể 
xác dịnh bằng phương pháp nhân biểu đồ 
VêrêSaghin như trong chương tính chuyển vị. 
          Ví dụ 4: Hãy tính các đặc trưng quạt cho hình 22.6a (trong ví dụ 3). 
          Bài giải: Ta  đã xác định được toạ độ quạt tại điểm A bất kì trên chu tuyến ở vị dụ 
3 là:                                         ( )ϕ−ϕ=ω sin2R 2

A  
          Vậy các đặc trưng quạt theo (22-7) được tính như sau: 

                                     ( ) 0dsin2RdFS 3

F

=ϕϕ−ϕδ=ω= ∫∫∫
π

π−
ω  

( ) ϕϕ−ϕϕδ=ω= ∫∫∫
π

π−
ω dsin2cosRdFxJ 4

F
y

 

( ) ϕϕ−ϕϕδ=ω= ∫∫∫
π

π−
ω dsin2sinRdFyJ 4

F
x

 

( ) δ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

π
π=ϕϕ−ϕδ=ω= ∫∫∫

π

π−
ω

5
2

25

F

2 R2
3

2dsin2RdFJ  

          Chú ý :                                   dF=δ×dϕ 
          Ví dụ 5: Hãy xác định các đặc trưng của quạt của mặt cắt với chu tuyến của nó 
được biểu diễn trên hình 22.10. 
          Bài giải : Ngoài biểu đồ toạ độ quạt đã được vẽ ở ví dụ 1 (hình 22.10a). Để có 

a) 

2a2 

a2 a a

a a 

x xx

a2 

y y y

b) c) 

Hình 22.10: Biểu đồ toạ độ quạt 
(a) và biểu đồ về giá trị y và x ở 

đường chu tuyến (b),(c)

Hình 22.9:Cách xác định 
các  đặc trưng của  quạt
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được các đặc trưng quạt ta vẽ thêm về giá trị của y và x ở các vị trí của đường chu tuyến 
(xem hình 22.10b, 20.10c). 
          Bây giờ chúng ta lần lượt tính các đặc trưng quạt bằng cách nhân biểu đồ 
VêrêSaghin: 

2
adFdFS

3

SF

δ−=ωδ=ω= ∫∫∫ω  

3
aydFJ

4

F
x

δ
=ω= ∫∫ω  

4

F

axdFJ
y

δ=ω= ∫∫ω  

5

F

2 a
3
7dFJ δ=ω= ∫∫ω  

          Chúng ta có một số định nghĩa cần lưu ý như sau: 
               - Nếu 0JJ

yx
== ωω  thì cực P lúc này sẽ là cực chính. 

               - Nếu Sω=0 thì gốc O tương ứng gọi là gốc chính. 
               - Biểu đồ toạ độ quạt tương ứng với cực chính và gốc chính được gọi là biểu đồ 
toạ độ quạt chính. Mô men quán tính quạt tương ứng với biểu đồ đó được gọi là mô men 
quán tính quạt chính. Như ở ví dụ 4 thì P và O là các cực chính và gốc chính và trị số Jω  
được gọi là mô men quán tính quạt chính. 
          Với các định nghĩa đó việc xác định cực chính, gốc chính là rất quan trọng. Dưới 
đậy chúng ta trình bày cách xác định cực và gốc chính đó. 
          Ta có một chu tuyến của mặt cắt ngang như trên hình vẽ 22.11. Giả sử có hệ toạ độ 
Oxy là hệ trục quán tính chính trung tâm của mặt cắt đó. Ta chọn cực P1 bất kì, mà với nó 
ta đã tính được toạ độ quạt ω1 và các đặc trưng khác 
đối với hệ trục toa độ P1x1y1. 
          Gọi P2 là cực chính phải tìm thì theo định 
nghĩa là:                         
                            0xdFJ

F
2y2

=ω= ∫∫ω  

           và             0ydFJ
F

2x2
=ω= ∫∫ω  

          Từ biểu thức (22-3), ta có: 
     ( ) ( )[ ] 0xdFyyaxxbJ

F
001y2

=−+−−ω= ∫∫ω  

   ( ) ( )[ ] 0ydFyyaxxbJ
F

001x2
=−+−−ω= ∫∫ω  

          Cũng như ở trên a và b là toạ độ của cực P2 trong hệ toạ độ P1x1y1. Nếu có một hệ 
trục song song thì cực P2 và P1 trong hệ này có toạ độ là (x2,y2) và (x1,y1) thì trị số a và b 
lúc này là hiệu số của toạ độ x2, x1 và y2, y1. Chú ý như  giả thiết ở trên Oxy là hệ trục 
quán tính chính trung tâm, thì ta sẽ có: 

Hình 22.11: Sơ đồ xác 
định cực và gốc chính 

M M0 

O

P1 

P2 N 

y y1
y2 

x 

x1

x2

a 
b



 230

                                                

⎪
⎪

⎭

⎪
⎪

⎬

⎫

=−=

−
=−=

y
12

x
12

J

J
yyb

J
J

xxa

y1

x1

ω

ω

                                               (22-8) 

          Đây là công thức để xác định toạ độ của P2 từ vị trí P1 bất kì. 
          Vị trí của điểm gốc chính được xác định từ điều kiện:         Sω=0 
          Trên hình vẽ 22.11 lúc đầu ta chọn một điểm bất kì là M  làm gốc, toạ độ quạt của 
N đối với điểm gốc M được kí hiệu là ωM. Nếu chọn một điểm M0 khác làm gốc thì ta sẽ 
có mối quan hệ trên hình 22.11 sẽ là: 
                                                           0

0

M
M

N
M

N
M ω+ω=ω  

          Vậy:                                          0

0

M
M

N
M

N
M ω−ω=ω  

          Nếu xem M0 là điểm gốc chính thì: 
0dFS

F

N
0M

N
M0

=ω= ∫∫ω  

          Hay                                ( ) 0dFS
F

M
M

N
M

N
M

0

0
=ω−ω= ∫∫ω  

          Suy ra:                              ∫∫∫∫ =ω−ω
F

M
M

F

N
M 0dFdF 0  

          Cuối cùng ta tính được 0M
Mω như sau:       

                                                          
F

dF
F

N
M

M
M

0

∫∫ω
=ω                                              (22-9) 

          Công thức (22-8) cho phép ta xác định được toạ độ quạt của điểm M0 từ điểm gốc 
M bất kì đã chọn ban đầu. 
          Ví dụ 6: Hãy xác định cực chính và gốc chính của chu tuyến hình chữ nhật với bề 
dày δ không đổi như trên hình 22.12. 
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Hình 22.12: Xác định cực chính và gốc 
chính của chu tuyến hình chữ nhật với 
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          Bài giải: Đầu tiên ta phải xác định hệ trục toạ độ quán tính chính trung tâm của 
mặt cắt này, do bề dày δ không đổi nên hệ trục quán tính trung tâm cũng là Oxy (xem  
hình 22.12a). Như trong chương đặc trưng hình học ta xác định dễ dàng  các đại lượng 
sau đây: 
          Lúc đầu ta chọn P1 là ở góc hình chữ nhật (xem hình 22.12a).Từ đây ta tính được 
toạ độ quạt ω1 (xem hình 22.12b). Để tính các mô men quạt ta phải vẽ thêm các biểu đồ x 
và y (hình 22.12c và 22.12d). Sau đó ta dùng phương pháp nhân biểu đồ VêrêSaghin, ta 
được:                                          

                                                  δ⋅=ω⋅= ∫∫ω
4

F
1y a

6
5dFxJ

1
 

          và                                    δ⋅−=ω⋅= ∫∫ω
4

F
1x a

3
1dFyJ

1
 

δ= 3
x a

3
10J  

  δ= 3
y a

6
7J  

         Cực P2 được xác định nhờ công thức (22-8): 

12 xa
10
1x += ; 12 ya

7
5y +=  

          Ứng với cực P2 và gốc O ta vẽ được biểu 
đồ quạt như trên hình 22.13. 
          Mô men tĩnh quạt đối với gốc O là: 

δ=ω∫∫ 3

F

N
o a

70
38dF  

          Từ công thức (22-9) ta xác định được toạ 
độ quạt đối với gốc chính O: 

         2

3

F

N
o

a09,0
a6

a
70
38

F

dF
=

δ

δ
=

ω
=ω
∫∫

∗  

          Trên hình 22.13 có hai điểm O1 và O2 có 
gốc toạ độ  quạt bằng 0,09a2.Ta chọn O1 gần cực 
P2 là điểm gốc chính. 
22.3.ỨNG SUẤT TIẾP TRONG THÀNH  
MỎNG KHI CHỊU UỐN NGANG. 
          Ứng với bài toán uốn ngang thì trên mặt cắt ngang của thanh phải có hai thành 
phần nội lực là mô men uốn Mx và lực cắt Qy. Như vậy 
chúng ta đã biết để tính giá trị ứng suất pháp ta vẫn sử 
dụng công thức đã được xây dựng trong phần uốn 
thuần tuý:        

                           y
J
M

x

x
z ⋅=σ                    (22-10) 

          Đối với kết cấu thanh thành mỏng ta có thể sử 
dụng khá chính xác công thức Durapski để tính ứng 

Hình 22.14:Sơ đồ 
tính ứng suất tiếp τ
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δ  F cắt 
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a
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suất tiếp mà ta đã thiết lập phần tính ứng suất trong chương uốn ngang phẳng: 

                             
δ⋅

=τ
x

c
xy

J
SQ

                     (22-11) 

          Trong đó c
xS là mô men tĩnh của phần diện tích bị cắt lấy đối với trục quán chính 

trung tâm x, δ là bề dày (xem hình 22.14) và xem ứng suất phân bố đều  trên δ. 
          Nếu  trên mặt cắt có xuất hiện thêm lực cắt theo phương x (Qx) thì giá trị ứng suất 
tiếp do Qx sinh ra cũng được tính tương tự: 

                                                                
δ⋅

=τ
y

c
yx

J
SQ

                                                (22-12) 

           Ứng suất tiếp τ này có một tính chất quan trọng là: Ứng suất  tiếp này tạo thành 
một luồng trên mặt cắt. Rõ ràng hợp lực của nó trên toàn bộ mặt cắt sẽ là các lực cắt Qy 
và Qx. Nếu thu gọn hợp lực của các ứng suất tiếp đó về trọng tâm của mặt cắt, nó sẽ gây 
ra một mô men xoắn phụ quanh trọng tâm O của mặt cắt (xem hình 22.15). Có nghĩa là 
khi tải trọng tác dụng tại O thì bài toán uốn ngang phẳng ngoài mô men uốn Mx và lực cắt 
Qy 
còn có một mô men xoắn phụ nữa. Mô men xoắn này sẽ làm cho mặt cắt vênh đi như trên 
hình 22.16. Chắc rằng sẽ có một điểm nào đó để khi tải trọng tác dụng theo phương y đặt 
tại điểm đó thì mô men xoắn phụ này bị triệt tiêu, điểm đó được gọi là tâm uốn. Chú ý là 
mặt cắt ta đang nghiên cứu thì trục y không phải là trục đối xứng nên tâm uốn sẽ lệch 
khỏi trọng tâm O- điểm P chẳng hạn nó nằm trên trục x nhưng lệch qua một bên (xem 
hình 22.15). Bây giờ chúng ta xác định tâm uốn đó. 

          Một cách tổng quát trước tiên ta giả sử tính mô men xoắn nội lực này do ứng suất 
tiếp τ gây ra đối với một điểm P nào đó (xem hình 22.14) thì: 

∫∫ ⋅δ⋅τ=
F

P rdSM  

          Trong đó r là khoảng cách từ P đến phương của ứng suất tiếp τ và dS là độ dài vi 
phân của đường chu tuyến tại ứng suất tiếp đó. Giá trị rdS chính là vi phân toạ độ quạt dω 
của đường chu tuyến đối với cực P. 

   Hình 22.15:  
Luồng ứng suất cắt

e P 

Tâm 
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Tải 
trọng

O x
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τ 
Hình 22.16:Mô men  xoắn 
phụ do ứng suất tiếp gây 
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Tải 
trọng

P

P
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          Thay giá trị của ứng suất tiếp τ tính từ các biểu thức (22-11) và (22-12) vào MP ta 

có:                                         dF
dF
dS

J
Q

dF
dF
dS

J
Q

M
F

y
y

x

F
x

x

y
P ⋅

ω
+⋅

ω
= ∫∫∫∫ ∗∗  

          Ở biểu thức này có hai tích phân tương tự nhau nên ta chỉ xét một số hạng rồi suy 
ra cho số hạng kia. 
          Ta chỉ xét số hạng sau:      

                                             dF
dF

dSSdF
dF
dS

F

xS

Sx
F

x
2

1
⋅−ω⋅=⋅

ω
∫∫∫∫

∗
∗∗  

          Trong đó S1 và S2  chỉ trị số ω⋅∗
xS  ở vị trí (1) và vị trí (2) (hình 22.14). Rõ ràng tại 

vị trí (1) thì 0Sx =
∗  vì tại điểm đầu Fcăt=0, tại ví trí (2) ở cuối mặt cắt thì 0Sx =

∗  vì trục x 
là trục quán tính chính trung tâm thì mô men tĩnh toàn hình lấy đối với nó phải bằng 
không. 

          Cho nên:                               dF
dF

dSdF
dF
dS

F

x

F
x ⋅ω=

ω
∫∫∫∫

∗
∗  

          Trong đó ta có :                        y
dF

dSx =
∗

 

          Điều đó cho ta biểu thức: 

x
JdFydFS

FF
x ω
∗ =⋅ω⋅=ω⋅ ∫∫∫∫  

          Như vậy cuối cùng ta có mô men nội lực do ứng suất tiếp τ gây ra tại điểm P là:  

                                                   
y

J
J
Q

J
J
Q

M
y

x
x

x

y
P ωω ⋅+⋅=  

          Muốn mô men này triệt tiêu với mọi giá trị Qx, Qy thì phải có điều kiện: 
                                                         0JJ

yx
== ωω                                                   (22-13) 

          Tức là điểm P sẽ là cực chính, khi nó là tâm uốn của mặt cắt ngang. 
          Chúng ta có thể xác định tâm uốn dễ dàng hơn. Thật vậy, chúng ta hãy quan sát lại 
hình 22.15, với cách đặt lực theo phương y (không phải là trục đối xứng), thì các luồng 
ứng suất sẽ tạo thêm một mô men xoắn quamh điểm O. Bây giờ chúng ta dịch chuyển 
điểm đặt lực trên trục x từ O sang điểm P nào đó (xem hình 22.15). Ta thấy hợp lực các 
ứng suất ở cánh trên và cánh dưới với điểm P một mô men thuận chiều kim đồng hồ và 
mô men đó được tính:    
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y
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0x

y
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0 J4
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tdt
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dtT
⋅δ⋅⋅

=
δ⋅
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          Với                                     
2
ht

I
Q

I
SQ

x

y

x

c
xy ⋅⋅δ⋅

δ
=

δ⋅
=τ  

          Trong đó: Qy- lực cắt; c
xS - mô men tĩnh của phần bị cắt; δ- bề dày của mặt cắt; h- 

chiều cao của mặt cắt; b- chiều rộng của mặt cắt; t- biến số từ 0→ b. 
          Còn hợp lực các ứng suất tiếp trong lòng là R chẳng hạn nó gây ra mô men xoắn 
đối với điểm P sẽ là R⋅e có chiều ngược lại với mô men xoắn ở các đế tạo ra. Và hay mô 
men này nếu bằng nhau sẽ xác định được độ lệch e để P trở thành tâm uốn. 
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          Vậy:                                     
2
hT2eR ⋅=⋅  

          Suy ra :                   
x

22

x

22

J4
bh

QJ4
bQh

R
hTe δδ

=
⋅

=
⋅
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          Nếu δ nhỏ hơn b và h nhiều thì ta có thể lấy gần đúng: 

2
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δδδδ

+
⋅

=⋅⋅⎟
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          Ví dụ 7: Xác đinh tâm uốn của mặt cắt ngang chữ     như trên hình vẽ 22.17 Cho bề 
dày của nó là δ không đổi. 
          Bài giải: Trước hết ta chọn hệ trục cxy là hệ trục quán tính chính trung tâm của 
mặt cắt ngang. Lúc đầu ta lấy P1 và O là cực và gốc của mặt cắt (xem hình 22.17a). Biểu 
đồ toạ độ quạt ω1 tương ứng với cực P1 ta đã gặp và được trình bày trên hình đó. Còn 
biểu đồ toạ độ x,y được biểu diễn trên hình 22.17b và 22.17c. 
 
       
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
          Ta nhận thấy biểu đồ toạ x là đối xứng, mà biểu đồ ω1 lại phản đối xứng, cho nên: 

0dFxJ
F

1y1
=ω= ∫∫ω  

          Còn x1
Jω được xác định như sau: 

δ⋅=δ⋅⋅⋅⋅⋅=ω 4
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2
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          Giá trị mô men quán tính của mặt cắt ngang đối với trục x sẽ là: 
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          Từ công thức (22-8) ta tìm được toạ độ của cực chính là: 
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Hình 22.17: Xác định tâm uốn của mặt cắt 
ngang chũ  
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          Tức là P2 nằm trên trục x về phía âm và cách cực P1 ban đầu một khoảng:  

b6h
b3a

2

+
−=  

          Chúng ta cũng có thể suy luận một cách khác: Trước tiên ta xác định mô men xoắn 
nội lực đối với P1:              

                                             
b6h

b3QdS
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h2M
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y
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P1 +

=⋅δ⋅τ= ∫  

          Để P2 là cực chính (là tâm uốn) thì mô men đối với nó phải bằng không, nghĩa là: 

                                                  0
b6h

b3QPPQ
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y21y =
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+⋅  

          Vậy :                                        
b6h

b3PP
2

21 +
−=  

          Chú ý: Đối với các mặt cắt có hai trục đối xứng thì tâm uốn sẽ trùng với trọng tâm 
của mặt cắt hoặc nếu mặt cắt có một trục đối xứng thì khi tải trọng tác dụng theo trục đó 
(điều này đã được nói và giới hạn trong chương uốn ngang phẳng).  
          Còn đối với những mặt cắt giải chữ nhật đồng  quy tại một điểm (xem hình 22.18) 
thì tâm uốn hay là cực chính là điểm đồng quy đó vì rằng luồng ứng suất tiếp qua điểm đó 
nên không gây ra mô men xoắn đối với nó. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
22.4.BÀI TOÁN XOẮN 
THANH THÀNH MỎNG 
          Đối với những kết cấu thanh thành mỏng thường là những giải chữ nhật hẹp ghép 
lại, vì vậy những tính toán về xoắn đối với hình chữ nhật trong lí thuyết đàn hồi mà ta đã 
giới thiệu trong chương xoắn vẫn có thể sử dụng được đối với các kết cấu thanh thành 
mỏng. Sự phân bố ứng suất tiếp trong thanh thành mỏng được biểu diễn trên hình 22.19a 
và trên bề dày δ được phóng đại như trên hình 22.19b. Hình này chỉ rõ cho ta thấy ở mép 
giá trị ứng suất lớn nhất (giống như xoắn thanh mặt cắt chữ nhật đã gặp ở chương xoắn). 
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δ 
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Hình 22.18: Tâm uốn của một số 
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          Đối với những mặt cắt như trên hình 22.19a ta có thể tưởng tượng kéo ra thành một 
giải hình chữ nhật có cùng một bề dày không đổi, thì ứng suất tiếp lớn nhất ở giữa cạnh 
 dài và trị số của nó là:              

                                                     
S

M33,3
2

Z
max ⋅δ

=τ                                                  (22-14) 

          Góc xoay được tính với công thức: 

                                                        
SG

lM33,3
3

Z

⋅δ⋅
⋅

=ϕ                                                (22-15) 

          Trong đó: δ- Bề dày của thanh; S- Chiều dài của đường chu tuyến; l- Chiều dài của 
thanh. 
          - Trong trường hợp này xem giải chữ nhật có tỉ số cạnh dài trên cạnh ngắn 
là ∞=δl . Nên hệ số α=0,33 và γ=0,33. 
          Cũng có khi với mặt cắt không thể kéo dài thành một giải chữ nhật như trên hình 
22.20 chẳng hạn thì ta xem mô men xoắn Mz là tổng các mô men xoắn trong từng phần: 

                                     [ ]n
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= , Suy ra:  

                                      [ ]n
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=ϕ                                  (22-16)  

        Đối với những thanh mỏng hở từ kết quả ứng suất lớn nhất  xuất hiện ở trung điểm 
cạnh dài có thể suy ra ứng suất lớn nhất ở nơi có bề dày lớn nhất. Giả sử đoạn đó là đoạn 
thứ i, thì : 
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                                       (22-17) 

          Giá trị này cũng là góc xoắn ở mặt cắt đó. Từ (22-17) ta có thể có : 

     
l

G
l

G maxi
max

δ
ϕ=

δ
⋅ϕ=τ  

          Đưa giá trị ϕ tính từ (22-16) vào đây, cuối cùng ta có: 

                                                  
n

2
n2

2
21

2
1

maxZ
max S...SS

M3
⋅δ++⋅δ+⋅δ

δ⋅
=τ                       (22-18) 

         - Chúng ta xét trường hợp mặt cắt ngang có chu vi khép kín. Có thể nói sự phân bố 
ứng suất ở loại mặt cắt này khác với trường hợp mặt cắt hở. Nếu mặt cắt khép kín mà 
chiều dày δ của nó không thay đổi như trên hình 22.21, thì ứng suất tiếp cũng sẽ phân bố 
đều theo bề dày. Nếu mặt cắt ngang của thanh mỏng khép kín có bề dày thay đổi như 
hình 22.22a thì quy luật phân bố ứng suất phức tạp hơn. Thật vậy ta thử tách một đoạn 
thanh vô cùng bé có bề dày thay đổi (xem hình 22.22b) chịu xoắn thuần tuý với MZ. 
Chúng ta hãy xét sự cân bằng của phân tố đó. 
          Phương trình chiếu các lực theo trục z ta có: 

dzdz 2211 δτ+=δτ  
           hay                                           2211 δτ+=δτ  
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          Chú ý: Theo luật đối ứng thì τ1 theo phương z ở đường 1 là hướng vào đường 1 
(xem hình 22.22b) và τ2 theo phương z ở đường 2 là hướng ra đường 2, cho nên chiếu lên 
trục z ta có kết quả ở trên. Kết quả này cho ta kết luận là tích số τ⋅δ là hằng số trên chu vi 
của mặt cắt ngang. Như vậy nơi nào bề dày bé thì giá trị ứng suất lớn. Và trị số mô men 
xoắn trên mặt cắt ngang sẽ là:           
                                                      ∫ ⋅ρ⋅δ⋅τ=

S
Z dSM  

          Trong đó ρ là đoạn OA  trên hình 22.23, O là điểm bất kì nào đó trên mặt cắt. A là  
điểm trên phương τ mà ta kẻ đường vuông góc với nó, dS là vi phân của một đoạn chu 
tuyến quanh điểm B có τ tác dụng. Vì τ⋅δ là hằng số nên tích phân trên viết lại như sau:                        

      ∫ρδ⋅τ=
S

Z dSM  

          Biểu thức tích phân này chẳng qua nó bằng hai lần diện tích giới hạn bởi đường 
chu tuyến khép kín của mặt cắt (trên hình 22.23). Nếu kí hiệu diện tích đó là F* thì: 
                            ∗⋅δ⋅τ= F2M Z                            (22-19) 
          Từ đó có giá trị ứng suất tiếp cực đại:   

                           
min

Z
max F2

M
δ⋅

=τ ∗                            (22-20) 

          Góc xoắn ϕ được tính theo phương pháp năng lượng như 
sau: Ta biết rằng trong trượt thuần tuý thì thế năng biến dạng 

đàn hồi tích luỹ trong một đơn vị thể tích là bằng 
G2

2τ . Vậy thế 

năng biến dạng đàn hồi tích luỹ trong phân tố sẽ là:  

G2
dSdzdu

2 ⋅⋅δτ
=  

          Vậy thế năng biến dạng đàn hồi trong toàn thanh sẽ là: 

    ∫∫ δ
δτ

=⋅⋅δτ=
S

22

S

2 dS
G2
lzddS

G2
1u  

Hçnh 22.22. Sæû phán bäú 
æïng suáút tiãúp  khi 
chiãöu daìy thay âäøi

δ=const 

Hçnh 22.21:Sæû 
phán bäú æïng 
suáút tiãúp khi 
chiãöu daìy khäng 

dz

MZ 

 τ1 

 τ2 

1 
2 

a) b) 

 dz 

δ1 δ2 

x

z

y

 τ1 

 τ2 

Hình 22.23: 
Sơ đồ tính MZ 

τ A 

B 

O 

F*

ρ 
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          Mà theo (22-19) thì:                 ∗=δτ
F4

M 2
Z22  

          Cho nên:                                   

∫ δ
⋅

= ∗
S

2

2
Z dS

GF8
Ml

u  

          Biểu thức ∫
S

Sd
δ

 phụ thuộc vào sự thay đổi chiều dày δ theo chu vi của mặt cắt 

ngang; nó cũng là một đặc trưng hình học. 
          Mặt khác, với sự tác dụng xoắn thuần tuý của một mô men ngoại lực là *M  thì 
công của nó bằng  thế năng biến dạng đàn hồi nói trên sẽ là:  

ϕ= *M
2
1U  

          Do đây là bài toán xoắn thuần tuý cho nên mô men nội lực và ngoại lực bằng nhau:                              
M*=MZ 

          Từ đó ta suy ra:                       ∫ δ
⋅

=ϕ ∗
S

2
Z dS

GF4
lM                                              (22-21) 

          Nếu δ là hằng số thì:               

                                                            
δ⋅
⋅⋅

=ϕ ∗2
Z

GF4
SlM                                                (22-22) 

          Ví dụ 8: Tính ứng suất và góc xoắn trong ống thành mỏng cuốn bằng thép lá trong 
hai trường hợp: 
              a/ Khi mép ống được tự do (hình 22.24a). 
              b/ Khi mép ống bị dính chặt (hình 22.24b). 
          Cho đường kính trung bình là D. 
          Bài giải: 
                 a/ Ở phương án thứ nhất:  
           Thanh có mặt cắt ngang hở. Dựa 
vào các công thức (22-14) và (22-15), ta 
có:  

             ( ) δπ
τ

⋅
=

D
M3

1  và ( ) 31 DG
lM3
δπ

ϕ
⋅
⋅

=  

                b/ Với phương án thứ hai:  
           Thanh có mặt cắt ngang kín, thì 
theo các công thức (22-20) và (22-22) ta 
có: 
                                                              

( )

δ⋅
π

=τ

4
D2

M
2

*

2  

          và                                           ( )

δ⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ π

⋅π⋅⋅
=ϕ 22

*

2

4
DG4

DlM  

Hình 22.24.Ống thành mỏng cuốn 
bằng thép lá: 

a-Khi mép ống được tự do. 
b-Khi mép ống bị dính chặt 

a)

b)

l

l

x 

x 

z

z
y 

y 
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          Để so sánh hai trường hợp  này ta lập tỉ số: 
( )

( ) δ
⋅=

τ

τ D
2
3

2

1     và   ( )

( )
2

2

2

1 D
4
3

δ
⋅=

ϕ

ϕ
 

          Như vậy độ lớn của ứng suất tỉ lệ cùng độ lớn δD  và góc xoắn có tỷ lệ cùng độ 
lớn của 22D δ . Vì D lớn hơn δ rất nhiều do đó với các thanh mặt cắt ngang khép kín có 
độ cứng và khả năng chịu lực lớn hơn thanh tương tự có mặt cắt ngang hở 
 
22.5. ĐỘ VÊNH  CỦA MẶT CẮT NGANG KHI BỊ UỐN 
          Đối  với thanh thành mỏng, đặc biệt là khi mặt cắt ngang là hở, thì khi chịu xoắn 
thuần tuý mặt cắt ngang của thanh sẽ bị vênh. Để xác định độ vênh này chúng ta dựa vào 
các giả thuyết sau đây. 
          Ta giả thiết rằng biến dạng của thanh là bé và như vậy trong quá trình biến dạng 
chu tuyến của mặt cắt ngang  vẫn giữ nguyên hình dáng ban đầu. 
          Chúng ta hãy xét một thanh thành mỏng hở chịu xoắn như trên hình 22.25a. 
Gỉa sử rằng khi chịu xoắn mặt cắt ngang của thanh bị xoay đi quanh một điểm O nào đó 
được gọi là tâm xoắn. 

          Bây giờ chúng ta khảo sát phân tố ABCD như trên hình 22.25b. Sau khi biến dạng 
các điểm sẽ về các vị trí mới, nhưng để xét biến dạng tương đối chúng ta coi như giữ 
cạnh CD, thì điểm A→A′ và B→B′ . Và cạnh DA coi như trượt một góc α và CB trượt 
một góc tương đối β. Góc trượt γ sẽ là tổng α+β.Ta tính các góc đó như sau (hình 
22.25b): 

dZ
AA ′

=α  

          Đoạn A A′  là chuyển vị được tính bằng:   
ϕrdAA =′  

          Trong đó:- r là khoảng cách từ tâm xoắn O đến tiếp tuyến với chu tuyến tại 
điểm A (xem hình 22.25c); dϕ- là góc xoắn tương đối của AB so với CD. 

          Vậy :                                         θ⋅=
ϕ

=α r
dz
rd  

          θ- góc xoắn tỉ đối của thanh. 
          Nếu gọi W là chuyển vị của các điểm trên mặt cắt theo phương của trục Z. Ta có : 

M* 

a) 

dz 

A B 
C D 

zM*

A 

B 

O 

r 

b) c) 

Hình 22.25: Thanh thành mỏng hở chịu 
xoắn

A

B

A′

B′

D

C

α 

β 
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dS
dW

=β  

          Vậy góc trượt γ sẽ được tính như sau:   

                                                     
GdS

dWr τ
=+θ=γ    (theo Hooke) 

          Với giả thiết nêu trên ta có thể coi trên đường trung gian góc xoay của thành mỏng 
tại đó bằng 0, nên 0=τ , vậy ta có:  
                                                   ω⋅θ−=⋅θ−= ddSrdW  
          ( chú ý: dω chính là vi phân toạ độ quạt của chu tuyến mặt cắt ngang).  
          Lấy tích phân đó ta có:       
                                                    ∫ ω⋅θ−=ωθ−= dW                                           (22-23) 
          Theo công thức (22-23) ta thấy  chuyển vị W chính là độ vênh của các mặt cắt, nó 
phụ thuộc vào góc xoắn tỉ đối θ và toạ độ quạt ω . 
          Sự thay đổi θ dọc trục z tạo nên một hệ ứng suất tiếp phụ. Thật vậy giả sử ta xét 
một đoạn thanh dz (xem hình 22.26a), nó sẽ có biến dạng theo dz sẽ là: 

          ω⋅
θ

−==ε
dz
d

dz
dW

z  

          Và ứng suất pháp tương 
ứng σz sẽ là: 

         
dz
dEz
θ

⋅ω−=σ   (22-24) 

          Giả sử σz là một hàm số 
biến thiên theo z, tại mặt trước 
có σz tác dụng  thì mặt sau tăng 
thêm một lượng dz sẽ có 

zz dσσ + tác dụng (xem hình 
22.26b), Chính sự chênh lệch 
của ứng suất pháp này mà trên 
các thành mặt cắt phải xuất 
hiện ứng suất τ để đảm bảo sự 
cân bằng của phân tố dưới tác 
dụng của chúng (xem hình 22.26b).Chiếu tất cả các lực lên trục z, ta tìm thấy giá trị: 

                                                       ∫ ⋅
σ

−=δ⋅τ
cF

z
z dF

dz
d  

         Trong đó Fc là phần diện tích trên mặt cắt ngang của phân tố đang xét. Thay trị số 

σz từ (22-24) vào đây ta có :                ∫ω
θ

=δ⋅τ
F

2

2

z dF
dz
dE                                         (22-

25) 
          Ta nhận thấy rằng ứng suất tiếp trên đường trung gian cũng như các điểm khác trên 
các mặt cắt vẫn khác không. Tức là ngay đường chu tuyến cũng bị vênh, cho nên các 
công thức đã xây dựng mang tính gần đúng. 
 
22.6. XOẮN KIỀM CHẾ THANH THÀNH MỎNG CÓ MẶT CẮT HỞ. 

a)

dz

τz 

σz+dσz 

σz+dσz 

σz 

FC

b) 

Hình 22.26:sự xuất hiện hệ ứng suất 
pháp và  ứng xuất tiếp khi θ  thay 

đổi
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          Một thanh thành mỏng được xem là chịu xoắn kiềm chế khi ở nơi nào đó của thanh 
có những liên kết hạn chế độ vênh của mặt cắt ngang.Ví như  thanh chịu ngàm một đầu, 
đầu kia tự do hoặc những gờ cứng được hàn vào thanh... 
          Dưới đây ta xét một thanh ngàm một đầu và một đầu tự do chịu xoắn thuần tuý như 
trên hình 22.27. Ở nơi ngàm thi thành phần chuyển vị W bằng không, ở đây không có sự 
vênh được. Nhưng càng xa đầu ngàm  thì sự xoắn càng tự do nên độ vênh của mặt  cắt 
ngang càng lớn. Với bài toán xoắn thuần tuý nên lực dọc và mô men uốn đều không có. 
Cho nên thành phần ứng suất pháp do xoắn gây ra phải rạo ra một hệ nội lực cân bằng. Vì 
vậy ta có:                    0ydF

F
Z =σ∫ ;  0xdF

F
Z =σ∫ ;   0dF

F
Z =σ∫  

          Thay giá trị σZ  tính ở biểu thức (20-24) vào đây ta được: 
                                         0ydF

F

=ω∫ ;   0xdF
F

=ω∫  ;  0dF
F

=ω∫  

          Toạ độ quạt ω được tính với tâm xoắn. Hai biểu thức đầu chứng tỏ tâm xoắn trùng 
với cực chính của mặt cắt và tâm xoắn cũng trùng với tâm uốn. Tích phân thứ 3 cho ta 
xác định gốc chính của toạ độ quạt ω. 
          Mô men xoắn do ứng suất tiếp tạo nên gồm hai đại lượng:  
                                                         21Z MMM +=  
          M1 - Mô men xoắn do ứng suất vòng gây nên (xem lại hình 22.19). Trị số này được 
xác định như sau                                θ= 01 GJM                                                   (22-26) 
          Trong đó: J- là một đặc trưng hình học của mặt cắt ngang mà ta gọi là độ cứng khi 
xoắn (xem chương xoắn thuần tuý). Chẵng hạn với một mặt cắt ngang , nếu có thể triển 
khai thành một giải hình chữ nhật thì công thức (22-15), J được tính như sau: 

3
SJ

3 ⋅δ
=  

          Hoặc mặt cắt không thể khai triển thành giải chữ nhật thì : 

     
3

S.....SSJ n
3
n2

3
21

3
1 δ++δ+⋅δ

=  

          M2 là mô men xoắn luồng τZ gây ra (xem hình 22-26): 
    ω⋅δ⋅τ=⋅⋅δτ= ∫∫ ddSrM

F
z

S
z2  

          Đưa giá trị τZ từ biểu thức (22-25) vào đây ta có : 

ω⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
ω

θ
= ∫ ∫ ddF

dz
dEM

F F
2

2

2
C

 

          Dùng phương pháp tích phân đoạn, ta có thể viết lại như sau: 

     [ ]∫ ∫ω−ωω
θ

= FFd
dz
dEM 2S

S2

2

2
2

1
 

          Nhưng                                        0Fd 2

1

S

S
=ω∫  

                    ( nhìn vào hình 22.10 thì hiểu được điều này) 

          Vậy:                                       2

2

2 dz
dEJM θ

−= ω                                               (22-27) 

          Cuối cùng ta được mô men tổng cộng sẽ là:  
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2

2

Z dz
dEJGJM θ

−θ= ω  

          Nếu ta đặt 2

EJ
GJ

α=
ω

 thì phương trình vi phân trên sẽ được viết lại : 

                                                         
GJ
M

dz
d Z2

2

2

α−=θα−
θ                                       (22-28) 

          MZ  là  một  hàm đối với z, xem như đã biết theo điều kiện bài toán. 
          Nghiệm tổng quát của phương trình vi phân đó là : 
                                                     *

21 zchCzShC θ+α+α⋅=θ                               (22-29) 
          Trong đó :θ* - là nghiệm riêng của phương trình vi phân bậc 2 (22-28); các hằng số 
tích phân C1 và C2 được xác định từ điều kiện biên (liên kết) của thanh. 
          Ví dụ 9: Xác định ứng suất pháp và ứng suất tiếp trong thanh chữ  I ngàm một đầu 
và một đầu tự do chịu xoắn như trên hình 22.27. Các dự kiện cho như sau: h=200mm; 
b=100mm; δ=10mm; l=1m; µ=0,3; 27 cmN102E ⋅=  ; MZ=M*= hằng số. 
          Bài giải:  Sử dụng phương trình (22-28):   

*22
2

2

M
dz
d

α−=θα−
θ  

          Ta chọn nghiệm riêng dưới dạng:   

GJ
M*

=θ∗  

          Vậy nghiệm tổng quát sẽ là:        

EJ
MzchCzShC

*

21 +α+α⋅=θ  

          Các hằng số C1, C2 được xác định từ các điều kiện biên sau : 
          Tại ngàm  z=0 thì W=0; khi z=l (đầu tự do) ứng suất pháp σZ bằng không. 
          Từ các biểu thức (22-23) và (22-24) ta có thể viết lại như sau: 
          Khi z=0→θ=0 

          Khi z=l→ 0
dz
d

=
θ  

         Cuối cùng ta có một hệ phương trình để xác định C1 và C2 như sau: 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

α⋅α⋅+α⋅α⋅

=+

lshClchC

0
GJ
MC

21

*

2  

          Giải hệ phương trình này ta được giá trị các hằng số C1 và C2: 

                                                 =1C lth
GJ
M*

α ;   
GJ
MC

*

2 −=  

          Vậy giá trị góc xoắn tỉ đối sẽ là:     

  [ ]zchzshlth1
GJ
M*

α−α⋅α+=θ  

          Góc xoắn lớn nhất tại đầu mút tự do sẽ là:    
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  ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ α

α
−=θ=ϕ ∫ lth

l
11

GJ
lMdz

*l

0

 

         Giá trị ứng suất pháp lớn nhất tại ngàm sẽ là: 

      lth
GJ

EM
dz
dE

*

0z
z αα⋅ω⋅=

θ
ω−=σ

=

 

          Giá trị của mô men xoắn M1 và M2 tại  một mặt cắt bất kì sẽ là: 
[ ]zchzshlth1MGJM *

1 α−α⋅α+=θ=  

[ ]zchzshlth1M
dz
dEJM *

2

2

2 α−α⋅α+−=
θ

−= ω  

          Jω được xác định như đã chỉ dẫn ở phần trên. Ví dụ đối với sắt hình chữ I thì biểu 
đồ toạ quạt chính được  trình bày trên hình 22.28b. Với phép nhân biểu đồ VêrêSaghin ta 

có :                                                   δ⋅=ω
23hb

24
1J  

          Độ cứng khi xoắn của mặt cắt ngang:    

( )hb2
3
1J 3 +δ=  

          Do đó hệ số α được xác định như sau: 
( )

2
6

23

2
2

mm
11008,3

hb
hb2

1
4 −⋅=

⋅
+δ

µ+
=α  

mm
1105,1 3−⋅=α   và      75,1l =α  

          Tra bảng các hàm số hybecbolit, ta tìm được:     

537,0
75,1

0411,0lth
l

1
==α

α
 

          Tiếp theo ta tính được góc xoắn tự do là:     

a) 

h
 

O O Ox x x 

y y y

δ 

4
bh 16

hb2 δ
 

∫
cF

dFω  ω
b) c)

Hình 22.28:Xác định ứng suất pháp và ứng suất 
tiểp trong thanh chữ I ngàm một đầu và một đầu 
tự do (xem hình 22.27); Biểu đồ toạ độ quạt 
(b);Ứng suất tiếp lớn nhất tại giao điểm (c) 

b 
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46,0
GJ

lM*

⋅=ϕ  

           So sánh với thanh mà hai đầu tự do, khi đó góc xoắn của thanh là: 

GJ
lM*

=ϕ  

           Ta thấy khi có ngàm thì góc xoắn ở đầu tự do của nó chỉ bằng 0,46 góc xoắn khi 
hai đầu tự do hoàn toàn. 
          Giá trị ứng suất pháp lớn nhất sẽ là: 

2*3
*

max cmNM10161lth
4

bh
GJ

EM −⋅=αα⋅⋅=σ  

          Chú ý :Thống nhất về đơn vị. 

          Trị số ứng suất tiếp lớn nhất là: ( )hb2
M3

2
1

max1 +δ
=τ        (ứng suất tiếp ở đế ) 

                                                              ∫ωδ
−=τ

ω CF

2
max2 dF

J
M      (ứng suất tiếp ở lòng) 

          Ở ngàm thì M1=0, M2=M* 

          Do đó:                                   0max1 =τ  

          Và                      
δ

±=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
ω

δ⋅
−=τ ∫

ω bh
M

2
3dF

J
M *

maxF

*

max2
c

 

2*3
max2 cmNM1075,0 −⋅±=τ  

          Điểm đạt được max2τ  là giao điểm giữa lòng và đế, vì tại đó ∫
cF

dFω là lớn nhất (xem 

hình 22.28c). 
          Tại đầu tự do khi z=l, M1 và M2 có giá trị:  M1 =0,6614M*   và  M2=0,3386M* 
          Lúc này ứng suất tiếp sẽ là :  

2*3
max1 cmNM106,49 −⋅=τ     

2*3
max2 cmNM105,2 −⋅=τ  

          Trong trường hợp xoắn thuần tuý tự do (không có sự kiềm chế) thì: 

( )
2*3

2

*

max1 cmNM1075
hb2

M3 −⋅=
+δ

=τ  

 0max2 =τ  
          Ví dụ 10: Hãy xác định góc xoắn tại A của thanh thành mỏng chịu tác dụng của hai 
mô men xoắn ngược chiều nhau như trên hình 22.29. 
          Bài giải:  Tại mặt cắt A do hai mô men xoắn 
ngược nhau nên khi thanh OB không phải là thanh 
thành mỏng thì sẽ không bị xoay, tức là không có góc 
xoắn. Nhưng ở đây là thanh thành mỏng thì tại A sẽ 
có góc xoắn. 
          Chúng ta viết phương trình góc xoắn tỉ đối cho 
cả hai đoạn OA và AB: 
               1/ Đối với đoạn OA vì MZ=0, nên:     

Hình 22.29:Sơ đồ xá định 
góc xoắn 

O A B 

M* M* 

x

l l 
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zchCzshC 211 α+α=θ  
               2/ Đối với đoạn AB thì:                      

                                                
GJ
MzshCzshC

*

432 +α+α=θ  

          Những điều kiện biên để xác định các hằng số tích phân như sau: 
          Tại z=0, 01 =θ  

          Tại z=l thì:                              21 θ=θ  và 
dz

d
dz
d 21 θ

=
θ  

(Bởi vì tại A thì tính góc xoắn và ứng suất tính  theo công thức của hai đoạn phải như 
nhau, do tính liên tục của thanh). 

          Tại z=2l (tại đầu tự do) thì:    0
dz
d 1 =
θ  vì 0z =σ  

          Dựa vào 4 điều kiện biên trên ta xác định được các phương trình để xác định C1, 
C2, C3 và C4 : 

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪

⎬

⎫

=
=α+α

=α−α−α

=α−α−α

0C
0l2shCl2chC

0lshClchClchC
GJ
MlchClshClshC

2

43

431

*

431

 

          Giải hệ phương trình trên ta có được các hằng số C1, C2, C3 và C4. 

          Chú ý :                                    
2

eelch
ll α−α +

=α  

                                                            
2

eelsh
ll αα −

=α  

          Các giá trị của các hằng số tích phân trên sẽ là: 

l2chJG
lshMC

*

1 α⋅⋅
α

=  

 C2=0 

 l

*

3 eJG
lthMC α⋅⋅

α
=  

 l

*

4 eJG
MC α⋅⋅

−=  

          Vậy:                                     zsh
l2ch

lsh
GJ
M*

1 ⋅α⋅
α
α

⋅=θ  

          Và góc xắn tại A sẽ là :   

( )1lch
l2ch

lsh
GJ

Mdz
*l

0
1 −α⋅

α
α

⋅
α

=θ=ϕ ∫  

          Giá trị α được xác định từ  biểu thức:     

ω

=α
EJ
GJ2  
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          Góc xoắn A là do độ vênh của mặt cắt  ngang giữa hai đoạn gây ra. 
 
22.7. TRƯỜNG HỢP CHỊU LỰC TỔNG QUÁT CỦA THANH THÀNH MỎNG 
HỞ. 
     22.7.1. Khái niệm về Bimomen. 
          Chúng ta đã biết, khi θ là một hàm số đối với z, thì do sự vênh của các mặt cắt 
ngang mà trên nó xuất hiện một hệ ứng suất tiếp phụ τ2  và ứng suất pháp phụ là:                                            

                                                     
dz
dEz
ω

⋅ω⋅−=σ                                                  (22-30) 

          M2 là một mô men xoắn gây nên bởi ứng suất τ2 ta đã biết ở trên, σz theo (22-30) 
gây nên một nội lực tự cân bằng. Để thoả mãn điều kiện cân bằng đó thì ω phải được tính 
từ cực chính và gốc chính. 
          Bây giờ chúng ta hãy chú ý đến biểu thức sau đây: 

dF
dz
dEdFB

F

2

F
z

θ
ω−=ω⋅σ= ∫∫  

           
dz
dE θ
⋅  là hằng số , nên:    

                                                ω⋅
θ

−=ω
θ

−= ∫ J
dz
dEdF

dz
dEB

F

2                             (22-31) 

           Giá trị B này được gọi là đại lượng Bimomen. 
           Ta thay (22-31) vào (22-24) ta sẽ được: 

                                                              ω⋅=σ
ωJ

B
z                                              (22-32) 

          Biểu thức (22-32) này có dạng tương tự như biểu thức tính ứng suất pháp do mô 
men uốn gây nên mà ta đã gặp trong uốn thuần tuý. Thứ nguyên của Bimomen là N⋅cm2 
và nó là một hệ nội lực tự cân bằng. 
          Dưới đây xin dẫn ra một vài trị số B. 
          Ví dụ với thanh chữ I chịu tác dụng của 
4 lực ở các đỉnh. Bốn lực này tạo thành hai 
ngẫu lực tự cân bằng (xem hình 22.30), thì B 
được xác định như sau: 

i

4

1i
i

F
z PdFB ω=⋅ω⋅σ= ∑∫

=

 

ωi được tính với cực chính và gốc chính. Trong 
trường hợp này các điểm đó trùng với trọng 
tâm của mặt cắt . Do đó ta có:  

                          hbP
4

bhP4B ⋅⋅=⋅=  

          Trên hình 22.30 dễ dàng thấy rằng các 
mặt cắt không có lực dọc vì 4 lực P đó tự triệt 
tiêu và cũng không có mô men uốn vì các mô 
men cũng tự  triệt tiêu.    
     22.7.2. Trường hợp chịu lực tổng quát của thanh thành mỏng. 

Hình 22.30:Sơ đồ xác 
định trị số B với 

thanh chữ I chịu tác 
dụng của 4 lực ở 

P P 
P

P

z

l

b h
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          Khi chịu lực tổng quát thì hệ ứng suất trên mặt cắt ngang là tổng ứng suất pháp do 
lực dọc, mô men uốn và Bimomen sinh ra: 

ω⋅+⋅+⋅+=σ
ωJ

Bx
J
M

y
J
M

F
N

y

y

x

xz
z  

          Và ứng suất tiếp trên mặt cắt ngang sẽ do các mô men xoắn Mz, do mô men kiềm 
chế và các lực cắt Qy, Qx sinh ra. 

δ⋅

⋅
=τ

x

xy
Q J

SQ
y

 ;   
δ⋅

⋅
=τ

y

yx
Q J

SQ
x

;   
S

M3
2

Z
1 ⋅δ
=τ  

          hoặc                               
n

3
n2

3
21

3
1

maxZ
1 S....SS

M3
⋅δ++δ+⋅δ

δ⋅
=τ  

          và                                         ∫ω
θ

⋅
δ

=τ
cF

2

2

2 dF
dz
dE  

          Ví dụ 11: Hãy tính góc tỉ đối của thanh chịu lực như trên hình 22.30. 
          Bài giải: Do các lực ngược chiều từng đôi một nên MZ=0, nên nghiệm của phương 
trình (22-28) sẽ là:                     zchCzshC 21 α+α=θ  
          Với điều kiện biên: 
          Tại z=0 →   B=P⋅h⋅b 
          Tại z=l  →    W=0 

          Căn cứ  (22-31) và (22-23) ta có:  
ω=

⋅⋅
−=α⋅=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ θ

EJ
hbPC

dz
d

1
0z

 

          Từ z=l thì                           0lchClshC 21 =α+α  
           Từ đây ta xác định được C1 và C2, vậy:     

[ ]zshzchlth
EJ

Pbh
⋅−⋅α⋅α

α
=θ

ω

 

          Nếu như l rất dài thì  thαl≈1 và  ze
EJ

Pbh α−

ωα
=θ . 

          Với biểu thức này ta thấy θ sẽ nhỏ dần theo toạ độ z. 
          Ví dụ 12: Một thanh chịu lực như trên hình 22.31. Hãy khảo sát góc xoắn ϕ, góc 
xoắn tỉ đối θ và thành phần Bimomen của mặt cắt. Sau đó tính ứng suất trên mặt cắt 
ngang của nó. 
          Bài giải: Trong trtường hợp này lực P không những gây ra kéo, uốn mà còn gây ra 
sự  xoắn đối với thanh. Về mặt ngoại lực thì Mz=0 ở mọi mặt cắt cho nên giá trị góc xoắn 
tỉ đối theo (22-28) sẽ là:             zchCzshC 21 α+α=θ  
          Với hệ toạ độ chọn như trên hình vẽ, thì các điều kiện biên sẽ là : z=0 và z=l thì 
θ=0, từ đó chúng ta tìm được Bimomen sẽ là:   

A
F

PdFB ω⋅=σω= ∫  

          ωA là toạ độ quạt của điểm đặt lực đối với cực chính và gốc chính (A chính là tâm 
xoắn đã được xác định ở hình 22.15). 

          Từ (22-31) ta có:        
ωω==

−=
ω⋅

−=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ θ

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ θ

EJ
B

EJ
P

dz
d

dz
d A

lz0z
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          Với các hệ thức này ta xác định được C1  và  C2 như sau: 

ωω α
=

α
−α

⋅
α

−=
EJ
B

C;
lsh

1lch
EJ
B

C 0
2

0
1  

          Vậy góc xoắn tỉ đối sẽ là:  

( )[ ]z1shlshzsh
lsh

1
EJ
B0 −α+α−⋅α

αα
=θ

ω

 

          Và góc xoắn tương đối giữa hai mặt cắt ở gốc toạ độ và mặt cắt ở toạ độ z sẽ là : 

( )[ ]zlshlshzsh
lsh

1
JE

B
dz 2

0
z

0

−α+α−α⋅
α

⋅
⋅⋅α

=θ=ϕ
ω

∫  

          Các biểu đồ biểu diễn các đại lượng ω, ϕ, θ và B được trình bày trên hình 22.31. 
Ứng suất pháp tại một điểm bất kì nào đó trên mặt cắt ngang sẽ là: 

 

ω⋅+⋅+⋅+=σ
ωJ

Bx
J
M

y
J
M

F
N

y

y

x

xz
z  

          Trong đó các giá trị tuyệt đối của các thành phần nội lực là: 

PN z = ;  
2
hPM x ⋅= ;   0y xPM ⋅=  

          Và Bimomen được xác định: 

( )[ ]zlshzsh
lsh

1B
B 0 −α+αα

α
⋅

α
−=  

CÂU HỎI TỰ HỌC 
22.1. Cách xác định đặc trưng quạt của một hình phẳng ? 

Hình 22.31: Sơ đồ xác định ϕ, θ, B của một 
thanh chị lực

ϕ 

⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

2
lch

11
EJ
B0

αω

θ 

lch
1lch

EJ
B0

α
αα

ω

−
⋅

B 

B0 

B1 

2
lch

B0

α

 

P 

P 
z 

x 
yO 

x

c y

x
c
 

ω 

ωA 

A 

A 
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22.2. Các đặc trưng của một mặt cắt ngang là gì ? Cách xác định chúng. 
22.3. Các biểu thức để tính ứng suất tiếp trong các thanh thành mỏng ? 
22.4. Một thanh thành mỏng khi bị xoắn sẽ xuất hiện ứng suất như thế nào ? Sự khác 
nhau giữa các mặt cắt ngang là hở và mặt cắt ngang là kín ? 
22.5. Nói về sự xoắn kiềm chế. 
22.6. Đại lượng Bimomen là gì ? Khi nào thì  xuất hiện nó ? Cách tính ? 
 

---♪♪♪♪♪--- 
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          Chương 23 
BÀI TOÁN TIẾP XÚC 

 
          Trong các ngành kĩ thuật chúng ta gặp rất nhiều trường hợp hai vật thể tiếp xúc với 
nhau. Ví dụ như sự tiếp xúc của hai bánh răng ăn khớp, sự tiếp xúc giữa bánh vít và trục 
vít, giữa ổ bi với bạc, giữa vành trong của ổ bi với trục truyền động, giữa hai trục cán với 
nhau...Khi mới tiếp xúc, ban đầu có thể là điểm hay đường, nhưng sau khi biến dạng tăng 
lên thì sự  tiếp xúc của hai vật thể đàn hồi sẽ biến thành tiếp xúc mặt. Diện tích tiếp xúc 
thường rất bé so với bề mặt của vật thể, nên sự xuất hiện giữa biến dạng và ứng suất chỉ 
tập trung ở miền tiếp xúc có tính cục bộ. Điều đó có nghiã là biến dạng và ứng suất chỉ 
tập trung ở miền tiếp xúc và giảm rất nhanh ở ngoài miền tiếp xúc, đồng thời ứng suất 
xuất hiện ở miền tiếp xúc có giá trị rất lớn, nó dẫn đến sự phá huỷ ở vùng đó. 
          Ứng suất có thể là ứng suất tĩnh, cũng có thể là ứng suất động hoặc ứng suất thay 
đổi theo thời gian. Khi chi tiết chịu ứng suất tiếp xúc thay đổi theo thời gian nó cũng gây 
ra hiện tượng mỏi lớp bề mặt và dĩ nhiên nó cũng làm cho các vết nứt vi mô phát triển 
thành những vết nứt bề mặt và bề mặt sẽ bị phá huỷ, làm cho bề mặt bị rỗ, hoặc tróc. 
          Trong khi xem xét bài toán tiếp xúc chúng ta cần công nhận một số lời giải cũng 
như kết quả mà lí thuyết đàn hồi đã chứng minh. 
 
23.1. BÀI TOÁN TIẾP XÚC CỦA HEZT. 
          Giả sử có hai vật thể đàn hồi, đồng nhất, đẳng hướng tiếp xúc với nhau  tại điểm O 
không phải là điểm kì dị. Lúc đó vật thể (1) tác dụng lên vật thể (2) một lực ép P (xem 
hình 23.1). Bây giờ chúng ta hãy xác 
định diện tích tiếp xúc, độ dịch gần 
của hai vật thể, quy luật phân bố áp 
suất trên diện tích tiếp xúc. Tức là 
nghiên cứu trạng thái biến dạng, ứng 
suất xuất hiện ở hai vật thể tiếp xúc 
đó để tính toán độ bền và độ cứng của 
chúng. 
          23.1.1. Quan hệ hình học đối 
với bề mặt của hai vật thể tiếp xúc. 
          Trước hết chúng ta tạo các hệ 
trục như trên hình vẽ 23.1. Hai hệ trục 
toạ độ đó chung gốc O-là điểm tiếp 
xúc hai vật thể. Các hệ trục Ox1y1 và 
Ox2y2 cùng nằm trong một mặt phẳng 
tiêp xúc chung của hai vật thể đang 
khảo sát. Các trục Oz1 và Oz2 trùng 
với pháp tuyến chung của hai mặt 
cong có chiều dương hướng vào trong 
mỗi vật thể đang xét. Có thể xem 
phương trình của hai mặt vật thể cũng như quanh vùng tiếp xúc là hàm của toạ độ x1,y1 
và x2,y2. 

                                        ( )1111 y,xFZ = ;  ( )2222 y,xFZ =                               (21-1) 

 Hình 23.1: Hai vật thể  đàn 
hồi, đồng nhất và đẳng hướng 

tiếp xúc với nhau 

z1

z2

1

2

P 

P 

O x2

x1

y2
y1
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          Nếu ta chọn các hệ trục Ox1y1 và Ox2y2 sao cho chúng trùng với phương các toạ độ 
cong chính, theo giáo trình hình học giải tích thì các phương trình hình học (23-1) sẽ có 
dạng: 

                                               
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⋅+⋅=

⋅+⋅=
2
222

2
2212

2
112

2
1111

yKxKZ2

yKxKZ2
                                   (23-2) 

          Trong đó K11, K12, K21 và K22 là độ cong chính của các mặt vật thể tại điểm tiếp 
xúc (tại gốc O) và có giá trị dương khi tâm cong tương ứng ở bên trong vật thể. 
          Một cách tổng quát có thể coi các trục x1, y1 và x2, y2 không trùng nhau. 
          Bây giờ chúng ta hãy chọn một hệ trục  chung Oxy cho hai vật thể có gốc tại O và 
cũng nằm trong mặt tiếp xúc chung. Các trục x1, x2 tạo với trục x những góc tương ứng 
ω1,ω2 như trên hình vẽ 23.2. Và ta có hệ thức đổi trục toạ độ như sau: 

111 sinycosxx ω−ω=  

111 cosysinxy ω+ω=  

222 sinycosxx ω−ω=  

222 cosysinxy ω+ω=  
          Thay các  giá trị này vào biểu thức (23-2), ta được: 

( ) ( )−ω+ω+ω+ω= 1
2

121
2

11
2

1
2

121
2

11
2

1 cosKsinKysinKcosKxZ2  
( ) 11211 2sinKKxy ω−−  

( ) ( )2
2

222
2

21
2

2
2

222
2

21
2

2 cosKsinKysinKcosKxZ2 ω+ω+ω+ω=  
( ) 22221 2sinKKxy ω−−  

          Ta có thể viết ở một dạng gọn hơn: 

                                                  
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

+−=

+−=
2

32
2

12

2
32

2
11

yBxyBxBZ

yAxyAxAZ
                                    (23-3) 

          Trong đó các giá trị A1....B3 là các hằng số nào đó phụ thuộc vào điều kiện bài 
toán. Nếu chọn được hệ toạ độ Oxy sao cho số hạng tích số xy triệt tiêu thì biểu thức (23-
3) sẽ còn lại: 

Hình 23.2:Hệ trục 
toạ độ

O
x O x 

x2
x1 

y y2 
y1 

ω 

ω2 ω1 

z2

z1

y

M1 

M2 
z2

z1

Hình 23.3: Biểu diễn 
độ dịch gần của hai 

vật thể
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⎪⎭

⎪
⎬
⎫

+=

+=
2

3
2

12

2
3

2
11

yBxBZ

yAxAZ
 

          Bây giờ chúng ta hãy xét hai điểm M1; M2 ở trên hai mặt cong cùng nằm trên  
đường thẳng song song với trục Z1OZ2 (xem hình 23.3), từ đây ta có : 

( ) ( ) 2
33

2
112121 yBAxBAZZMM +++=+=  

          Có thể viết gọn hơn :              22
21 ByAxMM +=                                       (23-4) 

          Trong đó : 

                     
[ ]

[ ]⎪⎪⎭

⎪⎪
⎬

⎫

ω+ω+ω+ω=

ω+ω+ω+ω=

2
2

222
2

211
2

121
2

11

2
2

222
2

211
2

121
2

11

cosKsinKcosKsinK
2
1B

sinKcosKsinKcosK
2
1A

     (23-5) 

          Nếu đặt 21 ω+ω=ω và biến đổi (23-5), cuối cùng ta có: 

              

( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ⎪

⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪

⎬

⎫

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

ω−⋅−
+−+−

++++=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

ω−⋅−
+−+−

−+++=

2cosKKKK2
KKKKKKKK

4
1B

2cosKKKK2
KKkKKKKK

4
1A

22211211

2
2221

2
1211

22211211

22211211

2
2221

2
1211

22211211

 (23-6) 

          Gọi M là giao điểm của 21MM  với mặt phẳng Oxy. Nếu 2121 ZZMM +=  là một 
hằng số thì quỷ tích của điểm M được xác định bởi phương trình. 

                                             constCByAxZZ 22
21 ==+=+                          (23-7) 

          C là một hằng số tuỳ ý. Nếu xem C là một tham số thì trên mặt tiếp xúc Oxy 
phương trình (23-7) biểu diễn một họ đường enlip đồng dạng có tâm là O. 
     23.1.2. Kích thước diện tích tiếp xúc, độ dịch gần và giá trị áp suất cực đại. 
          Trong quá trình thiết lập chúng ta sử dụng một số giả thiết sau: 
               1.Vật liệu làm việc trong miền đàn hồi tuân theo định luật Hooke. 
               2.Diện tích vùng tiếp xúc rất bé so với bề mặt của hai vật thể tiếp xúc, biến dạng 
ở vùng càng xa vùng tiếp xúc càng be  (Butxinet đã nghiên cứu chuyển vị trong bán 
không gian đàn hồi, cho nên nhờ giả thiết này ta có thể sử dụng kết quả tính toán của 
Butxinet). 
               3.Bỏ qua lực ma sát  trên diện tích tiếp xúc, tức là xem áp lực tiếp xúc vuông 
góc với bề mặt tiếp xúc). 
          Nếu chúng ta gọi W1(O) và W2(O) là chuyển vị điểm tiếp xúc tại gốc toạ độ O về 
hai phía của 2 vật thể và δ là độ dịch gần của hai vật thể tại điểm tiếp xúc ban đầu O thì:  
                                                           ( ) ( )OWOW 21 +=δ  
          Tương tự ta gọi W1 và W2 là chuyển vị theo phương z của hai điểm M1 và M2 cùng 
ở trên đường thẳng song song với trục z1 và z2 (xem hình 23.3). Trước khi biến dạng 
khoảng cách giữa hai điểm đó là Z1+Z2, sau biến dạng khoảng cách đó bớt đi một đoạn:     
                                   ( ) ( ) ( )212211 WWWOWWOW +−δ=−+−                        (23-8) 
          Ta có nhận xét: Sau khi biến dạng những điểm nào thoả mãn (23-8) thì sẽ nằm 
trong vùng tiếp xúc, còn những điểm nằm ngoài miền tiếp xúc sẽ tuân theo bất đẳng thức 
sau:                                       ( )2121 WWZZ +−δ>+                                           (23-9) 
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          Như  đã lí luận ở trên nếu xa vùng tiếp xúc thì chuyển vị rất bé và có thể xem 
W1+W2=0 và có nghĩa là độ dịch gần nhau có giá trị là δ. 
          Tại điểm O trị số Z1+Z2=0, những điểm trên chu vi diện tích tiếp xúc có tổng Z1+Z2 
đạt giá trị lớn nhất (so với các điểm khác trong vùng tiếp xúc) và sẽ là: 
                                                     constZZ 21 =δ=+                                           (23-10) 
          Căn cứ vào (23-7) và (23-10) ta sẽ đi đến kết luận là chu vi của diện tích tiếp xúc là 
một đường enlip mà các nửa trục của nó trùng với các nửa trục của enlip:   
                                                   constCByAx 22 ==+  
          Các chuyển vị W1 và W2 sử dụng theo kết quả của Butxinet là: 

                                                      

( )

( )
⎪
⎪
⎭

⎪⎪
⎬

⎫

=

=

∫

∫

F
22

F
11

dFy,xPKW

dF
r

y,xPKW
                                     (23-11) 

          Trong đó :                        
1

1
1 G2

1K
π
µ−

= ;  
2

2
2 G2

1K
π
µ−

=  

          µ1; µ2- Hệ số poatxong của vật thể (1) và (2). 
          G1; G2- Mô đun đàn hồi khi trượt của vật thể (1) và (2). 
          P(x,y)- Cường độ áp lực tiếp xúc. 
          Căn cứ vào phương trình (23-4) và (23-8) ta có được: 

   ( )21
22

21 WWByAxZZ +−δ=+=+  
          Đưa giá trị W1 và W2 theo (23-21) vào biểu thức này và biến đổi ta có : 

                                                      ( ) dF
r
PKByAx

F
0

22 ∫=+−δ                               (23-12) 

          Trong đó :              ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ µ−
+

µ−
π

=⎥
⎦

⎤
⎢
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π
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+
π
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π
=
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2
2

1

2
1

2

2

1

1
0 E

1
E

11
G2

1
G2

11K  

          E1, E2- là mô đun đàn hồi của vật thể (1) và (2). 
          r- là khoảng cách từ tâm O đến 1 điểm nào đó trong mặt phẳng tiếp xúc. 
          Biểu thức (23-12) cho phép ta xác định các đại lượng cần tìm khi biết được quy 
luật phân bố của áp lực P(x,y) trên miền tiếp xúc. 
          Chúng ta đã biết diện tích tiếp xúc là một đường enlip, điểm tiếp xúc tại gốc toạ độ 
O sẽ chịu áp lực lớn nhất, càng xa tâm thì áp lực càng nhỏ và trên chu vi tiếp xúc áp lực 
sẽ đạt một giá trị tương đối nhỏ. Hezt đã kết luận quy luật phân bố  P tại điểm bất kì (x,y) 
trên diện tích tiếp xúc tỉ lệ với tung độ ξ của enlipxoit có dạng:   

                                                           1
cb

y
a
x 222

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ξ+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  

          a, b, c-là các bán trục của enlipxoit (hình 23.4). 
          Điều đó cũng có nghĩa là Hezt cho rằng : 

                                   ( )
c

Py,xP 0
ξ

=  

          hay:         ( )
22

0 b
y

a
x1Py,xP ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=  

Hình 23.4: 
Quy luật phân bố của 

P 

y z 

x

P0 

a 
b 
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          P0 - là cường độ áp lực tại điểm tiếp xúc O. 
          Gọi tổng hợp tất cả các áp lực ở vùng tiếp xúc P, thì:                
                                  
                                    ( )dFy,xPP

F
∫=  

          Và                       
ab
P

2
3P0 π

=                         (23-13) 

          Sử dụng kết quả của bài toán Butxinet về tính độ lún khi có hệ lực phân bố, sau khi 
biến đổi biểu thức (23-12), ta có : 

             ( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ]
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −−−=+−δ 220

0
22 yeDeK

b
axeD

a
beabK

a
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KByAx     (23-14) 

          Trong đó:                  

                                                   ( ) ( ) ( )[ ]eLeK
c
1eD 2 −=  

      ( ) ∫
π

ϕ−

ϕ
=

2

0
22 sine1

deK  

          và                                    ( ) ϕ⋅ϕ−= ∫
π

dsine1eL
2

0

2  

          Những biểu thức này là các tích phân enliptic phụ thuộc vào tâm sai e của đường 
enlip (chu vi của diện tích tiếp xúc): 

                                                            
2

a
b1e ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=                                                (23-15) 

          Căn cứ vào phương trình (23-14), thực hiện cân bằng của từng trị số tương ứng của 
vế trái và vế phải, ta sẽ được: 
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⎪

⎭

⎪
⎪
⎪

⎬

⎫

−⋅=

⋅=

⋅=δ

eDeK
b
1PKB

eD
a
bPKA

eKbPK

00

200

00

                               (23-16) 

          Bây giờ ta lập tỉ số A/B và chú ý đến giá trị tâm sai e, ta được: 

( )
DK

De1
B
A 2

−
−=  

          Cho e các trị số khác nhau và sử dụng hằng số tích phân enliptic ta xây dựng được 
đồ thị biểu diễn quan hệ giữa e và tỉ số A/B như trên hình 23.5. 
          Ta kí hiệu 22211211 KKKKK +++=∑  và từ (23-6) ta suy ra được: 

( )∑ += BA2K . 
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          Nhờ các biểu thức tinh e, A, B ở trên ta nhận được các giá trị a,b, P0, δ sau khi đã 
biến đổi: 
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    (23-17) 

           

         Trong đó :                  
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          mà :                            ( )3a eD
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3
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(23-18) 
          và                                
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⎜
⎝
⎛ +
⋅⋅=

πδ  

          
  Để làm sáng tỏ những điều đã nói ta hãy xét ví dụ sau: 
          Ví dụ 1: Cho hai vật thể mặt cầu bán kính R1và R2 tiếp xúc với nhau chịu tác dụng 
một lực ép P. Hãy tính bán kính trục của diện tích tiếp xúc a, b, áp lực tiếp xúc P0 và độ 
dịch gần δ (xem hình vẽ 23.26a). 
          Bài giải: Trong trường hợp này: 

                  ∑ ⋅
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21
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          Dấu trừ ứng với trường hợp tiếp xúc ở 
mặt trong như hình 23.6b. 
          Từ biểu thức 23-6 ta có A=B và theo 
đồ thị trên hình 23.5 với A/B=1 ta có e=0. 
Với các giá trị đó ta tra bảng về tích phân 
enliptic (trong các sổ tay toán học) ta tìm 
được:  

Hình 23.5: Đồ thị 
biểu diễn quan hệ 
giữa e và tỉ số A/B

0 0,
2

0,
4

0,
6 

0,
8 

A/B

0,
2

0,
4

0,
6

0,
8

e

a
)

R1

R2 R1 

R2 

b
)Hình 23.6:Hai vật thể 

mặt cầu tiếp xúc với 
nhau. a-tiếp xúc ngoài; 

b- tiếp xúc trong 
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                    ( ) ( )
2

0L0K π
==  và ( )

4
0D π
=  

          Tiếp theo ta đưa các trị số này vào biểu thức (23-18) ta tìm được giá trị 
1nnn ba === δ . Mang các giá trị này vào (23-17) ta tìm được: 
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                               (23-19) 

          Nếu hai vật thể tiếp xúc cùng vật liệu thì E1=E2=E; µ1=µ2=µ=0,3 (đối với thép 
thông thường).   

          Và lúc đó                         
E
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E
12K

2

0 =
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=  

          Vậy các giá trị ở biểu thức (23-19) sẽ là : 
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                              (23-20) 

          Ví dụ 2: Một vật thể hình cầu có bán kính R1, tiếp xúc với mặt phẳng chịu lực ép 
P. Hãy tính bán kính a, b, cường độ áp lực tại tâm P0 của diện tích tiếp xúc và độ dịch gần 
δ (xem hình 23.7). 
          Bài giải : Mặt phẳng tiếp xúc được xem R2=∞. 

          Lúc này: 
112

12

R
1

RR
RR

=
⋅
+    và 1

21

21 R
RR
RR

=
+
⋅  (vì R2=∞, nên xem R1 nhỏ so với R2). 

          Thay các đại lượng này vào (23-20), ta sẽ tìm được: 
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             (23-20) Hình 23.7:Vật 
thể hình cầu 
tiếp xúc với 
mặt phẳng 
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          Ví dụ 3: Cho hai hình trụ tròn có bán kính R1=R2=R có trục vuông góc với nhau 
như trên hình 23.8 chịu một lực ép tập trung P. Xác định bán kính lớn nhất tại a,b, cường 
độ áp lực tại tâm P0 của diện tích tiếp xúc và độ dịch gần δ. 

          Bài giải: Như trên ta có:∑ ⋅=
R
22K   và trong trường hợp này thì:A/B=1. 

          Tra ở hình 23.5 với e=0, căn cứ vào biểu thức có được ở phần trên thì: 
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                                        (23-22) 

          Nếu hai vật thể tiếp xúc cùng vật liệu, tức là E1 = E2= E và µ1 =µ2 = µ thì (23-22) 
đưa về dạng: 
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       (23-23) 

23.2. TẾP XÚC ĐƯỜNG 
           Xét hai hình trụ tròn có bán kính R1 và R2, có trục song song tiếp xúc với nhau 
như hình 23.9. Chúng tiếp xúc với nhau theo một đường ở thời điểm chưa chịu lực được 
gọi là tiếp xúc đường. 
          Mở rộng lí thuyết tiếp xúc điểm, theo (23-6) ta 
tính các đại lượng A và B như sau:                            
                                  A=0 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

21 R
1

R
1

2
1B  

          Từ trên đồ thị hình 23.5, khi A/B=0 thì tâm sai 
e=1.Với các giá trị  tra bảng các tích phân enliptic ta 
được D(e)=∞, K(e)-D(e)=L(e)=1. Từ biểu thức (23-17) 
ta suy ra được hình enlip trở thành một dải được giới hạn bởi hai đường thẳng song song 
có a=∞ và chiều rộng hẹp 2b như trên hình 
(23.10). 
          Áp lực enlipxoít: 

                         1
cb

y
a
x 222

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ξ+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛   

b b

z

y 

x 

P0
+

Hình 23.10:Khi a=∞ và 
b hẹp, enlip thành 

một dải 

Hình 23.8:Hai mặt trụ 
tiếp xúc có trục vuông 

góc với nhau 

R2 
R1

Hình 23.9:Hai 
hình trụ tiếp xúc 

có đường truc 
song song với 

R1

R2
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          sẽ trở  thành hình trụ enlíptic: 

                            1
cb

y 22

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ξ+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛  

          Lúc này áp lực phân bố trên chiều rộng 2b theo quy luật: 

                      
2

00 b
y1P

c
PP ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=⋅=

ξ  

          Trong đó P0 là áp suất lớn nhất trên đường trung bình của dải. Vậy nếu quy ra áp 
suất đường theo chiều dài của hình trụ (từ lực phân bố mặt chuyển thành lực phân bố 
đường trong mô hình tính toán) ta sẽ có: 

        dy
b
y1PPdyq

b

b

2

0

b

b

⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−== ∫∫

−−

 

          Suy ra                                              

                                                                  
2
bPq 0
π

=                                            (23-24) 

          Gọi P là tổng lực ép giữa hai hình trụ thì từ các biểu thức (23-13) và (23-24) ta có 
quan hệ giữa P và q sẽ là:                          

                                                                   aq
3
4P ⋅=                                            (23-25) 

          Chú ý: Trong thực tế a không phải lớn vô cùng, nên P xác định được. Từ những kết 
quả đó ta có các biểu thức sau đây để xác định các đại lượng cần thiết: 

( )3
0

K
qK

eD
B
A14a

∑
⋅

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

π
=  

( ) ( )[ ]
∑

⋅
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

π
=

K
qK

eDeK
B
A14B 0  

          Trong trường hợp tiếp xúc đường này vì e=1 nên D(e)=∞; K(e)-D(e) = L(e)=1, bán 
kính a xem là ∞ thì bán kính trục b sẽ là:    

3
0

K
qK4b

∑
⋅=

π
 

          Từ giá trị này ta tính được giá trị áp lực lớn nhất:  

3

0
0 q

K
K

P ⋅
π

= ∑  

          Nếu hai vật thể này cùng một vật liệu thì ta sẽ có 
E
82,1K 0 =  và chiều rộng b sẽ là:  

                                                        3
KE

q522,1b
∑

⋅=                                        (23-26) 

          Và giá trị áp suất lớn nhất sẽ là:    
3

0 KEq518,0P ∑⋅⋅=  
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          Chú ý: Những biểu thức ta vừa thiết lập dựa trên cơ sở hai hình trụ dài vô hạn, tức 
là xem  a=∞, nhưng trên thực tế a hữu hạn nên người ta vẫn sử dụng chúng. 
          Trị số độ dịch gần δ giữa hai hình trụ là một đại lượng hữu hạn. Nó không những 
phu thuộc vào biến dạng cục bộ tại miền tiếp xúc mà còn phụ thuộc vào biến dạng của 
toàn thể vật thể. Vì vậy độ dịch gần của hai hình trụ có chiều dài hữu hạn bị ép về hai 
phía bởi tải trọng phân bố được sử dụng kết quả của Covanski B.S đưa ra: 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

µ−
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
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π

=δ 407,0
b
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2

2
21
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2
1  

          Trong đó b được tính theo biểu thức (23-24).  
          Nếu hai hình trụ cùng vật liệu và µ=3, thì: 

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ +

⋅
=δ 814,0

b
RR4ln

E
q579,0 2

21  

          Các công thức xác định P0, b, δ vẫn sử dụng cho các trường hợp riêng lẽ sau : 
               1- Hình trụ có bán kính R2 tiếp xúc với mặt trụ lõm bán kính R1>R2 (xem hình 

23.11a). Ta tính được:              
21

21

12 RR
RR

R
1

R
1K

⋅
−

=−=∑  

               2- Hình trụ bán kính R2 tiếp xúc với mặt phẳng như hình 23.11b, lúc này xem 

R1=∞, nên ∑ =
2R

1K . 

 
 

23.3. MỘT SỐ BÀI TOÁN TIẾP XÚC 
THƯỜNG GẶP. 
     23.3.1.Tính ổ bi chịu tải trọng tĩnh. 
          Ổ bi được biểu diễn trên hình vẽ 23.12 và sơ 
đồ chịu  lực cũng được  biểu diễn trên hình vẽ đó. 
          Ổ bi gồm có vành trong (ca trong), vành 
ngoài (ca ngoài), các vòng cách và các viên bi. 
Trên các vành người ta tạo nên các rãnh hình lòng 
máng để làm đường trượt cho các viên bi. Các 

Hình 23.12: 
Ổ bi và sơ đồ chịu 

lực

γ 
2γ3γ

P0 
P1 P1 

P2 P2 

b 
b1 

b2 
c2 

c1 a 

Q 

a) 

R1 R2

R2

b)

Hình 23.11:Trường hợp riêng 
  a-Hình trụ tiếp xúc với mặt 

trụ lõm R1>R2 
b-Hình trụ tiếp xúc với mặt 

o1 
o2 
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vòng cách  giữ cho các viên bi  có được vị trí tương đối với nhau. 
         Ổ bi chịu tải trọng Q. Tải trọng đó truyền xuống các viên bi qua vành trong và từ 
các viên bi chuyển xuống vành ngoài rồi tác dụng lên thành máy. Dễ dàng nhận thấy rằng 
viên bi ở vị trí thấp nhất sẽ là viên bi chịu tải trọng lớn nhất. Chúng ta phải xác định trị số 
của tải trọng này. 
          Để đơn giản bài toán ta giả sử rằng: 
               a) Ổ bi được lắp khít, khe hở theo hướng kính giữa vành trong, vành ngoài và 
các viên bi bằng không. 
               b) Ta chỉ tính đến biến dạng của bi và vành tại điểm tiếp xúc. Biến dạng do độ 
uốn của các vành được bỏ qua. 
          Bây giờ ta hãy tưởng tượng: dưới tác dụng của Q, vành trong được xem như một 
vật rắn tuyệt đối, có một chuyển vị δ0=ab theo phương của lực. Vành ngoài cũng được 
xem như cứng tuyệt đối. Do đó sự biến dạng của các viên bi tạo nên các chuyển vị ab, 
a1b1, a2b2...theo phương tải trọng Q của các điểm tiếp xúc a, a1, a2...Các chuyển vị đó phải 
bằng nhau và bằng:                          

ab=a1b1=a2b2=....=δ0 . 
          Từ các tam giác a1b1c1, a2b2c2 v.v...ta có thể tìm thấy các thành phần chuyển vị theo 
phương bán kính của các điểm tiếp xúc là : 

                                              

⎪
⎪
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⎪
⎬

⎫

γδ==δ

γδ==δ
γδ==δ

ncosca

2cosca
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K
                                            (23-25) 

          Ở đây góc γ, 2γ,..., nγ là các góc làm bởi các phương của lực Q và phương bán kính 
đi qua tâm của các viên bi. Ta nhận thấy rằng góc lớn nhất trong chúng phải nhỏ 

hơn ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ π

<γ
π

2
n

2
 vì các viên bi phía trên không chịu lực. 

          Các chuyển vị δ1, δ2, ...,δn là độ dịch gần của các vật thể tiếp xúc. Chúng được tính 
với công thức tổng quát như sau: 

                                                3 22 Pk
4
9

2
1n ∑ ⋅η⋅⋅=δ δ                                       (23-26) 

          với                                 
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          Sử dụng công thức đó ta dễ dàng biểu diễn các chuyển vị qua trị số lực tác dụng 
như sau: 
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                                              (23-27) 

          Với các biểu thức (23-25) và (23-27) ta có thể biểu diễn P1, P2,...Pn theo P0 như sau 
: 
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⎪
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cosPP
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                                           (23-28) 

          Từ phương trình cân bằng ta có: 
γ++γ+γ+= ncosP2...2cosP2cosP2PQ n210  

          Thay (23-28) vào, ta có : 
 [ ]γ++γ+γ+= ncos2...2cos2cos21PQ 252525

0  
          Ta gọi k là tỉ số: 

                                      
γ++γ+γ+

=
ncos2...2cos2cos21

ik 252525              (23-29) 

          Trong đó i là số viên bi được lắp trong vành.Tương quan giữa P0 và Q  được viết  
gọn lại dưới dạng :                            

                                                           
i
QkP0 ⋅=                                                       (21-30) 

          Với các phép toán cụ thể ta thấy khi thay đổi i từ 10 đến 20 trị số k hầu như không 
đổi. Ta giả sử lấy i=10, khi đó:  

38,4
60cos230cos21

10k 025025 =
++

=  

          Với i=20, ta tìm được k=4,37. 
          Nếu kể đến khe hở giữa các vành với bi và kể đến độ biến dạng khi uốn của các 
vành thì hệ k được nâng lên một ít. Thường người ta chọn k=5, vậy: 

                                                          
i
Q5P0 ⋅=                                                        (23-31) 

          Diện tích tiếp xúc giữa bi và các vành: 
          Diện tích đó có dạng hình enlip.Các bán trục được xác định như sau: 
          Với các kích thước đã cho trên hình 23.13, ta có các độ cong chính là:  

                                                   
0

1211 d
2kk ==  

          Đối với vành trong độ cong B21 R1k =  và với 
vành ngoài    H21 R1k =  
          Độ cong chính k22 của hai vành là như nhau và 
bằng r1k 22 −= . 
          Diện tích tiếp xúc ở đây là một hình enlip. Các bán 
kính chính a, b được xác định bởi công thức (23-17). 
          Trị số áp suất lớn nhất P0 được xác định bởi công 
thức (23-17) và điều kiện bền của bi là : P0≤[P0]. 
          Ví dụ 4: Cho ổ bi số hiệu 217 với các kích thước sau đây: đường kính trong 
d=85mm; đường kính ngoài D=150mm; bề rộng B=28mm; đường kính bi d0=19,84mm; 
số bi i=10; bán kính mặt cắt ngang của lòng máng r=0,515d0= 10,23mm; tải trọng tác 
dụng lên ổ bi Q=34000N. Cho biết [ ] 2

0 cmN35000P = . 

Hình 23.13: 
 Kích thước ổ 

bi 

R
H
 

R
B
 

r 
dr r 
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          Tính độ bền của ổ bi. 
          Bài giải : Với các kích thước đã cho, ta suy ra: 
          Độ dày cực tiểu của ổ bi dọc theo lòng máng là: 

( ) mm33,684,195,32
2
1d

2
dD

2
1h 0 =−=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

−
=  

          Bán kính của lòng máng thuộc vành ngoài: 

mm67,6833,675h
2
DR H =−=−=  

          Bán kính của lòng máng thuộc vành trong: 

33,4833,65,42h
2
dR B =+=+= mm 

          Tải trọng đặt lên viên bi ở vị trí thấp nhất là: 

N17000
10

340005
i
Q5P0 =⋅=⋅=  

          Bi và các vành cùng làm bằng một vật liệu có mô đun đàn hồi 
27 cmN1012,2E ⋅=  và hệ số poatxông µ=0,30. Vậy hằng số đàn hồi có trị số là: 

Ncm10858,0
E

12 27
2

−⋅=
µ−

=η  

          Trị số các độ cong chính là :  

008,1
984,1
2

d
2kk

0
1211 ==== cm1  

          Với vành ngoài:   

1456,0
867,6
1

R
1k

H
21 −=−=−= cm1  

1456,0
867,6
1

r
1k 22 −=−=−= cm1  

          Với vành trong:        2048,0
883,4
1

R
1k

B
21 === cm1  

9775,0
023,1
1

r
1k 22 −=−=−= cm1  

          Vậy với sự tiếp xúc của bi với vành ngoài ta có : 
∑ =−−⋅= 8929,09775,01456,0008,12k cm1  

          Với những số liệu ở trên và dùng công thức (23-18), ta xác định được các hệ số: 

( ) 626,3594,3683,3
9303,09342,0
9303,09317,0594,3n a =−

−
−

+=  

4234,0054,03590,04253,0n b =⋅−=  
 6515,00075,03590,06542,0n P =⋅−=  

          Chú ý: Để tiện lợi trong tính toán người ta lập bảng để có n0, nb, nδ, nP thông qua tỉ 
số A/B. 
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          Từ đó ta có :                cm489,017000
8920,0

10858,0
2
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⋅
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          Với sự tiếp xúc của bi và vành trong ta có : 
∑ =−+⋅= 243,19775,02048,0008,12k cm1  

          Và tính ra các hệ số sẽ là: 156,4n a = ;  3942,0n b = ;  6104,0n P =  

          Từ đó ta có :               502,017000
243,1

10858,0
2
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⋅⋅=
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          Đối với vật liệu làm bi và vành [ ] 2
0 cmN35000P = . 

          Để tính độ bền ta có thể so sánh P0 với [ ]0P . 
          Thực ra như ta đã nói ở trên, điểm nguy hiểm nhất là tại trong lòng vật thể ở độ sâu 

z=0,8b. Trị số ứng suất tiếp cực đại tại đó là 0max P325,0=τ , khi tỉ số 5,0
a
b
= . Với các trị 

số khác của tỉ số 
a
b , τmax có trị số xấp xỉ 0,325P0. Khi 1,0

a
b
=  thì 0max P310,0=τ và 

khi 0
a
b
=  thì 0max P300,0=τ . Ta phải so sánh trị số này với [ ]τ  

          Song vì chúng chỉ khác nhau bởi một hằng số nên ta có thể định ra [ ]0P  từ  [ ]τ   và 
điều kiện bền của vật thể là:              

[ ]00 PP ≤  
           Để tiện lợi hơn người ta đưa ra cách tính độ bền như sau : 
           Ta nhận thấy các bán kính RB và RH có thể được biểu diễn qua đường kính d0 của 
bi. Thực vậy, có thể viết RB=αd0 và RH=βd0; α và β là các hệ số không thay đổi đối với 
một họ  ổ bi có một tỉ lệ kích thước nhất định. 
           Vì rằng áp suất giữa bi và vành trong lớn hơn áp suất giữa bi và vành ngoài, do đó 
ta chỉ căn cứ  vành trong để tính độ bền. 
           Tổng độ cong có trị số là :   
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           Hằng số đàn hồi là:                   

Ncm10858,0
E

12 27
2

−⋅=
µ−

=η  

           Tải trọng đặt lên bi là:                   
i
Q5P0 ⋅=  
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           Thay các đại lượng đó vào công thức (23-24), ta xác định được biểu thức P0 như 
sau :                                                                  

                                                               3 2
0

0 id
QcP ⋅=                                              (23-32) 

           Hệ số C được tính với biểu thức: 

                                         3
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π
⋅=                      (23-33) 

           Ví dụ với trường hợp ta đang xét : 

770005
858,0

10
515,0
1

46,2
14

2
3

14,3
6104,0C 3
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=⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ −+⋅=  

           Công thức (23-32) được viết lại dưới dạng: 

                                                     3 2
0

0 id
Q77000P ⋅=                                             (23-34) 

           Đối với một họ ổ bi, C là một hằng số và công thức (23-34) trở thành công thức 
chung cho họ ổ bi đó . 
           Nếu giả sử rằng áp suất cho phép [ ] 2

0 cmN339000P = , ta sẽ đi đến biểu thức tính 
lực Q lớn nhất có thể đạt được như sau: 

                                              2
0

2
0

3

di85di
77000

339000Q ⋅=⋅⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=   N                          (23-35) 

           Nếu giả sử sử dụng [ ] 2
0 cmN347000P = , ta sẽ được: 

                                               2
0

2
0

3

di92di
77000

347000Q ⋅≈⋅⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=    N                        (23-36) 

           Các công thức (23-35) và (23-36) là những công thức đã sử dụng trong sổ tay công 
nghệ chế tạo máy. 
      23.3.2. Tính tiếp xúc giữa hình cầu và tấm phẳng. 
           Ví dụ 5:Phôi của tấm tròn chịu nén bởi lực Q=7500N lên ba điểm tựa có hình 
dạng mặt cầu bán kính R=15mm (xem hình 23.14). Cả ba gối tựa cầu đều  được đặt trên 
một đường tròn nào đó đồng tâm với phôi và cách nhau theo một góc 1800. Do đó Q được 
phân bố đều trên các gối tựa. 
           Tính kích thước của diện tích tiếp xúc và áp lực lớn 
nhất giữa các gối tựa và tấm tròn. Xác định độ chuyển 
dịch của phôi do biến dạng của các gối tựa dưới tác dụng 
của các lực nén gây nên. Vật liệu của phôi cũng như các 
gối tựa là bằng thép. 
           Hỏi nếu tấm phôi là gang thì các kết quả sẽ thay đổi 
thế nào ? 
           Bài giải: Tải trọng lên mỗi gối tựa là:    

N2500Q
3
1P ==  

Hình 23.14: 
Phôi tấm tròn chịu 

lực 

P 
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           Với thép ta có 27 cmN1012,2E ⋅= và 28,0=µ . Vậy hằng số đàn hồi của vật liệu 

khi tiếp xúc là:                            Ncm10878,0
E

12 27
2

−⋅=
µ−

=η  

           Ở đây sự tiếp xúc có thể xem như giữa hình cầu và mặt phẳng. Ta có :R=R1 và 
R2=∞. Bán kính diện tích tiếp xúc là :    

mm063,0cm103,6RP9086,0a 33 =⋅=⋅η⋅= −  

           Áp suất lớn nhất ở tâm:    2
3

220 cmN000.300
R
1P5784,0P =⋅

η
⋅=  

           Chuyển dịch của phôi là độ dịch gần của hai vật tiếp xúc: 

( ) cm026,0cm106,2
R
1P8255,0 33 2 =⋅=η⋅=δ −  

           Đối với thép hợp kim crôm áp suất P0 trên đây là cho phép. Nếu phôi là gang ta có: 
27 cmN102,1E ⋅= và µ=0,25. Hằng số đàn hồi có trị số là: 

Ncm1022,1
102,1
25,01

101,2
28,0i 27

7

2

7

2
−⋅=

⋅
−

+
⋅

−
=η  

           Ta tìm thấy: a=7⋅10-3cm=0,07mm;  P0≈230000N/cm2;   δ=3,3⋅103cm=0,033mm 
           Ví dụ 6: Ổ bi chặn có các vành phẳng không có rãnh (hình 23.15). Hãy xác định: 
           1-Lực cho phép Q tác dụng lên chiều trục. 
           2-Kích thước diện tích tiếp xúc giữa bi và vành. 
           3-Độ dịch gần giữa hai vành do biến dạng đàn 
hồi gây nên. 
           Cho biết số bi i=20 viên, đường kính của các 
viên bi là d0=1cm. Vật liệu của vành và của bi là thép 
hợp kim crôm. Áp suất cho phép lớn nhất là 
[ ] 2

0 cmN350000P = . 
           Bài giải: Theo công thức (23-21) với µ=0,30, ta có: 

                                     3

2

21

2
0 R

1
R
1PE3880,0P ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⋅=                                    (1) 

           Trong trường hợp đang xét ta có:  

01 d
2

R
1

=  và 0
R
1

2

=  

           Áp lực tác dụng lên một viên bi được tính với biểu thức : 

                                                                   
i8,0

PP =                                             (2) 

           Hệ số 0,8 thể hiện sự phân bố không đều của tải trọng lên mỗi viên bi. Kết hợp 
giữa (1) và (2), ta tìm thấy:               

2

2
0

3
0

E
diP

42,3Q
⋅⋅

=  

           Thay trị số  vào ta có:   

Hình 23.15:Ổ bi 
chặn

d
0
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( )
N6530

1012,2
12035000042,3Q 27

3

=
⋅

⋅⋅
=  

           Tải trọng tác dụng lên mỗi viên bi là:   

N408
208,0

6530
i8,0

PP =
⋅

==  

           Bán kính của diện tích tiếp xúc là: 

cm024,0
2
1

1012,2
408109,1

2
d

E
P109,1ba 3

7
3 0 ≈⋅

⋅
⋅=⋅⋅==  

           Độ dịch gần giữa bi và vành là : 

cm0011,02
1012,2

408231,1
d
2

E
P231,1 7

3

0

2

≈⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅

⋅=⋅⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛⋅=δ  

           Độ dịch gần giữa hai vành là: 2δ=0,0022cm. 
        23.3.3. Tính tiếp xúc giữa hai hình trụ. 
           Ví dụ 7: Ổ bi con lăn của bánh xe tàu điện có kích thước 120×260×86mm. Tính 
chiều rộng của diện tích tiếp xúc giữa con lăn và vành (xem hình 23.16).  
           Các kích thước của ổ bi như sau: d0=36mm; L=58mm; D=154mm; số lượng con 
lăn i=13; tải trọng tác dụng lên ổ bi là Q=45000N. 
           Bài giải: Con lăn chịu tải trọng lớn nhất ở dưới cùng. Tải trọng tác dụng lên con 
lăn đó được tính với biểu thức:   

N15900
13

450006,4
i
Q6,4P =⋅=⋅=  

           Chiều dài làm việc của con lăn:  cm508582Ll =−=−= λ  
           Trong đó λ là chiều rộng của khe rãnh ở hai đầu con lăn (hình 23.16). Vậy cường 
độ tải trọng đường là: 

cmN3180
5

15900
l
Pq ===  

           Chiều rộng của diện tích tiếp xúc giữa vành trong 

và con lăn là :       3

21

21

RR
RR

E
q522,1b

+
⋅⋅=  

                           cm0225,0
7,78,1
7,78,1

1012,2
3181522 3

7 =
+
⋅

⋅
⋅

⋅=  

           Chiều rộng của dải tiếp xúc là 2b=0,45mm. Trị số 
này là rất bé so với bán kính của con lăn và vành 
(R1=18mm; R2=77mm). 
           Áp suất lớn nhất trên diện tích tiếp xúc là: 

        
27

21

21
0 cmN89900

7,78,1
7,78,11012,23184180,0

RR
RR

qE4180,0P =
⋅
+

⋅⋅⋅=
+

⋅=  

           Thường đối với thép ổ bi, áp suất cho phép là [ ] 2
0 cmN250000P = . Vậy ta thấy 

áp suất trên là còn rất bé so với áp suất cho phép. 

Hình 23.16:Ổ bi 
con lăn của bánh 

xe tàu điện

L 

λ d
0
 

D
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           Ví dụ 8: Xác định áp suất lớn nhất giữa hai bánh răng trụ răng răng thẳng khi 
chúng tiếp xúc nhau ở vị trí  điểm ăn khớp (hình 23.17).Khảo sát các trường hợp sau đây: 
                1- Bánh chủ động và bánh bị động cùng làm bằng một vật liệu. 
                2- Bánh chủ động bằng thép và bánh bị động bằng gang. 
           Bài giải: Ở đây ta chỉ xét ở một thời điểm nhất 
định. Tại thời điểm đó xem tải trọng là tĩnh định. Ta 
cũng thừa nhận rằng, vật liệu là đồng nhất và đẳng 
hướng, Không kể đến độ khác biệt của lớp tôi bề mặt. 
           Một cách gần đúng ta sử dụng công thức (23-39) 
để tính áp suất lớn nhất trong vùng tiếp xúc, nghĩa là 
xem sự tiếp xúc là dài vô hạn. Thừa nhận hệ số 
Poatxông của thép và của gang là như nhau (µ=0,28). 
Do đó hằng số đàn hồi η của vật liệu là : 

( )
021

212

E
184,1

EE
EE12 =

+
⋅µ−=µ  

           E0 được gọi là mô đun đàn hồi thu gọn:  

(
21

21
0 EE

EE2
E

+
= ) 

           Với thép ta có 27
1 cmN102E ⋅= và với gang ta có 27

2 cmN105,1E ⋅= . Vậy 
27

0 cmN107,1E ⋅= . 
           Khi các bánh răng cùng làm bằng một vật liệu thì ta có E=E0. 
           Gọi ρ1 và ρ2 là bán kính cong của dạng răng tại điểm ăn khớp. Khi đó tổng độ 
cong của các bánh răng là:          

021

111k
ρ

=
ρ

+
ρ

=∑  

           ρ0 được gọi là bán kính cong thu gọn, ta có:  

0

0

0

0
0

Eq
416,0

qE
84,1
1P

ρ
⋅

⋅=
ρ

⋅=  

           Từ hình vẽ 23.30, ta dễ dàng tìm thấy:   

α=ρ sin
2
d1

1  và α=ρ sin
2

d2
2  

           Trong đo: d1 và d2 là đường kính của đường tròn ăn 
khớp của các bánh răng; α là góc ăn khớp (hình 23.18). 
           Cường độ tải trọng phân bố là: 

αcosl
P

l
P

q n ==  

           Trong đó : l-chiều dài của răng.  
                            Pn-lực theo phương pháp tuyến với bề mặt răng. 
                            P- lực vòng. 
           Vậy áp lực cực đại trên diện tích tiếp xúc là: 

l
P

d
1

d
1

2sin
E

832,0P
21

0
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⎞
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⎝
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Hình 23.17:Hai bánh 
răng răng thẳng ăn 

khớp với nhau
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Hình 23.18:Góc ăn 
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           Ví dụ 9: Tính áp lực lớn nhất và kích thước của diện tích giữa bánh xe và đường  
ray của toa xe chở hàng có bốn cụm bánh (hình 23.19). Trọng lượng của toa tàu Q=60t ; 
bán kính của đầu đường ray r=300mm. Đường kính 
của bánh xe D=900mm 
           Bài giải: Ở đây ta có thể xem như sự tiếp 
xúc của hai mặt trụ có trục vuông góc với nhau.Vậy 
diện tích tiếp xúc là một đường enlip với các bán 
trục chính là a và b. 
           Tải trọng của bánh xe truyền xuống đường 
ray là: 

    N75000
24

QP =
×

=  

           Các độ cong chính của bánh xe là : 

          0222,0
D
2k11 == cm1 ; 0k 22 =  

           Các độ cong chính của đường ray là : 

          0333,0
30
1

r
1k 21 === cm1 ; 0k 22 =  

           Các mặt cong chính k11 và k22 vuông góc với nhau, do đó 12cos −=ω . Vậy ta tính 
được các hệ số : 

     ( ) 150,1141,1168,1
1894,02207,0
1894,02000,0141,1n a =−

−
−

+=  

     ( ) 8777,08660,08837,03387,08837,0n b =−−=  
     ( ) 9909,0098909919,03387,09919,0n P =−−=  

           Tổng các  độ cong của các bề mặt tiếp xúc:  

∑ =+= 0555,0
r
1

D
2k cm1  

           Lấy E=2⋅107N/cm2 và µ=0,30, ta có:  

Ncm1091,0
E

12 27
2

−⋅=
µ−

=η  

           Khi đó các kích thước của diện tích tiếp xúc sẽ là: 

cm65,0569,0150,175000
0555,0

1091,0
2
3150,1a 3

7

=⋅=⋅
⋅

⋅⋅=
−

 

   cm5,0569,08777,075000
0555,0

1091,0
2
38777,0b 3

7

=⋅=⋅
⋅

⋅⋅=
−

 

           Áp suất lớn nhất trong vùng diện tích tiếp xúc là: 

23

2

70 cmN11000075000
1091,0

0555,0
2
319909,0P ≈⋅⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⋅π

⋅= −  

           Để kiểm tra lại ta có thể sử dụng công thức (23-27) để tính : 
2

0 cmN110000
50,065,0

75000
2
3P ≈

⋅⋅π
⋅=  

Hình 23.19: Bánh xe 
và đường ray tiếp 

xúc với nhau 
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           Hai cách tính này cho ta một kết quả. 
  
                   CÂU HỎI TỰ HỌC. 
         23.1. Quan hệ hình học đối với hai bề mặt của vật thể tiếp xúc ? 
         23.2. Chứng minh diện tích hai vật thể tiếp xúc có thể coi là một enlip . 
         23.3. Bài toán hai hình trụ tròn tiếp xúc ? 
         23.4. Các biểu thức các đại lượng a, b trong bài toán tiếp xúc ? 
         23.5. Các biểu thưc áp lực lớn nhất P0 và độ dịch gần δ ? 
         23.6. Bài toán tiếp xúc của hình trụ với mặt phẳng ? 
         23.7. Bài toán hai hình trụ tiếp xúc có hai trục vuông góc với nhau ? 
         23.8. Bài toán hai hình trụ tiếp xúc có hai trục song song với nhau ? 
         23.9. Khi tính các ổ bi cần chú ý những yếu tố nào cho từng loại ? 
 

- - -  - - - 
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SỨC BỀN VẬT LIỆU

Bộ môn Sức bền Vật liệu
Trường Đại học GTVT

BÀI GIẢNG



Sức bền vật liệu F1

Đề cương
Cung cấp các thông tin tổng quan, cách đánh giá và triết lý
chung của khoá học.

Bài giảng
Cung cấp lịch trình các bài giảng.

Bài tập
Cung cấp các thí dụ mẫu, bài tập tự làm (bài tập bắt buộc và bài
tập tham khảo).

Kiểm tra
Cung cấp câu hỏi hướng dẫn ôn thi, kiểm tra môn học. Lịch thi, 
hình thức thi và qui định trọng số đánh giá kết quả.

Nghiên cứu khoa học và Olympic Sức bền vật liệu
Cung cấp thông tin về các hoạt động nghiên cứu khoa học giữa
bộ môn và người học cũng như các cuộc thi Olympic Sức bền
vật liệu.



Đề cương - Sức bền vật liệu F1
Thông tin chung
Giảng viên: Vũ Ngọc Linh
Văn phòng: P303 Nhà A6
ĐT: 04.3766 0141  hoặc 0983 017 384
Giờ làm việc: 8:00am-11:30am

1:00pm-4:30pm 
Email: vnlsbvl@yahoo.com
Homepage:            www.sucbenvatlieu.com

Trợ giảng:              Hà Văn Quân
Văn phòng: P303 Nhà A6
ĐT: 04.3766-0141 
Giờ làm việc: 8:00am-11:30am

1:00pm-4:30pm 
Email :  

Điểm đánh giá:
Chuyên cần 10%
Kiểm tra, thảo luận, chuyên đề 20%
Thi 70%

Điều kiện bắt buộc: Bài tập lớn; Thực hành thí nghiệm.

Tài liệu bắt buộc:
Vũ Đình Lai, Giáo trình Sức Bền Vật Liệu, NXB GTVT, 2007.
Nguyễn Xuân Lựu, Bài tập Sức Bền Vật Liệu, NXB GTVT, 2005.

Tài liệu tham khảo: giới thiệu trong từng nội dung chi tiết.

mailto:binhlx@fpt.vn
http://www.sucbenvatlieu.com/


Tài liệu bắt buộc



Tài liệu bắt buộc



Tài liệu tham khảo



Tài liệu tham khảo



Tài liệu tham khảo



Đề cương - Sức bền vật liệu F1

Mục đích môn học
1. Người học hiểu rõ các phương pháp tính toán kết cấu, chi tiết máy về ba

mặt: độ bền, độ cứng và độ ổn định.
2. Người học biết vận dụng các phương pháp tính toán vào kiểm toán và

thiết kế mới kết cấu, chi tiết máy.

Mô tả chung

• Nghiên cứu các khái niệm cơ bản: nội lực, ứng suất, biến dạng.
• Khái niệm: trạng thái ứng suất, biến dạng, 
• Quan hệ giữa ứng suất biến dạng (định luật Hooke), 
• Các tiêu chí về độ bền .
• Tính toán các đặc trưng hình học. 
• Ba trường hợp chịu lực cơ bản: kéo nén đúng tâm, xoắn, uốn phẳng.



Chương Chủ đề Đọc

1 Mở đầu Tr.1-Tr.17 

2 Thanh chịu kéo nén đúng tâm. Tr.19-Tr.39

3 Trạng thái ứng suất, biến dạng, định luật Hooke. Tr.41-Tr.73

4 Lý thuyết bền. Tr.77-Tr.83

5 Đặc trưng hình học. Tr.85-Tr.94

6 Thanh chịu xoắn Tr.97-Tr.108

7 Thanh chịu uốn. Tr.111-Tr.128

8 Biến dạng thanh chịu uốn. Tr.129-Tr.145

Đề cương - Sức bền vật liệu F1
Nội dung chính



Đề cương - Sức bền vật liệu F1

Kiến thức liên quan

Toán cao cấp: 
Đạo hàm, tích phân, phương trình vi phân, chuỗi số, véc tơ, ma 
trận, trị riêng, các phương pháp số…

Vẽ kỹ thuật: 
Đọc bản vẽ kỹ thuật (hình chiếu đứng, chiếu bằng, chiếu cạnh, 
hình phối cảnh, hình cắt…).

Cơ học lý thuyết: 
Cân bằng của vật rắn, cách tính phản lực liên kết, chuyển động
của vật rắn…



Đề cương - Sức bền vật liệu F1

NhiNhiệệmm vvụụ ccủủaa ngưngườờii hhọọcc

••ThamTham ddựự đđầầyy đđủủ ccáácc gigiờờ hhọọcc lýlý thuythuyếếtt trêntrên llớớpp

••TTựự hhọọcc: : ChuChuẩẩnn bbịị bbààii trưtrướớcc mmỗỗii bubuổổii hhọọcc trêntrên llớớpp. . HHệệ ththốốngng, , phânphân ttííchch, , ttổổngng hhợợpp

ccáácc kikiếếnn ththứứcc đãđã hhọọcc, , nghiênnghiên ccứứuu sâusâu vvàà mmởở rrộộngng kikiếếnn ththứứcc mônmôn hhọọcc. . VVậậnn ddụụngng

ccáácc kikiếếnn ththứứcc đãđã hhọọcc vvààoo gigiảảii bbààii ttậậpp;;

••ThamTham ddựự ccáácc bbààii kikiểểmm tratra gigiữữaa kkỳỳ đđểể ttííchch luluỹỹ điđiểểmm ththàànhnh phphầầnn;;

••HoHoàànn ththàànhnh bbààii ttậậpp llớớnn đđểể ttííchch luluỹỹ điđiểểmm ththàànhnh phphầầnn vvàà đđảảmm bbảảoo điđiềềuu kikiệệnn ddựự thithi

kkếếtt ththúúcc hhọọcc phphầầnn;;

••HoHoàànn ththàànhnh côngcông ttáácc ththíí nghinghiệệmm đđểể đđảảmm bbảảoo điđiềềuu kikiệệnn ddựự thithi kkếếtt ththúúcc hhọọcc phphầầnn;;

••TTííchch ccựựcc hohoàànn ththàànhnh ccáácc phphầầnn ththựựcc hhàànhnh vvàà thamtham giagia ththảảoo luluậậnn trêntrên llớớpp..



Ngày Bài giảng Đọc Ví dụ Bài tập nộp
BG1 Mục:
BG2 Mục:

VD1 Q1

BG3 Mục:
BG4 Mục:
BG5 Mục:

VD2 Q2

BG6 Mục:
BG7 Mục:
BG8 Mục:

VD3 Q3

BG9 Mục:
BG10 Mục:
BG11 Mục:

VD4 Q4

BG12 Mục:
BG13 Mục:
BG14 Mục:

VD5 Q5

Bài giảng - Sức bền vật liệu F1



Bài tập - Sức bền vật liệu F1

Bài tập bắt buộc
Chương 1: 
Chương 2: 
Chương 3: 
Chương 4: 
Chương 5: 
Chương 6: 
Chương 7: 
Bài tập lớn

Bài tập không bắt buộc
Chương 1:
Chương 2: 
Chương 3: 
Chương 4: 
Chương 5: 
Chương 6: 
Chương 7: 



Kiểm tra - Sức bền vật liệu F1

Kiểm tra giữa học phần (Trắc nghiệm khách quan và tự luận)

Thi kết thúc học phần (Vấn đáp)



Chương mở đầu

Bộ môn Sức bền Vật liệu
Trường Đại học GTVT

BÀI GIẢNG





BG1- Vị trí, nhiệm vụ, đối tượng
và phương pháp nghiên cứu của môn học

Liệu có
gẫy

không
nhỉ?

Võng
quá?

Mỏng manh
quá?



BG1- Vị trí, nhiệm vụ, đối tượng
và phương pháp nghiên cứu của môn học

Tính toán về độ bền
Tính toán bảo đảm cho kết cấu không bị phá hỏng (đứt, trượt, 
gẫy…).

Tính toán về độ cứng
Tính toán bảo đảm cho kết cấu biến dạng ở mức độ sao cho khai thác
được bình thường.

Tính toán về ổn định
Tính toán về khả năng của kết cấu giữ được hình thái biến dạng hữu
hạn ban đầu.



BG1- Vị trí, nhiệm vụ, đối tượng
và phương pháp nghiên cứu của môn học



BG1- Vị trí, nhiệm vụ, đối tượng
và phương pháp nghiên cứu của môn học

p

δ

x

z

y h

Phân loại vật thể thực

Thanh Tấm, vỏ Vật thể khối

Trục thanh

Mặt trung bình



BG1- Vị trí, nhiệm vụ, đối tượng
và phương pháp nghiên cứu của môn học

Để xây dựng phương pháp tính, dựa vào:
Phương trình cân bằng tĩnh (hay động)
Phương trình biến dạng
Phương trình vật lý

Ba bài toán cơ bản của Sức bền vật liệu
Bài toán kiểm tra
Bài toán xác định tải cho phép
Bài toán xác định kích thước hình học



BG2- Sơ đồ tính, tải, 
các liên kết và phản lực liên kết

Sơ đồ tính
là hình vẽ đối tượng tính toán đã được đơn giản hóa, chỉ còn mang

những đặc điểm cần thiết cho việc tính toán.

(cm)

40

160

12
0

20
40

20

O



BG2- Sơ đồ tính, tải, 
các liên kết và phản lực liên kết



BG2- Sơ đồ tính, ngoại lực, 
các liên kết và phản lực liên kết

Ngoại lực: là yếu tố từ môi trường bên ngoài tác động vào kết cấu
gây ra nội lực, biến dạng cho kết cấu.

Lực mặtLực thể tích

Ngoại lực

Tải trọng Phản lực liên kết

 



BG2- Sơ đồ tính, tải, 
các liên kết và phản lực liên kết

Liên kết là chi tiết ràng buộc các bộ phận kết cấu với nhau hoặc với
môi trường bên ngoài (đất…).

Lực liên kết và phản lực liên kết là các lực tương tác giữa các bộ
phận kết cấu với nhau hoặc giữa các bộ phận kết cấu với môi
trường bên ngoài (đất…) thông qua các liên kết.

Một số loại liên kết thường gặp

Gối di động Gối cố định Ngàm Ngàm trượt Gối đàn hồi



BG3- Chuyển vị, biến dạng

y

z

x

O

M'

M
w

v u

Δ

s

s’ γ

Δ là chuyển vị đường của điểm M
u là chuyển vị đường theo phương x của điểm M
v là chuyển vị đường theo phương y của điểm M
w là chuyển vị đường theo phương z của điểm M
γ là chuyển vị góc của đoạn s



BG3- Chuyển vị, biến dạng

y

z

x

O

dl

dl+Δdl

γ

Δdl là biến dạng dài tuyệt đối của đoạn dl
ε là biến dạng dài tỷ đối (tương đối) của đoạn dl
εx là biến dạng dài tỷ đối (tương đối) của đoạn dl theo phương x
εy là biến dạng dài tỷ đối (tương đối) của đoạn dl theo phương y
εz là biến dạng dài tỷ đối (tương đối) của đoạn dl theo phương z
γ là góc trượt trong mặt phẳng chứa góc vuông đang xét
γxy là góc trượt trong mặt phẳng song song với mặt phẳng xoy
γyz là góc trượt trong mặt phẳng song song với mặt phẳng yoz
γzx là góc trượt trong mặt phẳng song song với mặt phẳng zox
εxy = γxy/2; εyz = γyz/2; εzx = γzx/2 là các biến dạng góc (biến dạng trượt)

dl
dlΔ

=ε

dx
dx

x
Δ

=ε

dy
dy

y
Δ

=ε

dz
dz

z
Δ

=ε



BG4- Nội lực, ứng suất

ΔF

n

K

z

x

y

pΔ

np

A

B

O

Để xác định nội lực ta sử dụng phương pháp mặt cắt

F
pptb Δ

Δ
=

F
pp

F
n Δ

Δ
=

→Δ 0
lim

ΔFK

np n

nσ
nτ

ứng suất là mật độ phân bố của nội lực
ptb là ứng suất toàn phần trung bình tại điểm K trên mặt cắt đang xét
pn là ứng suất toàn phần tại điểm K trên mặt cắt đang xét
σn là ứng suất pháp tại điểm K trên mặt có pháp tuyến n
τn là ứng suất tiếp tại điểm K trên mặt có pháp tuyến n

Nội lực là lượng biến thiên của lực liên kết giữa các phần tử vật chất
của vật thể khi có ngoại lực tác dụng. 

K

O

z

x

y



BG4- Nội lực, ứng suất
Nội lực thu gọn trên mặt cắt ngang thanh

Nz - lùc däc trôc,
Qx ,Qy - lùc c¾t,
Mx ,My - m« men uèn,
Mz - m« men xo¾n.

x
y

z

MR

Mz

x
y

zQx

Qy

My

Mx

Nz

x
y

z



BG4- Nội lực, ứng suất

Hiệu ứng biến dạng của sáu thành phần nội lực trên mặt cắt ngang thanh



BG4- Nội lực, ứng suất

Quan hệ giữa các nội lực thu gọn và các thành phần ứng suất trên
mặt cắt ngang thanh

Mz

x

y

z
Qx

Qy

My

Mx

Nz
dF zσ

zyτzxτ

x
yρ

∫=
F

zz dFN σ

∫=
F

zxx dFQ τ

∫=
F

zyy dFQ τ

∫=
F

zx dFyM σ

∫=
F

zy dFxM σ

( )∫ −=
F

zxzyz dFyxM ττ



BG5- Các giả thiết của môn học

Vật liệu:
- Liên tục, đồng nhất, đẳng hướng,
- Đàn hồi tuyến tính.

Kết cấu: Biến dạng nhỏ.
Nguyên lý Saint – Venant:

P
P P

Ở đủ xa nơi đặt lực, trạng thái ứng suất và biến dạng không phụ
thuộc vào cách đặt lực mà chỉ phụ thuộc vào hợp lực.

P



BG6- Khái niệm bài toán tĩnh định, 
bài toán siêu tĩnh

Bài toán tĩnh định:
là bài toán có thể tính được các thành phần nội lực chỉ
cần dựa vào các phương trình cân bằng tĩnh học

Bài toán siêu tĩnh:
là bài toán không thể tính được các thành phần nội lực
nếu chỉ cần dựa vào các phương trình cân bằng tĩnh
học. 

Cách giải: bổ sung thêm các phương trình biến dạng, 
phương trình vật lý



Ôn tập tại lớp

Học gì???

Hiểu gì???

Làm gì???



Hãy tính phản lực liên kết của các kết cấu sau:

Hãy đổi các đơn vị sau đây:

20kN/cm2 = ….. bar
20daN/cm2 = ….. MPa
20MN/cm2 = ….. bar
20MPa = ….. bar 

Hãy cho biết môn Cơ học lý thuyết nằm ở đâu trong sơ đồ
hình cây của cơ học?

1m 1m2 m
P=10kN

M=5kNm

A
C D

B

1)

q=10kN/m
q

3aa a

P=qa M=qa2

2)



Bài tập & Câu hỏi ôn tập

Bài tập về nhà

Bài tập số 3,4 trang 22 sách giáo trình

Câu hỏi ôn tập

Hãy tìm 5 thí dụ thực tế mà sơ đồ tính đưa về thanh và hệ
thanh, 5 thí dụ về tấm hoặc vỏ?

Hãy cho 2 thí dụ thực tế về lực thể tích, lực mặt?









































































































































































































































































 

 

  

TRƯỜNG TRUNG CẤP CẦU ĐƯỜNG VÀ DẠY NGHỀ 
KHOA CẦU ĐƯỜNG 

----------  
 

 
 

BÀI GIẢNG  
MÔN HỌC : SỨC BỀN VẬT LIỆU 

 
              Giáo viên         :   Nguyễn Phú Bình 
            Bộ môn           :    Cơ sở 
            Hệ đào tạo      :    Trung cấp Cầu đường 
            Thời gian         :    24 tháng 
            Số tiết              :    40 tiết 

 
 
 
 
 
 

 
 

 

 
 

 
 

Chương 1 
 NHỮNG KHÁI NIỆM CƠ BẢN VỀ  SỨC BỀN VẬT LIỆU 

 



 

 

 Sức bền vật liệu là một môn học nghiên cứu các phương pháp tính toán về độ bền, 
độ cứng và độ ổn định của các bộ phận công trình hay chi tiết máy dưới tác dụng của 
ngoại lực, sự thay đổi nhiệt độ... 
 Ở môn học Cơ học lý thuyết, ta mới xét sự cân bằng của vật thể (xem là rắn tuyệt 
đối) dưới tác dụng của hệ lực phẳng. Nhưng thực tế,các vật thể mà ta khảo sát, nghiên cứu 
đều là vật rắn thực, điều đó bắt buộc ta phải xét đến sự biến dạng của vật thể trong quá 
trình chịu tác dụng của hệ lực (bên ngoài). Trong phạm vi môn học này, sẽ giới thiệu một 
số khái niệm cơ bản về ngoại lực, nội lực... và các giả thiết nhằm đơn giản cho việc nghiên 
cứu và tính toán. 

 
1.1. Những khái niệm cơ bản về ngoại lực, nội lực, ứng suất, biến dạng 
1.1.1. Các giả thiết đối với vật  liệu 

Môn học Sức bền vật liệu, đối tượng mà ta nghiên cứu 
khảo sát vật rắn thực: đó là một thanh, một cấu kiện hay một bộ 
phận công trình nào đó. Thường hình dạng của vật rắn thực 
được nghiên cứu có dạng thanh thẳng, thanh cong hoặc thanh 
bất kỳ (hình 1.1). Vật liệu cấu tạo nên thanh có thể là thép, 
gang... Tuy vậy, khi nghiên cứu nếu xét đến mọi tính chất thực 
của vật thể sẽ phức tạp, do đó để đơn giản chúng ta chỉ những 
tính chất cơ bản và lược bỏ đi những tính chất  thứ yếu không 
có ảnh hưởng lớn đến kết quả nghiên cứu và tính toán. Muốn 
vậy, chúng ta phải đề ra các giả thiết cơ bản, nêu lên một số 
tính chất chung cho vật liệu. Các giả thuyết về vật liệu là: 
 
a) Giả thiết 1: Vật liệu có tính liên tục, đồng chất và đẳng hướng. 

Một vật liệu được xem là liên tục và đồng chất khi trong thể tích của vật thể đều có 
vật liệu (hoàn toàn không có khe hở) và tính chất của vật liệu ở mọi điểm trong vật thể đều 
như  nhau. 

Tính đẳng hướng của vật liệu nghĩa là tính chất của vật liệu theo mọi phương đều 
như nhau. Giả thiết này phù hợp với thép, đồng còn với gạch, đá, gỗ thì không hoàn toàn 
phù hợp. 
 
b) Giả thiết 2: Giả thuyết vật liệu làm việc trong giai đoạn đàn hồi và tính đàn hồi của vật 
liệu xem  là đàn hồi tuyệt đối. 

Trong thực tế, dù lực bé đến đâu, vật liệu cũng không có tính đàn hồi tuyệt đối. 
Song qua thực nghiệm cho thấy: khi lực chưa vượt quá một giới hạn nhất định thì biến 
dạng dư  trong vật thể là bé nên có thể bỏ qua được và biến dạng của vật thể được xem là 
tỷ lệ thuận với lực gây ra biến dạng đó. Giả thuyết này chính là nội dung định luật Húc. 
Thực tế giả thuyết này chỉ phù hợp với vật liệu là thép, đồng… 
c) Giả thiết 3: Biến dạng của vật thể do ngoại lực gây ra được xem là bé. 

Giả thiết này thừa nhận được vì trong thực tế biến dạng của vật thể so với kích 
thước của chúng nói chung là rất nhỏ. Từ giả thiết 3 này, trong quá trình chịu lực, trong 
nhiều trường hợp, ta có thể xem điểm đặt của ngoại lực là không thay đổi khi vật thể bị 
biến dạng. 

 
1.1.2. Các khái niệm về ngoại lực, nội lực, phương pháp mặt cắt 
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a) Ngoại lực: Ngoại lực là lực tác động từ 

những vật thể khác hoặc môi trường xung quanh 
lên vật thể đang xét.  

Ngoại lực bao gồm: Lực tác động (còn gọi 
là tải trọng) và phản lực liên kết (xem hình 1.2). 
Có thể phân loại ngoại lực theo nhiều cách, ở đây 
ta phân loại ngoại lực theo hai cách:  

- Theo cách tác dụng của các ngoại lực: có 
thể chia ngoại lực thành hai loại: tập trung và lực 
phân bố. 
           + Lực tập trung: là lực tác dụng lên vật thể 
trên một diện tích truyền lực rất bé so với kích 
thước của vật thể, nên ta coi như một điểm trên 
vật. 
            Ví dụ: Áp lực của bánh xe lửa trên đường 
ray là một lực tập trung. Lực tập trung có thể là 
lực đơn vị Niutơn (N), hoặc ngẫu lực (hay 
mômen tập trung), đơn vị của mômen tập trung là 
Niutơn mét (Nm).  
Cách biểu diễn lực tập trung và mômen tập trung 
(xem hình 1.3). 

+ Lực phân bố: là lực tác dụng liên tục trên một đoạn dài hay trên một diện tích 
truyền lực nhất định trên vật thể. 

Ví dụ: Áp lực gió lên tường biên của nhà là phân bố theo diện tích. Lực phân bố 
theo chiều dài có đơn vị N/m. Lực phân bố theo diện tích có đơn vị N/m2.  Lực phân bố có 
trị số bằng nhau tại mọi điểm (được gọi là lực phân bố đều – hình 1.4a) hoặc không bằng 
nhau (được gọi là lực phân bố không đều) (hình 1. 4b). 

- Theo tính chất tác dụng (về thời gian) của tải trọng có thể chia ngoại lực thành hai 
loại: tải trọng tĩnh và tải trọng động.  

+ Tải trọng tĩnh là tải trọng khi tác dụng lên vật thể có trị số tăng dần từ không đến 
một giá trị nhất định và sau đó không thay đổi (hoặc thay đổi rất ít). 

Ví dụ: Trọng lượng của mái nhà, áp lực của nước lên thành bể. 
+Tải trọng động là loại tải trọng, hoặc có giá trị thay đổi trong thời gian rất ngắn từ 

giá trị không đến giá trị cuối cùng hoặc làm cho vật thể bị dao động. 
Ví dụ: Lực của búa máy đóng vào đầu cọc, động đất… 

b) Nội lực: 
Trong một vật thể giữa các phân tử có các lực liên kết để giữ cho vật thể có hình 

dạng nhất định. Khi ngoại lực tác dụng, các lực liên kết đó sẽ tăng lên để chống lại sự biến 
dạng do ngoại lực gây ra. Độ tăng đó của lực liên kết được gọi là nội lực. 

Như vậy, nội lực chỉ xuất hiện khi có ngoại lực đó. Nhưng do tính chất cơ học của 
vật liệu, nội lực chỉ tăng đến một trị số nhất định nếu ngoại lực tăng quá lớn, nội lực không 
tăng được nữa, lúc này vật liệu bị biến dạng quá mức và bị phá hỏng. Vì vậy, việc xác định 
nội lực phát sinh trong vật thể khi chịu tác dụng của ngoại lực là một vấn đề cơ bản của 
SBVL. 

 
c) Phương pháp mặt cắt: 

Giả sử có một vật thể cân bằng dưới tác dụng ngoại lực, tưởng tượng dùng một mặt 
phẳng cắt vật thể đó ra hai phần A và B (hình 1.5a). 

Giả sử bỏ đi phần B, giữ lại phần A để xét. Rõ ràng để phần A được cân bằng, thì 
trên mặt cắt phải có hệ lực phân bố. Hệ lực này chính là những nội lực cần tìm (hình 1.5b). 
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Hệ nội lực đó chính là của phần B tác dụng lên phần A. Từ đây ta có thể suy rộng ý 
nghĩa của nội lực là: “Nội lực là lực tác động của bộ phận này lên bộ phận kia của vật 
thể”. 
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H×nh 1.5  
Dựa vào khái niệm đó và căn cứ vào nguyên lý tác dụng và phản tác dụng, trên mặt cắt 
phần B cũng có nội lực: đó chính là lực tác dụng của phần A lên phần B. Nội lực trên mặt 
cắt phần A và phần B có trị số bằng nhau, cùng phương nhưng ngược chiều, vì vậy khi tính 
nội lực, tùy ý có thể xét một trong hai phần vật thể. Mặt khác, vì phần A (hoặc phần B) cân 
bằng nên nội lực và ngoại lực tác dụng lên phần đó tạo thành một hệ lực cân bằng. Căn cứ 
vào điều kiện cân bằng tĩnh học của phần đang xét ta có thể tính được nội lực đó. 

Trong trường hợp vật thể đàn hồi là một thanh, mặt cắt được xét là mặt cắt ngang 
thì khi ta thu gọn hợp lực của hệ nội lực về trọng tâm O của mặt cắt, sẽ cho ta một lực R và 
một mômen Mo. Nói chung R và Mo có phương, chiều bất kỳ trong không gian. Ta phân 
tích R thành ba thành phần (hình 1.6), thành phần trên trục z gọi là lực dọc và ký hiệu là 
Nz, các thành phần trên trục x và y gọi là lực cắt và ký hiệu là Qx, Qy; mômen MO cũng 
được phân tích thành ba thành phần quay chung quanh ba trục là Mx, My, Mz. Các mômen:  
Mx, My được gọi là mômen uốn và Mz được gọi là mômen xoắn.  Sáu thành phần đó được 
gọi là sáu thành phần của nội lực. 

 Dùng các phương trình cân bằng tĩnh học ta có thể xác định được các thành phần 
nội lực đó theo các ngoại lực. Với các phương 
trình hình chiếu lên các trục toạ độ:  
       z = 0; y =0; x = 0  
        ta tìm được Nz , Qy, Qx. 
Với các phương trình mômen đối với các trục 
toạ độ: 
       Mz = 0; Mx = 0; My = 0 
        ta tìm được Mz, Mx, My. 

Ta thường gặp tải trọng nằm trong mặt 
phẳng đối xứng yOz. Khi đó các thành phần 
nội lực: Qx = 0, Mz = 0, My = 0. Như vậy trên 
các mặt cắt lúc này chỉ còn 3 thành phần nội 
lực Nz ,Qy và Mx. Như vậy phương pháp mặt 
cắt                      cho phép ta xác định được 
các thành phần nội lực trên mặt cắt ngang bất 
kỳ của thanh khi thanh chịu  tác dụng của ngoại lực. 

Cần chú ý rằng nếu ta xét sự cân bằng của một phần nào đó thì nội lực trên mặt cắt 
có thể coi như ngoại lực tác dụng lên phần đó. 
 
1.1.3 Ứng suất 

Căn cứ vào giả thuyết cơ bản 1 về sự liên tục của vật liệu, ta có thể giả định nội lực 
phân bố liên tục trên toàn mặt cắt, để biết sự phân bố nội lực ta hãy đi tìm trị số của nội lực 
tại một điểm nào đó trong vật thể.  
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Giả sử tại điểm K chẳng hạn, xung quanh điểm K lấy một diện tích khá nhỏ F. Hợp lực 

của nội lực trên diện tích F là P. Ta có tỷ số: tbP
ΔF

ΔP
  

          Ptb được gọi là ứng suất trung bình tại K. 

Khi cho F  0 thì PPtb   và P  được gọi là ứng suất tại K, còn gọi là ứng suất 

toàn phần. Như vậy: ứng suất toàn phần tại P tại điểm bất kỳ trên mặt cắt là tỷ số giữa trị 
số nội lực tác dụng trên phân tố diện tích bao quanh điểm K đó với chính diện tích đó.  
Đơn vị của ứng suất P là: N/m2; kN/m2; MN/m2. 

Từ định nghĩa trên ta có thể xem ứng suất toàn phần P là trị số nội lực trên một đơn 
vị diện tích. Biểu diễn ứng suất toàn phần P bằng một véc tơ đi qua điểm đang xét trên mặt 
cắt:  

        - Phân ứng suất toàn phần P  ra thành hai thành phần: ứng suất 
thành phần có phương tiếp tuyến với mặt cắt được gọi là ứng suất 
tiếp, ứng suất thành phần có phương vuông góc với mặt cắt được gọi 
là ứng suất pháp (hình 1.7). Ứng suất tiếp ký hiệu là  (đọc là tô).  
Ứng suất pháp ký hiệu là  (đọc là xích ma). Nếu  là góc hợp bởi 
ứng suất toàn phần P và phương pháp tuyến thì:      
                         = P.cos ;  
                         = P sin; 
1.1.4. Các loại biến dạng: 
Vật thể khảo sát (dưới dạng thanh) là vật rắn 
thực. Dưới tác dụng của ngoại lực, vật rắn có biến 
dạng ít hay nhiều. Trong mục  này ta xét các biến 
dạng của vật rắn thực (thanh) khi chịu tác dụng 
của lực. 
     Khi thanh chịu tác dụng của những lực đặt dọc 
theo trục thanh thì thanh bị giãn ra hay co lại. Ta 
gọi thanh chịu kéo hay nén (hình 1.8). Trong quá 
trình biến dạng trục thanh vẫn thẳng (đường đứt 
nét biểu diễn hình dạng của thanh sau khi biến 
dạng). 
      Khi thanh chịu tác dụng của các lực vuông 
góc với trục thanh, trục thanh bị uốn cong, ta gọi 
thanh chịu uốn (hình 1.9).  
      Có trường hợp, dưới tác dụng của ngoại lực, 
một phần này của thanh có xu hướng trượt trên 
phần khác. Biến dạng trong trường hợp này gọi là 
biến dạng trượt. Ví dụ: Trường hợp chịu lực của 
đinh tán (hình 1.10). 
       Khi ngoại lực nằm trong mặt phẳng vuông 
góc với trục thanh và tạo thành các ngẫu lực 
trong mặt phẳng đó thì làm cho thanh bị xoắn 
(hình 1.11). Sau biến dạng các đường sinh ở bề 
mặt ngoài trở thành các đường xoắn ốc. 
        Ngoài các trường đơn giản đó, trong thực tế 
còn gặp nhiều trường hợp chịu lực phức tạp. Biến 
dạng của thanh có thể vừa kéo đồng thời vừa uốn, 
vừa xoắn.  
        Xét biến dạng một phân tố trên một thanh 
biến dạng, tách ra khỏi thanh một phân tố hình 

H×nh 1.7

P






m

H×nh 1.11





a) b)

dx

dx+dx

H×nh 1.12

PP

P P

P P

P P

H×nh 1.8

H×nh 1.9

P P

a)

b)

a)

b)

H×nh 1.10

m



 

 

hộp rất bé. Biến dạng của phân tố có thể ở một trong các  dạng sau: 
         - Nếu trong quá trình biến dạng mà góc vuông của phân tố không thay đổi, chỉ có các 
cạnh của phân tố bị co giãn, ta nói phân tố có biến dạng kéo hoặc nén (hình 1.12a).  
          - Nếu trong quá trình biến dạng, các cạnh của phân tố không thay đổi nhưng các góc 
vuông của phân tố bị thay đổi không vuông góc nữa, ta nói phân tố có biến dạng trượt 
(hình 1.12b).   
Gọi  là độ thay đổi của góc vuông thì  được gọi là góc trượt. 
       Với một vật thể bị biến dạng dưới tác dụng của ngoại lực, nói chung các điểm trong 
lòng vật thể không còn ở vị trí cũ nữa, mà chúng dời đến một vị trí mới nào đó. Độ chuyển 
dời đó gọi là chuyển vị. 
 
1.2. Nguyên lý độc lập tác dụng 

Nội dung của nguyên lý độc lập tác dụng: “Kết quả tác dụng gây ra do một hệ lực 
thì bằng tổng kết quả gây ra do từng lực trong hệ đó tác dụng một cách riêng biệt”. 

Thí dụ: Xét dầm AB trên hình 1.13. Dưới tác 
dụng của lực P1, P2 điểm C có độ chuyển dời CC’. Sơ đồ 
chịu lực của dầm  AB có thể phân thành hai sơ đồ chịu 
lực: 

- Với sơ đồ dầm chỉ chịu tác dụng của P1 thì độ 
dịch chuyển của điểm C là CC1.  

- Với sơ đồ dầm chỉ chịu tác dụng của P2 thì độ 
dịch chuyển của điểm C là CC2.  

Theo nguyên lý độc lập tác dụng thì: 
            CC’ = CC1 + CC2. 
* Chú ý: Nguyên lý độc lập tác dụng của các lực 

chỉ sử dụng được trong điều kiện vật liệu tuân theo giả 
thiết 2 và 3. 
 

CÂU HỎI CHƯƠNG 1 
 

1. Nêu những giả thiết cơ bản về vật liệu của môn học SBVL? Nguyên lý độc lập tác dụng 
của lực? 
2. Ngoại lực, nội lực là gì? Phân loại chúng như thế nào? 
3. Ứng suất là gì? Có mấy loại ứng suất? Đơn vị của ứng suất? 
4. Trình bày phương pháp mặt cắt để xác định nội lực? 
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Chương 2 
ĐẶC TRƯNG HÌNH HỌC CỦA TIẾT DIỆN 

 
2.1. Khái niệm ban đầu 
      Xét hai trường hợp chịu uốn của một  thanh như 
trên hình vẽ (hình 2.1). Bằng trực giác ta dễ dàng 
nhận thấy rằng: nếu tác dụng lực như hình vẽ 2.1a 
thanh sẽ có khả năng chịu lực lớn hơn cách tác dụng 
lực như trường hợp trên hình vẽ 2.1b. Như vậy ở 
đây khả năng chịu lực của thanh còn tuỳ thuộc vào 
phương tác dụng của lực đối với mặt cắt.. Do vậy, 
ngoài đặc trưng hình học là diện tích mặt cắt F của 
thanh, còn có những đặc trưng hình học khác của 
mặt cắt  ngang. Trong chương này chúng ta sẽ 
nghiên cứu các đặc trưng hình học nói trên. 
 
2.2 Mômen tĩnh của hình phẳng 
     Giả sử có một hình phẳng có diện tích F nằm 
trong mặt phẳng của hệ trục toạ độ xOy (hình 2.2). 
Xét một vi phân diện tích dF có toạ độ là x, y. Nếu lấy tích phân biểu thức ydF và xdF trên 
toàn bộ diện tích F ta được: 
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                                        (2.1) 

 Sx, Sy gọi là mômen tĩnh của hình phẳng                        có 
diện tích F đối với trục Ox, Oy. 

Nếu dùng đơn vị diện tích là m2, chiều dài là m thì đơn vị 
của mômen tĩnh là m3. 
Nếu biết được diện tích của hình và toạ độ trọng tâm của nó đối 
với hệ trục xOy ta có: 
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         Trong đó: yc, xc là toạ độ trọng tâm C của hình phẳng hay khoảng cách (có mang 
dấu) từ  trọng tâm C của hình đến các trục toạ độ Ox, Oy. 

                           F - là diện tích của hình. 
Do đó ta có thể viết: 
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Từ (2.3) có thể rút ra công thức xác định toạ độ trọng tâm C của hình phẳng:                   
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                                                               (2.4) 

          Khi xC = yC = 0 tức là trục x và trục y đi qua trọng tâm của hình thì Sx = Sy = 0. Cho 
nên mômen tĩnh của diện tích hình phẳng đối với trục bất kỳ đi qua trọng tâm của nó luôn 
bằng không. Người ta gọi trục đi qua trọng tâm của hình là trục trung tâm. Giao điểm của 
hai trục trung tâm thì được gọi là trọng tâm của mặt cắt. Mômen tĩnh của hình phẳng có 
thể có dấu (+) hoặc (-) tuỳ thuộc vào dấu của toạ độ trong các công thức (2.1), (2.4). 

Chú ý: Khi tính mômen tĩnh của hình phẳng có dạng phức tạp, ta chia hình đó ra 
thành nhiều hình đơn giản, sau đó lấy tổng đại số các mô men tĩnh của các hình đơn giản 
hợp thành. 

 
2.3. Mômen quán tính của hình phẳng 
2.3.1. Các định nghĩa về mômen quán tính 

Giả sử có một hình phẳng có diện tích F, một hệ trục Oxy đi qua trọng tâm của hình 
(hình 2.2). 
          - Nếu lấy tích phân biểu thức y2dF, x2dF trên toàn bộ diện tích F của hình ta được: 
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Jx, Jy gọi là mômen quán tính của hình phẳng có diện tích F đối với trục Ox và Oy. 
          - Nếu lấy tích phân biểu thức x.y.dF trên toàn bộ diện tích của hình, ta có: 

                                          
F

xy dFyxJ                                                 (2. 6) 

          Jxy gọi là mômen quán tính ly tâm của hình phẳng có diện tích F đối với hệ trục Oxy. 
Gọi  là khoảng cách từ vi phân diện tích dF đến điểm O (gốc toạ độ) nằm trong 

mặt phẳng của hình (hình 2.2). Lấy tích phân biểu thức dFρ2  trên toàn bộ diện tích, ta 
được: 

                                               
F

2
0 dFρJ                                                     (2 7) 

           J0 gọi là mômen quán tính độc cực của hình phẳng đối với điểm O. 

          Theo hình 2.2 ta có:            222 yxρ                                                (2.8) 

Thay 2.8 vào 2.7 ta có:             
F F F F

22222
0 dFxdFy)dFy(xdFρJ  

            Hay là:                       yx0 JJJ                                                       (2.9) 

Vậy: Mômen quán tính độc cực của hình phẳng bằng tổng các mômen quán tính 
của hình phẳng đối với hai trục vuông góc giao nhau tại điểm đó. 

Đơn vị của các loại mômen quán tính kể trên là m4. 
Các loại mômen quán tính đối với một trục (Jx, Jy) hay đối với một điểm (J0) luôn 

luôn có dấu dương vì trong các biểu thức định nghĩa của chúng ta có các bình phương 
khoảng cách x, y và . Còn mômen quán tính ly tâm (Jxy) có thể có dấu dương hoặc âm tuỳ 
thuộc vào dấu các toạ độ x, y và do đó có thể bằng 0. 



 

 

      Chú ý: Khi xác định mômen quán tính của các hình có dạng phức tạp, ta cũng chia 
hình thành các hình đơn giản để tính, sau đó cộng các mômen quán tính của hình đơn giản 
hợp thành. 
 
2.3.2. Trục quán tính chính trung tâm 

Nếu mômen quán tính ly tâm của một hình đối với một hệ trục Oxy bằng không thì 
ta gọi hệ trục Oxy là hệ trục quán tính chính, gọi tắt là hệ trục chính: 
                                 Jxy = 0 

Người ta cũng chứng minh được rằng với hệ trục  quán tính chính Oxy, mômen 
quán tính của hình phẳng đối với một trong hai trục đó là cực đại (Jmax) còn đối với trục kia 
là cực tiểu (Jmin) so với bất kỳ trục nào khác, đi qua gốc O của hệ trục. Nếu hệ trục chính 
có gốc trùng với trọng tâm hình phẳng thì được gọi là hệ trục quán tính chính trung tâm. 
Hệ trục quán tính chính trung tâm là hệ trục mômen tĩnh và mômen quán tính ly tâm luôn 
bằng không: 
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Mômen quán tính của hình phẳng đối với hệ trục chính trung tâm gọi là mômen quán tính 
chính trung tâm. 
         Các hình phẳng có ít nhất một trục đối xứng thì rất dễ dàng xác định được hệ trục 
quán tính chính trung tâm. Hệ trục chính trung tâm đó gồm trục                 đối xứng và trục 
trung tâm vuông góc với trục đối xứng. Ta chứng minh điều 
này: 

 Giả sử có hình chữ T (hình 2.3) có trục đối xứng y, trục 
trung tâm x vuông góc với y đi qua trọng tâm O của hình. Nếu 
xem hình đã cho ghép bởi hai hình A và B thì mômen quán 
tính ly tâm  của toàn hình là:   

                                      B
xy

A
xyxy JJJ   

Trong đó:  A
xyJ , B

xyJ là mômen quán tính ly tâm của hình A và B 

đối với hệ trục Oxy.  
Ta xét phân tố đối xứng dF. Trên mỗi phần A và B, tung độ y 
của phân tố có cùng trị số và dấu. Hoành độ x của phân tố có 
cùng trị số dấu nhưng ngược dấu. Do đó sau khi thực hiện tích 
phân x.y.dF theo công thức (2.6) trong mỗi phần A và B được:   

                                     
B
xy

A
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xy
B
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Mặt khác trọng tâm O của mặt cắt nằm trên trục đối xứng y nên từ O nếu vẽ trục x vuông 
góc với trục y, ta sẽ có hệ trục Oxy là hệ trục quán tính chính trung tâm của hình chữ T. Đó 
là điều phải chứng minh. 

Nếu một hình phẳng có hai hoặc nhiều trục đối xứng thì từ kết quả ta có thể suy ra 
rằng hai trục đối xứng vuông góc với nhau tạo thành một hệ trục quán tính chính trung 
tâm. 

Để giải quyết các bài toán sau này về chịu lực của thanh ta cần phải biết các trục 
quán tính chính trung tâm của mặt cắt thanh. 

Trong thực tế thường gặp những mặt cắt có trục đối xứng, còn mặt cắt không trục 
đối xứng thì ít gặp, nên việc xác định hệ trục quán tính chính trung tâm của mặt cắt thường 
dễ dàng hơn. 
 
2.3. 3. Mômen quán tính của một số hình đơn giản   
a. Hình chữ nhật:  
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         Một hình chữ nhật có chiều dài là h, chiều rộng là b. Hệ trục quán tính chính trung 
tâm là Oxy, trong đó trục x song song với cạnh b, trục y song 
song với cạnh h (hình 2.4). Ta tính mômen quán tính trung tâm 
Jx. Theo công thức định nghĩa, ta có:  

                                             
F

2
x dFyJ  

 Xét một vi phân diện tích dF giới hạn bởi hai đường song 
song với trục y và cách nhau bởi một đoạn dy. Diện tích của nó 
là:  

                                              b.dydF   
Áp dụng công thức 2.5, ta được: 
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Đó là công thức tính mômen quán tính chính trung tâm của hình chữ nhật đối với 
trục trung tâm x. 

Bằng phương pháp tương tự, ta tính được mômen quán tính của hình chữ nhật đối 
với trục trung tâm y: 

                                                         Jy = 
12

3hb
                                             (2.12)  

b. Hình tam giác:                    
     Có một hình tam giác, cạnh đáy là b, chiều cao h, 
hệ trục Oxy, trong đó trục x song song với cạnh đáy b 
và đi qua trọng tâm C của tam giác (hình 2.5). Để tính 
Jx ta lấy vi phân diện tích dF là dải phân tố song song 
với trục x, có chiều dày dy, với: 

dF = by.dy 
 

Trongđó : 
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Thay vào, ta có:                        dF = bydy = dyy
h

h

b






 

3

2
                    

Áp dụng công thức 2.5 ta được : 
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       Đó là công thức tính mômen quán tính của hình tam giác đối 
với trục trung tâm x song song với cạnh đáy b. 
 
c. Hình tròn: 
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       Để đơn giản, ta tính mômen quán tính của hình tròn đối với điểm C (chính là trọng tâm 

mặt cắt), theo định nghĩa :                       
F

2
0 dFρJ  

Trong đó chọn dF là hình được giới hạn bởi hai đường tròn có bán kính: , ( + d) và hai 
đường bán kính lập với trục x góc  , (  d ) như hình 2.6.  
Ta có:                        ρ.dρ.d.dρρ.ddF   

                             ρdρ.d.ρJ
R
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2π

0

2
0           

Khai triển biểu thức tích phân, ta có:  
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          Vì tính đối xứng của hình tròn, ta có Jx = Jy.                                  
Ta có:     J0 = Jx + Jy     

          Suy ra:            Jx = Jy= 4
44

05,0
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D
RD




                                       (2.15) 

Do đó, khi trục trung tâm y thẳng góc với trục x, ta có: Jx = Jy. 
Vậy theo công thức (4.9):             J0 = Jx + Jy = 2Jx 

                                  J0 = 4
44

1,0
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                                              (2.16)                                   

    (2.16) là công thức tính mômen quán tính độc cực của hình tròn. 
 
d. Hình vành khăn  
       Mômen quán tính của hình vành khăn đối với trục trung tâm bất kỳ x của hình bằng 
hiệu của mômen quán tính của hình tròn có đường kính lớn với mômen quán tính của hình 
tròn có đường kính nhỏ, tức là: 
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                   )η(1D0,05 44                                 (2.17) 
Trong đó:   là tỷ số giữa hai bán kính hoặc tỷ số giữa hai đường 

kính nhỏ và lớn:                 
D

d

R

r
  

Bằng phương pháp tương tự như trên, ta chứng minh được công 
thức tính mômen độc cực của hình vành khăn đối với trọng tâm của 
hình:                                                                                                                                                              
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(2.18) 
 
2.3.4. Mômen quán tính với các trục song song 
    Ở đây ta sẽ nghiên cứu cách tính mômen quán tính của hình phẳng đối với trục song 
song với trục trung tâm của hình, mà đối với trục đó, ta đã biết trước mômen quán tính của 
hình. Xét một hình phẳng có diện tích F. Hệ trục Ox, Oy vuông góc đi qua trọng tâm O của 
hình. 
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Hệ trục O1x1y1 song song với hệ trục Oxy. Khoảng cách giữa các trục song song x và x1 là 
a, giữa y và y1 là b. Xét vi phân diện tích dF  có toạ độ x, y và x1, y1 (hình 2.8). Các toạ độ 
có liên hệ sau: 
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Theo công thức định nghĩa của mômen quán                       
tính (2.5) đối với hệ trục O1x1y1 ta có:                                                                              
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1                                       (2.20)  

Thay y1 bằng biểu thức của nó trong  (2.20) và lấy tích phân 
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(2.22) Căn cứ vào công thức (2.21) và (2.22), ta có thể viết: 
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                                                        (2.23)                       

Vì trục x là trục trung tâm, do đó Sx = 0, do đó :          
                              FaJJ 2

xx1
                                                                   (2.24) 

Với phương pháp tương tự như trên, ta sẽ được: 
                              FbJJ 2

yy1
                                                                   (2.25) 

* Chú ý  Các công thức (2.24) và (2.25) chỉ dùng được khi trục x và y đi qua trọng tâm của 
hình.  

Từ (2.24) và (2.25) ta có thể phát biểu như sau:“Mô men quán tính của một hình phẳng đối 
với một trục bất kỳ bằng mô men quán tính của hình đối với trục trung tâm song song với 
nó cộng với tích của diện tích F của hình với bình phương khoảng cách hai trục”. 
        Các công thức (2.24) và (2.25) gọi là công thức chuyển trục song song Chúng rất tiện 
dùng để tính mômen quán tính của các hình phức tạp do bởi nhiều hình đơn giản (chữ nhật, 
tròn…) ghép lại. 
* Chú ý:  Ta thấy

1xJ luôn luôn lớn hơn Jx vì số hạng thứ hai trong công thức bao giờ cũng 

mang dấu dương, cho nên đối với một hệ trục song song mômen quán tính của hình phẳng 
đối với trục trung tâm là mômen quán tính nhỏ nhất. 
 
2.4. Bán kính quán tính   

Bán kính quán tính của hình phẳng F đối với trục x, trục y được định nghĩa bằng 
biểu thức:  
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                                                                     (2.26) 

Trong đó: ix, iy là bán kính quán tính của hình phẳng F đối với trục Ox, Oy. 
                Jx, Jy là mômen quán tính của hình phẳng F đối với trục Ox, Oy 
                 F - là diện tích của hình phẳng. 
      Nếu xOy là hệ trục chính trung tâm của hình phẳng thì ix, iy gọi là bán kính chính trung 
tâm của hình đó. Đơn vị của ix, iy là cm, dm, m. 
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    Trên đây ta đã có công thức tính mômen quán tính của các hình đơn giản nếu chia các 
mômen quán tính đó cho các diện tích tương ứng của mỗi hình, ta được bán kính quán tính 
của: 
     - Hình chữ nhật đối với các trục chính trung tâm  x, y: 
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       - Hình tròn với các trục chính trung tâm x: 
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2.5. Môđuyn chống uốn của mặt cắt  
 Môđuyn chống uốn của mặt cắt đối với trục x và y được định nghĩa bằng biểu thức : 

                                















max
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x
x
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J
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y
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y

                                                                 (2.29) 

Trong đó : 
    Wx, Wy là mô đuyn chống uốn đối với các trục x và y. 
     Jx, Jy là mô men quán tính của mặt cắt F đối với hai trục x và y 

xmax, ymax là khoảng cách từ những điểm xa nhất ở về hai phía của mặt cắt đối với trục 
x và y. 

      Đơn vị của môđuyn chống uốn là m3. 
Dưới đây là trị số môđuyn chống uốn của một số mặt cắt thường gặp: 
 
2.5.1. Mặt cắt hình chữ nhật 
        - Mô đuyn chống uốn đối với trục x:  

Ta thấy những điểm thuộc cạnh AD và BC có khoảng cách 
tới trục x lớn nhất: 
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- Mô đuyn chống uốn với trục y:                    
Ta cũng thấy các điểm thuộc cạnh AB và CD có khoảng 

cách tới trục y lớn nhất, nghĩa là: 
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Do đó ta cũng có :     
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2. 5.2. Mặt cắt hình tròn: 
         Đối với mặt cắt hình tròn ta có : 
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          Ở cuối giáo trình này có giới thiệu những đặc trưng hình 
học của các loại thép hình (thép dát) sản xuất theo quy phạm. 
 

2.6. Thí dụ tính toán 
 
- Ví dụ 1: Xác định hệ trục quán tính chính trung tâm và mômen quán tính chính trung tâm 

của mặt cắt trên hình 2.11. Các kích thước trên hình vẽ tính bằng milimet 
(mm). 

- Bài giải: Trước hết ta phải xác định trọng tâm C của mặt cắt. Ta thấy mặt cắt    có một 
trục đối xứng y, do đó trọng tâm C của mặt cắt sẽ nằm trên y. 

Ta chia mặt cắt ra làm 3 hình chữ nhật I, II, III và chọn trục xo nằm ngang đi qua trọng tâm 
của hình I. Từ  công thức 4.4:                      
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 .    Ta có: 

Mômen tĩnh của hình I là  SI
xo= 0.                                      

Mômen tĩnh của hình II và III là: 
              SII

xo = SIII
xo = 14x3x(-9) = -378 (cm3). 

    - Diện tích mặt cắt:    F = FI + FII + FIII  
                     = 12x4 + 2x14x3 = 132 (cm2). 
    - Tung độ yc của trọng tâm C bằng: 

                    cm 5,72
132

378)(2
yC 


 .                

Tung độ yc có dấu (-) nghĩa là trọng tâm C của mặt cắt 
nằm trên trục y, về phía dưới trục xo cách trục xo một 
khoảng yc = 5,72 cm. 
     Qua C kẻ trục x thẳng góc với trục y hệ trục xCy là hệ 
trục quán tính trung tâm cần tìm.  
 Mô men quán tính chính trung tâm của mặt cắt là Jx và Jy.  
     Ta có:                       Jx= JI

x+ JII
x+ JIII

x 
Trong đó: JI

x, J
II

x, J
III

x là mômen quán tính của hình I, II, III đối với trục x. 
Vì trục x không đi qua trọng tâm hình I, II, III nên áp dụng công thức chuyển trục song 
song, ta được: 
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       Do đó mômen quán tính của toàn bộ mặt cắt đối với trục trung tâm x là: 
             Jx = 1635 + 2x1138 = 3911 cm4 
    Tính toán tương tự như trên đối với trục trung tâm y, ta cũng có: 

                           Jy = Jy
I + Jy

II + Jy
III 

      Trong đó:     4
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       Do đó:        Jy = 576 + 2x882 = 2340 cm4 
 
* Ta cũng có thể tính Jy bằng phương pháp khác: 
Coi mặt cắt gồm một hình chữ nhật ABCD và một hình chữ nhật rỗng 
EFGH (hình 2.12). Ta tính được:      Jy = JI

y - Jy
II 

         JI
y là mômen quán tính của hình chữ nhật ABCD. 
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cm 2592
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         JII
y là mômen quán tính của hình chữ nhật EFGH 
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         Do đó:             4
y cm 23402522592J   

        Vậy:                Jmax = Jx = 3911 cm4 ;   Jmin = Jy = 2340 cm4 
 
- Thí dụ 2: Tính mômen quán tính chính trung tâm của mặt cắt ghép bởi hai thép hình chữ 

[ số hiệu 16 như hình 2.13. Biết khoảng cách giữa hai thép [ là 2d = 4 cm. 
- Bài giải:   Thép N016 tra bảng phụ lục ta có:                              
              - Toạ độ trọng tâm zo = 1,79 cm.                                          
              - Diện tích mặt cắt là 18 cm2. 
              - Mômen quán tính đối với trục trung tâm                 x0 
là 741 cm4 và đối với trục yo là 62,6 cm4. 
  Mô men quán tính chính trung tâm đối với trục x là Jx. 
Đây là hình ghép nên ta có: 
                                 Jx = JI

x + JII
x 

 Vì hình I và hình II đều là thép chữ  số hiệu như nhau 
và trục x đi qua trọng tâm hình I và hình II, do đó ta có: 
                                 JI

x = JĩIx = Jxo = 741 cm4 
                                 Jx = 2Jxo = 2741 = 1482 cm4 
         Tương tự như trên ta cũng có:    Jy = JI

y + JII
y 

                                 JI
y = JII

y = Jyo + b2F   42 32118)79,1
2

4
(6,62 cm . 

 Vậy mômen quán tính chính trung tâm của toàn mặt cắt đối với trục y là: 
                                 Jy = 2x321 = 642 cm4 
 
- Thí dụ 3: Hãy tính bán kính quán tính và môđuyn chống uốn 
đối với trục x của mặt cắt chữ I trên hình 2.14. Kích thước trên 
hình lấy bằng cm. 
- Bài giải:  Trước hết ta tính mômen quán tính của mặt cắt đối 

với trục x: 
Chia mặt cắt ra làm ba hình: I, II, III, ta có:  
                         Jx = JI

x + JII
x + JIII

x 

+ Mômen quán tính của I:     4
3

x cm 4665,6
12

(36)1,2
J 


   

+ Mômen quán tính của hình II và III:  
            Từ hình vẽ ta thấy hình II và III đối xứng nên có diện 
tích bằng nhau, vì vậy:   JII

x = JIII
x 

= 42
3

cm 260162361)(18
12

(2)36
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            Do đó:   Jx  = 4665,6 + 2x26016 = 56697,6 cm4. 
         - Bán kính quán tính của mặt cắt đối với trục x. Áp dụng công thức: 

                 
F

J
i x

x  , với:    F = F1 + F2 + F3  = 36x1,2 + 2x36x2 = 187,2 cm2. 

Do đó :  cm 17,4
187,2

56697,6

F

J
i x

x  hay ix = 0,174 m. 

- Môđuyn chống uốn đối với trục x:                 

          Áp dụng công thức:  
max

x
x y

J
W  ,   trong đó: cm 20
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CÂU HỎI VÀ BÀI TẬP CHƯƠNG 2 
 
1. Nêu đặc trưng hình học của hình phẳng. Viết công thức định nghĩa của chúng và cho 
biết các đơn vị thường dùng của các đại lượng Jx, Jy, J0, Sx, Sy. 
2. Thế nào là trục trung tâm, trục chính, hệ trục chính trung tâm? Cho ví dụ? 
3. Mô men quán tính trung tâm là gì? 
4. Chứng minh công thức chuyển trục song song để xác định mô men quán tính Jx của hình 
phẳng. 
 
5. Tính mômen quán tính chính trung 
tâm của các mặt cắt cho như hình vẽ 
2.15. Biết kích thước trên hình vẽ là 
mm. 
6. Một mặt cắt có hình dạng và kích 
thước (mm) như hình 2.16. Hãy xác 
định: 
- Mô men quán tính và mô men tĩnh với 
trục y. 
- Mô men quán tính chính trung tâm Jx, 
Jy? 
7. Cho mặt cắt ngang hình chữ T, kích 
thước (cm) như  hình vẽ 2.17.  
Xác định hệ trục quán tính trung tâm của hình phẳng Cxy. Xác định mô men quán tính Jx. 
Xác định mô men tĩnh của hình  phẳng Sx. 
8. Thanh ghép gồm hai thép [30 (hình 2.18). Xác định khoảng cách a để mặt cắt có hai mô 
men quán tính chính trung tâm bằng nhau (Jx = Jy). 
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Chương 3. 
KÉO (NÉN) ĐÚNG TÂM 

 
3.1. Khái niệm về kéo (nén) đúng tâm, lực dọc và biểu đồ lực dọc 
 
3.1.1. Khái niệm về kéo ( nén) đúng tâm 
          Trong chương này ta sẽ nghiên cứu trường 
hợp chịu lực đơn giản nhất của thanh thẳng là khi 
thanh chịu kéo hoặc nén đúng tâm. 
         Khi ta tác dụng vào các đầu thanh hai lực 
song song ngược chiều, có phương trùng với 
phương của trục thanh và có trị số giống nhau, ta 
sẽ có: 
         - Hoặc thanh chịu kéo đúng tâm nếu lực hướng ra khỏi mặt cắt (hình 3.1a). 
         - Hoặc thanh chịu nén đúng tâm nếu lực hướng vào mặt cắt hình (3.1b). 
           Từ đó ta có định nghĩa: “Thanh chịu kéo (nén) đúng tâm khi trên mọi mặt cắt ngang 
của thanh chỉ có một thành phần lực dọc Nz”.      
Dưới đây ta sẽ nghiên cứu nội lực phát sinh trong thanh chịu kéo (nén) đúng tâm. 
 
3.1.2. Lực dọc - biểu đồ lực dọc 
a). Lực dọc:          
          Giả sử xét một thanh chịu kéo đúng tâm bởi lực P. Để tính nội lực tại mặt cắt bất kỳ 
của thanh ta thường dùng phương pháp mặt cắt (hình 3.2).  
         Tưởng tượng cắt thanh tại mặt cắt 1-1, xét cân bằng phần A. 
         Muốn cho phần A cân bằng, thì hợp các nội lực trên mặt phải là nội lực N đặt tại 
trọng tâm mặt cắt và trùng với trục thanh. Lực N 
đó gọi là lực dọc. 
     Trị số lực dọc N được xác định từ điều kiện cân 
bằng tĩnh học của phần A (hoặc phần B), là tổng 
hình chiếu của các lực tác dụng lên phần đang xét 
xuống phương trục thanh (trục z) phải bằng không: 

b)

a)
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             z = - P + N = 0 hay N = P. 
Dấu của lực dọc được quy ước như  sau: 

- N mang dấu dương (+) khi nó là lực kéo (N có chiều hướng ra ngoài mặt cắt). 
 - N mang dấu âm (-) khi nó là lực nén (N có chiều đi vào mặt cắt). 
            Từ trường hợp xét trên ta có trình tự xác định lực dọc Nz theo phương pháp mặt cắt 
như  sau:  
 + Dùng mặt cắt tưởng tưởng cắt thanh thành hai phần, giữ lại phần đơn giản để 

xét. 
            + Từ điều kiện cân bằng tĩnh học chiếu các lực đang xét xuống theo phương trục 

thanh (trục z) phải bằng 0. Từ đó ta xác định được Nz. 
                Nếu kết quả tính được là dương thì đó là lực kéo ngược lại là lực nén. 
b). Biểu đồ lực dọc:  
     Để biểu diễn sự biến thiên lực dọc tại các mặt cắt dọc theo trục thanh, ta vẽ một đồ thị 
gọi là biểu đồ lực dọc N.  
     Vậy: “Biểu đồ lực dọc là đường biểu diễn sự biến thiên lực dọc tại các mặt cắt dọc theo 
trục thanh”. 
      Sau khi đã tính được lực dọc tại các mặt cắt khác nhau ta tiến hành vẽ biểu đồ lực dọc. 
Để vẽ biểu đồ lực dọc thường chọn trục hoành song song với trục thanh (hay còn gọi là 
đường chuẩn), còn nội lực biểu thị bằng đường vuông góc với trục hoành (trục z). Trình tự, 
cách vẽ biểu đồ lực dọc  như sau: 
 - Chia thanh thành các đoạn bằng cách lấy điểm đặt lực tập trung, điểm đầu và cuối 
tải trọng phân bố làm ranh giới phân chia đoạn. 
 - Trên mỗi đoạn viết một biểu thức xác định nội lực theo hoành độ z: Nz=f(z), căn 
cứ vào các biểu thức trên ta vẽ được biểu đồ cho từng đoạn. 
        Nếu: Nz= const biểu đồ là đoạn thẳng song song với trục z, Nz là hàm bậc nhất (khi q= 
const) thì biểu đồ là đường thẳng xiên. 
 
3.2. Ứng suất trên mặt cắt ngang       
3.2.1 Ứng suất trên mặt cắt ngang 

Để tính ứng suất trên mặt cắt, trước hết ta khảo 
sát biến dạng của thanh khi chịu kéo hoặc nén đúng tâm. 
Xét một thanh chịu kéo đúng tâm, trước khi thanh chịu 
lực, ta kẻ trên bề mặt ngoài của thanh những đường 
thẳng vuông góc với trục của thanh biểu thị cho các mặt 
cắt của thanh và những đường thẳng song song với trục 
của thanh biểu thị cho các thớ dọc của thanh (hình 3.3a). 

Sau khi tác dụng lực kéo P, ta thấy những đoạn 
thẳng vuông góc với trục thanh di chuyển xuống phía 
dưới, nhưng vẫn thẳng và vuông góc trục, còn những 
đường  thẳng song  song với trục thanh thì dịch lại gần 
với nhau, nhưng vẫn thẳng và song song với trục của 
thanh (hình 3.3b). Với giả thiết biến dạng xảy ra bên 
trong thanh tương tự như biến dạng quan sát được bên 
mặt ngoài thanh, ta có thể kết luận: 
       1. Các mặt cắt của thanh vẫn phẳng và vuông góc 
với trục thanh. 
       2. Các thớ dọc của thanh vẫn thẳng và song song với 
trục thanh. 
      Dựa vào hai kết luận trên, ta có thể thấy nội lực phân bố trên mặt cắt phải có phương 
song song với trục thanh, tức là có phương vuông góc với mặt cắt. Vậy trên mặt cắt của 
thanh chịu kéo (hoặc nén) chỉ có ứng suất pháp . 
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1 1
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      Mặt khác dựa vào kết luận thứ nhất, ta thấy: khi bị biến dạng các thớ dọc bị chắn bởi 
cùng một mặt cắt (ví dụ mặt cắt 1-1) đều có độ giãn dài bằng nhau, do đó theo định luật 
Húc, nội lực phải phân bố đều trên mặt cắt, tức là ứng suất pháp tại mọi điểm  trên mặt cắt 
phải có trị số bằng nhau. 
      Vậy ta có thể viết được biểu thức liên hệ giữa những nội lực  phân bố trên mặt cắt với 
lực N của chúng như  sau:        N = F 

            Từ đó rút ra:                          
F

N
σ   

            Tổng quát ta có thể viết:       
F

N
σ


                                                 (3.1) 

        Công thức (3.1) cho phép tính ứng suất pháp  nếu biết được lực dọc N và diện tích F 
của mặt cắt. Trong công thức (3.1) thì N là trị số tuyệt đối của lực dọc tại mặt cắt cần tìm 
ứng suất, lấy dấu dương (+) khi lực dọc là lực kéo, lấy dấu  (-) khi lực dọc là lực nén. Công 
thức (3.1) có thể phát biểu như sau: ((Trị số ứng suất pháp trên mặt cắt thanh chịu kéo hay 
nén đúng tâm bằng tỷ số giữa lực dọc ở mặt cắt đó với diện tích mặt cắt đó )). 
         Người ta chứng minh được rằng ứng suất pháp  trên mặt cắt vuông góc với trục 
thanh đạt trị số lớn nhất so với ứng suất pháp  trên bất cứ mặt cắt nghiêng nào. 
       Ở đây ta thấy được ứng suất pháp phân bố đều trên mặt cắt của thanh, nhưng điều này 
chỉ đúng với những mặt cắt không nằm gần nơi có mặt cắt thay đổi đột ngột hoặc gần nơi 
có điểm đặt lực. Trong thực tế ở những mặt cắt rất gần điểm đặt lực cũng như gần nơi có 
mặt cắt thay đổi đột ngột thì ứng suất phân bố không đều, mà ở đó xuất hiện ứng suất tập 
trung . 
       Ví dụ: Tại mặt cắt 1-1 của 
thanh chịu kéo như hình 3.4 thì 
ứng suất phân bố đều trái lại ở mặt 
cắt 2-2 ứng suất phân bố không 
đều mà tại mép lỗ ứng suất có trị 
số lớn hơn ứng suất ở mặt cắt 1-1. 
Tỷ số giữa ứng suất lớn nhất với 
ứng suất trung bình  (xem như 
ứng suất phân bố đều trên 
mặt cắt qua lỗ) gọi là hệ số tập 
trung ứng suất, ký hiệu tt: 

                             
σ

σ
α tt

tt  :  

thường trị số tt nằm trong khoảng (1,2 3). 
 
3.2.1. Biến dạng dọc và biến dạng ngang 
          Khi chịu kéo chiều dài thanh sẽ dài thêm ra, nhưng chiều ngang co bớt lại (hình 
3.5). Hoặc khi chịu nén thì chiều dài thanh ngắn lại nhưng chiều ngang thanh rộng ra (hình 
3.6). Thanh bị biến dạng được vẽ bằng nét đứt.  
Chiều dài thanh thay đổi một đoạn l = l1 - l, l gọi là biến dạng dọc tuyệt đối.  Nếu chiều 
dài thanh dài ra, l có trị số dương. Nếu chiều dài thanh ngắn đi, l có trị số âm, l gọi là 
độ giãn dọc tuyệt đối (khi l  > 0), hoặc độ co dọc tuyệt đối (khi l < 0 ). 
Để so sánh biến dạng dọc của thanh có chiều dài khác nhau, người ta đưa ra khái niệm biến 
dạng dọc tương đối  (epxilon) tức là biến dạng dọc tuyệt đối trên một đơn vị chiều dài 
thanh và được tính bằng công thức:  
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l

lΔ
ε                                                          (3.2) 

Trong đó  là một hư số cùng 
dấu với l. Như đã nói ở trên 
dưới tác dụng của lực kéo P, 
chiều dài thanh dài ra nhưng 
chiều ngang hẹp lại một đoạn 
b = b1- b, b gọi là biến  dạng 
ngang tuyệt đối, b mang trị số 
dương nếu chiều ngang tăng 
thêm: b mang trị số âm nếu 
chiều ngang hẹp lại. Để so sánh 
biến dạng ngang của những 
thanh có kích thước ngang khác 
nhau, người ta dùng khái niệm 
biến dạng ngang tương đối 1, 
tức là biến dạng ngang tuyệt 
đối trên một đơn vị chiều ngang thanh, và được tính theo công thức:  

                                                           
b

Δb
ε l                                                   (3.3)                                    

Trong đó 1 là  một hư số có cùng dấu với b. 
Nhiều thí nghiệm cho thấy giữa  và 1 có một liên hệ với nhau như  sau:                                        

                                                          
ε

ε
μ l   hay  μεε l                             (3.4) 

Dấu (-) trước tỷ số 1 và  chứng tỏ chúng luôn ngược dấu nhau, nghĩa là nếu chiều dài 
thanh dài thêm thì chiều ngang thanh hẹp bớt lại và ngược lại. 
 Trong biểu thức (3.4),  (muy) là hệ số Poátxông hay hệ số biến dạng ngang, nó 
đặc trưng cho tính đàn hồi của vật liệu. Trị số  được xác định bằng thí nghiệm, hệ số này 
là một hư  số, tuỳ từng loại vật liệu khác nhau trị số  cũng khác nhau và nằm trong 
khoảng từ  0 đến 0,5. 
Biến dạng dọc tuyệt đối l được tính như  sau: 
        Qua thí nghiệm kéo nén những mẫu vật liệu khác nhau, nhà vật lý Rôbe Húc đã tìm 
thấy: Khi lực tác động P chưa vượt qua một giới hạn nào đó (giới hạn này tuỳ theo từng 
loại vật liệu) thì biến dạng dọc tuyệt đối l của mẫu thí nghiệm luôn luôn tỷ lệ thuận với 
lực P và biểu thức của nó có dạng: 

                                
EF

P
Δ

l
l         (*) , nếu chú ý rằng N = P thì ta có thể viết:   

                                
EF

N
Δ

l
l         (**) 

      Trong đó: E gọi là mô đuyn đàn hồi khi kéo (nén) của vật liệu. 
Nó là một hằng số vật lý đặc trưng cho khả năng chống lại sự biến dạng khi chịu lực kéo 
hay nén của từng loại vật liệu trong phạm vi biến dạng đàn hồi. 
Trị số E được xác định bằng thí nghiệm. Đơn vị tính: MN/m2.  
Trị số E của một số vật liệu thông thường cho trong bảng (3.2). 
Tích số EF gọi là độ cứng khi kéo (nén) đúng tâm. Nếu thanh có độ cứng EF lớn thì biến 
dạng dọc tuyệt đối l nhỏ và ngược lại. Trị số l có thể mang dấu (+) hoặc (-) tuỳ thuộc 
vào dấu của lực dọc N. 

Biểu thức (*) và (**) có thể viết thành :      
EF

NΔ


l

l
                                     (3.5) 
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Ta đã biết :   
F

N
σ  và 

l

l
  thay vào (3.5), ta có: 

E

σ
ε  . 

         Hay :   ε.Eσ                                                                                         (3.6) 
Biểu thức 3.6 chính là nội dung của định luật Húc trong kéo nén đúng tâm. Ta có thể phát 
biểu định lý như sau: “ Trong kéo (nén) đúng tâm, ứng suất pháp  tỷ lệ thuận với biến 
dạng dọc tương đối  “. 
 

Bảng 3.1 Hệ số  của một số vật liệu thông thường 
 

Vật liệu  Vật liệu  
Thép 0,25 ÷ 0,33 Bạc 0,39 
Đồng 0,31 ÷  0,34 Thuỷ tinh 0,25 
Đồng đen 0,32 ÷  0,35 Đá hộc 0,16 ÷  0,34
Gang 0,23 ÷  0,27 Bê tông 0,08 ÷  0,18
Chì 0,45 Gỗ dán 0,07 
Nhôm 0,32 ÷  0,36 Cao su 0,47 
Kẽm 0,21 Nến 0,5 
Vàng 0,42  

  
Bảng 3.2 Môđuyn đàn hồi E của một số vật liệu 

 

Vật liệu E (tính bằng MN/m2 ) 
Thép 2,1x105 
Gang (xám,trắng) (1,151,6)x105 
Đồng, hợp kim đồng (đồng vàng, đồng đen) 1,0x105 
Nhôm và đuyara 0,7x105 
Khối xây:  
-Bằng đá vôi 0,6x105 
-Bằng gạch 0,03x105 
Bê tông nặng (khô cứng tự nhiên) (0,21 0,38)x105 
Gỗ dọc thớ 0,1x105 
Cao su 0,00008x105 

 
 
 
Thí dụ tính toán: 
 

- Thí dụ 3.1: Cho một thanh chịu lực trên hình 3.7a. Cho biết trọng lượng vật liệu làm 
thanh là , diện tích mặt cắt ngang của thanh là F,  l1 = 1,5 m,  l 2 = 1 m. 

 Hãy vẽ biểu đồ lực dọc cho thanh. Biết P = 2F. 
 

- Bài giải:   Dựa vào phương pháp mặt cắt, ta thiết lập biểu thức lực dọc tại các mặt cắt bất 
kỳ của thanh. 
             + Trong đoạn AB: tưởng tượng cắt thanh tại các mặt cắt 1-1, giữ lại phần thanh 
bên dưới mặt cắt (hình 3.7b), ta có: 
                                   z = -Fz1 + N1 = 0. 
                Trong đó:   Fz1 là trọng lượng phần thanh đang xét. 
Rút ra:            N1 = Fz1 (N1 > 0, do đó N1 là lực kéo) - với (0  z1  1,5 ). 



 

 

 + Trong đoạn BC:  
tưởng tượng cắt thanh 
tại mặt cắt 2-2, giữ lại 
phần thanh bên dưới 
mặt cắt (hình 3.7c), ta 
có: 
                                     
 z =-Fz2 +P+N2 = 0. 
     
Trong đó: Fz2 là trọng 
lượng phần thanh có 
chiều dài z2, với (1,5  
z2  2,5 ). 
Rút ra:                      N2 
= Fz2 - P = Fz2-2F 
                                 N2 = F(z2 -2). 
        Biểu thức N1 biểu thị cho lực dọc tại mặt cắt bất kỳ trong đoạn AB, còn biểu thức N2 
biểu thị cho lực dọc tại mặt cắt bất kỳ trong đoạn BC. Vì các biểu thức N1, N2 khác nhau, 
nên ta không thể biểu diễn sự biến thiên của lực dọc trong toàn thanh bởi cùng một biểu 
thức N. Sự khác nhau đó xảy ra tại các mặt cắt có lực tập trung đặt trùng với trục thanh, 
hoặc có sự thanh đổi đột ngột của cường độ lực phân bố dọc theo trục thanh. 
       Để vẽ biểu đồ N, ta lấy một đường chuẩn (trục chuẩn song song với trục thanh có 
chiều dài bằng chiều dài trục thanh). Trên trục chuẩn z đặt những đoạn thẳng vuông góc có 
độ dài biểu thị (theo một tỷ lệ xích đã chọn) cho trị số của lực dọc N tại các mặt cắt tương 
ứng (hình 3.7d). 
        Trong trường hợp này lực dọc trong mỗi đoạn thanh là hàm bậc nhất theo z1, nên biểu 
đồ N là đường thẳng xiên. Để vẽ biểu đồ N cho từng đoạn thanh, ta khảo sát các biểu thức 
N1 và N2. 
Tại z1 = 0 (mặt cắt A):                                       N1 = 0 
Tại z1 = 1,5 m (mặt cắt sát B về phía dưới):      N1  = 1,5F 
Tại z2 = 1,5 m (mặt cắt sát B về phía trên):       N2  = F(1,5 -2) = -0,5F   
Tại z2 = 2,5 m (mặt cắt C ):      N2 = F(2,5 - 2)     N2 = 0,5F 
     Tại mặt cắt B có lực tập trung P, biểu đồ có sự thay đổi đột ngột, ta nói biểu đồ có bước 
nhảy. Trị số tuyệt đối của bước nhảy đúng bằng trị số của lực P và bằng 2F. 
 
- Thí dụ 3.2: Dọc theo trục của một thanh thép tròn gồm hai đoạn có đường kính khác 
nhau, có các lực P1 = 40 kN, P2 = 60 kN và P3 = 80 kN tác dụng như hình 3.8a. Diện tích 
mặt cắt ngang của thanh trong đoạn một là F1 = 2,5 cm2, trong đoạn hai là F2 = 4 cm2. Vẽ 
biểu đồ lực dọc, tìm ứng suất trong các đoạn thanh và biến dạng dọc tuyệt đối của thanh, 
khi tính không kể đến trọng lượng thanh. 
 

- Bài giải: Để tính ứng suất trên mỗi đoạn thanh và biến dạng dọc tuyệt đối của toàn thanh 
ta phải tìm lực dọc trong mỗi đoạn thanh. 
     + Trên đoạn AB: dùng mặt cắt bất kỳ 1-1 xét 
sự cân bằng phần thanh bên dưới mặt cắt ta có: 
               z = N1-P1 = 0  
           N1 = P1 = 40 kN 
(với giả thiết N1 có chiều đi ra mặt cắt). Do đó N1 
= 40 kN (lực kéo) và không thay đổi trong đoạn 
AB. 
      + Trên đoạn BC: dùng mặt cắt bất kỳ 2-2, xét 
sự cân bằng phần thanh bên dưới mặt cắt ta có:                                  
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               z = N2-P1 + P2 = 0                        
           N2 = P1 – P2 = - 20 kN 
Do đó N2 = -20 kN (nén) và N2 không thay đổi trong đoạn BC. 
       + Trên đoạn CD: tương tự ta cũng dùng mặt cắt bất kỳ 3-3, xét cân bằng phần thanh 
bên dưới mặt cắt ta có: 
              z =0         N3 = P1 + P3 - P2 = 40 + 80 - 60 = 60 kN. 
Do đó N3 = 60 kN (kéo) và không thay đổi suốt đoạn CD.  
          Sau khi tìm được lực dọc trong các đoạn thanh ta vẽ được biểu đồ lực dọc như hình 
(3.8b). Dựa vào biểu đồ lực dọc, áp dụng công thức (3.1) ta tính ứng suất trong các đoạn 
thanh:   
- Đoạn AB: Lực dọc N1 = 40 kN, vậy ứng suất trong đoạn AB là: 

                  224
4-

1

1
1 MN/m 160kN/m 16.10

10.2,5

40

F

N
σ  . 

- Đoạn BC: Lực dọc N2 = - 20 kN, vậy ứng suất trong đoạn BC là:  

                  224
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2
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2 MN/m 50kN/m 5.10
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N
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- Đoạn CD: Lực dọc N3 = 60 kN, vậy ứng suất trong đoạn CD là: 

                   224
4

3
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3 MN/m 150kN/m 10.15
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N
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       Biến dạng dọc tuyệt đối của thanh sẽ bằng tổng đại số biến dạng dọc tuyệt đối của các 
đoạn thanh AB, BC và CD. Do vậy, ta phải tính biến dạng dọc tuyệt đối trong từng đoạn 
thanh có: trị số lực dọc không thay đổi, diện tích mặt cắt cũng không thay đổi, nên ta áp 
dụng công thức (3.5) để tính biến dạng dọc tuyệt đối cho các đoạn: 

- Đoạn AB :     (m) 102,4
102,52.10
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- Đoạn BC :     (m) 101,25
10.410.2
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- Đoạn CD:      (m) 104,5
10.410.2

0,660
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N
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l
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Vậy biến dạng dọc tuyệt đối của toàn thanh: 
    l =  l 1 + l 2+  l 3 = (2,4-1,25 + 4,5)x10-4 = 5,65x10-4 (m) 
     l  = 0,565 mm ≈ 0,6 mm 
Vậy sau khi chịu tác dụng của lực  chiều dài thanh dài thêm ra ≈ 0,6 mm. 
 
3.3. Thí nghiệm kéo ( nén) vật liệu 
       Muốn biết rõ tính chất cơ học của vật liệu, ta 
phải đem vật liệu ra thí nghiệm, để nghiên cứu 
những hiện tượng xảy ra trong quá trình biến dạng 
của nó cho tới khi bị phá hỏng. Thí nghiệm thường 
dùng là thí nghiệm  kéo và nén, vì kết quả của thí 
nghiệm này có thể dùng cho nhiều trường hợp biến 
dạng khác (uốn). Trong điều kiện thông thường, 
người ta phân vật liệu ra làm hai loại: vật liệu dẻo như 
thép, đồng, nhôm…vật liệu giòn như gang, đá, bê tông… 
Dưới đây, ta lần lượt thí nghiệm kéo và nén mẫu của từng 
loại vật liệu để rút ra các đặc trưng cơ học của chúng.  
  
3.3.1 Thí nghiệm kéo vật liệu dẻo 
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         Mẫu thí nghiệm là một thanh thép non có hình dạng và kích thước theo mẫu quy định 
(hình 3.9). Gọi l là phần chiều dài làm việc của mẫu. Đặt mẫu vào máy kéo rồi cho lực kéo 
P tăng dần từ 0. Ta thấy chiều dài thanh tăng dần lên, chiều ngang thanh hẹp bớt cho đến 
khi lực kéo P đạt trị số cực đại Pb thì một chỗ nào đó trên thanh bị thắt lại, sau đó kéo giảm 
dần cho đến một trị số Pd và thanh bị đứt tại chỗ thắt. Tương quan giữa l và trị số của lực 
kéo P được thể hiện bằng đồ thị (hình 3.10). Trong đó trục hoành biểu diễn trị số của l và 
trục tung biểu diễn các trị số của lực kéo P.  
Đồ thị đó gọi là biểu đồ kéo của vật liệu dẻo.  
Đồ thị đó cho biết vật liệu khi chịu kéo đã qua 3 giai 
đoạn chính: 
a) Giai đoạn thứ nhất: Giai đoạn tỷ lệ. 
       Vì trong giai đoạn này vật liệu có tính chất đàn hồi 
và tuân theo định luật Húc. Trên đồ thị giai đoạn này 
biểu thị bằng đường thẳng OA. Lực lớn nhất trong giai 
đoạn tỷ lệ là Ptl (P tỷ lệ). Gọi F0 là diện tích ban đầu của 
mẫu thí  nghiệm ta có: 

0

t
t F

P
σ l

l   

Ứng suất tl gọi là giới hạn tỷ lệ, thường giới hạn này 
khó xác định. 
Đối với thép số 3 thì ơtl = 200 MN/m2. 
b) Giai đoạn thứ hai: Giai đoạn chảy dẻo.  
       Vì giai đoạn AB thường rất ngắn nên người ta bỏ qua không khảo sát, sau giai đoạn 
này từ điểm B đồ thị bắt đầu có đoạn nằm ngang BC. Lúc này biến dạng của thanh tăng lên 
rõ rệt nhưng lực không tăng. Ta gọi giai đoạn này là giai đoạn chảy dẻo. Lực bắt đầu làm 
cho vật liệu chảy dẻo, ký hiệu Pch. Gọi ứng suất tương ứng với giai đoạn này là giới hạn 
chảy: 

                                             
0

ch
ch F

P
σ         Đối với thép số 3, ch = 240 MN/m2. 

Đoạn nằm ngang trên đồ thị gọi là diện chảy dẻo. 
c) Giai đoạn thứ 3: Giai đoạn củng cố. 
 Vật liệu tự củng cố để chống lại biến dạng. Khi lực đạt đến trị số cực đại Pb (Pbền) 
thì có một chỗ nào đó trên mẫu thử bị thắt lại. Sau đó lực P giảm xuống dần nhưng biến 
dạng vẫn tăng, cho đến lúc lực P giảm đến trị số Pđ (Pđứt) thì thanh bị đứt tại chỗ thắt. 

 Gọi giới hạn bền là b ta có:                 b =
0F
b

.   

          Đối với thép số 3, b = 420 MN/m2 
 Khi ứng suất trong mẫu đạt đến trị số b ta xem như mẫu bị phá hỏng mặc dù thực 
tế nó chưa bị phá hỏng. 
 Giới hạn tỷ lệ (tl), giới hạn chảy (ch), giới hạn bền (b) đặc trưng cho tính chất 
chịu lực của vật liệu. 

Ta thấy ứng suất pháp tính theo các công thức trên không phải là ứng suất thật phát 
sinh trong mẫu thí nghiệm, vì diện tích mặt cắt thanh thay đổi liên tục suốt thời gian thí 
nghiệm, nên ta gọi ứng suất này là ứng suất quy ước. Để biểu                            
diễn mối liên hệ ứng suất và biến dạng, ta có thể vẽ đồ thị  -  (hình 3.12); đồ thị này 
không phụ thuộc vào kích thước mẫu và có dạng tương tự như đồ thị biểu diễn mối liên hệ 
giữa P và l (hình 3.11). 
Thật vậy, muốn có đồ thị  -  ta chỉ việc chia tung độ và hoành độ của đồ thị quan hệ P 
và l  cho F0 là l 0.                                                         
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Đồ thị  -  cho ta thấy các trị số của tl, ch và b. 
          Nếu lập quan hệ giữa hệ số góc của đoạn thẳng xiên trong đồ thị  -  với các toạ 
độ của một điểm bất kỳ N trong giới hạn của đoạn thẳng đó, ta có:  

                                                             
ε

σ
tgα  .                            

Mặt khác theo định luật Húc:               
ε

σ
E  . 

 Vậy tg = E tức trị số môđuyn đàn hồi E khi kéo (nén) của vật liệu chính bằng hệ 
số góc của đoạn thẳng xiên trong đồ thị  - . 
 Ngoài các đặc trưng tính chịu lực của vật liệu ta còn hai đặc trưng khác để chỉ tính 
dẻo của vật liệu, đó là: 
- Độ giãn dài tương đối khi đứt: tính theo phần trăm, ký hiệu  (đọc là đen ta nhỏ):                   

100%δ 1 



l

ll
 

        Trong đó:   l1 - chiều dài phần làm việc của mẫu sau khi bị đứt. 
                          l - chiều dài phần làm việc của mẫu khi chưa làm việc. 

- Độ thắt tương đối khi đứt tính: theo phần trăm ký hiệu là  (đọc là cờ xi): 

                                        100%
F

FF
ψ
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         Trong đó: F0 - diện tích mặt cắt của mẫu lúc đầu khi chưa chịu lực. 
                         F1 - diện tích mặt cắt của mẫu ở chỗ bị thắt, sau khi bị đứt. 

Với một loại vật liệu nào đó  và  càng lớn thì vật liệu đó càng dẻo và ngược lại. Đối với 
thép số 3 thì  ≈30% và  ≈ 60%. 
 
3.3.2 Thí nghiệm nén vật liệu dẻo 
          Khi nén các vật liệu dẻo các mẫu thí 
nghiệm thường là hình trụ tròn có chiều cao 
lớn hơn đường kính một chút (hình 3.12a). 
Biểu đồ quan hệ giữa l và P như hình 
(3.12b). Qua biểu đồ ta thấy, vật liệu dẻo khi 
chịu nén cũng có giới hạn tỷ lệ, giới hạn chảy 
dẻo nhưng không có giới hạn bền vì lực càng 
tăng mẫu thí nghiệm càng xẹp xuống và 
đường kính của nó càng tăng lên (hình 3.12a). 
Cần chú ý đến đặc điểm của vật liệu dẻo: giới 
hạn tỷ lệ (kể cả giới hạn chảy nếu vật liệu là 
thép) và môđuyn đàn hồi đều có trị số khi kéo 
và khi nén xấp xỉ bằng nhau. 
 

3.3.3. Thí nghiệm kéo vật liệu giòn 
       Vật liệu giòn chịu kéo kém nên bị phá hỏng đột ngột khi độ giãn dài và độ thắt tương 
đối còn rất nhỏ. Biểu đồ có dạng đường cong ngay từ khi ứng suất còn rất nhỏ. 
Nhìn vào biểu đồ ta thấy vật liệu không có giai đoạn tỷ lệ, giai đoạn chảy dẻo. Như  vậy 
đối với vật liệu giòn chỉ có giới hạn bền: 

                           
0

b
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         Trị số giới hạn bền này so với trị số giới hạn bền của vật liệu 
dẻo là rất thấp, tuy vật liệu không có giai đoạn tỷ lệ nhưng trong 
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giới hạn làm việc thông thường đối với một số vật liệu giòn ta vẫn có thể áp dụng định luật 
Húc được. 
         Tùy theo mức độ chính xác khi tính toán ta có thể thay đoạn cong trong một phần nào 
đó của đồ thị bằng một đoạn thẳng (nét đứt ở hình 3.13) thể hiện biểu đồ kéo vật liệu giòn. 
 
3.3.4.  Thí nghiệm nén vật liệu giòn 
          Đối với vật liệu giòn khi chịu nén cũng bị phá hỏng ngay từ khi 
biến dạng còn rất nhỏ. Biểu đồ quan hệ l và P như hình 3.14, từ biểu 
đồ ta thấy vật liệu giòn khi chịu nén chỉ có giới hạn bền mà thôi, nhưng 
giới hạn bền này có trị số lớn hơn giới hạn bền khi kéo. 
Qua các thí nghiệm  trên đây, ta có thể nêu lên những điểm khác nhau 
giữa vật liệu dẻo và vật liệu giòn: vật liệu  dẻo phát sinh biến dạng 
nhiều mới hỏng, vật liệu giòn biến dạng ít đã hỏng; vật liệu dẻo chịu 
kéo và nén như nhau, vật liệu giòn chịu nén tốt hơn chịu kéo rất nhiều.             
 
3.4. Tính toán trong kéo (nén) đúng tâm 
 
3.4.1. Khái niệm về ứng suất cho phép - hệ số an toàn 
        Ở trên đã nghiên cứu các giới hạn của vật liệu khi chịu lực, ta cần dựa vào các giới 
hạn này để tính toán các cấu kiện tuỳ theo chúng làm bằng vật liệu nào, để đảm bảo sao 
cho an toàn và tiết kiệm nhất. 
 Với vật liệu dẻo thường chọn ứng suất nguy hiểm ký hiệu o là giới hạn chảy, để 
đảm bảo cấu kiện khi chịu lực không có biến dạng lớn, còn với vật liệu giòn chọn ứng suất 
nguy hiểm là giới hạn bền. Để đảm bảo cho cấu kiện làm việc được an toàn, ta phải hạn 
chế ứng suất lớn nhất phát sinh trong cấu kiện, sao cho nó không vượt quá một trị số chỉ 
bằng một phần ứng suất nguy hiểm. Trị số này gọi là ứng suất cho phép, ký hiệu là [ ] và 
tính theo công thức: 

                                      
n

σ
σ 0 ,     với n  là hệ số an toàn. 

 Việc lựa chọn hệ số an toàn có ý nghĩa về mặt kỹ thuật cũng như về kinh tế. 
Thường hệ số an toàn do Nhà nước quy định dựa vào một số điều kiện sau: 

-Tính chất của vật liệu: vật liệu dẻo hay vật liệu giòn, đồng chất hay không đồng 
chất. 

 - Điều kiện làm việc của cấu kiện. 
- Tính chất quan trọng, thời gian sử dụng của cấu kiện (vĩnh viễn hay tạm thời). 
- Mức độ chính xác của các giả thuyết khi tính toán và thiết kế - trình độ    và 

phương pháp gia công (hay thi công). 
 - Tính chất của lực tác dụng lên cấu kiện (lực động, lực tĩnh, va chạm...). 

 

Bảng 3.3.  Ứng suất cho phép của một số vật liệu thông thường. 
 

Vật liệu 
[ ] tính bằng MN/m2 

Kéo Nén 
Thép xây dựng số 3 1,6x102 1,6x102 
Thép xây dựng số 5 1,4x102 1,4x102 
Đồng (0,3  1,2)x102 
Nhôm (0,3   0,8)x102 
Đuyara (0,8  1,5)x102 
Gang xám (0,28  0,8)x102 (1,2  1,5)x102

 
3.4.2. Điều kiện cường độ-ba bài toán cơ bản 
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         Thanh chịu kéo (nén) đúng tâm đảm bảo điều kiện cường độ khi ứng suất pháp lớn 
nhất phát sinh trong thanh phải nhỏ hơn hay tối đa bằng ứng suất pháp cho phép, nghĩa là:             

 σ
F

N
σmax                                                 (3.7) 

 Từ điều kiện cường độ (3.7) ta có thể gặp ba loại bài toán cơ bản sau: 
a) Bài toán kiểm tra cường độ: 
          Khi biết lực dọc trong thanh N, diện tích mặt cắt là F và ứng suất cho phép []. 
Thanh đảm bảo cường độ khi thoả mãn điều kiện: 

                                            σ
F

N
σmax   

b) Bài toán chọn diện tích mặt cắt F của thanh khi biết lực dọc N và ứng suất cho phép 
[]: 
 Ta có công thức xác định diện tích mặt cắt F của thanh: 

                                               F
σ

N
F   

c) Bài toán xác định trị số lớn nhất của tải trọng mà thanh có thể chịu được theo công 
thức: 
                                             N F[] =[ N ] 
 Dưới đây ta sẽ nghiên cứu một ví dụ để làm sáng tỏ các vấn đề đã nêu trên. 
 
- Ví dụ 3.3: Kiểm tra cường độ của một thanh gỗ. Trên thanh có các lỗ khuyết như ở hình 
3.15. Lỗ tròn đường kính d = 8 cm, lỗ chữ nhật kích thước (4x6) cm Thanh chịu lực nén P 
= 96 kN, ứng suất cho phép về nén của gỗ là []n = 10 MN/m2. 
- Bài giải:  Ta phải kiểm tra cường độ của thanh ở mặt cắt có diện tích nhỏ nhất vì tại mặt 

cắt đó sẽ phát sinh ứng suất pháp lớn nhất. 
                  Trong các mặt cắt 1-1 và 2-2 đi qua các lỗ khuyết, thì mặt cắt 1-1 nguy hiểm 
hơn vì diện tích chịu lực của thanh ở đây nhỏ hơn, diện tích mặt cắt này là:           F = (0,18 
x 0,12) –  (0,08 x 0,12) = 0,012 m2. 

 

P P

1

1

2

2

H×nh 3.15

6

4

8 188

12

 

Ứng suất tại mặt cắt nguy hiểm là:         22 MN/m 8kN/m 8000
0,012

96
σ 


  

Ứng suất lớn nhất trong thanh:                = 8 MN/m2 < [ ] =10 MN/m2.  
Vậy thanh đảm bảo cường độ. 
 
- Thí dụ 3.4: Một thanh thép tròn chịu lực kéo đúng tâm P=1,2x102 kN. Tính đường kính 

tối thiểu của thanh, biết ứng suất cho phép []=1,4x102 MN/m2. 

- Bài giải:       Dựa vào công thức (3.8) ta có:          σ
N

F   

Ở đây: N = P = 1,2x102 kN, hay:    (m)3,3x10d       
10

101,2
    

4

πd 2
5

22



 .  

Vậy chọn đường kính tối thiểu của thanh là  d =3,3x10-2 m = 3,3 cm. 
 



 

 

- Thí dụ 3.5: Một thanh tuyệt đối cứng AB. Đầu A được bắt bản lề cố định vào tường, đầu 
kia chịu tác dụng của lực P. Thanh được giữ cân bằng nhờ thanh thép tròn CB nằm ngang 
có đường kính d=16 mm (hình 3.16). Hãy xác định trị số lớn nhất của lực P theo điều kiện 
cường độ thanh CB biết ứng suất cho phép của thanh CB  là: [] =1,6x102  MN/m2.                                 
- Bài giải: Thay bản lề A bằng các 
phản lực XA,YA. Tưởng tượng cắt 
thanh BC bởi mặt cắt 1-1 trên 
thanh BC xuất hiện lực dọc NBC ta 
có:  
                                                 
MA =-1,4P + 0,8NBC  = 0                                      

1,75P
0,8

1,4P
N  BC   

Từ công thức (3.9) ta có:  

    kN 32,15
4

101,63,14(0,016)
σFN

32

BC 


   

Do đó lực P cho phép là:       
kN 18,37

1,75

32,15

1,75

N
P BC  . 

Vậy trị số lớn nhất của lực P là 18,37kN. 
 

3.4.3. Tính ứng suất có kể đến trọng lượng bản thân  
         Trong các công thức tính toán về kéo (nén) đúng tâm đã trình bày ở trên, ta bỏ qua 
ảnh hưởng của trọng lượng cấu kiện, vì trọng lượng này thường rất nhỏ so với độ lớn của 
lực tác dụng lên cấu kiện. 
 Nhưng trong trường hợp tính những thanh dài, trụ lớn, tường nặng, đập, bệ 
máy…thì ảnh hưởng của trọng lượng cấu kiện cũng rất đáng kể. 
           Dưới đây ta sẽ xét trường hợp cụ thể đó. 
 
a) Thanh có mặt cắt không đổi: 

Giả sử có thanh thẳng đứng chiều dài 
l, diện tích mặt cắt không đổi là F. Ở đầu tự 
do có lực kéo đúng tâm P tác dụng (hình 
3.17a). Thanh làm bằng vật liệu có trọng 
lượng riêng . Tìm  ứng suất phát sinh trong 
thanh 
          Trước hết ta tìm lực dọc trong thanh. 
Tại mặt cắt bất kỳ 1-1 (hình 3.17b):             
                      N = P + Fz 
Biểu đồ N như hình 3.18c. 
Ứng suất phát sinh trên mặt cắt 1-1 là:     

F

γFzP
σ


    hay:  γz

F

P
σ   

Do đó ứng suất phát sinh trên thanh cũng biến thiên dọc theo chiều 
dài thanh và có giá trị lớn nhất ở  ngàm. Điều kiện cường độ trong 
trường hợp này là:                   

                                 σγ
F

P
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Diện tích tối thiểu của thanh tính theo công thức: 
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Ngoại lực lớn nhất cho phép tính theo công thức: 
                                  ).( lFPP   .  

b) Khi thanh có mặt cắt thay đổi từng nấc: 
 Trong phần trên ta thấy: nếu kể đến trọng lượng bản thân thanh thì ứng suất thay 
đổi dọc theo chiều dài thanh. Nếu ta dùng thanh có mặt cắt không thay đổi thì ở đầu thanh 
vật liệu chưa dùng hết khả năng. Do đó để cho ứng suất ở các mặt cắt không chênh lệch 
nhau lắm để dùng hết khả năng của vật liệu người ta làm những thanh có mặt cắt thay đổi 
từng nấc (hình 3.18). Ứng suất phát sinh trên các mặt cắt 1-1, 2-2 và 3-3 của các đoạn 
thanh AB, BC và CD có giá trị là:                                                                     

       11
1

1 γ
F

P
σ l ;       22

2

111

2
2 γ

F

Fγ

F

P
σ l

l
 ;        33

3

222

3

111

3
3 γ

F

Fγ

F

Fγ

F

P
σ l

ll
  

          Ta cũng chọn các mặt cắt F1, F2, F3 sao cho thoả mãn điều kiện là ứng suất trên các 
mặt cắt đó tối đa là bằng ứng suất cho phép: 
                                       1 = 2 = 3 = [ ]. 

           Muốn vậy chỉ việc thay các trị số [] vào các đẳng thức trên ta sẽ được F1, F2 và F3 
nhỏ nhất. Ta có: 
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- Thí dụ 3.6: Một cột bê tông cốt thép gồm hai đoạn, đoạn một có diện tích là F1= 0,04 m2, 
đoạn hai có diện tích là mặt cắt là F2= 0,0625 m2. Cột chịu lực nén đúng tâm P = 20kN. 
Hãy tính ứng suất lớn nhất trong từng đoạn cột biết trọng lượng riêng của bê tông  = 2500 
kG/m3 (hình3.19a).   
                                                                                  - 
Bài giải: Trước hết ta tính lực dọc N.  
                  Bằng phương pháp mặt cắt vẽ được biểu đồ 
lực dọc cho cột như  trên hình 3.19b.  
- Ứng suất lớn nhất trên đoạn BC (tại B): 
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         ( = 2500 kG/m3 = 25 kN/m3). 
- Ứng suất lớn nhất đoạn AB (tại chân cột): 

2
2

2

11

1
1 kN/m 477,6425

0,0625

3,60,0425

0,04

20
γ

F

γF

F

P
σ 


 l

l

        
 

 
 
 
 
 
CÂU HỎI ÔN TẬP CHƯƠNG 3 
 

1. Thế nào là thanh chịu kéo nén đúng tâm? 
2. Nêu cách tính nội lực trên mặt cắt ngang của thanh chịu kéo (nén) đúng tâm. 
3. Biểu đồ nội lực là gì? Cách vẽ biểu đồ nội lực? 
4. Viết và giải thích công thức tính ứng suất trên mặt cắt ngang? 
5. Thế nào là biến dạng dọc, biến dạng ngang tuyệt đối và tương đối? Viết và giải thích 
công thức tính biến dạng dọc tuyệt đối. 
6. Giải thích ba giai đoạn khi thí nghiệm kéo vật liệu dẻo?  
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BÀI TẬP CHƯƠNG 3 
 

1. Vẽ biểu đồ lực dọc, biểu đồ ứng suất và tính biến dạng dài tuyệt đối của các thanh ở 
hình 3.20, xem như khi bị nén các thanh không bị cong đi. Biết E = 2.102 daN/cm2. Bỏ qua 
trọng lượng của các thanh. 
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2. Giá ABC (hình 3.21a) thanh AB có F = 10 cm2, thanh BC có F = 6,5 cm2. Cả hai thanh 
đều bằng gang có:   2/900 cmdaNn    2/300 cmdaNK  . Xác định Q theo điều kiện 
bền (khi kéo và nén). 
 

3. Giá ABC (hình 3.21b) thanh AB bằng thép tròn đường kính d có   2
k daN/cm 1400σ  , 

thanh gỗ vuông cạnh a có   2
n daN/cm 130σ  . Tại A treo vật nặng P = 50 kN. Xác định d 

và a theo điều kiện bền.  
 

4. Cho hệ thanh chịu lực như hình vẽ 3.21c. Hãy kiểm tra điều kiên bền cho các thanh biết: 
thanh AB có diện tích mặt cắt ngang F1 = 15 cm2; [k] = 16 kN/cm2. Thanh BC có diện 
tích mặt cắt ngang F2 = 8 cm2, [n] = 14 kN/cm2. 
Biết P = 190 kN. 
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Chương 4 

UỐN NGANG PHẲNG 
4.1. Khái niệm 
4.1.1. Định nghĩa về uốn phẳng 
 Ta sẽ xét những thanh thẳng mặt cắt có trục đối 
xứng. Trục đối xứng và trục thanh tạo thành mặt phẳng đối 
xứng. Những thanh đó sẽ chịu uốn phẳng khi thanh cân 
bằng dưới tác dụng của các lực nằm trong mặt phẳng đối 
xứng của thanh, có phương vuông góc với trục của thanh. 
Những lực này là ngẫu lực, lực tập trung hoặc phân bố. 
Thanh chịu uốn phẳng được gọi là dầm. Mặt phẳng chứa 
các lực và trục dầm gọi là mặt phẳng tải trọng (mặt phẳng 
Oyz trên hình 4.1). Giao tuyến giữa mặt phẳng tải trọng và 
mặt cắt ngang gọi là đường tải trọng (đường Oy trên hình 
4.1). Nếu trục dầm sau khi bị uốn là một đường cong nằm 
trong mặt phẳng quán tính chính trung tâm thì sự uốn đó gọi là uốn phẳng. Hình 4.1 cho ta 
một ví dụ về dầm  chịu uốn phẳng. Như vậy: Khi trên mặt cắt ngang nội lực chỉ có hai 
thành phần: Mx, Qy hoặc My, Qx ta gọi thanh chịu uốn ngang phẳng.       
          Từ định nghĩa trên ta có thể nhận biết được thanh chịu uốn phẳng dựa vào ngoại lực 
như sau: khi ngoại lực có phương vuông góc với trục của thanh và trùng với một trục đối 
xứng của mặt cắt thì thanh chịu uốn phẳng. 
 
4.1.2. Gối tựa và phản lực gối tựa 
          Dầm được tựa trên các bộ phận đỡ, những bộ phận 
đỡ này gọi là gối tựa hay liên kết. Có ba loại liên kết 
thường gặp là: bản lề di động, bản lề cố định và ngàm. Hình 
4.2 biểu thị sơ đồ tính toán  và phản lực của ba loại liên kết 
trên. Để xác định phản lực gối tựa, ta dùng các phương 
trình cân bằng tĩnh học trong môn CHLT. 
 Nếu số phản lực gối tựa đúng bằng số phương trình cân bằng thì ta dễ dàng tìm 
được các phản lực, dầm đó gọi là dầm tĩnh định. Nếu dầm có số phản lực nhiều hơn số 
phương trình cân bằng tĩnh học, ta có dầm siêu tĩnh.                                             Trong 
chương này, ta chỉ nghiên cứu dầm tĩnh định. 
 
4.2. Nội lực trong dầm chịu uốn ngang phẳng 
 

4.2.1. Khái niệm 
     Như đã nêu ở trên, trong thanh chịu uốn phẳng ngoại lực nằm trong mặt phẳng đối xứng 
yOz, do đó trên mặt cắt các thành phần nội lực là Qx = 0, My = 0 và Mz = 0. Mặt khác 
ngoại lực có phương vuông góc với trục thanh nên từ phương trình hình chiếu:        z = 0  
  Nz = 0. 
      Như vậy: trên mặt cắt ngang của thanh chịu uốn phẳng chỉ tồn tại hai thành phần 
nội lực. Đó là lực cắt Qy và mômen uốn Mx. 
 Để đơn giản, trong phần tìm nội lực của thanh chịu uốn phẳng ta dùng ký hiệu Q và 
M thay cho ký hiệu Qy và Mx.  
 
4.2.2. Phương pháp xác định Q và M: 
        Sau khi đã xác định thì toàn bộ ngoại lực tác 
dụng lên dầm đã được xác định. Ta sẽ đi xác định nội 
lực. 
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       Giả sử có một dầm mặt cắt có trục đối xứng và chịu tác dụng của lực thẳng đứng P 
(hình 4.3a). Trị số lực P và kích thước của dầm cho trên hình vẽ. Hãy xác định nội lực tại 
mặt cắt bất kỳ của dầm. 
Trước hết ta xác định phản lực tại các gối tựa A và B. Vì các ngoại lực bao gồm tải trọng P 
và các phản lực liên kết VA,VB và HB là hệ lực cân bằng nên ta có: 
            mA = 4VB  - 4.3 = 0              VB = 3 kN. 
            mB = -4VA + 4.1 = 0             VA = 1 kN. 
            z = 0 cho thấy phản lực nằm ngang HB = 0.                    
Từ đây ta nhớ rằng phản lực dọc trục (nằm ngang) của dầm chịu uốn luôn bằng không. Để 
tính nội lực trong dầm ta dùng phương pháp mặt cắt. Tưởng tượng cắt dầm tại mặt cắt 1-1 
cách gối A một đoạn z. Ta giữ lại một phần dầm để nghiên cứu. Giả sử ta giữ lại phần dầm 
bên trái mặt cắt 1-1 (hình 4.3b). Để phần dầm giữ lại được cân bằng thì ta phải đặt vào mặt 
cắt 1-1 những nội lực. Những nội lực này phân bố trên toàn bộ mặt cắt. Quy luật phân bố 
của chúng ta sẽ nghiên cứu ở phần sau. Như đã nêu ở trên, khi thu gọn hệ nội lực về trọng 
tâm mặt cắt ta sẽ được hai thành phần nội lực, đó là lực cắt Q (đơn vị: N) và mômen uốn M 
(đơn vị: Nm). 
         Phần dầm giữ lại cân bằng, nên nội lực và ngoại lực tạo thành hệ lực cân bằng. Từ 
điều kiện cân bằng tĩnh học của phần dầm đó ta có: 
                          Q = VA = 1            (kN). 
                          M = VAz = z        (kNm). 
 Như vậy trị số lực cắt Q bằng trị số hình chiếu của ngoại lực VA tác dụng lên phần 
dầm phía trái mặt cắt 1-1 lên mặt cắt đó, trị số mômen uốn M bằng trị số mômen của ngoại 
lực VA lấy với trọng trọng tâm mặt cắt 1-1. 
          Như ta đã biết ở chương 1 nội lực trên cùng một mặt cắt ở hai phần dầm (nằm bên 
phải và bên trái mặt cắt) thì bằng nhau về trị số nhưng ngược chiều nhau. Do đó tại mặt cắt 
1-1 trên phần dầm bên phải của mặt cắt cũng có các nội lực Q và M bằng nhau về trị số 
nhưng ngược chiều với với Q và M ở mặt cắt 1-1 trên phần dầm bên trái. 
          Nếu trên phần dầm đang xét có nhiều ngoại lực tác dụng thì lực cắt Q và mômen uốn 
M tại  mặt cắt nào đó sẽ bằng tổng đại số lực cắt Q, mômen uốn M tại mặt cắt  đó do từng 
ngoại lực tác dụng lên phần dầm đang xét gây ra. 
 Từ phương pháp mặt cắt ta rút ra quy tắc tính Q và M tại mặt cắt bất kỳ của dầm 
chịu uốn phẳng như sau: 
 - Về trị số: 
  + Lực cắt Q tại một mặt cắt nào đó sẽ bằng tổng đại số hình chiếu của các ngoại lực 
về một phía của mặt cắt lên mặt cắt đó: 
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ii qPQ  

 + Mômen uốn M tại một mặt cắt nào đó sẽ bằng tổng đại số mômen của các ngoại 
lực ở về một phía của mặt cắt đối với trọng tâm mặt cắt đó: 
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        - Về dấu: 
 + Lực cắt Q có dấu dương tại một mặt cắt nào đó, 
nếu ngoại lực tác dụng lên phần dầm xét giữ có khuynh 
hướng làm cho phần dầm xét giữ quay thuận chiều kim 
đồng hồ quanh trọng tâm mặt cắt đang xét (hình 4.4a). 
Ngược lại lực cắt Q có dấu âm (hình 4.4b).                                                                                      
 + Mômen uốn M có dấu dương tại một mặt cắt nào 
đó, nếu ngoại lực ở phần dầm  xét giữ  khuynh hướng làm 
cho các thớ dưới của dầm bị giãn, lúc đó xem như mặt cắt 
đang xét bị ngàm chặt (hình 4.5c). Ngược lại M có dấu âm 
(hình 4.5d). 
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R Q>0
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b,
Q<0R

Q<0 R

M>0

M>0
c,

d,
M<0

M<0
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Tổng hợp các trường hợp trên hình 4.5a,b,c,d ta được trường hợp nội lực mang dấu 
dương trên mặt cắt của dầm chịu uốn ngang phẳng (hình 4.5e). 
 
4.2.3. Vẽ biểu đồ Q và M bằng phương  pháp lập biểu thức 
          Thường trên những mặt cắt khác nhau của dầm lực cắt Q và mômen uốn M có trị số 
và dấu khác nhau. Điều đó có nghĩa là M và Q biến đổi theo vị trí mặt cắt trên trục dầm. 
Gọi z là hoành độ của mặt cắt thì M và Q là những hàm số biến thiên theo z, ký hiệu Qz, 
Mz.  Đồ thị biểu diễn sự biến thiên của Q và M dọc theo trục của dầm được gọi là biểu đồ  
nội lực Q, M. 
Vẽ biểu đồ nội lực Q, M là một bước quan trọng trong qúa trình tính toán dầm chịu uốn 
phẳng vì qua biểu đồ nội lực ta dễ dàng xác định được các vị trí có trị số lực cắt lớn nhất 
Qmax và mômen uốn lớn nhất Mmax là những mặt cắt nguy hiểm nhất. Để vẽ biểu đồ nội lực 
Q và M ta tiến hành các bước sau đây: 
      a) Xác định phản lực.                                    
      b) Chia dầm ra làm nhiều đoạn: tại mỗi đoạn phải đảm bảo nội lực không thay đổi đột 
ngột. Muốn vậy ta phải dựa vào những mặt cắt có đặt lực hay mômen tập trung hoặc có sự 
thay đổi đột ngột của lực phân bố để phân đoạn.  
Sau đó, bằng phương pháp mặt cắt lập biểu thức nội lực Q và M cho một mặt cắt bất kỳ 
trong từng đoạn . 
      c) Vẽ biểu đồ Q và M: 
        Đặt trục hoành (còn gọi là trục chuẩn) song song với trục dầm. Trên trục chuẩn dựng 
những tung độ có độ lớn biểu thị giá trị của Q hoặc M theo tỷ lệ xích nhất định. Dùng các 
biểu thức Q và M đã lập ở trên để vẽ biểu đồ của chúng. Ta qui ước:  
        - Các tung độ dương của biểu đồ Q đặt phía trên trục chuẩn, tung độ âm đặt phía dưới 
trục chuẩn. 
        - Tung độ dương của biểu đồ M đạt phía dưới trục chuẩn còn tung độ âm đặt phía trên 
trục chuẩn. Như vậy cũng có nghĩa là tung độ của biểu đồ M luôn đặt về phía thớ bị giãn 
của dầm. 
         Sau đây ta sẽ nghiên cứu một vài ví dụ về vẽ biểu đồ Q, M của các dạng dầm cơ bản 
chịu tải trọng tập trung, mômen tập trung, chịu lực phân bố. 
                 
- Ví dụ 4.1: Vẽ biểu đồ lực cắt Q và mômen uốn M cho dầm tựa                             trên hai 

gối bản lề A và B chịu tải trọng P như hình 4.6a.  
- Bài giải: 
a) Xác định phản lực:  
Ngoại lực tác dụng gồm tải trọng P đã biết cùng các 
phản lực VA,VB chưa biết và thành phần nằm ngang 
HB = 0, các phản lực giả thiết có chiều hướng lên như 
hình vẽ (hình 4.6a). Từ điều kiện cân bằng tĩnh học 
của dầm ta có: 

    mA = VBl - Pa = 0     
l

Pa
VB   

   mB  = -VAl + Pb = 0   
l

Pb
VA   

b) Phân đoạn và thiết lập biểu thức nội lực Q và M : 
Căn cứ vào ngoại lực tác dụng, ta phân dầm làm hai 
đoạn AC và BC (C là điểm đặt của lực P):                     
 - Biểu thức nội lực trong đoạn AC:                         
Để lập biểu thức Q, M tại mặt cắt bất kỳ trong đoạn 
AC, ta cắt dầm bằng mặt cắt 1-1 cách gối A một đoạn 
z1 (hình 4.6b), xét phần dầm bên trái mặt cắt (0  z1  
a): 
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z
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1 2M

Q2
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+ Q
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y
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         + Lực cắt Q:                 
l

Pb
VQ A1                         (1) 

 Q1 có dấu dương vì ngoại lực VA làm cho dầm bền trái mặt cắt quay cùng chiều 
kim đồng hồ quanh trọng tâm mặt cắt đang xét. 
         + Mômen uốn tại mặt cắt 1-1: 

                                              11A1 z
Pb

.zVM
l

                 (2) 

 M1 có dấu dương vì ngoại lực VA làm cho thớ dưới của dầm bị giãn. 
 Khi z1 > a tức là mặt cắt đã vượt qua điểm C lúc này ngoại lực trên mặt cắt không 
chỉ có VA mà còn có lực P, do đó biểu thức (1) và (2) không dùng được nữa và tại điểm C 
nội lực trong dầm thay đổi đột ngột. Chính vì vậy mà ta phải chia dầm ra làm hai đoạn và 
điểm C là ranh giới giữa hai đoạn. 
  - Biểu thức nội lực trong đoạn CB: 
      Để tính nội lực tại mặt cắt bất kỳ 2-2 cách gối B một đoạn z2 (0  z2  b). Xét phần 
dầm bên phải mặt cắt (hình 4.7b), ta tìm được:            

         + Lực cắt Q tại mặt cắt 2-2:        Q2 = -VB  = 
l

Pa
                     (3) 

Lực cắt Q2 có dấu âm vì ngoại lực VB làm cho phần dầm đang xét quay ngược chiều kim 
đồng hồ. 

        + Mômen uốn tại mặt cắt 2-2:      M2 = VB.z2 = 2z
Pa

l
                 (4) 

           M2 cũng có dấu dương. 
c) Vẽ biểu đồ Q và M: 
         -Trong đoạn AC: 
Khi mặt cắt 1-1 thay đổi từ vị trí A đến C nghĩa là 0  z1  a thì: theo (1) lực cắt Q1 là hằng 
số, do đó biểu đồ Q1 là đường thẳng song song với trục chuẩn (trục z) có tung độ bằng tung 
độ này đặt phía trên trục chuẩn vì Q1 > 0 (hình 4.6c). Theo (2) mômen uốn M1 là hàm bậc 
nhất của z1, do đó đường biểu diễn là đường thẳng xiên, được xác định bằng 2 điểm với: 
      z1 = 0 (ứng với điểm A)            M = 0. 

      z1 = a (ứng với điểm C)             
l

ba
PM


 . 

Và tung độ của điểm M đặt phía dưới trục chuẩn (hình 4.7d). 
        - Trong đoạn CB: 
Theo (3) lực cắt Q(z2) là hằng số nên đường biểu diễn là đường thẳng song song với trục 
chuẩn. Các tung độ của biểu đồ đặt phía dưới trục chuẩn vì Q2 < 0 (hình 4.6c). Theo (4) 
mômen uốn M2 là hàm bậc nhất theo z2, đường biểu diễn cũng là đường thẳng xiên được 
xác định bởi hai điểm: 
      Điểm B với z2 = 0                        M = 0. 

      Điểm C với z2 = b                        
l

ba
PM


 . 

Và tung độ của biểu đồ M cũng đặt phía dưới trục chuẩn (hình 4.6d). 
 Khi vẽ xong biểu đồ ta kẻ những đường gạch theo phương vuông góc với trục 
chuẩn (trục dầm) và đặt dấu vào biểu đồ Q, riêng biểu đồ mômen không ghi dấu (vì biểu 
đồ mômen được vẽ theo thớ bị giãn). 

Từ biểu đồ nội lực vẽ ở trên ta thấy: 
          + Mặt cắt có nội lực Q lớn nhất nằm trong đoạn AC với trị số:                                                        

l

b
PQmax   (nếu b > a). 

          + Mômen uốn lớn nhất taị mặt cắt C có trị số:    



 

 

                                         
l

ab
PMmax   

* Chú ý: 
  1. Tại mặt cắt có lực tập trung VA,VB và P biểu đồ Q có bước nhảy, hướng của 
bước nhảy cùng chiều hướng lực tập trung nếu xét từ trái sang và ngược lại. Trị số tuyệt 
đối của các bước nhảy này bằng trị số của các lực VA,VB, P và tại đó biểu đồ M gãy khúc. 
 2. Nếu lực tập trung đặt tại giữa dầm (a =b= l/2) thì  lực cắt lớn nhất: 

                                       Qmax = 
2

P
 

             Và mômen lớn nhất tại giữa dầm (z = l/2) là : 

                                       Mmax = 
4

l
P  

- Thí dụ 4.2: Vẽ biểu đồ lực cắt Q và mômen uốn M cho dầm chịu tải trọng phân bố đều 
với cường độ phân bố q như hình 4.7a. 

- Bài giải:       a) Xác định phản lực: 
                       Ta xác định phản lực tại gối A và B của 
dầm, phản lực tại gối A là VA, phản lực tại gối B là VB. 
Hợp lực của tải trọng phân bố đều:  R = ql đặt tại chính 
giữa dầm. Viết các phương trình cân bằng tĩnh học cho 
dầm ta có: 

        0
2

qVm BA  l
ll    

2

q
V    B

l
   

       0
2

qVm AB  l
ll    

2

q
V    A

l
  

(ta dễ dàng nhận thấy phản lực VA = VB =
2

ql
 vì dầm 

chịu tải trọng đối xứng). 
 b) Phân đoạn và thiết lập biểu thức Q và M: 
          Ta thấy trong suốt chiều dài dầm, từ A đến B ngoại lực không thay đổi đột ngột do 
đó dầm chỉ có một đoạn. 
         Để xác định nội lực cho dầm ta cắt dầm tại mặt cắt 1-1 cách gối A một đoạn z, phần 
dầm bên trái mặt cắt chịu tác dụng của các ngoại lực là phản lực VA và lực phân bố đều 
trên chiều dài z có hợp lực là qz. Do đó, ta có: 

Q(z) = VA - qz = z)
2

(qz
2

q


l
q

l
 

M(z) = VAz - 
2

qz
z

2

q

2

z
zq

2


l

 

         c) Vẽ biểu đồ nội lực Q và M:                                               
      - Lực cắt Q là hàm bậc nhất theo z nên đường biểu diễn là đường thẳng    (hình 4.7b) 
được xác định bởi 2 điểm: 

        Tại z = 0 (điểm C):  Q =  
2

ql
.       Tại z = l (điểm D):  Q = 

2

ql
 .              

         - Mômen uốn M là hàm bậc hai theo z nên biểu đồ M là đường Parabol bậc 2 (hình 
4.7c). Để vẽ biểu đồ cần xác định một số điểm sau: 

    Tại z = 0 (điểm E):      M   = 0;         Tại z = 
4

l
 (điểm F):      

32

3q
M

2l
                                          

    Tại z =
2

l
 (điểm H):     

8

2qM l ;       Tại z = l.
4

3
(điểm G):     

32

3q
M

2l
    

     Tại z = l (điểm I):      M = 0.                                                  

c)

b)

M

-

Q+
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1
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     * Căn cứ vào biểu đồ Q và M. Ta nhận thấy: 

       - Tại mặt cắt chính giữa dầm (z =
2

l
) ta có lực cắt Q = 0 và mômen đạt trị số lớn nhất :                   

Mmax =
8

q 2l
 

       - Mặt cắt tại gối A và B lực cắt đạt trị số lớn nhất:       
2

q
Qmax

l
 . 

 
- Thí dụ 4.3: Vẽ biểu đồ lực cắt và mômen uốn cho dầm chịu lực tác dụng của mômen tập 

trung như hình vẽ (hình 4.8a). 
- Bài giải:     a) Xác định phản lực: 
                      Để xác định phản lực VA, VB tại gối A và 
B ta dựa vào các phương trình cân bằng tĩnh học sau: 

       mA = - VBl + m = 0      VB = 
l

m
. 

       mB = - VAl + m = 0      VA = 
l

m
.      

       b) Phân đoạn và viết biểu thức nội lực cho các 
đoạn: 

      -Ta chia dầm làm hai đoạn AC và CB (điểm C là 
ranh giới giữa hai đoạn) vì tại C có mômen tập trung:      Hình 4.9                                          
      + Biểu thức nội lực Q, M cho đoạn AC:                   
         Cắt dầm tại mặt cắt 1-1 cách gối A một đoạn z1, 
xét phần dầm bên trái mặt cắt ta có: 

                Q(z1) = VA = 
l

m
;                  M(z1) =VAxz1 = 

l
1zm

.  

Mặt cắt 1-1 thay đổi từ A đến C, hay là hoành độ z1 biến thiên: 0  z1  a. 
      + Biểu thức nội lực Q, M cho đoạn CB: cắt dầm tại mặt cắt 2-2 cách gối          B một 
khoảng z2 (hình 4.8a), xét dầm bên phải mặt cắt ta có: 

                 Q(z2) = VB =
l

m
;                  M(z2) = -VB xz2 = - 

l
2zm

 

Hoành độ z2 của mặt cắt di chuyển từ B đến C nghĩa là 0  z2  b. 
       c) Vẽ biểu đồ nội lực: 
 Từ các biểu thức nội lực của hai đoạn ta thấy: trong hai đoạn AC và CB, lực cắt Q 
là hằng số, biểu đồ là đường thẳng song song với trục chuẩn (hình 4.9b) với tung độ bằng 

l

m
. Biểu đồ mômen trong từng đoạn là hàm bậc nhất theo z. Biểu đồ M là đường xiên cụ 

thể là: 
       Khi z1 = 0 (tại điểm A):                    M = 0.  

       Khi z1 = a (tại bên trái điểm C):        M =
l

ma
. 

Khi z2 = 0 (tại điểm B):                     M = 0. 

Khi z2 = b (tại bên trái điểm C):        M = -
l

mb
. 

Biểu đồ được vẽ trên hình 4.8c. Nhìn vào biểu đồ Q, M ta thấy: 

       + Lực cắt lớn nhất:  Qmax =
l

m
.                     

       +Trị số mômen uốn lớn nhất:   
l

ma
maxM   nếu a > b.       
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* Chú ý:  Ở mặt cắt có mômen tập trung biểu đồ mômen có bước nhảy. Nếu xét từ trái qua 
phải gặp mômen quay thuận chiều kim đồng hồ thì bước nhảy đi hướng xuống và ngược 
lại. Nếu xét từ phải qua trái thì ngược lại. Trị số tuyệt đối của bước nhảy đúng bằng trị số 
mômen tập trung. Nhưng tại mặt cắt có mômen tập trung biểu đồ lực cắt không có gì thay 
đổi.                   
 
- Ví dụ 4.4: Vẽ biểu đồ nội lực Q, M cho dầm chịu tác dụng của lực phân bố như hình vẽ 

(hình 4.9a).  
- Bài giải:   a) Xác định phản lực: 
                    Để xác định phản lực ta thay thế lực 

phân bố tam giác bằng hợp lực R = 
2

ql
 đặt tại trọng 

tâm C của tam giác. Từ phương trình cân bằng, ta có: 

    mA = 0
3

2

2

q
VB 

ll
l      

3
q

VB
l .          

    mB = 0
32

q
V- A 

ll
l      

6
q

VA
l .          

b) Phân đoạn và lập biểu thức nội lực Q, M:                  
      Ở đây dầm chỉ có một đoạn, để tìm nội lực tại 
mặt cắt bất kỳ ta cắt dầm tại mặt cắt  cách A một 
đoạn z. Phần dầm bên trái mặt cắt chịu tác dụng của 
các ngoại lực là phản lực VA và hợp lực của lực phân 
bố trong đoạn z có trị số bằng diện tích tam giác All 
(hình 4.10b) đi qua trọng tâm tam giác đó. Nội lực tại 
mặt cắt 1-1 là:   

                                  Q(z) = 
2

z
qV zA      và    M(z) = 

3

z

2

z
qzV zA   

Cường độ của lực phân bố q(z), biến thiên bậc nhất theo z ta có thể tính q(z) dựa vào tam 

giác đồng dạng:          
ll

qz
q       

z

q

q
z

z   

Thay trị số q(z) vào biểu thức Q và M ta được: 

                                  )z(0    

z
6

q
z

6

q
M

2

qz

6

q
Q

3
z

2

z

l

l

l
l

l















 

c) Vẽ biểu đồ Q và M:   
           Từ biểu đồ nội lực trên ta thấy biểu đồ Q là  hàm bậc 2 và biểu đồ M là hàm  bậc 3 
theo z. Để vẽ ta dựa vào một số điểm: 

       Khi z = 0 (tại A) thì:    Q =
6

ql
;    M = 0. 

       Khi z = 
2

l
  thì:             

24

q
Q

l
 ;            M = 0,025ql2 

       Khi z = 
3

3
l  thì:           Q = 0;              M = 0,0641ql2 

       Khi z =1 thì:                 
3

q
Q

l
 ;           M = 0. 
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Biểu đồ Q và M được vẽ trên hình 4.9c,d.                    

Hoành độ z = 
3

3
l  ứng với mặt cắt Q = 0 và mômen uốn M đạt cực đại.                            

Hoành độ được xác định như sau: 

           0
2

qz

6

q

dz

dM 2


l

l
          z = 

3

3
l  có Q = 0. 

Như vậy mômen uốn lớn nhất:   Mmax = 2

)
3

3
(z

0,0641qM l
l
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 Tại mặt cắt z = 
3

3
l có Q = 0 

  Tại mặt cắt z = 
2

l
 (giữa dầm) mômen uốn:     2

)
2

(z
0,0625qM ll 


 

Trị số mômen uốn này chỉ kém trị số cực đại là 2,4%. Do đó để tiện cho việc tính toán, ta 
có thể coi mặt cắt giữa dầm có giá trị mômen lớn nhất và bằng 0,0625q/l2. 
 
- Thí dụ 4.5: Vẽ biểu đồ lực cắt Q và mômen uốn M của dầm côngxon chịu tải trọng phân 

bố đều dọc theo trục dầm (hình 4.10a). 
- Bài giải:     Dùng mặt cắt 1-1 cách mút tự do một đoạn z (hình 4.10a) xét phần dầm bên 

trái mặt cắt, nội lực trên mặt cắt là: 
             Q(z) = -qz;  

             M(z) = 
2

qz

2

z
qz

2

  với ( 0  z  l ).                                              

Nhìn vào biểu thức nội lực ta thấy: lực cắt Q là hàm 
bậc nhất theo z còn mômen uốn M là hàm bậc 2 theo z. 
Ta đi tính trị số Q và M tại các mặt cắt sau: 
           Khi z = 0         Q = 0;       M = 0.  

           Khi z = 
2

l
        

2

q
Q

l
 ;  

8

q
M

2l
 .      

             Khi z = l      Q = - ql ;  M = - ql2/2 .                                  
Biểu đồ Q và M được vẽ trên hình 4.10b,c.  
Tại mặt cắt ngàm có nội lực lớn nhất:    lqQmax  ;     

2

q
M

2

max

l
 . 

       Từ bài toán này rút ra nhận xét: Khi vẽ biểu đồ Q và M của dầm côngxon ta không cần 
xác định phản lực mà xét từ phía đầu tự do vào.  
                             
4.3. Định lý Giurapxki và ứng dụng của nó 
            Trong một dầm chịu uốn, giữa lực cắt Q, mômen uốn M và cường độ tải trọng phân 
bố q có một mối liên hệ toán học. Ta sẽ nghiên cứu mối liên hệ đó:  
 
4.3.1 Định lý   
     Cho một dầm đặt trên hai gối A và B, chịu tải 
trọng bất kỳ như  hình 4.11a. 
Ta qui ước cường độ tải trọng phân bố q(z) sẽ có 
dấu dương nếu nó hướng từ dưới lên trên và có dấu 
âm trong trường hợp ngược lại. Trên hình 4.11a giả 
thiết q(z) hướng lên. Trong đoạn dầm chịu lực phân 
bố, xét hai mặt cắt bất kỳ 1-1 và 2-2 cách gối A một 
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đoạn là z và (z + dz). Ta tách đoạn dz ra khỏi dầm (hình 4.11b). Trên mặt cắt 1-1 có nội 
lực là Q, M; trên mặt cắt 2-2 có nội lực là Q + dQ và M + dM. Vì đoạn dầm dz rất ngắn ta 
có thể xem q(z) phân bố đều trên dz và có hợp lực q(z)dz Gọi y là trục thẳng đứng, viết 
phương trình cân bằng cho đoạn thanh này, ta được:   
               y = Q - (Q + dQ) + q(z)dz  = 0                                                                                              

                0
2

dz
dQ)(Q

2

dz
QdM)(MMm0  

Từ phương trình thứ nhất ta rút ra được:         (z)q
dz

dQ
                   (4.1) 

Từ phương trình thứ hai, sau khi bỏ qua lượng VCB bậc hai: 
2

dz
dQ , ta được: 

                                                                        Q
dz

dM
                                   (4.2) 

Từ (4.1) và  (4.2) ta suy ra được:                     q(z)
dz

dM
2

2

                              (4.3) 

         Các công thức (4.1), (4.2) và (4.3) có một ý nghĩa rất quan trọng, đó cũng là các công 
thức biểu thị nội dung định lý Giurapxki. Định lý Giurapxki phát biểu như sau: 
     - Đạo hàm cấp một đối với z của lực cắt Q tại một mặt cắt nào đó bằng cường độ của 

tải trọng phân bố:               (z)q
dz

dQ
  

     - Đạo hàm cấp một đối với z của mômen uốn M tại một mặt cắt nào đó bằng lực cắt Q 

tại mặt cắt đó:                Q
dz

dM
  

     - Đạo hàm cấp hai đối với z của mômen uốn M tại một mặt cắt nào đó bằng  cường độ 

tải trọng phân bố q(z) tại mặt cắt đó:          q(z)
dz

dM
2

2

  

4.3.2. Ứng dụng của định lý 
           Các liên hệ nêu trên giữ một vai trò quan trọng trong việc vẽ và kiểm tra các biểu 
đồ Q và M. Thực vậy, dựa vào các liên hệ trên ta có thể phát biểu một số tính chất quan 
trọng sau: 

      a) Nếu trên một đoạn dầm không có tải trọng phân bố [q(z) = 0] nghĩa là 0
dz

dQ
 ; 

0
dz

dM
2

2

  thì lực cắt Q sẽ là một hằng số và môn men uốn M sẽ là một hàm bậc nhất trong 

đoạn đó. Do đó biểu đồ Q là đường thẳng song song với trục chuẩn và biểu đồ mômen sẽ 
là đường thẳng xiên so với trục chuẩn. Ví dụ như  biểu đồ ở (hình 4.6c,d). Trong trường 
hợp đăc biệt, nếu Q = 0 thì M là hằng số và biểu đồ M là đường thẳng song song với trục 
chuẩn. 

       b) Nếu trên đoạn dầm có lực phân bố đều [q(z) = const], thì trong đoạn đó, lực cắt sẽ là 
hàm bậc nhất, còn mômen uốn M sẽ là hàm bậc hai. Do đó, biểu đồ Q là đường thẳng xiên, 
biểu đồ M là một Parabol bậc hai. Ví dụ như biểu đồ ở (hình 4.7b,c). 
Trong trường hợp này, tại mặt cắt có Q = 0 thì M sẽ qua cực trị. Nếu Q đổi dấu từ dương 
sang âm, M sẽ qua cực đại và nếu Q đổi dấu từ âm sang dương, M sẽ qua cực tiểu. 
         c) Nếu trên đoạn dầm có lực phân bố theo đường bậc nhất, thì lực cắt Q là hàm bậc 
hai, mômen uốn M là hàm bậc ba (hình 4.9). Tại mặt cắt có q =0 thì Q qua cực trị và M 
qua điểm uốn. Tại mặt cắt có Q = 0 thì M qua cực trị. 
 



 

 

4.4. Vẽ biểu đồ nội lực Q và M bằng phương pháp nhận xét và phương pháp 
cộng tác dụng   

 

4.4.1 Vẽ  biểu đồ Q và M bằng phương pháp nhận xét 
         Khi vẽ biểu đồ nội lực, người ta làm theo các bước đã nói trong phần 4.2. Tức là sau 
khi xác định phản lực, lập biểu thức Q(z), M(z) và căn cứ vào đó để vẽ biểu đồ. Tuy nhiên, 
có thể dựa vào các nhận xét rút ra ở các ví dụ trong 4.2 và dựa vào các tính chất đã nói ở 
trong 4.3 (định lý Giurapxki) để tìm ra phương pháp vẽ biểu đồ Q, M nhanh nhất. Đó là 
phương pháp vẽ biểu đồ Q, M theo những điểm đặc biệt (còn gọi là phương pháp vẽ 
nhanh). Sau đây, ta sẽ trình bày cụ thể phương pháp đó. 
     Muốn vẽ biểu đồ Q, M theo những điểm đặc biệt, ta  cần theo các quy tắc sau đây:  vẽ 
biểu đồ từ nút trái sang nút phải của dầm, đường biểu diễn bao giờ cũng xuất phát từ trục 
chuẩn (trục hoành) và cuối cùng cũng trở về trục chuẩn. 
 1. Khi vẽ biểu đồ Q: 
 - Tại mặt cắt có lực tập trung thì biểu đồ Q có bước nhảy. Trị số tuyệt đối của bước 
nhảy bằng trị số của lực tập trung, hướng của bước nhảy trùng với hướng của lực tập trung. 
 - Tại mặt cắt có mômen tập trung biểu đồ Q không có gì thay đổi. 
 - Nếu trên đoạn dầm không có lực phân bố (q = 0) thì biểu đồ Q là một đường 
thẳng song song với trục z (trục chuẩn) trong đoạn đó. 
 - Nếu trên đoạn dầm có lực phân bố đều (q = hằng số) thì biểu đồ Q là một đường 
thẳng xiên theo hướng tải trọng q trong đoạn đó. Trị số lực cắt Q trong đoạn đó sẽ biến đổi, 
lượng biến đổi của lực cắt giữa hai mặt cắt bất kỳ bằng hợp lực của tải trọng phân bố trong 
đoạn dầm giới hạn bởi hai mặt cắt đó. Ví dụ, ở hình 4.12: trong đoạn dầm chịu tải trọng 
phân bố đều hướng xuống nên biểu đồ Q là đường thẳng xiên hướng xuống (kể từ trái sang 
phải) lượng biến đổi của lực cắt Q giữa hai mặt cắt cuối và đầu đoạn a là: 
                                      qaQQ 12    

Lượng biến đổi lực cắt trong đoạn b là:               qbQ0 1    

         Do đó:                   
q

Q
b 1                                                                    (4.4) 

Hoặc ta có thể tính giá trị lực cắt theo công thức:       Qph = Qtr + Fq             (*)  
         Trong đó:   Qph, Qtr – lực cắt bên phải và bên trái đoạn đang xét. 
                            Fq          - diện tích tải trọng phân bố trong đoạn đang xét. Dấu của Fq 
được quy định như sau:   Fq > 0 khi lực phân bố hướng lên trên và ngược lại Fq < 0 khi lực 
phân bố hướng xuống dưới. 
* Chú ý: Tại vị trí có lực tập trung cần tính Qph và Qtr ở điểm đó. 
          2. Khi vẽ biểu đồ mômen: 
     Để vẽ biểu đồ mômen ta tính trị số mômen uốn M tại các 
mặt cắt giới hạn những đoạn dầm mà ta đã phân chia để vẽ 
biểu đồ nội lực. Riêng vị trí có mômen tập trung thì cần tính 
mômen M tại hai mặt cắt bên trái và bên phải vị trí đó. Ngoài 
ra cần có những chú ý sau: 
       - Tại mặt cắt có lực tập trung biểu đồ mômen M bị gãy 
khúc. 
       - Tại mặt cắt có mômen tập trung biểu đồ mômen M có 
bước nhảy. Trị số  tuyệt đối của bước nhảy bằng trị số của 
mômen tập trung. Hướng bước nhảy sẽ đi xuống nếu mômen 
tập trung quay thuận chiều kim đồng hồ và hướng bước nhảy 
đi lên trong trường hợp ngược lại.                   
        - Trong đoạn dầm không có lực phân bố (q = 0) biểu đồ 
M là đường thẳng nằm ngang (nếu Q = 0) hoặc đường thẳng xiên (nếu Q  0). 
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        - Trong đoạn dầm có lực phân bố đều (q = const) biểu đồ M là một đường Parabol bậc 
hai. Đường cong này sẽ lồi về phía dưới nếu q hướng xuống dưới và ngược lại. Điểm cực 
trị của Parabol ứng với điểm mà biểu đồ Q cắt trục hoành, tức là với mặt cắt có Q = 0 (hình 
4.12c) và có vị trí xác định bởi biểu thức (4.4).  
         Ở đây, ta có thể nêu ra cách tính trị số mômen M tại các mặt cắt giới hạn các đoạn 
dầm mà ta đã phân chia theo cách sau: 
      + Trị số mômen uốn M tại một mặt cắt nào đó sẽ bằng tổng diện tích biểu đồ Q ở về 
một phía của mặt cắt, cộng hoặc trừ  mômen tập trung (nếu có): 
                                    M = FQ ± mo 
       + Nếu lấy diện tích biểu đồ Q ở về phía trái mặt cắt thì dấu của mômen cùng dấu với 
lực cắt, nếu lấy diện tích biểu đồ Q ở về phải mặt cắt thì dấu của mômen ngược dấu với lực 
cắt. 
 Cộng với mômen tập trung nếu mômen tập trung quay thuận chiều kim đồng hồ, 
trừ đi mômen tập trung trong trường hợp ngược lại. 
Hoặc ta có thể tính giá trị mômen theo công thức:       Mph = Mtr + FQ          (**)  
         Trong đó:   Mph, Mtr – mômen ở bên phải và bên trái đoạn đang xét. 
                            FQ  - diện tích biểu đồ lực cắt trong đoạn đang xét. Dấu của FQ được lấy 

theo dấu biểu đồ lực cắt. 
* Chú ý: Tại vị trí có mômen tập trung cần tính Mph và Mtr ở điểm đó. 
Sau đây là ví dụ để làm sáng tỏ các vấn đề đã nêu ở trên. 
 
- Ví dụ 4.6: Cho một dầm chịu tác dụng của tải trọng như hình vẽ (4.13a). Vẽ biểu đồ nội 
lực Q, M theo các điểm đặc biệt. Biết q = 10 kN/m, mo = qa2 = 40 kNm, khoảng cách AC = 
2a, CB = a; với a = 2m. 
- Giải:          a) Xác  định phản lực:  
                         Từ điều kiện cân bằng của dầm AB, ta 
dễ dàng tìm được phản lực VA,VB:  

        mA = 03aVm
2

2a
2qa B0   

          VB = kN 20qa
3a

qa2a 22




  

       mB = 03aVma
2a

2a
2qa A0 






   

        VA = kN 20qa
3a

qa4qa

3a

m4qa 22
0

2







 

b) Phân đoạn và vẽ biểu đồ nội lực Q, M cho từng 
đoạn: 
Trong trường hợp này ta phân dầm thành hai đoạn AC 
và CB. Để vẽ biểu đồ Q, M kẻ các trục chuẩn song song với trục thanh z, hạ các đường 
gióng phân chia ranh giới các đoạn.                                                      
          - Vẽ biểu đồ Q: 
 Ta vẽ từ nút trái sang nút phải của dầm. Ta thấy tại A có lực tập trung là phản lực 
VA hướng lên trên, nên từ A trên trục chuẩn (trục hoành) ta dựng đoạn  AA1 hướng từ dưới 
lên. Độ lớn AA1 biểu thị lực cắt Q tại mặt cắt A và có giá trị bằng VA = 20 kN. Trong đoạn 
AC dầm chịu tải trọng phân bố đều hướng xuống nên biểu đồ Q là đường thẳng xiên A1C1 
hướng xuống.Vì hợp lực của lực phân bố trong đoạn AC là 104 = 40 kN mà tung độ của 
điểm A1 là 20 kN nên tung độ của C1 là 20 kN. Tại điểm C có mômen tập trung mo nhưng 
biểu đồ Q không thay đổi vì mômen tập trung không ảnh hưởng tới biểu đồ lực cắt. 
 Trong đoạn CB không có tải trọng phân bố nên biểu đồ Q là đoạn thẳng C1B1 song 
song với trục chuẩn. Tại B dầm chịu lực tập trung là phản lực VB = 20 kN hướng lên trên 
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nên biểu đồ Q có bước nhảy từ dưới lên trên là đoạn B1B  và B1B = 20 kN. Biểu đồ Q trên 
hình 4.13b. 
        - Vẽ biểu đồ M: 
         + Trong đoạn AC biểu đồ M là Parabol bậc 2 lồi về phía dưới. Ta tính trị số mômen 
uốn trong đoạn này. 
Tại mặt cắt A:  mA = 0 ta có điểm A với tung độ bằng 0 trên biểu đồ M. 

Tại mặt cắt E biểu đồ M cực đại vì tại điểm đó có Q = 0. Theo (4.4) ta tính được 

chiều dài đoạn b:  2m
10

20
b  .Vậy trị số mô men tại E là:          

                          .kNm 20220
2

1
M E   

Ta lấy diện tích biểu đồ Q bên trái E, lực cắt Q có dấu dương nên mômen ME mang dấu 
dương trị số ME đúng bằng diện tích tam giác AA1E. Tung độ EE1 = 20 kNm đặt dưới trục 
chuẩn. Độ lớn EE1 biểu thị mômen ở mặt cắt E. 
Tại mặt cắt sát bên trái điểm C ta có: 

                                    Mc
tr = 0220

2

1
220

2

1
  

(Mc
tr= diện tích tam giác AA1E = diện tích tam giác EC1C ). Ta có điểm Cz với tung độ 

bằng 0 trên biểu đồ M. Với 3 điểm đặc biệt A, E1 và C2 ta cũng đủ để vẽ đường Parapol 
bậc 2 biểu diễn đồ thị M trong đoạn AC. 
          + Trong đoạn CB: tại mặt cắt sát bên phải C có mômen tập trung mo = 40 kNm quay 
thuận chiều kim đồng hồ, do đó biểu đồ M có bước nhảy từ trên xuống, trị số tuyệt đối của 
bước nhảy đúng bằng 40 kNm, độ lớn C2C3 biểu thị cho bước nhảy của mo và bằng: 

                                        Mc
ph = kNm 4040220

2

1
220

2

1
  

 Tại mặt cắt B có mômen MB = 0. Điểm B ứng với tung độ bằng 0 trên biểu đồ M. 
Nối C3 với B bằng đường thẳng ta được biểu đồ M trong đoạn CB. Biểu đồ M như trên 
hình 4.13c. 
 
4.4.2. Vẽ biểu đồ Q, M bằng phương pháp cộng tác dụng 
   Khi dầm chịu tác dụng của nhiều tải trọng, nếu dùng phương pháp như đã nêu ở 
trên, ta hoàn toàn vẽ được biểu đồ nội lực cho dầm. Nhưng trong trường hợp này, nếu ta 
dùng phương pháp cộng tác dụng thì việc vẽ biểu đồ sẽ đơn giản hơn. Ta hãy xét một thí 
dụ sau đây: 
 
- Thí dụ 4.7: Vẽ biểu đồ nội lực cho dầm chịu tải trọng như hình 4.15a. 
 

- Bài giải:  Ta có thể coi tác dụng của lực    phân bố và lực tập trung đối với dầm (hình 
4.14a) bằng tổng các tác dụng riêng biệt của lực phân bố (hình 4.14b) và lực tập trung 
(hình 4.14c) đối với dầm đó. 
     - Đối với dầm chịu lực phân bố đều ta đã vẽ biểu đồ nội lực ở thí dụ 4.2 (hình 4.7b, c).  



 

 

     - Đối với  dầm chịu lực tập trung ta đã vẽ được 
biểu đồ nội lực ở thí dụ 4.1 (hình 4.6c,d). Để có được 
tung độ của biểu đồ nội lực (Q hoặc M) của dầm hình 
4.14a ta cộng đại số các tung độ tương ứng của biểu 
đồ nội lực của dầm hình 4.14b và 4.14c. Đó là nội 
dung của phương pháp cộng tác dụng. Do đó, ta cộng 
biểu đồ ở hình 4.7b với biểu đồ ở hình 4.6c, ta được 
biểu đồ lực cắt Q của dầm đã cho (hình 4.14d). Với 
biểu đồ mômen uốn M ta cũng làm tương tự như vậy. 
Cộng biểu đồ ở hình 4.7c với biểu đồ ở hình 4.6d ta 
sẽ được biểu đồ mômen uốn M của dầm cho trên 
hình 4.14e. Như vậy lực cắt Q lớn nhất phát sinh tại 
mặt cắt ở hai đầu dầm: 

                      
2

.

2max

lqP
Q    

Và mômen uốn lớn nhất phát sinh tại mặt cắt giữa 
nhịp: 

                      
8

q

4

P
M

2

max

ll
  

 

- Thí dụ 4.8: Xác định nội lực lớn nhất Mmax, Qmax trong dầm chịu lực phân bố ở hình 
4.16a. 

- Bài giải:    Đối với tác dụng của lực phân bố hình thang (hình 4.15a) ta có thể xem bằng 
tổng tác dụng của lực phân bố đều (hình 4.15b) với lực phân bố tam giác (hình 4.15c). Với 
mỗi loại dầm đó, ta đã vẽ được biểu đồ nội lực ở thí dụ 4.2 và thí dụ 4.4 
        - Với dầm chịu lực phân bố đều mặt cắt có lực cắt lớn nhất tại hai đầu dầm: 

                          QA = QB  = 
2

ql
 

Và mặt cắt có mômen lớn nhất tại giữa nhịp:  

                          Mmax =
8

q 2l
 

        - Với dầm chịu lực phân bố tam giác mặt cắt có 
lực cắt lớn nhất tại gối B: 

                          QB  = 
3

ql
  

Và mặt cắt có mômen lớn nhất tại giữa nhịp:      Mmax 

16

q 2l
  

Do đó dùng phương pháp cộng tác dụng ta thấy với dầm chịu lực phân bố hình thang mặt 

cắt có lực cắt lớn nhất tại gối B:          Qmax = l
ll

q
6

5

3

q

2

q
  

Và mômen uốn phát sinh tại mặt cắt giữa nhịp: 

M = 
16

3q

16

q

8

q 222 lll
  

 
4.5. Ứng suất pháp trên mặt cắt ngang của dầm 
chịu uốn phẳng 
 
4.5.1. Khái niệm về uốn thuần tuý           
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         Ta nghiên cứu một dầm chịu tải trọng như hình vẽ (hình 4.16a). Sau khi vẽ biểu đồ 
lực cắt Q(z) và mômen uốn M(z), ta thấy giá trị lực cắt và mômen uốn tại một mặt cắt bất 
kỳ trong đoạn CD là: 
                                    Q(z) = 0 
                                    M(z) = P a = const. 
 Nếu trong một đoạn dầm lực cắt bằng không và mômen uốn bằng hằng số thì người 
ta nói đoạn dầm đó chịu uốn thuần tuý. 
Như vậy: Dầm chịu uốn thuần tuý phẳng khi trên mọi mặt cắt ngang của dầm lực cắt bằng 
không còn mômen uốn là một hằng số. 
Vậy đoạn dầm CD chịu uốn thuần tuý.                
 

4.5.2. Ứng suất trong dầm chịu uốn thuần tuý. 
a) Quan sát biến dạng:  
        Để tiện cho việc quan sát biến dạng ta xét một đoạn thanh thẳng chịu uốn hình  chữ 
nhật nằm giữa hai mặt cắt 1-1 và 2-2 (hình 4.17a). Ở mặt bên của thanh vẽ những đường 
thẳng song song với trục thanh biểu thị cho những thớ dọc và những đường thẳng vuông 
góc với trục thanh biểu thị cho các mặt cắt, những đường này tạo thành những lưới ô chữ 
nhật nhỏ (hình 4.18a). Sau khi thanh bị uốn, ta thấy:   
 - Những đường thẳng đã vẽ vuông 
góc với trục thanh vẫn là đường thẳng và 
vuông góc với trục thanh bị uốn cong. 
 - Những đường thẳng đã kẻ song 
song với trục thanh trở thành những đường 
cong đồng dạng với trục thanh bị uốn 
cong. 
Từ đó, nếu giả thiết biến dạng bên trong 
thanh tương tự như những biến dạng trên 
mặt ngoài thì ta đi đến kết luận sau: 
 1. Các mặt cắt của dầm trước và 
sau khi bị uốn đều phẳng và vuông góc với 
trục dầm. 
 2. Khi dầm bị uốn, do các thớ dọc của thanh thay đổi chiều dài một cách liên tục từ 
mặt lõm đến mặt lồi của dầm, nên từ những thớ bị co dần đến những thớ bị giãn thế nào 
cũng qua một lớp thớ có chiều dài không thay đổi, lớp thớ này gọi là lớp trung hoà. Lớp 
trung hoà phân cách phần kéo vào phần nén của dầm. Giao tuyến của lớp trung hoà với 
mặt cắt là một đường thẳng vuông góc với mặt phẳng tải trọng. Giao tuyến đó gọi là đường 
trung hoà hay trục trung hoà của mặt cắt khi dầm bị uốn mặt cắt của nó sẽ quay quanh trục 
trung hoà (hình 4.18). 
   3. Vì các góc vuông của mỗi hình chữ 
nhật nhỏ kẻ trên mặt bên của dầm vẫn giữ là góc 
vuông, nên rõ ràng không phát sinh biến dạng 
trượt trên mặt cắt. Do đó trên mặt cắt của dầm 
chịu uốn thuần tuý chỉ có ứng suất pháp, không 
có ứng suất tiếp. 
b) Công thức tính ứng suất pháp tại một điểm 
bất kỳ trên mặt cắt: 
 Ta xét một phần dầm được giới hạn bởi hai mặt cắt m-m và n-n cách nhau một 
khoảng dz (hình 4.19a). Theo nhận xét về mặt cắt phẳng thì sau khi dầm chịu uốn thuần 
tuý các mặt cắt m-m và n-n vẫn phẳng nhưng xoay đi quanh các trục trung hoà tương ứng 
và hợp với nhau một góc d (hình 4.19b). Xét AB nằm trên lớp trung hoà và thớ IK cách 
lớp trung hoà một khoảng y. Sau khi dầm bị uốn, thớ trung hoà AB dù bị uốn cong với bán 
kính  vẫn không thay đổi chiều dài:  
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AB = dz = d 

Còn thớ IK trở thành ''KI và có chiều dài bằng y)dθ(ρKI ''  . Trước khi biến dạng 
chiều dài thớ IK bằng chiều dài thớ AB (hình 4.19a) nên biến dạng dài tuyệt đối của thớ IK 
là:                               
           (IK) = I’K’ - IK = ( + y)d - d                           
       (IK) = yd                                                          
Biến dạng dài tương đối của thớ IK là:     

                
ρ

y

ρdθ

ydθ

IK

Δ(IK)
ε                                                  

Theo định luật Húc, ta có:       =  E 
    Trong đó:  E là môđuyn đàn hồi khi kéo (hoặc nén) 
của vật liệu.                                     

    Nhưng:      
ρ

y
ε  , nên y

ρ

E
σ                (4.5)                                                         

Công thức (4.5) cho ta thấy ứng suất pháp tỷ lệ thuận 
với y. Hình 4.20 biểu thị sự phân bố suất pháp trên mặt 
cắt chữ nhật của dầm chịu uốn thuần tuý (với M > 0). 
Những điểm trên trục trung hoà có ứng suất  = 0. Tuy 
nhiên công thức (4.5) mới cho ta thấy sự phân bố ứng 
suất pháp trên mặt cắt, mà chưa tính được trị số  vì 
chưa biết bán kính cong . Muốn tính được trị số ứng 
suất pháp  tại một điểm bất kỳ ta cần tìm mối liên hệ giữa  và mômen uốn M. 
     Trên mặt cắt m-m, lấy giao tuyến của mặt phẳng đối 
xứng của dầm với mặt cắt làm trục y (chiều dương 
hướng từ dưới lên), lấy trục trung hoà làm trục x (vị trí 
trục này xem như chưa biết) và trục z thẳng góc với mặt 
phẳng xOy (hình 4.21b). 
     Ta lấy một vi phân diện tích dF xung quanh một điểm 
bất kỳ có khoảng cách đến hai trục là x và y. 
     Ta xem ứng suất  phân bố đều trên dF. Hợp lực sinh 
ra trên dF là dF. Vì dầm chịu uốn thuần tuý (trên mặt 
cắt chỉ có mômen uốn) nên tổng những phân tố nội lực  dF trên toàn bộ mặt cắt phải bằng 
không. 

Tức là:                                  
F

0σdF                                                              (4.6) 

Thay  theo (4.5) ta được:   
F

0ydF
ρ

E
.  

Vì 
ρ

E
 là hằng số khi lấy tích phân trên toàn bộ mặt cắt F ta có:     

F

0ydF
ρ

E
                    

Biểu thức ydF là mômen tĩnh Sx của mặt cắt đối với trục trung hoà x, nên đẳng thức  có 

dạng:                     0S
ρ

E
x  .      Ta thấy: 0

ρ

E
  nên Sx = 0.                                                 

Điều đó có nghĩa là mômen tĩnh của mặt cắt đối với trục trung hoà x bằng không. Vậy trục 
trung hoà đi qua trọng tâm của mặt cắt.Vì trục trung hoà x vuông góc với mặt  mặt phẳng 
tải trọng, tức là vuông góc với trục đối xứng y của mặt cắt nên xOy là hệ trục quán tính 
chính trung tâm của mặt cắt. 
Mặt khác phân tố nội lực xdF gây mômen uốn đối với trục x là:   

dMx = dFy. 
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Nên nội lực phân bố trên toàn bộ mặt cắt F 
sẽ gây ra: 

                     Mx = 
F

σydF                 (4.7) 

 
Thay  theo (4.5) ta được:                                                                    

                   
F

2
x dFy

ρ

E
M                (4.8) 

Mx chính là mômen uốn tại mặt cắt đang xét 
đưa các hằng số ra ngoài dấu tích phân ta có:    

                   
F

2
x dFy

ρ

E
M                (4.9) 

Vì  
F

2dFy  là mômen quán tính Jx của mặt cắt đối với trục trung hoà nên: 

                            xx J
ρ

E
M                                                                           (4.10) 

Do đó:                  
x

x

EJ

M

ρ

1
                                                                          (4.11) 

Tỷ số 
ρ

1
  gọi là độ cong của trục dầm. 

 Từ (4.11) ta thấy độ cong của dầm chịu uốn thuần tuý tỷ lệ thuận với mômen uốn 
và tỷ lệ nghịch với EJx. 
 Nếu EJx càng lớn thì độ cong càng bé, nên người ta gọi EJx là độ cứng khi uốn của 
dầm.  

Thay giá trị 
ρ

1
  ở (4.11) và (4.5) ta được:                         y

J

M
σ

x

x  

       Khi dầm chịu uốn, những điểm bất kỳ trên mặt cắt có thể nằm trong miền chịu kéo 
hoặc trong miền chịu nén, nên công thức tổng quát để xác định ứng suất cho một điểm bất 
kỳ của dầm chịu uốn thuần tuý là: 

                                         y
J

M
σ

x

x                                                            (4.12) 

 Trong công thức (4.12): 
         - Mx là trị số tuyệt đối của mômen uốn tác dụng lên mặt cắt đang xét. 
         - Jx là mômen quán tính của mặt cắt đối với trục trung hoà x. 
         - y là khoảng cách từ điểm tính  đến trục trung hoà của mặt cắt.  
Công thức lấy dấu (+) nếu điểm tính ứng suất nằm trong miền chịu kéo, lấy dấu (-) nếu 
điểm tính ứng suát nằm trong miền chịu nén. 
 Từ kết quả trên ta có thể kết luận: 
        Ứng suất pháp ở một điểm bất kỳ trên mặt cắt của dầm chịu uốn, tỷ lệ thuận với 
mômen uốn và khoảng cách từ điểm đến trục trung hoà và tỷ lệ nghịch với mômen quán 
tính của mặt cắt đối với trục trung hoà. 
c) Công thức tính ứng suất pháp lớn nhất: 
 Trước hết ta phải vẽ biểu đồ phân bố ứng suất pháp 
trên mặt cắt. Theo công thức (4.12) ứng suất pháp chỉ phụ 
thuộc y mà không phụ thuộc x (mọi điểm của mặt cắt nằm 
trên đường thẳng song song với trục trung hoà đều có ứng 
suất pháp bằng nhau) nên ta có thể vẽ biểu đồ phân bố ứng 
suất trong mặt phẳng xOy. Thí dụ với dầm mặt cắt chữ T 
nếu mômen uốn dương thì biểu đồ  biểu thị trên hình 4.22, 
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trong đó nmax là ứng suất nén lớn nhất và kmax là ứng suất kéo lớn nhất. Với mặt cắt đối 
xứng qua trục trung hoà, những điểm xa nhất về hai phía của mặt cắt đối với trục trung hoà 
bằng nhau nên khi tính ứng suất pháp nén lớn nhất nmax và ứng suất pháp kéo lớn nhất 
kmax ta chỉ dùng một trị số ymax. 

Vậy:                                            max
x

x
(k,.n)max y

J

M
σ   

Mà ở chương 4 ta đã biết:          x
max

x W
y

J
  

    Wx là môđuyn chống uốn của mặt cắt đối với trục x. Do đó công thức tính ứng suất lớn 
nhất kmax và nmax trên mặt cắt đối với trục trung hoà: 

                                                       (k,n) max =
x

x

W

M
  

    (Ở đây Wx là môđuyn chống uốn của mặt cắt đối với trục trung hoà x). 
    Wx càng lớn thì (k,n) max càng nhỏ chứng tỏ dầm có khả năng chống uốn lớn. 
d) Dạng mặt cắt hợp lý của dầm chịu uốn: 
     Theo biểu đồ phân bố ứng suất trên hình 4.22 ta 
thấy vật liệu càng ở gần đường trung hoà thì chịu các 
ứng suất càng nhỏ, vật liệu ở xa đường trung hoà thì 
chịu ứng suất lớn. Cho nên cần đưa phần lớn vật liệu 
của mặt cắt ra xa đường trung hoà để tăng thêm cường 
độ của phần mặt cắt chịu ứng suất lớn, còn đối với 
phần mặt cắt bao quanh đường trung hoà thì chỉ nên để 
ít vật liệu; làm như vậy môđuyn chống uốn Wx của 
mặt cắt sẽ tăng lên, do đó trị số (k,n) max sẽ giảm 
xuống. 
      Ngoài ra ta cần chú ý chọn dạng mặt cắt sao cho 
thích hợp với khả năng chịu kéo và chịu nén của vật 
liệu. Đối với vật liệu có khả năng chịu kéo và chịu nén 
như nhau thì dạng mặt cắt sẽ hợp lý nếu nó có kmax = 
nmax. Do đó dạng mặt cắt hợp lý là hình chữ I, chữ I 
có đường trung hoà x là trục đối xứng (hình 4.23a). Đối với vật liệu mà khả năng chịu nén 
thì dạng mặt cắt hợp lý nếu có kmax  nhỏ hơn nmax. Do đó dạng mặt cắt hợp lý là dạng 
mặt cắt không đối xứng qua đường trung hoà x, đó là hình chữ I không đối xứng hoặc chữ 
T... (hình 4.23b). 
Với các mặt cắt chữ I của thép hình thì trị số Wx được ghi trong các bảng (xem phụ lục). 
 
4.5.3. Công thức tính ứng suất tại một điểm 

bất kỳ trên mặt cắt của dầm chịu uốn 
ngang 

       Trong thực tế, dầm ít khi chịu uốn thuần tuý 
mà thường trên mặt cắt của dầm có cả mômen và 
lực cắt (M  0, Q  0) khi đó ta nói dầm chịu uốn 
ngang. 
     Trong trường hợp này, những đường thẳng kẻ 
vuông góc với trục thanh trước khi biến dạng (hình 
4.24a) thì sau khi biến dạng không còn thẳng và 
vuông góc với trục thanh nữa (hình 4.24b). Điều đó 
chứng tỏ các mặt cắt không cong phẳng mà đã bị 
vênh đi và góc vuông của các hình chữ nhật nhỏ kẻ trên mặt bên không còn vuông nữa 
(dấu hiệu của sự xuất hiện ứng suất ). Như vậy, tại một điểm bất kỳ trên mặt cắt của dầm 
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chịu uốn ngang vừa phát sinh ứng suất pháp vừa phát sinh ứng suất tiếp. Tuy vậy, để xác 
định ứng suất pháp tại một điểm bất kỳ trên mặt cắt ta vẫn có thể dùng công thức (4.12):                        

                                                 y
J

M
σ

x

x  

5.6. Ứng suất tiếp trong dầm chịu uốn ngang phẳng. 
 
       Như đã nêu ở trên, trên mặt cắt của dầm chịu uốn ngang phẳng luôn 
luôn phát sinh đồng thời hai loại ứng suất pháp  và ứng suất tiếp , ở 
đây chúng ta cũng nghiên cứu điểm  bất kỳ trên mặt cắt. Để nghiên cứu 
về ứng suất tiếp ta cần nắm được nội dung của luật đối ứng (song sinh) 
của ứng suất tiếp, đó là: 
     Nếu trên mặt bên của một phân tố có ứng suất tiếp  thì trên mặt bên 
vuông góc với phương của ứng suất tiếp đó cũng phát sinh ứng suất tiếp 
có cùng trị số và có chiều cùng hướng vào hoặc cùng hướng ra cạnh chung ấy. Theo định 
luật này, nếu trên mặt cắt ngang của dầm phát sinh ứng suất tiếp  thì trên mặt cắt song 
song với lớp trung hoà cũng phát sinh ứng suất tiếp  (hình 5.25).  
Ta cũng có thể làm thí  nghiệm sau đây để chứng minh sự suất hiện của  trên mặt cắt. Lấy 
một dầm mặt cắt chữ nhật đặt trên hai gối và chịu 
lực như hình (4.26a). Ta cắt dầm  theo một lớp AB 
song song với lớp trung hoà chia dầm thành hai 
phần  I và II sau đó cho lực tác dụng, nếu giữa hai 
phần dầm không có ma sát thì mỗi phần dầm đều 
làm việc một cách riêng biệt (hình 4.26b): thớ trên 
bị co, thớ dưới bị giãn. Do đó có sự trượt tương đối 
giữa mặt dưới của phần dầm I và mặt trên của phần 
dầm II và mặt cắt ở mỗi đầu nút dầm sẽ lệch nhau. 
Nếu ta không cắt dầm như trên thì dưới tác dụng của 
lực P, sẽ không có sự trượt tương đối tại lớp AB và mặt cắt ở mỗi đầu mút dầm sẽ không 
lệch nhau (hình 4.26b). Điều đó chứng tỏ trên mặt cắt song song với lớp trung hoà có 
những ứng suất tiếp làm  cản trở  sự trượt giữa phần trên và phần dưới của dầm. Như vậy 
theo luật đối ứng của ứng suất tiếp, trên mặt cắt thẳng góc với trục thanh cũng có ứng suất 
tiếp. 
 
4.6.1. Công thức tính ứng suất tiếp  (công thức D.I Giurapxki)               

           Xét một dầm mặt cắt chữ nhật hẹp (b 
2

h
 ) chịu uốn ngang phẳng như hình vẽ 

(4.27a). Ta hãy xác định ứng suất  tại điểm C cách trục trung hoà một khoảng y (hình 4. 
27b) thuộc mặt cắt 1-1 của dầm ch gối của bên 
trái một  khoảng là z (hình 4.27a). Dùng mặt cắt 
1-1 và 2-2 thẳng góc với trục dầm và cách nhau 
một khoảng rất nhỏ dz và mặt cắt 3-3 đi qua điểm 
C song song với lớp trung hoà ta tách rời phần 
dầm abcdghik để xét (hình 4.28b). Do sự biến 
thiên của mômen uốn (hình 4.28c) nên tại mặt  
cắt 1-1 và 2-2 có các mômen uốn M1 và M2 (hình 
4.28a). Trên mặt cắt acki và bdgh, lần lượt có các 
ứng suất 1 và 2.  
Tính theo công thức (4.12):   
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M
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     Trong đó:   M1 và M2  -  mômen uốn tại   mặt cắt 1-1 và 2-2. 
       y* - khoảng cách từ một điểm bất kỳ trên các mặt cắt acki và bdgh      đến trục trung 

hoà x. 
Gọi hợp lực của ứng suất pháp 1 và 2 trên mỗi mặt cắt ackl và bdgh tương ứng là N1 và 
N2 ta tính được: 

                                 
cF

11 dFσN ;                    
cF

22 dFσN                            (4.14) 

Trong đó Fc là diện tích phần bị cắt acki và bdgh của mặt cắt ngang. Thay  1 và 2 bằng 
các biểu thức của nó ở trên ta được: 

                                  

cF x

1
1 dFy

J

M
N ;            

cF x

2
2 dFy
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M
N     (4.15) 

Vì các tỷ số 
xJ

M
 là không đổi tại mỗi mặt cắt và tích phân  

cF

C
xSydF là mômen tĩnh của 

phần bị cắt của mặt cắt đối với trục trung hoà x nên: 
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Trên biểu đồ M ta thấy M2 > M1 nên N2> N1. Để cho phần tách ra abcdghik được cân bằng: 
trên mặt cắt dọc trục cdkg sẽ phát sinh ứng suất tiếp  cùng chiều với N1. Do đó theo luật 
đối ứng của ứng suất tiếp, trên mỗi điểm của các đoạn ck và dg thuộc các mặt cắt ngang 
ackl và bdgh cũng có ứng suất tiếp  
có cùng trị số và có chiều như trên 
hình 4.28b. 
      Ta giả thiết ứng suất tiếp phân bố 
đều trên chiều rộng b của mặt cắt. Như 
vậy hợp lực T của các ứng suất tiếp  
trên mặt cắt dọc cdkg bằng: 
                                          T = bdz                                                         
(4.17) 
       Xét điều kiện cân bằng của dầm 
abcdghki. Từ phương trình cân bằng  
hình chiếu của các lực xuống phương 
trục z ta được:                                                   
         z = N1 - N2 + T = 0 

Từ đó rút ra được:               bdz = N2 - N1 = C
x

x

12 S
J

MM 
                (4.18) 

Vì mặt cắt 1-1 và 2-2 rất gần nhau nên: 

                                            M2 - M1 = dM  và  bdz = C
x

x

S
J

dM
 

Hay:                                         
x

C
x

bJ

S
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dM
τ     (4.19) 

Theo định lý Giurapxki thì:        Q
dz

dM
  

Nên:                                           =
x

C
x

bJ

QS
                                                      (4.20) 

Trong đó: 
     Q-  giá trị tuyệt đối của lực cắt tại mặt cắt chứa điểm tính ứng suất. 
 Jx-  mômen quán tính của toàn mặt cắt đối với trục trung hoà x. 
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          Sx
c- trị số tuyệt đối của mômen tĩnh đối với trục trung hoà x của phần diện tích của 

mặt cắt ở phía trên (hay dưới) đường thẳng song song với trục trung hoà và đi 
qua điểm cần tìm ứng suất. 

 b - chiều rộng của mặt cắt tại điểm tính ứng suất. 
Công thức (4.20) gọi là công thức Giurapxki, nó dùng để tính ứng suất tiếp đối với những 
mặt cắt có hình dạng bất kỳ. 
 Công thức Giurapxki phát biểu: “Ttrị số ứng suất tiếp  tại môt điểm bất kỳ trên 
mặt cắt của dầm tỷ lệ thuận với lực cắt và mômen tĩnh của phần diện tích bị cắt đối với 
trục trung hoà và tỷ lệ nghịch với mômen quán tính của mặt cắt và chiều rộng của mặt cắt 
tại điểm đang xét”. 
Ứng  suất tiếp  cùng phương cùng chiều với lực cắt Q. 
 
4.6.2. Sự phân bố ứng suất tiếp trong một số loại mặt cắt 
a).Mặt cắt chữ nhật 

Ta dùng công thức (4.20) để xác định quy luật phân bố của ứng suất tiếp  trên mặt 

cắt hình chữ nhật (hình 4.29a). Đối với dầm mặt cắt HCN thì tỷ số: 
xbJ

Q
 tại mặt cắt là hằng 

số. Ta chỉ cần tính Sx
c, khi cần tìm  tại một điểm bất kỳ cách trục trung hoà một khoảng là 

y.  
Ta biết:                                  Sx

c = Fcx yc 
         Trong đó: yc là khoảng cách từ trọng tâm C của phần diện tích Fc đến trục trung hoà 

x. 
Theo hình 4.29a thì diện tích Fc (phần để trắng trên hình) bằng:   
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Thay trị số của Sx
c vào biểu thức (4.20) ta được công 

thức tính ứng suất tiếp tại một điểm bất kỳ trên mặt cắt 
chữ nhật: 

                          )4y(h
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                (4.21) 

Ta thấy  biến thiên theo đường Parabol bậc hai, dọc theo chiều cao h của mặt cắt (hình 
4.29b). Tại trục trung hoà y = 0 nên ứng suất  đạt giá trị lớn nhất: 
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Vì b x h là diện tích mặt cắt F của hình chữ nhật, nên ta viết: 
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Ở những điểm ngoài cùng của mặt cắt về hai phía của trục trung hoà 
2

h
ymax   nên ta có  

= 0. 
 

b. Mặt cắt chữ I: 
    Ta xét ứng suất tiếp trong phần bụng mặt cắt chữ I, xét 
một điểm bất kỳ a cách trục trung hoà x một khoảng y 
(hình 4.30a). 
Trị số b trong công thức (4.20) trong trường hợp này bằng 
chiều dày phần bụng: b = d = hằng số. Diện tích Fc là 
phần gạch chéo trên hình (4.30a). Ta tính Sx

c bằng cắch 
lấy mômen tĩnh của nửa mặt cắt Sx trừ đi mômen tĩnh của 
diện tích agib đối với trục x:   
                          Sx

c = Sx - Sx
agib = 

2

y
dS

2

y
ydS

2

xx   

Thay các trị số đã tính được vào công thức (4.20) ta được:      
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                                                         (4.23) 

     Vì Q, Jx là không đổi và Sx là mômen tĩnh của nửa mặt cắt chữ I, cũng là hằng số, nêu 
ứng suất tiếp  biến thiên theo một đường Parabol bậc hai dọc theo chiều cao của phần 
bụng mặt cắt chữ I (hình 4.30b). 
       Những điểm nằm trên trục trung hoà có y = 0, nên sẽ phát sinh ứng suất tiếp lớn nhất:                   

x

x
max dJ

QS
τ                                                (4.24) 

      Đối với những loại thép hình, các trị số d, Jx và Sx đều tra ở phụ lục.  

Tại những điểm thuộc chỗ tiếp giáp giữa phần cánh và phần bụng (điểm K, P) có 
2

h
y 1   

sẽ phát sinh ứng suất tiếp 1 có giá trị gần bằng max. 
 
4.7. Điều kiện cường độ và ba bài toán cơ bản 
 

4.7.1. Điều kiện cường độ ứng suất pháp 
         Như ta đã biết, mômen uốn dọc trên các mặt cắt của dầm chịu uốn ngang phẳng có trị 
số khác nhau. Nếu dầm có mặt cắt không thay đổi thì mặt cắt nguy hiểm nhất về ứng suất 
pháp cần phải kiểm tra là mặt cắt có mômen uốn lớn nhất về trị số tuyệt đối Mmax. 
a) Trường hợp dầm làm bằng vật liệu có  [k] = [n] = [], nếu: 
 * Dầm có mặt cắt đối xứng qua trục trung hoà thì điều kiện cường độ về ứng suất 

pháp là:                                  σ
W

M
σ

x

max
max                            (4.25) 

 * Dầm có mặt cắt không đối xứng qua trục trung hoà thì điều kiện cường độ về ứng 

suất pháp là:                        σ
W

M
σ

xmin

max
max                                 (4.26) 

b) Trường hợp dầm làm bằng vật liệu có [k]  [n], điều kiện cường độ của dầm bao 

gồm cả hai điều kiện sau:                        
 
 







nnmax

kkmax

σσ

σσ
                          (4.27) 

        - Nếu dầm có mặt cắt đối xứng qua trục trung hoà thì: kmax = nmax = max  nên chỉ 
cần kiểm tra điều kiện:            
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                                                              kmax σσ                                          (4.28) 

 Từ điều kiện cường độ (4.25) có thể suy ra ba bài toán cơ bản sau: 
         - Kiểm tra cường độ: tuỳ theo dầm làm bằng vật liệu dẻo hay vật liệu giòn, mặt cắt 
đối xứng hay không đối xứng mà ta kiểm tra theo công thức (4.25), (4. 26), (4.27). 

 - Chọn kích thước mặt cắt: theo công thức:        σ
M

W max
x                (4.29) 

          - Xác định tải trọng mà dầm có thể chịu được:     σWM xmax          (4.30) 
 

4.7.2. Điều kiện cường độ về  ứng suất tiếp 
        Trong dầm chịu uốn ngang phẳng, trên mặt cắt có cả ứng suất pháp và ứng suất tiếp. 
Nếu chỉ kiểm tra điều kiện cường độ ứng suất pháp như đã trình bày ở phần trên thì chưa 
đủ để đảm bảo an toàn cho dầm, vì vật liệu có thể bị phá hoại do ứng suất tiếp. Cho nên 
ngoài việc kiểm tra cường độ về ứng suất pháp ta còn cần kiểm tra cường độ về ứng suất 
tiếp. 
         Điều kiện cường độ về ứng suất tiếp được bảo đảm khi ứng suất tiếp lớn nhất trong 
dầm max không vượt quá ứng suất tiếp cho phép []: 
                                                   max< [] 
 Cũng như [], trị số[] phụ thuộc vào từng loại vật liệu và được cho sẵn trong các 
quy phạm. Còn max được tính theo công thức Giurapxki. Do đó, điều kiện cường độ ứng 
suất tiếp (4.24) sẽ là: 

                                                   max =  



x

c
x

Jb

SQ
max                                (4.31) 

 Nếu dầm có mặt cắt không đổi ta phải kiểm tra điều kiện cường độ về ứng suất tiếp 
tại mặt cắt có lực cắt lớn nhất Qmax. Đó là mặt cắt nguy hiểm nhất theo ứng suất tiếp. 
 Từ điều kiện cường độ (4.31) ta có thể giải được ba loại bài toán cơ bản là kiểm tra 
cường độ, xác định tải trọng và chọn kích thước mặt cắt. 
 
- Thí dụ 4.9 : Cho một dầm bằng gỗ, mặt cắt hình chữ nhật chịu lực phân bố đều  q = 8 
kN/m. Mặt cắt có b = 18 cm và h = 24 cm. Dầm được kê trên hai gối như hình vẽ 4.31. 
Hãy kiểm tra cường độ của dầm , biết [] = 10 MN/m2 
- Bài giải:     Để tìm mặt cắt nguy hiểm nhất ta dựa vào biểu đồ mômen uốn ở   thí dụ 4.2. 

Ta thấy mặt cắt nguy hiểm nhất nằm ở giữa dầm và tại đó có mômen uốn 
lớn nhất: 

 

           kNm 16
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48
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Môđuyn chống uốn của mặt cắt đối với 
trục trung hoà x là: 
            

32
22

x m 101,723
6

(0,24)0,18

6
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Vậy ứng suất pháp lớn nhất tại mặt cắt nguy hiểm: 

                223
3

x

max
max MN/m 9,25kN/m 109,25

101,728

16

W

M
σ 


   

 Ta thấy max = 9,25 MN/m2 < [] = 10 MN/m2 
 Do đó dầm đảm bảo điều kiện cường độ về ứng suất pháp. 
 
- Thí dụ 4.10: Một dầm thép mặt cắt chữ I, chịu lực như hình vẽ 4.32. Hãy xác định số 
hiệu mặt cắt cho dầm, biết: [] =160 MN/m2, [] = 80 MN/m2. 

x

24
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- Giải: Dầm chịu lực tập trung đặt tại giữa dầm nên mặt cắt nguy hiểm tại giữa                  
nhịp (xem thí dụ 4.1) ta có:  

              kNm 39
4

626

4

P
M max 




l
;     

kN 13
2

26

2

P
Qmax   

Từ điều kiện cường độ, ta có:    

                ).(cm 244)(m 100,244
160.10

39

σ

M
W 333

3
max

x                            

Wx > 244cm3, tra bảng thép định hình chữ I ta chọn thép có số hiệu mặt cắt N022a có: Wx 
= 251 cm3; d = 0,53 cm;  Sx = 163 cm3;   Jx = 2760 cm4. 
 Kiểm tra điều kiện ứng suất tiếp: 

                            22

x

xmax
max MN/m 1,4kN/cm 0,14

27600,53

16313

dJ

SQ
τ 




  

  Ta thấy: max< [].   Kết luận: chọn thép  chữ I số hiệu N022a. 
 
- Thí dụ 4.11: Một dầm thép mặt cắt chữ I số hiệu 20, chịu tác dụng của lực như hình vẽ 
(hình 4.33). Hãy xác định trị số cho phép của lực P tác dụng lên dầm. Biết ứng suất cho 
phép [] = 140 MN/m2. 
- Bài giải: Mặt cắt thép chữ I số hiệu 20 có Wx = 181 cm2. Mặt cắt nguy hiểm tại ngàm có 

mômen Mmax = Pl = 1,4P. 
Từ điều kiện cường độ ta có:  
              Mmax  Wx [] 
         1,4P   181.10--6 140.103  

          kN 18,1
1,4

140.10181.10
P

36







                                                   

Vậy trị số cho phép của lực P:  [P] = 18,1 kN.                        
                                   
- Thí dụ 4.12: Một dầm thép mặt cắt chữ T có hình dáng và kích thước như hình 4.34b 
chịu tác dụng của lực như hình 4.34a. Hãy kiểm tra cường độ của dầm biết [k] = 30 
MN/m2, [n] = 100 MN/m2. Kích thước mặt cắt là cm. 
- Bài giải: Nếu hệ trục toạ độ x1y chọn như hình vẽ thì trục trung hoà x song song với trục 

x1 và cách trục x1 một khoảng: 

                      cm 12,5y    
515515

17,551517,5515
y cc 




  

Mômen quán tính của mặt cắt đối với trục trung hoà x (đồng thời cũng là mômen quán tính 
chính trung tâm) của mặt cắt:                                                                            

         4842
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x m 105312,5cm 5312,55515
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Với dầm chịu lực như hình (4.34a) thì mặt 
cắt tại ngầm mômen có trị số lớn nhất:                            
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Và các thớ phía trên của dầm chịu kéo, các 
thớ dưới chịu nén. Theo công                        
thức (4.2) ta tính được: 
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105312,5

20
y

J

M
σ 


 

  

         

2232
8nmax

x

max
nmax MN/m 47kN/m 10471012,5
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         So sánh ta thấy:      .kN/m 100.10σ  kN/m 47.10σ 23
n

23
nmax   

         Do đó dầm đảm bảo cường độ. 
  
- Thí dụ 4.13: Một dầm mặt cắt chữ nhật có h  = 1,4b, chịu lực như hình 4.35. Hãy chọn 

kích thước mặt cắt cho dầm. 
                         Biết: [] =10 MN/m2, [] = 6 MN/m2. 
- Bài giải :    Ta sẽ chọn kích thước mặt cắt theo điều kiện cường độ ứng suất pháp, sau đó 
kiểm tra lại theo điều kiện cường độ ứng suất tiếp. Với dầm chịu lực như hình vẽ (xem thí 
dụ 4.7) mặt cắt giữa nhịp có mômen lớn nhất:                                
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Còn các mặt cắt tại hai đầu dầm có lực cắt lớn  nhất:      

kN 10
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Từ điều kiện cường độ ứng suất pháp ta tính được: 

                  m 101,6
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Vì mặt cắt hình chữ nhật nên ta có:       3
22

x 0,33b
6

(1,4b)b
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Vậy:         m 0,17
0,33

101,6
b 3

3







. 

     Do dó ta chọn b  = 17 cm và h = 1,4x17 = 24 cm. 
Với kích thước mặt cắt ta tính được: 

                      22
max MN/m 0,367kN/m 367

0,240,17
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2
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2F
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 So sánh max = 0,367 MN/m2  < [] = 6 MN/m2. 
Điều đó chứng tỏ mặt cắt đã chọn thỏa mãn điều kiện cường độ ứng suất tiếp. 
 
4.8. Biến dạng trong dầm chịu uốn 
4.8.1. Khái niệm về đường đàn hồi, độ võng, góc xoay 
          Khi bị uốn phẳng, trục của dầm không thay đổi chiều dài (vì nó nằm trong lớp trung 
hoà, nhưng bị uốn cong trong mặt phẳng tải trọng. Trục dầm sau khi bị uốn cong gọi là 
đường đàn hồi của dầm.  
Lấy một dầm có đầu A bị ngàm, còn đầu B tự do 
chịu một lực P tác dụng. Ta cho trục hoành Az 
hướng sang phải, trục tung Ay hướng lên trên 
(hình 4.36).            
Dưới tác dụng của lực P dầm bị uốn cong, trọng 
tâm O của mặt cắt cách gốc toạ độ A một đoạn z 
sẽ dời đến O1. Độ dời y của trọng tâm mặt cắt theo 
phương vuông góc với trục dầm khi chưa biến dạng được gọi là độ võng. Nói chung O và 
O1 không nằm trên một đường thẳng đứng, nhưng ta thường nghiên cứu dầm có biến dạng 
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rất bé, nên để đơn giản việc tính toán ta có thể xem O và O1 cùng nằm trên một đường 
thẳng đứng, tức OO1 = y. Khi dầm biến dạng thì mặt cắt xoay đi một góc so với vị trí ban 
đầu, góc   được gọi là góc xoay của mặt cắt. Nếu chiều hệ trục chọn như hình 4.36 thì: 
  - Độ võng y có dấu dương khi trọng tâm mặt cắt di chuyển lên phía trên và ngược 
lại sẽ mang dấu âm.      
  - Góc xoay  có dấu dương nếu mặt cắt xoay ngược chiều kim đồng hồ và ngược 
lại sẽ mang dấu âm. Ta thấy trị số độ võng y của mặt cắt phụ thuộc vào hoành độ z của 
chúng, nghĩa là y = f(z). Phương trình y = f(z) được gọi là phương trình đường đàn hồi của 
dầm. 
   Vì góc xoay của mặt cắt bằng góc hợp bởi  trục hoành và đường tiếp tuyến của 
đường đàn hồi xét tại mặt cắt đó, nên hệ số góc của đường tiếp tuyến tại một điểm nào đó 

của đường đàn hồi là :   
dz

dy
tgθ  . 

Nhưng vì góc xoay   rất bé nên tg   0 và ta có thể viết:    
dz

dy
θ  . 

4.8.2. Phương trình vi phân đường đàn hồi: 
          Để thiết lập biểu thức cho phép xác định hàm số biểu diễn  đường đàn hồi, ta tiến 
hành như  sau: 
          Lấy hai mặt cắt cách nhau một đoạn dz để nghiên cứu. Q và I là trọng tâm của hai 
mặt cắt đó. Khi lực P có chiều như hình vẽ 4.37 - mômen có dấu dương- điểm O sẽ di 
chuyển đến O’ còn điểm I di chuyển đến I’. Mặt khác mặt cắt O có góc xoay , mặt cắt I có 
góc xoay  + d. Hai mặt này hợp với nhau một góc d. Nếu gọi  là bán kính cong của 
đoạn O’I’ thì: 
                    O’I’ = d 
       Vì :       dz = OI  O’I’ = d   

Từ đó rút ra:             
dz

dθ

ρ

1
                        (4.32) 

Trong uốn thuần tuý ta đã chứng minh được: 

                              
x

x

EJ

M

ρ

1
    (4. 33) 

Kết hợp (4.32) và (4.33) ta được: 

                               
x

x

EJ

M

dz

dθ
     (4. 34) 

Vì góc xoay bằng đạo hàm cấp 1 của độ võng y nên: 

                               
2

2

dz

yd

dz

dθ
    (4.35) 

Kết hợp (4.34) và (4.35) ta có mối liên hệ vi phân sau: 
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                                                                   (4.36) 

 Phương trình (4.36) gọi là phương trình vi phân gần đúng của đường đàn hồi và chỉ 
áp dụng được khi biến dạng của dầm là bé. 
        Chú ý: Ta nhận thấy rằng dấu của mômen uốn không phụ thuộc vào hệ tọa độ  mà chỉ 

phụ thuộc vào quy ước dấu của nội lực, còn dấu của 
2

2

dz

yd
 thì phụ thuộc vào hệ tọa độ Oyz. 

Nếu hệ toạ độ chọn như hình 4.38 thì khi dầm bị uốn: 

        * 
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> 0 khi bề lõm hướng lên trên nghĩa là mômen 

Mx > 0. 
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               * 
2

2

dz

yd
< 0 khi bề lõm hướng xuống  dưới nghĩa   là mômen Mx < 0. 

Do đó, trong công thức (4.35):  
2

2

dz

yd
 và Mx luôn cùng dấu và đều là các trị số đại số.                              

        
4.8.3 Tính độ võng và góc xoay của dầm  chịu uốn: 
        Từ phương trình (4.36) ta có thể tính được độ võng và góc xoay của dầm chịu uốn 
bằng nhiều phương pháp. Ở đây, ta sẽ giải bằng phương pháp tích phân bất định.  
        Nếu độ cứng EJx của dầm không thay đổi theo chiều dài dầm thì sau khi tích phân thứ 
nhất phương trình (4.35) ta được biểu thức góc xoay : 

                                      1
x

CMdz
EJ

1

dz
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θ                                                (a)                

Sau khi tích phân lần thứ hai ta được biểu thức của độ võng y: 

                                        211
x

CzCMdzdz
EJ

1
y                                    (b)       

Trong đó C1 , C 2 là các hằng số tích phân.  
Muốn xác định các hằng số tích phân đó cần dựa vào các điều kiện biên của dầm. Sau đây 
ta sẽ xét một thí dụ: 
 
- Thí dụ 4.14: Viết biểu thức của góc xoay và độ võng của một dầm có chiều dài  l, có độ 
cứng EJx không đổi và chịu tải trọng phân bố đều (hình 4.39). Sau đó tính  độ võng và góc 
xoay lớn nhất.                                                                                
- Bài giải: Chọn hệ toạ độ Ayz như hình vẽ (gốc A tại mút trái). Ta tính theo các bước sau:

   

  Ta có: VA= VB = 
2

ql
 

1. Viết biểu thức mômen uốn cho dầm: 
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2. Tìm biểu thức của   và y:   Từ  (a) và (b) ta 
được: 
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Ta xác định các hằng số tích phân C1 và C2 bằng các điều kiện biên: 
 - Tại gối tựa A:  z  = 0 độ võng bằng không (yA = 0). 
 - Tại gối tựa B:  z  = l độ võng bằng không (yB = 0). 
Do đó ta thay z = 0 và z  = l vào biểu thức y ta được: 
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Từ đó rút ra ta được C2 = 0 và 
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 . Vậy biểu thức góc xoay và độ võng của dầm là:        
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3. Tính max  và ymax: 

          Vì tính chất đối xứng của bài toán ta thấy góc xoay lớn nhất tại hai đầu dầm, độ 
võng lớn nhất tại giữa nhịp. Do đó: 

 - Thay z  = 0 vào biểu thức của   ta được:   
x

3

BAmax 24EJ

q
θθθ

l
 . 

 - Thay 
2

z
l

 vào biểu thức của y ta được:      
x

4

max 384EJ

5q
y

l
  

    Dấu âm chứng tỏ A quay cùng chiều kim đồng hồ và ymax hướng xuống dưới. Tiến 
hành tương tự ta có thể xác định được biểu thức của độ võng và góc xoay ở một mặt cắt bất 
kỳ cũng như trị số độ võng và góc xoay lớn nhất của các dầm có dạng liên kết và tải trọng 
khác.  
 Bảng 4.1 cho trị số của các đại lượng đó đối với một số dầm thường gặp. 
 
4.8.4. Điều kiện cứng của dầm 
          Khi tính toán dầm chịu uốn, ngoài điều kiện cường độ như đã xét ở trên, nhiều khi 
người ta còn phải tính đến điều kiện cứng. Điều kiện an toàn về độ cứng được thoả mãn 
khi biến dạng của dầm không vượt quá biến dạng cho phép: 
                                       θθmax    ;          yymax  . 

          Trong đó:    , [ y] là góc xoay và độ võng cho phép. 

Thí dụ: Đối với cầu thì:   
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- Thí dụ 4.15: Hãy kiểm tra điều kiện cứng của một dầm dài l = 4,5 m mặt cắt chữ nhật có 
h = 0,24 m, b = 0,18 m. Chịu tác dụng của lực phân bố suốt chiều dài dầm q = 2 kN/m và 
một lực tập trung P = 8 kN đặt chính giữa dầm (hình 4.40a). Biết: [ y] = 0,015 m, E = 
0,1105 MN/m2. 
 

- Bài giải: Theo nguyên lý độc lập tác dụng của các lực, độ võng của dầm do lực tập trung 
và lực phân bố  (hình 4.40a) gây ra bằng tổng đại số võng do lực tập trung và lực phân bố 
gây ra một cách riêng biệt (hình 4.40b, c). Theo thí dụ 4.14 ta thấy độ võng lớn nhất của 
dầm chịu lực phân bố đều (hình 4.40b) ở mặt cắt C 

là:                   
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Với mặt cắt chữ nhật ta có:     
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Nên:                                        
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Tra bảng 4.1 độ võng lớn nhất của dầm do chịu lực 
tập trung (hình 4.40c) gây ra cũng tại mặt cắt C là:           
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Vậy độ võng lớn nhất của dầm tại mặt cắt C là: 
                                    yc = yc

q + yc
P ≈ - 0,0051 - 0,0073 = - 0,0124 m. 

Ta thấy dầm đảm bảo độ cứng vì:  ymax = 0,0124 m < [ y] = 0,015 m. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Bảng 4.1  Độ võng và góc xoay của một số dầm thường gặp 
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CÂU HỎI - BÀI TẬP CHƯƠNG 4 
 

I. CÂU HỎI ÔN TẬP CHƯƠNG 4 
1. Thế nào là uốn ngang phẳng? Cho ví dụ. 
2. Trên mặt cắt ngang của dầm chịu uốn có mấy thành phần nội lực? Là những thành phần 
nội lực nào? 
3. Trình bày những quy ước về dấu và cách tính nội lực trên mặt cắt ngang của dầm chịu 
uốn, vẽ hình thể hiện chiều và dấu của các thành phần đó. 
4. Trình bày cách vẽ biểu đồ nội lực bằng phương pháp mặt cắt, lập mối tương quan bằng 
cách thiết lập các biểu thức Q(z), M(z) cho từng đoạn dầm. 
5. Phát biểu định lý Giurápxki? Viết và giải thích công thức? 
6. Nêu cách vẽ nhanh biểu đồ lực cắt Q và biểu đồ mô men uốn M. Cho ví dụ? 
7. Thế nào là dầm uốn phẳng thuần tuý? Chứng minh công thức tính ứng suất pháp tại một 
điểm bất kỳ trên mặt cắt ngang của dầm chịu uốn phẳng thuần tuý. 
8. Lớp trung hoà là gì? Trục trung hoà là gì? Hãy chứng minh trục trung hoà đi qua trọng 
tâm mặt cắt ngang. 
9. Vẽ biểu đồ phân bố ứng suất pháp theo chiều cao mặt cắt ngang.Viết công thức tính ứng 
suất pháp của mặt cắt ngang. 
10. Viết và giải thích công thức tính ứng suất tiếp của một điểm bất kỳ trên mặt cắt ngang 
(công thức D.I Giurapxki). 
11. Trình tự  tính toán về ba bài toán cơ bản (bài toán kiểm tra, bài toán xác định tải trọng 
cho phép và bài toán thiết kế ). 
12. Thế nào là đường đàn hồi, độ võng, góc xoay? 
13. Viết và giải thích phương trình vi phân gần đúng của đường đàn hồi. Nêu quan hệ giữa 
đường đàn hồi và góc xoay của mặt cắt ngang dầm. 
14. Trình bày cách xác định độ võng, góc xoay của dầm bằng phương pháp tích phân bất 
định. Trong trường hợp nào nên áp dụng phương pháp này? 
 



 

 

II. BÀI TẬP      
1. Vẽ biểu đồ nội lực cho các dầm có sơ đồ chịu lực ở hình 4.41 bằng: 
            - Phương pháp mặt cắt (phương pháp thiết lập biểu thức). 
            - Phương pháp vẽ nhanh (phương pháp vẽ theo các điểm đặc biệt). 
              (Riêng các hình H36, H37, H38, H40 không vẽ theo phương pháp này). 
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                                                     Hình 4.41 
2. Vẽ biểu đồ nội lực cho dầm có sơ đồ chịu lực ở hình vẽ 4.42 bằng phương pháp vẽ 
nhanh (phương pháp vẽ theo các điểm đặc biệt):  
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Hình 4.42 
 

3. Cho dầm chịu uốn phẳng có sơ đồ chịu lực như hình 4.41 (H9). Biết dầm là thép hình 
tiết diên chữ I, số hiệu N027a có : Jx = 5500 cm4, Wx = 407 cm3, Sx = 229 cm3, d = 0,6 cm. 
Thép có [] = 16 kN/cm2, [] = 5 kN/cm2. Hãy kiểm tra độ bền cho dầm theo điều kiện 
ứng suất pháp và ứng suất tiếp. 
 

4. Cho dầm chịu uốn phẳng có sơ đồ chịu lực như hình 4.41 (H25). Biết dầm là thép hình 
tiết diên chữ I, số hiệu N027a có: JX = 5500 cm4,WX = 407 cm3, SX = 229 cm3, d = 0,6 cm. 
Thép có [] = 16 kN/cm2, [] = 5 kN/cm2. Hãy kiểm tra độ bền cho dầm theo điều kiện 
ứng suất pháp và ứng suất tiếp. 
 

5. Cho dầm chịu uốn phẳng có sơ đồ chịu lực như hình 4.41 (H27). Biết dầm là thép hình 
tiết diên chữ I, số hiệu N040 có: JX = 18930 cm4, WX = 947 cm3, SX = 540cm3, d = 0,8 cm. 
Thép có [] = 16 kN/cm2, [] = 5 kN/cm2. Hãy kiểm tra độ bền cho dầm theo điều kiện 
ứng suất pháp và ứng suất tiếp.  
6. Cho dầm chịu uốn phẳng có sơ đồ chịu lực như hình 4.41 (H11). Biết dầm là thép hình 
tiết diên chữ I, số hiệu N036 có: JX =13380 cm4,WX = 743 cm3, SX = 423 cm3, d = 0,75 cm. 
Thép có [] = 16 kN/cm2, [] = 5 kN/cm2. Hãy kiểm tra độ bền cho dầm theo điều kiện 
ứng suất pháp và ứng suất tiếp. 
 

7. Cho dầm chịu uốn phẳng có sơ đồ chịu lực như hình 4.41 (H13). Biết dầm là thép hình 
tiết diên chữ I, số hiệu N030a có: JX = 7780 cm4,WX = 518 cm3, SX = 292 cm3, d = 0,65 cm. 



 

 

Thép có [] = 16 kN/cm2, [] = 5 kN/cm2. Hãy kiểm tra độ bền cho dầm theo điều kiện 
ứng suất pháp và ứng suất tiếp.  
 

8. Xác định kích thước mặt cắt ngang dầm cho trên hình 4.41. Sơ đồ chịu lực của dầm cho 
trong bảng 4.2.  Xét với các trường hợp: 
 - Dầm có mặt cắt là chữ  nhật với h = 1,5b. 
 - Dầm có mặt cắt là hình tròn. 
 - Dầm có mặt cắt là hình vành khăn với d = 0,8D. 
 - Dầm có mặt cắt là thép chữ  I. 
 - Dầm có mặt cắt là thép chữ  ghép quay lưng vào nhau. 
           Biết:  = 15 kN/cm2,  = 8 kN/cm2. 

 

Bảng 4.2 
 

Số hiệu Số hiệu Số hiệu Số hiệu Số hiệu Số hiệu Số hiệu Số hiệu 

H1 H4 H8 H11 H16 H25 H39 H46
H2 H5 H9 H13 H19 H27 H41 H49 
H3 H7 H10 H14 H23 H35 H43 H54 

 

8. Xác định tải trọng cho phép tác dụng trên dầm ở hình 4.41. Biết các số liệu về mặt cắt 
cho trong bảng 4.3 và  = 15 kN/cm2,  = 8 kN/cm2. 
 

Bảng 4.3 
 

S.H 
T.trọng 

cho 
phép 

a 
(m) 

Hình dáng và các thông số kích thước 
Chữ nhật Tròn Vành khăn I  ghép

b(cm) h(cm) d(cm) d(cm) D(cm) S.hiệu S.hiệu
H12 q 1 10 20 16 21,3 26,6 N018 N016 
H15 q 1 10 15 13,8 18,4 23 N024a N018a 
H25 P 2 20 30 27,6 36,8 46 N020 N020 
H30 q 1 15 20 19,6 26 32,6 N022 N022
H34 q 2 20 30 27,6 36,8 46 N027 N024 
H42 q 1 25 50 40 53,2 66,5 N036 N027 
H44 q 1 30 60 48 64 80 N022a N030 
H48 q 1 20 40 32 42,6 53,2 N030a N036 

 
* Ghi chú: So sánh về phương diện chịu lực đối với mặt cắt hình chữ nhật, hình tròn, hình 
vành khăn có cùng diện tích như trong bảng. 
 
9. Viết phương trình độ võng và góc xoay của các dầm cho trên hình 4.43 bằng phương 
pháp tích phân bất định. 
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Chương 5 
THANH CHỊU LỰC PHỨC TẠP 

 
5.1. Khái niệm chung 
          Trong những chương trên, ta đã nghiên cứu ba hình thức chịu lực (hay biến dạng) cơ 
bản của thanh thẳng: kéo (nén), cắt, uốn phẳng. 
Trong thực tế có những bộ phận công trình thường chịu tác dụng đồng thời của nhiều hình 
thức chịu lực cơ bản. Thí dụ: một tường chắn vừa chịu nén vừa chịu uốn. Đôi khi lực tác 
dụng tưởng chừng như đơn giản, nhưng hình thức chịu lực lại không thể liệt vào một trong 
các loại chịu lực cơ bản. Thí dụ: Một xà gồ trên mái nhà chịu uốn, tuy lực tác dụng vuông 
góc với trục xà nhưng lại không nằm trong mặt phẳng đối xứng của xà, do đó xà không 
phải chịu uốn phẳng; một trụ chịu nén, nhưng lực nén lại không trùng với trục, do đó cũng 
không phải là hình thức chịu nén đúng tâm. Trong các thí dụ trên ta nói rằng các bộ phận 
công trình đó chịu lực phức tạp. 
     Muốn tính được ứng suất và biến dạng để kiểm tra cường độ và độ cứng của các 
thanh chịu lực phức tạp, chúng ta dựa vào nguyên lý độc lập tác dụng của các lực, nghĩa là 
đem  hình thức tác dụng phức tạp của lực phân tích ra các hình thức cơ bản đã trình bày ở 
các chương trên, rồi đem cộng hình học các kết quả cùng loại thu được. Tuy nhiên, cần chú 
ý rằng muốn áp dụng nguyên lý cộng tác dụng thanh phải thoả mãn hai điều kiện sau: 
 - Vật liệu còn làm việc trong giai đoạn đàn hồi, quan hệ giữa ứng suất và biến dạng 
là quan hệ bậc nhất. 
 - Biến dạng và chuyển vị của thanh là nhỏ. 
    Ở đây việc nghiên cứu được giới hạn trọng phạm vi những thanh với mặt cắt có 
trục đối xứng. Ngoài ra chú ý rằng ứng suất tiếp  do lực cắt Q gây ra trong thanh thường 
nhỏ nên trong chương này ta bỏ không xét đến. 
 
5.2. Uốn xiên 
5.2.1.Khái niệm 
        Chúng ta đã biết nếu những ngoại lực gây ra uốn nằm trong mặt phẳng đối xứng của 
thanh thì thanh sẽ chịu uốn phẳng. 
      Nếu những ngoại lực gây ra uốn không nằm trong mặt phẳng đối xứng của thanh 
thì thanh không còn bị uốn phẳng nữa mà bị uốn xiên. Thí dụ trên hình 5.1a, hình thức chịu 
lực này là sự kết hợp của hai hình thức chịu lực cơ bản là uốn phẳng của thanh đồng thời 
trong hai mặt phẳng đối xứng zOx và zOy. Thật vậy, nếu phân tích lực P ra các thành phần 
nằm trên các trục Ox và Oy thì mỗi lực thành phần Px và Py đều nằm trong mặt phẳng đối 
xứng của thanh, do đó nếu xét một cách độc lập thì mỗi lực này sẽ làm cho thanh bị uốn 
phẳng trong mặt phẳng chứa lực đó. 
 Do đó: Ta gọi một thanh chịu uốn xiên là thanh mà trên mọi mặt cắt ngang chỉ có 
hai thành phần nội lực là các mômen uốn Mx và My nằm trong các mặt quán tính chính 
trung tâm của mặt cắt (hình 5.1b). 



 

 

    Cũng như trước đây, ta quy ước các mômen uốn là dương khi chúng làm căng các 
thớ về phía dương của các trục x, y. 

Mặt phẳng chứa lực tác dụng và trục z gọi là mặt phẳng tải trọng. Giao tuyến của 
mặt phẳng tải trọng với mặt cắt ngang gọi là đường tải trọng. 

Vậy, uốn xiên là một hình thức chịu lực phức tạp mà ta có thể phân tích thành 
những hình thức chịu lực cơ bản để tính toán. 
5.2.2. Ứng suất pháp 
         Xét thanh chịu lực trên hình 5.1a. Phân lực P ra hai thành phần xuống trục Ox và Oy 
ta có: 
                                               Px = Psinα ;       Py= Pcosα . 
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           Trong đó  là góc hợp bởi đường tác dụng của lực P và trục y. Xét mặt cắt ABCD 
bất kỳ của thanh cách đầu tự do một khoảng là z. Ta thấy các lực Px và Py sẽ gây ra một 
cách độc lập tại mặt cắt đó những mômen uốn Mx và My có trị số bằng: 
                                        Mx = Pyz = Pzcosα                                                 (*) 
                                        My = Pxz = Pzsinα 
         Nếu giữ lại phần thanh bị ngàm để xét thì các mômen uốn Mx và My được biểu diễn 
như  trên hình 5.1b. 
         Nếu gọi mômen uốn do lực P gây ra trong mặt phẳng tải trọng (mặt phẳng zOy) đối 
với trọng tâm  mặt cắt đang xét là mômen uốn tổng hợp M (M = Pz) thì từ  (*) ta có thể 
viết: 
                                         Mx = Mcosα 
                                         My = Msinα 
         Công thức tính ứng suất pháp  tại một điểm bất kỳ của mặt cắt ABCD (giả sử điểm 
đó có khoảng cách đến hai trục Ox và Oy là y và x) được thiết lập trên cơ sở nguyên lý độc 
lập tác dụng của các lực. Trước tiên ta phải tính ứng suất pháp ’ và ’’ tại điểm đang xét 
do Mx và My gây ra một cách riêng lẻ, sau đó cộng đại số các ứng suất đó ta được ứng suất 
 do đồng thời Mx và My gây ra. 

 Ta có:                      y
J

M
σ

x

x'    ;        x
J

M
σ

y

y''   

Khi tác dụng đồng thời hai mômen uốn Mx và My thì ứng suất pháp  tại điểm đang xét là:                   

x
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M
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y

y

x

x'''                        (5.1) 



 

 

          Đây là công thức tính ứng suất pháp tại một điểm bất kỳ trên mặt cắt đang xét của 
thanh chịu uốn xiên. 
          Trong đó: 
          - Mx và My là trị số tuyệt đối của những mômen uốn tại mặt cắt đang xét, do ngoại 

lực nằm trong mặt phẳng zOy và ngoại lực nằm trong mặt phẳng zOx gây ra một 
cách riêng biệt. 

          - Jx và Jy là những mômen quán tính chính trung tâm của mặt cắt đang xét  đối với 
trục x và trục y. 

          - x và y là những khoảng cách từ điểm muốn tính ứng suất của mặt cắt đến trục y và 
trục x (tọa độ tính ứng suất). 

 Dấu (+) hay (-) trước số hạng nào đó được lấy tuỳ theo điểm  muốn tính ứng suất 
nằm trong miền chịu kéo hay miền chịu nén của mặt cắt, do mômen có mặt trong 
số hạng đó gây ra. 

Thí dụ:  Đối với điểm K (có khoảng cách đến trục x và y là xk và yk) trên hình 5.1b, ứng 
suất pháp  sẽ là: 

                                           k
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Nếu mặt cắt của thanh có hai trục đối đối xứng: hình chữ nhật, chữ I hoặc một hình có 
dạng chữ nhật hay chữ I như trên hình 5.2 thì ứng suất pháp lớn nhất max trên mặt cắt sẽ 
phát sinh tại hai trong bốn điểm của mặt cắt (hai điểm góc này đối xứng qua tâm của mặt 
cắt) vì điểm đó có khoảng cách đến trục Ox và Oy là lớn nhất (ymax, xmax). Do đó:  
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σ                                   (5.2) 

Trong đó: Wx và Wy là những mô đuyn chống uốn của mặt 
cắt đối với trục x và y.    
 
5.2.3. Điều kiện cường độ 
          Ta xét những thanh mà mặt cắt có hai trục đối xứng 
như trên hình 5.2. 
 Muốn xét điều kiện cường độ ta phải tìm mặt cắt 
nguy hiểm của thanh (tức là mặt cắt có ứng suấtmax  đạt 
trị số lớn nhất với max  trên mặt cắt khác của thanh). Để xác định mặt cắt này ta phải 
dựa vào biểu đồ mômen uốn của thanh: 

                           max   []   hay:     σ
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M

W
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y
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x                                      (5.3) 

      Công thức (5.3) là điều kiện cường độ khi uốn xiên đối với dầm có loại mặt cắt như 
trên hình 5.2. 
       Nếu dầm làm bằng vật liệu chịu kéo kém hơn chịu nén thì trong công thức đó ta phải 
thay [] bởi [k]. 
Từ công thức (5.3) ta cũng có thể giải ba loại bài toán cơ bản. Riêng đối với bài toán chọn 
kích thước mặt cắt ta không thể giải ngay được vì có hai ẩn số Wx và Wy. Để giải bài toán 

này phải chọn được tỷ số 
y

x

W

W
 phù hợp với từng loại mặt cắt và sau đó nghiệm lại điều 

kiện cường độ,nếu điều kiện này chưa thoả mãn thì phải chọn lại mặt cắt cho đến khi thoả 
mãn. Thông thường theo kinh nghiệm thì: 
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Đối với thép chữ I thường chọn: 108,5
W

W

y

x  . 

Đối với thép chữ [ thường chọn:  86
W
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Với mặt cắt hình chữ nhật:          21,5
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h
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5.2.4. Trục trung hòa 
         Trong thanh bị uốn xiên, trên mặt cắt của nó cũng xuất hiện một miền chịu kéo và 
một miền chịu nén. Ranh giới giữa hai miền đó là đường trung hoà. Mọi điểm nằm trên 
đường trung hoà có ứng suất pháp  bằng không. 
         Để thiết lập phương trình đường trung hoà ta cần chú ý rằng:  muốn tại một điểm nào 
đó của đường trung hoà ứng suất  bằng không, thì tại các điểm đó các ứng suất ’ và ’’ 

(do mômen uốn Mx và My gây ra một cách riêng lẻ) phải luôn luôn có cùng trị số nhưng 
trái dấu nhau để tổng số của chúng bằng không. 
  Nếu điểm trên đường trung hoà có khoảng cách đến hai trục x và y là yo và xo (hình 
5.1d) thì ta có: 
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         Đây là phương trình của đường trung hoà trên mặt cắt của thanh bị uốn xiên. Tại một 
mặt cắt nhất định các mômen uốn Mx và My đều là những hằng số nên ta thấy phương trình 
trên là phương trình của một đường thẳng đi qua gốc toạ độ O (khi xo = 0 thì yo = 0). Vậy 
trục trung hoà khi uốn xiên là một đường thẳng đi qua trọng tâm mặt cắt. 
Ta có thể viết phương trình của trục trung hoà dưới dạng khác: 
      Thay Mx = Mcos  và My = Msin vào công thức (5.4) ta được: 
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        Đặt:    tgβ
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0   - với  là góc hợp bởi trục trung hoà với trục x - biến đổi phương 

trình trên ta được:          
y

x
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J
tgαtgβ                                            (5.5) 

 Biểu thức trên cho chúng ta thấy được mối quan hệ giữa vị trí của đường tải trọng 
và vị trí của trục trung hoà trên mặt cắt.  
          Từ đó ta có những nhận xét sau: 
a) Nếu mặt cắt của thanh có Jx  Jy thì    : 
  Nghĩa là, khác với uốn phẳng trong uốn xiên đường tải trọng và trục trung hoà 
không bao giờ vuông góc nhau. 
b) Nếu mặt cắt của thanh có Jx = Jy: (thí dụ mặt cắt tròn, vuông, mặt cắt hình đa giác đều 
cạnh nội tiếp trong hình tròn...) thì  =. Nghĩa là đường tải trọng và trục trung hoà vuông 
góc nhau như trong uốn phẳng. Người ta đã chứng minh được rằng: đối với những mặt cắt 
đối xứng có các mômen quán tính chính trung tâm bằng nhau, thì dầm có loại mặt cắt đó 
không thể bị uốn xiên mà chỉ bị uốn phẳng mà thôi mặc dù mặt phẳng tải trọng không chứa 
một trong những trục đối xứng của mặt cắt. 
  Cuối cùng ta cần chú ý đến một công dụng quan trọng của đường trung hoà: đối với 
thanh có mặt cắt không thuộc loại nêu trên hình 5.2 thì không thể áp dụng công thức (5.2) 
để tính max được mà phải xác định vị trí trục trung hoà rồi tìm điểm nằm trên mặt cắt 
cách xa trục đó nhất, sau đó áp dụng công thức (5.3) cho điểm này ta sẽ được max. 
 



 

 

- Thí dụ 5.1: Một dầm bằng gỗ có chiều dài l = 2m. Mặt cắt ngang là hình chữ nhật với 
kích thước (13x20)cm2 như hình vẽ 5.3. Dầm bị ngàm chặt một đầu, đầu tự do chịu tác 
dụng của lực tập trung P = 2400 N. Lực đặt vuông góc với trục dầm và hợp lực tạo với trục 
y một góc  = 30o. Hãy kiểm tra cường độ của dầm, biết rằng ứng suất cho phép [] = 10 
MN/m2. 
- Bài giải: Phân tích lực P ra làm 2 thành phần: 
     Px = P.sin30o  = 2400.0,5    = 1200 N.  
     Py = P.cos30o = 2400.0,866 = 2078,4 N.  
Thanh bị uốn xiên và mômen uốn ở mặt cắt nguy hiểm 
(mặt cắt ngàm) bằng: 
     Mx = Pyl = 2078,42 = 4156,8 Nm. 
     Mx = Pxl = 12002    = 2400    Nm. 
Môđuyn chống uốn: 
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Ứng suất lớn nhất ở mặt cắt nguy hiểm: 
y

y

x

x
max W

M
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M
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44 105,63

2400

108,67

4156,8
 




   

      244 N/m 10905,74426,29).10(479,45    9,06 MN/m2 <  [] = 10 MN/m2. 
         Như vậy dầm đảm bảo về cường độ. 
                        
- Thí dụ 5.2: Một dầm bằng thép có mặt cắt ngang hình chữ  đặt lên hai vì kèo có nhịp l = 
5 m, chịu tải trọng phân bố đều q = 6 kN/m. Mái nghiêng so với mặt nằm ngang một góc  
= 30o (hình 5.4). Chọn số hiệu của thép, biết rằng ứng suất cho phép [] = 160 MN/m2 
(xem dầm đặt lên các vì kèo như đặt lên các gối tựa). 

 
- Bài giải: Trong trường hợp này ta nhận thấy ngay mặt cắt nguy hiểm là mặt cắt ở giữa 

nhịp của dầm. Trị số mômen uốn tổng hợp ở đó là:  

                          kNm. 18,75
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q
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Trị số mômen uốn trong các mặt cắt quán tính chính 

( 0,5
2

1
sinα  , 0,866

2

3
cosα  ): 

       kNm. 16,240,86618,75McosαM x   

       kNm. 9,3750,518,75MsinαM y                                        

Dầm bị uốn xiên, nên áp dụng điều kiện cường độ:                                                                                    
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Chúng ta thấy ở đây một phương trình mà có hai ẩn 
số Wx và Wy. Bài toán chỉ có thể giải quyết bằng 
phương pháp đúng dần: 

Chọn tỷ số:   8
W

W

y

x  , ta được:      4

x

10169,375816,24
W

1
  

                        334
x cm 570m105,7W    

Căn cứ vào trị số đó ta có thể sơ bộ chọn thép số hiệu N036 có: Wx = 601 cm3, Wy = 61,7 
cm3, ta phải kiểm tra lại điều kiện bền của dầm: 
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2MN/m 178,93 . 

Nhận thấy :          max > [] = 160 MN/m2. 

Sai số :                %5%1,14%100
160

16093,178



  

      Trị số max quá lớn so với ứng suất cho phép, vì vậy ta phải chọn lại thép [ số hiệu lớn 
hơn. 
      Chọn lần thứ  hai thép [ số hiệu N040 có Wx = 761 cm3 ; Wy = 73,4 cm3. 
      Kiểm tra lại điều kiện bền của dầm, ta có: 
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So với ứng suất cho phép ta thấy trị số ứng suất max < [] = 160 MN/m2. 

Sai số :                6,85%100
160

149160
Δσ 


   trong phạm vi cho phép. 

Vậy chọn thép [ số hiệu N040 là thích hợp và thiên về an toàn. 
 
5.3. Uốn phẳng đồng thời kéo (hoặc nén) 
 

5.3.1.Khái niệm 
        Khi một thanh chịu tác dụng đồng thời của hai loaị lực: lực gây uốn phẳng và lực gây 
ra kéo (hoặc nén) đúng tâm, hoặc chỉ chịu tác dụng của một lực nhưng có thể phân tích ra 
hai loại lực như trên thì chúng ta nói là thanh bị uốn phẳng đồng thời kéo (hoặc nén). 
 

5.3.2 Tính ứng suất 
        Xét một dầm mặt cắt hình chữ nhật 
bị ngàm ở một đầu và chịu tác dụng của 
một lực P, đặt tại trọng tâm của mặt cắt 
đầu tự do và đồng thời nằm trong mặt 
phẳng đối xứng của dầm (hình 5.5a). Phân 
tích lực P ra hai lực thành phần theo các 
trục y và z, ta thấy lực Py sẽ gây ra uốn 
phẳng và lực dọc Nz sẽ gây ra nén đúng 
tâm. Như vậy dưới tác dụng của lực P 
dầm vừa bị uốn vừa bị nén. 
       Tưởng tượng cắt thanh tại một mặt 
cắt bất kỳ abcd và giữ lại phần trái. Ta sẽ 
có trên mặt cắt đó mômen uốn Mx và lực 
dọc Nz (hình 5.5b). Tại một điểm bất kỳ 
của mặt cắt, mômen uốn Mx gây ra ứng 
suất pháp ’: 

             y
J

M
σ

x

x'                        (5.6)                          (6. 6) 

(y là khoảng cách từ điểm đang xét đến 
trục x). Còn lực dọc Nz gây ra ứng suất  

pháp ’’:                              
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Trong công thức của ’’, Nz là trị số tuyệt đối của lực dọc và ta lấy (+) khi Nz là lực kéo và 
lấy dấu (-) nếu ngược lại, còn F là diện tích của mặt cắt. 
           Theo nguyên lý độc lập tác dụng của lực, thì khi uốn phẳng đồng thời kéo (nén) ta 
có công thức tính ứng suất pháp  tại một điểm bất kỳ trên mặt cắt của thanh là: 
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xz                                                  (5.8) 

           Qua công thức này ta nhận thấy đối với trường hợp đang xét, tại những điểm thuộc 
cạnh ab (cách trục x một khoảng ymax) sẽ phát sinh ứng suất max. Nếu trường hợp lực dọc 
N là lực kéo, ta có:                                                           
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                                               (5.9)                                

            Ở đây chú ý rằng ta ký hiệu max và min theo trị số đại số lớn nhất và bé nhất của 
chúng. Nếu trường hợp lực dọc N là lực nén thì (5.9) sẽ trở thành:  
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5.3.3. Điều kiện cường độ và ba bài toán cơ bản 
          Trước hết ta phải tìm mặt cắt nguy hiểm của thanh bằng cách dựa vào biểu đồ 
mômen uốn và lực. Thí dụ đối với trường hợp trên hình 5.5a dựa vào biểu đồ mômen uốn 
Mx do lực Py sinh ra (hình 5.5c) và biểu đồ lực dọc Nz và Pz sinh ra (hình 5.5d) cho thấy 
mặt cắt nguy hiểm là tại ngàm. 
 Đối với mặt cắt nguy hiểm, theo các công thức (5.9) hoặc (5.10) ta có thể lập các 
điều kiện cường độ sau đây: 
1. Trường hợp kéo và uốn: 
  Ứng suất có trị số tuyệt đối lớn nhất là ứng suất kéo max trong công thức (5.9). Đối 
với tất cả các loại vật liệu [k] < [n] nên công thức cơ bản về điều kiện cường độ khi kéo 
và uốn thẳng đồng thời: 
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2. Trường hợp nén và uốn: 
          Ứng suất có trị số tuyệt đối lớn nhất là ứng suất min ở công thức (5.10). 
 - Vật liệu có [k] = [n] = [], công thức cơ bản của điều kiện cường độ trong 
trường hợp này là: 
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 - Vật liệu có [k] < [n] (thí dụ gang), trường hợp này ta phải dùng đồng thời cả hai 
điều kiện cường độ là: 
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        Ở đây ta cũng có ba loại bài toán: kiểm tra cường độ, tìm lực tối đa cho phép và chọn 
mặt cắt. Đặc biệt đối với bài toán chọn mặt cắt ta phải dùng phương pháp đúng dần, vì ta 



 

 

chỉ có một phương trình nhưng có hai ẩn số là Wx và F. Muốn vậy trước hết phải thiết kế 
thanh theo điều kiện cường độ về kéo (nén) đúng tâm hoặc về uốn phẳng, sau đó kiểm tra 
lại mặt cắt vừa chọn được theo điều kiện cường độ về kéo (nén) cộng uốn. Nếu không thoả 
mãn thì phải chọn lại kích thước mặt cắt cho đến khi thoả mãn. 
 
- Thí dụ 5.3: Chọn thép I cho dầm chịu lực nén P và lực phân bố đều q như trên hình 5.6 

biết ứng suất cho phép [] = 160 MN/m2. 
- Bài giải:   Lực P làm cho dầm bị nén. Lực phân bố q làm cho dầm bị uốn phẳng. Mặt cắt 

nguy hiểm là mặt cắt ở ngàm, tại đây:  

           kNm 7,5
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           kN 200PN z  . 
Vì dầm thép nên để chọn thép I thích hợp, ta áp 
dụng công thức:  
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Ở đây ta có một phương trình gồm hai ẩn số là 
Wx và F nên không thể tìm ngay được thép I thích hợp. Theo phương pháp đúng dần, tạm 
thời chúng ta bỏ qua ảnh hưởng của lưc dọc Nz. Nếu chỉ có tác dụng của lực phân bố q gây 
ra uốn phẳng với mômen lớn nhất Mx = 7,5 kNm ta chọn thép I có Wx sao cho: 

                           ).(cm 47)(m100,47
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W 334
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         Căn cứ vào bảng thép chọn thép I số 12 có F = 16,5 cm2 và Wx = 67,2 cm3. 
         Nghiệm lại điều kiện cường độ khi có tác dụng đồng thời của cả lực P và lực phân bố 
q: 

                         )(kN/m10232,8
1067,2
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1016,5

200
σ 23

64min 





   

                                   22 MN/m 160σMN/m 232,8   

Trị số min quá lớn so với , vì vậy ta phải chọn lại: 
        Ta chọn loại thép I số 14 có F = 18,9 cm2 và Wx = 90,3 cm3. 
        Kiểm tra lại cường độ của dầm ta có: 
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                                 22 MN/m 160σMN/m 188,87   

Trị số min quá lớn so với [] ta tiếp tục chọn lại: 
         Chọn thép I số 16 có F = 21,5 cm2 và Wx = 118 cm3. 
         Kiểm tra lại điều kiện cường độ của dầm ta có: 
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        Vậy chọn thép I số hiệu N016 là thích hợp. 
 
- Thí dụ 5.4: Kiểm tra cường độ của một tường chắn đất xây gạch, chiều cao h = 3m, chiều 
dày 0,64 m (hình 5.7). Mỗi mét chiều dài của tường chịu một áp lực đẩy của đất R = 10 kN 
đặt ở 1/3 chiều cao tường kể từ mặt đất lên.  

q=15kN/m

P=200kN

l=1m

H×nh 5.6



 

 

Biết một mét khối tường nặng 16 kN và ứng suất cho phép của tường gạch: n = 1 
MN/m2; k = 0,1 MN/m2. 
- Bài giải:    Tường vừa chịu nén do trọng lượng bản thân, vừa chịu uốn do áp  lực R của 
đất. Chúng ta sẽ kiểm tra cho mỗi mét chiều dài của tường. Mặt cắt nguy hiểm là mặt cắt 
ngang ở chân tường vì về phương diện uốn gây ra do lực đẩy R thì đó là mặt cắt ngàm, còn 
về phương diện nén thì mặt cắt đó chịu toàn bộ trọng lượng của tường. Tại đó ta có: 

      Mômen uốn Mx:     Nm 10
3

3
10

3

h
RM 44

x    

      Lực nén dọc Nz:     130,64101,6N 4
z   N 103,07 4   

      Diện tích F:            F =10,64 = 0,64 m2. 

      Môđuyn chống uốn:   3
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x m 0,0683
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Áp dụng công thức (5.13) ta được: 
       - Đối với cạnh bc:  
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       - Đối với cạnh ad:  
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         Vậy tường bảo đảm về cường độ. 
                                                           
5.4. Nén (hay kéo) lệch tâm 
 

5.4.1. Khái niệm 
       Khi một thanh thẳng chịu tác dụng của hai lực trực đối, có phương song song với trục 
của thanh nhưng đường tác dụng lại không trùng với trục của thanh thì ta nói thanh đó chịu 
nén (hay kéo) lệch tâm. Điểm đặt của lực này không còn trùng với trọng tâm mặt cắt của 
thanh nữa. 
Thí dụ: Một trụ cầu đỡ hai nhịp cầu bằng nhau, khi không tác dụng gì khác ngoài trọng 
lượng bản thân của hai nhịp cầu thì do tính chất đối xứng ta có thể coi như trụ chịu nén 
đúng tâm. Nhưng khi có xe chạy trên một nhịp, tính chất đối xứng sẽ mất đi và điểm tác 
dụng của hợp lực không còn đặt ở trọng tâm mặt cắt của trụ nữa, lúc đó trụ cầu bị nén lệch 
tâm. 
     Ở đây chúng ta chỉ xét trường hợp đơn giản, khi lực lệch tâm nằm trong mặt phẳng đối 
xứng của mặt cắt. 
 
5.4.2. Tính ứng suất 
        Xét một thanh mặt cắt hình chữ nhật ABCD (hình 5.8) chịu nén bởi một lực P đặt lệch 
tâm. Lực P đặt tại điểm E trên trục đối xứng Ox của mặt cắt, cách tâm O một đoạn e được 
gọi là tâm sai, muốn đưa hình thức nén lệch tâm này về các hình thức chịu lực cơ bản đã 
nghiên cứu ở chương trên, chúng ta thu lực P về tâm của mặt cắt. Làm như vậy sẽ được lực 
P đặt ở O gây ra nén đúng tâm và một ngẫu lực có mômen: My = Pe gây ra uốn phẳng 
trong mặt phẳng xOz. 
         Qua đó ta thấy rằng nén (kéo) lệch tâm là một trường hợp đặc biệt của nén (kéo) 
đồng thời với uốn.  
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 Vậy công thức tính ứng suất pháp tại một điểm bất kỳ trên mặt của 
thanh chịu nén (kéo) lệch tâm trục y một đoạn x sẽ là: 
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        Điều kiện cường độ và ba bài toán cơ bản cũng hoàn toàn giống như 
trường hợp nén (kéo) đồng thời với uốn.   
                                                       
5.4.3. Trục trung hòa                                 
         Trục trung hoà của mặt cắt là một đường mà tại mọi điểm đều có ứng 
suất pháp  bằng không và chia mặt cắt thành một miền chịu kéo và một 
miền chịu nén. Trong trường hợp nén lệch tâm như trên (hình 5.8), để tìm 
trục trung hoà của mặt cắt thanh chúng ta cho ứng suất pháp  trong công 
thức (5.14) bằng không ta sẽ được: 
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( 5.16) 
       Trong đó xo là khoảng cách đến trục y của các điểm trên trục trung hoà và ta phải lấy 
dấu (-) ở số hạng thứ nhất (vì Nz là lực nén) và dấu (+) ở số hạng thứ hai, vì nếu hai số 
hạng đều âm thì tổng đại số của chúng không thể bằng không được. 
Như vậy trục trung hoà phải ở phía mà mômen uốn My sinh ra ứng suất kéo. Theo hình 
(5.8) trục trung hoà ở phía bên trái trục y, nghĩa là trục trung hoà và lực P phải ở hai phía 
khác nhau đối với trục y. 
       Từ biểu thức (5.15) có thể viết:  
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(iv là bán kính quán tính của mặt cắt F đối với trục quán tính chính trung tâm y);  
                           Nz = P;  My = Pe 
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0  hằng số. 

        Vậy trục trung hoà là một đường thẳng song song với trục y và cách trục y một đoạn 

cố định bằng:  
e

iy
2

. 

         Đối với một mặt cắt đã cho thì iy không đổi, nên ta thấy vị trí của trục trung hoà phụ 
thuộc vào tâm sai e. 
         Tâm sai e càng nhỏ thì  khoảng cách xo càng lớn, có nghĩa là phần diện tích chịu nén 
càng lớn. Vậy có thể trục trung hoà nằm ngoài mặt cắt và như vậy trên mặt cắt chỉ  phát 
sinh ứng suất nén mà thôi. 
5.4.4. Lõi của mặt cắt 
     Đối với một số kết cấu chịu nén lệch tâm làm bằng vật liệu giòn như gạch, đá, bê tông 
khả năng chịu kéo kém  hơn rất nhiều so với khả năng chịu nén, nên để tránh những bất 
trắc có thể xảy ra đối với kết cấu thì tốt hơn hết là định trị số tâm sai e sao cho trên mặt cắt 
không phát sinh ứng suất kéo. Chúng ta có thể giới hạn được vị trí của điểm đặt lực P trong 
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một khu vực nào đó của mặt cắt, để trên mặt cắt đó không sinh ra ứng suất kéo. Khu vực 
đó được gọi là lõi của mặt cắt. 
Như vậy: Lõi của mặt cắt là phạm vi mặt cắt khi đặt lực trên đó toàn bộ mặt cắt chỉ có ứng 
suất nén (không phát sinh ứng suất kéo). 
         Ta sẽ nghiên cứu hai trường hợp: lõi của mặt cắt tròn và lõi của mặt cắt hình chữ 
nhật. 
a. Lõi của mặt cắt tròn (hình 5.9): 
       Muốn có trị số tối đa của tâm sai e sao cho trên mặt cắt tròn 
không có ứng suất kéo, ta phải cho trục trung hoà tiếp tuyến với 
đường tròn, nghĩa là lấy: 
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Mặt khác, ta đã biết phương trình của trục trung hoà (5.16) là:                       
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     Vì :                
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y   , nên từ công thức trên ta suy ra :  
8

d
e  . 

Từ tâm O của mặt cắt vẽ đường tròn có bán kính bằng tâm sai 
8

d
e   đường tròn đó được 

gọi là chu vi lõi của mặt cắt tròn. Thật vậy, nếu điểm đặt của lực P không vượt ra ngoài 

phạm vi của mặt cắt giới hạn bởi đường tròn có bán kính 
8

d
e   thì trục trung hoà phải nằm 

ngoài hoặc tiếp tuyến với mặt cắt tròn đã cho, do đó trên mặt cắt không thể có ứng suất 
kéo. 
 
b. Lõi của mặt cắt hình chữ nhật (hình 5.10): 
      Khi lực P đặt trên trục x về phía trên của trục y và muốn trên mặt 
cắt không có ứng suất kéo thì vị trí gần nhất của trục trung hoà đối 

với tâm O phải trùng với cạnh AD do đó:  
2

h
x 0  . Phương trình của 

trục trung hoà theo (5.19) là:      
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Nên từ phương trình của trục trung hoà ta được:    

                                            
6

h
e  .  

Nghĩa là P phải đặt ở điểm 1. Khi lực P đặt trên trục x ở về phía dưới của trục y thì do tính 

chất đối xứng ta được điểm 3 cũng có tâm sai 
6

h
e  .  

Cũng lý luận như trên khi lực P đặt trên trục y thì ta được điểm 2 và điểm 4 có tâm sai: 

6

b
e  . 

       Bốn điểm 1, 2, 3, 4 trên hình vẽ (5.10) là bốn điểm nằm trên chu vi của lõi mặt cắt 
hình chữ nhật. Người ta đã chứng minh được rằng lõi của mặt cắt hình chữ nhật chính là 
hình thoi 1, 2, 3, 4 có cùng trọng tâm với hình chữ nhật và đường chéo của nó thì  song 
song và bằng 1/3 cạnh tương ứng của hình chữ nhật.       
   
- Thí dụ 5.5: Một cột bê tông mặt cắt phía dưới là một hình chữ nhật kích thước 
(0,180,20) m2. Cột chịu một lực nén P = 6 kN như hình 5.11.  
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Kiểm tra cường độ của cột, biết ứng suất cho phép của bê tông là: [k] = 0,6 MN/m2
 ; [n] 

= 0,7 MN/m2. Bỏ qua trọng lượng bản thân của cột. 
- Bài giải: Cột bê tông chịu nén lệch tâm do lực P. Mặt cắt nguy hiểm là mặt cắt qua phần 
cột phía dưới. Tại đó có lực nén: Nz = P = 6 kN, mômen uốn đối với trục y do lực lệch tâm 
gây ra My = P.e = 6.(0,1 + 0,05) = 0,9 kNm. Diện tích mặt cắt phần dưới của cột :                                  
                 F = 0,18. 0,2 = 0,036 m2 
Môđuyn chống uốn của mặt cắt đó đối với trục y: 

                3
2

y m 0,012
6

0,2
0,18W   

Trên mặt cắt nguy hiểm sẽ phát sinh ứng suất: 
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min MN/m 7σMN/m 0,916σ   

Như vậy cột bê tông đảm bảo về cường độ. 
                             -
- Thí dụ 5.6: Một cột mặt cắt hình tròn đường kính d = 0,4 m chịu nén lệch 
tâm với tâm sai e = 0,03 m. Hỏi trong mặt cắt có ứng suất kéo không? 

- Bài giải: Vì bán kính lõi của mặt cắt tròn bằng: m 0,05
8

0,4

8

d
 , nên tâm sai e = 0,03 

m <
8

d
  nghĩa là lực nén tác dụng trong lõi của mặt cắt, do đó trên mặt cắt của cột không có 

ứng suất kéo.   
 
5.5. Uốn dọc 
 

5.5.1.Khái niệm: 
         Khi nghiên cứu trường hợp nén đúng tâm ta giả thiết bằng kích thước ngang và chiều 
dài thanh không khác nhau nhiều và dựa vào tính chất biến dạng của thanh ta đã thiết lập 
được các công thức tính toán. Nhưng nếu kích thước ngang của thanh nhỏ hơn rất nhiều so 
với chiều dài thì hiện tượng nén đúng tâm của thanh có thể chuyển thành hiện tượng uốn 
dọc.  
         Xét một thanh thẳng dài chịu nén đúng tâm bởi một lực P có 
trị số tăng dần dần từ không. Dưới tác dụng của lực đó, đầu tiên 
thanh chỉ bị nén và trục của nó vẫn giữ thẳng. Giả sử tác dụng vào 
thanh một lực ngang R mà thanh trở về dạng thẳng ban đầu, thì khi 
đó nói rằng thanh chịu nén ở trạng thái ổn định (hình 5.12a). Tiếp 
tục tăng lực nén P lên ta thấy lực này có thể  đạt tới một trị số sao 
cho sau khi bỏ lực ngang R gây ra sự uốn cong, thanh không thể trở 
lại dạng thẳng ban đầu mà vẫn bị uốn cong (dạng cong trên hình 
5.12b). Lúc đó ta nói thanh chịu nén ở trạng thái mất ổn định. 
    Thường trong thực tế, không cần có sự tác động của lực R 
mà chỉ cần lực nén P vượt quá trị số đã nói ở trên thì thanh cũng sẽ 
bị mất ổn định và trục của thanh sẽ bị uốn cong. Đó là vì ngoài lực 
ngang R ra, còn có thể có những nguyên nhân khác khó tránh được 
trong thực tế, có khả năng làm cho trục thanh bị uốn cong. Thí dụ: sự lệch tâm của lực nén 
P, độ cong ban đầu của trục thanh… 
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        Biến dạng của thanh có kèm theo sự uốn cong của trục thanh dưới tác dụng của lực 
nén dọc được gọi là uốn dọc. 
        Trị số nén làm cho thanh chuyển từ trạng thái ổn định sang trạng thái mất ổn định 
được gọi là lực tới hạn và ký hiệu là Pth. Muốn cho những thanh bị nén đúng tâm làm việc 
được bình thường, thí dụ đối với những cột nhà, thanh cầu… thì phải đảm bảo sao cho trục 
của chúng vẫn giữ được thẳng. Sự mất ổn định của một thanh trong công trình sẽ dẫn đến 
sự phá hoại của một bộ phận hay toàn bộ công trình đó. Vì vậy, khi tính toán các cấu kiện 
này ta phải tính lực tới hạn Pth để sao cho chúng được làm việc với những tải trọng bé hơn 
lực tới hạn đó, tức là có đủ độ ổn định cần thiết. Ngoài hiện tượng mất ổn định của thanh 
thẳng chịu nén đúng tâm còn có thể xảy ra hiện tượng mất ổn định của thanh khi chịu 
những hình thức chịu lực khác. 
     Do đó, ngoài điều kiện cường độ và điều kiện cứng ra thì điều kiện ổn định cũng cần 
phải đặc biệt chú ý trong khi tính toán sự chịu lực của các công trình. 
 
5.5.2. Tính lực tới hạn và ứng suất tới hạn 
         Việc giải bằng lý thuyết bài toán tính lực tới hạn cho một thanh thẳng bị nén đúng 
tâm có chiều dai l, mặt cắt không đổi và có liên kết ở hai đầu là những bản lề (hình 5.13a) 
đã được nhà bác học Ơle thực hiện năm 1744 bằng cách dựa vào phương trình vi phân của 
đường đàn hồi của thanh khi bị mất ổn định. 
         Công thức tính lực tới hạn do Ơle tìm ra gọi là công thức Ơle. Để mở rộng cho những 
trường hợp thanh có những loại liên kết không phải là liên kết bản lề ở hai đầu (hình 
5.13b,c,d). Công thức Ơle được viết dưới dạng tổng quát sau: 
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th )(m

EJπ
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l
                           (5.20) 

Trong đó: 
        E- môđuyn đàn hồi khi chịu lực kéo (hoặc nén) của vật liệu. 
       Jmin - mômen quán tính chính  trung tâm nhỏ nhất của mặt cắt. 
       l- chiều dài của thanh. 
       m - hệ số phụ thuộc vào điều kiện liên kết ở hai đầu thanh. 
         Từ đó ta có: 
a) Nếu thanh có cả 2 đầu bắt bản lề, m = l: 
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(5.21) 
b) Nếu thanh có một đầu ngàm và đầu kia tự 

do, m = 2: 

                   
2
min

2

th 4

EJπ
P

l
                    (5.22) 

c) Nếu thanh có cả hai đầu ngàm, m = 0,5: 
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                  (5.23) 

d) Nếu thanh có một đầu ngàm, còn đầu kia bắt 
bản lề, m = 0,7: 
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       Trong công thức của lực tới hạn nêu ở trên, ta dùng Jmin vì nếu mômen quán tính đối 
với hai trục chính trung tâm của mặt cắt không bằng nhau, thì sự uốn dọc sẽ xảy ra trong 
mặt phẳng có độ cứng bé nhất, tức là các mặt cắt của thanh sẽ xoay quanh trục chính trung 
tâm nào mà đối với nó mômen quán tính của mặt cắt có giá trị nhỏ nhất Jmin. 
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        Thí dụ: Đối với thanh bị ngàm có mặt cắt chữ nhật như hình 5.14 thì 
lúc mất ổn định các mặt cắt của thanh sẽ xoay quanh trục y (vì Jy < Jx) và 
trục cong của nó sẽ nằm trong mặt phẳng xOz và mặt phẳng có độ cứng 
bé nhất của thanh. Hiện tượng nói trên chỉ xảy ra đối với thanh có dạng 
liên kết giống nhau trong hai mặt phẳng xOz và yOz, do đó khi sử dụng 
công thức (5.21) cần chú ý đến điều kiện này. 
 Bây giờ ta thiết lập công thức của ứng suất trên mặt cắt thanh khi 
bắt đầu xảy ra hiện tượng uốn dọc. Lúc này lực nén P vừa đạt đến trị số 
tới hạn Pth và thanh được xem là vẫn cong thẳng, nghĩa là vẫn còn chịu 
nén đúng tâm. Vậy ứng suất trên mặt cắt thanh lúc đó gọi là ứng suất tới 
hạn và ký hiệu là th sẽ là (chỉ cần xét trị số tuyệt đối): 
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Trong đó:                                    
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  - gọi là độ mảnh của thanh (nó là một số không thứ nguyên). 
 imin- là bán kính quán tính nhỏ nhất của mặt cắt. 
Phân tích công thức (5.27) ta đi đến kết luận rằng: Độ mảnh của thanh càng lớn thì ứng 
suất tới hạn càng bé và lực nén gây ra hiện tượng uốn dọc của thanh cũng sẽ càng bé, 
nghĩa là thanh càng dễ mất ổn định. 
 
5.5.3. Phạm vi sử dụng công thức Ơle - công thức Iaxinki: 
 Khi chứng minh công thức lực tới hạn, Ơle phải giả thiết rằng vật liệu của thanh lúc 
mất ổn định vẫn tuân theo định luật Húc, vì vậy tất cả các công thức trên chỉ đúng được 
trong giai đoạn tỉ lệ của vật liệu. Vậy giới hạn áp dụng công thức Ơle được xác định từ 
điều kiện ứng suất tới hạn th trong thanh phải nhỏ  hơn hay tối đa bằng giới hạn tỉ lệ th 
của vật liệu thanh: 
                                           th   tl                                                                                                (5.28) 
Thay th bởi biểu thức (5.20) ta được: 
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   Suy ra:                            
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    o – là độ mảnh của thanh có ứng suất tới hạn bằng giới hạn tỉ lệ của vật liệu thanh và 
gọi là độ mảnh giới hạn. 

Vậy, muốn áp dụng công thức Ơle để tính lực tới hạn (hoặc ứng suất tới hạn) cho 
một thanh nào đó thì độ mảnh  của thanh này tính theo công thức (5.30) phải không được 
bé hơn độ mảnh giới hạn o tương ứng, tức là giới hạn áp dụng công thức Ơle sẽ là:              

0λλ  . 

Ta hãy tính độ mảnh giới hạn o đôí với một số vật liệu: 
 - Thép số 3 có E = 2.105 MN/m2 và th = 200 MN/m2 nên: 
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 - Gang thường có o = 80. 
 - Gỗ thường có o = 110. 
 Vậy thông thường công thức Ơle chỉ áp dụng được cho thanh bằng gang khi độ 
mảnh  > 80, bằng thép khi  > 100 và bằng gỗ khi  > 110. 
 Trong thực tế ta hay gặp những thanh có độ mảnh  nhỏ hơn những trị số giới hạn 
của o nói trên. Trong trường hợp này, lúc thanh bị mất ổn định thì ứng suất  trong thanh 
sẽ vượt quá giới hạn tỉ lệ tl của vật liệu thanh. Muốn tính ứng suất tới hạn và từ đó suy ra 
lực tới hạn của những thanh đó, ta phải dùng công thức do Iaxinki thiết lập được từ thực 
nghiệm. Công thức này được gọi là công thức Iaxinki có dạng như sau: 
                                            th = a - b 
 Trong đó:   - độ mảnh của thanh tính theo (5-30) 
                   a, b – những hệ số phụ thuộc vào loại vật liệu. 
Thí dụ:   - Đối với thép số 3 có thể lấy: a =310 MN/m2 và b = 1,14 MN/m2. 
      - Đối với gỗ: a = 29,3 MN/m2 và b = 0,194 MN/m2. 

Thông thường đối với những thanh chịu nén đúng tâm có độ mảnh  < 40 thì thực 
nghiệm cho thấy rằng ta có thể xem thanh không thể bị mất ổn định và chỉ cần tính toán về 
cường độ mà không cần tính về ổn định. 
 
5.5.4. Tính toán về ổn định 
 Muốn cho một thanh chịu nén đúng tâm không bị uốn dọc (mất ổn định) thì lực nén 
thanh cần thiết phải bé hơn lực tới hạn, nghĩa là xem lực tới hạn là lực phá huỷ thanh. Lúc 
đó ứng suất  trong thanh tất nhiên phải nhỏ hơn ứng suất tới hạn th vậy điều kiện để 
thanh được ổn định sẽ là: 
                                                thσσ   

 Hay để đảm bảo an toàn thì: 

                                                
k

σ
σ th        (5.32) 

 Trong đó: k  - hệ số an toàn về ổn định. 
Đối với các kết cấu bằng gang người ta lấy k = 56, bằng thép k =2 4, bằng gỗ k = 37. 

          Nếu đặt : 
k

σ th  []ôđ  (gọi là ứng suất cho phép ổn định), đồng thời thay:          

           
F

P
σ     ta được :            

F

P []ôđ                                                                 (5.33) 

          Công thức (5.33) là điều kiện ổn định của thanh chịu nén đúng tâm. 
Từ  công thức (5.33) ta thấy: muốn tính ứng suất cho phép và ứng suất cho phép ổn định 
[]ôđ thì trước hết phải tính trị số của ứng suất tới hạn th theo công thức Ơle (5.20) hoặc 
công thức Iaxinki (5.28) tuỳ theo độ mảnh của thanh nằm trong phạm vi nào. 

Tuy nhiên nhiều khi áp dụng các công thức đó không thuận tiện. Vì vậy, để thay 
cho công thức đó người ta thường hay tính ứng suất cho phép về ổn định theo công thức 
sau đây, có thể dùng cho bất kỳ trị số nào của độ mảnh : 
                                            []ôđ = [n]   (5.34) 
Trong đó: 
 - [n]: ứng suất cho phép về nén. 
          - : hệ số giảm ứng suất cho phép (hay hệ số uốn dọc) có trị số luôn luôn nhỏ hơn 1. 
          Trị số  phụ thuộc vào vật liệu, độ mảnh của thanh và được xác định theo bảng đã 
nạp sẵn (bảng 5.1). Đối với những trị số trung gian của độ mảnh không có trong bảng thì 
hệ số  được xác định bằng cách nội suy bậc nhất. 



 

 

          Vậy theo (5.33) điều kiện ổn định sẽ được viết lại như sau: 

                                       nσF

P
σ                                                 (5.35) 

 
Bảng 5.1. Hệ số giảm ứng suất cho phép  

 

Độ mảnh 

mini

m
λ

l
  

Trị số  đối với 

Thép số 
4, 3, 2, OC 

Thép số 5 Gang Gỗ 

0 1,00 1,00 1,00 1,00 
10 0,99 0,98 0,97 0,99 
20 0,96 0,95 0,91 0,97
30 0,94 0,92 0,81 0,93
40 0,92 0,89 0,69 0,87
50 0,89 0,86 0,57 0,80 
60 0,86 0,82 0,44 0,71
70 0,81 0,76 0,34 0,60 
80 0,75 0,70 0,26 0,48
90 0,69 0,62 0,20 0,38 
100 0,60 0,51 0,16 0,31
110 0,52 0,43 - 0,25
120 0,45 0,36 - 0,22
130 0,40 0,33 - 0,18
140 0,36 0,29 - 0,16 
150 0,32 0,26 - 0,14
160 0,29 0,24 - 0,12
170 0,26 0,21 - 0,11
180 0,23 0,19 - 0,10
190 0,21 0,18 - 0,09
200 0,19 0,17 - 0,08 

   
 Dùng hệ số  ta có thể giải bài toán ổn định tương tự  như bài toán nén đúng tâm 
đơn giản. Trong đó ứng suất cho phép được giảm theo một mức độ nào đó tuỳ theo trị số 
độ mảnh của thanh. Từ đó ta thấy, nếu điều kiện ổn định của thanh được đảm bảo thì điều 
kiện cường độ của nó sẽ được đảm bảo. Đối với những thanh mà tại một số nơi, mặt cắt 
của chúng bị làm yếu cục bộ (bởi những lỗ rivê, bulông…) thì khi tính về ổn định ta vẫn 
coi như mặt cắt không có lỗ khuyết. Nhưng lúc này phải kiểm tra thêm mặt cắt bị giảm yếu 
cục bộ. 
 Từ công thức cơ bản tính toán về ổn định (5.35). Ta có thể suy ra ba loại bài toán 
về ổn định sau: 
        a) Kiểm tra sự ổn định của thanh: khi đã biết lực nén P, mặt cắt F, chiều dài và điều 
kiện liên kết ở hai dầm thanh. Ta sẽ nghiệm lại BĐT (5.35). 
        b) Xác định tải trọng cho phép: khi đã biết ứng suất cho phép vè nén n, mặt cắt F, 
chiều dài và điều kiện liên kết ở hai đầu thanh ta có: 

                            P  F[n] 
         c) Chọn mặt cắt: khi ta cho lực nén P, ứng suất cho phép về nén [n], hình dáng mặt 
cắt, chiều dài và điều kiện liên kết ở hai đầu thanh ta có: 
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           Đối với loại bài toán thức ba, cách giải quyết tương đối phiền phức vì có hai trị số F 
và  chưa biết mà chỉ có một phương trình để giải ta sẽ dùng phương pháp đúng dần (được 
trình bày ở thí dụ 5.8). 
 
- Thí dụ 5.7: Kiểm tra ổn định cho một cột gỗ chịu nén đúng tâm với lực nén P = 360 kN, 
chiều dài 3 m, coi như hai đầu cột bị bắt bản lề, mặt cắt của cột là tròn với đường kính d = 
0,24 m, ứng suất cho phép về nén [n] = 10 MN/m2 
- Bài giải: Thanh hai đầu liên kết bản lề nên m = 1. Độ mảnh của hai thanh là: 

                                         
mini

m
λ

l
  

Với:              m 0,06
4

0,24

4

d

πd

4

64

πd

F

J
i

2

4
min

min  .  Vậy: 50
6,0

31



 . 

Theo bảng 5.1 ứng với  = 50 của gỗ có  = 0,80: 
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MN/m 7,963kN/m 796,28
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0,243,14
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Ta có:           2
n MN/m 8100,8σ  . Vậy:  < n - cột gỗ đảm bảo ổn định. 

 
- Thí dụ 5.8: Chọn số hiệu thép chữ I cho một thanh dài 2m, liên kết khớp ở hai đầu và 

chịu một lực nén P = 230 kN. Biết vật liệu là thép số 2 có [] = 140 
MN/m2. 

- Bài giải: Chọn mặt cắt F bằng phương pháp đúng dần. Đầu tiên ta lấy một trị số  tuỳ ý, 
vì  biến thiên từ 0 đến 1 nên tính gần đúng lần thứ nhất lấy 1 = 0,5.  Từ 
điều kiện ổn định (5.35) ta tính được tích F: 

                              ).(m1032,8
0,510140
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F 24
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 Tra bảng thép hình ta chọn thép chữ I số 22a với F = 32,4 cm2:  

                             iy =  imin = 2,5 cm 
 Vì hệ số 1 lấy trên không kể đến đặc điểm của thanh (điều kiện liên kết, chiều 
dài...) nên với mặt cắt đã chọn, điều kiện ổn định của thanh chưa được thoả mãn theo điều 
kiện bài toán. Vậy ta phải nghiệm lại điều kiện ổn định. Độ mảnh của thanh:  
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 Tra bảng phụ lục  với thép số 2,  =80 ta được 2 = 0,75. Lực nén cho phép về ổn 
định: 
                             [P] =F2 [] = 32,410-40,75140.103 = 340,2 kN. 
 Lực này lớn hơn lực đã cho hơn một lần rưỡi. 
 Vậy mặt cắt thép chữ I số hiệu N022a chưa được sử dụng hết, để tiết kiệm ta chọn 
mặt cắt có diện tích nhỏ hơn. Theo bảng thép hình ta có thể chọn thép chữ I có diện tích 
nhỏ hơn và sau đó kiểm tra lại điều kiện ổn định, nếu thép được chọn lần thứ hai vẫn 
không phù hợp thì ta lại lấy thép chữ I có số hiệu nhỏ hơn, và cứ tiếp tục như thế cho đến 
khi chọn được thép chữ I có mặt cắt phù hợp, nghĩa là vừa thoả mãn được điều kiện ổn 
định vừa tiết kiệm nhất. 
          Làm như vậy, thông thường sẽ rất chậm mới đi đến kết quả cuối cùng                   
Theo kinh nghiệm tính toán, muốn đi đến kết quả nhanh chóng ta nên lấy một trị số mới 3 
là trung bình cộng của 1 và 2 và làm lại các phép tính: 



 

 

                                                      
2

21
3





  

Vậy lần gần đúng thứ hai ta có:    0,625
2

0,750,5
3 


  

Từ đó ta tính được:                       ).(m102,62
101400,625

230
F 24

3



  

Tra bảng thép ta chọn thép chữ I số 20 có: F = 26,4 cm2 và  imin = 2,06 cm. 

           Độ mảnh của thanh:       97
1006,2

21
2








  

          Tra  bảng (5.1) và nội suy, ta tìm hệ số  ứng với  = 97: 

                                                   0,6277
10

0,600,69
0,694 


  

Lực nén cho phép về ổn định là: 
                                       [P] = 0,62726,4104 140103 = 231,7 kN. 
Tức là lớn hơn tải trọng đã cho: 

                                          5%0,7%100%
230

230231,7
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            Vậy ta chọn thép chữ I số 20 là thích hợp. 
 
5.5.5. Mặt cắt hợp lý của thanh 
         Ta hãy nghiên cứu các dạng hợp lý của mặt cắt thanh để khi chịu nén đúng tâm thanh 
có khả năng ổn định tốt nhất. Như ta đã nói trên, 
khi mất ổn định thanh sẽ bị uốn theo phương có 
độ cứng bé nhất mà mặt cắt có bán kính quán tính 
càng bé thì độ mảnh của thanh sẽ càng lớn, làm 
cho thanh càng dễ mất ổn định. Từ đó rút ra các 
yêu cầu về mặt cắt hợp lý như  sau: 
        1. Mômen quán tính của mặt cắt đối với các 
trục chính trung tâm phải bằng nhau. Như vậy thanh sẽ có độ mảnh như nhau theo tất cả 
các phương trình và tính ổn định của nó theo mọi phương cũng sẽ giống nhau. 
        2.Với một trị số diện tích mặt cắt đã cho, ta phải chọn hình dáng mặt cắt sao cho 
mômen quán tính của nó được lớn. Muốn vậy vật liệu của mặt cắt phải được bố trí xa trọng 
tâm  của nó. 
      Yêu cầu trên hoàn toàn được thoả mãn nếu ta dùng những mặt cắt rỗng hình tròn, hình 
vuông hoặc do những thép hình I, [, L  ghép lại (hình 5.15). Nhưng ta cũng cần chú ý rằng 
đối với thanh thép ta phải đảm bảo sao cho nó được ghép rất chắc chắn bởi những thanh 
giằng hoặc tấm nối. Khi đó thanh ghép mới làm việc được như một thanh nguyên. 
- Thí dụ 5.9: Một cột ghép bởi hai thanh thép chữ [ số 27 theo như hình 5.16. Hãy tính 
khoảng cách 2x giữa hai lưng thép chữ [ để cho mặt cắt đó là hợp lý nhất về mặt ổn định. 
- Bài giải: Gọi Jx và Jy là mômen quán tính của mặt cắt đã được ghép đối với các trục 
chính trung tâm x và y:  
         Ta có:  Jx = 2Jx0

 (trục x và x0 trùng nhau). 
                     Jy = 2[Jy0 + (x + zo )

2F] 
Với thép chữ [ số hiệu N027 tra bảng ta được: 
                     Jx0 = 4160 cm4 
                     Jy0 = 262 cm4 
                     zo = 2,47 cm  
                     F = 35,2 cm2 
Để cho mặt cắt là hợp lý nhất về mặt ổn định thì: 
       Jx = Jy       2Jx0 = 2[Jy0 + (x = zo )

2F] 
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                       4160 = 262 + (x +2,47)235,2                                       
                       (x + 2,47)2 = 110,74.     x ≈ 8 cm     2x = 16 cm.  
 
  
CÂU HỎI ÔN TẬP 
 

1. Mô tả hiện tượng mất ổn định của thanh thẳng chịu nén đúng tâm, từ đó nêu định nghĩa 
về lực tới hạn? 
2. Ứng suất tới hạn là gì? Viết và giải thích công thức tính lực tới hạn Ơle?  
3. Độ mảnh là gì? Viết và giải thích công thức? Ý nghĩa của độ mảnh? 
 
BÀI TẬP  
 
1. Tính lực tới hạn của thanh có chiều dài l =3,2 m, liên kết ở hai đầu thanh là liên kết 
khớp. Thanh bằng thép chữ I số hiệu N024a, môđuyn đàn hồi của thanh E = 2.106 daN/cm2. 
 

2. Tính lực tới hạn cho cột dài l = 2,7 m liên kết ở hai đầu là liên kết khớp. Cột bằng thép 
số 3.  
    a. Đường kính cột là d =12 cm. 
    b. Cột có tiết diên ngang hình vành khăn cùng tiết diện như câu a và có  = d/D = 0,6. 
 

3. Kiểm tra độ ổn định của thanh chịu nén l = 1,5 m liên kết một đầu ngàm một đầu khớp, 
lực nén ở đầu khớp P =12 kN mặt cắt ngang hình vành khăn đưòng kính trong d = 2cm, 
đường kính ngoài D = 2,8 cm , thanh bằng thép số 5 có [] = 2000 daN/cm2. 
4. Xác định tải trọng cho phép [P] của một cột bằng thép số 3 có []n = 1600 daN/cm2. Mặt 
cắt ngang cột gồm hai thép chữ [số hiệu N016 (hình 5.17):   
     a. Hai thép đặt sát lưng vào nhau. 
     b. Hai thép đặt sao cho Jx = Jy.   
 

8. Xác định kích thước mặt cắt ngang của một cột gỗ (hình vẽ 5.18), biết []n =100 
daN/cm2, E = 105 daN/cm2: 
     a. Cột có mặt cắt ngang hình vuông cạnh là a. 
     b. Cột có tròn đặc đường kính là d. 
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Phụ lục 1 
BẢNG CHỮ CÁI VÀ CÁC KÍ TỰ THƯỜNG GẶP 

 
Chữ La Tinh Chữ Hy Lạp 

Chữ thường Chữ hoa Chữ thường Chữ hoa Tên chữ 
a A �  Alpa 
b B �  Bêta 
c C �  Khi 
d D �  Đelta 
e E �  Epxilon 
f F �  Phi 
g G �  Gama 
h H �  Êta 
j J �  Phi 
l L �  Lamđa 
m M �  Muy 
n N �  Nuy 
p P �  Pi 
q Q �  Têta 
r R �  Rô 
s S �  Xichma 
t T �  Tô 
w W �  Ômêga 
x X �  Cxi 
y Y �  Phờ xi 
z Z �  Dêta 

 



 

 

Bảng 1.2 
NHỮNG ĐƠN VỊ ĐO THƯỜNG GẶP 

 
Đơn vị 

 đo 
Đơn vị thường gặp  Đơn vị Anh  

Ký hiệu Tên gọi Ký hiệu Tên gọi Đổi ra SI 

Chiều dài 

km Kilômét Mile Mile (dặm) 1609m 1
m Mét yd Yard (mã) 0,9144m 1
dm Đềximét ft Foot (bộ) 0,3048m 1
cm Xentimét in Inch (phân Anh) 2,54cm 1
mm Milimét
Hải lý Hải lý    1

Diện tích 

km2 Kilômét vuông 1
ha hecta sqmile Sqmile (dặm vuông) 258,99ha 1
a A Acre (mẫu vuông) 4047m2 1
m2 Mét vuông sqyd S.qyard (mã vuông) 0,836m2 1
dm2 Đềximét vuông sqft Sqfoot (bộ vuông) 0,0929m2 1
cm2 Xentimét vuông 1

Thể tích 
m3 Mét khối  cuyd Cubicyard (mã khối) 0,7654m3 1
dm3 Đềximét khối Cubicfoot (bộ khối) 28,32d m3 1
cm3 Xentimét khối   Cubicinch (phân khối) 16,387cm3 1

Dung tích 

kl Kilôlít 1. Dạng hạt: 1
l Lít bu Winchesterbushol 35,24l 1
ml Mililít qt Imperialquart 1,1365l
  pt Imperialpint 0,5682l 

Dung tích 

 2. Dạng chất lỏng:
 gal Britichgallon 4,546l
 gt Britishquart 1,1365l
  pt Britishpint 0,5682l 
 USA gallon 3,785l
 USA puart 0,9463l

Bảng 1.2 (tiếp) 
NHỮNG ĐƠN VỊ ĐO THƯỜNG GẶP 

 
Đơn vị 

 đo 
Đơn vị thường gặp  Đơn vị Anh  

Ký hiệu Tên gọi Ký hiệu Tên gọi Đổi ra SI 

K.L riêng 
kg/m3 

t/m3 

Khối 
lượng 

Tấn tnlg Longton (tấn dài) 1016kg 1
Tạ  tnsh Shortton (tấn ngắn) 907,2kg 1
Yến 1
Kg  lb Poundav (cân Anh) 0,454kg 1
g oz Ounceavoin (lạng Anh) 28,35kg

Lực 

N Niutơn lb (USA) pound (USA) 4,448N 1
daN ĐềcaNiutơn 1

kN KilôNiutơn 
kip 
(USA)

1kip = 1000 lb 4,448kN 1

MN MêgaNiutơn 1



 

 

kG Kilôgam lực 1
T Tấn lực    1

Ứng suất-
Áp suất 

N/m2 * Đơn vị của USA: 
psf = lb/ft2 

pcf = lb/ft3 

ksf = kip/ft2 
psi = lb/in2 

ksi = kip/in2 

1
kN/m2    1
MN/m2 1
daN/cm2    1
daN/mm2 1
kG/cm2 1
bar 1
at Atmôtphe 1
Pa Pascal    1
KPa Kilô Pascal PSi Đơn vị của USA 6,895kPa 1
MPa Mêga Pascal KSi Đơn vị của USA 6,895MPa 1
mmHg Mililít Hg 1

Bảng 1.2 (tiếp) 
NHỮNG ĐƠN VỊ ĐO THƯỜNG GẶP 

 
Đơn vị 

 đo 
Đơn vị thường gặp  Đơn vị Anh  

Ký hiệu Tên gọi Ký hiệu Tên gọi Đổi ra SI 

Công 
J Jun 1
kGm 1

Công suất 
W Woát    
kW Kilô oát 1
m.l Mã lực 1

Vận tốc 
góc 

vg/ph     
rad/s     1

Gia tốc 
m/s2 

rad/s2 

Góc 
Độ 
rad 

Mômen 

Nm ft-lb Đơn vị của USA 1,356Nm 1
kNm kip-ft Đơn vị của USA 1,356kNm 1
MNm 1
kGm 1
Tm 1

Tần số 
Hz 
KHz 1
MHz 1

Tải trọng 

N/m  psf Đơn vị của USA 0,04788kPa 1
kN/m ksf Đơn vị của USA 47,88kPa 1
kG/m  lb/ft Đơn vị của USA 14,59N/m 1
T/m kip/ft Đơn vị của USA 14,59kN/m 1

Nhiệt độ 0C  0F  
0,566.( 0F -
32)

 
Phụ lục 3 

GIÁ TRỊ CÁC ĐẶC TRƯNG HÌNH HỌC CỦA TIẾT DIỆN 



 

 

 

HÌNH DẠNG TIẾT 
DIỆN 
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Đường tròn 
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JP, JT, WT – mômen quán tính độc cực, độ cứng hình học 
khi     
                   xoắn và mômen chống xoắn của tiết diện. 
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Chương 1. Nội lực trong bài toán thanh

NỘI DUNG
1.1. Các ứng lực trên mặt cắt ngang
1.2. Biểu đồ ứng lực – PP mặt cắt biến thiên
1.3. Liên hệ vi phân giữa mô men uốn, lực cắt và

tải trọng ngang phân bố
1.4. Phương pháp vẽ biểu đồ ứng lực theo điểm
đặc biệt

1.5.Biểu đồ ứng lực của dầm tĩnh định nhiều nhịp
1.6. Biểu đồ ứng lực của khung phẳng
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1.1. Các ứng lực trên mặt cắt ngang (1)

• Trong trường hợp tổng quát trên mặt
cắt ngang của thanh chịu tác dụng của
ngoại lực có 6 ứng lực:

y

z

xMx

My

Mz Qx

NZ

Qy



5(52)
July 2010

Tran Minh Tu - University of Civil Engineering 

1.1. Các ứng lực trên mặt cắt ngang (2)

• Bài toán phẳng: Ngoại lực nằm trong mặt
phẳng đi qua trục z (yOz) => Chỉ tồn tại
các ứng lực trong mặt phẳng này: Nz, Mx, 
Qy

• Nz - lực dọc; Qy - lực cắt; Mx – mô men uốn
y

z

xMx

NZ

Qy
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1.1. Các ứng lực trên mặt cắt ngang (3)

N
Q Q

M M

1

1
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1.1. Các ứng lực trên mặt cắt ngang (4)

Qui ước dấu các thành phần ứng lực
Lực dọc: N>0 khi có chiều đi ra khỏi mặt cắt
Lực cắt: Q>0 khi có chiều đi vòng quanh phần
thanh đang xét theo chiều kim đồng hồ
Mô men uốn: M>0 khi làm căng các thớ dưới

N

N
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1.1. Các ứng lực trên mặt cắt ngang (5)

Cách xác định các thành phần ứng lực
Giả thiết chiều các thành phần M, N, Q theo chiều
dương qui ước
Thiết lập phương trình hình chiếu lên các trục z, y 
và phương trình cân bằng mô men với trọng tâm
O của mặt cắt ngang

0   =>  N= ...Z =∑
0   =>  Q= ...Y =∑
0   =>  M= ...OM =∑
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1.1. Các ứng lực trên mặt cắt ngang (6)

Biểu thức quan hệ ứng lực - ứng suất
Vì là bài toán phẳng nên chỉ tồn tại các thành phần
ứng suất trong mặt phẳng zOy => ký hiệu
Các thành phần ứng lực trên mặt cắt ngang

dA(x,y) là phân tố diện tích của dt mặt cắt ngang A

,z zyσ τ ( , )σ τ⇒

( )A

N dAσ= ∫

( )A

Q dAτ= ∫

( )A

M y dAσ= ∫

ydA

x

y

zστ

x
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1.2. Biểu đồ ứng lực (1)

Khi tính toán => cần tìm vị trí mặt cắt
ngang có trị số ứng lực lớn nhất => 
biểu đồ
Biểu đồ ứng lực - là đồ thị biểu diễn sự
biến thiên của các thành phần ứng lực
theo toạ độ mặt cắt ngang
Các bước vẽ biểu đồ ứng lực
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1.2. Biểu đồ ứng lực (3)

a. Xác định phản lực tại các liên kết
b. Phân đoạn thanh sao cho biểu thức của

các ứng lực trên từng đoạn là liên tục
c. Viết biểu thức xác định các ứng lực N, Q, M 

theo toạ độ mặt cắt ngang bằng phương
pháp mặt cắt

d. Vẽ biểu đồ cho từng đoạn căn cứ vào
phương trình nhận được từ bước (c)

e. Kiểm tra biểu đồ nhờ vào các nhận xét
mang tính trực quan



12(52)
July 2010

Tran Minh Tu - University of Civil Engineering 

1.2. Biểu đồ ứng lực (4) 

Biểu đồ lực dọc, lực cắt vẽ theo qui 
ước và mang dấu

Biểu đồ mô men luôn vẽ về phía thớ
căng

N, Q

z

M

z
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Ví dụ 1.1 (1)

Vẽ biểu đồ các thành phần
ứng lực trên các mặt cắt
ngang của thanh chịu tải
trọng như hình vẽ

GIẢI:
1. Xác định phản lực

VA VB

F

a b
C

( ) 0A BM V a b Fa= + − =∑

( ) 0B AM V a b Fb= + − =∑
( )B

FaV
a b

⇒ =
+

( )A
FbV

a b
⇒ =

+

Thử lại: 0Y =∑
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Ví dụ 1.1 (2)

F

a b
VA VB

C

1

1

Mặt cắt 1 – 1:

VA

z1
Q

M
N

0N =
10 z a≤ ≤

( )
0A A

FbY Q V Q V
a b

= − = ⇒ = =
+∑

( )

Mặt cắt 2 – 2:

1
0 1 10A A

Fbz
M M V z M V z

a b
= − = ⇒ = =

+∑

0N =
20 z b≤ ≤

( )
0B B

FaY Q V Q V
a b

= + = ⇒ = − = −
+∑

( )
2

0 2 20B B
Faz

M M V z M V z
a b

= − = ⇒ = =
+∑

2

2

VB

z2
Q

M
N

Đoạn AC

Đoạn BC

A B
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Ví dụ 1.1 (3)

Nhận xét 1
Tại mặt cắt có lực tập

trung => biểu đồ lực
cắt có bước nhảy, độ
lơn bước nhảy bằng
giá trị lực tập trung, xét
từ trái qua phải, chiều
bước nhảy cùng chiều
lực tập trung

F

a b
VA VB

Fb
a+b

a+b
Fa

+
N

M

Q

M

Fab
a+b

F

C
( )

: FbAC Q
a b

=
+

( )
: FaBC Q

a b
= −

+

( )
1:

Fbz
AC M

a b
=

+

( )
2:

Faz
BC M

a b
=

+
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Ví dụ 1.2 (1)

L

q

VA VB

Vẽ biểu đồ các thành phần ứng lực
trên các mặt cắt ngang của thanh
chịu tải trọng như hình vẽ
GIẢI
1. Xác định các phản lực liên kết

2

. 0
2A B

qlM V l= − =∑
.
2A
q lV⇒ =

2

. 0
2B A

qlM V l= − =∑

.
2B
q lV⇒ =

Bài toán đối xứng: .
2A B
q lV V⇒ = =

Hoặc:

2. Biểu thức nội lực

Xét mặt cắt 1-1 
(0 ≤ z ≤ L) .

2
qlQ q z⇒ = −

2. .
2 2
ql qM z z⇒ = −

1

1

Q
zVA

M

Nq

0AY Q qz V= + − =∑

2
1

0 1 0
2A

qzM M V z= − + =∑



17(52)
July 2010

Tran Minh Tu - University of Civil Engineering 

Ví dụ 1.2 (2)

Nhận xét 2
Tại mặt cắt có lực cắt

bằng 0, biểu đồ mô
men đạt cực trị

L

q

VA VBqL/2

qL/2

+

Q

L/2

qL2/8

M

.
2
qlQ q z= −

2. .
2 2
ql qM z z= −

0
2A

qLz Q= => =

2B
qLz L Q= => = −

0 0Az M= => =

0Bz L M= => =

2
qLM ' qz= − 0

2
LM ' z= => =

( )0M '' q= − <
2

2 8max z L /
qLM M =⇒ = =
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Ví dụ 1.3 (1)

1. Xác định phản lực:

.( ) 0A BM V a b M= + − =∑

.( ) 0B AM V a b M= + − =∑
B

MV
a b

⇒ =
+

A
MV

a b
⇒ =

+
2. Lập các biểu thức ứng lực:
AC: Xét mặt cắt 1-1 ( 0 ≤ z1 ≤ a)

y A
MQ V

a b
= − = −

+

VA VB
a b

C

M

.x AM V z= −

QVA

M

z1 VB

M

Q z2

1

1

2

2

Xét mặt cắt 2-2 ( 0 ≤ z2 ≤ b)

y A
MQ V

a b
= − = −

+

2.x BM V z=
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Ví dụ 1.3 (2)

a b
VA VB

M
(a+b) M

(a+b)Ma
(a+b)

Mb
(a+b)

M

Q

M

C

M

y A
MQ V

a b
= − = −

+
1.x AM V z= −

AC: ( 0 ≤ z1 ≤ a)

y A
MQ V

a b
= − = −

+

BC: ( 0 ≤ z2 ≤ b)

2.x BM V z=

Nhận xét 3
Tại mặt cắt có mô men tập
trung, biểu đồ mô men có bước
nhảy, độ lớn bước nhảy bằng
giá trị mô men tập trung, xét từ
trái qua phải, mômen tập trung
quay thuận chiều kim đồng hồ
thì bước nhảy đi xuống
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1.3. Liên hệ vi phân giữa mô men 
uốn, lực cắt và tải ngang phân bố (1)

• Xét dầm chịu tải phân bố
q(z)>0: hướng lên
Tách đoạn thanh có chiều
dài dz giới hạn bởi 2 mặt
cắt ngang 1-1 và 2-2

q(z)
1

1

2

2dz

Q Q+dQ

M M+dM

dz

Đạo hàm bậc hai của mô men uốn bằng đạo hàm bậc nhất của
lực cắt và bằng cường độ tải trọng phân bố

( ) 0Y Q dQ Q q z dz= + − − =∑
( )dQ q z

dz
⇒ =

( ) 0
2 2
dz dzM M dM M Q dQ Q= + − − + − =∑

dM Q
dz

⇒ =
2

2 ( )d M dQ q z
dz dz

= =
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1.3. Liên hệ vi phân giữa mô men 
uốn, lực cắt và tải ngang phân bố (2)

Ứng dụng
Nhận dạng các biểu đồ Q, M khi biết qui luật
phân bố của tải trọng q(z). Nếu trên một đoạn
thanh biểu thức của q(z) bậc n thì biểu thức
lực cắt Q bậc (n+1), biểu thức mô men M bậc
(n+2)
Tại mặt cắt có Q=0 => M cực trị
Tính các thành phần Q, M tại mặt cắt bắt kỳ
khi biết giá trị của chúng tại mặt cắt xác định

• Qphải = Qtrái + Sq ( Sq – Dtích biểu đồ q)
• Mphải = Mtrái + SQ ( SQ – Dtích biểu đồ Q)
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q

z

q(z)

A B

( )
B B

A A

dQ q z dz=∫ ∫

B A qQ Q S= +
Sq

Q

z

Q(z)

A B

SQ

( )
B B

A A

dM Q z dz=∫ ∫

B A QM M S= +

1.3. Liên hệ vi phân giữa mô men 
uốn, lực cắt và tải ngang phân bố (3)
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" ( )M q z=

( ) 0q z > => M  lõm =>

z

M

z

M

( ) 0q z < => M  lõm =>

Nhận xét:

Biểu đồ mô men  
luôn có xu hướng
hứng lực

1.3. Liên hệ vi phân giữa mô men 
uốn, lực cắt và tải ngang phân bố (4)
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1.4. Vẽ biểu đồ ứng lực theo điểm đặc biệt

Cơ sở: Dựa vào mối liên hệ vi phân
giữa Q, M và q(z)
Biết tải trọng phân bố =>nhận xét dạng
biểu đồ Q, M => xác định số điểm cần
thiết để vẽ được biểu đồ

q=0 => Q=const => QA=? (hoặc QB)
M bậc 1 => MA=? và MB=?

q=const => Q bậc 1 => QA=? QB=?
M bậc 2 => MA=?; MB=?; cực trị?

tính lồi, lõm,..?
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1.4. Vẽ biểu đồ ứng lực theo điểm đặc biệt (2)

Các giá trị QA, QB, MA, MB, cực trị - là giá trị
các điểm đặc biệt. Được xác định bởi:

Quan hệ bước nhảy của biểu đồ
Phương pháp mặt cắt
Qphải = Qtrái + Sq (Sq - Dtích biểu đồ q) 
Mphải = Mtrái + SQ (SQ - Dtích biểu đồ Q)

Ví dụ
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Ví dụ 1.4 (1)

Xác định phản lực q
F=qa

VA VB

.3 2 .2 . 0B AM V a qa a F a= − − =∑
5
3AV qa=> =

.3 2 . .2 0A BM V a qa a F a= − − =∑
4
3BV qa=> =

Xét đoạn AC:

2a a
C

q=const Q bậc 1
QA=VA

QC=VA+Sq=5qa/3-2qa=-qa/3
M bậc 2: MA=0

MC=MA+SQ=4qa2/3; Mmax=25qa2/18 

5
3

qa

1
3

qa

+

5a/3

Mmax=25qa2/18 
4qa2/3 
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Ví dụ 1.4 (2)

2a a
VA VB

C

5
3

qa

4
3

qa
1
3

qa

+

5a/3

Mmax=25qa2/18 
4qa2/3 

Xét đoạn BC: q
F=qa

q= 0

Q = const

QB= - VB

M bậc 1:

MB=0

MC=MB-SQ=4qa2/3
Q

M
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Biểu đồ Q, M các trường hợp chịu
tải trọng đơn giản
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4.5. Biểu đồ ứng lực dầm tĩnh định
nhiều nhịp

Định nghĩa: Là hệ tĩnh định gồm tập hợp các dầm, nối với nhau
bằng các liên kết khớp

Cách vẽ biểu đồ: 
- Phân biệt dầm chính và dầm phụ
- Dầm chính là dầm khi đứng độc lập vẫn chịu được tải trọng
- Dầm phụ là dầm khi đứng độc lập không chịu được tải
trọng, phải tựa lên dầm chính mới chịu được tải trọng
- Tải trọng đặt lên dầm chính không ảnh hưởng tới dầm phụ,   
tải trọng đặt trên dầm phụ sẽ truyền tới dầm chính thông
qua phản lực liên kết
- Vẽ biểu đồ cho dầm phụ trước rồi đến dầm chính, sau đó
ghép lại với nhau
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Ví dụ 1.5 (1)

Ví dụ 1.5: Vẽ biểu đồ nội lực cho dầm
ghép tĩnh định sau: 

Bài giải:
Hệ dầm ABCD là hệ dầm ghép gồm:
+ Dầm phụ BCD
+ Dầm chính AB
1) Dầm phụ BCD:
- Xác định phản lực:   

F

a aa

A B

C
D

2D
FV R= =

a aa

A R

B

B
C

D

VD

F

R



31(52)
July 2010

Tran Minh Tu - University of Civil Engineering 

0 ( )
2 2C B Q
F FaM M S a⇒ = + = + =

(Q)2
F

2
F

(M)

2
Fa

0 ( )
2 2C D Q

Fa FaM M S⇒ = − = − − =

F

a aa

A B

C
D

B
C

D

VD

F

R

a.  Đoạn BC: q(z)=0

=> Q=const => QB= R = F/2

=> M bậc nhất 0BM⇒ =

b.  Đoạn CD: q(z)=0

=> Q=const => QD= -VD = - F/2

=> M bậc nhất 0DM⇒ =

Ví dụ 1.5 (2)
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2.) Dầm chính AB:

2
F

(Q)

2
Fa

(M)

F

a aa

A B

C
D

A R

B

Ví dụ 1.5 (3)
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a aa

C
D

A B

2
F

2
F

2
F

2
Fa

2
Fa

(Q)

(M)

3.) Biểu đồ ứng lực toàn hệ dầm ghép

Ví dụ 1.5 (4)
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4.6. Biểu đồ ứng lực khung phẳng

Khung phẳng là hệ phẳng gồm những thanh nối
nhau bằng các liên kết cứng (là liên kết mà góc
giữa các thanh tại điểm liên kết không thay đổi
khi khung chịu lực)
Đối với các đoạn khung nằm ngang, biểu đồ các
thành phần ứng lực vẽ như qui ước với thanh
thẳng
Đối với các đoạn khung thẳng đứng, biểu đồ N, 
Q vẽ về phía tùy ý và mang dấu. Biểu đồ mô men 
vẽ về phía thớ căng
Để kiểm tra biểu đồ ta cần kiểm tra điều kiện cân
bằng các mắt khung: Tại mắt khung, nội lực và
ngoại lực thoả mãn điều kiện cân bằng tĩnh học.
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Ví dụ 1.6 (1)

K

a

a a a

M F

q

A

D

B

C

Ví dụ 5: Vẽ biểu đồ ứng lực của khung phẳng sau:
Biết M=qa2, F=2qa

Bài giải:
1. Xác định các phản lực:

Từ điều kiện cân bằng của khung ta có

0AM =∑
2

0

2 2 2

1.2
2

1.2 2 0
2

K

K

V a Fa M qa

V a qa qa qa

= − − −

= − − − =

VK

VA

HA

7
4KV qa⇒ =

0 AX H qa= ⇒ =∑
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Ví dụ 1.6 (2)

0

2 2 2 2

3.2 .2 .
2

3.2 2 2 0
2

A A

A

aV a H a qa M Fa

V a qa qa qa qa

= + − + −

= + − + − =

0KM =∑

A
1
4

V qa⇒ =

2. Nhận xét dạng biểu đồ các thành
phần ứng lực trên từng đoạn:

+ Biểu đồ lực dọc:
Bằng phương pháp mặt cắt dễ dàng xác định:

4
0

AB BC A

DK CD

qaN N V

N N

= = − = −

= =

a

a a a

M F

q

A

K
D

B

C

VK

VA

HA

1
4

qa

N
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Ví dụ 1.6 (3)

Đoạn AB: q=const

Biểu đồ Q bậc nhất
Cần xác định: QA = HA = qa
QB = QA+Sq = qa+(-q).a = 0

Biểu đồ M bậc hai
Cần xác định: MA = 0
MB = MA+SQ = 0 + qa.a/2 = qa2/2; 
tại B có Q = 0 => Mmax=qa2/2

a

a a a

M F

q

A

K
D

B

C

VK

VA

HA

qa
Q(kN) M(kNm)

2

2
qa
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Ví dụ 1.6 (4)

Đoạn BC: q=0

Biểu đồ Q=const 
Cần xác định QB=0 

( ) 2 / 2;AB
B BM M qa= =

2 2/ 2 0 / 2C B QM M S qa qa= + = + =

Biểu đồ M bậc nhất
Cần xác định

a

a a a

M F

q

A

K
D

B

C

VK

VA

HA

qa
Q(kN)

M(kNm)

21
2

qa

2

2
qa
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Ví dụ 1.6 (5)

Trên đoạn CD: q=0
Biểu đồ Q=const => Cần xác định

7 12
4 4D KQ F V qa qa qa= − = − =

27
4D KM V a qa= =

2 27 1 3
4 4 2C D QM M S qa qa a qa⎛ ⎞= − = − =⎜ ⎟

⎝ ⎠

Biểu đồ M bậc nhất => Cần xác định

a

a a a

M F

q

A

K
D

B

C

VK

VA

HA

1
4

qa

qa
Q(kN)

27
4

qa

M(kNm)

23
2

qa

2

2
qa

2

2
qa
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Ví dụ 1.6 (6)

Trên đoạn DK: q=0
Biểu đồ Q=const => Cần xác định

7
4K KQ V qa= − = −

0KM =
( ) 27

4
CD

D DM M qa= =
a

a a a

M F

q

A

K
D

B

C

VK

VA

HA

Biểu đồ M bậc nhất => Cần xác định

1
4

qa

7
4

qa

qa
Q(kN)

27
4

qa

M(kNm)

23
2

qa

2

2
qa

2

2
qa
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Ví dụ 1.6 (7)

4. Xét cân bằng các mắt khung

Tại mắt C, biểu diễn các ngoại lực, các ứng lực trên hai mặt cắt ngay sát
C thuộc đoạn BC và CD theo chiều thực (căn cứ vào các biểu đồ). Kiểm tra
điều kiện cân bằng: Tại mắt khung tổng nội lực và ngoại lực bằng không.

0
0

0C

X
Y
M

∑ =
∑ =
∑ =

1
4

qa

23
2

qa

1
4

qa
2

2
qa

2qa
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4
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23
2

qa

1
4

qa
2

2
qa

2qa

Biểu đồ nội lực của khung

1
4

qa

N
kN

1
4

qa

7
4

qa

qa

Q
kN

27
4

qa

23
2

qa

2

2
qa

2

2
qa

M
kNm

Ví dụ 1.6 (8)



43(52)
July 2010

Tran Minh Tu - University of Civil Engineering 

4.7. Biểu đồ ứng lực thanh cong

Thanh cong: trục thanh là đường cong 
phẳng, ngoại lực nằm trong mặt phẳng
chứa trục thanh
Dùng phương pháp mặt cắt để xác định
các thành phần ứng lực trên mặt cắt
ngang
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Ví dụ 2: Vẽ biểu đồ nội lực cho thanh cong
như hình bên.Biết: R=2m, M1=5kNm
M2=10kNm, P1=15kN.

Bài giải:

1) Tính phản lực tại gối A và E
Ta có: 

10 15AX H P kN= ⇒ = =∑ VE

VA

HA

( )

1 2

1 2

.4 0
10 5 1,875

4 8

A E

E

M M M V R
M MV kN

R

= + − =

+ +
= = =

∑

1,875A EV V kN= =

M2

M1

2R

2R

D

B

E
C

1 2
P1A

1 2

3

34
4

Ví dụ 1.7 (1)
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Ví dụ 1.7 (2)

1ϕ

N
Q

M
VA

HA

1ϕ

2) Chia thanh thành 4 đoạn

a. Xét đoạn AB:
Dùng mặt cắt 1 – 1, ta có:

10
2
πϕ≤ ≤

1 1

1 1

. os .sin
    = 1,875 os 15sin

A AN V c H
c
ϕ ϕ
ϕ ϕ

= − +
− + VE

VA

HA

M2

M1

2R

2R

D

B

E
C

1 2

P1A

1 2

3

34
4

1 1 1 1.sin . os 1,875sin 15 osA AQ V H c cϕ ϕ ϕ ϕ= − − = − −

1 1

1 1

. .(1 os ) . .sin
3,75. os 30sin 3,75
A AM V R c R H

M c
ϕ ϕ

ϕ ϕ
= − − −

⇒ = − −
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Ví dụ 1.7 (3)

Bảng biến thiên:

1ϕ 6
π

4
π

3
π

2
π[rad] 0

N [kN] -1,88 5,88 9,28 12,05 15
Q[kN] -15 -13,98 -11,93 -9,12 -1,88
M[kNm] 0 -15,50 -22.31 -27,86 -33,75

b,Xét đoạn BC:
Ta có (mặt cắt 2-2):

20
2
πϕ≤ ≤

1ϕ

N
Q

M
VA

HA

1ϕ

1

1

VA

HA

2ϕ
2ϕ N

Q

M

M1

2
2

2 2 2 2.sin . os 1,875.sin 15. osA AN V H c cϕ ϕ ϕ ϕ= + = +

2 2 2 2os sin 1,875 os 15sinA AQ V c H cϕ ϕ ϕ ϕ= − + = − +
0

20 7,13Q ϕ= ⇒ =
( )2 1 2

2 2

1 sin os
3,75 3,75sin 30 os 5

A AM V R M H Rc
M c

ϕ ϕ
ϕ ϕ

= − + + −

= − − − +

( )0
2

ax 7,13
29( )mM M kNm

ϕ =
= =
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Ví dụ 1.7 (4)

Bảng biến thiên:

2ϕ 6
π

4
π

3
π

2
π

[rad] 0

N [kN] 15,00 13,93 11,93 9,12 1,88
Q[kN] -1,88 5,88 9,28 12,05 15
M[kNm] -28,75 -26,61 -22,61 -17,00 -2,5

c,Xét đoạn ED:
Ta có:

30
2
πϕ≤ ≤

3 1 3 3 3. os .sin 1,875. os 15.sinEN V c P cϕ ϕ ϕ ϕ= − + = − +

E 3 1 3 3 3.sin . os 1,875.sin 15. osQ V P c cϕ ϕ ϕ ϕ= − − = − −

VA

HA

2ϕ
2ϕ N

Q

M

M1

2
2

3ϕ

M
Q

N

VE

P13ϕ

3
3

3 1 3

3 3

. .(1 os ) . .sin
     = 3,75. os 30.sin 3,75

EM V R c R P
c

ϕ ϕ
ϕ ϕ

= − − −
− − −
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Ví dụ 1.7 (5)

Bảng biến thiên:

3ϕ 6
π

4
π

3
π

2
π[rad] 0

N [kN] -1,88 5,88 9,28 12,05 15,00
Q[kN] 15,00 12,05 9,28 5,88 -1,88
M[kNm] 0 -15,5 -22,31 -27,86 -33,75

d,Xét đoạn CD:
Ta có:

40
2
πϕ≤ ≤

VE

P1

M2

M

Q
N

4ϕ

4ϕ

3ϕ

M
Q

N

VE

P13ϕ

3
3

4 1 4 4 4.sin . os 1.875.sin 15. osEN V P c cϕ ϕ ϕ ϕ= + = +

4 1 4 4 4. os .sin 1,875. os 15. osEQ V c P c cϕ ϕ ϕ ϕ= − + = − +
0

40 7,13Q ϕ= ⇒ =



49(52)
July 2010

Tran Minh Tu - University of Civil Engineering 

Ví dụ 1.7 (7)

4 2 1 4

4 4

. .(1 sin ) os
    3.75 3,75sin 30. os 10

EM V R M PRc
c

ϕ ϕ
ϕ ϕ

= − + + −
= − − − +

( )0
4

ax 7,13
24( )mM M kNm

ϕ =
= =

Bảng biến thiên:

4ϕ 6
π

4
π

3
π

2
π[rad] 0

N [kN] 15,00 13,93 11,93 9,12 1,88
Q[kN] -1,88 5,88 9,28 12,05 15,00
M[kNm] -23,75 -21,61 -17,61 -12,00 2,50

VE

P1

M2

M

Q
N

4ϕ

4ϕ

3, Biểu đồ nội lực:
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Ví dụ 1.7 (8)

15

13,98

11,93
9,12 1,88 5,88

9,28

12,05

15

12,05

9,28
5,88 1,88

5,88
9,28

12,05

15

7,13o

13,93

1,88

5,88

9,28
12,05 15

13,93

1,88

5,88

9,28
12,05 15

11,93

9,12

1,88

9,12

11,93

7,13o

N
kN

Q
kN
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ax 24mM =

2,5

12

17,61
21,61

23,75 33,75

27,86
22,31

15,5

15,05

23,31
27,86 26,61

33,75

28,75
ax 29mM =

22, 26

17
M

kNm

Ví dụ 1.7 (9)
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4. Câu hỏi???
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E- mail:
tpnt2002@yahoo.com
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